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NORMALFORMEN UND DAS ZENTRUM EINER ELLIPTISCHEN KURVE 1

VORWORT

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit der Konstruktion von Nor-
malformen von kubischen Gleichungen und elliptischen Kurven {iber
beliebigen Korpern, die diese bis auf affine Transformationen eindeutig
charakterisieren. Fiir eine kubische Gleichung {iber einem Korper K,
also eine Gleichung der Form

ar® +ba* +cx+d, a,b,c,d € K, a#0,
ist fiir char(K') # 3 die Normalform
2 4ex+f e feK

bekannt, deren Losung mit Hilfe der Cardanischen Formeln berech-
net werden konnen. Diese liefert jedoch neben der Einschrankung der
Charakteristik auch keine Klassifizierung bis auf affine Transformatio-
nen. In Kapitel 2 konstruieren wir daher in Anlehnung an ein Pre-
print von Markus Rost [Rost] eine solche klassifizierende Normalform.
Einer kubischen Gleichung lésst sich das Tripel der Lésungen iiber ei-
nem algebraischen Abschluss zuordnen, dass wir das assoziierte Dreieck
nennen. Abgesehen von speziellen kubischen Gleichungen, deren assozi-
iertes Dreieck besondere Symmetrieeigenschaften besitzen, kénnen wir
die Normalisierung einer Gleichung nun auf die Normalisierung einer
charakteristischen affinen Geraden, der Basic Line zuriickfithren. Eine
bestimmte Koordinatenwahl der Basic Line impliziert fiir jede nicht-
spezielle kubische Gleichung die Normalform

427
Der Parameter ¢ bestimmt eine nicht-spezielle kubische Gleichung also

bis auf affine Transformationen. Fiir elliptische Kurven, also projektive
Varietiaten der Form

Y24+ XYZ +asYZ? = X3+ ayX?Z + ay X 2% + aZ>,0; € K,

ist eine solche klassifizierende Invariante bereits bekannt, die sogenann-
te j-Invariante. Sie charakterisiert elliptische Kurven eindeutig bis auf
K-TIsomorphie, das heifit, bis auf affine Transformationen iiber einem
algebraischen Abschluss K. Ebenfalls bekannt ist fiir char(K) # 2,3
die Normalform

Y27 = X3 — 27, X 7% — 54ce 23, ¢; € K,

d — 2?4+ (9t —2)x — (4t — 1) =0, teK\{l 7}.

die aber wiederum neben der Einschrankung der Charakteristik keinen
Aufschluss iiber den Isomorphietyp der Kurve gibt. In Kapitel 3 kon-
struieren wir daher fiir jede elliptische Kurve E iiber einem beliebigen
Korper K mit j(E) # 0,1728 die Normalform

Y?2 - XY — aX? 36X + Z

1
E(j,a): Z=X3_-_221Z 7 K\{-
() 1+4a B 17 \{4}’
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die nur durch affine Transformationen iiber K erreicht wird. Des Wei-
teren entwickeln wir mit Hilfe einiger algebraischen Vorbemerkungen
aus Kapitel 1 Kriterien fiir die Isomorphie zweier ellitischer Kurven der
Form E(j,a) und E(j',a"). Fiir char(K) # 2 lasst sich einer elliptischen
Kurve E iiber K eine kanonische kubische Gleichung iiber K zuordnen,
deren assoziiertes Dreieck gerade aus den 3 Punkten auf F mit Ord-
nung 2 beziiglich des Gruppengesetzes auf E besteht. Nun stellt sich
die Frage nach einer Beziehung zwischen der j-Invariante einer ellipti-
schen Kurve und der ¢t-Invariante der assoziierten kubischen Gleichung.
Tatséchlich erhalten wir eine 1:1-Relation

{Elliptischen Kurven iiber K bis auf K-Isomorphie}
1:1

Nicht-spezielle kubische Gleichungen
iitber K bis auf affine Transformationen [ °

Fiir die t-Invariante erhalten wir in Abhéngigkeit der j-Invariante die

Relation
1 16

4 j—1728

In der Konstruktion der Normalform E(j,a) einer elliptischen Kurve
E zeigt sich, dass ein eindeutig bestimmter Punkt C'(E) € P? auf den
Ursprung verschoben werden muss, um die Normalform zu erreichen.
Diesen charakteristischen Punkt nennen wir das Zentrum von E. In
Kapitel 4 beschéftigen wir uns mit der Lage des Zentrums beziiglich der
elliptischen Kurve und entwickeln zwei geometrische Interpretationen
dieses Punktes. Dazu definieren wir die Polare eines Punktes P € P2
bezglich E, eine Kurve, die E genau in den Punkten schneidet, auf
deren Tangente P liegt. Fiir char(K) # 3 definieren die Polaren der
Punkte auf der Geraden L durch die 3 Punkte auf £ mit Ordnung 2
eine kanonische Involution, bei der das Zentrum von E gerade mit dem
Punkt im Unendlichen auf L korrespondiert. Die zweite Interpretation
beschreibt das Zentrum von E als einzigen affinen Schnittpunkt von
Polaren auf einer bestimmten zu E assoziierten Geraden.
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1. SEPARABLE QUADRATISCHE ERWEITERUNGEN

Dieses Kapitel dient dazu, einige algebraische Grundlagen zu schaf-
fen, die an spéterer Stelle fiir die Klassifikation von elliptischen Kurven
iiber beliebigen Korpern benétigt werden.

Sei K ein Korper und

D,(K):={ae K|1—naec K"}

die Menge aller Kérperelemente, die nicht invers zu einem gegebenen
n € K sind. Fiir a € Dy(K) definieren wir das Polynom

P,=t'—t+a€ K]t

und die K-Algebra
K, := K[t]/(F,).

Das folgende Lemma zeigt, dass alle separablen quadratischen Erwei-
terungen von dieser Form sind:

Lemma 1.0.1. a) K,/K ist eine separable Erweiterung
b) Sei char(K) # 2. Fir jede separable quadratische Erweiterung
F/K gilt F =2 K, fir ein a € Dy(K)
¢) Aquivalent sind
(i) Ko 25 Ko

—d + d?
(ii) Es existiert ein d € Do(K) mit ' = a<1 — ;;Z)Q
Beweis. a) Es reicht zu zeigen, dass P, separabel ist. Die Diskrimi-

nante von P, ist A(FP,) = 1 — 4a. Dieser Wert ist nach Voraus-
setzung fiir den Parameter a ungleich 0, also ist P, separabel.
b) Da jede quadratische Erweiterung eine einfache Erweiterung ist,
existiert ein v € F mit F' = K[y]. Sei Q(t) := t* + at + 3 das
Minimalpolynom von « iiber K. Dann folgt K[y] = K[t]/(Q(t))
und es gilt A(Q) = o? — 4 # 0, da Q separabel ist. Dann ist

K10/ (QU0) = K oz
14+«
2

der gewiinschte Isomorphismus. Die Wohldefiniertheit folgt aus

1 2 1 1—a®+4
(t— J;O‘) +a(t—$)+ﬁ=t2—t+a—+ﬂzo

t—t—

4

und

1—a?+4
1_4<a—+6

1 ):a2—4B:A(Q)7AO.
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1—a?+4
Es gilt also 1zo”+45 € Dy(K). Die Wohldefiniertheit der

Umkehrabbildung folgt aus

1+a)? 1+« 1—a?+48
t — |t
(+557) (7)1

=t*+at+p=0.

c) (i)=(ii) Jeder Isomorphismus ¢: K, — K, ist eindeutig durch
das Bild von ¢ bestimmt. Sei ¢(t) = ct+d, wobei ¢,d € K, ¢ # 0.
Aufgrund der Wohldefiniertheit von ¢ gilt

(P,) =t +c(2d— 1)t +a—d+d*=0

2d — 1 —d+ d?
@¢”+d : %+a ;' =t —t+d
C C

Durch Koeffizientenvergleich folgt ¢ = 1 — 2d und

, a—d+d* a—d+d?

2 (1-2d)?
—dt
(ii)=(i) Sei a’ = ﬁ, d € Do(K). Dann ist
6: Ky — Ky

t— (1—-2d)t+d
ein Isomorphismus. Die Wohldefiniertheit folgt aus
¢(P) =(1—2d)*" —t (1 —4d+4d*) +a—d+d°
=(1-2d)*(*—t+a)=0
Die Umkehrabbildung
o' Ky — K,
t—d
1—2d

t—

ist wegen

t—d\*> t—d 1\, ,
(1—2d) _1—2d+a_<1—2d) (F—t+a) =0

ebenfalls wohldefiniert.
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2. KUBISCHE GLEICHUNGEN UND POLYNOME

2.1. Das assoziierte Dreieck. Unter einem kubischen Polynom in
allgemeiner Normalform iiber einem gegebenen Koérper K verstehen
wir ein Polynom

P(t) = t* + ast® + ayt + ag
mit a; € K fiir i = 1,2, 3. Uber einem algebraischen Abschluss K von
K sei das Polynom von der Form

P(t) = (t—mr)(t —r)(t —r3).

Im Folgenden bezeichnen wir das Tupel D := (rq,re, r3) aufgrund der
Anschauung fiir K = C als das zu P(t) assoziierte Dreieck.

Definition 1. Ein kubisches Polynom in allgemeiner Normalform so-
wie das assoziierte Dreieck heiflen speziell, falls paarweise verschiedene
i,7,k € {1,2,3} existieren, sodass mindestens eine der folgenden Ei-
genschaften erfiillt ist:

a) r; =1,

b) T + r; = 2Tk

¢) ri + ;¢ +m¢* =0, wobei ¢ € K die Gleichung 1 +¢+¢* =0
erfiillt, .

Fiir char(K) # 3 sei G(D) = 5(r1 +r2+r3) der Schwerpunkt von D.

Satz 2.1.1. Ein Polynom P € K[X]| ist genau dann speziell, wenn es
inseparabel ist oder eine nicht-triviale Symmetrie beziiglich des assozi-
ierten Dreiecks D existiert, das heifit, eine affine Transformation

peAff(l) ={f: K > K,t—at+b, a,be K}, ¢ #1id,

die sich auf ein Element der Symmetriegruppe von D einschrdnkt, also
auf eine Permutation der Elemente von D.

Beweis. “=" Die verschiedenen Falle sind

a) P ist nicht separabel. Dann ist P nach Definition speziell.
b) Es gilt 3ry, = r; +r; + 1%, also 1, = G(D) fiir char(K) # 3. Es

existiert die Symmetrie
t— r; + Ty — t,

die r; und r; vertauscht.
c) Es gilt

i =T = (2(7”3‘ — i) = ((rr — 13).
Damit existiert die zyklische Symmetrie
t=r;+((t—r)

mit Ordnung 3.
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“<" Der inseparable Fall ist offensichtlich richtig. Sei also D nun se-
parabel. Dann besteht die Symmetriegruppe von D, die symmetrische
Gruppe Ss, neben der Identitédt aus Spiegelungen der Ordnung 2 und
Drehungen der Ordnung 3. Sei das nach Voraussetzung existierende
¢ € Aff(1) zunéchst eine Spiegelung, das heifit, ohne Einschrankung
gilt
o(ry) =ary +b =1y
p(ry) =ary +b =1,
o(rs) =ars +b=r3
Nun gibt es folgende Félle
(i) a = 1: Es folgt sofort b = 0 und damit ein Widerspruch zu ¢ # id.
b
(i) a # 0: Es folgt ry = . und (1 —a)(14+a) =bla+1). Es
—a
gibt nun die Félle
(1) a# —1: Esfolgt r1 =ro =13 = 1

Separabilitdt von P.
(2) a = —1: Es folgt r1 +ry —2r3 = 0.
Sei  nun eine Drehung, also ohne Einschriankung

, im Widerspruch zur

o(ry) =ary +b =1y
o(rg) =arg +b =13
o(r3) =ars +b=r.
Es folgt
r1 (1—a3) :b(a2+a+1).
Wir betrachten die folgenden Fiélle

b
(i) a® # 1: Es ergibt sich wiederum r = ry = r3 = l1—a im

Widerspruch zur Separabilitat von P.
(ii) a = 1: Fiir char(K) # 3 folgt b = 0 im Widerspruch zu ¢ # id.
Fiir char(K) = 3 ergibt sich 71 + 79 +1r3 = 0 = 3r3, also r; + 15 =
27"3.
(iii) @ = ¢ ist primitive dritte Einheitswurzel: Es ergibt sich jeweils
™ +CT2+C2T’3 = 0.
Falls also eine affine Transformation existiert, die sich auf ein nicht-
triviales Element der Symmetriegruppe von D einschréinkt, so ist D
speziell. O

Bemerkung. Fiir K = C ist ein Dreieck D = {ry,rs,r3} genau dann
speziell, wenn es eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) D ist inseparabel

(ii) Fiir den Schwerpunkt G(D) =

(iii) D ist gleichseitig.

NERE G G(D) e D.
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2.2. Die Normalform einer kubischen Gleichung. Dieses Kapitel
stellt im Wesentlichen eine Ausarbeitung von [Rost] dar, das Ziel ist
der Beweis des folgenden Satzes:

Satz 2.2.1. Sei P ein nicht-spezielles kubisches Polynom in allgemei-
ner Normalform tiber einem Korper K. Dann ezistieren ¢ € Aff(1),
A € K\ {0} und ein eindeutig bestimmter Parameter t € Dy(K) mit
(4t — 1)(27t — 7)* # 0, sodass

APo¢=1r"—7r?4+ (9t —2)r — (4t — 1).

Bemerkung. Der Parameter ¢ bestimmt eine kubische Gleichung ein-
deutig bis auf affine Transformationen.

Vor dem Beweis des Satzes folgen zuerst noch ein paar Vorbemer-
kungen, die uns die Beweisfithrung erleichtern sollen. Es sei also P(z) €
K [x] ein kubisches Polynom in allgemeiner Normalform. Dann ist F' :=
K[z]/(P(x)) eine freie K-Algebra und in F' gilt P(x) = 0. Das cha-
rakteristische Polynom von x sei das charakteristische Polynom der
Multiplikation mit x, also der linearen Abbildung

my: F— F

at— xra.

Beziiglich der K-Basis {1, z,2?} von F hat die Darstellungsmatrix von
m, fir P(z) = 2° + agz? + a1z + a¢ die Form

0 0 —Qo
1 0 —aq
01 —a2

Das heift, fiir das charakteristische Polynom von z gilt x,(r) = P(r).
Es folgt

P(r) = Xa(r)
=73+ a2r2 + a1r + ag
=73 — T(2)r? + Q(x)r — N(z),
wobei T'(z) die Spur von z und N(x) die Norm von z beziiglich der Er-

weiterung F'/ K ist. Falls z invertierbar ist, gilt fiir das charakteristische
Polynom von x~*

3 =T (a:_l) 24 Q (:1:_1) V=N (93_1) =0.
23

N (z~1)

Dies fiithrt durch Multiplikation mit zZu
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Da nach Konstruktion das charakteristische Polynom von z auch das
Minimalpolynom ist, folgt wegen der Multiplikativitdt der Normfunk-
tion

T (z71)

Qz) = m =T (x_l) N(z).

Bemerkung. Sei F' eine Erweiterung eines Korpers K vom Grad n,
x € F, und x,(r) das charakteristische Polynom von z. Dann gilt

b
Xaerb(r) =0 < Xz (%) = O, be K,CL c K*.

Beweis. Sei M, die Darstellungsmatrix der Abbildung m,. Dann gilt
det(r]l - Max—i—b)
=det(rl — (aM, + b1))
=det((r —b)1 — aM,))
—a" det (T —by_ Mx) .

a

Es gilt also
det(rl — Myzip) =0

& det (T_bn —Mx> —0,

da nach Voraussetzung a € K*. U

Um kubische Polynome iiber einem gegebenen Korper K bis auf
affine Transformationen zu bestimmen, reicht es also aus, charakteri-
stische Polynome P,(r) von Elementen x aus kubischen Erweiterungen
und affine Transformationen des Parameters x {iber K zu betrachten.

Definition 2. Sei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine Menge
A heilit affiner Raum beziiglich V', falls eine Abbildung

AxV = A
(a,v) > a+v

mit den folgenden Eigenschaften existiert:

a) a+0=aq, fir 0 € V und fiir allea € A
b) Fiir je zwei a,b € A existiert genau ein v € V mit a +v =1»5
c)a+(v+w)=(a+v)+wfiraleac Av,weV

Die Dimension von A ist definiert als die Dimension von
A—ag:={a—ag|ac A}

als Untervektorraum von V fiir ein beliebiges ay € A.
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Um zu zeigen, dass ein nicht-spezielles kubisches Polynom P in die
gewiinschte Normalform transformiert werden kann, werden wir im Fol-
genden eine zu P und damit zu z assoziierte affine Gerade

lo ={f(z) +sg(x) [ s € K}, f(x),9(x) € K
konstruieren. Diese Gerade wird durch die Parameter T'(x), Q(z), N(z)
der kubischen Gleichung bestimmt sein und die Eigenschaft

lozap =aly, +b, a € K* be K

besitzen. Jede affine Tansformation von z impliziert also die selbe
Transformation jedes Punktes auf der assoziierten Geraden. Aus die-
sem Grund werden wir uns im Folgenden auf die Transformationen der
Gerade beschrianken und diese in eine Normalform bringen, die dann
die gewiinschte Normalform der kubischen Gleichung impliziert. Doch
zuerst zur Konstruktion der affinen Gerade. Gesucht sind Funktionen
f,g: F— K mit den Eigenschaften

flax +b) =af(x) +b
g(ax + b) =ag(z).

Die Funktion f definiert also in Abhéngigkeit von x einen Punkt auf der
affinen Gerade, die Funktion g einen “Richtungsvektor”, also ein Ele-
ment des zugrunde liegenden Vektorraums, das invariant unter Trans-
lationen ist. Damit folgt wie gewiinscht

lazio(s) = flax +b) + sg(ax + b) = af(z) + b+ sag(x) = al.(s) + b.

Um die Parameter f und g definieren zu kénnen, sind zunéchst einige
Rechnungen notig. Zuerst bestimmen wir die Diskriminante von P in
Abhéngigkeit von x. Da x eine Nullstelle von P ist, erreichen wir mit
der Transformation r — r + z, dass 0 eine der Nullstellen ist. Das
Polynom hat nun die Form

P(r) =1+ 3z — T(z))r* + (32 — 2T (2)x + Q(x))r
=%+ p(z)r* + 6(x)r

Dabei ist d(z) gerade die Ableitung von P(r) an der Stelle z. Fiir die
Diskriminante des quadratischen Polynoms

2 + o(x)r + §()

erhalten wir (ry — 73)% = ¢(2)? — 46(z). Wegen der Invarianz unter
Translationen folgt fiir die Diskriminante des urspriinglichen Polynoms

A(z) =(x —1r2)*(x — 73)*(ry — r3)°
=N ((Tg — 7"3)2)
=N (p(z)* — 46(z)) .
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Es zeigt sich, dass ¢(z) invariant unter Translationen ist:
p(ax +b) = 3(ax + b) — T'(ax +b)
= 3ax +3b—aT(x) — 3b
= a(3x — T(x))
=ap(z), a,be K, a#0
Damit folgt mit
A(z) = N(o(x)),
dass gilt A(az+b) = a®*A(x). Da §(x) iiber die Ableitung von P definiert
ist, ist auch dieser Parameter invariant unter Translationen. Auflerdem
folgt wegen 0(x) = (x — r9)(x — r3), dass
S(ax) = (ax — ary)(az — ars) = a*§(x)
und mit D(z) := T(§(x)) auch D(azx + b) = a*D(z). Man berechnet
D(z) = T(0(x))
=T (32° — 2T (z)z + Q(z))
= 3T(2)* - 6Q(x) — 2T (z)* + 3Q ()
=T(2)" - 3Q(z)

und

A(z) = =3M (z) 4+ 2T (z)D(x).

Bemerkung. Seien 1,715,753 € K die Nullstellen von P(r) = P,(r).
Dann ist P(r) genau dann speziell, wenn eine der folgenden Bedingun-
gen erfiillt ist

a) P(r) ist inseparabel
b) D(z) =0
c) A(z) =0.

Beweis. Es gilt
D(x) = T(x)* - 3Q(x)
= (r1 + 1y +13)% — 3(riry 4+ 1173 + To73)
=7+ 15+ 1y —rirg — iy — 1oy

= (7”1 +(rg + C27"3) (7"1 + C2T2 + CT3) )
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wobei ¢ der Gleichung (% + ¢ + 1 = 0 geniigt. D(z) = 0 gilt also genau
dann, wenn das zu x assoziierte Dreieck gleichseitig ist. Auflerdem gilt

A(z) = =3M(z) + 2T (x)D(x)
= —=3Q(z)T(x) + 27TN(z) + 2T (z) D(x)
= (2r; — 1y —13)(2rg — 11 —13)(2r3 — 11 — 72).

Es gilt also genau dann A(x) = 0, wenn ein Punkt des zu x assoziierten
Dreiecks der Schwerpunkt ist. Mit Satz 2.1.1 folgt die Behauptung. [J

Da P,(r) nicht-speziell ist, konnen wir den ersten Parameter der
gesuchten charakteristischen Gerade definieren:
A(x)

Es gilt wie gewiinscht
a*A(r)
_a2D(x) = ag(x).

glax +0b) =

Fiir den Parameter M (x) gilt
M (az + b) =a*(T(2)Q(z) — IN(z)) + 2a’b (T(z)* — 3Q(x))
=a® M (x) + 2a*bD(x).

M M
Also folgt B(Gx +b) = aﬁ(x) +2b. Da fiir die Spur aber T'(az +b) =
aT'(x) + 3b gilt, ergibt sich
M(x)

)= Ta) =
mit der gewiinschten Eigenschaft f(ax 4+ b) = af(z) + .
Definition 3. Sei z € F, D(x) # 0. Dann heifit

l.(s) = f(z) +sg(z), se K

die Basic Line von x.

Bemerkung. Fiir A(z) # 0 ist die Basic Line eine wohldefinierte, zu
dem Polynom P assoziierte affine Gerade.

Bemerkung. a) 3f(z) + g(x) = T(x)

b) 2f(z) + g(z) = Agff;
Beweis.  a) 3f(xz) + g(x) = 3T (x) — 3% - %
3T(z) + g((i; — 2T (z) - DE?)
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T(z)D(x) — M(x)

b) 2f(x) +g(z) = T(x) — D(z)

Nun zum Beweis des Satzes.

Beweis. Sei P(r) € K]|r| also ein nicht-spezielles kubisches Polynom,
F = K]Jr]/(P) und z € F mit P(x) = 0. Nach einer fritheren Bemer-
kung ist P das charakteristische Polynom von z, also von der Form
Xz(r) =3 = T(2)r* + Q(z)r — N(z). Durch die affine Transformation

oz f(z
He) = g(x)

gelangt die Basic Line in die Form
f(o(z)) =0, g(¢(z)) =1
Dies ergibt folgende Normalisierung der zu P assoziierten Parameter

N +1

Mit der Wahl von ¢ := € K folgt
(T,Q,N) = (1,9t — 2,4t — 1),

das heifit, das Polynom P hat mit A\ := nun die Form

g9(x)?
AP(r) =13 — 1% 4+ (9t — 2)r — (4t — 1).

2.3. Klassifikation.

Satz 2.3.1 (Rost). Sei P(r) € K|[r] ein nicht-spezielles kubisches Po-
lynom mit dem assoziierten Dreieck D = {x,r9,73}. Dann ist die t-
Invariante der Gleichung P(r) =0 gegeben durch

_ A(@)? - Ala)

TAEE falls char(K) # 2

und

t=1+ Zg))j, falls char(K) =2

Beweis. Nach dem obigen Satz gelangt eine nicht-spezielle kubische
Gleichung durch die affine Transformation

z— f(z)

T )
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in die gewiinschte Normalform. Fiir char(K) # 2 gilt

()= G (e 56)

1
:A(:E)?,N(D(iﬂ)(ﬁ +r3) = M(x)), daT = +ry+73
L 3403 —2wr? — 2ur —ror? — 2y xrar
:A(w)3N(T2+3 2zry — 2x713 oT'3 5r3 +4 23)
1 2
S A(a:)3N ((2z —ro —r3) (12 — 13)%)
1 2
=- WN(SO(@)N ((7°2 —13) )
_ A(z)
A(x)?

Mit Koeffizientenvergleich folgt

gz
und damit @
Az
AR T A2 - A
B 4  4A(x)?
Fiir char(K) = 2 gilt
v @)\ D@?,
o (*5) = e
_ D(z)° " )2
- A(x)2 (Q( )"‘f( ) )
_ D(z)’ + M(x)?
A(z)?
_ . D)
=1+ A2

da mit A(z) = —3M(z) + 2T (x)D(x) auch A(x) = M(x) gilt. Mit
Koeffizientenvergleich folgt
Q(—x_f(x)> —9t—2=1.
g(x)
O

Sei nun char(K) # 2,3. Dann gelangt die kubische Gleichung mit
der Transformation r +— 3r — 1 in die Form

73 —3(7—27t)r + 7 — 27t = 0.
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Diese Gleichung hat die Diskriminante 3%(7 — 27t)?(1 — 4t), folglich hat
eine kubische Gleichung in Normalform die Diskriminante

A= (7T—27t)%(1 — 4¢).

Mit Hilfe der Cardanischen Formel lassen sich nun die Nullstellen durch
Radikale ausdriicken. Fiir y = u + v ergibt sich y3 = 3uvy + u?® + v3.
Vergleicht man die Koeffizienten mit denen der urspriinglichen Glei-
chung, erhilt man mit D := 7 — 27t die Gleichungen uwv = D und
damit u*v® = D3 und «? +v3 = —D. Nach dem Satz von Vieta sind u?
und v3 die Nullstellen der quadratischen Gleichung

2>+ Dz—D?=0.
Man erhélt die Losungen

5 D<—1+\é@>

=: Dw

u =

und

~1—-+1—-4D
v3:D( 5 )z:Dw.

Wegen D = ww folgt u = vVw?o =: o und v = vVww? =: @. Es gilt also
y = o+ & und damit
l+a+a
r=—
3

- (o= fumm (1 vE) - fu-m (- vE)).

wobei B =1— 4D = 27(4t — 1).

Korollar 2.3.2. Sei P(r) € KJr| ein kubisches Polynom und x €
K[r]/(P(r)) mit P(x) = 0 und D(x), A(x) # 0. Dann ldsst sich die
Gleichung P(r) = 0 durch eine affine Transformation tiber K in eine
der folgenden Normalformen bringen:

a) (4t —1)(27t —7) #0, falls r; # r; firi#j
1
b) t = 7 falls P eine doppelte Nullstelle besitzt und char(K) # 2

c)t= 2—77, falls P eine dreifache Nullstelle besitzt und char(K) # 3

Beweis.  a) Dies zeigt Satz 2.2.1.
b) Wir betrachten eine Gleichung der Form
P(r)=(r—r)*(r—mr) =0, r #rs.

Wegen A(ry) = 2(ry—7r1)* € K und D(ry) = (r,—r1)* € K folgt
auch ro —ry € K und mit T'(ry) = 2r; + 75 € K auch ry,ry € K.
Damit kann die Gleichung durch die Transformation

7> 2(ry —ro)r + 19
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1\? 1
r(r—§) :7’3—7‘2—1—17":0

gebracht werden. Fiir char(K) = 2 gilt mit der Existenz einer
doppelten Nullstelle auch A = 0.
¢) Wir betrachten eine Gleichung der Form

in die Form

P(r)=(r—m)*=0.

Wegen char(K) # 3 folgt mit T'(ry) = 3r; € K auch r; € K.
Damit kann die Gleichung durch die Transformation

T 3rr

in die Form

gebracht werden. Fiir char(K) = 3 gilt mit der Existenz einer
dreifachen Nullstelle auch D = 0.

O
Beispiel. Gegeben sei die reelle kubische Gleichung
P(r) = xz(r) =7 = (=1)r* + (=2)r = r(r — 1)(r +2) = 0.
2
Man berechnet f = —g und g = 70 (siche Grafik 1). Nun wéhlt

man die Koordinaten f = 0 und g = 1 (sieche Grafik 2) mit Hilfe der
Transformation

r—f 7 9

20 20°
Man erhélt
Xo(@)(r) =0
<~ Xz (Cb_l(’r)) -
19 9
3_ .2
&l — —r+—=0
T 00" 100
das heif}t, fiir die charakteristische Invariante t gilt
9
—+1
100~ _ 9L
4 400

oder mit A(z) = —20 und A(z) = —12 auch

. A(z)? — A(z) 91
N 4 A2 400
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Grafik 1: Vor der Normalisierung
15 T T T T

— kubisches Polynom
or 1 | —Basic Line
* Dreieck

Grafik 2; Nach der Nommalisierung
5 T T T T T T T

— kubisches Polynam
or 7 |~ Basic Line

* Dreieck

2.4. Charakteristische Fixpunkte. Im Folgenden soll noch eine wei-
tere Moglichkeit diskutiert werden, um kubische Gleichungen zu nor-
mieren. Anstelle der rechnerisch motivierten Parameter f und g werden
wir im Fall char(K') # 2, 3 eine kubische Gleichung mit Hilfe charakte-
ristischer Fixpunkte normieren.

Bemerkung. Fiir eine nicht-spezielle kubische Gleichung

Pry=r—r)(r—ro)(r—r3) =0
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mit dem assoziierten Dreieck D = (rq,79,r3) und der Basic Line [,

existiert der Schwerpunkt G(D) = =(ry + 15 + r3). Dieser liegt wegen

Wl =

a() =T = fa) + Lot

auf der assoziierten Basic Line.

Um einen weiteren charakteristischen Punkt auf der Basic Line zu
bestimmen, brauchen wir zuerst eine Aussage aus der rationalen Geo-
metrie:

Definition 4. Sei A eine affine Gerade iiber einem Korper K. Fiir zwei
Punkte u,v € A, u # v, definieren wir die Abbildung

rup: A\ {u} = A\ {u}
(v —u)’

t— u—+
t—u

Wir bezeichnen r,, als Spiegelung an v mit Pol u.

Die Abbildung ist wohldefiniert, da die Differenzen v — u, t — u, nach
der Definition einer affinen Geraden, in K liegen und damit auch der

(v—w’

Quotient

Es ist leicht nachzurechnen, dass 7, , = 7y 24— gilt. Der gesuchte zwei-
te charakteristische Punkt einer kubischen Gleichung ergibt sich aus
dem folgenden Lemma. Dazu definieren wir analog zu dem assoziierten
Dreieck einer kubischen Gleichung fiir ein Dreieck D = {ry, 79,73} auf
einer beliebigen affinen Geraden die Parameter

. Die Fixpunkte dieser Abbildung sind v und 2u — v.

T(D) =r1+1ry+7r;3

Q(D) =TTy + rrs —+ 273

N(D) =TriTroTs.
Lemma 2.4.1. Sei A eine affine Gerade iiber einem Koérper K, mit
char(K) # 2,3. Auflerdem sei D = {t1,ts,t3} ein nicht-spezielles Drei-

eck in A und G(D) der Schwerpunkt von D. Dann existiert ein eindeu-
tiger Punkt R(D) € A mit R(D) # G(D) und R(D) ¢ D mit

G(rrmy,am (D)) = G(D).

Das heifit, wenn wir das Dreieck D an seinen Schwerpunkt mit Pol
R := R(D) spiegeln, dann ist der Schwerpunkt des resultierenden Drei-
ecks der Schwerpunkt von D. Wir nennen R den Spiegelungspol von D.

Beweis. Mit einer geeigneten Koordinatenwahl auf der affinen Geraden
kann ohne Einschriankung angenommen werden, dass G(D) = 0 gilt.



18 NORMALFORMEN UND DAS ZENTRUM EINER ELLIPTISCHEN KURVE

Da 3 invertierbar ist, ist dies dquivalent zu T(D) = r; + 19 + 13 = 0.
Der gesuchte Punkt R muss also die folgende Gleichung erfiillen:
9 1
=3R+R*) =0

3 R2
;R+Ti—R izlri—R
< 3R(r1 — R)(rs — R)(rs — R) + R* (Q(D) + 3R?)
=3RN (D) — 2R*Q(D) =0

3

Es ergeben sich nun die folgenden Félle:

a) N(D) = 0: Mit N(D) = ryrars ergibt sich ein Widerspruch zur
Separabilitat von D.

b) Q(D) = 0: Da nach Koordinatenwahl T'(D) = 0 gilt, folgt eben-
falls

D(D) =T(D)* - Q(DP) =0,
im Widerspruch dazu, dass D nicht speziell ist.
c) N(D) #0,Q(D) # 0: Wegen R # G(D) = 0 folgt
__ 3N(D)
2Q(D)

Damit folgt die Eindeutigkeit des gesuchten Punktes. Fiir die Existenz
bleibt nur noch zu priifen, dass R ¢ D. Nehmen wir also an, es gilt
R = ry. Dann folgt nach der obigen Rechnung

0 =3R>+ Q(D)
:27"f —rirg — 7“32,, dari+ro+r;3=0
:(7’1 — 7"3)(27"1 =+ T3)

=(r1 —r3)(r —ra),

R

im Widerspruch zur Separabilitdt von D. Damit ist auch die Existenz
des gesuchten Punktes R(D) gezeigt. O

Korollar 2.4.2. Sei K ein Korper, K ein algebraischer Abschluss und
P(r) € Klr| ein nicht-spezielles kubisches Polynom mit

P(r) =71 —=T(x)r* + Q(z)r — N(z) = (r —r1)(r — r2)(r — r3) € K[r],

also mit dem assoziiertem Dreieck D = (ri,72,73). Auferdem sei-
en [5(s) und 15(s) die assoziierten Basic Lines iiber dem jeweiligen
Kérper. Dann gilt fiir den Spiegelungspol des Dreiecks

(D)= 3p@) <&

Beweis. Das Dreieck D liegt auf der Basic Line (XK. Also existiert nach
Lemma 2.4.1 der Spiegelungspol R(x) := R(D), der sich ebenfalls auf
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< T
X befindet. Durch die Transformation z +— x — ;x)
Schwerpunkt G(D) = 0. Nach dem Beweis von Lemma 2.4.1. folgt

T(x) 3N (x)
w(e- ) =003
__ 3N(e(z))
C 3T ()2 +9Q(x)
—AG@)
6D(x)

folgt fiir den

T ,
Da R <x — %) auf der Basic Line [X liegt, erhalten wir

R(z) =R (:v — TE;)) + Téx)
T A
2D(x)
e
2D(x)’
Mit M (o) )
S )+ 9t
folgt auch R(D) € IX. O

Nun ist fiir char(K) = 2,3 jeweils einer der beiden Fixpunkte G(D)
und R(D) nicht definiert. Eine Charakteristik-unabhéngige Darstellung
der Basic Line erhalten wir durch die Transformation ¢ (z) = 2z —
T(D). Es gilt

Y(R(D)) =f(x)

$(G(D)) =G(D).
Mit f(z) — G(D) = $g(x) erhalten wir wieder die erste, charakteristik-
freie Darstellung der Basic Line als

l(s) = f(x) 4+ sg(x), s € K.

Wir erhalten aulerdem, wie schon im Beweis von Korollar 4.2.2.
erwahnt, die Relationen

1

R—f+§g

und .
G = —q.

f+3g

Die fiir die Normalform einer kubischen Gleichung verwendeten Nor-
malisierungen f = 0 und g = 1 sind fiir char(K) # 2,3 also dquivalent

zu der Koordinatenwahl R = % und G = % der Fixpunkte.
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Grafik 3: Vor der Normalisierung

4 T T T T T
3 [}
sk
T | | = Dreieck
*  Schwergunkt
iy - * Spiegelungspal
1
-2F
-3 | | | | |
-4 i 2 1 0 1 2

Grafik 4: Nach der Normalisierung

05 T T T T T

n4r

0ar

02r

01

— Direiieck.
0r + 11 % Schwerpunkt
* Spiegelungspal

-01
-02f
-03r
-04r
05 | | | | | | | | |

-0.2 0.1 0 01 0.z 0.3 04 0s 0f 1) 0.4

Beispiel. Sei K = C und D = (2 + 3i, —4 + 2i, —1 — 21) ein Dreieck.
Die assoziierte kubische Gleichung ist

3 — (=34 3i)r® + (=2 — 9i)r — (=2 + 36i) = 0.
Fiir die Fixpunkte erhalten wir G = —1 417 und R = —2.0946 4 3.0676%

1 1
(siche Grafik 4). Mit den Koordinatenwahlen G = 3 und R = 3 gelangt

die Gleichung in Normalform mit ¢ = 0,2474 4 0,0088: (siehe Grafik
4).
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Im folgenden Kapitel werden wir die Normalisierung einer ellipti-
schen Kurve auf die Normalisierung einer assoziierten kubischen Glei-
chung zuriickfithren. Die gesuchte Normalform folgt dann aus einer
geschickten Koordinatenwahl der Basic Line, also durch Fixieren der
charakteristischen Punkte R und G.
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3. ELLIPTISCHE KURVEN

3.1. Grundlagen. Die folgenden Grundlagen orientieren sich in Inhalt
und Notation an [Sil1986].

Definition 5. ([Sil1986])

a) Eine elliptische Kurve ist ein Paar (E,O), wobei E eine Kur-
ve, also eine glatte projektive Varietdat der Dimension 1 vom Ge-
schlecht 1 ist und O € E. Eine elliptische Kurve heifit iiber einem
Korper K definiert, falls sie als Varietét iiber K definiert ist (wir
schreiben im Folgenden F/K).

b) Eine Kurve heifit Weierstraf-Kurve, wenn sie Nullstellenmenge
eines homogenen Polynoms der Form

fXY,2)=Y?Z+ a1 XY Z+a3sYZ* — X? —a, X7 — ay X 7% — as Z°

in KP? ist.
¢) Fiir eine projektive Kurve C| definiert tiber einem Korper K, sei
I(C) das Ideal, das von der Menge

{f € K[X], f ist homogen und f(P) =0 fiir alle P € C'}

erzeugt wird. Der Quotient K[C] := K[X]/I(C) heifit der af-
fine Koordinatenring von C, der Quotientenkérper K (C') heif3t
Funktionenkorper von C.

Im Folgenden werden wir fiir eine Weierstrafl-Kurve auch die nicht-
homogene Notation

Y2+ a1 XY +a3Y = X3+ aX? + ay X + ag

verwenden. Wir nennen eine Weierstrafl-Kurve C' glatt, falls sie keinen
singuldren Punkt besitzt, das heifit, es existiert kein Punkt P € C mit

of .oy _ 0f

X’ oy
Um die Definition einer elliptischen Kurve mit der einer Weierstraf3-
Kurve zu verbinden, werden wir zeigen, dass zu jeder elliptischen Kurve
eine (allerdings nicht notwendigerweise eindeutige) Weierstra3-Kurve

gefunden werden kann. Umgekehrt ist jede glatte Weierstrafl-Kurve
eine elliptische Kurve.

Satz 3.1.1. ([Sil1986] S.63ff) Sei E eine elliptische Kurve tiber einem
gegebenen Kdrper K. Dann gilt

a) Es gibt Funktionen x,y € K(FE), sodass die Abbildung
¢ B — P?
P [2(P),y(P),1]

(P) (P) =0.

einen Isomorphismus von E auf eine Weierstraf-Kurve C' indu-
ziert. Insbesondere gilt p(O) = [0, 1,0].
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b)

)

Je zwei Weierstraf-Kurven C1,Cy zu E wie in a) lassen sich
durch eine affine Transformation

x|—>u2x+r
yr—>u3y+su2x~l—t

mit u,r,s,t € K,u # 0, ineinander tiberfihren.
Jede glatte Weierstraf-Kurve ist eine elliptische Kurve mit dem
ausgezeichneten Punkt O = [0,1,0].

Beweis.  a) Sei
Vo ={f € K(E) |ordo(f) > —n, ord,(f) > 0,fiir alle x € £\ O},

n € NU{0}, der K-Vektorraum der Funktionen auf E, die aufier
bei O regulér sind und bei O einen Pol von maximal Ordnung n
haben. Aus dem Riemann-Roch-Theorem folgt, dass dimgV,, =
n fir n > 1 und dimgzgVy = 1. Da Vj und V; eindimensional
sind und Vj die konstanten Funktionen enthélt, folgt, dass es
auf F keine Funktionen gibt, die an O einen Pol mit Ordnung
1 besitzen. Wihle ein x € V5, mit ordpr = —2 und ein y €
V3 mit ordpy = —3, sodass {1,2} und {1, z,y} Basen von V5
beziehungsweise V3 sind. In Vj sind also die sieben Funktionen
1,z,y, 2% zy,y%, 2% enthalten. Wegen dimz Vs = 6 existert also
eine nicht-triviale Linearkombination

Ay + Ay + Asy + Agx® + Aszy + Agy® + Az =0,

mit A; € K, i = 1,...,7. Es gilt AgA7; # 0 da sonst alle Ter-
me der Linearkombination eine verschiedene Polordnung an O
hatten und somit A; = ... = A; = 0 gelten miisste. Durch
die Transformation (z,y) — (—AgArx, AgA%y) und Teilen der
Gleichung durch A} A% ergibt sich eine Weierstra-Kurve C'. Die
gewiinschte Abbildung ist also

¢ B — P?
P [z(P),y(P),1]

¢: E — C ist surjektiv und ein Morphismus ([Sil1986] S.23f). Es
gilt
x Y 1

Zu zeigen bleibt, dass C' glatt ist und ¢ tatsdchlich einen Isomor-
phismus von E auf C' liefert. Diese Punkte sollen hier nicht mehr
ausgefiihrt werden.

Seien {z,y} und {z', y'} zwei Paare von Weierstra3-Koordinaten-
funktionen fiir £. Wegen O = [0, 1, 0] muss gelten ordpy < 0 und
ordpy < ordpx. Wie der Ordnungsbetrachtung aus a) folgt nun
ordpy? = ordpz3. Also besitzen z,y an O die Ordnungen —2
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beziehungsweise —3. Damit sind {1, 2} und {1, 2’} Basen fiir V5
und ebenso {1,z,y} und {1,2’,y'} Basen fiir V3. Es existieren
also Linearkombinationen der Form

r=wx +rund y = uy + 502’ +t,

mit uy, ug, 1, $9,t € K, mit ujuy # 0. Da die Koeffizienten von X3
und Y? in Weierstra-Gleichungen jeweils 1 sind, folgt u? = u3.
Mit v = #2 und s = 24 folgt die Behauptung.
1 u
c¢) Dies soll hier nicht bewiesen werden.

g

Im Folgenden soll nun die j-Invariante eingefithrt werden, die eine
elliptische Kurve E bis auf Isomorphie (iiber einem algebraischen ab-
geschlossenen Korper) eindeutig charakterisiert. Dazu betrachten wir
zunédchst den Fall char(K) # 2,3 und orientieren uns wieder an [Sil1986]
S.46f. Eine Weierstrafl-Kurve kann hier durch die Transformation y +—
Y — a1x — as

2

in die Form

E y2 = 4.133 -+ bQZCQ -+ 2b437 + b6

gebracht werden, wobei

bQ =ai + 4@2
b4 = 2(1,4 + aias
b6 = ag + 4@6
. : : r—3by y y
Mit der zweiten Transformation (x,y) +— 36 108 erhdlt man

die Form

E:y? = 2% — 27¢cq — Bleq
mit den Parametern

cy =b3 — 24b,

ce = — b3 + 36byby — 216bs.

Nun konnen wir mit by = a?ag + 4asag — ajazay + aza? — a3 die Diskri-
minante und die j-Invariante einer elliptischen Kurve einfiihren:

A = —b3bg — 8b3 — 27b% + Ybabybs
3

_a
A
Fiir char(K) = 2 erhalten wir die Parameter
A= ag
1

Qg
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und fiir char(K) =3

3
A = —ajag
. —al
j=—

(e

Proposition 3.1.2. ([Sil1986] S.50ff)

a) Eine Weierstra-Kurve C' ist genau dann glatt, wenn A(C') # 0.

b) Zwei elliptische Kurven Fy, F5 iiber einem Kérper K sind genau
dann isomorph iiber K, wenn gilt j(E;) = j(E»).

c) Sei jo € K. Dann existiert eine elliptische Kurve E iiber K (jo)
mit j(E) = jo.

Beweis. Es soll an dieser Stelle nur Teil ¢) bewiesen werden.
c¢) Sei jo # 0,1728. Dann erfiillt

36z + 1
E 2 — 3
R N T BT
2
die Bedingungen j(E) = jo und A(FE) = (jo—j—f(l)728)3 # 0. Fiir

die beiden Ausnahmefille finden sich die Kurven

By +y=2°,A(E) =27, j(E) =0,
Ey:y? =2° +a,A(E) = —64, j = 1728.

In Charakteristik 2 oder 3 gilt 1728 = 2°3% = 0, deshalb ist in beiden
Féllen enweder E oder Fy die gesuchte Kurve. O

3.2. Die Normalform einer elliptischen Kurve.

Definition 6. Die Weierstra-Kurve zu der Gleichung

Y2Z - XYZ —aX?*Z 36X + Z
F(j,a) = - X4 =7
U>a) la+1 Ut
mit a € Dy(K),7 € K\ {0,1728} heiit die Normalform E(j,a) der
zugehorigen elliptischen Kurve E mit j = j(F) .

Lemma 3.2.1. Sei E eine elliptische Kurve iber einem Korper K,
J(E) #0,1728. Dann existieren ein homogenes Polynom

fX,Y,2)=Y?Z+ a1 XYZ+a3YZ? — X? —ayX*7 — a, X 7% — a6 Z°,

a; € K, sodass f(X,Y,Z) = 0 eine Weierstraf-Kurve zu E ist, eine
affine Transformation ¢ € GI(3, K) und X\ € K, mit

MNoop=Y?Z - XYZ - X?—a,X?7Z —a,X7? — asZ°.
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Beweis. Nach Satz 3.1.1.a) existiert eine Funktion
fX,)Y,2)=Y?Z+a, XY Z +a3YZ*— X°? —ayX*Z — ay X 7% — ag Z°,

a; € K derart, dass f(X,Y,Z) = 0 eine Weierstra-Kurve zu E' ist.
Die gewiinschte Gleichung a; = —1 wird fiir a; # 0 durch die Trans-
formation X — f—l und fiir a; = 0 und char(K) # 2 durch Y = Y — &

12

erreicht. Fiir char(K) = 2 gilt j = ﬁ. Da nach Voraussetzung j # 0

ist, gilt also auch a; # 0. Die zweite Gleichung a3 = 0 kann nun mit
der Verschiebung X +— X — a3Z erreicht werden. O

Satz 3.2.2. Sei E eine elliptische Kurve tiber einem Korper K, j(E) #
0,1728. Dann existieren ein homogenes Polynom

(XY, 2)=Y?Z +a, XY Z +asY 7> — X® — ayX*Z — ay, X 7% — a6 Z°,

a; € K, sodass f(X,Y,Z) = 0 eine Weierstrafi-Kurve zu E ist, eine
affine Transformation ¢ € GI(3,K),a € Dy(K),\ € K, mit

Afod=F(j.a).
Beweis. Nach Satz 3.1.1.a) existiert eine Funktion
(XY, 2)=Y?Z+a, XY Z +asYZ* - X? — 0y X*Z — ay, X 7% — a6 Z°,

a; € K derart, dass f(X,Y,Z) = 0 eine Weierstra}-Kurve zu E' ist.
Nach Lemma 3.2.1. kann f so gewéhlt werden, dass gilt a; = —1 und
az = 0. Die Ableitung von f nach Y ist

fr=2YZ - XZ=202Y - X)=: Zg(X,Y).

Die Gleichung g = 0 definiert also eine Gerade L. Nach dem Grup-
pengesetz fiir eine elliptische Kurve FE ist der zu einem gegebenen
Punkt Py = (xg,yo) inverse Punkt von der Form — Py = (o, —yo + 0)-
Die 2-Torsionspunkte erfiillen also die Gleichung 2y, = x(, das heif3t,
sie liegen gerade auf der Geraden L. Wir betrachten nun die Ein-
schriankungen der Ableitungen von f nach X und Z auf L:

fx =-YZ —3X*—20,X7Z — a,7*
=-YZ-12Y? —da,YZ — ay Z*?
= —12Y% — (1 +4ay)Y Z — ay 2*
fz=Y? = XY —a,X? — 20, X7 — 3a¢Z*
= —Y? —4a,Y? — 4asY 7 — 3ag 2>
= —(1+4a)Y? —4a,Y Z — 3ag Z*

Betrachtet man nun eine Linearkombination A von fx und fz, die
linear in Y ist, so definiert A = 0 einen eindeutigen Punkt C(FE), der
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unabhéngig ist von der Wahl von h.

h=— 12fZ + (1 + 4a2>fx
= —48a,Y 7 — 36agZ* + (4ay + 1)*Y Z + (4ay + 1)ay 2*
=Y Z ((4az + 1)* — 48a4) + as(4as + 1) — 36as2* = 0

Fiir char(K) # 2,3 gilt (4as + 1)* — 48a4 = ¢4 # 0, da nach Vorausset-
3

zung j(F) = % # 0. Ebenso folgt fiir char(K) = 3, dass (4as + 1) —
48ay = 4as +1 =by # 0, da j(E) = % und im Fall char(K) = 2 gilt

(4as + 1)? — 48ay = 1 # 0. Also folgt in jeder Charakteristik

2-&4(4(12 -+ ].) + 36&6 —CL4(4(12 + ].) + 36@6 1
(day +1)> —48ay ~ (day +1)° —48ay

C=C(E) =

Nun erreicht man durch die Transformation
X—X-X(),Y—=Y-Y(),
dass X(C) =Y (C) = 0. Wir bezeichnen die daraus resultierende ellip-

tische Kurve wieder mit
E:Y*Z - XYZ =X?+aX*Z +asX7Z%+ agZ>.

Die Parameter der Kurvengleichung erfiillen nach der Verschiebung von
C(F) die Gleichung a4(4as + 1) = 36a¢. Es gilt (4as + 1) # 0, da sonst
auch ag = 0 und damit j = 1728 gelten wiirde. Also folgt

E-Y2Z - XYZ = XP 4 ayX?Z + 0%y 72 4 7,
40,2 + 1

1
4a2—|—1

1
Die Transformation (X,Y) — X, Y | fithrt mit der
4@2 —+ 1

Normalisierung £ — ;£ zu der Form

(4@2 + 1)
o VZ-XYZ-0XP7 (36X + 1)
' day + 1 (dag + 1)3
: s b3 (4ag + 1)°
Mit j(F) — 1728 = = — 1728 = ——= = —~———" fiir char(K) # 2
A Qg Qg

1

und j(F) = — fiir char(K) = 2 folgt mit einer geeigneten Normalisie-
a

rung der Gleichung jeweils die gewiinschte Normalform

5 Y2 -XYZ —aX?Z 5 36X 41,
' dag + 1 j— 1728
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Definition 7. Sei E/K eine elliptische Kurve mit j(E) # 0,1728.
Dann heifit der im Beweis von Satz 3.2.2. definierte Punkt C(E) das
Zentrum von E. Falls E gegeben ist durch eine Gleichung der Form

E:Y*Z - XYZ=X>4+aX?Z +aXZ* + agZ?,

so hat das Zentrum die Koordinaten

2-&4(4(12 + ]_) + 36@6 —a4(4a2 + ].) + 36&6 1

C(E) — 2 ) 2
(4day +1)" — 48ay (4day +1)" — 48ay

Bemerkung. Fiir eine elliptische Kurve £ in Normalform E(7j,a) gilt
C(E)=10,0,1].
Beispiel.
E:y? — oy =234 1222 — 222 — 222

Das heifit, £ wird durch die Gleichung F(X,Y, Z) = 0 fiir
F(X,Y,2)=Y?Z-XYZ-X*-12X*Z+22X 7?+2227% € Q[X,Y, Z]
beschrieben. Fiir die Ableitung von F' nach y gilt

KXY, Z)=2YZ - XZ=Z2Y -X)=0

Nun berechnet man die Ableitungen nach X und Z und schréinkt sie
auf die Gerade L : 2Y — X =0 ein:

Fx(X,Y,Z)|p = —12Y? —49Y Z + 2277

F.(X,Y,Z)|, = —49Y? + 88Y Z + 666 2>

Nun wéhlt man eine beliebige Linearkombination von F'x und F, die
den Y2-Term eliminiert und setzt sie gleich 0, zum Beispiel

49Fy — 12F, = —3457Y Z — 69147% =0

Es folgt
C(E)=[-4,-2,1].
Die Transformation C(E) + [0, 0, 1] bringt die elliptische Kurve in die
Normalform
E:y?—ay=a%—122z—2.
Fiir die j-Invariante findet sich demnach

3457

JE) = =5
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3.3. Klassifikation.

Korollar 3.3.1. Seien E = E(j,a) und E' = FE'(j',d’) elliptische
Kurven in der obigen Normalform. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

a) FE gK El
b) Es existieren affine Transformationen ¢ € GL(3, K) von E nach
E'. Jede solche Transformation ist von der Form
0 (X,)Y)— (X, (1—-20)Y 4 cX)
fireince Dy(K)={ae K|1—2a€ K*}.
c) j=7 und K, = K,
Beweis. b) = a) ist offensichtlich.
a) = b) Es gilt C(F) = C(E") = [0,0, 1], also hat jeder Isomorphis-
mus die Form

v (X,Y)— (uX, oY +wX), u,v e K*,we K.
Wir betrachten die Kurven
02y 4 (2vw — w)zy + (W — vw + au?) 2 5 3 Sbuzr+1

da+1 T8
I y? — xy + a'2? s 36x+1

o(E)
: =2 = .
4a’' + 1 J 1728

Wegen E =5 E’ gilt j = j'. Aus der Gleichheit der konstanten Terme
folgt auch die Gleichheit der anderen Koeffizienten. Mit

1 B v? _uv — 2vw
d/+1 4a+1  da+1
folgt v = v — 2w. Damit bleibt nur noch v = 1 zu zeigen. Wir unter-
scheiden nun zwei Fiélle:

(i) char(K) # 2 : Durch Koeffizientenvergleich ergeben sich die bei-
den Gleichungen

w? —uw+au®  d
4a + 1  4a +1
(u — 2w)? 1

4da+1  4dd+1
Subtrahieren wir das Vierfache der ersten von der zweiten Glei-
chung, so folgt u? = 1. Es gilt jedoch durch Vergleichen der
23-Koeffizienten auch v* = 1 und damit v = 1.
(ii) char(K) = 2 : Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir nun
v’ =1 und v = u — 2w = u. Also folgt auch u? = 1 und wie
zuvor u = 1.

b) = ¢) Wegen E 5 FE’ gilt j = j'. Gegeben sei
0 (X,)Y)— (X, (1—-20)Y +cX)
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fiir ein ¢ € Dy(K'). Wir vergleichen nun die Koeffizienten der Kurven
QD(E) :(1 —20)2y2+ (0—402)xy—|- (02 _c+a)g;2 B ?)6234—1
da+ 1 J— 1728
o Y owytda? o 36w+l

s +1 0 T 178

Wegen E =5 E’ gilt j = j'. Aus der Gleichheit der konstanten Terme
folgt auch die Gleichheit der anderen Koeffizienten. Mit

(1—20)27 1
da+1  4d +1

und

2 —c+a a’

da+1  4d +1

folgt nun
, a—c+c?
a=—-—.
(1 —2¢)?
Mit Lemma 1.0.1. folgt K, = K.
¢) = b) Nach Voraussetzung existiert mit Lemma 1.0.1. ein ¢ €
, a—c+c?
a=—-—.
(1 —2¢)?
Die Transformation (X,Y) — (X, (1—2¢)Y +cX) liefert den gesuchten
Isomorphismus. U

Korollar 3.3.2. Sei E eine elliptische Kurve mit j(E) # 0,1728. Dann
ist die zu der Normalform E(j,a) assoziierte Koordinatenfunktion x €
K(E) kanonisch. Sie definiert einen kanonischen Isomorphismus
E/{ers —e} — P!
e z(e).
3.4. Die assoziierte kubische Gleichung. Im Folgenden soll die
Normalisierung einer elliptischen Kurve fiir char(K) # 2,3 auf die Nor-
malisierung einer kubischen Gleichung beziehungsweise des zugehorigen

Dreiecks zuriickgefiihrt werden. Um einer elliptischen Kurve ein solches
charakteristisches Dreieck zuordnen zu konnen, betrachten wir die Ab-

bildung
m: EN{O} = {E\{O}} {e = —¢}

Nach dem Gruppengesetz fiir eine elliptische Kurve
E: y2—|—a1xy—|—a3y:a:3—|—a2x2—|—a4x—|—a6
ergibt sich fiir einen Punkt Py = (xo,30) € E das additive Inverse

—Py = (%0, —Yo — a179 — a3).
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Die Verzweigungspunkte von 7, das heifit, alle Punkte P = (z,y) €
E\ {0} mit P = —P, liegen wegen y = —y — ay;x — a3 auf einer
Geraden und sind damit Nullstellen der kubischen Gleichung

1 1 1
I3 + Zbgﬂ?Q + 5()41‘ + Z_LbG = 0

Definition 8. Sei E: y?+a,zy+asy = 2+ asx® + aux + ag eine ellipti-
sche Kurve {iber einem gegeben Korper K. Dann heiflen die Nullstellen
der Gleichung
2+ e+ Spe+ Lo =0
g2 Tt Ty
in K das Verzweigungsdreieck D(E) von E.

Bemerkung. Wie schon zuvor lisst sich &/ nach Lemma 3.2.1. durch
geeignete affine Transformationen in die Form
E:y* —xy = 2% + ay2® + agr + ag

bringen. Dies impliziert, dass die Verzweigungspunkte von 7 auf der
Geraden 2y = x liegen und die zugehorige kubische Gleichung in die
Form

1
3 — (—ag + Z_L) 2+ ay — (—ag) =0

gelangt. Diese konnen wir fiir char(K') # 2, 3 iiber die assoziierte Basic
Line mit Hilfe der Fixpunkte R = R(x) und G = G(x) normalisieren.

Dazu wahlen wir die Koordinaten R = 0 und G = —.

12
1 1 1 1
= — T:— _ _—_—= - —
G 12@ 4@ a2—|—4 4<:>a2 0

R=0&M=0& QT =9N & Q = —36N < a4 = 36ag

Es folgt
E:y* —ay =2° + k(36z + 1), fiir ein k € K.

Nach Satz 3.2.2. zur Normalisierung von elliptischen Kurven folgt

1
J(E) — 1728
Der Zentrumspunkt ist also gerade der Spiegelungspol R der zu der
elliptischen Kurve assoziierten kubischen Gleichung.

E=—

Da sich eine affine Transformation einer elliptischen Kurve zu ei-
ner affinen Transformation der assoziierten kubischen Gleichung fort-
setzt, konnen wir die j-Invariante einer elliptischen Kurve iiber die
t-Invariante der assoziierten kubischen Gleichung bestimmen:

Satz 3.4.1. Sei char(K') # 2. Betrachte die Abbildungen
¢ {nicht-spezielle Dreiecke iber K} — {Elliptische Kurven E/K}
D = {ri,ro,r3} = y> = P(D) := (v — 1)) (x — r2)(x — 73)
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und

Y {Elliptischen Kurven EJ/K,j(E) # 0,1728} — { Dreiecke tiber K}
v E— D(E).
Diese induzieren inverse Bijektionen zwischen

(i) Aquivalenzklassen von nicht-speziellen kubischen Gleichungen, de-
finiert iber K, bis auf affine Transformationen tiber K

(ii) K-Isomorphicklassen von glatten elliptischen Kurven E/K mit
J(E) #0,1728.

Diese sind auf den Mengen der Invarianten gegeben durch

{K\{l ! }} &L LK\ {0,1728))

127
256D(D)?
'_>
AD)2(1 — 4t)
1 16

i j—ams
Fiir die Fille, in denen die zu E assoziterte WeierstrafS-Gleichung sin-
guldr ist oder j(E) € {0,1728} beziehungsweise D speziell ist, gilt

a) J(E)=0< D(D) =0

b) j = 1728 < A(D) = 0

¢) A(E) =0« P(D) hat eine mehrfache Nullstelle

Beweis. Sei
By +ayzy + asy = ° + a2 + agr + ag

eine beliebige glatte elliptische Kurve iiber K. Fiir char(K) # 2 erfiillt
das assoziierte Dreieck ¢(E) = D(E) die kubische Gleichung

1 1 1
Zbﬂ + 5[)41’ + Zb6

Es ist leicht nachzurechnen, dass gilt 16A(D) = A(E). Mit j(F) =
2

C Cgq
1728 + ¢ A(D) = = fol
78~I—Aund (D) % olgt

0=2a+

ADP-AMD) 1 AE) 1 16

t_ _—

4AD)?2 4 6G4A(D)2 4 j—1728°

Damit ist die auf den Isomorphieklassen induzierte Abbildung offen-
sichtlich wohldefiniert, da E beliebig gewahlt war und die ¢t-Invariante
der assoziierten kubischen Gleichung nur von j(F) abhéngt. Sei nun

P(D)=2*-T2*+ Qv — N =0

eine beliebige nicht-spezielle kubische Gleichung. Nach Definition folgt
¢(D)=F:y* =2° —Ta*>+ Qx — N.
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Es gilt
() = ¢ (b3 —48as)°  256D(D)?

I = AE) T T 16AMD) ADR(1—4)

3

Da der Quotient W

ist auch hier die auf den Isomorphieklassen induzierte Abbildung wohl-
definiert. Zu zeigen bleibt, dass ¢ und v zueinander invers sind. Sei
zundchst £ = ¢(D). Dann ist die Einschréankung von E auf die Verzwei-
gungsgerade y = 0 offensichtlich wieder P(D). Sei nun eine elliptische
Kurve F gegeben. Dann gelten fiir die assoziierte kubische Gleichung

W(E) = P(D) = 0 die Relationen A(D) = g—g und D(D) = f—‘é Fiir
E' = ¢ op(F) folgt nun

invariant unter affinen Transformationen ist,

256D (D)3

JE) = 1 16
APy (Z ~j(E) - 1728)

_4D(D)*(j(E) — 1728)

A(D)?
_Ci(j(E) — 1728)
5
=J(E).
a) Folgt aus D(D) = f—é.
b) Folgt aus A(D) = 0—62

c) Folgt aus 16A(D) = A(E).

OJ
Beispiel. Wir betrachten wieder die Kurve
E:y? — oy =% + 1227 — 2220 — 222.

: . 3457 .
Wie zuvor schon berechnet, gilt j(E) = — Das zu E assoziierte
Dreieck D geniigt der Gleichung

49
z® + ZxQ — 227 — 222 =0.
Daraus errechnen sich die Parameter
3457
D(D) =——
16
4
A(D) = — 3457

32
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—127
und damit die Invariante ¢(D) = 0 Es gilt wie gewiinscht

256D(D)? 3457

T AMDRQ -4t 2
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4. DAS ZENTRUM EINER ELLIPTISCHEN KURVE

4.1. Lage des Zentrums.

Lemma 4.1.1. Sei E/K eine elliptische Kurve, C(F) das Zentrum
von E und D(E) das Verzweigungsdreieck von E.
a) Fir j(E) # 0,1728 liegt C(FE) im affinen Bereich des P* und
b) Fir j(E) = 1728 und char(K) # 2,3 liegt C(E) im affinen Be-
reich des P? und es gilt C(E) € E. Insbesondere gilt C(E) €
D(E) und C(F) = G(D(E)).
¢) Firj(E) =0 ist C(E) der Punkt im Unendlichen auf der Gerade
der 2-Torsionspunkte von E.

Beweis.  a) Nach Satz 3.2.2. kann E durch affine Transformation
iiber K in die Normalform

Y2Z - XYZ—aX?Z ., 36X+7Z_,

da + 1 j— 1728

gebracht werden. Aus dem Beweis von Satz 3.2.2. und Korol-
lar 3.3.1. folgt, dass das Zentrum nun die Koordinaten C'(F) =
[0,0, 1] besitzt. Dieser Punkt liegt jedoch nicht auf E.

b) Fiir j(E) = 1728 zeigt sich

1 1
C(E) = E(4a2 + 1), ﬁ(é‘:ag + 1), 1 s
das heif3t, das Zentrum befindet sich im affinen Bereich. Mit der
Verschiebung C'(E) = [0, 0, 1] gelangt die elliptische Kurve in die
Form

1
3 2
- —43: + aqx.

Der Zentrumspunkt liegt also auf der elliptischen Kurve. Das
assoziierte Verzweigungsdreick besteht aus den Nullstellen der
kubischen Gleichung

E:y—zy==x

22+ aur =0

und nach Satz 3.4.1. gilt fiir den Schwerpunkt G(D(E)) € D(E).

Es gilt jedoch offensichtlich G(D(E)) =0 = C(E).
¢) Dies folgt fiir char(K) # 2 sofort aus der Konstruktion des Zen-
trums im Beweis zur Normalform einer elliptischen Kurve. Fiir
char(K) = 2 gilt in der Weierstra-Gleichung a; = 0 und fiir
die Verzweigungsgerade erhalten wir Z = 0. Das Zentrum ist in
diesem Fall wie auch fiir char(K') # 2 gerade C'(F) = [0,1,0] =

2,1,0].

U
Bemerkung. Fiir eine elliptische Kurve in Normalform E(j, a) beste-

hen die Fixpunkte unter den Automorphismen, die das Zentrum C(FE)
invariant lassen, gerade aus der Verzweigungsgeraden 2y = x.
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Beweis. Diese Automorphismen sind, wie schon gesehen, von der Form
(x,y) = (z,(1 = 2c)y + cx), ¢ € Dy(K). Fiir die Fixpunkte gilt also
y = (1 — 2¢)y 4+ cx und damit auch 2y = x. O

4.2. Fahnen. Eine elliptische Kurve E lédsst sich als kubische Kurve
in P(V;") auffassen:

Bemerkung. Sei W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Ba-
sis B = {wy,...,w,} und B* = {xy,...,x,} die assoziierte Basis des
Dualraums W*. Jedem Element g € S*(W*), der symmetrischen Al-
gebra iiber W*, entspricht genau einem FElement des Polynomrings
K|xy,...,x,], via dem Isomorphismus

S*(W*) = Kz, ..., Ty
®xl®e" — fol, e; €N

Fiir ein homogenes Element g € S (W*) definiert die Gleichung g = 0
also eine Teilmenge X C P (V).

Sei also wie zuvor {1,z,y}, ordo(z) = —2, ordp(y) = —3, eine Ba-
sis des Vektorraums V3, wobei z und y keine weiteren Polstellen besit-
zen. Nach der obigen Bemerkung definiert eine assoziierte Weierstraf3-
Gleichung f = 0, wobei f als homogenes Element der symmetrischen
Algebra iiber V3 aufgefasst wird, die elliptische Kurve E als Teilmenge
von P(V5"). Die Gerade im Unendlichen ist gegeben durch

P((Vs/K)") ={f € V5| f(1) =0}
={[f(2), f(y), 0] [ f € V5, f(1) =0}
Das heifit, wir bekommen im affinen Bereich die Einbettung
Lt EN\NO — P (Vy)
Pes [f o £(P)).
Diese ist wohldefiniert, da O die einzige Polstelle von = und y ist.

Um die Einbettung auf ganz E fortzusetzen, iiberdecken wir F durch
Zariski-offene Mengen der Form

Uy={PeE|g(P)#0}, geVsordpg = —3.

Auf einer solchen Menge U, lésst sich die Einbettung in Ubereinstimmung
mit ¢ definieren als

tg: Uy = P (Vy)
P+ { fe i(P)] :
g
Auf den Schnittmengen U, N Uy stimmen die Einbettungen ebenfalls
iiberein, da

F(P)} = {i(P)] , fiir g(P), g'(P) # 0.

g g
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Die Einbettung ¢ lésst sich also fortsetzen zu
v B — P (VY
P |redie)],
g
fir g beliebig mit P € Uj.
Definition 9. Eine Fahne in einem K-Vektorraum V' ist eine Fol-
ge (Vo,...,Vs) von Untervektorrdumen mit den Eigenschaften Vj =

{0}, V,, =V und V; C V;44, 0 < i < n—1. Eine Fahne heiit vollstindig,
falls dim V; =1, fir 0 <1 <n.

Satz 4.2.1. Das Zentrum C(E) einer elliptischen Kurve E mit j(E) #
0, 1728 definiert eine charakteristische vollstindige Fahne in

Vs:={f € K(E) | ordo(f) > =3, ord,(f) >0, fiir alle x € E'\ O}.

Beweis. Analog zu den vorigen Berechnungen erhélt man das Zentrum
von E als Element 7 € P(Vy). Dieses befindet sich fiir j(E) # 0 im
affinen Bereich, also gerade in
PVE)\NP((Va/K)") ={f € V5" [ (1) # 0}/ K~
={feVy|f1)=1}
Wé&hlt man nun, wie zuvor, eine neue Basis {1, Z, 7} von V3 mit
Y(E) =(y) =0,
so besitzt das Zentrum nun die Koordinaten [0, 0, 1]. Wir betrachten
nun die Dualitét

{UC V| dim(U) =1} <5 {W C V3 | dim(W) = 2}
(7) 7 ker(v)
(V3/W)" < W

Fiir ein zu C(F), also zu 7 assoziiertes v € V5*, ein Urbild unter der
kanonischen Projektion

Vi \ {0} = P(Vy)
(I07 €, x?) — [I07 €, x?];
gilt mit Wy := ker(y) = V3/K also dim ker(Ws) = dim (z,y) = 2
und mit Wy := Wy N V5 auch dim W, = 1, da V5 alle Funktionen mit
O-Ordnung —2 enthélt. Das Zentrum C'(E) einer elliptischen Kurve E

mit j(F) # 0 definiert also eine charakteristische vollstindige Fahne in
Vs:

{o}e Wi ¢ Ws< Vs
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Umgekehrt erhalten wir eine Fahne in V5, und fiir die Projektivie-
rung gilt

O = P((Va/V2)") —— P((V3/V1)")——P(V5)

/

C(E) = P((Va/W)")—P((V3/W1)") E

4.3. Die Involution. Im Folgenden soll neben dieser algebraischen
Charakterisierung des Zentrums auch noch eine geometrische Kon-
struktion angegeben werden. Dazu benétigen wir einige Begriffe aus
der projektiven Geometrie:

Definition 10. Sei f(z,y, z) ein homogenes Polynom vom Grad n und
eine Kurve C definiert durch f(z,y, z) = 0. Fiir einen Punkt P auf C
ist die Tangente an P definiert durch

of of

of
l0,:2) = 250 (P) 4y G (P) 4 250 (P) =0
Fiir einen beliebigen Punkt Q = [a, b, ¢] € P? definiert die Gleichung
of of  of
2L pl 2L o
“or + dy + oz 0

eine Kurve Cg vom Grad n — 1. Sie heifit die Polare von C' beziiglich
Q. Der Punkt @ heifit der Pol von Cq.

Bemerkung. Fiir zwei Punkte P € C und Q = [a, b, c] € P? gilt

Q@ liegt auf der Tangente an P
& P ist ein Schnittpunkt von C' und der Polaren beziiglich @

Beweis.
TP ([Cl,b, C]) =0
of of of
—(P —(P —(P) =
<:>a8x( )+b8y( >+C(9z( )=0
@CQ(P):O
O
. . 9
Beispiel. Sei P = [1—0, 0, 1] € RP? und
1 1
2, o3 Lo
E.yz-4x 4£L‘Z

eine elliptische Kurve iiber R. Dann ist die Polare gegeben durch die
Gleichung

(siche Grafik 5).
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Grafik 5: Die Polare

— Elliptische Kurve E
* Punktp
—PolarezuPanE

Definition 11. Fiir eine Funktion f(xy,...,z,) heiit die Matrix

H(f) = <<(’)ZQ§%‘ ) w)

die Hesse-Matrix von f. Ist f homogen vom Grad n, so definiert die
Gleichung det(H(f)) = 0 die Hesse’sche Kurve vom Grad 3(n — 2).

Bemerkung. Fiir ein homogenes Polynom ¢g € Klz,y, 2] liegt ein
Punkt @ = [a,b, ] genau dann auf der Hesse’schen Kurve beziiglich
der Kurve g = 0, wenn die Kurve

, Q) ’fQ)
Cor D =t D, G =0
we{z,y,z} v7w€;x,y,z}

degeneriert ist. Falls g homogen vom Grad 3 ist, ist Cy gerade die Po-
lare von @) beziiglich der Kurve g = 0. Folglich besteht die Hesse’sche
Kurve in diesem Fall aus genau den Punkten, deren assoziierte Polare
degeneriert ist, das heif3t, aus ein oder zwei Geraden besteht. Insbeson-
dere gilt dies also fiir elliptische Kurven. Fiir eine genauere Erlauterung

siehe [Sal1897], S.49ff.

Nun lédsst sich die bisher nur algebraische Konstruktion des Zen-
trumspunktes einer elliptischen Kurve geometrisch beschreiben.

Lemma 4.3.1. Sei E/K eine elliptische Kurve mit j(F) # 0,1728 und
L die Verzweigungsgerade von E. Dann existiert fiir jeden Punkt P € L
ein Punkt QQ € L mit der assoziierten Polare Eq, sodass P € E.
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Beweis. Sei f(z,y,z) ein homogenes Polynom mit F : f = 0. Nach
Lemma 3.2.1. gelte ohne Einschrinkung

f=v*2 —ayz — 2° — apx®z — ayx2® — ag?’.

Es ist leicht nachzurechnen, dass der Nullpunkt der elliptischen Kur-
ve O = [0,1,0] auf der assoziierten Hesse’schen Kurve liegt. Die zu-
gehorige Polare ist also degeneriert. Sie wird durch die Ableitung nach

y beschrieben:
af

Eo : a—yzz(2y—x):()
Die Polare besteht also einerseits aus der Geraden im Unendlichen,
das heifit, der Tangenten an O beziiglich der elliptischen Kurve und
andererseits aus der Geraden

L:2y=uzx.

Auf L definiert jeder Punkt P wieder eine Polare Ep beziiglich der
elliptischen Kurve E. Fiir zwei beliebige Punkte P, = [a1, b1, ¢1], P» =
[ag, ba, c2] € L mit P; # P; ldsst sich ein beliebiger Punkt P = [a, b, | €
L schreiben als

P:P1+t<P2—P1)

Daraus folgt mit Ep : fp = 0 fiir die zu P assoziierte Polare

— (a1 tas — @) 3L+ -+ (b= b)) EL + e+ tlea = )

0z
= fp +U(fp, — fpr)
Es gilt also
Ep, t(py—py) : fr +t(fp, — fr) = 0.
Jede dieser Polaren schneidet die Gerade L fiir einen algebraisch ab-
geschlossenen Korper in maximal 2 Punkten. Umgekehrt liegt jeder

Punkt P € L auf genau einer dieser Polaren. Dazu betrachte man die
Gleichung

fr(P) +t(fp,(P) = fp (P)) = 0.

Dies definiert einen eindeutigen Skalar ¢tp € K. Damit ist die gesuchte
Polare fiir fp,(P) — fp,(P) # 0 gerade

fPI(P) _
In = o) — foipy e~ ) =0

Der Ausnahmefall tritt auf L nur bei char(K) ¢ {2,3} fiir die beiden

Punkte
1 | 2j(E)
{Q1, @} = {_E (1 + m)}
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mit fp,(Q;) — fp,(Q;) = 0 ein. Dies sind gerade die Nullstellen auf L
der zum Punkt im Unendlichen auf L assoziierten Polaren

Cof of ..
fP*_an—l—ay, mit P* = [2,1,0].

O
Satz 4.3.2. Sei E/K eine elliptische Kurve mit j(E) # 0,1728 und L
die Verzweigungsgerade von E. Dann induzieren die Polaren der Punkte
auf L eine kanonische Abbildung ¢, auf L: Nach Lemma 4.3.1. existiert
fir alle P € L ein eindeutiger Punkt () € L mit P € Eg. Sei P' der
zweite Schnittpunkt von Eg mit L. Definiere

¢ (P)=P.

Es zeigt sich, dass ¢y, fiir char(K) # 3 eine Involution ist. Das Zentrum
C(E) korrespondiert zu dem Punkt im Unendlichen auf L.

Beweis. Sei f(z,y,z) ein homogenes Polynom mit £ : f = 0. Nach
Lemma 3.2.1. gelte ohne Einschrinkung

f=v*2 —ayz — 2° — apx’z — ayx2® — ag?’.
Damit hat die Verzweigungsgerade die Form
L:2y=ux.

Fiir zwei gegebene Punkte P, () € L mit P € Eg kann nun leicht der
zweite Schnittpunkt von Fg mit L ausgerechnet werden. Wir erhalten

¢L: P = [2Y7Y7 Z] = [290(}/; Z)?SD(Y7 Z)71]

mit
(p(}/, Z) _ Z (—a6b2 + 4@?1) - Y(36a6 - a4b2) .
—YC4 + Z(36(16 - a4b2)
Es gilt
36ag — a4b
0(1,0) = D0ds — 452
C4
und damit

oL([2,1,0]) = C(E).
Umgekehrt ist (W, 1) eine Polstelle von ¢, also gilt
oL(C(E)) = [2,1,0].
Ist die elliptische Kurve E in der Normalform
: Y27 - XYZ —aX?Z _ X3 _ 36X+ 72 ,

E Dy(K
a1 T—1rs” 0 @€ D),
also insbesondere C'(E) = 0, so hat die Abbildung die Form
—-3Z
V7)== ———.
oY 2) = ey

Fiir char(K) # 3 ist ¢, also eine Involution. d
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Grafik 6: Die Involution

— Elliptische Kurve E
Verzweigungsgerade

— Polare zu [-1,0,1]

— Polare zu [0.15,0,1]

4 |7 Palare 2y [0,01]

* Zentum

Beispiel. Gegeben sei die reelle elliptische Kurve E : y? = 23 — 22 + 3.

Dann ist die Verzweigungsgerade gegeben durch die Gleichung y = 0
9

und das Zentrum hat die Koordinaten C(E) = L—l, 0, 1] (s. Grafik 6).

4.4. Schnittpunkte von Polaren. Nun zu einer weiteren geometri-

schen Konstruktion des Zentrumspunktes einer elliptischen Kurve E

mit j(E) # 0,1728. Dazu betrachten wir mit Lemma 3.2.1. wieder die

assoziierte Weierstrafl-Kurve f = 0 mit

f=Y*Z - XYZ - X3 —aX*Z —asXZ*— agZ>.

Bemerkung. Die Tangente an der Hesse’schen Kurve H(f) im Null-
punkt O = [0, 1, 0] hat die Form

oH oH oOH

& 24x +22(14+4ag) =0
12z
T T i

Es gilt 1 + 4ay # 0, da sonst nach der ersten Konstruktion des Zen-
trumspunktes fiir die Koordinaten C'(E) = [0,0, 1] auch ag = 0 folgt.
Damit liegt das Zentrum aber auf der elliptischen Kurve, es gilt also
j(E) = 1728.

Jedem Punkt auf Ty ldsst sich wie zuvor eine Polare beziiglich der el-
liptischen Kurve F zuordnen. Wir wollen nun die Schnittpunkte dieser
Polaren berechnen. Dazu geniigt es, die Schnittpunkte zweier beliebiger
Polaren zu bestimmen:
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Bemerkung. Falls ein Punkt P € P? die Gleichungen
of af of

G P+ )+ ) =0
0 0 0
raG(P)+ g (P) 4 gl (P) =0

fiir zwei Punkte [21,y1, 21| # [72, Y2, 22] € To erfiillt, so auch fiir einen
beliebigen anderen Punkt auf

To : [901,%,21] "’k[b — 21,Y2 —Y1,%2 — Zﬂ; keK.

Satz 4.4.1. Sei E/K eine elliptische Kurve mit j(E) # 0,1728, Tp
die Tangente am ausgezeichneten Punkt O von E und P € Tp. Dann
schneiden sich die Polaren

{Ep | P eTo}
i genau einem affinen Punkt. Dieser Punkt ist das Zentrum von E.

Beweis. Ohne Einschréankung sei E' nach Lemma 3.2.1. wieder von der
Form f = 0 mit

f =92 —ayz — 2® — avx®z — ayx2® — ag?’.

Nach den obigen Bemerkungen reicht es aus, die Schnittpunkte der Po-

—12 —12
laren von P, = [1,0, —— | und P, = |1, 1, zu betrachten,
1 4@2 14 4@2
das heifit, die gemeinsamen Losungen der Gleichungen
af —-12 0f
Ep : — - =
P o + 1+ 4ay 02
of of —-12 0f
Ep . =

> 9r Oy | 1+ 4ay 0z

Es folgt sofort

of

dy
Die Schnittpunkte der Polaren liegen also entweder auf der Gerade
im Unendlichen oder auf der Geraden durch die Verzweigungspunkte
der elliptischen Kurve, also der Punkte mit Ordnung 2. Betrachten
wir zunéchst die Punkte im Unendlichen, also die Einschrinkung der
Polaren Ep, auf z = 0. Es ergibt sich

12a2 (y2 —xy — CLQ.T2) =0

=22y —x)=0.

— 322 +

(:>:U2+4(y —xy):()
& (r—2y)* =0
Sr—2y=0



44 NORMALFORMEN UND DAS ZENTRUM EINER ELLIPTISCHEN KURVE

Grafik 7: Das Zentrum

A |~ Ellitische kurve E
* 041

— Polare zu [0,-41]
A TER|

— Polare zu [0-21]

- L TR

T Polare zu [0,5,1]
* Zentum

Alle Schnittpunkte der Polaren liegen also auf der Geraden der Verzwei-
gungspunkte der elliptischen Kurve. Der erste Schnittpunkt ist dem-
nach der Schnittpunkt dieser Geraden, also der gemeinsame Punkt mit
der Geraden im Unendlichen, S; = [2,1,0]. Die weiteren Schnittpunkte
ergeben sich durch die Einschrénkung der Polaren Ep, auf die Verzwei-
gungsgerade 2y = x. Man erhalt
—yz — 12y — dasyz — ay 2’
12
1+ 4@2

& 2 (y (48as — (1 + 4a)?) — z(aa(1 + 4as) — 36a)) =0
Es ergeben sich also zwei Schnittpunkte. Einerseits der schon bekannte
Punkt S; im Unendlichen und andererseits ein affiner Punkt

g — [2a4(1 + 4&2) — 36&6 CL4(1 + 4@2) - 36@6
’ 48as — (1 +4as)?’ 48as — (1 + 4ay)®’

(y2 — 2% — dayy® — dayyz — 3a622) =0

= C(E).

g

Beispiel. Gegeben sei wieder die reelle elliptische Kurve E : 3% =
2% — 22 + 3. Dann ist die Tangente an der Hesse’schen Kurve gegeben

durch die Gleichung x = 0 und das Zentrum hat die Koordinaten

C(E) = Eo 1} (s. Grafik 7).
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