Wittringhomologie

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat)
der Fakultét fiir Mathematik
der Universitédt Regensburg

vorgelegt von

Manfred Schmid
aus
Moosbach

1997



Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Notationen

1

Wittgruppen und Randabbildungen
1.1 Die Randabbildung fiir den Wittring . . . . . . . .. ... ..
1.2 Die Wittgruppe als homogener Raum . . . . . . . .. ... ..

2 Der Funktor F —— W(F)

2.1 Die Kategorien (Sch/Cyy/k) und (Cyg/k) . . . .. oL L.

2.2 Der Funktor FF'= W(F) . . ... .. ... .. ... ...

2.3 Der Randhomomorphismus und Bewertungsfortsetzungen . . .

2.4 Die Homotopie-und die Reziprozititseigenschaft . . . . . . ..
3 Der Wittkomplex C,(X; W, L)

3.1 Der allgemeine Randhomomorphismus . . . . . ... ... ..

3.2 Der allgemeine Randhomomorphismus, Unterschemata und Lo-

kalisierungen . . . . . .. ... L oo

3.3 Der Komplex . . .. ... .. ... .. ... ... ... ...

3.4 Die Homologie des Wittkomplexes . . . . . . . . .. ... ...
4 Push-forward und Pull-back

4.1 Push-forward . ... .. ... .. ...

4.2 Pull-back . . ...
5 Funktorielle Eigenschaften von C.(X; W, L)

5.1 Pull-back und Push-forward als Komplexmorphismen . . . . .

5.2 Die lange exakte Homologiesequenz . . . . . . . .. ... ...
6 Die Wittringhomologie affiner und projektiver Rdume

6.1 Die Homotopieeigenschaft . . . . . .. .. .. ... ... ...

6.2 Die Wittringhomologie projektiver Réume . . . . . . . .. ..
Literatur

12
12
12
22
43

51
o1

52
o4
o6

59
29
29

65
65
79

81
81
86

99



Einleitung

Es sei im folgenden k ein Korper der Charakteristik # 2.

Es sei X ein integres, normales algebraisches k—Schema, und k(X)) sei der
Funktionenkorper von X. Fiir jeden Punkt z € X der Kodimension 1 ist
dann der lokale Ring Ox , ein diskreter Bewertungsring und definiert daher
auf k(X) eine diskrete Bewertung v, mit Restklassenkorper x(x).

Wié&hlt man nun ein Primelement 7, zur Bewertung v,, so hat man den
sogenannten zweiten Randhomomorphismus 8, : W (k(X)) — W(k(z))
vom Wittring des Funktionenkorpers k(X) in den Wittring des Restklas-
senkorpers k(z).

Es ist fiir fast alle 1-kodimensionalen Punkte x € X und alle a € W (k(X))
65" (@) = 0, und also erhilt man eine Randabbildung

d=(05) : W(k(X)) - @ Wi(k(x)).
zeX @)

Ein wichtiges Anliegen der geometrischen Theorie der quadratischen Formen
ist nun die Bestimmung von Ker(d) und Koker(d) fiir gewisse Schemata X.
So haben dies A. Pfister (in [Pf]) und R. Parimala (in [Pa]) fiir bestimmte
algebraische Kurven, z.B. Koniken und elliptische Kurven, getan.
Eine kanonische, d.h. unter anderem funktorielle, Beschreibung von Ker(d)
und Koker(d) scheitert im allgemeinen aber daran, daf der zweite Randho-
momorphismus von der Wahl des Primelements abhéingt.
Die nachfolgende Arbeit stellt eine Wittringhomologietheorie bereit, mit der
dies nun moglich ist.
Als Modell dient uns hierfiir die von M. Rost in [Ro] entwickelte Homologie-
theorie fiir die Milnorsche K —Theorie.
Der Startpunkt und das Grundproblem einer solchen Homologietheorie fiir
Wittringe ist es, den Wittring eines Korpers so zu modifizieren, dafl dieser
eine kanonische Randabbildung zulafit.
Einer Idee von M. Rost folgend, gehen wir hierbei wie folgt vor:
Ist F' ein Korper, dieser sei endlich erzeugt iiber dem Grundkorper k, so
betrachten wir Isometrieklassen reguldarer quadratischer Formen iiber F' mit
Werten in dem eindimensionalen Vektorraum wgy, := /\dimF Qi Q}, Ik iiber F.
Die Grothendieckgruppe der Isometrieklassen dieser quadratischen Formen
modulo der Untergruppe hyperbolischer Formen

W(F) = W(F, wF/k)



ersetzt die Wittgruppe W (F) des Korpers F. (Diese Gruppen besitzen im
allgemeinen keine Ringstruktur mehr.)

Besitzt F' eine diskrete Bewertung v, so existiert fiir diese Gruppen ein kano-
nisch definierter, vom iiblichen zweiten Randhomomorphismus abgeleiteter,
Randhomomorphismus

Oy : W(F) — VNV(I{(SC)),

welcher nun nicht mehr von der Wahl eines Primelements abhéngt.

In den Kapiteln 1 und 2 prézisieren wir obige Definition, konstruieren den
Randhomomorphismus ¢, und etablieren das funktorielle Verhalten dieser
Wittgruppen bei Korpererweiterungen.

Es stellt sich heraus, daf man fiir endliche Kérpererweiterungen E/F (je-
weils endlich erzeugt iiber dem Grundkorper k) eine kanonische Korestriktion
cgyr : W(E) — W(F) und fiir separable (nicht notwendig endliche) Erwei-
terungen E/F eine Restriktion rg/p hat, wobei bei letzterer die Zielgruppe
W (E) noch etwas modifiziert werden mus.

Der abschlieSfende Teil von Kapitel 2 ist dann dem Studium des Zusam-
menspiels von Restriktion, Korestriktion und Randhomomorphismus bei Be-
wertungsfortsetzungen gewidmet. Die hierbei erzielten Ergebnisse bilden die
Grundlage fiir die geometrischen Anwendungen in den spéteren Kapiteln.
In Kapitel 3 definieren wir (unter Benutzung des Hauptergebnisses in [Et])
das Objekt, welcher der Wittringhomologietheorie zu Grunde liegt:

In Verallgemeinerung der am Anfang unserer Ausfithrungen angesprochenen

Konstruktion d : W(k(X)) — & W(k(z)), konstruieren wir mit Hilfe
zex®

der Daten des Funktors W auf einem beliebigen algebraischen k—Schema X
einen Komplex der Form

0— P Wrw@) = @ W) .. 25 @ Wik() — 0,

z€X () T€X(n_1) z€X (o)

(n = dim(X)) den sogenannten Wittkomplex C,(X; W) auf X.

In den beiden nachfolgenden Kapiteln untersuchen wir das funktorielle Ver-
halten dieses Komplexes. Dazu etablieren wir nach Vorgabe eines Morphis-
mus X — Y von algebraischen k—Schemata gewisse Abbildungen zwischen
den Wittkomplexen auf X und Y. Zum Beispiel hat man fiir einen Morphis-
mus f: X — Y eine Push-forward-Abbildung



fo: CL(X;W) = CL(Y; W),

und ist f ein glatter Morphismus von der konstanten relativen Dimension n,
so existiert eine Pull-back-Abbildung

hierbei ist der Komplex C,(X;W) auf X mit dem Geradenbiindel %y
‘getwistet.’

Die in Kapitel 2 erzielten Ergebnisse iiber das Verhalten des Randhomo-
morphismus bei Bewertungsfortsetzungen benutzen wir in Kapitel 5 um zu
entscheiden, unter welchen Bedingungen an den Morphismus f die obigen Ab-
bildungen Komplexmorphismen sind. Als Resultat erhalten wir zum Beispiel
fiir die Homologiegruppen der jeweiligen Komplexe eigentliches Push-forward
und glattes Pull-back.

Im abschlieSenden Kapitel beweisen wir eine wichtige Eigenschaft dieser
Theorie, ndmlich die Homotopieinvarianz der Homologiegruppen des Witt-
komplexes.

Als Anwendung dieses Satzes erhalten wir eine vollstéandige Ubersicht iiber
die Homologiegruppen des Wittkomplexes aller affinen Rdume von beliebiger
Dimension iiber dem Koérper k.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses berechnen wir abschlieBend die Homologiegrup-
pen des Wittkomplexes projektiver Rdume iiber dem Korper k.

Ich m6chte mich an dieser Stelle ganz herzlich bei Herrn Dr.M. ROST fiir die
Anregung zu dieser Arbeit und seine freundliche Unterstiitzung bedanken.
Ferner bedanke ich mich bei Herrn A. ETTNER fiir zahlreiche hilfreiche
Gespriche. Ich bedanke mich bei Prof.Dr.G. TAMME, Dr.R. HUBL, Dr.Th.
MOSER und M. BOCKES fiir viele Anregungen und niitzliche Hinweise zu
Detailfragen.



Notationen und Konventionen:

Ist A ein kommutativer Ring mit 1 und H ein freier A—Modul vom Rang 1,
so bezeichnen wir mit H° die Menge der Basiselemente von H.

Fiir eine A—Algebra B derart, daf§ Q} /4 €10 freier B— Modul von endlichem
Rang ist, bezeichnen wir die maximale duere Potenz von Q, /A immer mit
WB/A-

Ist E ein Korper der Charakteristik p > 0, so bezeichnen wir mit E? das Bild
von F unter dem absoluten Frobenius von E.

Ist F' ein Korper der Charakteristik # 2 und ¢ eine regulére quadratische
Form iiber F', so bezeichnen wir mit (¢) das von ¢ repriisentierte Element
im Wittring W (F') von F.

Ist E/F eine endliche Korpererweiterung und s : E — F eine von Null

verschiedene F'—lineare Abbildung, so bezeichnen wir den Scharlau- Transfer
zum Funktional s mit s, : W(E) — W (F).

Alle in dieser Arbeit auftretenden Korper haben, so weit nichts anderes gesagt
wird, eine von 2 verschiedene Charakteristik.

Mit (E/F),, bezeichnen wir den Transzendenzgrad einer Kérpererweiterung

E/F.

Unter einer Bewertung eines Korpers F' verstehen wir immer eine diskrete
Bewertung vom Rang 1. Ist v eine solche Bewertung, so bezeichnen wir mit
O, den Bewertungsring von v; mit m, bezeichnen wir sein maximales Ideal.
T, sel immer ein Primelement von v und (v) sei der Restklassenkorper von
O,.

Arbeiten wir iiber einem fixierten Grundkorper k, und ist F' endlich erzeugt
tiber k, so sei eine Bewertung v von F' (soweit nichts ausdriicklich anderes
gesagt wird) zusétzlich immer von geometrischem Typ tiber k; d.h. O, ist die
Lokalisierung einer endlich erzeugten, integren k—Algebra in einem reguléren
Punkt der Kodimension 1.

Ist X ein Schema und p > 0, so bezeichnen wir mit X, die Menge aller

Punkte x € X der Dimension dim({z}) = p. Entsprechend bezeichnen wir
mit X (49 die Menge aller Punkte € X der Kodimension codim({z}, X) = d.



Ist £ ein Geradenbiindel auf X, so sei fiir einen Punkt 2 € X L(z) der
eindimensionale x(x)—Vektorraum £, ®o, , k().

Ist f: X — Y ein Morphismus von Schemata und y € Y, so bezeichnen wir
mit X,y oder X, die Faser von f in y, d.h. X,y = X, ist das x(y)—Schema

X Xy Spec(k(y)).

Abschlieflend erinnern wir an dieser Stelle an die folgende Definition:
Eine endlich erzeugte Korpererweiterung E/F heifit separabel, falls E ei-
ne separierende Transzendenzbasis B iiber F' besitzt, d.h. die Erweiterung
E/F(B) ist separabel algebraisch und F'(B)/F ist rein transzendent.

In der Arbeit machen wir freien Gebrauch von grundlegenden Tatsachen
aus der kommutativen Algebra, der Theorie der Kéhler-Differentiale (vgl.
[Ku]), der Theorie der Schemata (vgl. EGA, [Ha]) und der quadratischen
Formentheorie (vgl. [Sa]).



1 Wittgruppen und Randabbildungen

1.1 Die Randabbildung fiir den Wittring

(1.1.1) Essei X ein integres algebraisches k—Schema und k(X)) der Funk-
tionenkorper von X.

Wie in der Einleitung dieser Arbeit bereits angesprochen, ist ein Ziel dieser
Arbeit eine kanonische Randabbildung

d: W(k(X)) — EB W (k(z))

zeXx @)

zu etablieren; hierbei bezeichne W (k(X)) und W (k(z)) die Wittgruppen der
reguldren quadratischen Formen iiber k(X) bzw. x(z) mit Werten in den
eindimensionalen Vektorrdumen wy(x)/x bzw. Wy (z)/k-

Um zu sehen, mit welchen Daten die Zuordnung F — W (F) ausgestattet
werden mufl, um dies zu erreichen, rekapitulieren wir noch einmal im Detail
die Konstruktion einer solchen Randabbildung fiir den iiblichen Wittring.
Ist X regulir in der Kodimension 1, so definiert jeder Punkt z € X eine
diskrete Bewertung v, auf k(X) mit Restklassenkorper x(z).

Allgemein hat man nun fiir den Wittring W (F') eines diskret bewerteten
Korpers F mit (nicht notwendig geometrischer) Bewertung v nach Wahl eines
Primelements 7, einen Gruppenhomomorphismus

03" : W(F) — W(x(v))

a
<a> — <7T:)](a) > y faﬂs ’U(a) = 1 mod 2
0, falls v(a) = 0mod 2

(a € F*), den sogenannten 2. Randhomomorphismus zum Primele-
ment ,.

05" héngt aber offenbar von der Wahl des Primelements , ab.

(1.1.2) Bemerkung: Der Homomorphismus sI*({a)) = 05" ({(m, - a)) :
W(F) — W{(x(v)) hangt hingegen nicht von der Wahl des Primelements ab
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und wird auch mit 67 bezeichnet; es ist der sogenannte 1. Randhomomor-
phismus zur Bewertung v.

Wiéhlen wir also zu jedem 2 € X ein Primelement 7,, der zugehorigen
Bewertung auf k£(X), so erhalten wir eine Randabbildung

d:=(6"): W(k(X)) — @ W(k(x)).
zeXxX®

(Beachte: Die entsprechende Konstruktion fiir den ersten Randhomomorphis-
mus (vgl. (1.1.2)) fithrt ins direkte Produkt der W (x(x)).)
Ist nun X nicht mehr regulér in der Kodimension 1, so hat man zur Definition
von d die Normalisierung 7 : X — X zu betrachten.
Ist z € XU, so definiert jeder Punkt y € 7 '(z) eine diskrete Bewertung
v, auf k(X) mit Restklassenkorper £(y). Nun ist aber i.a. k(y) eine endliche
Erweiterung von x(x).
Um also einen Homomorphismus von W (k(X)) — W (k(x)) zu erhalten, ist
es also von noten &, mit einer Korestriktion c,(y)/n() : W(k(y)) — W (k(z))
zu komponieren.
Fiir den Wittring existiert eine solche Korestriktion i.a. aber nur nach Vorga-
be eines von Null verschiedenen x(x)— linearen Funktionals s : k(y) — k(x).
Die Wahl eines solchen Funktionals ist a priori nicht kanonisch gegeben.

Die Definition einer analogen, aber kanonischen Randabbildung

d: W(k(X)) = P Wikl)

zeX @)

erfordert also die Zuordnung F +— W (F) fiir bewertete Kérper mit einem
kanonischen Randhomomorphismus auszustatten und fiir endliche Korperer-
weiterungen E/F eine kanonische Korestriktion cp/r : W(E) — W(F) zu
konstruieren.

(1.1.3) Bemerkung: Ist £/ F eine endliche Kérpererweiterung und bilden
wir den separablen Abschlufl £ von F' in F, so ist die kanonische Restrik-
tionsabbildung rg/p, : W(F;) — W(E) ein Isomorphismus. Mit Hilfe des
Scharlau-Transfers zum Spurfunktional (trg,/r), : W(F;) — W(F) erhilt
man dann eine Korestriktion cg/p : W(E) — W/(F) durch die Vorschrift

CE/F = (tTFS/F>* (@) TE‘}FS'
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In [Mo], 3.4.1 ist gezeigt, dafl diese Korestriktion kontravariant funktoriell
fiir endliche Korpererweiterungen ist.

Dieser Vorgehensweise bedienen wir uns auch in Kapitel 2 bei der Konstruk-
tion der Korestriktion fiir F'— W (F).

(1.1.4)  Ist (®-h) € W(k(X)) mit (®) € W(k(X)) und h € wg(X)Zk, so ist
((®),h) € W(k(X)) X w)xy,, und offenbar identifiziert sich dann W (k(X))

mit dem Quotientenraum von W (k(X)) X wy s, modulo der Diagonalaktion
von F™.

Im néchsten Abschnitt stellen wir einige allgemeine Tatsachen iiber solche
Quotientenrdume zusammen, die uns schliefllich einen schlagkraftigen Kalkiil
fiir quadratische Formen mit Werten in einem eindimensionalen Vektorraum
liefern.

Hiermit ist die Realisierung unserer oben gesteckten Ziele dann in Kapitel 2
moglich.

1.2 Die Wittgruppe als homogener Raum

Wir beginnen zunéchst ganz allgemein:
Sei GG eine abelsche Gruppe. Wir betrachten die Kategorie der G—Mengen
mit den G—Abbildungen als Morphismen.

Das fiir uns wichtigste Beispiel einer solchen Kategorie ist die Kategorie der
F*—Mengen fiir einen Korper F. So sind der Wittring W (F') und H — {0}
fiir einen F'—Vektorraum H Objekte dieser Kategorie.

Wir definieren im Hinblick auf (1.1.4):

(1.2.1) Definition: Seien A und B G—Mengen.
Dann sei A @¢g B := A x B/ ~, mit (a,b) ~ (a',V) :<= Es existiert ein
Element g € G mit (a',V) = (ga, g~'b) fiir a,a’ € A und b, € B.

Bezeichnung: Die durch (a,b) in A ®¢ B reprisentierte Aquivalenzklasse
bezeichnen wir mit a ® b.

Ist A eine G—Menge und f : G — G’ ein Homomorphismus von abelschen
Gruppen, so ist A @ G’ vermoge ¢' - (a @ h') := a ® g'h’ eine G'—Menge.
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Alle fiir uns noétigen Tatsachen iiber diese Bildungen sind in den nachfolgen-
den zwei Lemmata zusammengefafit.

(1.2.2) Lemma:

1. A®g B wird durch g(a®b) :==ga®b=a® gb fir g € G,a € A und
b € B zu einer G—Menge.

2. (universelle Eigenschaft)

Sind A, B und C G—Mengen und ist f : Ax B — C eine Abbildung mit
der Figenschaft g - f(a,b) = f(ga,b) = f(a,gb) fir alle g € G,a € A
und b € B, so existiert genau eine G— Abbildung h, so dafs

(a,b) AxB—1L ¢

kommutiert.
3. Man hat einen kanonischen Isomorphismus von G—Mengen

GRqgAZA

4. Sind G, H abelsche Gruppen, die auf C wvertriglich operieren (d.h. C
ist G— und H—Menge mit g(hc) = h(gc) fir alleh € H,g € G,c € C)
und ist A eine G—Menge und B eine H—Menge, so hat man einen
kanonischen Isomorphismus von G— und H—Mengen

A®q(C®y B)=(A®qC)®y B.

(1.2.3) Lemma: (Zusammenhang mit Tensorprodukten)
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1. Es sei EJF eine Korpererweiterung und H ein F—Vektorraum der
Dimension 1. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus von

E*— Mengen
(E@p H)' = E* @p. H°.

2. Es sei O ein kommutativer Ring mit 1, F ein Korper, O — F ein
Ringhomomorphismus und H ein freier O— Modul vom Rang 1. Dann
hat man einen kanonischen Isomorphismus von F*—Mengen

(H @0 F)" = H® @0+ F*.

Beachte: HY ist in kanonischer Weise eine O*—Menge.

(1.2.4) Definition: (Wittgruppe mit Werten in H)
Es sei F' ein Korper und H ein eindimensionaler F'— Vektorraum.

Dann sei W (F, H) := W(F) @p- H°.
(1.2.5) Notiz:

1. W(F, H) besitzt eine Gruppenstruktur in der folgenden Weise:

(@) @h+ () @ h:=((¢) + (¥)) ® h;
dabei ist h € H° und (¢), (¢) € W(F).
2. W(F, H) ist ein freier W(F)—Modul vom Rang 1.

W (F, H) heiit die Wittgruppe von F' mit Werten in H.

Bemerkung: Ist () @ h € W(F, H), so ist ® - h eine reguldre quadratische
Form iiber ' mit Werten in H. Daher identifiziert sich W (F, H) mit der
iiblichen Grothendieckgruppe der reguldren quadratischen Formen iiber F
mit Werten in H modulo der Untergruppe der hyperbolischen Formen mit
Werten in H.

Unser Zugang ermdglicht jedoch eine durchsichtigere Darstellung der funk-
toriellen Eigenschaften dieser Gruppen (vgl. 2.1).

Wir haben nun einen kanonischen Randhomomorphismus in der folgenden
Weise:
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(1.2.6) Definition: FEs sei F' ein Kéorper mit Bewertung v (nicht notwendig
geometrisch.)
Dann setze

0y : W(F) = W(k(v), (m,/m)")
(@) —— 83" ((a)) ® 7"

dabet sei a € F*, w, ein Primelement von v und 7,* bezeichne die zu 7w, duale
Basis des eindimensionalen k(v)— Vektorraums m, /m?.

Es gilt:
(1.2.7) Lemma: 4, hingt nicht von der Wahl des Primelements ab.

(1.2.8) Ist F ein Kérper, so operiert aufgrund der Wittrelation (b* - a) =
(a) fiir alle a,b € F* die Gruppe der Quadratklassen Q(F) := F*/F*? auf

Ist H ein 1-dimensionaler F'—Vektorraum, so ist auch
Q(H) := H' ®p- Q(F)

eine Q(F)—Menge, und man stellt fest, dal Q(F') auf Q(H) frei und transitiv
operiert. Q(H) ist also ein sogenannter Q(F')—Torseur oder Q(F)—Modul.
Wir definieren daher allgemein:

(1.2.9) Definition: FEs sei F' ein Korper. Fine Q(F)—Menge A auf der
Q(F) frei und transitiv operiert heifit Q(F)— Modul.

(1.2.10) Notiz: Nach (1.2.2) 8) ist W(F, H) = W(F) ®qr) Q(H).
Fiir manche Fille (z.B. bei der Konstruktion der Korestriktion in (DW 2)
im néchsten Kapitel) ist diese Sichtweise von W (F, H) notig.

Es steht nun alles bereit um unsere, bereits in der Einleitung erwahnte, Zu-
ordnung F +— W (F) exakt zu definieren und deren funktorielle Eigenschaften
zu etablieren.

Dies geschieht jetzt in Kapitel 2.
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2 Der Funktor F —— W (F)

2.1 Die Kategorien (Sch/Cy,/k) und (Cy,/k)

Wir legen zunéchst die Kategorien fest, in denen wir uns nun bewegen.
Es sei k ein vollkommener Korper der Charakteristik # 2.

(2.1.1) Die Kategorie (Cy,/k) der 'Korper’ {iber k sei folgendermafien
erklért:

Die Objekte der Kategorie (Cr,y/k) sind endlich erzeugte Korpererweiterun-
gen F' von k.

Ein Morphismus ¢ : F© — E in (Cy,/k) ist ein k—Homomorphismus von
Koérpererweiterungen von k.

(2.1.2) Wir definieren nun die Kategorie (Sch/C/,/k).

Die Objekte von (Sch/C,/k) sind Schemata X, zusammen mit einem Struk-
turmorphismus ¢ : X — Spec(F'), wobei F' € (Cy,/k) und ¢ von endlichem
Typ ist.

Morphismen in (Sch/Cy,/k) sind kommutative Diagramme

X / Y

Spec(F),

dabei ist F' € (Cy/k) und ¢, ¢ sind von endlichem Typ.

2.2 Der Funktor F — W(F)

Wir definieren nun den Funktor, den wir im folgenden studieren wollen.

Fir ein F' € (Cfy/k) ist der F'—Vektorraum Q}/k endlichdimensional und
daher haben wir zu jedem F' € (C,4/k) den eindimensionalen F'—Vektorraum
wF/k.
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(2.2.1) Definition: FEs sei fir F € (Cf,/k) W(F) := W(F,wp) (vgl.

(1.2.5)), und ist zusdtzlich H ein eindimensionaler F'— Vektorraum, so sei

W(F, H) == (W(F) @p- wry’) @p- H°.

Bemerkung: W(F ) interpretiert sich geometrisch als die Wittgruppe der
reguldren quadratischen Formen iiber /' mit Werten in dem eindimensionalen
F—Vektorraum wgy.

Man hat somit eine Zuordnung F — W (F) von der Kategorie (C,/k) in die
Kategorie der abelschen Gruppen.

Wir etablieren nun das funktorielle Verhalten von W.

(2.2.2) Essei ¢ : F — E ein separabler Morphismus in (Cy,/k).
Aufgrund der Separabilitit von E/F hat man eine exakte Sequenz von end-
lichdimensionalen E—Vektorrdumen

Diese induziert durch Ubergang zu den maximalen &ufleren Potenzen einen
kanonischen Isomorphismus von eindimensionalen £—Vektorrdaumen

wr/k O £ Qp wi/p = WE/k-

Ist also dp/ksi A ... Adpyis, eine F'—Basis des 1—dimensionalen Vektorraums
wWr/k, und ist dg/pt1 A ... Adg/pt, eine E—Basis von wg/p, so ist folglich

dE/ksl VANPIRAN dE/kSn N dE/ktl N A dE'/ktr

eine F/—Basis von wg/y.
Ist nun dg/pt] A ... A dg/rt, eine weitere F—Basis von wg/p, so gibt es ein
e € B* mit

dE/Ftll N A dE/Ft;, = e€- dE‘/Ftl VANPYRVAN dE/Ftr
und also gilt

€ - dE/ksl VANRAN dE/ksn A dE/ktl VANRVAN dE/ktr =



14 2.2. Der Funktor F s W (F)

dE/ksl VANRAN dE/kSn N dE/ktll AL A dE/kt;
Diese Voriiberlegung liefert uns einen wohldefinierten Morphismus

Q(d) : Q(wryk) — Qwen) ) Qlwe/r)

von Moduln tiber Q(F) — Q(E).
Weiter hat man einen kanonischen Pfeil i : Q(H) — Q(H ®f E) von Moduln
iiber Q(F) — Q(F).

Wir erhalten somit einen Gruppenhomomorphismus
¢ : W(F, H) — W(E,wg/r @r H)

durch
bu = 1R @ Qo) @1,

wobei rg/p die natiirliche Restriktionsabbildung der Wittringe bezeichnet.

Bezeichnung: Wir bezeichnen ¢, auch oft mit rg/r und nennen diese Ab-
bildung Restriktion.

Beachte: Ist ¢ : F' — E endlich, separabel, so erhédlt man eine Restriktion
¢u: W(F, H) — W(E,H ®p E), da Q} » = 0 ist.

Fiir beliebige Korpererweiterungen hat man dagegen keine kanonische Re-
striktionsabbildung.

Nochmals zusammengefafit haben wir also:

(DW 1) Zu jedem separablen Morphismus ¢ : F' — E in (C},/k) und jedem
eindimensionalen F'—Vektorraum H gibt es einen Gruppenhomomorphismus

qb* :TE/F . VNV(F,H) - W(E,WE/F XRF H)

Die Restriktion besitzt die folgende Funktorialitéitseigenschaft.

(2.2.3) Proposition: FEs seien ¢ : F — E und ¢ : E — L separable
Morphismen in (Cy,/k). Dann gilt:

(¢0¢)*=¢*0¢*
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nach kanonischer Identifizierung der Zielgruppen.

Beweis: Definitionsgemés8 ist (¢ o ¢), durch die Abbildung

rr @ Q((Yo¢).) @i

gegeben.
Nun ist aber rp/p = rp/p o rg/p auf Wittringniveau und ¢ faktorisiert sich
offenbar in der Form

Q(H) = H°®p- Q(F) —— H°®p- Q(F) —— Q(H ®p L).
Wegen der Separabilitdt von L/E hat man die exakte Sequenz

Diese induziert einen kanonischen L—Vektorraumisomorphismus

WrL/F — wg/F @ L ®r wr/E-

Mit diesem erhélt man fiir Q((¢ o ¢),) eine Faktorisierung

Q(wr/k) — Qwes) ® Qwr/r) —— Qwrik) ® Qlwr/e) ® Q(we)r).
Q((od)«)

Ersichtlich liefert dies die behauptete Formel. O

(2.2.4) Esseinun ¢ : F' — E ein endlicher Morphismus in (Cy,/k) und
H ein eindimensionaler F'—Vektorraum. Wir konstruieren eine Korestriktion

¢* = cpp: W(E,H®r E) — W(F, H).

Fiir die Wittringe von F und F' hat man gemé&$ (1.1.3) eine Korestriktion
Ist E/F endlich, separabel, so ist wg/x = wp/x ®p E und nach (1.2.2) und
(1.2.3) ist dann W(E, H @ E) = W(FE) Qp- w%/k ®p« H° und in diesem Fall
definieren wir ¢* durch das kommutative Diagramm
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Z kan Z kan

(tTE/F)*(X)id
—

W(E) ®p» W, @p+ H° W(F) @p- wh, @p- H.

Wir konstruieren nun eine Korestriktion fiir endliche, total inseparable Er-
weiterungen.

Es sei also ¢ : F' — FE endlich, total inseparabel, und es gelte zunéchst
EP C F. (Es ist dann E = F(y/aq, ..., ¢/a,) mit aq, ..., a, € F*.)

Aus Dimensionsgriinden sind die beiden nachfolgenden ersten fundamentalen
exakten Sequenzen auch links exakt, ndmlich

0— QlEP/FP Qpr F — Q};/Fp - Q};/Ep — 0

und

0 — Qp/po O B — Qpyo — Qe — 0;

hieraus erhélt man die exakte Sequenz
(%) 0— Q}EP/FP Qpr B — Q}T/FP QrF B — Q}E/Eﬂ - QJlE/F — 0.

Der absolute Frobenius Fr : E — E induziert einen Isomorphismus von
Q(E)—Moduln

Qwe/r) — Q(wpr e Qpr E).
(Man beachte: Fr induziert keinen Isomorphismus der E—Vektorrdume
wg/r und wep/pr Qpe E.)
Beriicksichtigt man, dafl in kanonischer Weise Q}w/k = Q%/Fp und Q7 =
Q5 spe 8ilt, so erhélt man aus () einen kanonischen Isomorphismus von

Q(E)—Moduln

Q(Fr,¢) : Q(wrjk @r E) — Qwa).

¢/ 2 W(E) — W(F) erhilt man dann durch das kommutative Diagramm
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W(E) -------------- B > W(F)
T;J}F@‘d
! W(E) ®qr) Q(wryk)
!

7 T, -1
W(E) ®owm) Q) 22D W(E) 9qm) QWi ©F E).

(Man beachte wieder (1.2.10), (1.2.2) und (1.2.3).)

Man hat also einen Isomorphismus cg)p : W (E) — W (F) und in ersichtlicher
Weise dann auch einen, ebenso bezeichneten, Isomorphismus nach Tensorie-
ren mit einem eindimensionalen Vektorraum H iiber F':

cgyp: W(E, H®p E) — W(F, H).

Ist nun E/F endlich, total inseparabel und gilt nicht notwendig E? C F, so
existiert wenigstens eine Filtrierung F' := Fy C [} C ... C F, =: E, so daB
F;/F,_; fur i = 1,..., k jeweils endliche, total inseparable Korpererweiterun-
gen sind, fir die jeweils F C F;_q gilt (i =1, ..., k).

Es sei dann cg/p = ¢p /R, © ... © CR, /R, _,; hierbei sei cp,/p,_, die gerade defi-
nierte Korestriktion.

Mittels vollsténdiger Induktion nach dem Grad der Korpererweiterung iiber-
legt man sich leicht, daf§ die so definierte Korestriktion fiir endliche, total
inseparable Erweiterungen unabhéngig von der Wahl einer solchen Filtrie-
rung ist.

Allgemein fiir eine beliebige endliche Erweiterung ¢ : F' — E in (Cy,/k)
bilden wir den separablen Abschlu} F; von F' in F und erklédren

¢ W(E,H®p E) — W(F, H)
als die Komposition der Korestriktion fiir £/F; und Fs/F.

Wir haben also:
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(DW 2) Ist ¢ : F — E ein endlicher Morphismus in (C},/k) und H ein ein-
dimensionaler F'—Vektorraum, so hat man einen Gruppenhomomorphismus

¢* = cpp: W(E,H®r E) — W(F, H),

die sogenannte Korestriktion.
Diese besitzt die folgende Funktorialitéitseigenschaft.

(2.2.5) Proposition: FEs seien ¢ : F — E und ¢ : E — L endliche
Morphismen in (Crg/k).
Dann gilt: (¢ o )" = ¢* o ™.

Beweis: In [Mo], 3.4.1 ist die in Frage stehende Funktorialitdtsaussage fur
den Wittring bewiesen. Daher geniigt es nach Definition der Korestriktion die
Funktorialitdtsaussage fiir die entsprechenden Abbildungen der Q—Moduln
zu beweisen. Dies geschieht schrittweise:

1. Schritt: Es seien ¢, v endlich, separabel.
Hier ist die behauptete Funktorialitdtsaussage offensichtlich.

2. Schritt: Es seien ¢, 1) endlich, total inseparabel.
(o @) = ¢* 0 9p* liest man sofort aus der Definition der Korestriktion fiir
endliche, total inseparable Erweiterungen ab (vgl. (2.2.4)).

3. Schritt: Es sei ¢ : I — FE endlich, total inseparabel und ¢ : £ — L
endlich, separabel.

Wegen Schritt 2 diirfen wir [E : F] = p annehmen. Es sei weiterhin F der
separable Abschlufl von F'in L.

Wir haben also die folgende Situation:

L

sep t.ins
E oo F,

t.ins sep
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Es ist E = F({/a) mit a € F*, und dann ist aufgrund der Separabilitét von
F,/F

Fs®FE:Fs(%):L

und daher hat man die nachfolgenden kanonischen Identifizierungen

Q}E/F ®p L = QJIE/F ®p (Fs ®@F E) = QlL/FS

und alsdann ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen (vgl. Definition
Korestriktion)

0 — Q}J’/Fsp ®LP L — Q;‘s/k‘ ®FS L EE—— Qi/k EEE— Q}//Fs — 0

0 - QlEp/Fp ®EpL — Q};/k@)FL e QlE/k ®EL _—> QlE/F®EL —_— O

Hieraus folgt durch Ubergang zu den Q—Moduln die behauptete Funktoria-
litét.

4. Schritt: Es seien ¢ : F' — FE und v : E — L beliebige endliche Erweite-
rungen in (Cy,/k).

Es sei Fy der separable Abschlufl von F' in E, E, der separable Abschlufl
von F in L und H, der separable Abschlufl von F, in E,. Dann ist H, der
separable Abschlufl von F'in L.

Zusammengefafit haben wir also die Situation
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t.ans

" \
AS

/\

Nun ist

Def.
Cty)rp = CH,/FCCL/H,

= (cryrocu,r)o(ceym, ©cL/E,);

letzteres nach Schritt 1 und 2.
Jetzt ist aber nach Schritt 3

CH,/F; © CE,/H, = Cg,/F;

= Cg/F; ©CE,/E

und damit erhalt man abschlielend

CL/F = CF,/FOCE/F; OCE,/E C CL/E; -

vV TV
=CE/F =CL/E
Damit ist die Proposition bewiesen. O

(2.2.6)  Wir konstruieren nun den Randhomomorphismus zu einem be-
werteten Korper fiir den Funktor W. Dieser hingt im Gegensatz zum analo-
gen Homomorphismus des Funktors Wittring nicht mehr von der Wahl eines
Primelements ab.

Wir geben hier eine Konstruktion von Andreas Ettner wieder (vgl. [Et]).
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Es sei also F' € (Cy,/k) ein bewerteter Kérper mit Bewertung v und H ein
freier O,—Modul vom Rang 1.
Wir stellen zunéchst fest:

(2.2.7) Lemma: (Y, , ist ein freier O,—Modul vom Rang (F/k),,;

tr?
und zwar gilt genauer: Ist m, ein Primelement der Bewertung v und ist

Ay (v)/kS1s - Ar(v) kS0 €lNE k(v)—Basis von Qi(v)/k, so sind die Elemente
do, /KTy, do, k51, - Ao, /k5n eine Oy, —Basis von Q}QU/k; dabei sind s1, ..., 8, €
O: Liftungen von 3y, ...,5, € k(v)*.

Dann ist nach (1.2.2) und (1.2.3)

W(F, H ®o, F) :=W(F) ®0,- wo, i’ ®0,+ H°.
Mit d, (vgl. (1.2.6)) erhalten wir dann den Gruppenhomomorphismus

Sy ®id %0
W<F) ®Ou* wov/ko & (W(H(U)) ®H(U)* mv/m?) ) ®Ou* wov/ko'

(H ist hier wieder weggelassen.)
Die zweite fundamentale exakte Sequenz der Differentialformen fiir die Si-
tuation k — O, — k(v) liefert dann den kanonischen Isomorphismus

My /T @r(v) Wew) /e = WO, /k @0, K(V).

Damit erhalten wir wieder mit (1.2.2) und (1.2.3)

%0
(W(/i(v)) O k(w)* mv/m?] ) X0, * wov/ko = W(/{(U)) Ok (w)* w,{(v)/ko.

Zusammengenommen haben wir also einen Homomorphismus
6y : W(F,H ®0, F) — W (k(v), H ®0, kv)),
welcher offenbar folgende konkrete Beschreibung besitzt:

Ist 7, ein Primelement von v und sind sq, ..., s, € O,* Elemente derart, dafl
die Elemente dy(y)/151, -, dx(v)/k5n €ine k(v)—DBasis von Q;(v)/k bilden, so gilt

5v(<¢> ® dF/ka A dF/kS1 VANRAVAN dF/kSn) = 5§v(<¢>) ® dn(v)/kgl VAN dn(v)/kgn-

Diese Beschreibung werden wir im Laufe der Ausfiihrungen immer wieder
benutzen.
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Wir haben also das dritte Datum:

(DW 3) Ist F' € (C},/k), v eine Bewertung auf F und H ein freier O,—Modul
vom Rang 1, so hat man einen Gruppenhomomorphismus

6y W(F, H ®0, F) — W(k(v), H®o, r(v)).

2.3 Der Randhomomorphismus und Bewertungsfort-
setzungen

Wir studieren nun den Zusammenhang zwischen Restriktion, Korestriktion
und Randhomomorphismus.

Wir beginnen mit der folgenden Linearitétseigenschaft des Randhomomor-
phismus:

(2.3.1) Lemma: Fs sei v eine Bewertung auf F' € (Cy,/k), H ein freier

O,—Modul vom Rang 1~und u eine v— Einheit.
Dann gilt fir alle « € W(F, H ®o, F)

dp(u-a) =1 ,(a).

Beweis: Sei a = (a) @ dp/imo Adppsi A ... Adpjps, @ h € W(F, H®o, F)
gegeben. Dabei ist (a) € W(F') eine eindimensionale Form, a € F* h €
H° 7, ein Primelement von v, und sy,...,s, € O sind Elemente mit der
Eigenschaft, daf dy(/k51, ..., dx(w)/x5n eine Basis von Q};(u)/k bilden.

Dann ist nach Konstruktion des Randhomomorphismus (vgl. (2.2.6))

5v(u . Oz) = 53”(<ua)) X dn(v)/kgl VANPIRVAN d,{(v)/kEn ® h.

Es sei oE. v(a) = 1 mod 2. (Sonst steht auf beiden Seiten der behaupteten
Gleichheit Null.)

. o ua ua _ a — Ty
Nun ist 52 (<UCL>):<W> = <m>zu<m> :U52 (<CL>)
7Tv ﬂ-v 7TU

und also folgt das Lemma. O

Fiir Bewertungen auf einem Kérper £ € (Cy,/k), deren Einschrénkungen
auf gewisse Teilkorper von E trivial sind, hat man die folgenden Aussagen.

(2.3.2) Lemma:
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1. Sei ¢ : F — E ein separabler Morphismus in (Cr,/k) und v ei-
ne Bewertung auf E, welche auf F trivial ist, und es sei H ein 1I-
dimensionaler F'— Vektorraum. Weiterhin sei der induzierte Morphis-
mus ¢ : ' — r(v) ebenfalls separabel.

Dann gilt:

0y 0 P = 0.

2. Es sei F € (Cyy/k) und A% = Spec(Fluy,...,uz)) der k—dimensionale
affine Raum tiber F, und es sei ¢ : F — F(uy,...,ug) der kano-
nische Morphismus und x € A’}(l). Es sei v die zu x gehérige Be-

wertung auf F(uq,...,ug). Es sei abschlieffend H ein 1-dimensionaler

F—Vektorraum und ¢ : F — k(v) der induzierte Morphismus (¢ sei

nicht notwendig separabel). Dann gilt:

0y 0 Py = 0.

Beweis: 1) Sei a € W(F, H) gegeben. Wir kénnen wieder annehmen, daf
o die Gestalt (a) @ dpjpsi A ... Adpps, ® b hat; dabei ist a € F*, h € H” und
S1, ..., Sp eine separierende Transzendenzbasis von F/k.

Da die Bewertung v auf F' trivial ist, so ist v auch eine geometrische Bewer-
tung iiber F' und also ist

¢.(a) =
®dE/F7TU VAN dE/Ftl VARRTRIVAN dE/Ft'r (% ]’L,

dabei ist 7, ein Primelement von v und t,...,t, € O} eine Liftung einer
separierenden Transzendenzbasis von k(v)/F.
Nach Konstruktion von 9, ist dann

Op(a) =
(53“(«—1)”@25(@)» & d/i('u)/kgl AL A dﬁ(v)/kgn N dﬁ(v)/kfl VANAN d,i(v)/kﬂ«

®d0v/p7'l'v N d(f)v/ptl FANAN dOv/Ftr (024 h.
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Nun ist 63°(((=1)"¢(a))) = 0, da v((—=1)"¢(a)) = 0 mod 2 gilt.

2) Sei a = (a) @ dp/xs1 A ... Adpps, @ h € W(F, H) wie in 1) gegeben.
Es sei abkiirzend K := F'(uy, ..., u). Dann ist

qb* (Oé) = <a)®dK/k51/\.../\dK/ksn/\dK/kul/\.../\dK/kuk®dK/Fu1/\.../\dK/Fuk@)h.

Da A’} glatt ist iiber I, so ist do, k51 /... Ado, jkSn Ndo, kU1 N ... Ado, /Uy, eine
O,—Basis des O,—Moduls we, ;. Folglich existiert eine v—Einheit e € O
mit

dOv/ksl VARRTRIVAN dOv/kSn VAN d@v/kul VANRTRAN dov/kuk =
e- d@v/kﬂ'v N dOv/ktl A A dOU/ktn—i-k—h

dabei ist 7, ein Primelement der Bewertung v und ¢y, ...,t,+x-1 € O} sind

Elemente derart, dafl ¢, ...,f,,,_1 eine separierende Transzendenzbasis von
k(v)/k ist.
Daher ist

¢*(C¥) = <€ . a> ®dK/k7Tv /\dK/ktl A /\dK/kthrkfl ®dK/Fu1 N... /\dK/Fuk ®h

und also nach Definition des Randhomomorphismus d,(¢.(«)) = 0.
a

(2.3.3) Definition: Es sei F' € (Cy,/k), v eine Bewertung von F, und H
sei ein freier O,— Modul vom Rang 1. Es sei weiter m, ein Primelement von
v

Dann heifit s™ : W(F, H ®o, F) — W (k(v), H ®0, k(v)) mit
st (@) i= y(my - @)

fiir alle « € W(F, H ®o, F) der Spezialisierungshomomorphismus zum
Primelement m, von v.

Fiir diesen Homomorphismus gilt:
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(2.3.4) Lemma: Sei ¢ : F — E ein separabler Morphismus in (Cyy/k)
und v eine Bewertung auf E, welche auf F trivial ist, und es sei H ein
1-dimensionaler F'— Vektorraum. Es sei der von ¢ induzierte Morphismus
¢ : F — k(v) ebenfalls separabel.
Dann gilt:

sp0 0 0. = (=1)" - 0,
fuir ein beliebiges Primelement w, von v, nach Identifizierung mit dem durch
m, induzierten Isomorphismus der Zielgruppen; dabei ist n der Transzendenz-
grad von F' iber k.

Beweis: Wir prézisieren zunéchst die letzte Aussage:
Die Zielgruppe von ¢, ist W (x(v), Wi(v)/F), wihrend die Zielgruppe von
sT 0 ¢, aber W (k(v),wo,/r ®o, K(v)) ist.
Nun ist
wo,/F Do, K(V) = m, /m? Ok(v) Wk(v)/F- (*)
Das Primelement 7, induziert einen Isomorphismus x(v) & m,/m?.
(%) induziert vermdége dieser Isomorphie einen (v)—Isomorphismus wy()/p =
wo,/r ® k(v) und alsdann einen Isomorphismus der in Frage stehenden Ziel-

gruppen.
Diesen Isomorphismus halten wir fest.

Sei nun o € W(F, H) durch (a) @dp/psi A ... Adpjps, @ hmit a € F*, h € H°
und sy, ..., S, eine separierende Transzendenzbasis von F'/k gegeben.
Dann ist wieder

¢x(a) =

(=1)"¢(a)) @ dgjpmy Ndgsi A ... Ndgsn N dgpts A ... N dg ity
®dg/pmy Ndg/pti A ... Ndg/pt, @ h;

dabei ist ¢y, ..., ¢, eine separierende Transzendenzbasis von (v)/F.

Folglich ist

sy (9«(a)) =

05" (((=1)" -y - #(a))) @ dyu(uy k51 A oo A Aoy 150 A ooy sels A oo A diggo) ity

®d(’)1,/F7Tv A d@v/ptl VANPAN d(’)v/Ftr ® h =
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53”«(—1)” C Tyt (b(a))) X d,{(v)/kgl VAN d,{(v)/kgn A\ dﬁ(v)/,jl AN dﬁ(v)/kir RT
®d,€(v)/pfl VANRAN dﬁ(v)/pfr ® h.

Andererseits ist

«(a) =

(CL)> & dﬁ(v)/kgl NN d,{(v)/kgn A dm(v)/kgl VANRTRVAN dﬁ(v)/kfr

S -

®dn(v)/pg1 VANAN dn(v)/pfr ® h.

Nun ist
5 (1) - 6(a)) = (“1)76(a))

und beachtet man obige Identifizierung, so folgt dann die Behauptung. O

Wir untersuchen nun die Vertraglichkeit von Restriktion und Korestriktion
mit dem Randhomomorphismus. Die hierbei erzielten Ergebnisse sind fun-
damental fiir die geometrischen Anwendungen in den spéateren Kapiteln.

(2.3.5) Satz: FEs sei ¢ : F — E ein separabler Morphismus in (Cyg/k),
und es sei v eine Bewertung auf F. w sei eine Bewertung auf E, welche v
fortsetzt mit Verzweigungsindex 1. Fs sei weiterhin H ein freier O,— Modul
vom Rang 1 und ¢ : k(v) — k(w) sei der induzierte Homomorphismus der
Restklassenkorper in (Cygy/k); dieser sei ebenfalls separabel.

Dann kommutiert das Diagramm

W(E, wgr ®0, H) u W (K(w), Waw)/n(w) D0, H)
¢ 3.
W(F, H o, F) = W ((v), H ®o, £(v))
d.h. es gilt:

0w O s = ¢, 0 by,
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Beweis: Es ist dlmEQE/F = (E/F);-. Da w und v Bewertungen von geo-
metrischem Typ auf E bzw. F' sind, so erhdlt man (E/F)y, = (k(w)/k(v))s
und somit dimpQ! E/F = = dim,, w)Q w)/R(v)"

Nach [Ku], 6.5 hat man eine exakte Sequenz

0— mw/(m?u +mvow) — Q}Qw/@v X0, K( ) — Q ) — O,

k(w)/k(v
dabei bezeichnet m, bzw. m,, das maximale Ideal von O, bzw. O,,. Aufgrund
der Unverzweigtheit der Bewertungsfortsetzung liefert diese Sequenz einen
Isomorphismus von (w)—Vektorraumen

Qo,,/0, B0, KW) ——==—— Q)

do, jo,t @1 1 () /() -

Da auBerdem Q, , ®o, E = Q p gilt, so ist Qg /., ein freier Modul iber
O,, vom Rang (k(w)/k(v))s, denn ist ¢y, ..., t, € OF ein System von Elemen-
ten derart, dafl ¢y, ..., 7, eine separierende Transzendenzbasis von k(w)/k(v)
bildet, so ist do, /0,1, ..., do, /0, tr eine O, —Basis von Q}Qw 10y

Also ist d,, in obigem Diagramm wohldefiniert.

Wir rechnen nun die Kommutativitiat nach.

Es sei o € W(F, H ®0o, F) beliebig. Es seien s1, ..., s, € OF Elemente derart,
daB 51, ..., 5, € k(v) eine separierende Transzendenzbasis von x(v)/k bilden.
Es sei weiterhin 7, ein Primelement von v und A ein Basiselement von H.
Es ist dann o = (@) ® dp/kmy Adp/psi A ... Ndpjps, ® h. Es sei oE. (¢) = (a)
mit a € F™.

Zunéchst sei v(a) = 1 mod 2.

Dann ist

a* o 5U(<CL> & dp/mrv VAN dp/ksl VANPIRIAN dF/kSn ® h) =

5*(< CE)>®d /651 A oo ANy /S0 @ h) =

Ty
—
<%> ® (/651 A <o N i) 150 N Aoy pila A oo A oy it

®d,€(w)/,{(v)f1 FANAN dn(w)/ﬁ(v)fr ® h,
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dabei sind ty,...,t, € OF derart, daf die Elemente ti,...,t, € k(w)* eine
separierende Transzendenzbasis von x(w)/k(v) bilden.
Andererseits ist

O © qﬁ*((a) X dF/kﬂ'v A dF/ksl VANRRA dp/ksn X h) =

5w(<¢(a)> ® dE/kﬂ'U VAN dE/ksl AN dE/k:Sn A dE/ktl VANPAN dE/ktr
®dE/FIf1 VANRTIAN dE/Ftr (%) h) —

a — —
<%> & dﬁ(w)/kgl AN d,{(w)/kgn N dn(w)/ktl VANPVAN dn(w)/ktr
®dﬁ(w)/,€(v)¥1 NN d,{(w)/,{(v)ﬂn ® h.

Nun ist wegen e(w | v) = 1 7w, ebenfalls ein Primelement von w, und es gilt
w(¢p(a)) = v(a). Also kommutiert das Diagramm in diesem Fall.

Ist v(a) = 0mod 2, so ist (¢, 0 d,)(a) = (dy 0 ¢,)() = 0. Damit ist der Satz
bewiesen. O

Korestriktion und Randhomomorphismus verbindet der folgende Satz.

(2.3.6) Satz: FEs sei¢: F — E ein endlicher Morphismus in (Cyy/k) und
es sei v eine Bewertung auf F. Es seien wiq, ..., w, die Fortsetzungen von v
auf E und ¢, : k(v) — k(w;) die induzierten Pfeile der Restekérpererweite-
rungen.

FEs sei weiterhin H ein freier O,—Modul vom Rang 1.

Dann kommutiert das Diagramm

n

W(E, H @0, E) 2% @ W (k(w,), H ®0, k(w))

=1

(7,5* P _,

W(F7H ®o, F) S W(’KL(U)aH@Ou ’%<U));

m.a.W.: Es gilt
61} O(]ﬁ* — Zazh O(Swi-

w;|v
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Dem Beweis dieses Satzes schicken wir zwei Tatsachen voraus. Zunéichst das
folgende, leicht zu sehende, Lemma iiber Spuren.

(2.3.7) Lemma:

1. Es sei B eine endliche, freie A— Algebra tiber einem kommutativen Ring
A mit 1 und A C A’ eine Ringerweiterung. Fs sei B' = B®y A’ die
Basiserweiterung. Dann kommutiert das Diagramm

b®1 B/%Al
b B P4

2. Sind By, ..., B, endliche, freie A—Algebren und B := [ B, so ist

=1
tr/a(by, b)) = Y trp, a(b),
=1

firb; € B undi=1,...;r.

(2.3.8) Bemerkung: Es sei K € (Cy,/k) ein Korper, versehen mit einer
geometrischen Bewertung v.

Es sei K, die Henselisierung von K beziiglich v. K, ist ein bewerteter Kérper
mit Bewertung ¢ und es gilt e(v | v) = 1.

v ist jedoch i.a. keine geometrische Bewertung, da K, i.a. nicht endlich er-
zeugt iiber k ist.

Nach Definition der Henselisierung ist K, /K separabel algebraisch, so daf
wir die Beziehung

Q}QU/k ®o, Ky = Q}(v/k

haben.
Wegen m,/m? = m;/m? gilt auflerdem in kanonischer Weise
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m@/mg Qpe(v) Wr(v)/k = WO, /k Do, K(v).

Wir erhalten so analog zu (2.2.6) einen Randhomomorphismus

65 W(K,, H® K,) — W(k(v), H® r(v))
mit %((a) X de/kﬂ'v A dKU/ksl VANRVA dKU/kSn ® h) =

05" ((@)) @ dieuy /51 N oo A di(v) /150 @ h;

dabei ist 7, ein Primelement von v, h € H°, a € K und sy, ..., s, € O,” sind
Liftungen einer separierenden Transzendenzbasis von k(v)/k.

Offenbar ist auch eine kanonische Restriktion rg, x definiert, so dafl insbe-
sondere (2.3.5) fiir den Morphismus K — K, gilt.

Beweis von (2.3.6): Wir gehen in mehreren Schritten vor.

1. Schritt: Wir zeigen zunichst fiir jeden Zwischenkorper M von E/F: Ist
der Satz fur F/M und fur M/F richtig, so ist er auch fiir £/F richtig.

Sei dazu v eine Bewertung wie im Satz. Seien uy, ..., u; die Fortsetzungen von
vauft M. Fiir i« =1, ..., seien wj, ..., w;,, die Fortsetzungen von u; auf E.
Wir betrachten das Diagramm

W(E,H® E) —% Cow) @ EB W (k(w;), H @ k(wg))

i=1j=
o/ 'i? Cra(ag )/ ()
% (u;) A ox P
ce/r W(M,H® M) —— @ W (k(w), H® r(u;)) oy i)/ (@)

i=1

CM/F P
| i)/ n(v)

W(F,H®F) —2— W(k(v), H® r(v)).

Nimmt man an, daf§ der Satz fiir M/F gilt, so kommutiert das untere Recht-
eck des Diagramms. Nimmt man an, daf§ der Satz fiir E/M gilt, so kommu-
tiert das obere Rechteck, weil es in jeder Komponente ¢ kommutiert.
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Da der linke bzw. rechte Bogen aufgrund der Funktorialitéitseigenschaften
der Korestriktion kommutiert (vgl. (2.2.5)) und da die w;; offenbar genau
die Fortsetzungen von v auf E sind, ist damit das Gewiinschte gezeigt.

2. Schritt: Indem wir die Korpererweiterung F/F in eine separable und
eine total inseparable Erweiterung zerlegen, so geniigt es also nach dem 1.
Schritt die Behauptung des Satzes fiir endlich, separable und endlich, total
inseparable Korpererweiterungen F/F zu beweisen.

Sei also zunéchst ¢ : F' — E endlich, total inseparabel und v eine Bewertung
auf F.

Wiederum nach Schritt 1 diirfen wir [E : F| = p annehmen.

Es existiert genau eine Bewertungsfortsetzung w von v auf E, und es gilt
e(w | v) =p oder e(w |v) = 1.

AuBerdem ist die Restekorpererweiterung ¢ : x(v) — r(w) ebenfalls total
inseparabel.

Es sei zunéchst e(w | v) = p.

Da v eine geometrische Bewertung ist, so gilt die fundamentale Gleichung

[E: Fl=p-[rw) : £(v)].

Daher ist k(w) = k(v), und wir haben also die Kommutativitdt des Dia-
gramms

zu beweisen.

(Da der Modul H beim Beweis des Satzes keine Rolle spielt, lassen wir ihn
ab jetzt weg.)

Es geniigt die Kommutativitdat des in Frage stehenden Diagramms auf Ele-
menten der Form

o = <a) X dE/kﬂ'w N dE/ksl VANRAN dE/ksn € W(E)
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zu beweisen; hierbei ist a € E*, 7, ein Primelement von w und s, ..., s,, € O}
sind Liftungen einer separierenden Transzendenzbasis 3y, ..., S, € x(w)* von
k(w)/k.

Ist w(a) = 0mod 2, so ist 6, (a) = 0.

Ist w(a) = 1 mod 2, so ist

a
511;(06) = <w—a)> ® dn(w)/kgl VANPUVAN dﬂ(w)/kgn

7Tw(

aP _ _
= — ) ® dn(w)/ksl VANPYRVAN dn(w)/ksn-

7Tﬁw(a)

Nach [Ku], 6.7 hat man einen kanonischen (w)—Vektorraumisomorphismus

my,/m2 — Qb 0, ®o, kW)

Daher ist Q%,)w /o, ein freier O, —Modul vom Rang 1 mit Basis do,, /0, Tw.
Damit erhdlt man nach Definition von cg/p (vgl. (2.2.4)):

CE/F(Oz) = (ap> ® dF/MTﬁ) N dF/ksl AN dF/kSn-

(Beachte: k(w) = k(v))
Da 7 ein Primelement von v ist, so ergibt sich:

0u(cp/r(a)) =
0, fir wv(a?) =0mod 2
= aP _ — .. —
<W> ® di(v) /51 N oo N () /15, fir wv(a?) =1mod?2.

Wegen v(a?) = w(a) ist daher die Kommutativitidt des Diagramms in diesem
Fall gezeigt.

Nun sei e(w | v) = 1.

Dann ist [E : F] = [k(w) : k(v)] = p und also dim,{(w)Q}{(w)/ﬁ(v) = 1 und
dimEQ}E P = 1.

Nach [Ku], 6.7 hat man einen kanonischen Isomorphismus eindimensionaler
k(w)—Vektorrdume
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Q%ow/ov ®o, K(w) — Qllf(w)/n(v)’

Qéw /0, ist also wieder ein freier O,—Modul vom Rang 1 mit O, —Basis
do, jo,s; hierbei ist s € O} eine Liftung eines Elements 5 € (w)* mit

dy(w) /n(w)5 7 0.
Dann gilt fiir ein Element
o= <CL> X dE/kﬂ'w VAN dE/kS VAN dE/;Jl VANPIRAN dE/k;Er € W(E)
mit a € E*, s € Oy mit dyw)/ww)s # 0 und 4y, ...,7, € O, nach Definition
von CE/F
CE/F(Oé) = <Cl,p> & dF/kﬂ-w A dF/kSp VAN dF/kll VARRTRVAN dF/kiT

und alsdann

Ou(cp/r(a)) =
0, fir wv(a?) = 0mod 2
= aP _ - - . _
<W> & d,i(v)/ksp AN d,{(v)/kzl NN d,{(v)/klr, fiir v(ap) = 1 mod 2;

man beachte hierbei, dafl 7, ebenfalls ein Primelement von v ist.

Weiter ist

Cr(w) /m(v) (0w (@) =

0, fir w(a) = 0mod 2

= ar = = .
<W> ® dn(v)/kgp A dﬁ(v)/kzl VANRVAN d,{(v)/kzr, fir w(a) = 1mod 2.

Da w(a) genau dann gerade ist, wenn dies auch v(a?) ist, so kommutiert das
entsprechende Diagramm auch fiir den Fall e(w | v) = 1.

3. Schritt: Nun sei F/F endlich, separabel.

Es sei F, die Henselisierung von F' beziiglich v. F), ist ein bewerteter Korper
mit Bewertung 0, und es gilt e(v | v) = 1 und k(v) = k(v).

Es seien weiterhin £, die Henselisierungen von E beziiglich der Bewertungen
w.
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Dann sind die Erweiterungen E,, /F, alle separabel, und es gilt

E@p F, =[] Eu..

wi|”u

Wir erhalten damit den folgenden Wiirfel:

DW(Eu, H® Ey,) —s @ W (k(w:), H® r(w))

i=1 =1
rE’w,L'/E
W(E,H @ E) —
W(F,,H®F,)
CE/F Ty F
W(F,H® F) o W(k(v), H® k(v)).

In diesem Wiirfel kommutiert die rechte Seitenfliche trivialerweise, Boden
und Deckel kommutieren nach (2.3.5) und (2.3.8).

Wir zeigen nun die Kommutativitdt der linken Seitenfliche.

Wir haben dazu die Formel

(1) rpyrocgr= ZCE%/FU OTE, |E

w;|v

zu beweisen. .
Im Hinblick auf die Gruppenstruktur von W stellt man fest, da8 (1) aus der
folgenden Aussage (2) iiber das funktorielle Verhalten des Wittrings folgt:

(2) rrypocEp =Y Cp, /R, OTE, 5 W(E) = W(F,);

’UJq',"U

dabei bezeichnet r die natiirliche Restriktion und ¢ den Scharlau-Transfer
zum Spurfunktional.
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Nach dem Spurlemma (2.3.7) 1) gilt trpg,r,(2®1) = trg/p(z) fir allex € E
und also ist tTE/F &® idFU = trE@FFv/FU'

Nun ist wie bereits festgestellt £ @p F, = [[ Fw, und wieder folgt aus dem
Spurlemma (2.3.7) 2) trg, /5, = treepr,/F, | Luw,-

Daher ist (2) gerade die Aussage des Satzes 2.2 in [Ar]. Somit kommutiert
auch die linke Seitenfliche des Wiirfels.

Um also die Kommutativitdt der Vorderseite einzusehen, geniigt es die Kom-
mutativitdt der Riickseite zu beweisen.

Wir diirfen also F' als henselsch mit Bewertung v und alsdann F als henselsch
mit Bewertung w und E/F als separabel annehmen.

Wir beweisen nun die Aussage des Satzes fiir eine unverzweigte Erweiterung
mit separabler Restekorpererweiterung und fiir eine total verzweigte Erwei-
terung, deren Verzweigungsindex nicht von p = char(k) geteilt wird.

Dies wird in den beiden folgenden Schritten erledigt.

4. Schritt: Es sei nun ¢ : F — E endlich, separabel und F' henselsch mit
Bewertung v. w sei die eindeutig bestimmte Fortsetzung von v auf F. w | v
sel unverzweigt.

Dann ist [E : F] = [k(w) : k(v)].

Ist O, der diskrete Bewertungsring von v, so ist der diskrete Bewertungsring
O, von w der ganze Abschlul von O, in E.

Es gelten die folgenden Tatsachen:

1. O, ist ein freier O,—Modul vom Rang [E : F
2. Oy ®o, k() = O0,/m,0, = k(w)
3. Oy ®o, I'=FL.
Es sei nun s € O beliebig vorgegeben. Wir setzen
d: 0O, —— O,

$'—>Sl’2

und

¢ = tro,/0,0®: 0, —— O,

T = tro, o, (sT?).
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P ist eine regulére quadratische Form iiber O,.
® und ¢ induzieren reguldre Formen auf dem EF— bzw. F'—Vektorraum F
und auf dem k(w)— bzw. k(v)—Vektorraum x(w), ndmlich

0,00, 1  Ouw®o, F=E ——EFE

TRY — 51?2 ® y?

Do,50,n0) : Ou Bo, K1) = K(w) = K(w)

TRY —— 512 QY

(I)F: Ow®@UF:E—>OU®@UF:F

T QY —— tro, o, (s1%)y?

und

Pry: Oy ®o, K(V) = K(w) —— O, Vo, K(v) = K(v)

TRY ! tro, /o, (sz?)72.

Aus (2.3.7) erhélt man iiber diese Formen folgende Aussagen:
1. &)F = trow(@(gvp/p o (I)Ow®ovF

2. D) = ro,e0,kv)/k(@) © Pouso, ww)-

Mit diesen Aussagen zeigen wir die Kommutativitdat des Diagramms

W(E) —— W (x(w))

CE/F Cr(w)/r(v)
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Es sei also a = (¢) @dp/pmy Adp/is1 ... Ndp/pSn € W(E) beliebig vorgegeben.
Es sind wie iiblich hierbei sy, ..., s, € O} Elemente derart, daf 54, ..., 5, ei-
ne separierende Transzendenzbasis von (v)/k bilden, und weiter sei m, ein
Primelement von v.

m, ist dann auch ein Primelement von w.

Offenbar diirfen wir (¢) = (s) oder (¢) = (sm,) mit s € OF annehmen.

Es sei zunéchst (¢) = (s) .

Es ist dann d,,(«) = 0.
Mit obigen Bezeichnungen ist (s) = (®o, @, r) und nach 1) geht diese Form

unter cg/p auf CTDF.
Also ist insgesamt

CE/F(a) = CE/F(<(I)OW®OUF> ® dF/kTI'U A\ dF/ksl VANRTAN dF/kSn)
= <i)p> ®dF/k7Tu/\dF/ksl/\---/\dF/kSn-
Da aber nach Konstruktion ® iiber O, definiert ist, 148t P eine Diagona-

lisierung mit Elementen aus O} zu. Also ist §,(cg/r(a)) = 0.
Somit kommutiert das in Frage stehende Diagramm fiir (¢) = (s) .

Nun sei (¢) = (sm,) .

Es ist (s7m,) = (Po, @0, F ). Nach 1) ist wieder cp/p((Po, g0, F - T)) =
(Bp 7).

Also ist

c/r((Poueo, F - To) @ dpemy A dpjesi A .. N dpjrsn) =

<(i>F . 7Tv> X dF/kﬂ-v A dF/ksl VANPIRAN dF/kSn

Nun ist

5v(<(i>p : 7Tv>®dF/k7Tv/\dF/k31/\---/\dF/kSn) = <éﬁ(v)>®dn(v)/k§1/\/\d,{(v)/kgn
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Andererseits ist
(Sw(<¢)ow®ovp : 7Tv> (%9 dF/k:ﬂ-v AN dp/ksl VANPRAN dF/kSn) =

<(I)@w®ovﬁ(v)> & dn(v)/kgl AL A d,{(v)/kgn.

Nach 2) iSt C,i(w)/,ﬁ(v)(<q)@w®ov,€(v)>) = <(i),€(v)> .
Also hat man abschlieflend

Cm(w)/n(v)(<q)(’)w®ovn(v)> ® d/ﬂ(v)/kgl AN dn(v)/k§n> =

<i),€(v)> & dn(v)/kgl NN d,{(v)/kgn.

Damit kommutiert das in Frage stehende Diagramm auch in diesem Fall, und
also ist der 4. Schritt erledigt.

5. Schritt: Es sei nun ¢ : ' — FE endlich, separabel (F' wie {iblich hen-
selsch) mit Bewertung v und w die eindeutige Fortsetzung von v auf E. Die
Erweiterung sei totalverzweigt, d.h. es gelte e(w | v) = [E : F].

Dann ist x(w) = k(v), und wir haben die Kommutativitdt des Diagramms

zu beweisen.

Wir betrachten in diesem Schritt den Fall char(k) 1 e(w | v).

Es sei 7, ein Primelement von w und m, ein Primelement von v. Dann gibt
es ein € € O mit em,® = m,. Durch Multiplikation von , mit einer Einheit
in F', welche zu e ! kongruent ist, kann man annehmen, dafl € = 1 ist. Das
Polynom 7¢ — € hat nach dem Henselschen Lemma eine Nullstelle ¢ in E. Es
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ist dann 7, = (7,€')". Ersetzen wir 7,, durch m,€’, so konnen wir annehmen,
daB 75, = m, gilt.

Aufgrund von k(w) = k(v) und dem Henselschen Lemma gilt fiir jede Form
(s) € W(E) mit s € O (s) = (t) in W(FE) mit einer Einheit ¢t € O}.
Weiter ist £ = F(m,) und also ist 1,7, ..., 75! eine F—Basis von E.

Es sei s : E — F das durch s(1) = 1 und s(7) = 0 fir 1 <i <e—1
definierte, von Null verschiedene, lineare Funktional.

Fiir das Spurfunktional trg/p : E — F gilt definitionsgeméB trp/p(1) = e
und trg/p(r’) =0fir 1 <i<e-—1.

Also gilt s(e - x) = trg/p(z) fir alle x € E.

Beachte: char(k) ist kein Teiler von e.

Somit gilt fiir den Scharlau-Transfer zu diesen beiden Funktionalen

si(e-(9)) = tresr,((9))
fir alle Elemente (¢) € W(E).

Mit Hilfe dieser Voriiberlegungen beweisen wir jetzt die Kommutativitat des
in Frage stehenden Diagramms.

1. Fall: e(w | v) = 1 mod 2.

Nach [Sa], 2, 5.8 gilt dann s,((1)) = (1) und also trg,p ({1)) = (e) .

Es sei o = (¢) @ dpjimy A dpjpsi A ... Ndppsy, € W(E) beliebig vorgegeben.
Es sind wie iiblich hierbei sy, ..., s,, € O; Elemente derart, da8 51, ...,s,, eine
separierende Transzendenzbasis von x(v)/k bilden.

Aufgrund obiger Voriiberlegungen geniigt es zum Beweis der Kommutativitét
die Félle (¢) = (s) mit s € OF und (¢) = (sm,) mit s € O} und 7, wie oben
zu betrachten.

Es sei zunéchst (¢) = (s).
Dann ist

6w(04) = (5w(<5> 0%y dE/kaU VAN dE/ksl VANPERIAN dE/kSn)
du({es) ® d/kTw Ndg/mst A ... A dE/kSn)
0, falls w(es) = 0 mod 2

- <i> ® i) /651 A oo A di(v) 150, falls w(es) = 1mod 2.

u(es)
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(Beachte auch hier pte.)
Andererseits ist

6U<CE/F(04)) = 5v((<8> ® trE/F*(<1>)) ® dp/kﬂ'@ A dp/ksl AN dF/kSn)
= 5v(<€$> (059 dF/MTU N dp/ksl VANPPRAN dF/kSn)
0, fir wv(es) =0mod2

_ <%> Q dn(v)/kgl NN d,{(v)/kgn, fiir U(@S) = 1mod 2.
7T

v

Da nun v(es) = xmod 2 < w(es) = xmod 2 (x = 0,1) gilt, so kommutiert
das Diagramm in diesem Fall.

Nun sei (¢) = (sm,) .
Es ist

(5w(oz) = 5w<<871'v> ®dE/k7T5,/\dE/k51/\---/\dE/kSn>
= O0u((esmy) ®dE/k7Tw/\dE/k51/\dE/k5n)
0, falls  w(esm,) = 0mod 2

= esST _ _
<3(T:U)> ® di(v) /51 A oo N dio(o) /150, falls w(esm,) = 1mod 2.

Andererseits ist

5’L}<CE/F(Q)) = 5@((<87Tv> X tTE/F*(<1>>> X dp/kﬂv A dp/ksl VANPAN dF/kSn)
= 0y(({esmy) @ dp/kmy A dpjpsi A ... N dpyisy)
0, f. wv(esm,) = 0mod 2

) <ﬂ> ® diw) /51 N o N iy i5n, £ v(esm,) = 1mod 2.

v(esmy)
v

Auch in diesem Fall kommutiert das Diagramm.
2. Fall: Nun sei e(w | v) = 0mod 2.

Nach [Sa], 2, 5.8 gilt in diesem Fall
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tro/r,((1)) = es.((1)) = (e, emy)

und

tT'E/F*(<7Tw>) =0.
Wir haben die beiden Fille (¢) = (s) mit s € OF und (¢p) = (sm,) zu

betrachten.
Sei zunéchst (¢) = (s).
Es ist

dw(a) = du((esmy) ® dp/pmw AN dgksi A ... N dg/gsn)

€s B ~
= <—7TU(68)> ® d(v)/kS1 A oo A (o) /kSns

v

da w(esm,) = 1 mod 2 ist.
Andererseits ist

d(cp/p(a)) = 6u((es,esmy) @ dp/pmy A dpksi A ... N\ dp/isn)

es _ B

v

Nun sei (¢) = (smy) -
Es ist

5w(04) = 6w(<68> & dE/k;ﬂ'w A dE/ksl VARRAY dE/kSn)

Y

da w(es) = 0mod 2.

Weiterhin ist

du(ce/r(@)) = 6u(0)

Damit kommutiert das Diagramm auch in diesem Fall.
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Der 5. Schritt ist jetzt erledigt.

6. Schritt: Im Fall char(k) = p > 0 ist zum Beweis des Satzes noch der Fall
einer separablen Erweiterung F/F mit Verzweigungsindex p* (k € N) und
total inseparabler Restekorpererweiterung x(w)/k(v) zu betrachten.

Nach eventueller Adjunktion von Elementen si,...,s, € O}, deren Bilder
in x(v) eine separierende Transzendenzbasis von x(v)/k bilden, zu k und
nach Ubergang zu einem vollkommenem Abschlu8 von k(sy, ..., s,), diirfen
wir k(w) = k(v) und k(v)/k als endlich annehmen.

Alsdann ist [E : F] = e(w | v) = p*. Ist m, ein Primelement von w, so ist
E = F(m,) und das Minimalpolynom P(t) von m,, iiber F' ist ein Eisenstein-
Polynom.

Nun ist m, := —Ng/p(—7y) ein Primelement von v und es gilt 7§, = 7,1’ mit
u' € OF und v’ = 1.

Die Identitét dg /P () = 0 liefert die Gleichheit

dp kT = uP' (7y) " dpime

mit v € O} und u = 1.
Zum Beweis der Kommutativitat des Diagramms

W(E)

cu W (s(v))

W (F)
betrachten wir Formen (s) und (sm,) in W(E) mit s € O%.
Es ist wieder (s) = (t) in W(E) mit einer Einheit ¢ € O}.
Dann ist o = (s) @ dg/my = (t) ® dpxmy = (t - P'(m) ™' - u) @ dpjpm, =
<t . Pl(ﬂ'w)_1> X dE/kﬂ'v-
Es ist d,((s) ® dg/kmw) = 0.
Wegen trgp, ((P'(7y)"')) = (1) ist aber auch d,(cg/p(e)) = 0.
Damit kommutiert das in Frage stehende Diagramm in diesem Fall.
Analog verfihrt man mit der Form (sm,) .
Damit ist der 6. Schritt beendet und (2.3.6) bewiesen.
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2.4 Die Homotopie-und die Reziprozititseigenschaft

(2.4.1) Essel F € (Cyy/k) und AL = Spec(Fu]) der eindimensionale
affine Raum iiber F. Weiter sei H ein 1-dimensionaler F'—Vektorraum.
Nach (DW 2) hat man fiir die Kérpererweiterung F(u)/F die Restriktion

Jeder Punkt x € A}p(o) definiert eine Bewertung v, auf F(u). Nach (DW 3)
hat man daher den Homomorphismus

8g = 0y, : W(F(u), Q}«‘(u)/F ®p H) — W (k(z), Q%%/F ®r H ®o, £(z));

O, ist dabei eine abkiirzende Schreibweise fiir den diskreten Bewertungsring
OA}:-@'

Nun ist d,(a) = 0 fiir fast alle x € A}?(o) und beliebige Elemente « aus
W(F(u), Ql w,r®rH) (vgl. (3.1.2)), so daB wir also einen Homomorphismus

d = (6,) : W(F(u), QF(u)/F Qp H) — @ W (rk ), Qp, /r ®rF H®o, k(7))

wEAF<0>

erhalten.
Wir beweisen nun den folgenden fundamentalen Satz:
(2.4.2) Satz: (Homotopieeigenschaft des A')

Unter den Voraussetzungen von (2.4.1) ist die Sequenz

= TF(u)/F % d T
0— W(F) =" W(F(u), 2y p) — @ Wk(x), b, /px) — 0

:L‘EA},(O)

exakt und spaltet.
(Wir haben hier den Vektorraum H weggelassen und wir setzen Q%,)L/F(a:) =

Beweis: Wir fithren (2.4.2) durch Wahl geeigneter Isomorphismen auf einen
entsprechenden Satz von Milnor fiir Wittringe zuriick.
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Es sei sy, ..., s, eine separierende Transzendenzbasis von F'/k und h # 0 ein
Element aus H. Dann induziert die Wahl der F'—Basis dp/ps1 A ... A dp/isn
von wpy, und h von H einen Isomorphismus

i W(F) = W(F, H).
Nun ist dp()/ru eine F'(u)—Basis von Q};(u)/F und also ist
dp(u)/ksl VARRTVAN dF(u)/kSn N dF(u)/ku

eine F'(u)—Basis von wp)/k-
Durch diese Basiswahlen erhélt man einen Isomorphismus

iyt W(F(u)) — W(F(w), Upey/p @ H).

Aufgrund dieser Wahlen kommutiert dann das Diagramm

W(ﬂ H) S W(F(U)7 Q}v(u)/F ®p H)

ilz igz

W(F) e/ W (F(u)).

Da AL glatt ist iiber F', so ist fiir jedes x € A}V(O) do, /ks1N...ANdo, /kSnNdo, /ku
eine Basis des freien O,—Moduls wo, /-

Ist nun t,1, ..., t,, eine separierende Transzendenzbasis von x(z)/k und 7, ein
Primelement der Bewertung v, so ist do, k72 Ado, ktz1/A... Aty ebenfalls eine
O,—Basis von we, /i; hierbei sind t,1, ..., t, € O Liftungen von t,1, ..., tz,.
Folglich existiert eine Einheit e, € O mit

€y " dOz/ka N dOz/ktxl NNty = d@z/ksl NN dOz/kSn A doz/ku
Die Wahl der k(x)—Basis €, - du)/klat A ... A oy YOI Wiy /k induziert dann
einen Isomorphismus
ot W(k(x)) — W(k(),Qp,/p @r H ®0, K(z)).

Da 65* : W(F(u)) — W(k(x)) Of—linear ist, so kommutiert dann das Dia-
gramm
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W (F(u), Qb O H) —2—s W (k(2), QL @ H S0, £(x))

ia|] iz |]

T
62

W (F(u)) W (k(z)).

Zusammengenommen hat man also das kommutative Diagramm (wir lassen
dabei H wieder weg und bezeichnen Q}Qm/F ®o, k() mit Q%%/F(:c))

0 —— W(EJ W (F(u), Upyp) == O Win(z),Q,/p(x)) > 0

ZGAF(O)

(iz)|]

0 —— W(F) 2 wipw) —Z . @ W(k(z) — 0.

xGAF(O)

Nach [Mi], Th. 5.3 ist die untere Zeile exakt und spaltet, also tut dies auch
die obere. O

(2.4.3)  Es sei weiterhin F' € (C},/k) und es sei A} = Spec(F[u]) =: X.
Es sei L ein beliebiges Geradenbiindel auf X.
Wir betrachten den Homomorphismus

W (k(n), L) “=% @D W(k(x), L(x));

iUEX(O)

dabei ist n der generische Punkt von X.

Es ist Pic(X) = 0 und also hat man fiir ein beliebiges Geradenbiindel £ einen
globalen Ox—Isomorphismus £ =, Ox.

Dieser induziert ein kommutatives Diagramm
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W (s(n), 2y ) == @ W(k(x),Q, /(@)

:EGX(O)

Nach dem vorhergehenden Satz ist daher der Kern der oberen Randabbildung
isomorph zu W(F ). Diese Isomorphie ist i. a. nicht kanonisch, sondern héngt
vom Geradenbiindel und der Wahl des trivialisierenden Isomorphismus ab.
(Fiir eine préazisere Aussage vgl. (3.4.3).)

(2.4.4) Nun sei X ein integres Schema aus (Sch/Cy,/k), n der generische
Punkt von X und £ ein Geradenbiindel auf X.

Ist X auBerdem normal, so ist fiir jeden Punkt 2 € XM der lokale Ring
Ox,, ein diskreter Bewertungsring und definiert somit eine (geometrische)
Bewertung auf dem Korper x(n).

Nach (DW 3) haben wir somit den Gruppenhomomorphismus

0p : W(r(n), L(n)) — W (r(x), L(x)).
Wir betrachten nun die Gesamtheit der Homomorphismen 4, fiir alle z €
XM,
Es gilt, wie schon an der entsprechenden Stelle in (2.4.1) erwdhnt, d,(«a) =0

fiir ein beliebiges Element o € W (k(), £(n)) und fast alle z € X1 (vgl.
(3.1.2)).

Ist nun speziell X eine eigentliche Kurve, so erhalten wir die folgende Rezi-
prozitatseigenschaft:

(2.4.5) Satz: Es sei X € (Sch/Cy,/k) eine integre, eigentliche und nor-
male Kurve tiber Spec(F'), und n sei der generische Punkt von X. Auflerdem
sei H ein 1-dimensionaler F— Vektorraum. Dann ist die kanonische Sequenz

W(s(n), H(m) 22 @ Ws(x), H(z)) =2 W(F, H)

Q?GX(O)

ein Komplex; hierbei ist H(z) :== H @ k().
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Beweis: Wir lassen im Fortgang des Beweises den Vektorraum H weg.
Nach dem Satz von Riemann-Roch ist X projektiv, daher gibt es nach
dem projektiven Noetherschen Normalisierungslemma (vgl. [Li], App.A, A.1)
einen endlichen Morphismus 7 : X — P}

Dieser induziert das Diagramm

P
~ 5 ~ Cu(z i~
W (k()) —— B Wi(n() L W(F)
wEX(O)
L P
Cr(n)/r(€) Cr(z)/r(y)
‘yep%(m<vy
(dy) i
~ ~ Cr(y)/F ~
W (k(6)) . D Wikly)) = W (F);
yEP%w)

¢ bezeichnet dabei den generischen Punkt von Pi.

Ist nun y € ]P’}(O) und v, die zugehorige Bewertung auf x(§), so durchlaufen
die Bewertungen v, fiir alle # € 7 '(y) die gesamten Fortsetzungen von v,
auf k(n), da 7 als endlicher Morphismus insbesondere eigentlich ist.

Daher kommutiert das linke Viereck nach (2.3.6).

Das rechte Viereck kommutiert aufgrund der Funktorialitat der Korestrikti-
on.

Somit geniigt es die Aussage des Satzes fiir X = PL zu beweisen.

Zum Beweis der Gleichheit

D Cutyr o8y =0

1
yEPFw)

definieren wir fiir jedes x € Pp, ;) — {00} die Abbildung

O W(k(x)) — W(k(E))

wie folgt:
Es sei u € k(§)* eine Transzendenzbasis von k(§) = F(u) iiber F.
Dann induziert die x(z)(u)—Basis dy(z)(w)/x(z)u einen Isomorphismus

i Wk () (1), Qb)) /() — W () (1))

und dann sei
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DT (1) = Cuayu)/Pw) (U — u(T)) i) (w) /() (1))
fiir alle 1 € W (k(z)).

Sei nun 2’ € IP’I — {oo} und 2’ # z gegeben.
Dann gilt:
0w 0 (p) = Oy (Cn(a:)(qu(u)((u = u(@)) - irage)y/me) (1))
VST it (O — (@) () nio) (1))
wlvys

Fiir jede Bewertung w iiber v,/ ist u — u(x) eine w—FEinheit; daher ist jeder
Summand nach (2.3.1) von der Form

Ca<w>/n<x'>(<u - u(az)> 0u (U@ w)/n(x) (12))))-

Jede Bewertung w iiber v,/ ist aber auf x(x) trivial, so daf} also

0w (1(T(a) () /() (1)) = 0

gilt.
Insgesamt ist also 6,/ o ¥ = 0.
Weiter ist

0z 0 D% (1) = Ou(Cu(o)(u )/F(u)((u — u(@)) - 1Ty m) (1))
= ) o) G ({1 — () () (1))

w|vg

= Bup (U = w(2)) i (Fe) () ) (1))

dabei ist wy die Fortsetzung von v, zum Primelement u — u(z) € r(z)[ul.
(Beachte dabei: k(wg) = k(x))
Nun ist

Suwo (U = u(2)) Uiy w)/n@) (1) = Sug " (4T () (w) /() (1))
= (=" p,
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letzteres wegen dy.(z)(u)/n(z) (U —u(T)) = dy(z)(u)/r()t; dabei ist n = (k(x)/k),,
(vgl. dazu (2.3.4)).
Insgesamt haben wir also

Folglich geniigt es

Z Cr(y)/F © 0y 0 ¥ =0

yGP}WO)

fiir alle z € L) — {00} zu beweisen.
Es ist

Z Ca(y)/F © 0y © DT = (=1)"Cu(e)/F + 0o © D7
yeP},w)

(n = (k(x)/k),,) und wir berechnen

000 0 P (11) = Ooo(Cr(a)u)/Fu) ({0 — w(@)) - {(Pu(a) (w)/n(z) (1))
w|oo
— cﬁ(oo)/F(éoo(W —u(x)) (7)) /m) (1))
= (1) epmyr(p).

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung: (2.4.5) steht in Parallele zu einem von Geyer, Harder, Kne-
busch und Scharlau im Jahre 1970 bewiesenen Residuensatz fiir quadratische
Formen {iber einem algebraischen Funktionenkérper (vgl. [GH], 2).

Ist F' ein algebraischer Funktionenktrper in einer Variablen mit vollkom-
menem Konstantenkoérper K, so betrachten sie ebenfalls die Wittgruppe
W(F,Q /i) der reguléren quadratischen Formen iiber F' mit Werten in Q5 K-
Ist p eine Primstelle von F// K, so definieren sie eine kanonische, vom iiblichen
zweiten Randhomomorphismus abgeleitete, Residuenabbildung

resp : W(F, Q}:/K) — W(k(p))

und zeigen dann
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> (trepyx), (resp(b)) =0

p

fiir alle b € W (F, Q}, /ic)- Hierbei durchléuft p alle Primstellen von F'/K und
k(p) bezeichnet, wie iiblich, den Restklassenkorper der Primstelle p.
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3 Der Wittkomplex C,(X:W, L)

3.1 Der allgemeine Randhomomorphismus

Es sei X ein Objekt aus (Sch/Cy,/k). Weiterhin sei £ ein Geradenbiindel
auf X.

Ist € X ein Punkt, so schreiben wir abkiirzend W (z, £) fir W(k(z), L(x))
bzw. W (x) fiir W(k(z)).

Ist X ein integres Schema, so bezeichnen wir mit £ oder £x den generischen
Punkt von X.

Ist X zusétzlich normal, so ist fiir jeden 1-kodimensionalen Punkt x, d.h.
z € XM der lokale Ring Ox, ein diskreter Bewertungsring und definiert
folglich eine Bewertung auf Ox .

(3.1.1) Definition: Es sei 6, : W(£,£) — W(x, L) fir z € XU der
zugehdrige Randhomomorphismus gemdafs (DW 3) (vgl. (2.2.6)).
Es gilt nun der folgende Satz.

(3.1.2) Satz: Ist X € (Sch/Cyy/k) normal und integer, L ein Gera-
denbindel auf X und o € W (&, L) beliebig, so ist

d.(a) =0
fiir fast alle z € X,
Beweis: Dies ist eine einfache Konsequenz der analogen Aussage fiir die

Divisorabbildung auf X (vgl. [Ha|, 6.1). Die Details sind in [Et] ausgefiihrt.
(|

(3.1.3) Fiir z,y € X definieren wir nun

57 Wz, L) — W(y, L)

wie folgt: Es sei Z := {z} mit der reduzierten Unterschemastruktur versehen.
Wir setzen 4, = 0, falls y ¢ Z () ist. Sonst sei 7 : Z — Z die Normalisierung
von Z; 7 ist ein endlicher Morphismus (EGA IV, 2, 7.8.6, ii)). Jeder Punkt 3/
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aus der Faser 7~ !(y) definiert eine Bewertung von #(z). Die Komposition des
zugehorigen Randhomomorphismus (3.1.1) mit der Korestriktion c,(y)/x@)
(DW 2) liefert einen Homomorphismus W (z, £) — W (y, £). Summiert man
iiber alle Punkte y' der Faser 7 *(y), so erhélt man den gewiinschten Homo-
morphismus 9, also

Oy = Z Cra(y) /r(y) © Oy -

Y'ly

Aus (3.1.2) folgt:

(3.1.4) Lemma: Fiir jedes x € X und a € W(z, L) gilt 65 (o) = 0 fiir fast
alle y € X; dabei ist X € (Sch/Cy,/k) und L ein Geradenbiindel auf X.

Bemerkung: Wollen wir das Schema besonders betonen, auf dem der allge-
meine Randhomomorphismus berechnet wird, so schreiben wir auch ausfiihr-
licher dx [ an Stelle von 4.

Eine weitere wichtige Eigenschaft des allgemeinen Randhomomorphismus 4y
ist die folgende Geschlossenheitsrelation.

(3.1.5) Satz: FEs sei X ein integres Schema aus (Sch/Cy,/k) und Z die
Lokalisierung von X in einem Punkt der Kodimension 2. L sei ein Gera-
denbiindel auf X.

Dann gilt:

0= Y 6,08 W( L) — W(x, L);
2€Z()
dabei ist € der generische und zy der abgeschlossene Punkt von Z.

Beweis: vgl. [Et]. O

3.2 Der allgemeine Randhomomorphismus, Untersche-
mata und Lokalisierungen

Es sei X ein Schema in (Sch/Cy,/k) und L ein Geradenbiindel auf X.

In diesem Abschnitt stellen wir einige niitzliche Beobachtungen iiber das
Verhalten des allgemeinen Randhomomorphismus beim Ubergang zu offenen
Teilmengen, Lokalisierungen und Fasern zusammen.
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(3.2.1) Sind z,y € X Punkte, so hat man nach (3.1.3) den Gruppenho-
momorphismus

0 Wiz, L) — W(y,L).

Y

Es sei Z = {x}. Z sei mit der reduzierten Unterschemastruktur von X
versehen.

Es sei weiterhin y € Z(M). Wir setzen Y := Spec(Qz,) und betrachten den
kanonischen Morphismus Y — Z. Y ist ein eindimensionales, integres Schema
mit den Punkten y und .

Aus der Konstruktion des allgemeinen Randhomomorphismus entnimmt man

dann die Gleichheit

Sx 2= by |7 .

Zur Berechnung von 43 diirfen wir also zur Lokalisierung Spec(Oz,,) iiberge-
hen.

(3.2.2) Nun sei 7 : Y — X ein Morphismus in (Sch/Cy,/k). Es seien
x,y € Y Punkte mit 7(z) = m(y) =: z;  und y liegen also in derselben Faser
Yiz) =Y Xx Spec(k(z)) — Spec(r(z)).

Bezeichnet Z" den Abschluf von z in Y,y und Z den Abschlufl von z in Y,
so gilt nach EGA 1V, 2, 5.6.1.1

ye 2V = yezW,

und alsdann folgt wieder dy, ., [y= dy [} -
Der allgemeine Randhomomorphismus ist damit vertréglich mit der Ein-
schriankung auf Fasern.

(3.2.3)  Es sei abschlieBend X € (Sch/Cy,/k) und U C X eine offene Teil-
menge, versehen mit der induzierten Unterschemastruktur. Es seien weiter
r,y e U CX.

Bezeichnet wiederum Z’ den Abschlufl von = € U, und Z den von z in X, so
gilt diesmal klarerweise

yezZ'V = yezW.

Daher gilt
v 3= dx | -
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Der allgemeine Randhomomorphismus ist damit vertréglich mit der Ein-
schrinkung auf offene Teilmengen.

3.3 Der Komplex
Es sei X aus (Sch/Cy,/k) und L ein Geradenbiindel auf X.

(3.3.1) Definition: Fir ein p € Z setze

Co(X; W, L) = P W, L);

(ist X(py =0, s0 sei Cp(X; W, L) =0.)
Ist L = Ox, so schreiben wir fur Cp(X; W, O0x
d—dX:C(XWL‘)—> (W
dy =0y (vgl. (3.1.3)) deﬁm'ert

auch einfach C,(X;W).
et komponentenweise durch

C/g\_/

Bemerkungen:
1. Die Definition von dx ist wegen (3.1.4) sinnvoll.

2. Bs ist dim(z, X) = dim({z}) = (k(2)/F)4, falls X von endlichem Typ
tiber Spec(F') ist.

3. Nach kanonischer Identifizierung ist C,(X; W)= @ W(x).
IEX(p)

4. Wollen wir die Stelle des Komplexes genauer spezifizieren, an der dx
gebildet wird, so schreiben wir manchmal auch dx ,,.

(3.1.6) hat nun folgende wichtige Konsequenz.
(3.3.2) Satz: FEs gilt dy odyx = 0.

Beweis: (vgl. [Ro], 3.3)
Wir betrachten die Folge

d d
..H@sz X@Wxﬁ X, @ch
TE€X (pt1) r€X(p) ze€X(p1)

Fiir beliebige p haben wir dx o dy |7= 0 fiir alle € X(,11) und z € X1
zu zeigen.
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Sei v € X(p41) und 2z € X(,_1) beliebig, aber fest.
Nach Definition von dx haben wir nun

> §Yodr=0
YEX(p)

zu beweisen.

Um > 6Y04d; = 0 zu beweisen, brauchen wir nur iiber solche Punkte
YEX(p)

y € X(p) zu summieren, fiir die z € {y} und y € {z} gilt.
Essei Y = Spec(@m7z). Y ist integer und lokal.
Da alle Schemata aus (Sch/Cy,/k) katenarisch sind, so folgt

codim(z, x) = codim(z, y) + codim(y, z)

und also ist dim(Y") = 2. Weiter gilt X,y NY = Y(y.
Aufgrund der Vertriglichkeit des allgemeinen Randhomomorphismus mit Lo-
kalisierungen, vgl. (3.2.1), und (3.1.5) gilt dann

Y lodr=>Y odl=0

YEX (p) YEY ()
und damit ist der Satz bewiesen. O
(3.3.3) Der Komplex
Cu(X; W, L) = (Cp(X; W, £),dx) o7

heifit Wittkomplex auf X mit Werten in L.

(3.3.4) Ist dim(X) = d und wollen wir den Kodimensionsindex benutzen,
dann setzen wir

CPX;W. L) = P W, L)= P W L) =Cop(X;W,L)

zeX®) .TEX(d )
und
dx : CP(X;W, L) = Cy_p(X; W, L) — Cqp 1 (X; W, L) = CPHHX, W, L).

Wir bezeichnen diesen Komplex mit C*(X; W, L).
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(3.3.5)  Es sei nun k fiir einen Augenblick nicht mehr vollkommen. (Es sei
aber weiterhin char(k) # 2.) Es sei F' eine endlich erzeugte Korpererweite-
rung von k, X ein algebraisches F'—Schema und £ ein Geradenbiindel auf
X.

Wir wollen nun in Verallgemeinerung von (3.3.1) den Wittkomplex auf X
mit Werten in £ erkldren. Dies geschieht wie folgt:

Es sei k' ein vollkommener Abschlufl von k£ und F” das eindeutig bestimmte
Kompositum von F und k' iiber k. F” ist eine endlich erzeugte Korpererweite-
rung von k' und wir bilden die Basiserweiterung X' = X ®  F’; die Projektion
p: X ®p F'" — X ist ein radizieller Morphismus, also insbesondere injektiv
und damit auch bijektiv. Dariiberhinaus gilt p(X'«)) = X(g).

Es sei nun

CuX; W, L) :=C(X"; W, pL).

Studieren wir im folgenden Wittkomplexe auf beliebigen algebraischen F'—
Schemata, und ist F' endlich erzeugt iiber einem Grundkorper k, so konnen
wir im Sinne von (3.3.5) k immer als vollkommen annehmen.

3.4 Die Homologie des Wittkomplexes

Ist X ein Schema aus (Sch/Cy,/k) und L ein Geradenbiindel auf X, so haben
wir also auf X den Wittkomplex C,(X; W, L) mit Werten in L,

..H@Wmﬁ @Wx/i @Wxﬁ

2€X(p+1) 2€X(p) r€X(p—1)

(3.4.1) Definition: Fiir alle p € 7 sei HW,(X; W, L) :=p-te Homologie-
gruppe des Wittkomplezes C.(X; W, L) mit Werten in L.
Ferner sei HWP(X; W, L) :=p-te Kohomologiegruppe von C*(X; W, L).

(3.4.2) Notiz: Ist dim(X) = d, soist HW,(X; W, L) = HWV*P(X; W, L).

Nun ist also der Wittkomplex etabliert, und in der weiteren Arbeit wird es
nun darum gehen die funktoriellen Eigenschaften des Komplexes und seiner
Homologiegruppen zu studieren und den Komplex fiir gewisse Schemata zu
verstehen.
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Einen speziellen Wittkomplex haben wir nebenbei schon studiert, ndmlich
den der affinen Geraden.

(3.4.3) Es sei AL = Spec(F[u]) € (Sch/C},/k) der 1-dimensionale affi-
ne Raum iiber einem Kérper F. Betrachten wir den Wittkomplex auf Al
mit Werten in dem Geradenbiindel 2} so liefert die exakte Sequenz in

AR/F? ~
(2.4.2) eine vollsténdige Beschreibung der Homologie von C,(Ap; W, Qy, ) P
F
némlich
~ 0 fir ¢=20
. 1. 1 — ~
HWiAp: W Oy ) { W(F) fir i=1.
GeméB (2.4.3) bleibt obiges Ergebnis auch richtig, wenn wir 2} durch ein

AL/F
beliebiges anderes Geradenbiindel £ auf AL ersetzen, d.h. es gilt

HWo(Ap; W, L) =0
und } .
HW, (AR W, L) = W(F).
Allerdings ist letztere Isomorphie nicht kanonisch, sondern héngt vom Ge-
radenbiindel und dem gewéhlten, £ trivialisierenden, Isomorphismus ab.
Préziser heifit das: N
Fixiert man eine Trivialisierung ¢ : Oay — L, so induziert diese, wie in
(2.4.3) beschrieben, einen Isomorphismus j : W(F) — HW;(AL; W, L).
t induziert aber auch in offensichtlicher Weise einen Isomorphismus m :
Aut@A% (L) — F*. )
Auto,, (£) operiert dann vermége j auf W (F) in der folgenden Weise:
F —
Ist f € Auto,, (£), und bezeichnet f den induzierten Automorphismus von
F

HW,(AL; W, L), so kommutiert das Diagramm

W(F) —L— HW,(AL; W, L)

m(f) f

W (F) 7 HWy(AL; W,E);



58 3.4. Die Homologie des Wittkomplexes

dabei ist der linke vertikale Pfeil die Multiplikation mit m(f) € F*.
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4 Push-forward und Pull-back

In diesem Kapitel etablieren wir alle Typen von Operationen, die wir beim
Studium des Wittkomplexes immer wieder brauchen werden.

4.1 Push-forward

Essei f: X — Y ein Morphismus in (Sch/C},/k) und £ ein Geradenbiindel
auf Y.
Wir definieren fiir alle p € 7Z

[ (X W, f5L) — C, (YW, L
p p
komponentenweise wie folgt:
e | Ce@ymy), falls oy = f(z)
(£-)y = { 0 sonst.

Beachte: Fiir y = f(r) und dim(z, X) = dim(y, Y) ist x(z)/k(y) automatisch
endlich, und wir haben also die Korestriktion c.() k() geméa (DW 2) (vgl.
(2.2.4)).

Push-forward besitzt die folgende Funktorialitatseigenschaft:

(4.1.1) Satz: Es seien f : X — Y und g : Y — Z Morphismen in
(Sch/Cyy/k) und L ein Geradenbiindel auf Z. Dann gilt:

(gOf)*:g*Of*.

Beweis: Da Push-forward komponentenweise durch die Korestriktion ge-
geben ist, so folgt die behauptete Funktorialitdt aus der Funktorialitdt der
Korestriktion (vgl. (2.2.5)). O

4.2 Pull-back

In diesem Abschnitt etablieren wir zu einem gegebenem glatten Morphis-
mus von Schemata aus (Sch/Cy,/k) von konstanter relativer Dimension eine
Pull-back- Abbildungen zwischen den entsprechenden Wittkomplexen. Dies
erfordert etwas mehr Anstrengung.
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Es sei also f : X — Y ein Morphismus in (Sch/Cy,/k) und L ein Gera-
denbiindel auf Y.f sei nun glatt von der relativen Dimension n. Dann ist
Q% /v ein lokalfreier Ox—Modul vom Rang n.

Folglich ist fiir z € X

dimﬁ(x)Qk/Y(:C) = dimﬁ(m)Q}QXw/OY’f(z) ®OX,3: /i(:li')
= n.

Sei y := f(z) € Y. Dann hat man die Kérpererweiterung x(y) — ().

Ist nun y € Y, und z € X(p4,, so ist wegen der Glattheit von f die
Korpererweiterung k(z)/k(y) separabel.

Nach (DW 1) (vgl. (2.2.2)) hat man fiir solche Erweiterungen eine Restriktion

Pty /nty) * W@ L)) = W@, wea) /i) @ (FL)(2)).

Wir suchen nun ein Geradenbiindel © auf X, so dafi Q(z) gerade wi(z)/r(y)
ist.

her.

Dazu stellen wir einen Zusammenhang zwischen /Y(x) und Q}{(m) Jn()

Fiir y = f(x) kommutiert das Diagramm

Oyy — Oxp

Kly) ———— w(2)

und in dieser Situation gilt die folgende allgemeine Tatsache:

(4.2.1) Lemma: Sei (A, m) 7, (B,n) ein lokaler Homomorphismus loka-
ler Ringe A und B mit den maximalen Idealen m bzw. n.
Wir betrachten das kommutative Diagramm
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f

A———B

k:=A/m Ny - B/n.

Dann hat man eine k— Derivation

l 4 QJIB/A/<nQJlB/A -+ BdB/A(I‘l))

B _ dB/A(b) mod (anlB/A + BdB/A(n))

(b ist dabei ein Reprdsentant von b in B)
und einen kanonischen Isomorphismus von l— Vektorraumen

welcher das Diagramm

Qpa/(0Qp) 4 + Bdpya(n))

/
! l

di/k

A

kommutativ macht.
M.a. W.: Q}B/A/(nQ}B/A + Bdpg/a(n)) ist der Differentialmodul von l/k.

Beweis: Es sei () := nQ}B/A + Bdp/a(n) und Q := QIB/A/Q/'
Weiter sei
| ———— O,/ (nQp 4 + Bdpja(n))

b ———— dpsa(b) mod (nQ}B/A + Bdg/a(n));
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dabei ist b ein Reprisentant von b in B. Man iiberzeugt sich nun, daf der
Reihe nach gilt:

1. d ist wohldefiniert
2. d ist k—linear

3. d erfiillt die Produktregel.
d ist somit eine k—Derivation.

Es sei nun d;/, € Dery (1, Qll/k) die universelle Derivation.

Aufgrund der universellen Eigenschaft von Qll/k hat man einen eindeutig be-
stimmten [—Vektorraummorphismus

v Q) — Qpa/ (04 + Bdpja(n)),
so dal v o dy, = d gilt.
Wir betrachten die Komposition

d
z:B—>lﬂ>Qll/k

und ersichtlicherweise gilt 2 € Dera(B,€Y,); hierbei ist €, mit der kano-
nischen B—Modulstruktur versehen. Folglich existiert ein Morphismus von
B—Moduln

w: Qp A — Qll/k

mit w o dp/4 = z. Man hat dann das kommutative Diagramm

QL <2 Bt A

di/k

Q
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Es gilt nun 2’ C Ker(w) und also induziert w einen Morphismus

von [—Vektorrdumen mit d;/, = w o d.

Mit Hilfe der Tatsache, daf3 §2 als [—Vektorraum von d(l) erzeugt wird, stellt
man fest, dafl v und w zueinander invers sind.

w macht offenbar das Diagramm in der Behauptung des Lemmas kommuta-
tiv. O

(4.2.1) liefert also fiir unsere Situation

Q};(x)/n(y) = Q}ox,z/oy,y/ mOx,gcQ}ox,z/oy,y + Oxadoy, (mox,ﬁ)-

Folglich hat man eine kanonische Surjektion

1 1
QX/Y('I) = D2y /miy)-

Ist nun y ein Punkt der Dimension p und z ein Punkt der Dimension p + n,

so gt (k(2)/k(y)), = n.

Da k(z)/k(y) eine separable Korpererweiterung ist, so gilt nach [Kul, 5.8

dim'{(x)Qlli(x)/H(y) = (k(2)/K(Y)),,-

Daher ist dim,i(x)Q}i(x) i) =N und also obiger Pfeil ein Isomorphismus.

Fiir solche Punkte lautet die Restriktion also

Pyt P WY, L(y)) = Wz, (U )y @ f7L)(x)).

Wir definieren nun f* : C,(Y; W, L) — Cppn(X; W, (§2%)y ® f7L)) fiir alle
p € Z komponentenweise durch

(f*)y _ { Tr(z)/k(y)> falls f(1;> =y

0 sonst.

(4.2.2) Sei f: X — Y ein étaler Morphismus in (Sch/Cy,/k). Dann ist f
glatt von der relativen Dimension 0 (EGA IV, 4, 17.11.1). Insbesondere ist
Q% sy = 0. Ist £ ein Geradenbiindel auf Y, dann hat man nach dem gerade
Gesagten das Pull-back

o Cp(Y§W7£) — Cp(X; W; fL).
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Pull-back ist in der folgenden Weise funktoriell:

(4.2.3) Satz: FEs seien g : Y — X und f : Z — Y Morphismen in
(Sch/Cyg4/k). g sei glatt von der relativen Dimension n und f sei glatt von
der relativen Dimension m.

Dann ist go f glatt von der relativen Dimension n 4+ m und es gilt:

(gof) = foyg"

Beweis: Es gilt kanonisch f*Qf  ®o, Q%) = Q%J/r)’? (vel. [AK], ch.VII,
3.12); daher folgt die Behauptung aus der Funktorialitidt der Restriktion (vgl.
(2.2.3)). O
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5 Funktorielle Eigenschaften von C,(X;W, L)

Dieses Kapitel beinhaltet die zentralen technischen Resultate dieser Theo-
rie, ndmlich das Verhalten von Push-forward und Pull-back bei kartesischen
Quadraten und die Vertraglichkeit dieser Morphismen mit den Differentialen
des Wittkomplexes.

5.1 Pull-back und Push-forward als Komplexmorphis-
men

Das folgende Resultat iiber kartesische Quadrate ist in Zykeltheorien wohl-
bekannt (vgl. [Fu], 1.7 und [Ro], 4.1).

(5.1.1) Satz: FEs sei

Y xxZ=U g A
r! d !
Y g X

ein kartesisches Quadrat in (Sch/Cygy/k); dabei sei g glatt von der relativen
Dimension n und f sei ein beliebiger Morphismus in (Sch/Cy,/k). Weiterhin
sei L ein Geradenbiindel auf X.

Dann kommutiert fiir jedes p € Z das Diagramm

Cpin(Us W, ® (f¢)'L) —F—— Cp(Z; W, f*L)

Coan (YW, Q8 ® g°L) —L—— C,(X; W, L),
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d.h. es gilt:
g ofi=1fLog"

Beweis: Esseid:=g*of, — f',og".
Wir haben 6; = 0 fiir alle z € Z(,) und y € Y(, 1) zu zeigen.

1. Fall: Es sei f(z) # g(y).
Dann ist ¢* ]g(z) of. |;(z): 0, da g* \5(2): 0 nach Definition von g* gilt.
Weiterhin ist f’, [ og™ |= 0 fiir alle u € U, da f'(u) # y gilt.

2. Fall: Nun sei z := f(2) = g(y).

Es gilt dim(z, X) < dim(z, Z) = p.

Nun ist g von der relativen Dimension n und also ist dim(y, V) < dim(z, X)+
n, so da} auch dim(x, X)) > p ist, so daB wir schliefllich p = dim(z, X) =
dim(z, Z) erhalten. Somit ist x(z) endlich iiber x(x).

Da Push-forward und Pull-back lokale Konstruktionen sind, kénnen wir of-
fenbar Z = Spec(k(z)) und X = Spec(k(z)) annehmen. Dann ist f: Z — X
flach und endlich.

Nach Konstruktion von ¢* kénnen wir auch Y durch Spec(x(y)) ersetzen, so
dafl wir Y = Spec(k(y)) annehmen.

Alsdann geniigt es nach EGA I*, 3.2.7.1 das folgende kartesische Quadrat zu
betrachten

Spec((y) e (%)) L Spec(r(2))

Spec(x(y)) —— Spec(r(z)).
Wir setzen zur Abkiirzung K := k(x), K' := k(y), L := k(2).
Bezeichnen wir des weiteren die Korper K’ ®x L/m; (m; durchlauft hierbei
die endlich vielen maximalen Ideale von K’ ® g L) mit L;, so haben wir die
Kommutativitit des Diagramms
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D W (Li,wr,) <L W(L)

1

P

CL/K
. CrL, /K’ /

W (K", wiric) <L W(K)

nachzuweisen. (Wir haben die von dem Geradenbiindel £ stammenden Vek-
torrdume in diesem Diagramm weggelassen.)
Dies geschieht in mehreren Schritten.

1. Schritt: Es sei L separabel iiber K.
Dann ist R := K’ ® L eine endliche, separable Algebra iiber K’ und nach
dem chinesischen Restsatz gilt

R=][R/m:i=]]L:

wobei m; die endlich vielen maximalen Ideale von R durchlauft.
Wir haben die Formel

(%) Tk')K ©CL/K = E Cr;/K' °TL;/L
Li|K'

zu beweisen.
Dazu betrachten wir die Kérperdiagramme

Li+—— L

K +——— K.

Im Hinblick auf die Gruppenstruktur von W, stellt man (wie im dritten
Beweisschritt von (2.3.6)) fest, dafl sich (%) aus der folgenden Aussage ()
iiber das funktorielle Verhalten des Wittrings ergibt:

(#%) rropco e = Y enyro oy W(L) — W(K').

Li|K'
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r ist dabei die natiirliche Restriktion und ¢ der Scharlau-Transfer zum Spur-
funktional.

Nach dem Spurlemma (2.3.7) gilt trp/x/(x ® 1) = try k() fiir alle z € L
und also ist trp g ® idgr = trr/k.

Nun ist wie bereits festgestellt R = [ L; und wieder folgt aus dem Spurlem-
ma (237) trLi/K’ = tT’R/K/ ‘ Ll

Daher ist (xx) gerade die Aussage des Satzes 2.2 in [Ar].

2. Schritt: Es sei L/K eine total inseparable Korpererweiterung vom Grad
p := char(k). Es ist also L = K({¢/a) mit einem a € K.

Da K'/K separabel ist, so ist L' := L @k K' = K'({/a) ein Korper.

Die Vertraglichkeit von Differentialmoduln mit Basiserweiterungen liefert
einen kanonischen Isomorphismus von eindimensionalen L'—Vektorrdaumen

Q};/K ®p L — QlL’/K'-

Mit Hilfe dieser Voriiberlegungen iiberpriift man nun anhand der Definition
von crk fiir total inseparable Erweiterungen (vgl. (2.2.4)) und der Restrik-
tion rg/ /i fiir separable Erweiterungen die Kommutativitit von

WL, wpyp) <22 W(L)

cL'/L CL/K

W(K,,WK//K) M W(K)
(vgl. dazu auch den zweiten Beweisschritt von (2.3.6)).

3. Schritt: Es sei nun L/K eine beliebige endliche Erweiterung. Wir bilden
den separablen Abschluf§ K von K in L. Dann ist K/K endlich, separabel
und L/K; endlich, total inseparabel.

Ist Ky # L, so zerlegen wir L/K; in eine Folge von total inseparablen Er-
weiterungen Ky =: Ko & K1 & ... & K, := L, wobei fiir alle i = 1,...,n
[Ki : K] = p gilt.

Fiir die Tensorprodukte K'® g L; und K'® L;_; ist die induzierte Abbildung
auf den Spektren

C
=
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Spec(K' @k L;) — Spec(K' @y L; 1)

bijektiv.

Beachtet man auflerdem, daf fiir eine beliebige separable Erweiterung Z/F
und eine Erweiterung M /F', welche endlich, separabel oder total inseparabel
vom Grad p ist, alle Komposita von Z und M iiber F' separable Erweite-
rungen von M sind, so folgt die Kommutativitdt des in Frage stehenden
Diagramms aus den beiden vorhergehenden Schritten.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Dieser Satz ist ein entscheidendes Hilfsmittel beim Beweis der Vertréglichkeit
von Pull-back mit dem Differential des Wittkomplexes.

Wir kommen nun zur Vertraglichkeit von Push-forward mit dem Differential
des Wittkomplexes.

(5.1.2) Satz: FEssei f: X — Y ein eigentlicher Morphismus in der Kate-
gorie (Sch/Cyy/k) und L ein Geradenbiindel auf Y.

Dann kommutiert fiir alle p € Z das Diagramm

ColX: W, f°L) = Cy(Y3 W, L)
dX dY
Cpfl(X; Wu f*ﬁ) ik Cpfl(Y; Wa ‘C)u

d.h. es gilt: dy o f, = f, odx.

Beweis: Essei §(f.) =dy o f. — fiodx.
Wir haben §(f.), = 0 fiir alle x € X(;) und y € Y{,_1) zu zeigen.
Es sei z := f(x) und dim(z,Y) =: q.

1. Fall: Es sei y ¢ {2}.
Dann ist dy o f, |$: 0 nach Definition von dy .
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Auferdem ist auch f, o dx [j= 0, denn fiir 2" € @(1) gilt f(2') # y, denn

sonst wire f(2') =y € {f(z)} = {z}.

2. Fall: Nun sei y = z = f(x).
Dann ist dy o f. [;= 0.
Zum Beweis von f, o dyx |$: 0 betrachten wir nun die Komposition

ar—-xLy

Es ist f({z}) € {z}. Versehen wir {z} und {z} jeweils mit der reduzier-
ten Unterschemastruktur, so hat man nach EGA I, 4.1.9 das kommutative
Diagramm von Morphismen von Schemata

x —L vy

{r} ——— {=},

und wir bezeichnen den unteren horizontalen Pfeil wieder mit f. Nach EGA
II, 5.4.3 ist f: {x} — {2} eigentlich.

Wir diirfen also Y = {2z} und X = {z} annehmen.

Da sich das Differential des Wittkomplexes auf Fasern einschriankt (vgl.
(3.2.2)), so diirfen wir X = {2} durch X,y und Y durch Spec(x(y)) ersetzen.
Dann ist aber die Normalisierung des Abschlusses von x in X, eine integre,
eigentliche und normale Kurve iiber x(y) und alsdann folgt f. odx [;= 0 aus
der Reziprozititseigenschaft fiir Kurven (vgl. (2.4.4)).

3. Fall: Nun sei y € {2z} und y # z,q = dim(z,Y),p = dim(z, X). Es ist
p > q und dann p = ¢, wegen y € {z} und y # z. Folglich ist x(z)/k(2)
endlich.

Wir diirfen wieder Y = {2} und X = {z} annehmen.

Wir betrachten das Diagramm
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X —— X

Yy — Ly,

dabei sind g und h die Normalisierungen von X und Y.

Es seien # € X und Z € Y die generischen Punkte (welche dann iiber z € X
bzw. z € Y liegen).

Wir betrachten

und behaupten

(1) 8(g) | W(3, (fg)"L) = 0.
Es gilt namlich fiir alle o € W (Z, (fg)*L)

0(g:)(@) = dxog.a)=g.odg(a)
= dx(g(@)) —g.o () Gi(a))

zeX)
= dx(g.() = ) Cuiwyniuw (0:(a));

weX(l)

hierbei sind die w € XM mit g(z) = w und 2z € XV,
Weiter haben wir dann

8(g:)(@) = dx(g:(@) = D Cufay/nau(0z(a))

weX ™)

= dx(a)— Z Cn(x)/m(w)((sm(a))

weX (1)
— O’

letzteres nach Definition von dx.
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Analog erhélt man fiir

d(hi) =dy o hy — h, o dy

(2) 8(h.) | W(2,h*L) = 0.

Die Funktorialitdt von Push-forward zusammen mit (1) und (2) liefert dann

0(f)o g |W(E (f9)'L) = (dyofi—foodx)og. |W(%,(f9)'L)

(dy o feoge— feodxog.) | W(Z,(fg)'L)
(dy o (ho f), = feodxog.) | W(Z, (fg)"L)
(dy oh.o f.— foodxog.) | W(Z, (fg) L)
(hyody o fu—h,o foodg) | W

heod(f.) | W(z,(f9)"L)

I

Y

,\
-

Il
=

Nun ist g, | W (%, (fg)*£) ein Isomorphismus auf W (z, f*£), so da8 es also
genugt

fir gy € Y(p 1) ZU zeigen.

Es sei nun @ € X ein Punkt iiber §. Es ist @ € X Der lokale Ring in § und
alle Urbilder @ sind diskrete Bewertungsrmge da X und Y normal sind.

Da f eigentlich ist, so besteht f~ L(7) aus allen Bewertungsfortsetzungen von

(9Y717 auf OX@“.

Dann ist

6(f)y = dyofi—foods|;
= 050 Cu(a)/n(z) — O _ Cu(a)/n(@) © Oa

u

g (:]7

dabei gilt die letzte Gleichheit nach (2.3.6).
Damit ist der Satz bewiesen. O
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Wir kommen nun zur Vertréglichkeit von Pull-back mit dem Differential des
Wittkomplexes.
Dies behandelt das folgende Resultat.

(5.1.3) Satz: Sei g : Y — X glatt von der relativen Dimension n in
(Sch/Cyq4/k) und L ein Geradenbiindel auf X.

Dann kommutiert fiir jedes p € Z das Diagramm

~ *

Cp(X; W, L) ——F—— Cprn(Y; W, Q) @ g°L)

dX dY

*

Cp—l(X§ W, E) — p—1+n(Y; W? QQL//X ® g*£>7

also gilt: g* odx = dy o g*.

Ist g zusétzlich noch unverzweigt (von der relativen Dimension 0), so ist g
étale (vgl. EGA IV, 4, 17.6.1) und wir erhalten in diesem Spezialfall:

(5.1.4) Satz: Seig:Y — X ein étaler Morphismus in (Sch/Cy,/k) und
sei L ein Geradenbiindel auf X.
Dann kommutiert fiir jedes p € Z

Co(X;W. L g C,(Y; W, g*L)
p p

dX dY




74 5.1. Pull-back und Push-forward als Komplexmorphismen

(5.1.3) ergibt sich u.a. aus (5.1.4), so daB wir beide Sétze ein Stiick weit
simultan beweisen.

Beweis von (5.1.3) und (5.1.4):

1. Schritt: Es sei 6(g*) := dy o g* — g* o dx.

Wir haben §(g*)y = 0 fiir ¥ € X() und y € Y{, 4, 1) zu zeigen.

Ist g glatt von der relativen Dimension n, so existiert eine endliche, offene
Uberdeckung (U;),<;<, von Y, so daf sich die Einschrinkungen g | U; :

U; — X in der Form U; AN A% 2, X faktorisieren; hierbei ist p jeweils
der Projektionsmorphismus, und die ¢’; sind étale Morphismen (vgl. [AK],
ch.VIL, 1.1).

Gilt nun ¢'; o day = dy, o ¢'; fiir ein i und p* o dx = day o p*, so folgt aus
der Funktorialitéit von Pull-back (vgl. (4.2.3)) (g | U;)" odx = dy, o (g | U;)".
Gilt (¢ | U;)" odx = dy, o (g | U;)" fiir alle 7, so gilt auch dy o g* = g* o dx.

Dies folgt so: Wie gesagt haben wir dazu §(g*); = 0 fir z € X und
Y € Ypin-1) zu zeigen. Nun ist y € Ujy,—1y fiir mindestens ein ¢ und
dann ist g* o dx [J= (g | Ui)" odx |7 . Weiter gilt fiir Elemente u € Y, mit
dy [;7# 0 notwendig u € U;, so da8 nach (3.2.3) dy [j= dy, [, ist. Also ist
dy o g* |3=dy, o (g | U;)" |7 . Damit folgt 6(g*); = 0.

Um sich von der Richtigkeit von (5.1.3) zu iiberzeugen, geniigt es also (5.1.4)
zu beweisen und die Aussage von (5.1.3) fiir den (glatten) Projektionsmor-
phismus p : A% — X zu verifizieren.

2. Schritt: Es sei nun g : Y — X étale.
Wir zeigen §(g*); = 0 fiir x € X(,) und y € Y{,_1).
Es sei z := g(y).

1. Fall: Es gelte zunichst z ¢ {x}.
Dann ist g* o dx |§: 0 nach Definition von dx und dy o g* |§: 0, da fiir alle

y €Y,y & {y'} gilt.

2. Fall: Es sei nun z € m
Es ist dim(z, X) = dim(y,Y) = p — 1. Folglich ist 2 # « und = € {z} .

Wir konnen als néchstes X = {x} annehmen und alsdann Y durch Yoy =
Y xx {2} = g7'({z}) ersetzen (vgl. (3.1.2)).
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Nun sei X 15 X die Normalisierung von X. Wir betrachten das kartesische
Diagramm

Z::YXXX#X

y — 9 . X.

Dann gilt nach dem Satz iiber kartesische Quadrate (vgl. (5.1.1)):
flog®=g"of..

Setzen wir nun §(¢"™) := dz o ¢"* — ¢ od ¢ und beachten wir, da8 f eigentlich
ist, so ergibt sich

flod(g™) = [flodzog”—flog ody
(5.1.2) dy o JZ o g — f:« 0g™*o dg
(5.L.1) dy og o f.—g*o f. ods
(5.1.2)

= dyog*of*—g*odxof*

= 0(g")o fw
Ist 7,9 € X mit f (Z) = z und f(§) = y, so induziert f, einen Isomorphismus
von W(k(Z)) auf W(k(z)). (Das Geradenbiindel ist hier weggelassen.) Es
geniigt also d(g™); = 0 zu zeigen.

Wir diirfen somit X als normal annehmen.
Es sei U = {u € v, | vy € {u}}. U ist endlich, und es ist notwendig

y € m(l). Dann ist
g7y =D duog [ —g" |; od7.
uelU
Wir diirfen nun wie iiblich X durch Spec(Ox ) und Y durch Spec(Oy,,)

ersetzen (vgl. (3.2.1)). Da X normal ist, so ist R := Ox_, ein diskreter Be-
wertungsring und dann S := Oy, ein lokaler Ring der Dimension < 1.
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Es sei g : Y = Spec(S) — X := Spec(R) der von ¢ induzierte lokale
Homomorphismus.

Da g étale ist, so ist g flach und unverzweigt, so dafl nach EGA 1V, 1, 17.3.3
S ebenfalls ein diskreter Bewertungsring ist.

Es sei x(u) der Funktionenkérper von Y und x(z) der Funktionenkorper von
X; des weiteren seien x(y) bzw. x(z) die Restekorper von S bzw. R.

d(g*)y ist dann definitionsgemif gleich

Ou © T(u) /(z) — Tr(y)/n(z) © Oz

Da g wie schon gesagt unverzweigt ist, so besagt (2.3.5) gerade d(g); = 0.
Mithin ist (5.1.4) bewiesen.

3. Schritt: Nun sei p : A%, — X die Projektion. p ist glatt von der relativen
Dimension n.
Wegen der Faktorisierung

e S S
p
der Funktorialitat von Pull-back und A'}} = A;k,l diirfen wir zum Beweis der
Aussage dar. o p* = p* o dy annehmen, dafi n = 1 ist.
Es sei nun Y := Al. Wir betrachten wieder §(p*) := dy o p* — p* o dx und
wollen §(p*)y = 0 fiir alle z € X,y und y € Y{;) nachweisen.
Es sei z := p(y).

1. Fall: Es gelte z ¢ {z}.
Hier gilt 6 (p*)‘; = 0 nach denselben Uberlegungen, wie an der entsprechenden
Stelle im 2. Schritt.

2. Fall: Es sei z = z.
Dann ist p* o dx [;= 0 und

dyop ™[I = Y dy [V op” |2
Y €Yy

= > dy | oruim)

y'eYy
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letzteres, da jeder Summand nach (2.3.2 (2)) gleich Null ist, weil fiir simtliche
y' €Y, alle Bewertungen auf x(y’) mit Zentrum y auf x(z) trivial sind.

3. Fall: Es sei z € {z} und z # 2.

—(
Es ist dann z € {x}( ) Wie im zweiten Schritt tiberzeugt man sich dann

davon, dal man X = {z} und alsdann X als normal annehmen kann.
Es ist dann R := Ox , ein diskreter Bewertungsring. Mit dem kanonischen
Morphismus f : Spec(R) — X bilden wir das kartesische Diagramm

AL — ", Spec(R)

AL P X

Nach EGA T*, 3.2.7 gilt f'(A}) = p~'(f(Spec(R))) und fiir u € A} induziert
f" einen kanonischen Isomorphismus der Halme OA& () 5 (’)A}% w und a
fortiori einen kanonischen Isomorphismus der Wittgruppen

W (r(u), ((pf")" L) (w) — W(s(f'(w)), (0" L)(f'(w))).

Modulo dieser kanonischen Identifizierungen gilt dann fiir alle u € p'~!(z)

dar, [y= dar [y

(vgl. auch (3.2.3)),
und wir erhalten schliefllich

o) Iy = dayop”—prodx [y
_ dA}% op/* _p/* odn |§ )

Man beachte hierbei: Obwohl Spec(R) und dann auch A}, i.a. nicht aus
(Sch/Cy,/k) sind, so sind in diesem Fall offenbar die Wittkomplexe auf
Spec(R) und A} gemif Kapitel 3 erklirt. Ebenfalls ist das Pull-back fiir
den glatten Morphismus p’ wie in (4.2) erklért.
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Es geniigt somit die Aussage von (5.1.3) fiir die Projektion p : AL, — Spec(R)
zu beweisen.

4. Schritt: Wir betrachten nun den glatten Morphismus

p: A}, := Spec(R[t]) — X := Spec(R),

dabei sei R ein diskreter Bewertungsring. (Alle Restklassenkorper von R und
A}, seien endlich erzeugt iiber k.)

Wir haben dA}? op* = p*odgr zu beweisen. Wir betrachten dazu die Wittkom-
plexe

dabei ist K = Quot(R) und z der abgeschlossene Punkt von Spec(R). (Die
Geradenbiindel sind wie iblich weggelassen.)
Es ist

p~'(2) = Spec(R[t] ®r r(2))
= Spec(s(2)[t])-

p~!(2) enthilt also genau einen 1—dimensionalen Punkt 7, nimlich den ge-
nerischen Punkt von p~!(2).
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Es ist dim(Oar ,,) = 1, folglich ist Oa1 , ein diskreter Bewertungsring und
R — (’)A}% - 1st gerade unverzweigt. Daher folgt da1 o p* = p" odp wie im 2.
Schritt wieder aus (2.3.5). Damit ist (5.1.3) vollstandig bewiesen. O

5.2 Die lange exakte Homologiesequenz

Ist X € (Sch/Cyy/k) und L ein Geradenbiindel auf X, so haben wir auf X
den Wittkomplex C.(X; W, £) mit Werten in £ (vgl. dazu Kapitel 3).

Wir haben mit HW,(X; W, L) seine p—te Homologiegruppe bezeichnet (vgl.
(3.4.1)).

(5.2.1) Nunseii:Y — X eine abgeschlossene Immersion in der Kategorie
(Sch/Cy4/k). Weiter sei j : U := X —Y — X die offene Immersion des
offenen Komplements von (Y in X.

Wir bezeichnen (Y14, X, j,U) als das Rand-Tripel zur abgeschlossenen Im-
mersion ¢ : Y — X.

Ist nun £ ein Geraden]oiindel auf X~, so haben wir in kimonischer Weise die
Wittkomplexe C,(X; W, L), Cu(Y; W, i*L) und C,(U; W, j*L).
Die mengentheoretische Zerlegung

X(p) = @'(Y(p)) U U(p)

der p—dimensionalen Punkte von X induziert offenbar eine exakte Sequenz

0— oYW, L|Y) ™ C(Xs W, L) L U W, £ U) — 0
von abelschen Gruppen fiir jedes p € Z.

Da i, und j* nach den Sétzen (5.1.2) und (5.1.4) mit den Differentialen der
jeweiligen Komplexe kommutieren, so erhélt man folgenden fundamentalen
Satz.

(5.2.2) Satz: Es sei X € (Sch/Cy,/k), L ein Geradenbiindel auf X und
(Y,i,X,7,U) das Rand-Tripel zur abgeschlossenen Immersion i : Y — X.
Dann hat man eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0= C. (YW, L|Y) S CuX; W, L) 5 o U; W, L|U) =0

und folglich eine lange exakte Sequenz der Homologiegruppen
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5.2. Die lange exakte Homologiesequenz

= HW,(Y; W) & HW,(X, W) & BHW,(U; W) S HW,_(Y; W) — ...

(Wir haben dabei die jeweiligen Geradenbiindel weggelassen.)
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6 Die Wittringhomologie affiner und projek-
tiver Raume

6.1 Die Homotopieeigenschaft

Es sei X ein Objekt aus (Sch/Cy,/k), L ein Geradenbiindel auf X und € ein
lokalfreier Ox—Modul vom Rang n.

Wir bilden das zu £ assoziierte lineare Faserbiindel V(&). V(&) ist ein iiber X
affines Schema, und der Strukturmorphismus 7 : V() — X ist glatt (EGA
IV, 4, 17.3.8) von der relativen Dimension n.

Nach (4.2) hat man dann das Pull-back

™ Cp( X W, L) — Cpyn(V(E); W, Wigyx @T°L)

fiir jedes p € Z.

Da 7* nach (5.1.3) mit den Differentialen der jeweiligen Wittkomplexe kom-
mutiert, so induziert dieser einen, ebenfalls mit 7* bezeichneten, Homomor-
phismus der Homologiegruppen

™ HW,(X; W, L) — HW, 1, (V(E); W, Wigyx @TL)
fiir jedes p € Z.

Bemerkung: Da £ ein lokalfreier O x —Modul von endlichem Rang ist, so hat

man einen kanonischen Oy g)—Modulisomorphismus 7*& 5 Q\l,(g) /x- Daher
ist kanonisch (¢ x @ 7L = 7 ((A" €) ®oy L).

Unser Hauptergebnis in diesem Abschnitt ist:

(6.1.1) Satz: (Homotopieinvarianz)
Es sei X € (Sch/Cyy/k), L ein Geradenbiindel auf X und € ein lokalfreier
Ox—Modul vom Rang n. Dann ist

7 HW, (X5 W, L) = HW,in(V(E); W, Q) x @ T°L)

ein Isomorphismus fiir jedes p € 7.

Speziell erhédlt man dann:
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(6.1.2) Korollar: FEs sei X € (Sch/Cyy/k) und L ein Geradenbiindel auf
X. Dann ist

™ HW,(X; W, L) — HW,y (A% W,QZ}/X QL)
ein Isomorphismus fiir jedes p € 7.
Beweis von (6.1.2): Die Aussage folgt aus (6.1.1) mit £ = O%. O

Beweis von (6.1.1): Fiir jede abgeschlossene Teilmenge Z von X, versehen
mit der reduzierten Unterschemastruktur von X, ist die Einschrankung

TN =V(E) xx Z=V(E| Z) — Z

glatt von der relativen Dimension n. Zum Beweis des Satzes konnen wir
mittels noetherscher Induktion annehmen, dafl der Satz fiir alle abgeschlos-
senen Z ; X richtig ist, denn sei ndmlich £ die Menge aller abgeschlossenen
Z G X, fiir welche der Satz nicht gilt. Angenommen es gelte E # (); dann
enthélt £ ein (bzgl. Inklusion) minimales Element Zj. Dann gilt der Satz
fiir alle abgeschlossenen Y ; Zo und daher auch fiir Zy; dies ist aber ein
Widerspruch.

Es sei U eine & trivialisierende offene Menge von X und Y = X —U das abge-
schlossene Komplement, versehen mit der reduzierten Unterschemastruktur.
Fiir jedes p € Z haben wir dann nach (5.2.2) ein kommutatives Diagramm
mit exakten Zeilen

—HW,(Z; W) ——— HW,(X; W) ——— HW,(U; W)—
| (x12)* w* (x|v)*
HWyn(V(E | Z); W) = HWyiu(V(E); W) = HW, i,y (V(E | U); W)=

(Wir haben in diesem Diagramm die jeweiligen Geradenbiindel aus Nota-
tionsgriinden weggelassen. Wir tun dies fiir die Dauer des Beweises auch
weiterhin.)

Nun ist V(€ | U) = V(0O%) = A%. Folglich geniigt es nach dem 5-Lemma
(6.1.2) zu beweisen.

Wegen der Faktorisierung



6. Die Wittringhomologie affiner und projektiver Rdume 83

A% U X,
der Funktorialitdt von Pull-back und A’)“( = A}Ak_l sieht man iterativ, dafl es
X
geniigt die Aussage fiir
T Ay — X
zu beweisen.

Es ist 77'(z) = Ak xx Spec(r(z)) = AL, fiir alle € X, und hieraus liest
man fiir die Menge der p—dimensionalen Punkte von Al die Zerlegung

1 _ 1 1
Avpy= U MooV U Awo

2€X(p) 2€X(p—1)

ab.
Es ist definitionsgeméf

Co(A; W)= P W),
x’EAﬁ((p)

Obige Zerlegung von A% ®) induziert dann offenbar eine Zerlegung

Gy = @ P wuhe D ( P W)

7€ X @) 2'EAL ) 0) T€Xp-1) TEAL )
_ 1 .11 1 .11
xEX(p) Z‘GX(pil)

Diese Situation stellt sich nun in folgendem Diagramm dar:

D Cl(A}i(ag)?W) - P OI(A;(JC)QW) 4 @ Ol(A};(x);W)

TE€X (p) ey Koy
® @ @
~ \\A ~ \\i ~
D ColAy,); W) D Co(AL,); W) D ColAy,; W)
IGX(p+1) CEEX(p) CEEX(F,l)
S W(r) —= G W) —2— @ W)

2€X(p) 2E€X(p—1) 2€X(p—2)
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dabei sei day | @ C1(A]

k()
IGX(p) ( )

W) =d +d” fiir jedes p.

Nach (3.2.2) gilt " = P dAl( : fiir jedes p und nach Definition von 7,
CCEX(F) o

(5.1.3) und (2.4.2) gilt

(1) 7" odxy = dp om
= dor".

(2) Aufgrund der Definition von 7* und nach (2.4.2) ist 7* an jeder Stelle
von C.(X; W) injektiv, so dafl wir

Ker(dy) = Ker(n*ody)
= Ker(d o7")

erhalten.
AufBlerdem induziert 7* einen Isomorphismus Ker(dy) = 7*(Ker(dx)).

(3) Aus (1) erhélt man weiterhin

™ (Im(dx)) = Im(n*ody)
= Im(d o7").

Aufgrund von (2) und (3) hat man also zum Beweis des Satzes die Isomorphie
des kanonischen Morphismus

i: 7" (Ker(d o)) /Im(d o 7*) — Ker(da1 )/Im(dar )

an jeder Stelle p zu zeigen.

(4) Wir zeigen zunéchst die Surjektivitéit von i :

Sei also @ € HW,(Ak; W) beliebig vorgegeben. Es sei @ € C,(Ak; W) ein
Représentant dieses Elements.

Es ist @ = oy + ap gemif obiger Zerlegung ().

Da nach (2.4.2) d” surjektiv ist, so gibt es ein v € Cpupy(Ak; W) mit
dpy (7) =0 + as.
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Dann gilt:
p=a—da(y)e P CilAlu;W)
xGX(pfl)

im Sinne der Zerlegung (*) und weiter gilt

dai (p) = dar (o —da (7))
dAk(O‘) - dAgc (dAk (7))
= 0.

Folglich ist p € Ker(d”) und also nach (2.4.2) p € n*(Ker(d' o 7*)).
Nun ist i(p) = @ nach Definition von p, so daBl i surjektiv ist.

Nun zur Injektivitdt von 7 :

Sei @ € 7 (Ker(d' o 7*))/Im(d’" o 7*) représentiert durch o = a; + 0 €

C,(A%; ). (Man beachte wieder obige Zerlegung.) )

Es sei nun a € Im(day ). Also existiert ein v € Cppy1)(Al; W) mit day () =

.

Wir schreiben wieder v = 1 + 72 gemaf (x). )

Aufgrund der Surjektivitét von d” existiert somit ein € € Cp,y9)(Ak; W) mit

dp (€) =0+ 7.

Dann ist 7 — da1 (€) € e@ C1 (A W) und es gilt dai (v — dat (€)) = .
TEA(p)

Nun ist « € P Cl(A}{(x); W), so daB notwendig v — da (€) € Ker(d")

r€X(p-1)

ist.

Nach (2.4.2) ist dann v — da1 (€) € Im(7*) und damit also a € Im(d' o 7).

Damit ist ¢ injektiv, insgesamt also ein Isomorphismus.

Somit ist (6.1.1) vollstédndig bewiesen. 0

(6.1.3) Korollar: (Wittringhomologie des affinen Raums)

Es sei F' € (Cyy/k) und A% = Spec(Fty,...,t,]) der n—dimensionale affi-
ne Raum tber F. Es sei L ein Geradenbiindel auf A}.. Wir betrachten den
Wittkomplexz C,(A%:; W, L) auf A%

Dann gilt:
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n 1 ~ 0  fir p#n
HWp(AF’W’ﬁ)_{ W(F) fiir p=n.

Beweis: Da Pic(A%) = 0 ist, und jeder globale’ Oan —Modulmorphismus
L= Oan einen Komplexisomorphismus C. (A% W) — C (A% W, L) in-
duziert, so diirfen wir £ = Oay, annehmen.

Dann folgt das Korollar mit (6.1.2) iterativ aus der Homotopieeigenschaft
des AL (vgl. (2.4.2)). 0

Bemerkung: Man beachte, daf§ die Isomorphie in (6.1.3) i.a. nicht kanonisch
ist, sondern von der Wahl des Geradenbiindels und der Wahl des trivialisie-
renden Isomorphismus abhéngt.

Uber die Operation von Autan (£) auf W (F) gilt das gleiche wie fiir den
eindimensionalen affinen Raum (vgl. (3.4.3)).

6.2 Die Wittringhomologie projektiver Ridume

Wir studieren in diesem Abschnitt den Wittkomplex projektiver Rdume iiber
einem Korper.

(6.2.1) Seialso F € (Cy,/k) und P} = Proj(F|[xo, z;1]) der 1-dimensionale
projektive Raum iiber F.

Wir studieren nun Randabbildungen auf dem Funktionenkorper x(n) = F/(£)

Z0

von PL = D, (zy) U {oo}; dabei ist n der generische Punkt von PL.

Wir betrachten die beiden Gruppenhomomorphismen

d:W(k(n)— @ W(k(x))
:EGP}WO)

mit
d, =0, furalle z € P}T(O)’

und

d:W(kmn) — P Wis)
meP}wo)

mit



6. Die Wittringhomologie affiner und projektiver Rdume 87

0]

s=1  fiir T = Q.
Es ist sz_(l)(a) = 0oo(22 - ) fiir alle av € W (k(n)) und si_(l)(a) = 07°(av) fiir alle
a € W(k(n)).
Definitionsgemif3 ist d das Differential des Wittkomplexes auf PL mit Werten
n Op}?

Es gilt nun:

(6.2.2) Proposition:

1. Ker(d) = W(F)
2. Koker(d) = W(F)

3. d' ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir gehen aus von der exakten Sequenz (vgl. 2.4.3)

0= W(F) == Wk(n) > @ Wklx) -0,
xGP},(O)—{oo}
dabei ist ¢ die Komposition

5 TR(m)/F (% > 5
W(F) =2 W (n(n), ) — W (5(01)),
wobei der letzte Isomorphismus durch den F/[7]—Modulisomorphismus
PR —== Qpayr
z

a2

o

induziert ist.

Im folgenden bezeichne o : W (k(n)) — @ W (k(x)) entweder d oder d'.

xeF‘}; )
Mit obiger kurzer exakter Sequenz erhalten wir dann das kommutative Dia-

gramm
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0 0 0
0 0 Ker(q) ———— W(F) —— 0
0 0 W (k(n)) W (k(n)) — 0
a (62)

2P o) *€PE (o)

W (k(00)) —— Koker(a) 0

mit exakter zweiter und dritter Zeile und exakter dritter Spalte.
Das Schlangenlemma liefert dann die exakte Sequenz

0 — Ker(a) — W(F) > W (k(o0)) — Koker(a) — 0.

Wir berechnen nun ¢ fiir « = d oder o = d'.

Es sei = (a) @ dpjpsi A ... Ndps, € W(F) mit a € F*, und sy, ..., s, sei
eine separierende Transzendenzbasis von F'/k.
Dann ist

. n 1
i(3) = (—=1)"a)® dﬁ(n)/kx_o A Ay kST N oo N i) /1S

.7712

n Zo
= <(—1) +1(96—0) a> ® d”(”)/kx_l A Ay 51 N <o N i) /1S
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n+1 Zo
= ((-D)""a) ® dn(n)/kx—l N Ay /51 N - N i) oS

also folgt 0o (i(W(F))) = 0.
AuBerdem ist nach (2.4.3) &,(i(W(F))) = 0 fiir alle z € P! gy — {00}

Weiter ist kanonisch k(oo) = F. Vermége dieser Isomorphie gilt fiir

i) = (1)) @ duryk A dugyiss A o A dugyisn € W(k(n)) mit
a€ F*:

= /. 1 n Z _ _
2 = o ({ (-1 “x—ja>>®dﬁ<m>/ksm..Adwksn

(Sfo(<(—1)n+1a>) & dﬁ(oo)/kgl VANPIAN dﬁ(oo)/kgn
(_1)n+1 <CL> & dF/ksl NN dF/k:Sn
)

Also ist

5 (=)™ id fir a=d
- 0 fir a=d.

Die exakte Sequenz aus dem Schlangenlemma liefert dann die Behauptung.
(I

(6.2.3) Bemerkung: (6.2.2) besagt also

HW,(Pp; W) = HW, (P W) 2 W (F).

Dieses Ergebnis gliedert sich in die Aussage des nachfolgenden Satzes ein, der
die Homologie des Wittkomplexes auf PL mit Werten in einem beliebigen
Geradenbiindel angibt.

(6.2.4) Ist L ein beliebiger invertierbarer Modul auf Py, so ist £ = Opn (m)
fir ein m € Z (vgl. [Hal, II, 6.16). )
Daher liefert der folgende Satz eine vollstandige Ubersicht iiber die Homologie

des Wittkomplexes auf Pk mit Werten in einem beliebigen Geradenbiindel
auf P}.
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Offenbar ist von vornherein fiir die Homologie des Wittkomplexes auf dem
projektiven Raum P} lediglich eine Abhéngigkeit von Pic(IP)/2 zu erwarten.

(6.2.5) Satz: Sei F' € (Cyy/k) und Py = Proj(F|zo,x1]). Wir betrachten
fiir jedes n € 7 den Wittkomplex C.,(PL; W, Opy (1)) auf Pp mit Werten in
dem invertierbaren Modul Opy (n).

Dann gilt:

HWy(BL: W, Opy () = HW,(Phs W, Opy (n))

W(F), falls n=0mod2
0, falls n=1mod2.

1%

Dieser Satz ergibt sich aus (6.2.2) zusammen mit der folgenden einfachen
Beobachtung iiber den zweiten Randhomomorphismus des Wittrings eines
bewerteten Korpers. Obwohl einfach zu sehen, ist sie fundamental fiir die
Wittringhomologie projektiver Raume.

(6.2.6) Lemma: FEs sei F' ein Kirper mit Bewertung v (v sei nicht notwen-
dig geometrisch) und Primelement 7,. Dann gilt in W (k(v)) fir alle a € F*

0 ((my - a)) = 05" ({a)), falls n=0mod?2

und

e ((m) - a)) = siv({a)) = 67({a)), falls n=1mod2

15t.
Beweis von (6.2.5): Es ist

Py = Di(wo) UVi((20))
= D,(x9) U {o0}
- Spec(F[i—;]) U {oo).
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Das homogene Primideal (zq) von F[zg, z1] sei also der unendlich ferne Punkt
von P1.

Die Multiplikation mit xf liefert fiir jedes n € Z und alle z € D, (xo)
k(z)—Vektorraumisomorphismen

25 5(2) = Opy (n) ().

An dem Punkt oo tut dies die Multiplikation mit =7, also

27 ¢ K(00) — Opy (n)(00).

Diese Isomorphismen induzieren in der gewohnten Weise Isomorphismen der
Wittgruppen

2
1%

zg : W(z) — W(z, Opy (n)(2))

bzw.

2 - W(o0) — W (oo, Opy (n)(0)).

Dann kommutiert fiir alle n € Z und z € P}(O) — {00} das Diagramm

W (n, Opy (n) (1) —=— W (2, Opy (n)(2))

W(n) o W (z2);

dabei ist 7 der generische Punkt von PL.
An der unendlichen Stelle kommutiert fiir jedes n € Z das Diagramm

W (n, Opy.(n)(1)) —==— W (o0, Opy (n)(c0))

W () = W (o).
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Nun sei n € Z beliebig aber fest und a = (a) ® dy(y) /651 A .. Ay 65k @ G €
W (n, Op1 (n)(n)) vorgegeben.

Hierbei ist a € x(n)" und si,...,s; € k(n)" sind Elemente derart, da das
alternierende Produkt d,(,)/ms1 A ... A dyy)/ksk eine x(n)—Basis von Wr(n)/k
ist.

Dann ist

o = (a) @ dum kst N .. N dyg /ksk®( )-:zr’f
x1

T n
= <<x_0) a> ® dyo(n) /651 N - N diog) /6 Sk @ T
1
Tn. N X n
- <<m_0) ba> “ dﬁ(n)/kx_o A dsimyita N oo N disim ity @ 27,
1 1

wobei b € k(n)" und ts, ..., t; eine separierende Transzendenzbasis von F/k
ist.

Daher ist
e/ (Foy" n
dp}? ‘oo (Oé) = 52 ( (Z'_) ba )@dp/ktg/\/\dp/ktk@)l'l
1
II,‘_O
(6.2:6) 05" ((ba)) @ dpspta A ... Ndpypty @ 27 fir n = 0mod 2
07°((ba)) ® dp/eta A ... Ndpspty @ 27 fir n = 1mod 2
Es ist

< >®d (m)/kS1 N - /\d n)/kSk = (ba) ® d, (n )/k_ Ad w(n)/kt2 N\ - /\d,,g(n)/ktk

Dann ist

d |oo ((ba) @d,e(ry /kx—OAdﬁ(n) Jkta A A ite) = 05" ((ba)) @dpssta ... Adpit
1

bzw.

d |OQ (<ba>®d,§(n) /\d,ﬁ(77 /ktg/\ /\d /k,’tk) = 5 ((ba))®dp/kt2/\.../\dp/ktk.
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Zusammengenommen haben wir also fiir n = 0 mod 2 das kommutative Dia-
gramm

W(n, Ops(n)(n)) 2 @ W(z,0ps(n)())

IEP};‘(O)
2 z
W (n) d B W)
zEP},(O)

dabei ist der linke vertikale Isomorphismus x{, der rechte vertikale Isomor-
phismus ist in den Summanden der endlichen Stellen ebenfalls xj und an der
unendlichen Stelle z7. d ist wie in (6.2.1) definiert.

Fir n = 1 mod 2 haben wir das kommutative Diagramm

d,

W(n,0p1(n)(n)) —— @ W(x,Op(n)(x))
IEP};((])
2 z
W(n) d g? W (x);

dabei sind die vertikalen Isomorphismen die gleichen wie im vorhergehenden
Diagramm und d’ ist wie in (6.2.1) definiert.
Jetzt liefert (6.2.2) die Behauptung des Satzes. O

(6.2.7) Bemerkung: Die im Beweis von (6.2.5) gewéhlte lokale Triviali-
sierung von Op}:‘ (n) induziert, in Verallgemeinerung der entsprechenden Tat-
sache fiir den AL (vgl. (3.4.3)), einen Isomorphismus

m : Auto,, (Opy (n)) = F*.
F
Es sei n = Omod2. Ist j : W(F) — HW,y(PL; W, Op1 (n)) ein Isomor-

phismus, f € Auto,, (Op1 (n)) und f der induzierte Automorphismus von
F

HWy(PL:; W, Op1 (1)), so kommutiert das Diagramm
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W(F) L HWy(Ph: W, Opy (n)

m(f) 7

W(F) —L— HW,(Pl; W, Opy (n));

dabei ist der linke vertikale Pfeil die Multiplikation mit m(f) € F™*.
Entsprechendes gilt fiir HW, (Pp; W, Opy (n)) = W(F).

Wir benutzen nun den in den Kapiteln 4 und 5 entwickelten Homologie-
apparat um eine vollstdndige Ubersicht iiber alle Wittkomplexe projektiver
Réume iiber einem Korper F' € (Cy,/k) von hoherer Dimension zu erhalten.

Man hat:

(6.2.8) Satz: Sei P} = Proj(Flzo, ..., x,]) der n—dimensionale projektive
Raum iber F € (Cpy/k) (n > 1) und C.(Px; W, Opn(m)) der Wittkomplex
auf Py mit Werten in Opn (m), und es gelte m = 0 mod 2.

Dann gilt fiir dessen Homologie:

W(F), fir i=0

= 0 fir 1<i<n-—1
HW(Py; W, Opy (m)) 2 { SS
Wil W, Oy, (m)) W(F), fir i=n und n=1mod?2
0, fir 1=n und n = 0mod?2.

Fiir ungeraden Twist hat man:

(6.2.9) Satz: Ist m = 1mod2, so gilt fiir die Homologie des Komplexes
C.(B: W, Opy (m) (n > 1)

0, fir i=0
" TF ~ 0, fir 1<i<n-—1
HWi(P; W, Opy (m)) = 0, fir i=n und n=1mod?2
W(F), fir i=n und n=0mod2.

Wir beweisen beide Satze simultan.



6. Die Wittringhomologie affiner und projektiver Rdume 95

Beweis von (6.2.8) und (6.2.9):
Es ist

Py = Proj(Flzo, ... zn]) = Vi((zs)) U Dy(zn)
= Proj(Flzo, ..., Tn-1]) U Dy(x,)
= PE1UAL.

Die kanonische abgeschlossene Immersion i : Pt < P% und die kanonische
offene Immersion j : A% — P} induzieren nach (5.2.2) eine kurze exakte
Sequenz von Wittkomplexen

0— C(PLH W) & CUPh W) L CU(AT W) — 0

und somit eine lange exakte Sequenz der Homologiegruppen

— HW,a1(A) = HW, () 2 HW,(Py) 5 HW,(A) = HW,_ (PE).

(Bei Aussagen innerhalb dieses Beweises, welche von dem gerade betrachteten
Geradenbiindel unabhéngig sind, lassen wir dieses, zur Vereinfachung der
Notation, meistens weg.)

Nach (6.1.3) gilt HW,(A%L) = 0, fiir p # n und jedes Geradenbiindel auf A’
Daher ist fir 1 <p <n—1 HW,(A}) = HW,11(A%) = 0 und man erhélt
aus obiger exakter Sequenz

(1) HW,(P W, (’)P;q(m)) =~ HW, (P W, Opn(m)) fir 1 <p<n—1
und alle m.

Wir betrachten nun den niedrigdimensionalen Teil der langen exakten Se-
quenz der Homologiegruppen:

L HW(AR) 5 HWo () — HWo(Py) — HWo(A}).
Nach (6.1.3) ist wieder HW;(A%) = HWy(A%L) = 0 (fiir n # 1) und damit

(2) HWo(Pi ) = HWy(P).
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Die lange exakte Sequenz liefert fiir die hochdimensionalen Punkte die exakte
Sequenz

(3) 0 — HW,(Pp) — HW,(A%L) > HW,_(PY) — HW,_1(P2) — 0;

hierbei haben wir wieder (6.1.3) benutzt.

Wiederum nach (6.1.3) ist HW,(A%) = W (F).

Wir berechnen nun § in obiger Sequenz (3).

Wir betrachten dazu das folgende kommutative Diagramm mit exakter zwei-
ter und dritter Zeile

0 —— HW,(PL) — W(F)

kan T
0 0 Co(Ph W) == C(A%; W) ——— 0
dpn. dan .,

0 - Ker(dpr;—17n_1) - Ker(dpn n—1) — Ker(dap n1) —— 0

HW, (PEY) - HW, 1 (P}) —— 0;

dabei ist r durch die Restriktion induziert (vgl. auch (2.4.3)). Man erhélt die
in Frage stehende Sequenz (3) aus vorstehendem Diagramm durch Anwen-
dung des Schlangenlemmas auf die zweite und dritte Zeile.
Definitionsgemé$ ist § in der Sequenz (3) von dem Randhomomorphismus
d¢ induziert, wobei { € P%(l) der generische Punkt von P! gem#f der
Zerlegung P%. = P ' U A% vom Anfang ist.

In Spec(F[-* =2 me]) = Dy (w,-1) entspricht € dem von == er-

n—1’"""7 Tpn-1) Tp-1

zeugten Primideal.




6. Die Wittringhomologie affiner und projektiver Rdume 97

Ein o € W(F) wird unter r in C,(P%; W, Opn (m)) auf

(a)@dsl/\.../\dsk/\d(x )/\d( DAL /\d(

=) @y

abgebildet; dabei ist a € F*, sq,...,s; eine separierende Transzendenzbasis
von F'/k und d bezeichnet abkiirzend d, )z, wobei 1 der generische Punkt
von P% ist.

Nun ist

(@) @dsy Ao Adsp Nd(Z2) NA(F2) A Ad(P2) N () @ at =

(—a) @dsi A .. Ndsp ANd(52) ANd(FE) A Ad(Z22) Ad(GE) @

Fir¢=0,....,n — 2 gilt

x; x Ty, T x
(xn_l)/\ (xn_l) ((a:n)(xn_l))/\ <:r:n_1)
Ty x; Ty
= ~d(—)Nd )
Tp—1 ($n) (xnfl)
Hieraus erhédlt man in wy,),r die Identitéit
Zo Tn—2 T, Tp (1 Tn—2
d . Ad d = -d d d
() A A2 Ad () = ()" () A nd(T2) ()

Somit erhélt man
(4) r(a) =
<(—1)”+’fa(m:—gl)*"“> © d(;2) Adsi A ... Adsy

Ad(ZE) N (=) A AN d(222) @ (S2) ™™

Tp_1 Tp—1 Tn—1 Tp—1 n—1

= <(—1)”+’“a(xjil)‘"“(mfil)m> ® d(z2-) Adsy A ... A dsy

Ad(-2

Tn—1

YAA(ZE=) A Ad(EE2) @ ™

Tn—1 Tn—1 n—1-
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Wir beweisen jetzt (6.2.8) und (6.2.9) durch Induktion nach n.

Fiir n =1 ist (6.2.8) und (6.2.9) gerade (6.2.5).
Es sei nun n > 1 und die Aussagen beider Satze richtig fiir n — 1.

1. Fall: m = 0 mod 2. . 3

Aus (2) erhélt man HW,(P%; W, Opn (m)) = W(F).

Aus (1) folgt HW; (P W, Opn(m)) =0 firi=1,..,n —2.

Es sei nun n = 1 mod 2; dann ist nach Induktionsannahme

HW, 1 (P W, Opni (m)) = 0

und also ¢ in der Sequenz (3) die Nullabbildung und somit folgt
HW,,(P; W, Opy (m)) = HW,(A%) = W(F).

Ist n = 0 mod 2, dann ist nach Induktionsannahme

HW, 1 (P 5 W, Opni (m)) & HW,, 1 (A"1) = W(F);

unter Beachtung dieser Isomorphie folgt nun aus (4) mittels (6.2.6) die Iso-
morphie von § in Sequenz (3).
Damit folgt HW,,(IP%; W, Opx (m)) = 0. Mithin ist (6.2.8) bewiesen.

2. Fall: Sei m = 1 mod 2.

Aus (2) erhilt man HW,(Pp; W, Opn(m)) = 0.

Aus (1) folgt HW;(Ph; W, Opp(m)) =0 fir i = 1,...,n — 2.

Es sei zunéchst n = 1 mod 2; dann ist nach Induktionsannahme

HW, 1 (Pi s W, Opnr (m)) = HW,, 1 (A"1) = W(F);

unter Beachtung dieser Isomorphie folgt nun aus (4) mittels (6.2.6) die Iso-
morphie von § in Sequenz (3).
Damit folgt HW,,(P%; W, Opn (m)) = 0.
Ist n = 0mod 2, so ist 6 notwendig die Nullabbildung und also
HW,,(Pp; W, Opy (m)) = HW,,(A%:) = W(F).
Damit ist auch (6.2.9) bewiesen. O

(6.2.10) Bemerkung: Aute,, (Op»(m)) operiert, vermoge den in (6.2.8)
F

und (6.2.9) angegebenen Isomorphismen, auf W (F) in analoger Weise wie es
in (6.2.7) fiir den P} angegeben ist.
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