DIE MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM FUR
DEN GROTHENDIECK-WITT-RING

DIPLOMARBEIT
VON
TOBIAS WITTKOP

FAKULTAT FUR MATHEMATIK
UNIVERSITAT BIELEFELD
SEPTEMBER 2006



MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM

INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung

1. Vorbereitung

1.1.  Grundlegende Definitionen

1.2.  Die Norm von Moduln und symmetrischen Bilinearformen
iiber quadratischen Korpererweiterungen

1.3.  Der Grothendieck-Witt-Ring

1.4. AuBere Potenzen von quadratischen Formen und
Lambda-Operationen

2. Die multiplikative quadratische Norm fiir den Grothendieck-

Witt-Ring

2.1.  Einfithrung der Norm

2.2.  Grundlegende Eigenschaften der Norm

2.3. Die Norm von hyperbolischen Formen und Pfisterformen

3. Anhang

Literatur

21

26
26
29
34
37
40



MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM 3

EINLEITUNG

Diese Arbeit ist in das Themengebiet der Theorie von symmetri-
schen Bilinearformen einzuordnen. Betrachtet man reguléare symmetri-
sche Bilinearformen iiber einem Korper F, so bilden ihre Isometrieklas-
sen mit einer Multiplikation, dem Tensorp/rgdukt, und einer Addition,
der orthogonalen Summe, einen Semiring W*(F). Nach einer bekann-
ten Konstruktion von A. Grothendieck kann ein Semiring zu einem
Ring komplettiert werden mit der universellen Eigenschaft, dass jeder
Semiring-Homomorphismus in einen Ring eindeutig fortgesetzt wird zu
einem Ring-Homomorphismus. Den so konstruierten Ring bezeichnet
man als Grothendieck-Ring, und im speziellen Fall der Isometrieklassen
von symmetrischen Bilinearformen als Grothendieck-Witt-Ring W (F).

Der Quotientenring von W\(F ) modulo dem Ideal H(F") der hyperbo-
lischen Formen wird als Witt-Ring W (F') bezeichnet.
In "Quadratic and Hermitian forms”[1] untersuchte W. Scharlau

den Zusammenhang zwischen dem Grothendieck-Witt-Ring W(L) ei-

—

nes Erweiterungskorpers L und dem Grothendieck-Witt-Ring W (F')
des Grundkorpers F'. Er gibt einen additiven Transfer

Toye: W(L) — W(F),

den Scharlau-Transfer an. Umgekehrt existiert eine Restriktion resy /p
von W(F) in W(L).

resr/p /W(F) — W(L),
welche zusammen mit dem Scharlau-Transfer der Projektionsformel
T p(resp p(z)) = TV, =€ W(F)

genugt.

An diesem Punkt setzt ein Projekt von M. Rost ein, welches den mul-
tiplikativen Transfer, die Norm N7, p, untersucht. Daraus resultierende
Ergebnisse (siehe [5]) wurden von S. Garibaldi, A. Merkurjev und J.-
P. Serre in ’Cohomological Invariants in Galois Cohomology’ erwéhnt
(vergleiche [9, Seite 71, Remark 29.5]). Im Rahmen des Projektes ent-
standen mehrere Diplomarbeiten. Wihrend die Diplomarbeit von S.
Krsnik den technisch aufwéndigen Fall der Existenz einer solchen Ab-
bildung fiir beliebige separable Korpererweiterungen als Schwerpunkt
hat, befasst sich diese Arbeit mit dem konkreten Fall von Koérperer-
weiterungen vom Grad 2. Fiir diesen Fall wird die Existenz des mul-
tiplikativen Transfers gezeigt und weitere grundlegende E\igenschaften
untersucht. Ferner werden fiir interessante Elemente aus W (L), wie hy-
perbolische Formen, so wie Pfisterformen die Bilder unter der Normab-
bildung N7, /r konkret berechnet. Im Gegensatz zum Scharlau-Transfer
lasst sich die Norm nicht auf den Witt-Ring fortsetzen, da die Bilder
von hyperbolischen Formen nicht hyperbolisch sind.
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Dabei wird wie folgt vorgegangen.

Das erste Kapitel dient der Vorbereitung. Zunéchst wird die Norm
und Spur von L-Moduln definiert, die zur Herleitung der Norm von
symmetrischen Bilinearformen benétigt wird. Im Folgenden wird die
Grothendieck-Vervollstdndigung fiir Semiringe eingefiithrt und speziell
der Grothendieck-Witt-Ring untersucht. Der letzte Abschnitt dieses
Kapitels beschéftigt sich mit &ufleren Potenzen von symmetrischen Bi-
linearformen und ihrer Fortsetzung auf den Grothendieck-Witt-Ring
mit Hilfe von formalen Potenzreihen so wie Rechenregeln fiir diese.

Die in Abschnitt 1.2 eingefiihrte Norm von reguléren symmetrischen
Bilinearformen wird auf Grundlage der Ergebnisse aus Abschnitt 1.3
eindeutig auf den Grothendieck-Witt-Ring zu dem gewiinschten multi-
plikativen Transfer fortgesetzt. Des Weiteren werden die Eigenschaften
der Norm formuliert und bewiesen. In Abschnitt 2.3 wird die Norm
von hyperbolischen Formen und Pfisterformen berechnet. Als abschlie-
Bendes Ergebnis erhélt man dadurch, dass sich die Norm nicht auf den
Witt-Ring definieren lasst.

Im letzten Kapitel, dem Anhang, werden der Beweis der Grothen-
dieck-Vervollstdndigung und einige ldngere Nebenrechnungen aufge-
fithrt.

Ich mochte mich an dieser Stelle noch bei meinem Betreuer Prof. Dr.
Markus Rost bedanken fiir die Zeit und Geduld die er aufgebracht hat
um mich bei der Erstellung dieser Arbeit zu unterstiitzen.
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1. VORBEREITUNG

Sei im Weiteren I ein Koérper mit char(F') # 2 und L eine quadrati-
sche Korpererweiterung, die wir meistens in der Form L = F[a]/(a?—a)

mit a € F* schreiben.

1.1. Grundlegende Definitionen. Sei in diesem Abschnitt V' ein be-
liebiger endlich dimensionaler F-Modul.

Definition 1.1. Eine symmetrische Bilinearform ist eine Abbildung
b: VXV — F, so dass fir alle v,v',w € V, A\ € F qilt:
(1) b(v, w) = b(w,v)
(1) b(v + v, w) = b(v, w) + b(v', w)
(111) b(Av,w) = \b(v,w) = b(v, \w)

Das Paar (V,b) wird als symmetrischer Bilinearraum bezeichnet.

Definition 1.2. Eine quadratische Form ist eine Abbildung q: V — F,
so dass fir alle v,w € V, X € F gilt:
(i) qO\w) = X2q(v) und
(it) bg(v,w) := L(q(v 4+ w) — q(v) — q(w)) ist eine symmetrische
Bilinearform.
Das Paar (V,q) wird als quadratischer Raum bezeichnet.

Definition 1.3. Seib: V xV — F eine symmetrische Bilinearform, so
heifit die quadratische Form q,: V' — F, die definiert ist durch g,(v) :=
b(v,v), die zu b assoziierte quadratische Form.

Sei V' ein F-Modul und q: V — F eine quadratische Form, so heifit
die symmetrische Bilinearform by: V xV — F, die definiert ist durch
be(v,w) := 3(q(v+w)—q(v) —q(w)), die zu q assoziierte Bilinearform.

Bemerkung 1.4. Es ist leicht nachzurechnen, dass by, = b und g, =
q gilt. Das heifit, man kann quadratische Formen mit symmetrischen
Bilinearformen identifizieren.

Definition 1.5. Sei V' ein F-Modul mit Basis 0 = {e;}iz1,.
b: V xV — F eine symmetrische Bilinearform. Die Matric B =
(bij)ij=1,..n mit b;; = b(e;, e;) heifit die zu b assoziierte Matriz be-
ztiglich der Basis 9. Fs gilt:

b(v,w) =v'Bw, v,weV

Sei q: V — F eine quadratische Form, so ist die assoziierte Matriz B,
von q beziiglich der Basis ¢ gerade die der assoziierten symmetrischen
Bilinearform b,. Es gilt:

qlv)=v'Bp, veV

Definition 1.6. Sei V' ein F-Modul mit Basis ¢ und (V,b) ein sym-
metrischer Bilinearraum. Die Determinante der zu (V,b) assoziierten
Matriz B modulo Multiplikation mit F** wird als Determinante des



MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM 6

Bilinearraums (V,b) bezeichnet und mit det((V,b)) oder kurz det(b)
notiert.

Definition 1.7. Zwei Bilinearrdume (V,b) und (V', V') mit Basis o und
o heiflen isometrisch, wenn ihre assoziierten Matrizen B, B" (beziiglich
o und ¢ ) kongruent sind, d.h. wenn es eine invertierbare Matriz T' gibt
mit:

T-B-T'=5
Bemerkung 1.8. Es ist leicht zu tberpriifen, dass fiir zwei isometri-
sche Bilinearrdume (V,b) und (V',b') gilt:

det(b) = det (V)

Lemma 1.9. Jede symmetrische Matrix B ist kongruent zu einer Dia-
gonalmatriz.

Beweis. Siehe hierzu [1]. O

Bemerkung 1.10. Betrachtet man nur die Isometrieklassen von sym-
metrischen Bilinearformen (quadratischen Formen), so kann man jede
Form b darstellen als Diagonalmatriz B. Wir schreiben:

b1 0
bz(bl,...,bn>fiirB:( )

0 bn

Definition 1.11. Seib: V x V — F eine symmetrische Bilinearform,
so heifit b requldr, falls gilt:

VJ_b ;:{UEV | b(u,U):O; VUEV}:{O}

FEine quadratische Form q heifit requldr, falls die assoziierte Bilinear-
form by reguldr ist.

Bemerkung 1.12. FEine symmetrische Bilinearform ist genau dann
requldr, wenn fiir ihre Determinante gilt:

det(b) # 0
Beweis. Siehe hierzu [1, Seite 11]. O

Definition und Lemma 1.13. Seien V und W F-Moduln. Seien wei-
terhinb: VxV — F undb': W x W — F zwei symmetrische Biline-
arformen, so gilt:

(1) Es gibt genau eine symmetrische Bilinearform
bRV: (VW)x (VW) —F
mit der Eigenschaft:
(v @ w), (v @ u)) = blv, ) - ' (w, u)
Sind b und b reguldr, so ist es auch b® V.
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(i1) Es gibt genau eine symmetrische Bilinearform
bLV:(VeW)x (VeW)—-F
mit der Eigenschaft:
(v, w), (v, w") — blv,v") + b(w, w")
Sind b und b requldr, so ist es auch b L V.
Beweis. (i) Betrachte die 4-lineare Abbildung
B: VXWXV XW —F
(v, w, v, w") — b(v,v") - V' (w,w).
Aus der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts erhélt man die
eindeutige lineare Abbildung
e VOWeVeW —=F
1wV @w — b(v,v) b (w,w).
Zusammen mit der kanonischen bilinearen Abbildung
B:(VeW)x (VeW)-VeaWeaVeW
(v@w),Weuw)) —vwev uw

erhélt man eine symmetrische Bilinearform auf V' ® W. Siehe hierzu
und zum Beweis der Regularitét [7, Seite 9,10].

(ii) Man kann die erforderlichen Eigenschaften einfach nachrechnen.
Siehe zum Beweis der Regularitét [1]. O

Bemerkung 1.14. Seien b,V zwei symmetrische Bilinearformen und
B = (bij)ij, B thre assoziierten Matrizen.
Fiir die assoziierte Matriz A der Bilinearform b® b gilt:
biaB ... bB
A=B®B = : . :
boiB" ... by B

Fir die assoziierte Matriz A" der Bilinearform b 1 U gilt:

, (B 0
v=(0 )

Bemerkung 1.15. Das Tensorprodukt zweier quadratischen Formen
q,q" wird tiber das Tensorprodukt der assoziierten Bilinearformen defi-
niert:

bywg = bg & by

Beispiel 1.16. Die quadratische Form

n

(ar, .. o) = QL —), ;€ F”

i=1
wird als n-fache Pfisterform bezeichnet.
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1.2. Die Norm von Moduln und symmetrischen Bilinearfor-
men iiber quadratischen Korpererweiterungen. Im Folgenden
werden die Norm und die Spurabbildung definiert. Dies geschieht fiir
die Spur analog zu der Definition aus [1].

Sei L =F @ aF, a? = a € F* eine quadratische Kérpererweiterung
von F. Fiir ein Element u = y+az € L sei uw definiert durch u = y—acz.

Betrachte den L-Modulendomorphismus der Linksmultiplikation mit
einem Element u =y + az € L.

fy: L — L
Il — ul

Dieser Endomorphismus hat zur Basis (1,«a) die darstellende Matrix
(¢%) und somit das charakteristische Polynom x? — (u + u)x + uu.

Definition 1.17. Die Spur Tp p(u) eines Elements u € L beziiglich
der Korpererweiterung L/ F ist die Spur des Endomorphismus ji,, also
TL/F(’LL) =u-+u.

Die Norm Ny p(u) eines Elements u € L beziglich der Korperer-
weiterung L/F st die Determinante des Endomorphismus fu,, also

Definition 1.18. Seien V,W L-Moduln. Fine Abbildung
fV-w
heifit L-semilinear (beziiglich | v+ 1, 1 € L) falls fiir alle v € V und
l €L gilt: .
f(lv) =1f(v)
Definition 1.19. Sei V' ein L-Modul. V ist der L-Modul definiert durch
V =V als Menge, und der Skalarmultiplikation

l-v=1Il, leLuveV.

Zur Verdeutlichung werden die Elemente aus V mit T, v € V bezeich-
net. Wir schreiben dann: o
v =lv

Bemerkung 1.20. Die L-semilinearen Abbildungen
V-Ww

sind gerade die L-linearen Abbildungen
vV —W.

Lemma 1.21. Sei V' ein L-Modul. Dann gibt es genau eine L-semili-
neare Abbildung

VeV -oVe,V
mat
VRW— w .
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Es gilt:
ToT =1d
Beweis. Man betrachte, dass die Abbildung
VXV =SVe,V

(v, W) —»wWRD

L-bilinear ist und man somit durch die universelle Eigenschaft des Ten-
sorprodukts eine eindeutige L-lineare Abbildung

%V@LVHV(@LV

VRWH—w RV

erhélt. Nach Bemerkung 1.20 existiert also genau eine L-semilineare
Abbildung

VeV —-Ve,V
VRW— WwR.
Es ist leicht nachzurechnen, dass 7 o 7 = id gilt. O
Definition 1.22. Die Norm eines L-Moduls V wird definiert durch
Nep(V) =V oL V)

wobei T die L-semilineare Abbildung aus Lemma 1.21 ist. Es ist also
der F-Modul der Invarianten von V ® V unter der Abbildung 7.

Beispiel 1.23. Die Norm des L-Moduls L st der F-Modul F':

Np / F(L) =F
Beweis. Der F-Modul (L ® L)™ wird offensichtlich von 1 ® 1 erzeugt,
und ist somit ein 1-dimensionaler F’-Modul, also isomorph zu F. [

Lemma 1.24. Sei V ein endlicher freier L-Modul mit Basis {€;}i=1.. n,
so bilden die Elemente

fi=e; ®e € Npp(V) firi=1,...,n

gij =e;®e +e e €Nyp(V) firl<i<j<mn

hij:=ale; @6 —e; @¢) € Npp(V) firl<i<j<mn
eine F-Basis des F-Moduls Ni,p(V) und eine L-Basis des L-Moduls
VeVv.

77777

sen sich folgendermaflen durch die eben definierten Elemente f;, g;;, hij
ausdriicken:
e; e = fi firi=1,...n
ei®€_j:1<gij+a_1hij) fur1§z<j§n

2
6i®€_j:%(gji_a_lhji) fur1§j<@§n
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Somit bilden die Elemente f;, gi;, hi; eine L-Basis von V' & V. Es ist
leicht nachzurechnen, dass sie invariant unter der Abbildung 7 sind.
Seiz € V@V mit

T = Z Aifi + Z (Hijgis + mighij),  Ais pags mij € L.
i=1 1<i<j<n

Gilt 7(x) = x, so folgt aus der L-Semilinearitéit von 7:

=Y Nfit Y (Tggi + mhiy)
=1

1<i<j<n
Durch Koeffizientenvergleich erhéilt man
i = Ni, Ty = pij und 75 = 135

Da also gilt A, pij,nm:;; € F, bilden die Elemente f;, g;;, h;j eine Basis
von Ny p(V).
O

Bemerkung 1.25. Im Weiteren schreiben wir:
Nip(v) =v®7
Lemma 1.26. Sei V ein L-Modul. Die Elemente Ny/p(v), v € V
erzeugen N p(V).
Beweis. Dies folgt aus den leicht nachzurechnenden Gleichungen
fi = Nyr(es) firi=1,...,n
gij == NL/F(Q‘ + ej) _NL/F<€Z') —NL/F(Gj) ﬁil" 1 S 7 <j S n
hij = ./\/'L/F(ei + ozej) _NL/F(ei) - CLNL/F(Gj) fir 1 S 1 <j S n.
O

Definition 1.27. Sei V' ein L-Modul, so ist V auch ein F-Modul.
Er wird auch die Spur des L-Moduls V genannt und mit Tr,p(V') be-
zeichnet. Es ist also Trp(V) =V als Menge, mit der Multiplikation
k-v=kv firkeF.

Definition und Lemma 1.28. Sei b eine symmetrische Bilinearform
auf einem L-Modul V, dann gilt:
(1) Die Abbildung
b:VxV — L,
die definiert ist durch

b(v,w) = b(v,w),

ist eine symmetrische L-Bilinearform.
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(11) Die Abbildung
Tryr(b): Tryr(V) x Tryr(V) — F,
die definiert ist durch
T1yp(b)(v,w) =Toyr(b(v, w)),

ist eine symmetrische I'-Bilinearform, wobei Ty p die Spurab-
bildung ist (siehe hierzu auch [1, Seite 44-51]).
(111) Die Abbildung

NL/F(b)Z NL/F(V) X NL/F(V) — F,
die definiert ist durch
NL/F(b)(xa y) = (b ® [_?)(.CL', y)a
st eine symmetrische F-Bilinearform.

Beweis. (i) Seien v,w € V und \ € L. Die Biadditivitit und die Sym-
metrie sind offensichtlich. Die L-Linearitat sieht man so:

b(\D, W) = b(hw, @) = b(hv, w)
= \b(v,w) = Ab(v,w) = \b(v, W)
(ii) Man hat fiir v,w € V:
T1/p(0)(v,w) = Tr/p(b(v, w))
= b(v, w) + b(v, w)

= b(v,w) + b(v, W)

Die Biadditivitat, Symmetrie sowie die F-Linearitéit sind offensichtlich.

(iii) Es ist nur zu zeigen, dass N p(b) Werte in F' hat. Dazu reicht
es nach Lemma 1.26 aus, dies fiir die Erzeuger N p(v) = v ® T von
Ni/p(V) zu zeigen. Es gilt:

(b@b)(vev,w®@W) =b(v,w) b, W) = Np/pbv,w)) € F
O

Satz 1.29. Seien V und W L-Moduln, so sind folgende Abbildungen
Isomorphismen von L-Moduln:

()
¢o: Trr(V)@r L—>VaV
VQpl—(v,7)
(i)
VN r(V)@p L—-V eV

T Qpl—lx
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Beweis. (i) Die Abbildung ist offensichtlich L-linear. Sei (e;)i—1,...
L-Basis von V, so ist e;, ae;, i = 1,...,n eine F-Basis von 7;,r(V)
und e; ®p 1, ae; ®p 1,0 = 1,...,n eine L-Basis von 77,p(V) ®p L.
Diese wird folgendermafien abgebildet:

e @p 1 (e;,6)

ae; @ 1 — (ae;, ae;) = ale;, —¢)

Die Elemente (e;,¢;), a(e;, —€;), i = 1,...,n bilden wiederum eine L-
Basis von V' @ V, da sie linear unabhéngig sind, und sich die Basis
(€;,0), (0,€),i=1,...,nvon V@V aus ihnen erzeugen ldsst. Daraus

folgt die Behauptung.
(ii) Die Abbildung ist offensichtlich L-linear. Da die F-Basis f;, ¢,
hij von Np,;p(V') eine L-Basis von V ®V ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 1.30. Sei b eine symmetrische Bilinearform auf einem L-
Modul V. Unter Berticksichtigung der Isomorphismen ¢ und ) aus Satz
1.29 qilt:

(i) Tye®) @6 L=b LD
(ii) Nojp(b) @p L=b®b
Beweis. Der Beweis wird exemplarisch fiir den Fall (ii) gezeigt. Den
Fall (i) zeigt man auf analoge Weise.
Seien z,y € Np/r(V), k,l € L, so gilt:
(b@b)o (W x ) (r@rl,yRrk)=1k(b®0b)o (1 x ¥)(z@F 1,y @r 1)
= IkNL/r(b) (2, y)
= lk(Np/p(b) ®@F L)(z ®@F 1,y ®F 1)
= (Np/p(b) ®r L)(z @p l,y @ k)
Il
Lemma 1.31. Ist b eine requldre symmetrische Bilinearform auf einem
L-Modul 'V, dann gilt:
(i) b ist requlir.
(ii) T () ist reguldr.
(iii) N1 r(b) ist requldr.

Beweis. Fiir ein beliebiges v € V| wihle ein w € V| so dass b(v,w) =

8 # 0.
(i) Daraus folgt, dass

Also ist b regulir. ~
(ii) Dies folgt da 77,p(b) ®p L = b L b gilt, und diese Form regulér
ist. Man kann es auch mit den obigen Voraussetzungen folgendermaflen
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iiberpriifen:
Toyr(0)(v,w- 1) = Tryp(b(v,w- B71)) = b(v, wB™") + b(v,wsT)
=b(v,w)3 " +b(v,w)BFL=F-F+B-FL=1+1#£0.

Also ist 77 (b) regulér. Siehe hierzu auch [1, Seite 47].

(iii) Dies folgt, da Np,r(b) ®p L = b®b gilt, und diese Form regulir
ist, wenn b regulér ist. U

Lemma 1.32. Seien V und W L-Moduln, so gibt es kanonische L-
Modulisomorphismen:

(i)
¢ Nyyp(VeW) = Nyp(V) @ Tp(VOW)® Ny (W)
mit der Eigenschaft:
Nrp((v,w)) = (Npyp(v), v @ W, Ny yp(w))
(ii)
V' Nyp(VeoW) = Nyp(V) @ Nyyp(W)
mit der Eigenschaft:
Nip(v @ w) = Niyp() @ Niyr(w)
Beweis. (i) Der Isomorphismus entsteht aus dem Isomorphismus
VeWeVoW)—-VeV)e(VeaW)oWeV)e (WeW)
(v,w) @ @V, W)~ VRV, VW, wRV,wRu)
durch Einschriankung und den Isomorphismen aus Satz 1.29.

(ii) Analog zu (i) entsteht der gewiinschte Isomorphismus aus dem
[somorphismus

Voo VeW)—=(VeaV)e(WeW)
VRWRUV QW — 1RV Quw R uw

wiederum durch Einschrénkung und den Isomorphismen aus Satz 1.29.
0

Satz 1.33. Seien b und b’ symmetrische Bilinearformen aufV bzw. V'.
Unter Beachtung der Isomorphismen ¢’ und ¢’ aus Lemma 1.82 gilt:
(i) Noyp(b LV) =Npyp(b) LTy p(b@V) LNyp(l)
(1)) Niyr(b @ V) = Niyp(b) @ Npr(V)

Beweis. Man fiihrt den Beweis von (i) analog zum Beweis von Korollar
1.30. Im Fall (ii) betrachtet man die Bilinearformen iiber dem Erwei-
terungskorper L. Da sie dort gleich sind, sind sie es bereits iiber F'.

|
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1.3. Der Grothendieck-Witt-Ring.

Satz 1.34. Sei M eine abelsche Halbgruppe. Dann existiert eine bis
auf Isomorphie eindeutige abelsche Gruppe M und ein Halbgruppenho-

momorphismus i: M — M mit der universellen Figenschaft: Zu je-
dem Halbgruppenhomomorphismus f: M — G in eine abelsche Gruppe

G existiert ein eindeutiger Gruppenhomomorphismus f': M — G mit
f=foi.
Beweis. Der Beweis wurde aus [1, Seite 29,30] iibernommen, und steht

noch einmal im Anhang Nebenrechnung 3.1. Er zeigt, dass M von den
Elementen i(a), a € M erzeugt wird. Die Elemente aus M werden mit

la,b] =i(a) —i(b) =a—0b, abeM
notiert. U

Bemerkung 1.35. Ist M eine Halbgruppe, die der Kiirzungsregel ge-
nigt, so ist 1 injektiv.

Bemerkung 1.36. Ist in Satz 1.34 M ein Semiring, so ist M auf
kanonische Weise ein Ring.

Definition 1.37. Sei M eine Halbgruppe (Semiring), so heifit die aus

Satz 1.34 konstruierte Gruppe (Ring) M Grothendieckgruppe (Grothen-
dieckring) von M.

Lemma 1.38. Seien M eine abelsche Halbgruppe und G eine abelsche
Gruppe. Sei B: M x M — G eine biadditive Abbildung. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte biadditive Fortsetzung B der Abbildung B auf
MxM , mit:

~

B(a—b,c—d) = Bl(a,c)+ B(b,d) — B(a,d) — B(b, c)
Beweis. Man betrachte das folgende Diagramm:

MxM 2. ¢

(z‘,idM)l lidg
M x M L G
(idﬁ,i)l lidg
Mx M i G
Hierbei ist i: M — M wie in Satz 1.34. Fiir b € M ist

M—G
a — B(a,b)
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ein Halbgruppenhomomorphismus. Sei
M—aG
u — B(u,b)

die Fortsetzung zu einem Gruppenhomomorphismus nach der univer-
sellen Eigenschaft von . Ferner ist dann fiir w € M die Abbildung

M—G
b B(u,b)
auch ein Halbgruppenhomomorphismus. Sei dann
M—G

v B\(u,v)

wiederum die Fortsetzung zu einem Gruppenhomomorphismus nach
der universellen Eigenschaft von i. Die Eigenschaften sind leicht nach-
zurechnen. U

Bemerkung 1.39. Ist B symmetrisch, so ist es auch B.

Lemma 1.40. Se: M eine abelsche Halbgruppe, die der Kiirzungsregel
geniigt, und sei G eine abelsche Gruppe. Sei

Q:M—G
eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass die Abbildung

B:MxM-—G
B(a,b) := Qa+b) — Q(a) — Q(b)

biadditiv ist.
Dann gibt es genau eine Abbildung

@: M—G
mit der Eigenschaft

Q(u+v) = Q(u) + Q(v) + B(u,v), fiir u,v € M
und R
Oli(a)) = Q(a), firae M

wobei i die Abbildung aus Satz 1.3/ ist.
Beweis. Betrachte die Abbildung

@: M—G
mit R

Q([a,b]) = Q(a) — Q(b) + B(b,b) — B(a, b).

Sie ist wohldefiniert (siehe Anhang Nebenrechnung 3.2), und erfiillt
die gewiinschten Eigenschaften (siehe Anhang Nebenrechnung 3.3). Die

Abbildung ist eindeutig bestimmt, da M erzeugt wird von i(M). O
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Korollar 1.41. Sei M ein kommutativer Semiring der beziiglich der
Addition der Kiirzungsregel gentigt, () und B Abbildungen wie in Lem-
ma 1.40 mit der zusdtzlichen Eigenschaft

Q(a’b) :Q(G>Q(b)7 a,b e M.

Dann ldasst sich die Abbildung auf den Grothendieckring M fortsetzen
mit den Figenschaften aus Lemma 1.40 und der Eigenschaft

~ ~ ~

Qla,b] - [, b]) = Q([a, b)) - Q([a,b]),  [a,b], [a',¥] € M.

Beweis. Es muss nur noch die letzte Eigenschaft nachgerechnet werden.
Siehe dazu im Anhang Nebenrechnung 3.5. U

Satz 1.42 (Wittscher Kiirzungssatz). Seien b, by, by symmetrische Bi-
linearformen. Ist b L by 1sometrisch zu b L by, dann ist by isometrisch
21 by.

Beweis. Siehe hierzu [2, Seite 15-19]. O

Definition 1.43 (Grothendieck-Witt-Ring). Man betrachte die Menge
W*(F ) der Isometrieklassen von requliren symmetrischen Bilinearfor-
men auf F'-Moduln.

Mit der Addition [b] + [b'] = [b L V] und der Multiplikation [b] - [V'] =
[b@ V] aus Definition 1.13 bildet /VT?*(F) einen Semiring, dessen addi-
tive Halbgruppe nach dem Wittschen Kiirzungssatz der Kiirzungsregel
gentigt (vergleiche [1, Seite 29-33]).

Aus der Konstruktion aus Satz 1.34 ergibt sich der Ring /W(F),
welchen wir als Grothendieck- Witt-Ring bezeichnen. Seine Elemente
schreiben wir i([b]) — i([V']) (oder kurz [b] — [V']) mit [b], V'] € WH(F).
Der Ring ist kommutativ auf Grund der Definition der Multiplikation.

Definition 1.44. Sei V ein F'-Modul, b eine symmetrische Bilinear-
form auf V. Ein Vektor v € V', v # 0 heif§t isotrop, falls b(v,v) = 0.
Ansonsten heifit er anisotrop.

Fin Bilinearraum (V,b) heifit isotrop, falls er einen isotropen Vektor
v enthdlt.

FEin Bilinearraum (V, b) heifit total isotrop, falls fir alle v,w € V' gilt
b(v,w) = 0.

Definition 1.45. Sei V' ein F-Modul und V* sein Dualraum. Die Ab-
bildung
hy: VeV x (VeV') - F
(v, f), (w,g)) = flw) + g(v)

1st eine wohldefinierte requldre symmetrische Bilinearform. Der Bili-
nearraum
H(V) := (V& V" hy)

heifst hyperbolischer Raum von V.
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Lemma 1.46. Sei V' ein 2n-dimensionaler F-Modul, b eine symme-
trische Bilinearform auf V. (V,b) ist genau dann isometrisch zu einem
hyperbolischen Raum, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) Es existiert ein n-dimensionaler total isotroper Unterraum von
V.
(11) b wird reprdisentiert von einer Matriz der Form:

0 C
o= (e 5)

wobei C und D n x n Matrizen sind und det(C) # 0.

(111) b wird reprdsentiert von einer Matriz der Form:

(5 1)

wobei E die n X n Einheitsmatrix ist.
(iv) b wird reprasentiert von einer Matrixz der Form:

2=(0 )

wobet A eine invertierbare n X n Matriz ist.
(v) b ist isometrisch zur Form n(l,—1).

Beweis. Siehe hierzu [1, Seite 12]. O

Bemerkung 1.47. Zu jedem Element x € /W(F) existiert eine ein-
deutig bestimmte anisotrope Form q und eine eindeutig bestimmte Zahl
n € Z, so dass sich x schreiben ldsst als:

z = [q] + [n(1, =1)]
Beweis. Siehe hierzu [1, Seite 34 Theorem 1.11]. O

Definition 1.48. Wir bezeichnen mit H(F') die Untergruppe des Gro-

thendieck- Witt-Ringes W(F ), die additiv erzeugt wird von den Klassen
der hyperbolischen Rdume. Es gilt:

H(F) = [(1, -1)|Z
Bemerkung 1.49. Fir einen Bilinearraum (V,b) sei die Dimension
von b gleich der Dimension von V. Die Abbildung
dim: WH(F) — Z
[b] — dim(b)

ist ein Semiringhomomorphismus, und wird nach Satz 1.34 eindeutig
zu einem Ringhomomorphismus

dim: /W(F ) —Z
fortgesetzt. Fiir [p] — [¢] € /V[7(F ) gilt:
dim([¢] — [¢]) = dim([¢¢]) — dim([¢])
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Lemma 1.50. Sei ¢ € H(F) und = € /V[7(F) Dann gilt:
¢ @z = dim(z)p € H(F)

Die hyperbolischen Formen bilden somit ein Ideal im Grothendieck--

Witt-Ring W (F).
Beweis. Siehe hierzu [1, Seite 33]. O

Definition 1.51. Der Grothendieck- Witt-Ring W(F) modulo dem Ide-
al H(F') wird als Wittring W (F') bezeichnet. Es ist also der Ring der
Isometrieklassen von anisotropen quadratischen Formen.

Sei im Weiteren

T W(F) — W(F)
die Projektion des Grothendieck- Witt-Ring in den Witt-Ring.
Lemma 1.52. Die Abbildung
dim|H(F): H(F) — 27

st biyektiv. Ferner induziert die Dimensionsabbildung des Grothen-

dieck- Witt-Ringes folgende Abbildung auf dem Witt-Ring:
dim: W(F) — Z/27

z +— dim(z) mod 2

Definition 1.53. Die Ideale
I(F) := Kern(dim) C /W(F)
[(F) := Kern(dim) C W (F)

werden als fundamentale Ideale des Grothendieck- Witt-Ringes bzw. des
Witt-Ringes bezeichnet.

Lemma 1.54. Fir die Potenzen der fundamentalen Ideale gilt:
I"(F) >~ I'(F), n>0
Beweis. Man betrachte die eingeschrinkte Projektion:
Tir): I(F) — I(F),

und folgert leicht aus Lemma 1.52, dass diese Abbildung bijektiv ist.
g

Definition 1.55. Das Element
las, ... an]] = (a1, ..., a) — (1)" € T*(F)

wird als normalisierte n-fache Pfisterform bezeichnet. Man beachte:

llav, - anll = (77 " ({an, - - an))
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Lemma 1.56. Die n-ten Potenzen der fundamentalen Ideale I(F') und

T(F) werden additiv erzeugt von den n-fachen Pfisterformen bzw. den
normalisierten n-fachen Pfisterformen.

Beweis. Es reicht aus dies jeweils fiir den Fall n = 1 zu zeigen. Jedes
Element aus I(F") ldsst sich schreiben als Summe von 2-dimensionalen
quadratischen Formen, und diese wiederum als Summe zweier Pfister-

formen:
<Oé,ﬁ> = <]_,O./> - <17 _ﬁ> = <<—Oé>> - <<ﬁ>>
Siehe hierzu auch [1].
Die Behauptung fiir I(F') folgt damit aus Lemma 1.54. O

Im Folgenden werden Rechenregeln fiir den Grothendieck-Witt-Ring
und den Witt-Ring aufgefiihrt und bewiesen, die im spéteren Verlauf
der Arbeit benutzt werden.

Bemerkung 1.57. Fiir zwei Elemente x,y € W\(F) qgilt
r=y in /W(F )
genau dann, wenn:
dim(z) = dim(y) und 7(z)=mn(y) in W(F)
Beweis. Dies folgt direkt aus Bemerkung 1.47. U

Satz 1.58 (Wittrelation). Es gelten folgende Relationen im Grothen-
dieck- Witt-Ring W (F') eines Korpers F':
(i) (k) = (kI*), k.l € F*
(ii) (k) + () = (k+1) + ((k+ DKL), k,l € F* mit k+1#0
Im Witt-Ring W (F') gilt zusdtzlich die Eigenschaft:
(k) +(—k)=0, keF~*
Beweis. Siehe hierzu [1, Seite 66]. O

Bemerkung 1.59. Fiir die Erzeuger von f"(F) gelten folgende Re-
chenregeln, wobei \, \;, ;€ F*.

() [[As, s Anll = [l - pn]] = 1A A s ]
(i) [Nl = (1) = (A)
(i) % I = 112 =]

[
A,
(iv) [[a, Npyp(N)]] = 0 fir X € L*
(v) {2)(—a) + ()[[al] =2

Beweis. (i) und (ii) folgen aus Bemerkung 1.57.

(iii) Unter Beriicksichtigung von Bemerkung 1.57 und der Wittrela-
tionen aus Satz 1.58 rechnet man folgendermafen:

<</\7 _/\M» = <17 — A, Al _/\2IU'>
= (1, =\, =, A
= (A )
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(iv) Nach Bemerkung 1.57 reicht es zu zeigen, dass ((a, Ny r())))
hyperbolisch ist. Sei dazu A = z+ay und somit Ny, p(A) = 22 —ay?. Sei
weiterhin z, y # 0, da sonst die Aussage direkt folgt. Unter Verwendung
der Wittrelationen gilt:

(a,2* — ay®)) = (1, —a, —2® + ay*, az® — a’y?)

(1,—a,—1+a z—z ,a—a*ly)
<~
=:22
(1,—az*, =1 +az* a(l — az?))
(1 — a2z —az’(1 —az®), —1+az* a(l — az?))
(1—az?,—(1 —az?),a(l —az?), —a(l — az?))
(1,1, —1, ~1)
(v) Man zeigt die Gleichung auf folgende Weise:

2la]] + (2)(—a) = 2)((1) = {a) + (1) + (@) = (2)((L, 1))

Nach Satz 1.58 (ii) gilt:
2=(1,)=0+ 1) =101+1)+((1+1)-(1-1)) =(2,2)
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1.4. AuBere Potenzen von quadratischen Formen und Lambda-
Operationen.

Definition 1.60. Sei x € W*(F) reprdisentiert durch eine symmetri-
sche Bilinearform @: V xV — F. Die k-fache duflere Potenz von x ist
definiert durch:

MNo(2): NV x MV = F
(V1 A s Avgun A Aug) = det (oo, ug) )1<ij<n
() wird als (1) definiert.
Bemerkung 1.61. Fiir z € W*(F) gilt:
(i) Ni(x) € WH(F)
(ii) \'(z) ==z
(i4i) N¥(z) =0 fiir k > dim(z)
Lemma 1.62. Seix = {(ay,...,a,) € W*(F) und k < dim(x) = n, so
ist dim(A\*(z)) = () und N*(z) hat die Diagonalform:
/\k(x) = @ <ai1 o 'aik>
1<iy<--<ip<n

Beweis. Siehe hierzu [8, Seite 3]. O

Beispiel 1.63. Im Fall \?, der im Weiteren vorwiegend betrachtet wird,
hat \*(x) die Diagonalform:

N(lar,. . an) = P (aay) = (@a)ic

1<i<j<n
Fir z € /W+(F ) betrachtet man die Potenzreihe:

= N (x) € WH(F)[[1]

>0
Lemma 1.64. Es qgilt fiir x, y € /WJ“(F)
(T +y) = A7) Ae(y)

Beweis. Sei x = (a1, ...,a,), y = (Qpyi1,- .., 0n), dann gilt:
() Ae(y)
SN SN
>0 >0
_ Z Z tkAz )\k: i )
k>0 0<i<k

_ZthAz )\kz

k>0 0<i<k
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Nach Lemma 1.62 erhalt man:

N ()N (y)

— ( @ <aj1 - ajk>> . @ <all R alk7i>

0<j1<+<gi<n n+1<li <-<lp—;<m

Summiert man dies tiber i € {0,...,k}, so ergibt sich:
Z AZ Ak Z - @ <aj1 U ajk> = )‘k(I + y)
0<i<k 0< 1 <--<jx<m

und damit die gewiinschte Potenzreihe:

> Nzt y) = Mz +y)

k>0

U

Bemerkung 1.65. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und R|[[t]] der
Potenzrethenring von R. Dann ist

M = 1+tR[[t]] © R[[t]]

eine Untergruppe beziiglich der Multiplikation.
Fiir die Inverse einer Potenzreihe

)\:1+ta1+t2a2+..., a; € R

gilt:
)\71 = 1—ta1+t2(a1—a2)+...

Ferner gilt im speziellen:

(1+ta)” th i

>0

Im Folgenden betrachten wir den Fall R = /W(F)

Bemerkung 1.66. Fiir z € W+ (F) ist
Ae(z) € M.
Nach Lemma 1.64 st
Ae: WHF) = M
ein Halbgruppenhomomorphismus, welcher sich nach Satz 1.34 eindeu-
tig zu einem Gruppenhomomorphismus

N:W(F) > M
fortsetzt. Dieser hat dann die Figenschaft:

Az —y) = M(z)N(y) ™!

Er wird im Folgenden einfach mit \; notiert.
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Definition 1.67. Die A\-Operationen kénnen wir jetzt durch die forma-
len Potenzreihen definieren, die auf ganz W (F') gegeben sind. Dabei ist
fir alle v € W(F), N'(x) das i-te Glied der Potenzreihe ), t'\'(x).

Lemma 1.68. Fiir z,y € W(F) gilt:
Nz —y) = X(@) -2y +y" - N(y)

Beweis. Modulo t3/I/I7(F )[[t] gilt nach Bemerkung 1.65 und Bemerkung
1.66:

Mz —y) = M(z)(M(y) !
= (1 +to + 2% (2))(1 — ty + 2 (y* — N (y)))
=1+t(x —y) +2(—azy + N (z) + > — N (y))
O

Lemma 1.69. Seien z,y € /V[7(F) und | € F*. Fir die \-Operationen
gelten folgende Regeln:
(i) A°(A) = (1)

(i1) Al(x) =z

(iii) x* = dim(z) + 2)\?(x)

(iv) N?(—z) = N\?(x) + dim(x)
(v) X(x+y) = A2( ) + 2y + X(y)
(vi) X(x = y) = N2(z) — zy + dim(y) + X2(y)
(vii) N*({I)x) = A*(x)
Beweis. (i) und (ii) folgen aus der Definition von A\°(z) fiir dim(z) > 0.

(iii) Die Behauptung ist klar, fiir z € W+( ) (vergleiche Beispiel
1.63). Fir x = v—w € W(F) mit v,w € W*(F) wissen wir nach
Bemerkung 1.49:
dim(z) = dim(v) — dim(w)
und nach Lemma 1.68:
M (z) = N (v) — vw + w? — N (w)

Die Behauptung ergibt sich daraus wie folgt:

dim(z) + 22*(z)

= dim(v) — dim(w) + 2(A(v) — vw + w? — \*(w))

= dim(v) — dim(w) + v* — dim(v) — 20w + 2w? — w? 4 dim(w)

=% — 2vw + w? = 2?

Die Gleichungen (iv)-(vii) lassen sich mit (iii), Beispiel 1.63 und Lem-

ma 1.68 leicht iiberpriifen. O

Bemerkung 1.70. Sei y = (ay,...,a,)), a; € F* eine n-fache Pfis-
terform, so gilt
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da fiir n=1 schon gilt

(M) = (1, =X, =2 1) = (1) (M),

und der allgemeine Fall sich darauf reduzieren ldasst durch

n n

(as,- . an)? = [Ta)? = [T4-10ash = (~1)"as, . . an).

i=1 i=1
Lemma 1.71. Sei x eine n-fache Pfisterform und 2’ = x — (1)" €
I"(F). Dann gilt:
N(a') = (1)’
Beweis. Sei v = (a1, ...,0,-1,b) und y = ((ay,...,an_1)), so gilt nach
Bemerkung 1.57
v =y—(by
Mit Hilfe der Regeln aus Lemma 1.69 rechnet man folgendermaflen:
N(2') = Xy — (b)y)

= N(y) — (Oyly — (b)y) — A*((b)y)

= X(y) — (D)y* + ()" — X(y)
Da y* = ((—1)" 'y (siehe Bemerkung 1.70) folgt:

N(a') = (1)t + (1)
= =)y - ()
= (1)

Lemma 1.72.
Napm) = (=t = (=t

Beweis. Man zeigt die Aussage durch Induktion iiber n.
Betrachte also zunéchst den Fall n = 1.

N((1,=1)) = (=1) = (1)) — (~1)"

Angenommen die Aussage stimmt fiir alle k& < n so folgt fiir n + 1:

A (I)™
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Korollar 1.73. Fiir eine n-fache Pfisterform x gilt:
N () = 2= 1)
mit ' = x — (1).
Beweis. Unter Verwendung von Lemma 1.68 ergibt sich:
Nz = (1)) = M (2) = (1) (@ = (1)) = X*({1)")

Da hyperbolische Formen der Dimension 0 gleich 0 sind (vergleiche
Lemma 1.52) erhélt man:

N = (1)) = M (x) = A*((1)")
Nach Lemma 1.72 folgt:
N — (1)) = M) — () + (1)
Und nach Lemma 1.71 folgt schliellich die Behauptung durch:
N (@) = Mz — (1)) + ()™ — (1)
= (z = (Y1) + ()" = (=
= o(—1)" = (L) (I = (-
= (@) -1y
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2. DIE MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM FUR DEN
GROTHENDIECK-WITT-RING

Sei im Weiteren L und F' wie in Abschnitt 1.2.

2.1. Einfiihrung der Norm. Nach Lemma 1.31 bildet die in Defini-
tion 1.28 definierte Normabbildung N7,p eine regulidre symmetrische
Bilinearform eines L-Moduls auf eine reguldre symmetrische Bilinear-
form eines F-Moduls ab. Es ist leicht zu iiberpriifen, dass die auf den
Isometrieklassen induzierte Abbildung

Niyp: WHL) — WH(F)
[6] = [NLr(D)]
wohldefiniert und durch Ay r eindeutig bestimmt ist. Gleiches gilt fiir
die Spurabbildung 77 5.
Lemma 2.1. Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
Tyt W(L) — W(F)
mat der Eigenschaft:
[b] = [T1/p(0)]

fiir eine requldre symmetrische Bilinearform b.

Beweis. Aus der Definition der Spur lésst sich leicht zeigen, dass die
Spur ein Halbgruppenhomomorphismus (beziiglich der Addition) von

W*(L) in den Grothendieck-Witt-Ring W(F ) ist. Damit gibt es nach
Satz 1.34 einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus
Toyp: W(L) = W(F)

mit der gewiinschten KEigenschaft. Wir schreiben zukiinftlich einfach
T;/r anstatt 77 p. O

Lemma 2.2. Seien b,b symmetrische F-Bilinearformen mit dim(b) =
dim(V') = 2. Ist det(b) = det(V') und haben die quadratischen Formen
v, Qv einen gemeinsamen von Null verschiedenen Wert, so sind b und
b’ isometrisch.

Beweis. Sei ¢ = q,(v) = qp(v') # 0, so gibt es Diagonalisierungen:
b= {c,dy, bV ={cd)
Da
cd = det(b) = det(b') = cd’ mod F*?
existiert ein e € [™* mit d’ = de? und damit sind b und ¥’ isometrisch.
O

Lemma 2.3. Im Grothendieck- Witt-Ring gelten fiir die Spur folgende
Gleichungen:

(i) Toyr(z +y) = Toyp(@) + Toyely), o,y € W(L)



MULTIPLIKATIVE QUADRATISCHE NORM 27

(1) T p((1)) = (2)(—a)
(i) To () = {ég»/ PN o T
(iv) Teyr(@) = Tpyp(), © € W(L)
Beweis. (i) Dies folgt aus Satz 1.34 und Lemma 2.1.

(i) Sei A = p+ an € L*, so gilt:

Tryr((1)(N) = Tryr(N?) = 2(1* + o™n?)
Es gilt also:
Tr/p((1) = (2,2a) = (2)(—a))
(iii) Sei A = p + an € L*. Zu der Standardbasis 1, hat 77,z ((\))

die darstellende Matrix (2257 SZZ) Falls T, /p(A) = 2 = 0 so ist die

Form nach Lemma 1.46 hyperbolisch, und es gilt:
Trr((N) = (1, —1) = (1))

Da die Dimension der Formen 2 ist, reicht es aus die Bedingungen aus
Lemma 2.2 zu iiberpriifen. Fiir die Determinante gilt:

det (T2 ((A)) = alNop(A) = det(T2 e () {(—aNL/r (V).

Ferner haben beide quadratische Formen den gemeinsamen Wert

Trr(N).
(iv) Die Behauptung ist klar fir x € /I/I?JF(L) und damit, auf Grund
der Additivitat von 7, auch fiir € W(L). O

Lemma 2.4. Die Abbildung
Toyp: WH(L) x WH(L) — WH(F)
%L/F(w,y) = T1/p(27)
st biadditiv und symmetrisch.

Beweis. Aus Bemerkung 2.3 (iv) folgt die Symmetrie, und aus den
Eigenschaften des Tensorprodukts die Biadditivitéat. U

Satz 2.5. FEs existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung
Niyp: W(L) = W(F)

mit den Figenschaften:

(i) Niyp([b]) = Npyp(b)]  fir eine reguldre symmetrische Bili-
nearform b.

(i) Nije(@+y) = Niyo(@) +Noye@y) + Toye(e-5) x,y € W(L).
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Beweis. Die Abbildung

Nyjp: WHL) — WH(F)

(6] = [No/r (D))
erfiillt nach Lemma 1.32 die Bedingungen aus Lemma 1.40 mit:
B(‘Tay) :i/F(xvy)7 I7y€/v‘7+(L)
Sie lédsst sich somit eindeutig fortsetzen zu einer Abbildung
Nojp: W(L) — W(F)
mit der Eigenschaft:
/\A/L/F(ﬂﬁ +y) = /\A/L/F@) +/\A/L/F(y) + 7A1/F(17 Y) xy € W\+(L>
O
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2.2. Grundlegende Eigenschaften der Norm.

Lemma 2.6. Die Normabbildung aus Satz 2.5 hat mit A € L*, up € K*
und x,y € W ) folgende Eigenschaften:

(L
(i) Niyjr({\) = <NL/F(/\)>
(i) Nrr((w) = (1?)

(iit) Npyp(z - y) = Npye(z) - Noyp(y)

Beweis. (i) Es gilt:

Nryp(M)iF

(ii) Dies folgt aus (i) und Ny p(p) = p?, p € F.
(iii) Nach Satz 1.33 erfiillt die Normabbildung die Eigenschaften von
Korollar 1.41, womit die Behauptung folgt. U

Definition 2.7. Sei b eine reguldre symmetrische Bilinearform auf ei-
nem F-Modul V. Die Abbildung

bLZ V®FLXV®FL—>L

(v lLwek)— lbv,w)k
ist eine requldre symmetrische Bilinearform. Sei B die assoziierte Ma-
triz von b beziiglich einer Basis 0 = {€;}i=1,. dimp(v) von V, so gilt
fiir die assoziierte Matriz By, von by, beziiglich der Basis o, = {e; ®F
1}iz1,.. dim, (verL) von V ®@p L:
B =By
Damit sieht man leicht, dass die Abbildung
res g WH(F) — W(L)
[b] — [bs]

ein Semiringhomomorphismus ist, welcher sich nach Satz 1.3/ zu einem
Ringhomomorphismus

resyp: W(F) — W(L)
fotsetzt. Diesen bezeichnen wir als Restriktion. (Siehe hierzu auch [1,
Seite 44,45].)
Lemma 2.8 (Projektionsformel). Sei z € /W(F) und y € /W(L), dann
qgilt:
Tryr(resyyr(2)y) = 2T r(y)
Im Spezialfall y = (1) ergibt sich somit

Toye(vesim (@) = Toye (1) = (2) (~a)a.
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Beweis. Siche hierzu [1, Seite 48 Theorem 5.6] und Bemerkung 2.3. [

Satz 2.9. Seiz € W(L) so gilt:

Niyp(=2) = Niyp(x) — dim(z)(2)][a]]
Beweis. Mit Hilfe der bisher bekannten Regeln ergibt sich fiir x € /W(L)

0= Np/p(0) = Noyp(z + (=)

= Nyr(x) + Npjp(—2) + TL/F@@)

Daraus ergibt sich folgende Formel fiir die Norm von —x:
Nijp(=2) = Tpyp(aT) = Niyp (@)
= Nir(x) — @NL/r(2) — Ty (aT))
Zunichst beweist man die Aussage fiir alle z € /W+(L) durch voll-

stdndige Induktion iiber die Dimension.

Sei z = (k), k € L*. Durch die obige Gleichung reicht es folgendes
7Zu zeigen:

2N ((R)) — Typ((R) (k) = dim((k))(2)[[a]
Mit Hilfe der Projektionsformel (siche Lemma 2.8) und der Eigenschaft
(k) (k) = respp(Noyr((k))) = respyp((Ni/r(k)))
ergibt sich folgende Behauptung;:
2(Nyr(K)) = (2)(=a)(Nisr(k)) = (2)[[a]
Nach Bemerkung 1.59 (v) erhélt man:
2la]{NL/r (k) = 2)[[al]

Dies wiederum gilt nach Bemerkung 1.59 (iv).

Bleibt der Induktionsschritt zu zeigen. Sei dazu z = (ay, ..., ay—1).

Angenommen, die Aussage gilt fiir alle Formen der Dimension kleiner
n, so ergibt sich:

Nijp(=z + (=(an)))

= Npyp(=2) + Niyp(—(an) + Toyp(z(an))

= Niyp(@) + Niyp({an) — (n = 1)(2)[al] = 12)[[a]] + To/p(z(an))
= Nir(z + (an)) — n(2)[[a]]

Nun beweist man die Aussage fiir alle x = y — 2 € /W(L), Y,z €
W (L) unter Benutzung des eben Gezeigten:

NL/F(?J —z)
=Nrr(y) = Toyr(y - Z) + Npjp(—2)
= Niyr(—y) + dim(y)(2)[[a]] — To/r(2 - Y) + Np/r(z) — dim(z)(2)([a]]
= Ny/r(z —y) — dim(z — y)(2)[[a]]
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Satz 2.10. Fir z € W(F) gilt:
Niye(resp/p(2)) = 2° — (2)[[a]]\*(2)

Beweis. Angenommen die Behauptung stimmt fiir alle z € /W+(F ), so
folgt fiir t—y € W(F) mit x,y € W*(F) und dim(z) = n, dim(y) =
NL/F(TGSL/F(x - ?J))
== NL/F(I'GSL/F(JI)) + NL/F(_ I'QSL/F(y)) — 7VL/F<I'€SL/F(IL’y))

Unter Anwendung von Satz 2.9 und der oben genannten Vorrausset-
zung erhalt man:

v* = ([la]]N*(2) +y* — 2)[[al]\(y) — (2[allm — To/r(vesy r(zy))

Man benutzt die Projektionsformel aus Lemma 2.8 und erhélt:

2* +y” = (2)(—a)zy — (2)[[a]](\*(z) +m + X*(y))

Mit Hilfe von Bemerkung 1.59(v) und Lemma 1.69(vi) folgt dann die
Behauptung.

Den Fall z € /V[7+(F ) beweist man durch vollstandige Induktion tiber
die Dimension dim(z) = n.

Der Induktionsanfang n = 1 folgt aus Lemma 2.6(ii) und Bemerkung
1.61(iii).

Sei die Aussage richtig fiir alle quadratischen Formen der Dimension
Kleiner n. Sei nun (ay, . .., a,) € WH(F)und z = (ay, ..., an_1). Analog
zu der eben gefiihrten Gleichungskette folgt das Ergebnis durch:

Nyp(respp(z + (an)))
= NL/F(TGSL/F(IE)) + NL/F(TGSL/F<%>) + TL/F(TGSL/F( ﬁ)

m:

= 2* — (2)[[a]]\*(2) + {ans1)® + (2)(—a) z(an)

= 2%+ {an)” + (2} (~ahz{an) — (2)[[a]](N() + X*((an)))
= 2%+ (an)” + 2x(an) — 2)[[a]](A*(2) + X ({an)) + 2{an))
= (z+ (an))” = 2)[[a]X*(z + {an))

Lemma 2.11. Seien z,y € /W+(L) so gilt
T (%) Ty r(y) = Toyr(vy) + (@) T/ (77).

Beweis. Unter Verwendung der Projektionsformel (siche Lemma 2.8)
erhdlt man

Tr)r(2)Trp(y) = Toyr(vresp)p(To r(y)))-
Aus Satz 1.33 folgt dann
Trr(x(y +79)) = Toyr(zy) + Tr/e(2y).
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Wiederum mit der Projektionsformel und da resy /r({a)) = (1) (a ist
ein Quadrat in L) ergibt sich schlie8lich

Tryr(wy) + Tryr(vesyyr((a)2y) = Trr(wy) + (@) Tr/r(27).

Satz 2.12. Sei x € W(L), so gilt:
N(Tpyr(@)) = Teyp(N(2)) + (a)Npyr(@)

Beweis. Zuerst zeigt man die Behauptung fiir z € W*(L). Dies ge-
schieht durch vollsténdige Induktion iiber die Dimension dim(x) = n.
Betrachte zunéchst den Induktionsanfang n = 1. Nach Lemma 2.3
(iii) gilt:
V(T3 (1)) = X(Tey (D). T (DN (1)
Mit Hilfe von Beispiel 1.63 und Satz 1.58(i) erhélt man:

N (T r((1)) = (aNpye(l)) = (a)(Niye (1)
Die Behauptung folgt schlieflich aus Lemma 2.6(i) und Bemerkung
1.61(iii).
Sei nun x = (ay,...,a,) und y = (ay,...,a,-1). Nach Lemma 1.69
gilt:
N (Toyr(@)) = N (Teyr(y)) + N (Tyr((an)) + Toye(y) Ty ((an))

Auf Grund der Induktionsvorraussetzung wird die Gleichungskette fol-
gendermaflen weitergefiihrt:

Tryr(N () + (@) Niyr(y) + Nioge(an) + Tose(y) Toyr({an))
Man ergénzt die passenden Terme und erhélt:
T1yr(N*(2)) + (@) (No/p(2))
— Toyr(ylan) — (@) Tor(ylan) + Toe(y) Tose({(an))
Nach Lemma 2.11 folgt dann direkt die Aussage.

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass die Augs\age auch fiir ein beliebi-
ges Element 2 = z —y € W(L), z,y € WH(L) gilt. Mit Hilfe der
Rechenregeln fiir A? (siche Lemma 1.69) folgt:

N (Tpyr(@ —y))
= N(Tpyp(2)) = Toyr(@) T p(y) + dim(Toe(y)) + A (To/e(y))

Aus der im oberen Teil des Beweises bereits gezeigten Aussage erhalt
man:

N (Tpye(x —y)) = Toyp(N(x) + A () + (@) Noye(x) + Noye(y))
— T1r(2) T p(y) + dim(7z,r(y))
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Da Ny r(y) = Nip(—y) + dim(y)(2)[[a]] (vergleiche Satz 2.9) und
wiederum aus den Rechenregeln fiir A* (vergleiche Lemma 1.69) erhilt
man:

N(Tpe(x —y) = Toyr(N(x = y) + (@) Nyp(z —y)
+ ()T r(2y) + Tryp(2y) — Toe(2)TL/r(y)
+ (a) dim(y)(2)[[a]] — Tz/r(dim(y)) + dim(Tz/r(y))

Nach Lemma 2.11 und der Projektionsformel (sieche Lemma 2.8) ergibt
sich:

TN (2 —y)) +{a)Npyr(x —y) +dim(y) ((2a) [[a]] - (2)(~a) + (1, 1))
Die Behauptung folgt schlieBlich aus Bemerkung 1.59(v). O
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2.3. Die Norm von hyperbolischen Formen und Pfisterformen.
Lemma 2.13. FEs gilt:
Nyp(n(l)) = n(2)[[a]] +20°(1)), neZ

Beweis. Fiir n > 0 zeigt man die Aussage durch Induktion iiber n.
Sei also n =1, so gilt:

Niye((1,=1)) = Noye((1) + Niye((=1) + Toyp((1) (1))
= (1) + (1) + Toyr((-1))
=(2,2) + (=2)((—a)
=2— (2)(—a) +2(1)
= (2)[[a]] + 2(1)
Der Induktionsschritt folgt leicht durch:
Nie((n+1)(1))
—NL/F(n<< D)+ Noye((1) + Toyr(n(1) (1))
n(2)[[al] + 2n* (1) + (2)[[a]] + 2(1) + Tz r(20(1))
= (n+1)(2)[[a]] + (2n* + 2)(1) + (4n) (1)
= (n+1)(2)[[a]] + (2(n + 1)*)(1)
Der Fall n < 0 ergibt sich schliellich aus Satz 2.9 durch:
Niyp(n(1))) = Npyp(=n{1) + 2n(2)([a]
= (=n)(2)[[a]] +2(=n)* (1) + 2n(2)[a]
= n(2)[[a]] + 2n*(1)

]
(2
{

~— ~—

g

Bemerkung 2.14. Da die Norm hyperbolische Formen nicht in hyper-
bolische Formen tberfiihrt, lisst sie sich nicht als Abbildung von W (L)
nach W(F') fortsetzen.

Definition 2.15. Man bezeichne mit n(k), k € L das folgende Element
aus I(F) C W(F):

n(k) = {gTL/F(k)’ —aNyr(k)]] J;iZZtTL/F(k) #0

Mit Hilfe der eben definierten Notation n(k) ldsst sich die Norm von
Pfisterformen leichter ausdriicken.

Satz 2.16. Fir k, k; € L* gilt:
(i) Niye((k) = (a) +n(k) im Witt-Ring W (F).
(i) NL(/;)((( 77777 ka)) = (a)™ + (n(k1) - --n(ky)) im Witt-Ring
(iii) N r([[k]]) = [[2, a]] +n(k) im Grothendieck- Witt-Ring W(F).
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(i) Niyp([[kr, - kal]) = n(ky) - - n(ky) fiir n> 1.
Beweis. Die bisher bekannten Regeln fiir die Norm liefern die Ergeb-

nisse wie folgt.
(i) Sei k € L* und Ty p(k) # 0. Dann gilt:

Niye((k)) = Nryp((1, —k))
= Niyr((1) + Neyr((=k)) + Toyr((1) (k)
= (Npyr(1)) + (Niyp(k)) + Tryr(—k)

Nach Lemma 2.3 ergibt sich:

Noyr((E))

= (1) + (Npyp(k)) + (Tr/p(—k)) (—aNr/r(k)))

= (1) + (Npyr(k)) + (Tr/r(k), —aNrr(k)) — (—aNr/r(k))
= (1) + (Nyr(k)) — (1) = (aNpyr(k)) + n(k) +2(1)

= (Nr/p(K))[lal] +n(k) + 2(1)

Nach Bemerkung 1.59(iv) gilt (Nz,p(k))[[a]] = [[a]] und somit folgt die
Aussage folgendermaflen:

Niye((E)) = llal] +n(k) +2(1) = (a) +n(k) + (1))
Vergleiche [5].
(ii) Die Behauptung ist erfiillt nach (i) und der Aussage aus Bemer-
kung 1.59(iv).
(iii) Sei & € L* und Ty /r(k) # 0. Dann gilt:
Niyp([[K]]) = Noyp((R) — (1)
= Niyr((kD) + Noyp(=(1) + Toyp((R)(=(1)))

Trr({(k)(—(1)))) ist hyperbolisch, und somit erhélt man unter Ver-
wendung von Satz 2.9:

Niye(([F)]) = Noyp((R)) + Noye((1) = 2(2)[[a]] — 4(1)
Mit den Ergebnissen aus (i) und Lemma 2.13 folgt dann:
Neye([[E]]) = n(k) + {a)) + (1) + (2)[[a]] + 2(1)) — 2(2)[[a]] — 4(1)
=n(k) + (a)) = (2)[la]] = (1)
=77( ) + [[a]] = (2)[[a]]
=n(k) +[[2, 4]

(iv) Die letzte Gleichung folgt aus der vorherigen, sowie Bemerkung
1.59(i) und Lemma 2.6(ii) durch:

N[k kn]l) = Noyr([[k
(
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und der Eigenschaft:

[[2]112)) = (2,2) — (1, -1)*
1,-2,-2,1) — (1,1,—1, —1)

{
= 0.

O
Korollar 2.17. Sei x € /W(L) eine n-fache Pfisterform. Dann ist
Niyp(x) = [[a]]" € W(F)
eine 2n-fache Pfisterform (vergleiche [5]).

Korollar 2.18. Sei z € /W(L) eine normalisierte n-fache Pfisterform.
Ist n > 2 so st

Nyp(z) € W(F)

eine normalisierte 2n-fache Pfisterform.
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3. ANHANG

Die folgenden Rechnungen gelten fiir eine Halbgruppe M mit neutra-
lem Element 0. Fiir unsere einzige Anwendung M = W (F) ist diese
Annahme erfiillt. Fiir eine beliebige Halbgruppe M erweitert man ge-
gebenenfalls M durch Hinzunahme eines neutralen Elements.

Nebenrechnung 3.1. Man definiere eine Aquivalenzrelation auf M x
M folgendermajflen:

(a,b) ~ (V)= FceM mita+d +c=d +b+c

Man schreibe die Aquivalenzklasse von (a,b) mit [a,b] und die Men-
ge der Aquivalenzklassen mit M. Man definiere eine Addition auf M
durch:

la,b] + [d', V] =[a+d,b+ V]
Diese ist wohldefiniert, assoziativ und kommutativ. Beziiglich dieser
Addition besitzt M das neutrale Element 0 = la,a], a € M b/e\liebig,

und zu jedem Element [a,b] ein Inverses [b,a]. Damit bildet M eine
abelsche Gruppe. Die Abbildung

it M — M
a— [a,0]
1st ein Halbgruppenhomomorphismus. Bleibt die universelle Eigenschaft
zu zeigen. Da [a,b] = [a, 0] —[b,0], erzeugt das Bild von i gerade M. Sei
nun G eine abelsche Gruppe, und f: M — G ein Halbgruppenhomo-
morphismus, so ist die Abbildung f'([a,b]) = f(a) — f(b) ein Gruppen-
homomorphismus mit der Figenschaft f = f' oi. Dieser ist eindeutig
bestimmt da M von i(M) erzeugt wird. Des weiteren ist leicht nachzu-
rechnen, dass M bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Nebenrechnung 3.2. Fir [a,b] = [a/,V] (a+V =d +b) gilt:

Q([a. b)) - Q([a', )
= Q(a) = Q(b) + B(b,b) — B(a,b)
—(Qa) = Q) + B, V) — B(d', 1))

= Q(a) + Q) + B(b,b) + B(d', V)
—Q(d) —Q(b) — BV, V') — B(a,b)
=Q(a+ 1)+ B(d,b) + B(b,b) + B(d', V)

—Q(d +b) — B(a,b') — B(V,V') — B(a,b)

= B(d' +b,b) + B(d',b') — B(a +V,V') — B(a,b)
= B(a+V,b)+ B(d,b) — B(d +b,V) — B(a,b)
= B(V',b) — B(b,V/) =0
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Nebenrechnung 3.3. Fiira € M gilt:

Q(i(a)) = Q([a,0]) = Q(a) — Q(0) + B(0,0) — B(a,0) = Q(a)
Fiir [a,b], [c,d] € M gilt:
Q([a,t] + [, d))
Qla+c,b+d))
Qla+c)—Qb+d)+Bb+d,b+d)—B(a+c,b+d)
Q
_l’_

(@) + Q(c) + B(a,c) — Q(b) — Q(d) — B(b, d)
B(b,b) + B(b,d) + B(d,b) + B(d,d)
B(a,b) — B(a,d) — B(¢,b) — B(c,d)
) — Q(b) + B(b,b) — B(a,b)
(¢) = Q(d) + B(d,d) — B(c,d)
(d,b) + B(a,c) — B(a,d) — B(c,b)

= Q([a,8]) + Q([e. d)) + B([a, b] e, d])

Bemerkung 3.4. Mit den Voraussetzungen aus Korollar 1.41 gelten
folgende Rechenregeln:

(i) B(a,b) - B(c,d) = B(ac, bd) + B(bc, ad)

(i1) Q(a) - B(b,c) = B(ab, ac)

Beweis. Die Gleichungen werden mit Hilfe der Eigenschaften der Ab-
bildungen einfach nachgerechnet.

)++©I

(a
Q
B

(i)
B(a,b) - B(c,d)
= (Qa+b) — Qa) — Q())(Q(c + d) — Q(c) — Q(d))
=Q((a+b)c+ (a+b)d) — Q((a+ b)) — Q((a+b)d)
— Q(ac+ ad) + Q(ac) + Q(ad)
— Q(be+ be) + Q(be) + Q(bd)

= B(ac + be,ad + bd) — B(ac, ad) — B(be, bd)
= B(ac,bd) + B(bc, ad)
(i)
Qa) - B(b,c) = Q(a)(Q(b+c) — Q(b) — Q(c))
= Q(ab+ ac) — Q(ab) — Q(ac) = B(ab, ac)
U

Nebenrechnung 3.5. Unter Verwendung der Rechenregeln aus Be-
merkung 3.4 rechnet man folgendermajfen:
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~

Q([a, ) - Q([e, )
= (Q(a) = Q(b) + B(b,b) — B(a, b))(Q(c) —
= Q(ac) — Q(ad) + Q(a) B(d, d) — Q(a)B(c, d)
— Q(be) + Q(bd) — Q(b) B(d, d) + Q(b) B(c, d)
+ Q(c)B(b,b) — Q(d)B(b,b) + B(b,b)B(d,d) — B(b,b)B(c,d)
— Q(c)B(a,b) + Q(d)B(a, b) — B(a,b)B(d, d) + B(a,b)B(c, d)
= Q(ac) — Q(ad) + Q(bd) — Q(be)
— B(ac, ad) + B(ad, ad) — B(bd, bd) + B(bc, bd)
+ B(cb, cb) — B(db, db) + B(b,b)B(d,d) — B(b,b)B(c, d)
— B(ac, be) + B(ad, bd) — B(a,b)B(d,d) + B(a,b)B(c,d)
— Q(ac) - Q(ad) + Q(bd) — Q(be)
— B(ac,ad) + B(ad, ad) — B(bd, bd) + B(bc, bd)
+ B(cb, cb) — B(db, db) + B(bd, bd) + B(bd, bd)
— B(be, bd) — Blbe,bd) — Blac, be) + B(ad, bd)
— B(ad, bd) — B(bd, ad) + B(ac, bd) + B(bc, ad)
— Q(ac) — Q(ad) + Q(bd) — Q(bc)
— B(ac, ad) + B(ad, ad) + B(cb, cb) — B(be, bd)
— B(ac, bc) — B(bd, ad) + B(ac, bd) + B(be, ad)
+ B(ad,bc) — B(ad, be)
= Q(ac) + Q(bd) + B(ac, bd)
— Q(ad) — Q(bc) — B(ad, bc)
+ B(ad, ad) + B(ad, bc) + B(be, ad) + B(cb, cb)
— B(ac,ad) — B(ac, bc) — B(bd, ad) — B(bc, bd)
= Q(ac+ bd) — Q(ad + be)
+ B(ad + be, ad + be) — B(ac + bd, ad + be)

~

= Q([ac + bd, ad + bc])
= Q([a, 8] - [e, d))

39

Q(d) + B(d,d) — B(c,d))
d
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