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In Memoriam Wolfgang Krull')

H. Schoneborn, Aachen?)

In einem Bericht, der den Lebensweg von Wolfgang Krull in seinen wesent-
lichen Etappen zu schildern versucht, miite der fachliche, der mathematische
Aspekt also, auch dann im Vordergrund stehen, wenn die Leser nicht vornehmlich
Mathematiker sein wiirden.

Um kreativ sein zu kénnen, mufl der Wissenschaftler — und dies ist, wenn
schon keine hinreichende, so wahrscheinlich doch eine notwendige Vorbedingung —
von dem Gegenstand seiner Forschung fasziniert sein. Die Wissenschaft wird so fiir
ihn zu einem geistigen Gravitationszentrum, unter dessen Einfluf viele Dinge ein
anderes Gewicht und Aussehen erhalten als in landldufiger Sicht. — Krulls Leben
jedenfalls war beispielhaft fiir diese These. Die Faszination, die die Mathematik bis
zuletzt auf ihn ausgeiibt hat, war weitgehend bestimmend fiir sein Denken und Han-
deln bis in die Kleinigkeiten des Alltags hinein. Sie traf bei Krull zusammen mit einer
eminenten mathematischen Begabung, ja Genialitit, die in wenigen Sitzen zu kenn-
zeichnen nicht moéglich ist, die — rein duflerlich — aber schon der junge Student
oder Assistent empfand, wenn, etwa bei einem Kolloquiumsvortrag, die anschlie-
flenden Fragen Krulls ein blitzartiges, intuitives Erfassen auch solcher mathemati-
scher Sachverhalte zeigten, die nicht zu seinem unmittelbaren Arbeitsgebiet gehérten.

Wolfgang Krull wurde am 26. 8. 1899 in Baden-Baden als Sohn eines Zahn-
arztes geboren. In seinen aktenmafigen Angaben finden wir nur wenige Informatio-
nen uber seine Jugend, und obwohl wir von ihm Nahestehenden erfahren, daf er zu
seinem Elternhaus ein enges und gutes Verhiltnis hatte, méchte es nach den Akten
scheinen, als habe sein Leben eigentlich erst mit dem Studium der Mathematik be-
gonnen. Das war 1919 in Freiburg, anschlieffend ein Semester in Rostock und
schlieflich 1920 und 1921 in Gottingen. Diese Gottinger Studienzeit war es, die
seinen mathematischen Werdegang entscheidend beeinfluft hat.

1) Am 3. Dezember 1976 fand eine vom Mathematischen Institut der Universitit Bonn
veranstaltete Gedachtnisfeier zu Ehren von Wolfgang K ru 11 statt. Die ersten beiden Vortrige
vonH. Schéneborn und H-J. Nastold waren iiberarbeitete Fassungen der fiir den
,Jahresbericht* angefertigten und hier aufeinanderfolgend wiedergegebenen Manuskripte. — Beide
Autoren beziehen sich auf das am Ende des zweiten Beitrags angefiigte Verzeichnis der Veroffent-
lichungen von Wolfgang K rull. Es beruht zu wesentlichen Teilen auf Unterlagen, die freundli-
cherweise von Herrn P. Rib e n b oim (Kingston, Ontario) zur Verfligung gestellt wurden.

2) HerrF.K. Schmidt }(Heidelberg) hat im Rahmen einer ausfithrlichen Korre-
spondenz viele Anregungen und persdnliche Erinnerungen zu diesem Bericht beigesteuert. —
Herrn P. Ucsnay (Bonn) ist fiir freundliche Hilfe bei der Beschaffung wichtiger Daten zu
danken.
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52  H.Schéneborn

Damals lebte und wirkte — obwohl bereits emeritiert — in G6ttingen noch
Felix Klein. Im Rahmen des Lebensbildes von Eduard Study, welches Krull [110]
zur 150-Jahrfeier der Universitit Bonn beitrug, berichtet er (S. 28):

,Klein war eine imponierende Persdnlichkeit. Der Autor hatte das Gliick, ihn als Student
noch kennenzulernen, wie er in einem Seminar im kleinen Kreis in seiner Wohnung einen
Kommentar zu dem damals im Entstehen begriffenen 2. Band seiner Gesammelten Abhand-
lungen gab, gewiirzt mit vielen Anekdoten iiber friihere Freunde und Gegner. Der Eindruck
war eindeutig: Man hatte es mit einem Herrscher zu tun, der sich vom Regiment zuriickge-
zogen hatte ... ‘.

Krull schreibt aber auch (ibid.)

. Klein als Mathematiker war gekennzeichnet durch einen genialen Weitblick, der immer
wieder neue Zusammenhinge im Grofien erfaite, der aber beeintrichtigt wurde durch
eine ausgesprochene Nahblindheit. Man kann iiberspitzt sagen, da Klein des Sinnes fiir
einen streng mathematischen Beweis durchaus entbehrte*.

Fiir den jungen Krull, der mathematische Impulse von sehr verschiedener Art
aufzunehmen verstand, war Kleins Art, Mathematik zu ,,sehen‘ aufierordentlich ein-
drucksvoll und anregend, und Krull nahm in seine spiteren Algebravorlesungen gerne
Teile der Kleinschen Invariantentheorie, der Diskussion der Gleichung 5. Grades
und des Kleinschen Formenproblems auf — aber als Mathematiker entscheidend ge-
prigt wurde er in Gottingen durch Emmy Noether, deren Ideen zur Modul-, Ideal-
und allgemeinen Ringtheorie grundlegend fiir den Hauptteil seines spateren Werkes
wurden. Jedenfalls blieb Krull bis in seine Erlanger Zeit hinein — also die Zeit nach
1928 (E. Noether starb 1935) — mit Emmy Noether in enger, wissenschaftlicher
Verbindung und F. K. Schmidt*) weifs von einer Szene zu berichten, in welcher ge-
legentlich eines Besuches von Emmy Noether in Erlangen, die beiden — also Krull
und Frau Noether — weltvergessen diskutierend in einer Gaststitte sich um einen
Tisch herum nachliefen — zum Erstaunen und zum Gaudium der iibrigen Giste.

Um zur chronologischen Reihenfolge zuriickzukehren: Vor Abschluf} seines
Studiums wechselte Krull von Géttingen wieder nach Freiburg, um dort 1921 bei
Alfred Loewy mit der Dissertation [1] ,,Uber Begleitmatrizen und Elementarteiler-
theorie* zu promovieren. Bestimmte Griinde fiir den Wechsel von Gottingen wieder
nach Freiburg konnte ich nicht ausfindig machen. Damals war es iiblich, ein Studi-
um an verschiedenen Universititen zu absolvieren und fiir die Riickkehr nach Frei-
burg mag die Nihe des Elternhauses gesprochen haben. Nur ein Jahr spiter, am
1. 10. 1922, im Alter von 23 Jahren, konnte sich Krull habilitieren und wurde da-
mit Privatdozent in Freiburg. Die Ernennung zum nichtbeamteten, aufierordentli-
chen Professor — eine Rechtsfigur, fiir die wir heute kein genau passendes Analogon
haben — erfolgte 1926. — Jedenfalls muft man im Auge behalten, daft akademische
Amter und Wiirden damals ungleich diinner gesit waren als heute und ihre Erlangung
entsprechend schwieriger. In seiner Freiburger Zeit konnte Krull schon einen Kreis
von Schiilern und Freunden um sich sammeln. F. K. Schmidt?) berichtet von Krulls
winterlichen Skiwanderungen mit diesem Kreis. Freitag nachmittags wanderte man
zum verschneiten Feldberg. Ubernachtet wurde in kleinen Gasthéfen, wo man den
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Abend, versammelt um den Kachelofen, im Gespriach verbrachte. Montags war man
wieder in Freiburg zuriick. An sich belanglose Begebenheiten, illustrieren sie den-
noch die im materiellen anspruchslose, aber geistig fruchtbare Intimitit des damali-
gen akademischen Lebens allgemein und Krulls Einstellung dazu im Besonderen. —
Im Jahre 1928 ging Krull von Freiburg als ordentlicher Professor nach
Erlangen. Zu dieser Zeit, also in seinem 29. Lebensjahr, umfafite sein Schriftenver-
zeichnis als Niederschlag seiner Freiburger Titigkeit iiber 20 Titel, iiberwiegend Ar-
beiten zur Algebra und algebraischen Zahlentheorie. Neben der fiir die Idealtheorie
grundlegenden Arbeit ,,Zur Theorie der allgemeinen Zahlenringe* [18] erwihne ich
gesondert drei Arbeiten, die von der allgemeinen Linie von Krulls Untersuchungen
in dieser Periode etwas abweichen: 2 Arbeiten iiber von Krull so genannte ,,Verallge-
meinerte Abelsche Gruppen®, also Moduln mit allgemeinem Operatorenbereich. Die
erste dieser beiden Arbeiten [10] — 1925 in der Math. Z. publiziert — liefert den
nach einer spéteren Verallgemeinerung durch den russischen Gruppentheoretiker
Otto Schmidt unter dem Namen Krull-Schmidt-Theorem bekannten Satz iiber die
direkte Zerlegung abelscher Operatorgruppen. Die zweite Arbeit [12], 1926 in den
Heidelberger Sitzungsberichten erschienen, iibertrigt die Theorie der Kompositions-
reihen auf die betrachteten Moduln und bringt Anwendungen auf die Idealtheorie
und die Elementarteilertheorie. Schlielich ist aus dieser Schaffensperiode zu erwih-
nen noch die 1928 in Band 100 der Math. Annalen erschienene Arbeit ,,Galois’sche
Theorie der unendlich algebraischen Erweiterungen‘‘ [17]. Damit stiefd Krull die Tir
zu zwei neuen Forschungsrichtungen auf: Einerseits eben die Galoistheorie der un-
endlich algebraischen Erweiterungen, andererseits aber auch die Theorie derjenigen
topologischen Gruppen, welche ein aus offenen Untergruppen bestehendes, vollstin-
diges Umgebungssystem der 1 besitzen. Denn eben solche Gruppen treten als Galois-
gruppen unendlicher Erweiterungen auf. In ganz anderem Zusammenhang, nimlich
bei seinen Untersuchungen iiber direkte Zerlegungen abelscher Gruppen, war schon
Heinz Priifer auf solche, sozusagen algebraisch topologisierten Gruppen gestofden.
Im 1925 erschienenen zweiten Teil seiner Habilitationsschrift®) fithrt Priifer vonihm
so genannte Ideale Gruppen ein, wobei er sich an der Henselschen p-adic der algebrai-
schen Zahlentheorie orientierte. Wir wiirden heute sagen, daf Priifer seine Gruppen
in eine topologisch komplette Hiille einbettete, um die Giiltigkeit gewisser Zerle-
gungssitze zu erzwingen. Jedenfalls hat Krull den Zusammenhang mit den von ihm
gefundenen Galoisgruppen gesehen und — wie hiufig auch spiter — dieses Randpro-
blem seiner eigenen Untersuchungen einem Schiiler zur Weiterbearbeitung iiberge-
ben. Dies war zu Beginn seiner Erlanger Zeit?).

Die von Krull ausgegebene und 1931 in den Math. Annalen erschienene Dissertation®)
enthielt einen von Krull selbst zunichst iibersehenen und 1934 von Pontrjagin®) durch ein Gegen-

3 Prifer , H.: Theorie der Abelschen Gruppen II. Math. Z. 22 (1925).

4) K rulls algebraisches Hauptwerk wird in der Abhandlungvon Nastold 1y behan-
delt. — Verf. geht nachfolgend kurz auf einige gruppentheoretische Beitrige Krulls ein, die in der
Arbeit von Nastold keine Beriicksichtigung finden konnten.

SYPietrkowski , St.: Theorie der unendlichen Abelschen Gruppen. Math. Ann. 104
(1931).

Sy Pont rjagin L.S.: The theory of topological commutative Groups, Appendix I.
Ann. of Math. (2) 35 (1934).
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beispiel aufgedeckten Fehler, der die Arbeit keineswegs wertlos machte, aber Krull geirgert haben
mag. Jedenfalls hat er zu spiterer Zeit den topologisch gruppentheoretischen Themenkreis sozu-
sagen wieder auf die Horner genommen und das Ergebnis war — nach einer vorbereitenden Note
[58] — seine groBe Arbeit ,,Uber separable, insbesondere kompakte separable Gruppen* [61],
welche allerdings erst 1942 in Crelles Journal erschien. Die hier untersuchten Gruppen sind abelsch
mit p-adischem Operatorenbereich, wir bezeichnen sie heute als nulldimensionale, linear-kompakte
Gruppen mit abzihlbarer topologischer Basis. Unter diesen Voraussetzungen untersucht Krull zu-
nichst die in der erwdhnten Schiilerarbeit teilweise unzutreffend behandelte Frage der zyklischen
direkten Zerlegbarkeit und fiihrt die tatsichlich diffizilen Beweise fiir die entsprechenden Sitze.
Die Schwierigkeiten beruhen darauf, daf die abgeschlossene Hiille der von den Elementen endli-
cher Ordnung erzeugten Untergruppe nicht notwendigerweise wieder eine Torsionsgruppe ist.
Weiterhin sind insbesondere die kompakten Gruppen der betrachteten Art die Galoisgruppen

eines durch Adjunktion abzihlbarer vieler algebraischer Elemente entstandenen abelschen Kor-
pers. Da ihre Charakterengruppen genau die abzihlbaren Torsionsgruppen sind, la8t sich das In-
variantensystem des 1933 publizierten Ulmschen Satzes’) jetzt auch zur Kennzeichnung solcher
unendlichen Kérpererweiterungen benutzen. — Krull hat auch spiter gelegentlich gruppentheore-
tische Untersuchungen der eben erwihnten Art publiziert. Sie bilden bei ihm freilich keine der
Hauptarbeitsrichtungen, iiber die spiter noch berichtet werden wird*), aber gerade deshalb glaubte
ich sie hier erwihnen zu sollen:

In diesem Zusammenhang sind — der zeitlichen Reihenfolge vorauseilend — noch anzu-
fithren zwei groere Arbeiten iiber die ,,natiirliche* Topologisierung algebraischer Strukturen. Die
erste, iiber ,,Charakterentopologie, Isomorphismentopologie, Bewertungstopologie* [88] fafdt das
wissenschaftliche Ergebnis eines Gastaufenthaltes in Spanien zusammen: Unter sehr allgemeinen
Gesichtspunkten wird die Einfiihrung einer Topologie zum Zweck der Untersuchung algebraischer
Objekte betrachtet. In einer algebraischen Struktur K sei ein System von Unterstrukturen ausge-
zeichnet, welches K erzeugt. Gegeben sei ferner eine weitere Struktur A und ein System P von
Abbildungen von K in A, welches einigen einfachen Forderungen geniigt. Die Elemente von P sind
die ,,Charaktere* von K beziiglich A. In Analogie zu der oben erwihnten ([17]) Definition der un-
endlichen Galoisgruppen wird das Charakterensystem P topologisiert. Diese Topologie — sie liefert
zugleich eine uniforme Struktur — erweist sich als Cauchy-vollstindig. Von besonderem Interesse
ist wieder der zwischen Vollstindigkeit und Kompaktheit liegende Fall, den wir heute nach dem
Vorbild der Theorie der Topologischen Vektorriume als ,,Lineare Kompaktheit* bezeichnen.
Krull wendet seine allgemeinen Ergebnisse dann auf die Theorie der Kérpererweiterungen sowie
auf bewertungstheoretische Fragen im Zusammenhang mit der Arithmetik der unendlichen, alge-
braischen Zahlkorper an und untersucht die Aufgabe, eine der Dedekindschen ,,dhnliche*, aber
nicht auf ganze Grofen einer e nd 1iche n Korpererweiterung beschrinkte, multiplikative
Idealtheorie zu konstruieren. Er weist auch auf die Grenzen der topologischen Methode hin, die
die algebraische ,,Feinstruktur‘‘ gewisser Objekte nicht zu erfassen vermag. — Zur gleichen Ar-
beitsrichtung schlieBBlich gehort die spiter erschienene Arbeit ,,Zur Theorie der Gruppen mit Un-
tergruppentopologie*‘ [106], deren Gegenstand wieder Gruppen der in [58] untersuchten Art,
jetzt aber unter allgemeineren Voraussetzungen — auf Kommutativitit und abzihlbare, topologi-
sche Basis wird verzichtet — sind. Diese Gruppen lassen sich stets als projektive Limites diskreter
Gruppen darstellen und dementsprechend werden zunichst ,,projektive Systeme‘‘ und ihre Eigen-
schaften, insbesondere wieder Vollstindigkeit und Lineare Kompaktheit (bei Krull jetzt ,strenge
Vollstindigkeit* genannt) ausfihrlich betrachtet. Dieser allgemeine Ansatz wird dann auf verschie-
dene Kategorien von diskreten Gruppen angewendet, zu denen jeweils die Klasse der zugehori-
gen Limesgruppen gebildet wird und es wird untersucht, ob und wie sich spezielle Eigenschaften
der diskreten Ausgangsgruppen auf die Limesgruppen iibertragen. Insbesondere fithrt die Anwen-

7) Ulm H.: Zur Theorie der abzihlbar-unendlichen Abelschen Gruppen. Math. Ann.
107 (1933).




In Memoriam Wolfgang Krull 55

dung der Theorie auf die Kategorie der lokal-endlichen Gruppen zu einer interessanten und weit-
gehenden Verallgemeinerung des Begriffs der p-Gruppe und der Sylowschen Sitze auf die zugehd-
rigen Limesgruppen. — Zu bemerken ist noch, daf Krulls Untersuchungen zur — wir sagen heute —
topologischen Algebra in Fragestellung und Methode rein algebraisch ausgerichtet sind. Das Topo-
logische darin erscheint als akzessorisch und die verwendeten topologischen Verfahren werden
vorzugsweise aus dem Gedankenkreis der Bewertungstheorie und der Galoistheorie begriindet. —
Unter den — wenigen — Arbeiten Krulls zur Theorie der endlichen Gruppen scheint mir
erwihnenswert seine Note ,,Uber die p-Untergruppen endlicher Gruppen® [101], welche — auf
einer Idee von H. Wielandt®) aufbauend — elegante Beweise zum Komplex der Sylow-Sitze liefert
und eine Theorie komplett auf sechs Seiten darstellt, fiir die manche Lehrbiicher ein oder zwei Ka-
pitel bendtigen. — Schlieflich sei noch auf zwei zusammengehdorige, kleinere, aber gleichwohl in-
teressante Arbeiten Krulls iiber ,,Eudoxische Halbgruppen‘ [98], [103] hingewiesen. Sie sind die
mathematische Frucht eines Seminars iiber das V. Buch Euklids, in welchem die Proportionen-
und Gréfenlehre des Eudoxos abgehandelt wird. Krulls moderne Interpretation und Weiterfiilhrung
der Gedanken des Eudoxos fiihrt auf die Untersuchung einer Endomorphismengruppe, die auf
einer archimedisch-geordneten Semigruppe transitiv operiert. Beide Arbeiten zusammen bilden ein
kleines, essayistisches Kabinettstiick, welches sowohl vom historischen wie auch vom rein mathema-
tischen Standpunkt von Interesse ist.

Zur Chronik zuriickkehrend, finden wir Krull also in dem Jahrzehnt von
1928—1938 als Ordinarius in Erlangen. Krull ist immer ein in hohem Mafe kreati-
ver Mathematiker gewesen, aber vom Standpunkt eines fachlichen Lebensbildes bil-
det die genannte Zeitspanne einen Hohepunkt seines Schaffens. In seinem Schriften-
verzeichnis findet man allein aus diesem Zeitraum etwa 35, zu einem erheblichen
Teil relativ umfangreiche Publikationen, darunter die Arbeiten ,,Primidealketten in
allgemeinen Ringbereichen‘ [19] von 1928 und ,,Alligemeine Bewertungstheorie‘*
[35] von 1932, den Idealbericht [37] von 1935 und die ,,Dimensionstheorie in Stel-
lenringen* [47] von 1938. Zusammen mit den letzten Veroffentlichungen der Frei-
burger Zeit liegt damit bereits ein Oeuvre vor, welches grundlegend fiir die heutige
Idealtheorie, die Bewertungstheorie und die Theorie der lokalen Ringe ist.

Gegeniiber dieser grofiartigen und permanenten wissenschaftlichen Leistung
tritt Krull als Person in dieser Zeit fiir uns zuriick. Er hat 1929 geheiratet, wurde
auch an der Erlanger Fakultit Dekan — aber im iibrigen ist mir aus dieser Zeit nichts
bekannt, was im Rahmen eines knappen Lebensbildes vorzutragen wire. 1938 folgte
Krull einem Ruf an die Universitit Bonn. Besondere Griinde, derentwegen Krull
Erlangen verlassen haben mochte, habe ich nicht ermitteln kénnen. Er war kein Geg-
ner eines Ortswechsels, und ein Ruf auf ein neues, weiteres Ordinariat war ehren-
voll — jedenfalls wurde Krull zum 1. 11. 1938 zum Ordinarius in Bonn ernannt. Hier
geht es zunichst weiter wie zuvor, und es erscheint noch eine Anzahl von Arbeiten
— darunter zwei Enzyklopidie-Berichte iiber ,,4llgemeine Modul-, Ring- und Ideal-
theorie* [59] sowie tiber die ,,Theorie der Polynomideale und Eliminationstheorie**
[60], aber 1943 brechen seine Beitrige fiir die Dauer von fiinf Jahren ab — natiirlich
eine Folge des Krieges. Gegen Ende des Krieges wurde Krull zum meteorologischen
Dienst der Marine einberufen. Mit dem Zusammenbruch geriet er dort in Gefangen-
schaft und konnte erst 1946 nach Bonn zuriickkehren. Die Universitdt Bonn hatte
bereits im Winter 1945 einen — freilich bescheidenen — Vorlesungsbetrieb wieder

8) Wielandt ,H .: Arch. Math. 10 (1959) 401-402.




56  H.Schoéneborn

aufnehmen konnen. Im Mathematischen Seminar — bestehend aus einem leihweise
iiberlassenen Raum der Sternwarte — war damals als Professor nur Herr Peschi (heute
Univ. Bonn), als Assistenten die Herren Hermes (heute Univ. Freiburg) und Lorenzen
(heute Univ. Erlangen-Niirnberg). Im Vorlesungsverzeichnis fiir das WS 1946/47 —
ich glaube, es war das erste, gedruckte Vorlesungsverzeichnis der Universitit Bonn
nach dem Kriege — findet man dann wieder Krull mit Ankiindigung der Vorlesun-
gen: Partielle Differentialgleichungen, Tensorrechnung und Héhere Algebra, einem
Proseminar iiber Differentialgleichungen und dem gemeinsam mit Herrn Peschl an-
gekiindigten Seminar. Der Winter 46/47 war erbiarmlich kalt, und die Universitit
konnte mangels Brennstoff ihre Horsile nicht heizen. Damals lernte ich Krull ken-
nen und sehe ihn noch, wie er in einem blauen Marinemantel seine Vorlesung hielt,
verfroren wie wir alle, aber hochaufgerichtet mit seiner hellen, prizisen Stimme
sprechend und erkennbar fest entschlossen — seien die Verhiltnisse wie auch im-
mer —, Mathematik zu lehren und zu forschen.

Von 1948 ab tritt Krull wieder mit einer groRen Anzahl von Publikationen
hervor, die im Verlaufe der nun folgenden 20 Jahre sein Schriftenverzeichnis auf
insgesamt etwa 120 Titel anwachsen lassen: Uberwiegend wieder Arbeiten zur Al-
gebra, darunter auch eine Anzahl gruppentheoretischer Arbeiten*). Auflerdem fin-
den sich einige Arbeiten liber Differenzengleichungen, zur Korrelationstheorie, iiber
Hilbertrdume und zur Variationsrechnung. — Unbestritten ein Mathematiker von
hohem, internationalem Rang, erhielt er trotz seines zuriickhaltenden Wesens viele
Einladungen und Ehrungen, so die Ehrendoktorwiirde der Mathematisch-Naturwis-
senschaftlichen Fakultit der Universitit Erlangen am 8. Dezember 1962.

Nachdem die fritheren Schiiler Krulls durch den Krieg verstreut worden wa-
ren und wihrend des Krieges kaum Nachfolger gefunden hatten, bildete sich jetzt
ein neuer Schiilerkreis. An die 30 von Krull ausgegebene und betreute Dissertationen
sowie mindestens sieben von ihm mafigeblich beeinflufte und vertretene Habilita-
tionen zeugen von der Fruchtbarkeit seines Wirkens als akademischer Lehrer in der
Nachkriegsperiode. — Seinen Studenten war Krull ein gerecht und billig denkender,
auch menschlich interessierter und ansprechbarer Lehrer. In seinen Anforderungen
war er streng, aber immer um Angemessenheit bemiiht. Priiflinge, deren Ziel ledig-
lich ein Staats- oder Diplomexamen war und die sich etwas schwer taten, behandelte
er in der Prifung mit bewufdter Milde und bemiihte sich sogar, seine Fragen so zu
stellen, daf} die richtige Antwort nach seiner Ansicht erraten werden konnte. — Zu
seinen Doktoranden und Habilitanden hatte Krull stets einen engen menschlichen
und fachlichen Kontakt. Allerdings bestand er hier auf dem ihm angemessenen er-
scheinenden Leistungsniveau und lief3 sich davon nichts abhandeln. Ging die Sache
nicht so recht voran, so pflegte er ohne zu zdgern das auszuiiben, was man heute
etwas klagend ,,Leistungsdruck‘ zu nennen pflegt — ilibrigens in allen mir bekann-
ten Fillen schluf3endlich durchaus zum Wohle des also Gequetschten. — Viele seiner
ehemaligen Doktoranden werden sich erinnern, daf} sie ihre Dissertation eine ziem-
lich betrichtliche Anzahl von Malen iiberarbeiten mufiten, bis sie Krulls Beifall fand.
Dabei legte Krull in seinen Anforderungen an seine Schiiler keineswegs mechanisch
den massiven Mafdstab seiner eigenen Begabung an. Vielmehr kennzeichnet es sein
Wesen als akademischer Lehrer, dafd er seine Schiiler forderte, wohl auch hart forder-
te — aber letztlich niemals iiberforderte; dafd er Aufgaben zu stellen verstand, die
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strengen, wissenschaftlichen Leistungs- und Effizienzkriterien geniigten, die aber
mit entsprechendem Einsatz auch losbar waren und unter seiner Leitung in aller Re-
gel gelost wurden. — Normalerweise war Krull zu seinen Assistenten und Schiilern
immer ausgeglichen und freundlich. Recht zornig konnte er aber werden, wenn in
seinem mathematischen Zustindigkeitsbereich etwas geschah, was seinen Wiinschen
oder Ansichten nicht entsprach — sei es, daf die Dissertation eines seiner Schiiler sich
von der gestellten Aufgabe weg in eine von Krull nicht fiir aussichtsreich gehaltene
Richtung entwickelte, oder auch einfach, wenn ein Assistent in einer Anfingeriibung
eigenméchtig vorging und von Krull nicht gebilligte Aufgaben stellte. Dariiber hin-
aus hielt sein Zorn niemals vor, und er war nicht nachtragend. Spiirbar war immer,
daf} eine sehr bestimmte Stellungnahme Krulls nicht lediglich Ausfluf seiner
,,Amtsautoritit, sondern vor allem seiner tatsichlichen Uberlegenheit als Mathema-
tiker war.

In seiner materiellen Lebensfiihrung, soweit sie seinen Schiilern erkennbar
wurde, war Krull recht bescheiden — und dies galt auch fiir seine Anspriiche an den
Staat: Wahrend der Zeit, die ich in seiner Umgebung verbracht habe — es waren die
fiinfziger Jahre —, bestand der m. W. einzige Luxus, mit welchem er die Staatskasse
belastet hat, in der Beschaffung einer grofien Holzkiste zur Aufbewahrung seiner
zahlreichen Sonderdrucke, fiir die er in seiner Wohnung keinen Platz hatte und die
zu seinem Kummer in dem damals recht engen Mathematischen Seminar herumflo-
gen. — Einmal hatte er fiir das Finanzministerium ein Gutachten zu schreiben, wel-
ches eine Steuerformel betraf. Seine Honorarforderung 16ste einen verlegenen Anruf
aus dem Ministerium aus: Er habe sich wohl um eine Kommastelle zu seinen Ungun-
sten verschrieben. Zu dieser — sicherlich im Zusammenhang mit seiner eminenten
Lebensleistung zu sehenden, gewollten Bediirfnislosigkeit kam bei Krull ein iiber das
Normalmaf hinaus ausgeprigter Sinn fiir Piinktlichkeit und penible Zuverlissigkeit.
Sie verlangte er auch von seiner Umgebung. Glaubte er Verstofie hiergegen zu sehen,
gab er seinem Unmut riickhaltlos Ausdruck. Krull verlangte damals von seinen Assi-
stenten grundsitzlich Anwesenheit bei jeder seiner Vorlesungen, und zwar piinkt-
lich. Er liebte es damals, morgens um sieben Uhr zu lesen, und bei doppelter Som-
merzeit hiefd das also, um fiinf Uhr friith mitteleuropiischer Zeit. —

Obwohl als Mathematiker zum Aufiersten engagiert, war Wolfgang Krull ein
ungewohnlich vielseitig gebildeter und auch in nichtmathematischen Bereichen be-
lesener Mann. Freilich hatte sein grofies Wissen einen eher theoretischen, akademi-
schen Charakter. Der Praxis des Alltages, wie sie den Bereich des Geschiftslebens
und der Politik bestimmt, stand er eher naiv, gar verstindnislos gegeniiber. Er selbst
schrieb sich in — sagen wir: ,,weltlichen‘‘ Dingen keine sonderliche Begabung zu und
tiberlief’ die Fithrung von Geschiften und Verhandlungen lieber anderen. Hiermit
zusammen hing eine Art, sich im aulerwissenschaftlichen Bereich zu geben, die nach
aufien hin als vollige Unbekiimmertheit in Erscheinung trat, eine Unbekiimmertheit,
die ihm manche Freunde verschaffte, gelegentlich aber auch Arger einbrachte. Als
seine Erstberufung nach Erlangen anstand, muflte er nach damaligem Brauch auch
Hausbesuche bei den Damen seiner zukiinftigen Kollegen machen, und es wird be-
richtet?), daf er dort zufolge seiner volligen Gleichgiiltigkeit gegeniiber solch for-
mal-gesellschaftlichem Tun nicht immer unbedingt reiissiert habe und daf ein wis-
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senschaftlich schwicherer Kanditat, als Krull es war, dariiber hitte ernsthaft stol-
pern kénnen.

Etwas von dieser Unbekiimmertheit findet sich auch in der Art, wie Krull
die Mathematik in seinen Vorlesungen und Ubungen prisentierte — und hier freilich
war sie souverén. In seiner Erlanger Antrittsrede am 11. Januar 1930 — gedruckt in
den Erlanger Sitzungsberichten unter dem Titel ,,Uber die dsthetische Betrachtungs-
weise in der Mathematik* [29] — nimmt Krull zu der landldufigen Meinung Stellung,
das Hauptkennzeichen des Mathematikers sei ein scharfer, unbeirrbarer Verstand,
und er sagt dazu (S. 208):

,-Ich hingegen mochte mit aller Schirfe betonen: der wirkliche Mathematiker muf vor
allen Dingen Fantasie besitzen, natiirlich eine besondere, eine ,,mathematische* Fantasie
und ich glaube mit Bestimmtheit behaupten zu konnen, da gerade der Besitz dieser Fan-
tasie unter den Mathematikstudenten den zukiinftigen Forscher vor dem begabten Durch-
schnitt auszeichnet.*

Diese mathematische Fantasie wurde erkennbar auch in Krulls Vorlesungen.
Sie waren in keiner Weise Standard, immer originell, reich an Gedanken und Aspek-
ten, in der — von Krull nie iiberbewerteten — Bezeichnungsweise und Nomenklatur
gelegentlich eigenwillig. Das galt auch fiir die von Krull gehaltenen Anfingervorle-
sungen, die im eigentlichen Sinne ,,Elementarmathematik vom héheren Standpunkt*
brachten, allerdings beim Hérer eine entsprechende ,,Antenne‘‘ voraussetzten. War
sie vorhanden, d. h., war der Horer mathematisch begabt und fihig, einen mathema-
tischen Sachverhalt intuitiv zu erfassen, so war Krulls Vorlesung fiir ihn eine wahre
Quelle von Erkenntnissen und Anregungen. Tatsichlich sind viele Schiilerarbeiten,
die bei Krull angefertigt wurden — bis hinauf zu Habilitationsschriften — durch an
sich ganz normale, routineméfige Vorlesungen Krulls inspiriert worden. Anderer-
seits konnte es, vor allem bei Anfingervorlesungen, geschehen, dafy Teile der Zuho-
rerschaft iiberfordert waren und die Ubersicht verloren. Damals waren die Verhilt-
nisse noch so, daf} sich dies nach auflen kaum oder nur dezent dufderte. Trotzdem
merkte Krull sehr schnell, da® man ihn nicht verstand, und man sah ihn dann ehr-
lich bekiimmert und ziemlich ratlos, weil er seinerseits nicht verstand, wieso man
einen fiir ihn so klaren Sachverhalt nicht begreifen wollte.

Vor allem duflert sich Krulls Originalitit und Unbefangenheit natiirlich in
seinen Arbeiten. Er war kein Demiurg, kein mathematischer Bastler, der an einem
bereits vorgefundenen, komplizierten Uhrwerk mit Geduld und Sorgfalt hier ein
Schriubchen und dort ein Hebelchen umformt und zu verbessern sucht. Vielmehr
war sein mathematisches Denken originir, in dem Sinne, dafd er — zunichst ohne
viel Beachtung bereits vorhandenen Materials — von einer intuitiven Grundeinsicht
ausging und von hier aus bis zu dem erstrebten oder vermuteten Resultat durch-
drang. Erst dann folgte der Vergleich und ggf. die Ausnutzung schon vorhandener
Ergebnisse. Mir ist kein Fall bekannt, in welchem sich in seinen Arbeiten wesent-
liche Fehler oder Liicken gefunden hitten, aber der intuitive Charakter ihres Zu-
standekommens und die von Krull gewihlte, gelegentlich eigenwillige Bezeichnungs-
weise lassen Krulls Arbeiten hiufig als nicht ganz leicht lesbar erscheinen. Krull
selber konnte es widerfahren, dafs er etwa in einem Seminar iiber ein frither von ihm
bearbeitetes Thema einen damals benutzten Schluf’ vergessen hatte, die entsprechen-
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de Arbeit aus der erwidhnten Holzkiste zum Nachschlagen heraussuchte und an der
entsprechenden Stelle lediglich die aufschlufireichen Worte fand: ,,Wie man sofort
sieht . . .*“. Man konnte es dann tatsichlich ,,sehen*, aber erst, wenn man sich in den
betreffenden Gedankengang griindlich vertieft hatte. — Nun wire es grundfalsch, zu
glauben, dafd Krull es sich mit der Form, die er seinen miindlichen und schriftlichen
Darstellungen gab, leicht gemacht habe, weil es ihm nur auf den mathematisch zu-
treffenden Inhalt angekommen wire. Das genaue Gegenteil ist richtig. Uber
Felix Klein, auf den ich hier wieder zuriickkomme, sagte Krull einmal in einer Alge-
bravorlesung, dafl zwar manche von Kleins Beweisen liickenhaft und einige seiner
Behauptungen schlicht falsch seien, dafl er — Krull — aber trotzdem manche fehler-
hafte Arbeit von Klein hoch iiber manche fehlerfreie Behandlung desselben Gegen-
standes stelle. Der Grund fiir diese iiberraschende Bewertung ist der eigenartige, is-
thetische Reiz, der von Kleins Arbeiten — korrekt hin, liickenhaft her — ausgeht und
eben der iiberragende Rang, den Krull selbst dem Asthetischen in der Mathematik
beimaf’.

In der von mir bereits zitierten Erlanger Antrittsrede [29] trigt Krull zunichst
einiges liber die Geometrie der Ornamente, intuitive Zusammenhinge der Mathema-
tik mit den bildenden Kiinsten vor, und wir lesen dann (S. 211):

,»Es handelt sich fiir den Mathematiker nicht allein darum, Sitze zu finden und korrekt
zu beweisen, sondern er will diese Sitze auch derart anordnen und zusammenstellen, da®
sie nicht nur als richtig, sondern als zwingend und selbstverstindlich erscheinen. Ein sol-
ches Streben aber ist fiir mein Gefiihl ein 4sthetisches und kein erkenntnistheoretisches*.

Krull geht dann darauf ein, daft andere Mathematiker hier eine andere Ein-
stellung haben, indem es ihnen — wie z. B. Hilbert — vor allem auf die unumsts-
liche GewifSheit und logische Unantastbarkeit der mathematischen Sitze ankommt
— ein Bestreben, welches schlieBlich zur Grundlagentheorie fiihrt. Um dann zu sa-
gen (S. 213 ff.):

s»Ich will Thnen hier nur klar machen, daf ich selbst anders denke. — Den mehr isthetisch
eingestellten Mathematiker wird die Grundlagentheorie mit ihren peinlichen und notge-
drungen oft verzwickten und unschénen Untersuchungen weniger interessieren. Er wird
selbstverstindlich unbedingt seine Beweise der seiner Zeit entsprechenden Strenge anpas-
sen, aber er wird sich nicht den Kopf zerbrechen, ob seine Sitze damit auch in einer
Form bewiesen sind, die man unter allen Umstinden in aller Zukunft als absolut ein-
wandfrei ansehen muf3*“.

Und weiter:

,,Dafiir wird aber fiir den mathematischen Asthetiker nicht nur das Finden von neuen Sit-
zen, sondern auch die befriedigende Darstellung der gewonnenen Ergebnisse zu einem oft
qualvollen Problem. Es darf ihm doch nicht vorkommen, daf der Leser seiner Arbeiten
nur gleichsam von der Last der Beweise erdriickt, zugeben muf, daf die aufgestellten Be-
hauptungen richtig sein miissen, ohne aber das Gefiihl los zu werden, daf sie genau so gut
auch hitten falsch sein kénnen. Er muf unter allen Umstéinden die von Schopenhauer ge-
riigten , Mausefallenbeweise vermeiden. Dagegen muf er seinen Stoff so anordnen, daf§




60  H. Schéneborn

zwingend ein Satz aus dem anderen folgt, so dafl der Leser, noch bevor er die Beweise im
einzelnen durchgepriift hat, gleichsam auf einen Blick sieht, dal die Ergebnisse gar nicht
anders hitten lauten konnen*.

Ich glaubte, dies so ausfiihrlich zitieren zu sollen, denn immerhin haben wir
hier eine eindrucksvolle Darstellung von Krulls subjektiver Einstellung zur Mathe-
matik, wie keiner sie besser formulieren kann, als Krull selber. Krull hat in seinen
Arbeiten nicht nur mit dem mathematischen Problem selber, sondern auch und vor
allem auch mit seiner Darstellung gerungen. Als Leser seiner Arbeiten denkt er sich
natiirlich einen Mathematiker — hinreichend ,,hochkaritig*, wie sich versteht. Aber
er erwartet nicht nur eine gleichsam technische Kontrolle und Zurkenntnisnahme der
der Resultate, sondern ihr bildhaftes Erscheinen vor dem geistigen Auge des Lesers,
ihr intuitives Erfassen, denn erst dann kann das édsthetische Moment, auf welches
Krull so groflen Wert legte, erkennbar und wirksam werden. Freilich erfordert dies
von dem, der nicht vollig in dem jeweiligen Problemkreis heimisch ist, ein vorheriges,
meditatives Sichhineinversenken. Und dies ist die Erklirung fiir manche Besonder-
heiten in Krulls Darstellungsweise, insbesondere auch fiir das gelegentliche und beim
ersten Durchblittern unter Umstinden etwas unbequeme ,,Wie man leicht sieht . . .“
— denn unter den von Krull vorausgesetzten Bedingungen ,,sieht* man wirklich.

Stellt nach alledem die Aufnahme von Krulls mathematischen Intuitionen ge-
wisse Anforderungen, so konnte es scheinen, als hitte sich Krull bewuft in einen
mathematischen Elfenbeinturm eingeschlossen und dort wohl gefiihlt. Auch dies ist
falsch. Tatsichlich empfand Krull es immer schmerzlich, die Erkenntnisse und die
Schonheiten, die er hatte und sah, nicht vielen oder gar allen mitteilen zu kdnnen.

Und nun zitiere ich ihn zum letzten Male ([29], S. 220):

,.Je mehr wir selber uns an den Schonheiten der Mathematik begeistern, desto stirker be-
dauern wir, daf wir so wenige an unserem Genuf teilnehmen lassen konnen. Vielleicht
kommt es doch einmal iiber kurz oder lang dahin, dal etwa die Schénheiten der héheren
Arithmetik . . . jedem Gebildeten zuginglich werden. Dieser Gedanke mag [hnen wohl als
eine Utopie erscheinen und mag vielleicht auch eine sein. Fir mich bildet er jedenfalls im-
mer den Haupttrost, sooft ich mit schmerzlichem Bedauern feststellen muf, daf} ich vielen
meiner besten Freunde keinen genaueren Einblick in die Natur der Reize geben kann,
derentwegen ich der Mathematik mit voller Seele verfallen bin‘.

Wolfgang Krull starb am 12. April 1971 plétzlich an den Folgen eines Kreis-
laufversagens.
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Verzeichnis der Doktoranden von Wolfgang Krull

Unter der Leitung von Wolfgang Krull wurden siebenunddreiflig Dissertationen angefer-
tigt. Die Namen von Krulls Doktoranden und — soweit bekannt®) — ihr gegenwiirtiger Titigkeits-
bereich sind unten angegeben.

Universitit Freiburg (1922—1928)
keine

Universitit Erlangen (1928—1938)10)

1930: Pietrkowski, Stephan; Seel,Fritz. 1932: Zehlein, Friedrich.
1933: Helms, Alfred. 1934: Rusam, Friedrich. 1936: Weififloch, Albert.
1937: Hensolt, Walter.

Universitit Bonn (1938—1971)!!)

1949: Schéneborn, Heinz Professor, Rhein.-Westf. Technische Hochschule
Aachen
1950: Schumacher,Karl Siegfried n.b.
1951: Himisch,6 Werner (*) Bayer AG, Leverkusen
1952: Bretschneider,Gerhard (*) Siemens AG, Miinchen
1953: Fuhrmann, Arved (*) AEG-Telefunken AG, Konstanz
Ostermann, Fritz Studiendirektor, Koln
1955: Endler, Otto Professor, Universitdt Bonn
Kretzschmar,Martin Professor, Universitit Mainz
1957: Dombrowski,Peter Professor, Universitdt Koln
Lindenberg, Wolfgang (*) Gesellsch. f. Mathematik u.
Datenverarbeitung mbH, Bonn
1958: Breuer, Manfred Professor, Universitit Marburg
1960: Miiller, Dietrich (*) Bayer AG, Leverkusen
Schiffels, Gerhard Professor, Universitit Bielefeld
1963: Reufel,Manfred Professor, Universitit Marburg
Ucsnay,Peter Professor, Universitit Bonn
1965: Beckmann,Friedhelm Oberstudiendirektor, Detmold
Liesen, Arndt Abteilungsleiter ,,Datenverarbeitung* im
Bundesamt f. Finanzen, Bonn
Neukirch, Jirgen Professor, Universitit Regensburg
Gerhards, Leonhard (*) Gesellsch. f. Mathematik u.
Datenverarbeitung mbH, Bonn
1966: Brauer, Wilfried Professor, Universitit Hamburg
1967: Altmann, Ekkehard (*) Gesellsch. f. Mathematik u.
Datenverarbeitung mbH, Bonn
Al-Anbari, Abbas n.b.
Sto6hr,Karl-Otto Professor, Institut f. Reine u.

Angew. Mathematik (IMPA),
Rio de Janeiro

) Die Angaben zum gegenwirtigen Titigkeitsbereich sind iiberwiegend nach Mitglieder-
verzeichnissen von AMS, DMV, GAMM und dem Lehrstuhlverzeichnis des Oberwolfacher Insti-
tutes zusammengestellt. Zwischenzeitlich evtl. eingetretene Anderungen konnten nicht beriick-
sichtigt werden. Keine Angaben zur gegenwirtigen Tdtigkeit wurden gemacht bei Doktoranden,
deren Promotion mehr als 40 Jahre zuriickliegt.

10y Die hier angegebenen Jahreszahlen beziehen sich auf das Rigorosum.

1y (%) = Titigkeit an Forschungsinstituten auflerhalb des Hochschulbereiches oder in
der Industrie.
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1968: Loos, Clire Studiendirektorin, Koblenz
Wette, Eduard Selbstindig, Uckerath (bei Siegburg, Rheinl.)
Lichtenberg,Heiner Regierungsdirektor, Bundesfinanz-
ministerium, Bonn
1969: Vo B, Klaus (*) Gesellsch. f. Mathematik u.
Datenverarbeitung mbH, Bonn
Joachim, Egon Professor, Pidagogische Hochschule,
Koblenz
Peters, Fritz Eduard wissenschaftl. Beamter, Universitit Bonn
1971: Wolbeck,Klaus verstorben

Prof. Dr. H. Schéneborn

Lehrstuhl B fiir Mathematik der

Technischen Hochschule Aachen

Templergraben 55

5100 Aachen (Eingegangen: 22. 4. 77)
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Wolfgang Krulls Arbeiten zur kommutativen Algebra
und ihre Bedeutung fiir die algebraische Geometrie')

H.-J. Nastold, Miinster (Westf.)

Das Schriftenverzeichnis von W. Krull umfafdt 121 Titel. Etwa zwei Drittel
davon sind der kommutativen Algebra gewidmet. Es kann daher im folgenden nur
versucht werden, auf diejenigen Arbeiten niher einzugehen, die fiir die Entwick-
lung der algebraischen Geometrie wichtig geworden sind. Gleichzeitig soll hier aber
auch iiber geometrische Anwendungen und einige Weiterentwicklungen der Krull-
schen Untersuchungen berichtet werden.

1 Dimensionstheorie; Grundlagen

Alle Ringe seien im folgenden kommutativ und noethersch vorausgesetzt.
Wie iiblich sei Spec A = { p| p C A Primideal} D Max A = {mlm C A maximales
Ideal}. Dann definiert man nach Krull [19]2), 1928, dimA:=Max {s| 3 p, ¢ p, §
... § ps€Spec A}, hp: = dim Ap, wobei A, =S™'A = A[X|ses/(sX; — 1),
S= A\p, derin p lokalisierte Ring mit dem maximalen Ideal pA, und dem Rest-
klassenkorper K(p) = A,/pA, ist. Der Krullsche Hauptidealsatz [22] besagt nun:
Ist p minimal D (a,, . .., a,), so folgt hp <r. Es gilt dazu die Umkehrung: Ist
p €Spec A und hp =1, so gibt es Elemente a,, - - ., a; € A, so dald p minimal
D(ay,...,a.) ist.

Fiir die nun folgende geometrische Deutung sei der Einfachheit halber k
ein algebraisch abgeschlossener Korper. Einer endlich erzeugten k-Algebra

A=Kk[ty,... t,] k[T, ..., Tol/J«=k[T,,..., Ty]=:P

entspricht dann eine affine algebraische Menge X = Spec A =: V(J)> Spec P =: A"
im affinen Raum A™. Dabei gehort zu x € X der ,,lokale Ring in x*“: A, = {f/g| f,
gEA, g(x) ¥ 0, d. h. g ¢ x} mit dem maximalen Ideal xA, und dem Restklassen-
korper K(x) = Q(A/x). Es ist x rational genau dann, wenn K(x) = k oder x EMax A
ist. Versieht man Spec A mit der Zariski-Topologie, bei der die abgeschlossenen
Mengen V (a) := {p € Spec A|p D a} zuldealen a C A sind, so beschreibt A, Spec A
lokal, d. h. in einer Umgebung von x, vollstindig. Das algebraische Studium lokaler

1) Stark erweiterte Fassung eines anlifllich der Feier zum Gedenken an Wolfgang Krull
am 3. Dez. 1976 in Bonn gehaltenen Vortrags.

2) Zahlen in eckigen Klammern, die mit dem Namen von Krull verbunden sind, beziehen
sich auf das Verzeichnis der Verdffentlichungen von W. Krull, sonstige Zahlen in eckigen Klam-
mern auf das Literaturverzeichnis am Ende dieser Abhandlung.
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noetherscher Ringe begann mit Krulls wegweisender Arbeit [51]. Krulls Dimensions-
begriff ist nichts anderes als der geometrische Dimensionsbegriff:

dim X =Max {sl 3 X, ?...? X, irreduzible abgeschlossene Teilmengen C X}.

Fur A =k[t,,...,t] Integrititsring stimmt er mit dem van der Waerdenschen
Dimensionsbegriff [45] iiberein: dim A = Transzendenzgrad (Q(A)/k). Der Haupt-
idealsatz besagt geometrisch: Durch Schnitt von r Hyperflichen erhilt man eine
algebraische Menge, deren irreduzible Komponenten die Kodimension < r haben.
Umgekehrt ist jede irreduzible algebraische Menge der Kodimension r Komponente
eines Schnittes von r Hyperebenen.

Zu den Standardtechniken der kommutativen Algebra gehort seit Krull in
der kommutativen Algebra das vorher schon in der Zahlentheorie aufgetretene
Lokal-Global-Prinzip:,,lokale** Eigenschaften gelten fiir A, also fiir X = Spec A,
wenn sie fiir alle x € Spec A fiir A, gelten; oft geniigt auch schon: wenn sie fiir
alle x € Max A fiir A, gelten. Z. B. gilt fir A-Moduln M, N und eine A-lineare Ab-
bildung f: M >N mit M, : = M®, A,,N,=N®, A, : f ist injektiv, surjektiv bzw. bi-
jektiv genau dann, wenn Entsprechendes fir f,: M, = N, firalle x €Spec A oder
auch nur fiir alle x € Max A gilt. So ist fiir einen Untermodul M<>N M =N
genau dann, wenn M, =N, V x €Max A ist. Folgerung: Fiir einen Integritatsring A
gilt in Q(A): A =N{A,|x €Max A}. In der garbentheoretischen Auffassung der
algebraischen Geometrie seit J. P. Serre [38] bedeutet dies, dat man Eigen-
schaften von Morphismen zwischen Garben auf X nur halmweise zu testen hat.

Im Zusammenhang damit steht der Fragenkreis des Hilbertschen Nullstel-
lensatzes: Ist im Polynomring P=k[T,,..., T,] firein Ideal JCP
N(J): = V(J) N Max P und fiir eine algebraische Menge M C Max P ~ A"

IM): =N{x|x EM}={fEPIf(x) =0 ¥V x EM}, so ist IIN(J)) =/7T, wobei

VT ={f€P | Infre€J}= N {x|J C x €SpecP}. Diese Aussage ist dquivalent zur
folgenden: Fiir alle x € Spec P gilt x = N {mlx C m& Max P}. Dies gilt nicht fiir alle
noetherschen Ringe A anstelle von P. Krull hat 1951 in [73], [74] Ringe mit dieser
Eigenschaft, die von ihm so genannten Jacobson-Ringe, untersucht. Insbesondere
zeigte er, daR mit A auch jede endlich erzeugte A-Algebra A[t,, ..., t,] Jacob-
sonsch ist. Ein dem Hilbertschen Nullstellensatz analoger Satz gilt in der lokalen
analytischen Geometrie in konvergenten Potenzreihenringen anstelle der Polynom-
ringe und wurde in der von Krull angeregten grundlegenden Dissertation von

W. Riickert [34] bewiesen.

Eine weitere klassische Schlufiweise von Krull [51] wird heute als Lemma
von Nakayama bezeichnet: Ist J=Jac(A): =N{mIm € Max A} das Jacobson-Radikal
von A und fiir einen endlich erzeugten A-Modul M =N + JM, so folgt M =N. Ins-
besondere hat man fiir einen lokalen Ring A, m: Aus M=N + mM folgt M = N.

Die Minimalzahl von Erzeugenden des A Moduls M =: u(M) 143t sich daher fiir
lokale Ringe A als Vektorraumdimension berechnen: u(M) = dim M/mM),

k= A/m. Nach dem Hauptidealsatz ist fir einen lokalen Ring A, m
em dim A: = u(m) = hm = dim A.
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2 Neuere Ergebnisse iiber minimale Erzeugendenanzahl, vollstindige Durch-
schnitte

Fiir ein Ideal a ¥ A sei ha: =Min {hplp Da }. a heifdt ,, Kurve*, wenn fiir
alle minimalen p Da dimA/p=1. Ista =(a,, ..., a,), r=ha, so heiBdt a voll-
stindiger Durchschnitt; ist\/_ =4/(ay, ..., a;), r=ha,so heildt a mengen-
theoretisch volistindiger Durchschnitt. a heiBt lokal volistandiger Durchschnitt,
wenn fiir alle x €EMax A, x Da, a, C A, vollstindiger Durchschnitt ist. Ist a
vollstindiger Durchschnitt oder mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitt, so
gilt nach dem Hauptidealsatz hp =r fiir alle minimalen p Da, d. h. alle Prim-
komponenten von a. Ein vollstindiger Durchschnitt ist stets auch mengentheore-
tisch vollstindiger Durchschnitt sowie lokal vollstindiger Durchschnitt, da
ha=h@/a) <h(ay) <p(ay) <p(a).

Fir Polynomringe P=k[T,,..., T,] liber einem Korper k, also dimP=n,
und Ideale a C P gilt:

(i +e=+(,,...,3,) (Storch [41], Eisenbud-Evans [14],1972).
(ii) Ist a lokal vollstindiger Durchschnitt, soist a =(a;,...a,) (Sathaye
[36], Mohan Kumar [28], 1976).

Dabei hat man zum Beweis von (i) nur ganz elementare SchluBweisen der kommuta-
tiven Algebra anzuwenden. (ii) benutzt dagegen das Resultat von Quillen -
Suslin-Vaserstein [32], [40], 1976: Jeder projektive Modul iiber einem
Polynomring ist frei. Dasselbe gilt fiir folgende Sitze: Ist a C P eine ,,Kurve‘ und
ist a lokal vollstindiger Durchschnitt, so ist a mengentheoretisch vollstindiger
Durchschnitt, L. Szpiro fir n=3[43],1975, Mohan-Kumar fir belie-
biges n [28], 1977. Fir Char k= p > 0 gilt dies sogar fiir beliebige Kurven:
Cowsik-Nori [10], 1978.

Uber beliebigen noetherschen Ringen A hat man nach Forster[16],
1964, fiir jeden endlich erzeugten A-Modul M die Abschiatzung u(M) < Max {u(M;)
+dim A/plp € Supp(M)}, wo Supp M = {p € Spec AIM, # <0>}, mit Verbesse-
rungenvon S wan [42], 1967.

3 Regulire lokale Ringe; Formenringe

Krull hat 1938 in der Arbeit [51] regulire lokale Ringe definiert (er nannte
sie p-Reihenringe): Ein lokaler Ring A, m heif3t regulir, wenn em dim A := dim m/m?
= dim A. Er hat dazu den Formenring oder assoziierten graduierten Ring
grm (A):= kéE . m*/mk*! gebildet, eine graduierte k:=A/m =gr,,, (A), — Algebra, die

von m/m? = gr,, (A), erzeugt wird. Mit e =emdim A, m = (ty,...,ty) hat man
daher einen surjektiven Homomorphismus graduierter Ringe
Sym(m/m?) =k[T,,..., T.] 5> gr, (A)
w w

T;— t;+ m? € m/m?
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Nach Krull [S1] gilt dim A = dim gr,, A, und somit ist A reguldr genau dann, wenn
@ ein Isomorphismus ist.

Die geometrische Bedeutung der reguldren lokalen Ringe erkannte
O. Zariski 1947, [49]: Sei mit den Bezeichnungen von Abschn. 1.
A = Ao der lokale Ring im O-Punkt einer affinen Varietit X mit 0€X=V(J) =
=Spec(P/J) CA",d. h.in P=k[T,,...,T,]1D(T,...T,) =(T) D], also
P/ D(T)/J =m <> 0 € X. Bezeichnet nun fiur f=f +f,,+...+fEk[T], fx
homogen in T vom Grade k, f, ¥0, f*: = f, die Leitform von f und J*:=(f*If€]J)
das graduierte Leitideal zu J im graduierten Ring k [T}, so ist k[T]/J* ~ gr, A und
folglich Spec(gr,, A) = V(J*) C A" gerade der Tangentenkegel von X in 0. Ande-
rerseits ist mit

I =(f,If=f, +...+f,€5)CI*  k[T}/J®=~Sym (m/m?),
da m/m? ~(T)/((T)* +1) = (D/(T)* + {f,If=f,+...€J}),

und somit Spec(Sym m/m?) C A" der Tangentialraum von X in 0, die lineare
Hille des Tangentenkegels. Als linearer Vektorraum ist letzterer Ty o=~

Homy (m/m?, k), und der kanonische surjektive Ringhomomorphismus ¢ oben ent-
spricht der Einbettung des Tangentenkegels in den linearen Tangentialraum.
Genau dann ist also Ag = (P/J),, regulir lokal, wenn g ein Isomorphismus, also

0 ein einfacher Punkt von X i.S. der algebraischen Geometrie ist. Da fiir

J=(fO, . .. fm) 3= (fD, ..., f{™) und Tx ,C A" somit durch die linearen Glei-
chungen
n f0 _
97 0 T.=fD =0, j=
i§1 aTl (0) Tl f1 0; ] 1, ce.e, My

beschrieben wird, erhilt man

. afd) .
e=dimTx o=n —rg 3T (0) ) = dim Ag (%),

wobei dim Ag = dim X: = Max (dim X;|0 € Xirredizible Komponente von X),
o

und Gleichheit in (*) ist 4quivalent mit Ay regulir (Jacobikriterium von Zariski).

Aus grp, (A) ~k[T,, ..., T,] fiur A reguldr hat Krull [S1] bewiesen, da
ein regulirer lokaler Ring integer und normal ist, da dasselbe fiir gr,,, (A) gilt. Daf}
ein regulirer lokaler Ring sogar faktoriell ist, habenerst Zariski [48]im geo-
metrischen Fallund Auslander-Buchsbaum 1959 [5] allgemein bewie-
sen. Dasselbe gilt fiir: Aus A regulir lokal folgt A, regulir lokal fiir alle p € Spec A.

Der fiir beliebige Ideale a in einem beliebigen noetherschen Ring A von
Samuel [35] eingefiihrte Ring grq(A) = k? a¥/ak*1 eine graduierte A/a -Al-

(1]

gebra, die von grg(A), =a/ a? erzeugt wird, hat steigende Bedeutung erlangt:
Mit a=(a,, ..., ap) minimal erzeugt erhilt man nimlich wie oben einen surjekti-
ven Ringhomomorphismus

¢: Ala[Ty, ..., Tyl graA
v v
Ti"—> ai+a2,
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und es gilt (vgl. D avis[11]): Genau dann ist a vollstindiger Durchschnitt, also
h a=m, wenn a GA und KerpCy/a-A/a[T,,...,Ty,] ist. Fir

a=,/a A ist also genau dann h a = m, wenn ¢ ein Isomorphismus ist. In

engem Zusammenhang damit steht der Begriff der A-reguliren Folge (a,, ..., a,):
Von einer solchen spricht man, wenn (a;,...,a,)%A undfir i=0,...,m—1
die Sequenzen

0_)Ai—)Ai—)Ai+l _)0, A0=A,

U o w
X> 34X
exakt sind.
Es ist die Tiefe von A tA: = Max{sl 3(a,, ..., a;) A-regulire Folge C A}.
Dann gilt fiir die obige Abbildung ¢: Aus a = (a,,...,a,,) ist A-f‘eguléire Folge

folgt: ¢ ist Isomorphismus. Ist a C Jac(A) = N {m|Im € Max A}, insbesondere
also, falls A ein lokaler Ring # a ist, so gilt auch die Umkehrung, Grothen-
dieck [18].Fallsa=(a;,...,an) =4/a, sind also 4quivalent: (i) a ist voll-
stindiger Durchschnitt mit u( a ) =m =h( a); (ii) y ist Isomorphismus;

(iii) (a;, ..., a,) ist A-regulire Folge. — Insbesondere ist fiir A regulir lokal,
m=(t;,...,t,), n=dim A, (t,,...,t,) A-regulire Folge, also tA = dim A.
Fiir beliebige lokale Ringe ist stets tA < dim A. Falls das Gleichheitszeichen gilt,
heifit A Cohen-Macaulay-Ring (= CM-Ring). Regulire lokale Ringe sind also
CM-Ringe, Cohen 1946 [9], Auslander-Buchsbaum [6].

Der Formenring spielt auch eine entscheidende Rolle in der Multiplizitits-
theorie von Samuel [35], 1951, und bei der Singularititenauflosung von
Hironaka [22], 1963, wie allgemein beim geometrischen ProzeR der Aufbia-
sung. Insbesondere hat auch grq(A), =a/a? als Konormalenmodul geometri-
sche Bedeutung.

4 Ganze AbschlieBung, Krullringe

Zunichst verdankt man Krull [49] — zumindest fiir den Spezialfall von Inte-
grititsringen — die heute mit going up und going down beschriebenen Aussagen:
Fiir eine ganze Ringerweiterung A B, yinjektiv, ist die zugehorige Abbildung
Spec ¢: Spec B-» Spec A surjektiv und abgeschlossen. Es ist dim B = dim A. Sind
A und B dazu noch Integrititsringe und ist A normal, d. h. ganz abgeschlossen in
Q(A), so ist Spec ¢ auch offen.

Fiir Integritatsringe A findet sich schon bei Krull die Serresche Charakteri-
sierung: A ist normal genau dann, wenn

(i) fir alle p € Spec A mit hp =1 A, regulir und damit ein diskreter Bewer-
tungsring ist, und

(ii) fur alle 0+ f € A gilt: f besitzt keine ,,eingebetteten Komponenten*, d. h.
fiir alle zu A/(f) assoziierten Primideale gilt hp = 1 oder, dquivalent dazu,
tA, = Min (2, hp) fiir alle p € Spec A.
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Z. B. sieht man so, daf} eine isolierte Hyperflichensingularitit fiir dim A > 2 stets
normal ist. — (1) bedeutet geometrisch, daf fir eine normale affine Menge
Spec A=X der singulire Ort S(X): = {p € Spec AlA, nicht regulir} in X die
codim S(X)>2 hat. — (i) ist 4quivalent zu (ii’): In Q(A) ist A =N{A,lhp=1,
p € Spec A}.

Krullringe sind nun nicht notwendig noethersche Integrititsringe A mit (i)
und (ii") sowie der (fiir noethersche A stets erfiillten) Endlichkeitsbedingung (iii'):
Fiir alle 0 # f € A gilt: f ist nur in endlich vielen p € Spec A mit hp = 1 enthalten.
— Die Bedeutung der Krullringe fiir die kommutative Algebra besteht darin, daf}
fiir einen noetherschen Integrititsring A die ganze AbschlieBung A C Q(A)
(fir dim A > 2) nicht mehr notwendig noethersch, dafiir aber stets Krullring ist
und man fiir Krullringe eine Divisorenklassengruppe C(A) definieren kann. Fiir
geometrische Anwendungen kann man sich jedoch meist auf noethersche Ringe
beschrinken, da fiir die in der Geometrie auftretenden Ringe A sogar endlicher
A-Modul und damit wieder noethersch ist.

Man definiert fiir einen Krullring A C(A) als Cokern:

Q(A)*—>Div(A)= @ Z:-p—->C(A)—>0 exakt.

hp=1
w w ’
f = ()

A ist faktoriell genau dann, wenn C(A) = {1}, oder, dquivalent damit, wenn alle
p € Spec A mit hp = 1 Hauptideal p = (f) sind. Geometrisch entspricht fiir
X=Spec A Div(A) der Gruppe der Weil-Divisoren Div(X) = ®z-v

codim Y = 1, YCX irreduzibel

Wichtiger fiir globale geometrische Fragen sind die Cartier-Divisoren, das
sind solche Divisoren, die lokal Hauptdivisoren (f) sind. Durch Restklassenbildung
nach der Untergruppe der (globalen) Hauptdivisoren (f), f € Q(A)*, erhilt man so
die Untergruppe Pic(X)<— C(X). Im allgemeinen ist Pic(X) viel kleiner als C(X),
fir einen lokalen Ringen A z. B. stets Pic(A) ={1}, denn Pic(A) ist auch die Gruppe
der Isomorphieklassen endlich erzeugter projektiver A-Moduln M mit
M ®,Q(A) = Q(A) und C(A) die Gruppe der Isomorphieklassen endlich erzeugter
reflexiver solcher A-Moduln M (d.h. M = Hom, (M, A), A)). Wann ist nun
Pic(X) = C(X)? Dies gilt genau dann, wenn X lokal-faktoriell ist, d. h. wenn fiir
alle x € Max A A, faktoriell ist, speziell also fiir regulire A,. Fir lokale normale
Ringe A ist C(A) eine wichtige Invariante. Z. B. charakterisiert die Endlichkeit von
C(A) fir normale A, dim A = 2, gerade die rationalen Singularititen. Vgl. dazu
E. Brieskorn [8Jund J. Lipman [26]sowie allgemein zu Divisorenklas-
sengruppen Fossum [17].

Eine weitere sehr wichtige Rolle spielt die Normalitit in der Geometrie in
Zariskis Main Theorem. Vgl. dazu die algebraische Fassung von C. Peskine [31].
Ferner kann oft o. E. Normalitit vorausgesetzt werden, da man in der Geometrie
zur Normalisierung (algebraisch = ganzen Abschliefung im Quotientenkorper) liber-
gehen kann, da A= A endlichist, F.K. Schmidt [37].
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5 Allgemeine Bewertungen, Stellen

In [35] hat Krull 1932 allgemeine Bewertungen eingefiihrt, das sind Bewer-
tungen eines Kérpers K mit beliebiger geordneter abelscher Wertegruppe. Eine Be-
wertung wird vollstindig beschrieben durch ihren Bewertungsring. Die Bewertungs-
ringe v C K sind genau die Unterringe v C K mit der Eigenschaft fir alle x €K
ist x oder x~! €v. v ist dann ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal
m={x €Evix ! €v} unddem Restklassenkdrper k =v/m. Zu einer Bewertung ge-
hort demnach der kanonische Homomorphismus ¢: v = v/m = k. Setzt man noch
@(x) = oo fiir x € v, so erhilt man eine ,,Stelle” ¢: K -k U {0}. Dabei kann man
k durch einen grofleren Korper, etwa durch einen algebraisch abgeschlossenen Ober-
korper Dk ersetzen. Jeder Ringhomomorphismus eines Unterringes R C K
¥: R=>Q, Q ein algebraisch abgeschlossener Korper, 1dft sich nun zu einer Stelle
p: K> Q U {o0} fortsetzen. Danun van der Waerden [46] den funda-
mentalen Multiplizititsbegriff auf den Begriff der Spezialisierung griindete, wobei
Spezialisierungen durch Ringhomomorphismen in Korper definiert werden konnen,
haben sich Stellen und damit allgemeine Bewertungen fiir die Begriindung der alge-
braischen Geometrie in der 40er Jahren in den Hinden hauptsichlich von
O. Zariski [48], C. Chevalley, A. Weil und S. Abhyankar
als wesentliches Hilfsmittel bewihrt. Insbesondere die grundlegenden Arbeiten zur
Auflésung von Singularititen im 2- und 3-dimensionalen Fallvon O. Zariski
[50Jund S. Abhyankar [1]benutzen systematisch Bewertungen und Stel-
len. So haben diese von Krull bereitgestellten rein algebraischen Hilfsmittel zur
Entwicklung der algebraischen Geometrie wesentlich beigetragen, wenn sie sich
auch heute dort weitgehend als entbehrlich erwiesen haben.

Algebraisch werden die ganzabgeschlossenen Unterringe eines Korpers als
die Durchschnitte von Bewertungsringen charakterisiert. Eine zusammenfassende
Darstellung verschiedener Aspekte der Bewertungstheorie findet man bei
O. Endler [1I5].

6 Komplettierung lokaler Ringe

In [51] hat Krull fiir einen noetherschen lokalen Ring A, m gezeigt, dafy
N{m¥ |k =0} = (0) (*) ist (Krullscher Durchschnittssatz) oder, dquivalent damit,
daf die durch die Potenzen {mX} als Basis der Nullumgebungen auf A definierte
Krulltopologie separiert ist. Sodann hat er, dem 1-dimensionalen Vorbild der Zah-
lentheoretiker (K. Hensel, H Hasse u. F.K. Schmidt) folgend, fiir
A die Komplettierung betrachtet A= lim A/m*. (*) besagt dann, daﬂs die kanoni-
sche Abbildung AT A injektiv ist. Bindeglied zwischen A und A 1st der Formen-
ring: graA S graA, da m*/mk*! = mk/mk*1. Man erhilt so, daB A wieder
noetherscher lokaler Ring ist, dim A = dim A und A reguldr genau dann, wenn
A regulér etc.

Der Vorteil, zur Komplettierung iiberzugehen, besteht zunichst darin, dafy
man dort in der Krull-Topologie sozusagen Analysis treiben kann, da dort das
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Cauchysche Konvergenzkriterium gilt. Noch wichtiger ist, da® man so oft ausge-
hend vom Restklassenkdrper A/m =k vermoge des inversen Systems

Afm < Am? < A/m® <. ..« A/m* .. «lim A/m* = A

Elemente, Morphismen usw. auf A | liften* kann. Man erhilt so das aus der Zahlenthe-
orie vertraute Henselsche Lemma (s. Abschn. 8.) sowie analog zum 1-dimensionalen
Fall die von Krull 1938 vermuteten und 1946 von1.S. Cohen [9] bewiesenen
Struktursitze: Ist Ch A=Chk, k= A/, und A reguldr, so ist
A=k[[X,,..., an]. Fir ChA=0, Chk= p > 0 und A regulir erhilt man eine
dhnliche Aussage: A =~ B[[X;, ... X,]], B ein kompletter diskreter Bewertungs-
ring mit mg = (p) und B/my = Xk, nur im unverzweigten Fall: p € m?. Schwierig-
keiten macht oft der verzweigte Fall.

Die Standardmethode der kommutativen Algebra besteht damit in

1. der Reduktion von beliebigen Ringen auf lokale Ringe A, m mittels des
lokal-Global-Prinzips,

2. Ubergang von A, m zur Komplettierung A, m,

3. Rechnen in A, m, etwa unter Benutzung der Struktursitze (nicht regu-
lare komplette lokale Ringe sind stets homomorphe Bilder eines regularen kom-
pletten lokalen Ringes, sogar eines unverzweigten!),

4. Abstieg (descent) von AzuA.

Es kommt also darauf an, den Ubergang von A+— A und umgekehrt zu
untersuchen. Hierzu hat J.-P. Serre 1955 [39] gezeigt, daR A — A treuflach
ist, d. h. daB fir A-Moduln M der Funktor M—M @ AA treu-exakt ist. Man sieht
$0 Z. B., dafd M genau dann endlich erzeugt, frei usw. ist, wenn dasselbe fiir den
A-Modul Me AA gilt. Eine andere dquivalente Formulierung der Treuflachheit,
wie sie fast schon bei Krull [51] vorkommt, ist die folgende: Ist ein lineares Glei-
chungssystem

(*)  Ya;xi=bj, a, bEA
1

16sbar durch x; € /A\, so folgt:
Es existiert eine Losung x{ von (*) € A und Lésungen y,; € A des zugehdrigen

p ~
homogenen Systems mit x; = x| + Z a, Vi, a, € A.

Folgerung: Eine Losung X; E A 14t sich beliebig genau durch Losunan
x| € A approximieren. Zu a, € A existieren namlich a, € A mit a, = a, (M°).
So hat z. B. schon Krull gezeigt, daB fiir ein Ideal a C A aANA-=qist.

Man braucht aber auch, daf sich andere Eigenschaften, Regularititseigen-
schaften, wie z. B. reduziert, normal usw. beim Auf- und Abstieg gut verhalten.
Dies ist fiir den A bstieg meist der Fall, nicht jedoch fiir den Aufstieg. Fiir die lokalen
Ringe A=k[t,,...,t,],, keinKorper, der klassischen algebraischen Geometne haben
Chevalley bzw Zariski gezeigt, da® aus A reduziert bzw. normal A redu-
ziert bzw. normal folgt. Dies gilt nicht fiir alle noetherschen lokalen Ringe A.
M. Nagata (vgl. [29] und die dort zitierten Originalarbeiten)und A. Gro -
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thendieck [18] haben daher Klassen von Ringen untersucht, die alle ge-
wiinschten Eigenschaften haben — Grothen die c k nannte sie exzellent —,
und gezeigt, dafd sie z. B. stabil sind gegen Ringerweiterungen von endlichem Typ.
Damit sind alle Ringe, die endlich erzeugt iiber einem Korper oder Z sind, also die
Ringe der klassischen algebraischen Geometrie, exzellent. Dafd dies auch fir die
Ringe der analytischen Geometrie gilt (fir Char p > 0 und [k:kP] = o), hat
R. Kiehl [24] bewiesen. Vgl. dazuauch Matsumura [27].

Die geometrische Bedeutung der Komplettierung besteht nach
J.-P. Serre [39] darin, daf fir k =C z. B. eine affine algebraische Menge
X=V(J) C A"(C) neben der algebraischen Struktur auch kanonisch eine analyti-
sche Struktur X®" trigt (da Polynomfunktionen spezielle holomorphe Funktionen
sind). Fir A=C([X,,..., X;]x), den lokalen Ring des A" im Nullpunkt 0, ist
z. B. der lokale Ring von (A™)?" in O der Ring C{X,, ..., X,} der konvergenten
Potenzreihen, und man hat A = C[X]x," A*" = C{X} <> A = A2 = C[X] (%)
als Komplettierung beidesmal den Ring der formalen Potenzreihen. Entsprechen-
des gilt fiir beliebige Punkte x € Spec A C A". Die Auf- und Abstiegseigenschaf-
ten exzellenter lokaler Ringe liefern dann fiir viele lokale Eigenschaften (= Eigen-
schaften der lokalen Ringe) deren Invarianz gegeniiber dem Ubergang von X zu X2".

7 fitale-Erweiterungen

Das Studium unverzweigter und étaler Ringerweiterungen begann mit
Krulls Arbeit [54] 1939. Ihre geometrische Bedeutung haben vor allen S. A b -
hyankar [2Jund A. Grothendieck [18],[19]erkannt und systema-
tisch untersucht. Wir betrachten lokale Ringerweiterungen A,~ B, zu einer endlich
prisentierbaren Erweiterung folgender Gestalt

#)  A-SB=A[T,..., T, ..., 1),
oder geometrisch
soens
X = Spec A1 X = Spec B .

w w
y <—x

Wie iiblich, seien K(x) = B,/xB, D K(y) = A,/yA, die Restklassenkorper. Dann
heifdt

Ay— B, bzw. fin x étale,

wenn eine der drei 4quivalenten Bedingungen erfiillt ist:
of;

(1)  det | = (x) 0 in K(x) (Jacobikriterium)
aTJ' Lji=1,...,1

2) (i) B,/yBy =By ®a, K(y) ist Korper und folglich = K(x) und K (x) ist
endlich separabel algebraisch iiber K(y), d. h. A,— B, ist unverzweigt.
(i) A, - B, ist flach, also treuflach.

(3)  Falls K(y) = K(x) ist: A, B,.
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(1) zeigt, daB® {x € X = Spec BIf étale in x} in X offen ist. Mit Zariskis
Main-Theorem kann man zeigen, daf} eine lokale Ringerweiterung genau dann étale
ist, wenn sie dquivalent zu (1) darstellbar ist in der Form

(1) Ay =B, =(A,[T]/(f))x, wobeif ein normiertes Polynom € A, [T] (nur
1 Variable!), x € Spec (A, [T]),x NAy, =y, f€x und f' § x ist.

Aus (2) (i), (ii) folgt (ii'): A, - By ist injektiv und (ii"”): dim A, = dim B,.

Ist zusitzlich Ay normal, so ist unter Voraussetzungvon (2)(i) (ii) dquiva-
lent zu (ii'). Es folgt dann: Auch B, ist normal (Krull [54]). Ist zusitzlich Ay
reguldr und By, CM-Ring (z. B. ebenfalls reguldr), so ist unter Voraussetzung von
(2)(i) (ii) aquivalent zu (ii").

Fiir die Geometrie wichtig sind Morphismen f= Spec i: X=SpecB-=>Y =
= Spec A mit f étale fir alle x € X: Etalemorphzsmen Sie sind nach (2) charakte-
risiert durch
(i) Fiir alle y €Max A ist die ,,Faser B ®, K(y) leer oder endlich und reduziert,

d. h. = II K(y) (da nach unserer vereinfachenden Annahme in Abschn. 1
Xy

der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen sein sollte, also K(y) =k ist
fir y € Max A).
(ii) f ist flach.

(ii) impliziert: fist offen. Fir Y reduziert gilt (unter Voraussetzungen von
1) auch die Umkehrung

Etaleuberlagerungen sind Etalemorphlsmen f: XY, die endlich sind, d. h.
B ist vermdge A—> B endlicher A-Modul. Fiir solche endlichen Morphismen mit
(i) ist (ii) 4quivalent zu dim B ® , K(y) =If~'(y)| ist lokal konstant.

K(y)

Allgemein ist nach dem Mam Theorem von Zariski ein Etalemorphismus
f: X > Y faktorisierbar f: X~ X-%> Y, wobei j eine offene Einbettung und g eine
Etaleiiberlagerung ist.

Die étaleﬁberlagerungen bilden die Grundlage fiir eine algebraische Theorie
der Fundamentalgruppe [19], die Etalemorphismen die Grundlage fiir dievon A.G r o -
thendieck [20] eingefiihrte Iftaletopologie, die spéter den Beweis der Weilver-
mutungen moglich gemacht hat, Deligne [12].

In der Geometrie iiber dem Grundkérper k = C ist fir x € Max A, also auch
y EMax A, K(x) =K(y) =C, f: X—Y étale in x fiir die lokalen Ringe O an und
O, an der zugehorigen komplexen Ridume X®" und Y?" dquivalent zu

4 Oyan, 5 Oyan ,» d. h.zu 2" X*">Y?" jn x Jokal biholomorph.

Dies liefert der Satz iiber implizite Funktionen: Wegen (+) oben geht nimlich
Ay = B, im Analytischen nach einem Variablenwechsel in

Oyan y=Oyan , {T1,. .., T} /(fr, ..o, £) = Opan

iilber. Aus K(y) = K(x) = C erhilt man dann x°= (x9, x?) €C' mit

f2(x%=0 (f;ist € OYan [T], f2 € C[T] sei das Polynom das durch Einsetzen
von y €C" in die Koefflzlenten € OYan entsteht; algebraisch: Man ersetzt die
Koeffizienten durch ihre Restklassen in 6 /my =K(y) =C), und (1) liefert
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afl
L (x° #0in C.
det (6Tj (x )) . in

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen (s. etwa Kurke [25], p. 47) gibt es
dann X = (X, - . ., %) € Ogan, mit fi(X)=0, i=1,...,r und X mod my= x%.
X liefert aber mit T; = X; einen Ringhomomorphismus $: Oyan

{T,, o T Ey L f) >0y an mit BOa=idoYm ,und « ist ein Iso-

yee el

morphlsmus Umgekehrt folgt aus (4) sofort obige Bedingung (3), da A O
und B =0

Der Satz uber implizite Funktionen besagt also, daf in der ,,analytischen
Geometrie* eine Etale-Erwetterung stets schon ein lokaler Isomorphismus ist. Der
Satz iiber implizite Funktionen gilt nicht in der algebraischen Geometrie, genauer
nicht in der sehr groben Zariski-Topologie. Durch Einfithrung der feineren Etale-
topologie wird seine Giiltigkeit per definitionem erzwungen.

Xxan x*

8 Henselsche lokale Ringe

Henselsche lokale Ringe wurden von N a gata [30] eingefiihrt und kon-
struiert mit Hilfsmitteln der ,,Galoistheorie oder Hilbertschen Verzweigungstheorie
normaler Ringe*, die Krull in [35], [46] und [59] entwickelt hat. Wir kniipfen hier
an Abschn. 7 an. Die obigen Schlufiweisen ergeben: Fiir einen lokalen Ring A,m
mit Restklassenkorper k = A/m sind 4dquivalent:

@) Aus fy, ..., f.€A[T,, ..., T,1,x° €k, f2(x®=0,i=1,...,r,

0

det (g;‘ 0)) 0 in k folgt: Es existiert X € A" mit f(X)=0
i=1,. .j. ,r und X mod m = xY (verallgemeinertes Henselsches Lemma
oder Satz iiber implizite Funktionen).

(i)  Aus fEA[T], x° €k, f°(x% =0, f'°(x°) 0 in k folgt: Ex existiert
X € A mit f(X)=0 und X mod m = x° (Henselsches Lemma).

(i)  Aus A = By lokale Etale-Erweiterung i. S. von Abschn. 7 mit k =K(x) =
= B,/m, folgt A > B,.

Lokale Ringe mit diesen Eigenschaften heif’en henselsch.
Es gilt: Ein kompletter lokaler noetherscher Ring A = A ist henselsch, die

Ringe konvergenter Potenzreihen C{X,, ..., X,} und ihre Restklassenringe sind

henselsch. — Eine andere dquivalente Charakterisierung henselscher Ringe ist

(iii)  Fiir jede endliche Ringerweiterung A =B ist B ~ H B, der Lokalisierun-
gen nach seinen maximalen Idealen m;.

Die henselschen Ringe sind die Fasern der Strukturgarbe in der Etaletopologle

Firr einen beliebigen lokalen Ring A und seine Komplettierung A — A hat
man fiir jede lokale Etale- -Erweiterung A — B, mit k = K(x) genau einen injekti-
ven Ringhomomorphismus i

By

/ )
.
.
.
o

1
A—3A
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Dies gilt iibrigens fiir jeden injektiven lokalen Ringhomomorphismus A— Ain
einen henselschen Ring A anstelle von A. Man erhilt so in A:
A X:= limB,=UBS>A
A — By lokal étale, k = K(x)
mit A die Henselisierung von A. A > A ist eindeutig durch eine universelle Eigen-
schag charakterisiert, es ist die ,,kleinste‘‘ henselsche lokale Ringerweiterung von
A. A ist gefilterter Limes von iiber A im wesentlichen endlich erzeugten B,. Es ist

A,m lokal und A>A. A-2A ist treuflach und A noethersch, wenn A noethersch
ist. Fur den Aufstieg A— A hat man alle gewunschten Permanenzeigenschaften,
ohne weitere Voraussetzungen iiber A bzw. A —> A.
In der am Ende von Abschn. 6 beschriebenen Situation erhalt man

~ A A TN
A=C[X]x) CACC{X} CC[X]=A=A=C(X}

und A ist gerade der algebraische Abschlufivon A in C [ X] oder in C{X}. Vgl. dazu
auch M. Raynaud [33].

9 Der Approximationssatz von M. Artin
(vgl. [3] und die dort zitierten Originalarbeiten)

Es sei A lokal und im wesentlichen endlich erzeugt iiber einem Korper k

oder einem exzellenten Dedekindring k, also A =k[x,, ..., Xalp,

p € Spec k[x;, ..., Xp], oder A eine lokale analytische. Algebra und ACACA.

Ein Gleichungssystem

() £.(X)=0,i=1,...,m, f; EA[X,,...,X,] habe eine Losung x € A:
fi(x) =0, i=1,...,m. Dann existiert zu jedem s ¢ein x' €A mit
f;i(x)=0, i=1,...,m, und x'=x ().

Vgl. dazu die Aussage in Abschn. 6 iiber das dort lineare Gleichungssystem (*).
Wegen A= hm B, in den ersten beiden Fillen folgt dort sogar: Es existiert eine

solche Losung x' von (*) in einem By, das im wesentlichen endlich erzeugt iiber

A ist.
Als Folgerungen daraus erhilt man (vgl. M. Artin [3], [4D):

1. isolierte irreduzible Singularititen sind algebraisierbar;
2. globale Existenzsitze in der algebraischen Geometrie;
3. eine algebraische Struktur auf kompakten komplexen Raumen X, sofern

der Transzendenzgrad iiber C der Kérper K; der meromorphen Funktionen auf den
irreduziblen Komponenten X; von X = dim X;;

4. ein neues Konstruktionsverfahren von M. Hochster [23]in der

kommutativen Algebra: Es wird die Existenz von ,,groflen‘ Cohen-Macaulay-
Moduln zunichst im Falle der Char p > 0 im kompletten Fall, worauf man sich
beschrinken kann, i.w. mit Hilfe des Frobeniushomomorphismus gezeigt. Danach
wird die Existenz fiir den Fall von lokalen Ringen A, die einen Korper der Char 0
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enthalten, via Komplettierung, Approximation nach M. Artin und Reduktion
modulo p reduziert auf den Fall der Char p > 0.

Mit diesem Ausblick auf einige neuere Entwicklungen in der kommutativen

Algebra und algebraischen Geometrie, zu denen die Arbeiten von W. Krull in we-
sentlichen Punkten die Grundlagen geschaffen haben, wollen wir uns hier begniigen.
Zur Historie findet man Quellen zur kommutativen Algebra im Anhang A 2,
Nagata[29],in N. Bourbakis Historical Notes [7] und bei Kaplansky
[23a], zur algebraischen Geometriein J.Dieudonné [13J]und vander
Waerden [44], insbesondere im Anhang, und nicht zuletzt in Krulls Idealbe-
richt [109].
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Rationale quadratische Formen*)

J. W. S. Cassels, Cambridge

1 Einleitung

Die Theorie der iiber dem rationalen Zahlkodrper Q oder iiber dem Ring Z der
ganzen rationalen Zahlen definierten quadratischen Formen ist bei weitem zu grof,
um im Rahmen eines einzelnen Vortrags erdrtert zu werden. Hauptthema dieses Be-
richtes sind sog. ,,lokal-globale* Sitze und ihre Beschrinkungen; d. h. die Auskunft,
die aus p-adischen Betrachtungen gewonnen werden kann. Einige Ergebnisse lassen
sich auf algebraische Zahlkodrper oder anderswie erweitern; darauf wollen wir aber
nicht eingehen (vgl. O’Meara (1963)).

Notwendigerweise ist viel von dem Stoffe schon in meinem vor kurzem er-
schienenen Buch (Cassels (1978)) enthalten, wo der Leser Beweise usw. finden
kann. Diese Ubersicht will aber selbstindig sein und bringt ein bifichen neues, ins-
besondere iiber ternidre Formen.

Bei einer Primzahl p bezeichnen wir mit Q, bzw. Z, die p-adischen Zahlen
bzw. die ganzen p-adischen Zahlen. Wie gewdhnlich ist Q_ = Z_ = R der Korper der
reellen Zahlen. Die Variablenanzahl wird mit n bezeichnet. Wir schreiben
X =(Xq,...,X;) USW.

2 Benehmen iiber Korpern

Die Beziehung zwischen dem Benehmen der rationalen quadratischen For-
men iiber Q und iiber Q, ist sehr eng und wird vom urspriinglichen lokal-globalen
Prinzip von Hasse (1923, 1923 a) gegeben:

Satz2.1(,,Das schwache Hassesche Prinzip“) Zweiiber
Q definierte quadratische Formen f (x), g (x) sind iiber Q genau dann dquivalent,
wenn sie iber allen Q, (einschl. p = =) dquivalent sind.

Satz2.2(,,Das starke Hassesche Prinzip *) Eineiiber Q
definierte quadratische Form f (x) stellt die Null nichttrivial iiber Q genau dann dar,
wenn sie die Null nichttrivial iiber allen Q,, (einschl. p = =) darstellt.

Auf f (x) — b x24, angewandt, ergibt Satz 2.2 sofort die
*) Erweiterte Fassung eines Hauptvortrages, gehalten auf der J ahrestagung 1979 der
Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Hamburg.
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Folgerung f (x) stellt b € Qiiber Q genau dann dar, wenn sie b iiber allen Q,
(einschl. p = o) darstelit.

Die Eigenschaftsworter ,,schwach‘ bzw. ,,stark‘ sind {iblich, weil Satz 2.1
sich aus Satz 2.2 mit ganz allgemeinen Schliissen herleiten lifit (Witt (1936)). Es
gibt Korper (z. B. R (t)) wo ein Analogon von Satz 2.1 gilt, ein Analogon von
Satz 2.2 aber fehlt.

Im wesentlichen hatte Minkowski (1890) schon Satz 2.1 ausgesprochen. Er
konnte ihn aber nicht so knapp formulieren, weil Hensel die p-adischen Zahlen noch
nicht erfunden hatte, obgleich Minkowski gewissermafden schon p-adisch dachte.
Satz 2.2 zeigt auch die Vorteile der p-adischen Sprache, sowohl in Aussagen als in
Beweisen. Der Fall n = 3 ist im wesentlichen ein klassischer Satz von Legendre
(1798) und Gauss (1801). Der Fall n > 3 wurde von Meyer (1884) behandelt: seine
Formulierungen sind aber umstindlich und seine Beweise ziemlich kompliziert und
wohl nicht ganz richtig (vgl. auch Dickson (1930)). Beildufig bemerkt bezeugt das
Buch von Dickson (1930), wie lange es dauerte, bis die p-adische Denkweise sich
durchsetzen konnte. Im Buch (und auch im Referat von Mordell in der Mathemati-
cal Gazette) sind die Hasseschen Arbeiten nicht erwihnt.

3 Ganzzahlige Aquivalenz

Zwei ganze quadratische Formen, die iiber allen Z, (einschl. «) dquivalent
sind, brauchen nicht iiber Z dquivalent zu sein. Z. B. sind

f,=2x2+41y?; f,=x2+ 82y? 3.1

iiber allen Z,, dquivalent (da 2 bzw. 41 ein Quadrat in Z4, bzw. Z, ist): sie konnen
aber nicht iiber Z diquivalent sein, da f, die Eins ganzzahlig nicht darstellt. Ein wei-
teres Beispiel ist:

g, =2x>-41y?; g,=x*—82y% 3.2)

Dabei liegt die Nichtdquivalenz nicht so unmittelbar auf der Hand. Wir sind hier auf
eine logische Eigentiimlichkeit der Definition der Aquivalenz gestofien, nimlich, daf
sie ineffektiv ist: d. h. keinen Algorithmus angibt, mit dem wir unfehlbar entschei-
den kdénnen, ob zwei Formen Z-iquivalent sind oder nicht. Und zwar war es lange
unbekannt, ob

x? —3y? —2yz —23z%; x®—-7y?—-6yz—11z° 3.3)

aquivalent sind (Dickson (1930), S. 147). Wir kommen auf diese Frage der Effekti-
vitit wieder zuriick.

Die Formen, die untereinander iiber allen Z,, (einschl. =) dquivalent sind,
bilden ein Geschlecht. Sie haben dieselbe Determinante. Ein Geschlecht enthélt nur
endlich viele Z-Aquivalenzklassen. Gehoren f,g demselben Geschlecht an, so gibt es
bei jeder natiirlichen Zahl M eine zu g Z-dquivalente Form g* derart, daf8

g*(a)=f(a) (modM) 3.4

tiir jeden ganzen Vektor a gilt. Man kann also unméglich die Aquivalenzklassen von
f und g mit lokalen Mitteln trennen.




Rationale quadratische Formen 83

Die Macht des lokal-globalen Paradigmas ist aber bei weitem nicht er-
schopft. Definitionsgemif sind zwei Formen f,g desselben Geschlechtes sicher
Q,-dquivalent fiir alle p, und folglich Q-dquivalent nach dem schwachen
Hasseschen Prinzip (Satz 2.1). Mit anderen Worten gibt es einen Q-Vektorraum V
der Dimension n mit einer quadratischen Form ¢ und Elementen b, . . ., b,,

Cy, . . . €y von V so beschaffen, da®

¢ (x1by +. ..+ X5by) = (xyq,...,Xp); (3.5)
¢ (xlcl .+ xncn) g(xl; ce . axn)

Wir konnen jetzt wieder lokal angreifen, mit der Hoffnung, neue Auskunft iiber die
Aquivalenz oder Nichtiquivalenz von f und g zu bekommen.

4 Gitter

Wir sind also auf die folgende Situation gefiihrt. Es sei V ein n-dimensionaler
Q-Vektorraum und ¢ eine (regulidre) quadratische Form auf V. Die orthogonale
Gruppe bzw. die eigentliche orthogonale Gruppe bezeichnen wir mit O (V) bzw.

O* (V). Ein Gitter A in V ist ein freier Z-Modul vom Rang n (d. h. die Menge der
x; by +.. .+ x.b,, wobei by, ... b, linearunabhingig sind und x,, . .. ,X, den Ring
Z durchlaufen). Zwei Gitter A,I" heilen dquivalent, falls ' = 0 A mit 6€E0* (V). Auf
die am Ende des vorigen Absatzes skizzierte Weise entsprechen den Aquivalenzklas-
sen von Gittern ein-eindeutig die eigentlichen Aquivalenzklassen von Formen (d. h.
in bezug auf ganze Transformationen der Determinante +1).

Bei jeder Primzahl p entspricht dem Q-Vektorraum V der ,,lokalisierte*
Qp-Vektorraum V, = VQ®q Q,. Die Erweiterung von ¢ auf V, bezeichnen wir auch
mit ¢. Ein Z,-Gitter ist ein freier Z,-Modul vom Range n in V,,. Insbesondere ist
A, = A®z Z, das ,,Lokalisierte* von A. Zwei Gitter A,I" sind im selben Geschlecht,
wenn bei jedem p (# %) es ein ap€O+(Vp) gibt derart, daB A, = ¢,I",. Den Gitter-
geschlechtern entsprechen ein-eindeutig die Formengeschlechter, die zu ¢ rational-
dquivalent sind.

Bei Lokalisierung benehmen sich die Gitter besonders artig:

Hilfsatz 4.1 a) Es seien AT’ globale Gitter. Dann gilt A, =Ty, fiir fast alle p.

b) Es sei A ein globales Gitter und bei jedem p (F ) sei I‘(P) ein Zy-Gitter,
wobei I'P) = A, fiir fast alle p. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes globales Git-
ter T mit T, = l"(")fur alle p.

,,Fast alle p* bedeutet ,, alle bis auf endlich viele Ausnahmen*‘. Mit [y, usw.
bezeichnen wir das Lokalisierte eines globalen Gitters I': die I'® dagegen smd nur
lokal gegeben. Die Adele sind die Bildungen & = {£,}, wobei p alle Primzahlen und
e durchlauft, und &, €0*(V,) fiir alle p, £, € 0*(A,) fiir fast alle p. Dabei bezeich-
net O“(A‘,) die Untergruppe von O* (Vp), die A invariant lat. Dem Hilfsatz zufolge
ist diese Definition von der Wahl des globalen Gitters A unabhiingig. Die Adele bil-
den eine Gruppe O} (V), die transitiv auf den Gittern eines Geschlechtes nach der
folgenden Vorschrift wirkt: I' = £ A bedeutet

Fp=%., A, (allep#o). , 4.1
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Nach dem Hilfsatz ist I' durch §, A eindeutig bestimmt. Die Bestimmung der Aqui-
valenzklassen eines Geschlechtes lafit sich also als eine Frage iiber die Gruppe
O (V) betrachten.

Ehe wir eine neue Einteilung der Gitter, die Spinorgeschlechter, einfithren,
milssen wir etwas {liber die Spingruppe sagen.

5 Die Spingruppe

Die orthogonale Gruppe O*(V) besitzt eine Doppeliiberlagerung
Spin = Spin (V), die bei n = 3 einfach zusammenhingend ist. Beim Grundkérper R
geht dies im wesentlichen auf Hamilton zuriick. Er konnte nimlich die eigentliche
Orthogonalgruppe des gewohnlichen 3-dimensionalen euklidischen Raumes mittels
seiner Quaternionen beschreiben.

Die Quaternionen sind die Algebra H der

u=ugp+uitu,jtusk (5.1)

mit den Rechenregeln

P=j?=k*=—1 jk=-kj=1i (5.2)

ij=—ji=k ki = —ik =]
Fir die Involution

u' =uy —u;i —upj —usk (5.3)
gilt

(uv) = —v'u’ 54
Die Norm

N@) =uwu' =v'u=ud+u?+ui+u (5.5)

liefert einen Homomorphismus der multiplikativen Gruppe der Quaternionen in die
multiplikative Gruppe der positiven reellen Zahlen.

Man identifiziert den 3-dimensionalen euklidischen Raum V mit den ,,reinen*
Quaternionen

X = Xpi + X, + X3k; (5.6)
die durch
' (5.7
x'=-—x

gekennzeichnet sind. Die Norm N (x) = —x? ist das Quadrat der Linge von x. Es sei
jetzt y=uxu~!, wobei x € V und u # 0 ein Quaternion ist. Man iiberzeugt sich
leicht, daB y' = —y d. h. y € V. Es gilt weiter

y?=ux?u'=x>uut=x2% (5.8)

dh Tgx->uxu!

ist eine orthogonale Transformation von V. Aus Stetigkeitsgriinden ist det T, = +1,
d.h. T, € O* (V). Bei z € V ist — T, x die Spiegelung von x in der zu z senkrechten
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Ebene; daraus folgt leicht, daf jedes 0 € O (V) von der Gestalt ¢ = Ty ist. Endlich
ist T, = T, genau dann, wenn v = Au mit einem A € R. Man kann also auf N(u) = 1
normieren. Es sei Spin die Gruppe der u mit N(u) = 1. Wir haben also einen Epimor-
phismus Spin = O* (V) mit dem Kern 1 konstruiert.

Bei einem allgemeinen Grundkorper K anstatt R bleibt fast alles erhalten: die
Normierung von u in ¢ = T, ist aber im Allgemeinen nicht mehr moglich. Stattdes-
sen haben wir einen Homomorphismus') O* (V) = K*/(K*)?, der durch
o0 =T,~>N(u) (K*)? gegeben ist, die sog. Spinornorm. Man hat wieder einen Homomor-
phismus der durch N(u) = 1 definierten Gruppe Spin in O* (V). Der Kern ist wieder
+1; das Bild ist aber nur die Untergruppe ® von O* (V), die aus den ¢ mit der Spinor-
norm 1 besteht.

Bei allgemeinen quadratischen Formen 143t sich Ahnliches unter Benutzung
der sog. Cliffordschen Algebra beweisen. Man bekommt eine algebraische Gruppe
Spin, die bei n > 3 einfach zusammenhingend ist, und Homomorphismen

6:0% (V) > K*/(K*)2. (5.10)

Das Bild ® (V) von (5.9) ist der Kern von (5.10) und der Kern von (5.9) besteht
aus 1.

6 Spinorgeschlechter

Die Gitter A,I" gehoren definitionsgemify demselben Spinorgeschlecht an,
wenn es ein globales { € O* (V) und lokale n, € © (V,) (d. h. n, € O* (Vp) mit der
Spinornorm 1) gibt derart, dafy

Fp=¢n, Ap, (alle p) (6.1)

Die Einteilung der Gitter in Spinorgeschlechter ist grober als die Einteilung in Aqui-
valenzklassen, aber feiner als die in Geschlechter.

Kehren wir auf die Wirkung der Adelgruppe auf Gitter zuriick! Ist I' = £ A,
d. h. T, = &, Ap, so bedeutet (6.1), daf®

=8 mp My (6.2)
mit einem u, € O* (V,,); was wiederum mit
0p (£5) =0, (8) 0, (up) (6.3)

dquivalent ist. Hier ist 6, (.) die Spinornorm in O* (V,,). Das liefert ein effektives
Verfahren zu entscheiden, ob zwei Gitter im selben Spinorgeschlecht liegen oder
nicht. Die Anzahl der Spinorgeschlechter in einem Geschlecht ist eine Zweierpotenz:
in den einfachsten Fillen ist sie gleich Eins.

Der Namen ,,Spinorgeschlecht* mit einer etwas abweichenden Bedeutung
wurde von Eichler (1952a) eingefiihrt. Die obige Definition, die von Kneser (1956)
stammt, hat sich jetzt eingebiirgert (vgl. O’Meara (1963)). Andere Definitionen von

1y K* ist die multiplikative Gruppe des Kérpers K.




86 1. W.S.Cassels

einem anderen Standpunkt gaben Jones und Watson (1956), Watson (1956, 1960).
(In Cassels (1978), S. 249 wird behauptet, die Knesersche Definition sei mit der in
Watson (1960) gegebenen gleichwertig. Das ist aber Quatsch. Sie ist wohl aber mit
der zweiten in Watson (1956) gegebenen Definition dquivalent.)

Man kann den Spinorbegriff anders behandeln. Es sei A ein Gitter im Q-qua-
dratischen Raum V, ¢, und es induziere ¢ eine klassisch-ganze quadratische Form
der Determinante d auf A. Es sei I =1 (A,I") der Index von A N T"in A, wobei I" ein
Gitter vom selben Geschlecht ist. Unter der Annahme, daf I zu 2d teilerfremd ist,
hingt das Spinorgeschlecht von I' nur vom Spinorgeschlecht von A und vom Bild
von I in der Gruppe II Q,/(Q,)? ab. Da jedes Gitter A des Geschlechtes zu einem

Gitter I" dieser Art ﬁ'auzlvalent ist, bekommt man auf diese Weise alle Spinorge-
schlechter des Geschlechtes.

Das eben gesagte 1483t sich in die Formensprache iibersetzen. Es sei f (x) eine
klassisch-ganze Form der Determinante d. Man nehme an, die Form

g(x)=f(I7'x,, Ixp, X3, . . . ,X,) 6.4)

sei auch ganz, wobei I eine zu 2d teilerfremde ganze Zahl ist. Dann gehort g zum
selben Geschlecht. Das Spinorgeschlecht von g hiingt nur vom Spinorgeschlecht von

f und vom Bild von I in der Gruppe I Q;/(Qj)? ab.
p l2d

Wenn f,g ganze Formen desselben Geschlechts sind, so kann man von f bis g
durch eine Kette von Transformation gelangen, die entweder Aquivalenzen oder
Transformationen der eben beschriebenen Art sind. Wenn f,g im selben Spinorge-
schlecht sind, gilt noch mehr. Es sei q eine zu 2d teilerfremde Primzahl. Dann gibt
es eine Transformationskette von f zu g, wobei immer I = q ist. Das liefert ein be-
quemes Mittel, simtliche Aquivalenzklassen eines Spinorgeschlechtes zu bestimmen
(noch allgemeiner bei Kneser (1957)).

7 Klassenzahlen von Spinorgeschlechtern

Bei indefiniten Formen mit n > 3 ist die Klassenzahl eines Spinorgeschlech-
tes gleich Eins (Kneser (1956)). Diese Tatsache folgt aus einem ,,starken Approxi-
mationsatz‘* auf der Spingruppe, der ein Spezialfall eines allgemein fiir einfach zu-
sammenhéngende Gruppen giiltigen Satzes ist (Kneser (1966), Platonov (1969)).
Somit haben wir ein effektives Verfahren zu entscheiden, ob zwei indefinite Formen
mit n 2 3 dquivalent sind, oder nicht. (Bei indefiniten Formen mit n = 2 kommt
man mit dem klassischen Reduktionsverfahren aus. Bei definiten Formen ist die Fra-
ge offensichtlich trivial.)

Eisenstein (1851) hat schon aus seinen Tafeln der Klassen indefiniter ternirer
quadratischer Formen die Vermutung ausgesprochen, die Klassenzahl eines
schlechtes sei immer Eins. In der Tat enthielten die von ihm behandelten Geschlech-
ter je nur ein Spinorgeschlecht. Die ersten Ergebnisse iiber Klassenzahlen indefiniter
ternédrer quadratischer Formen sind in einer sehr schwierigen Aufsatzreihe von
A. Meyer (1891, 1893, 1894—96) enthalten (vgl. auch Dickson (1930)).

Bei definiten Formen ist es ganz anders. Nach Magnus (1937) gibt es nur end-
lich viele Geschlechter mit n 2 3 und mit einer Klassenzahl, die unter einer gege-
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benen Schranke liegt (vgl. auch Watson (1963, 1963 b) und Gersten (1972)). Die
Geschlechter der Klassenzahl Eins wurden von Watson (1963 a, 1972, 1974, 1975,
1975 a) bestimmt.

8 Mafie von Geschlechtern

Definitionsgemif ist das Mafd einer definiten Form f (oder von deren Aqui-
valenzklasse) gleich 1/o* (f), wobei o* (f) die Ordnung der Gruppe der eigentlichen
ganzen Automorphismen ist. Das Maf} eines Geschlechtes ist die Summe der Mafle
der in ihm enthaltenen Aquivalenzklassen. Eisenstein bemerkte, daf das Maf} die
verniinftige Verallgemeinerung der Klassenzahl fiir n = 2 ist. Fiir n = 3 sind Formeln
fiir das Maf} von ihm und von H. J. S. Smith gegeben. Eine Formel fiir n = 3 ist von
Minkowski gegeben worden, allerdings mit einer falschen Zweierpotenz.

Bei indefiniten Formen ist das Maf einer Form durch das Maf eines Funda-
mentalbereiches der reellen Orthogonalgruppe in bezug auf die Gruppe der ganzen
Automorphismen definiert. Siegel hat Formeln fiir das MaR eines Geschlechtes ge-
geben, sowohl im definiten als im indefiniten Falle. Neuerdings haben diese Formeln
die folgende knappe Gestalt bekommen: die Tamagawazahl einer orthogonalen Grup-
pe ist gleich Zwei. (Vgl. Weil (1961); Kneser (1974) gibt einen Beweis, der im Rah-
men der Orthogonalgruppen bleibt.)

9 Darstellungen durch Geschlechter

Eine ganze Zahl b heit durch die Form f global darstellbar, wenn es ein
a € Z" mit f (a) = b gibt. Die Darstellung ist primitiv im Falle, daB a,, . . . , a, keinen
gemeinsamen Teiler besitzen. Entsprechend kann man Darstellbarkeit und primitive
Darstellbarkeit iiber Z, definieren (bei p = oo ist jede Darstellung primitiv). Die Zahl
b heifdt iiberall lokal (primitiv) darstellbar, wenn dies iiber alle Z, der Fall ist.

Satz 9.1. Es sei b durch fiiberall lokal primitiv darstellbar. Dann stellt eine
Form f* desselben Geschlechts die Zahl b dar.

Das Beispiel f = 2x2+ 41y?, b = 1 zeigt, daf® f* nicht notwendigerweise mit
f dquivalent ist.

Zwei globale Darstellungen a,, a, von b durch f liegen auf derselben Bahn,
wenn a, = Ta; mit einem eigentlichen (det = +1) ganzen Automorphismus T. Das
Maf einer Bahn ist definitionsgemif3 das Maf von f.

Man hat Formeln fiir das Gesamtmaf} der Darstellungen einer Zahl b durch
ein Geschlecht, die mit den Formeln fiir die Mafle von Geschlechtern eng verbun-
den sind (z. B. Weil (1962)). Insbesondere 143t sich das Gesamtmaf als ein Produkt
iiber Primzahlen p darstellen, was man (wie schon im wesentlichen bei Minkowski)
als ein quantitatives lokal-global Prinzip deuten kann.

Obschon eine gute Theorie der Darstellungen durch Geschlechter vorliegt,
ist die Theorie der Darstellung durch einzelne Formen unbefriedigend, insbesondere
bei n = 3. Im Rest des Vortrags werden die bisher erzielten Ergebnisse besprochen.
Wenn b € Z durch f zwar iiberall lokal primitiv darstellbar ist, aber nicht global pri-
mitiv, sagen wir, da® b eine Ausnahme fiir f ist.
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10 Darstellungen durch Formen, n = 4

Bei definitiven quadratischen Formen treten im allgemeinen Ausnahmen vor,
z. B. stellt

3xP+5x3+7x3+ 11(x3+. .. +x2)

die Zahl b = 1 nicht dar. (Fiir definitive quaternire Formen, die alle natiirliche Zahlen
darstellen, siche Ramanujan (1917), Willerding (1948).) Die Anzahl der Ausnahmen
ist aber immer endlich, und man kann explizite Schranken angeben. Bei diagonalen
Formen hat das schon Kloosterman mit der Hardy-Littlewoodschen Kreismethode
gemacht: seine Ergebnisse wurden von Tartakowsky (1929) auf alle definite Formen
mit n = 4 erweitert. Man hat diese Aussagen prizisiert, z. B. unter Betrachtung der
Verteilung der Datstellungen im Raum (Ross und Pall (1946), Pommerenke (1959),
Watson (1960a), Maly$ev (1962) Kap 3, Peters (1979)). Man kommt auch ohne ana-
lytische Hilfsmittel aus, die Beweise sind aber komplizierter (Hsia, Kitaoka und
Kneser (1978); Cassels (1978) Kap. 11, § 9).

Bei indefiniten Formen (n = 4) bewies Siegel (1951) mit seinen tiefliegenden
analytischen Methoden, dafl Ausnahmen iiberhaupt nicht vorkommen. Einen einfa-
chen Beweis gab unabhingig Watson (1955). Dariiber hinaus zeigte Siegel (1951),
dafd das Darstellungsmaf’ einer Zahl b dasselbe fiir alle Formen eines Geschlechtes
ist.

Unter Benutzung der Adelgruppe bewies Kneser (1961) bei n = 4 ziemlich
einfach, daf’ das Gesamtmaf’ der Darstellungen durch ein Spinorgeschlecht fiir alle
Spinorgeschlechte eines Geschlechtes dasselbe ist. (Das Resultat wird nur fiir indefi-
nite Formen ausgesprochen, der Beweis gilt auch fiir definite Formen. Fiir eine
Verallgemeinerung siehe Hsia (1976).) Bei indefiniten Formen, bei denen Spinorge-
schlechter und Aquivalenzklassen iibereinstimmen (§ 7), geht das Knesersche Ergeb-
nis iiber das Siegelsche nicht hinaus; bei definiten Formen liefert es aber neue Aus-
kunft.

11 Darstellungen, n = 2

Wie man sich leicht iiberzeugt, 1af3t sich eine Primzahl q durch héchstens zwei
Klassen von Formen einer gegebenen Determinante d darstellen. Da die Klassenzahl
eines Geschlechtes beliebig grof} sein kann, sind gewissermaf’en Ausnahmen die Regel.

12 Darstellungen, n =3

Dies ist der schwierigste Fall. Fiir analytische Abschdtzungen ist die Varia-
blenanzahl zu klein: die gute algebraische Struktur aber fehlt, die man bein = 2
benutzt. Es erweist sich, da® Ausnahmen wirklich vorkommen, aber selten sind.

Man betrachte z. B. die Form (Siegel (1951))

f,=x2 — 2y%+ 6422, (12.1)

Sie stellt die b = 1 (mod 8) iiberall lokal primitiv dar. Sie stellt die b=m? m=+3
(mod 8) aber global primitiv nicht dar. Sonst hdtte man ndmlich
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x2 —2y?=(m+ 8z) (m — 82) (12.2)

Eine Primzahl p=+ 3 (mod 8) teilt m + 8z zu einer ungeraden Potenz; was leicht
zu einem Widerspruch fiihrt.

In der Tat besteht das Geschlecht von f; aus zwei Spinorgeschlechtern, die je
eine Aquivalenzklasse enthalten. Ein Vertreter der anderen Klasse ist

=(2x+2z)? - 2y?+ 1622, (12.3)

Ein ungerades Quadrat b = m? wird von f, bzw. f, dargestellt, je nachdem m == |
(mod 8) bzw. m = * 3 (mod 8). Dieses Phinomen ist mit den Uberlegungen am
Ende von § 6 eng verbunden. Ist f in (6.4) mit f; oder f, d4quivalent, so ist g mit f
dquivalent falls = + 1 (mod 8), aber in der anderen Klasse, falls I =+ 3 (mod 8).

Bei indefiniten terniren Formen zeigten Jones und Watson (1956), dafd die
Ausnahmen in einer endlichen Anzahl Quadratklassen bc? (c € Z) liegen?). Bei de-
finiten sowie indefiniten terniren Formen gilt folgendes: es sei b zwar durch ein Ge-
schlecht, aber nicht durch alle Spinorgeschlechter des Geschlechtes primitiv darge-
stellt: dann gilt das Gleiche fiir bq? (q + 2d Primzahl, d = Determinante des
Geschlechtes); und umgekehrt (Watson (1960) Satz 75 = Cassels (1978) Kap. 11,
Lemma 7.1). Der Beweis ist verhiltnismafig einfach. In einem schon erwiahnten
Aufsatz betrachtete Kneser (1961) die Mafde der Darstellungen einer Zahl b durch
die Spinorgeschlechter eines Geschlechtes. Nur zwei Fille kommen vor: (i) die Mafle
sind alle gleich, (ii) die Spinorgeschlechter verteilen sich in zwei Halbgeschlechter:
in einem Halbgeschlecht sind die Maf3e gleich. Der Fall (ii) kommt nur fiir die b in
einer endlichen Anzahl Quadratklassen vor (vgl. auch Hsia (1976), Estes und Hsia
(1979)). Fir indefinite Formen ist das Hauptergebnis von Jones und Watson (1956)
bis auf einige Einzelheiten darin enthalten.

Watson (1976) hat alle definiten terndren Formenklassen bestimmt, die keine
Ausnahmen besitzen (vgl. auch Jones und Pall (1939)). Die von Ramanujan (1917)
betrachtete Form x2? + y2 + 1022 scheint genau 18 Ausnahmen zu besitzen, von de-
nen die grofte 2719 ist (Gupta (1941, 1973))3). Die Anzahl der Ausnahmen kann
beliebig grof sein, wie das folgende einfache Beispiel zeigt. Es sei f, = qx2 + ry? + sz?,
wobei 2 < q <r <s Primzahlen sind. Die Zahlen b = q (mod 8) 0 <b < q sind of-
fensichtlich Ausnahmen. In der Tat ist die Anzahl von Ausnahmen gewdhnlich grof3
(Watson (1976)).

Man kann Folgendes vermuten

Vermutung 12.1 Es sei f eine definite terndre quadratische Form. Es gibt nur
endlich viele Zahlen b, die durch das Spinorgeschlecht von f dargestellt werden, nicht
aber durch f selbst.

2) Es wird nicht behauptet, alle Zahlen in den endlich vielen Quadratklassen seien Aus-
nahmen. Z. B. sind alle ungerade Quadrate Ausnahmen fiir das durch (12.1), (12.3) bestimmte
Geschlecht; 64 = £,(0,0,1) = f,(—1,0,2) ist dagegen keine Ausnahme. Nach dem unten Gesagten
ist die Menge der Ausnahmen genau eine Vereinigung von Mengen der Gestalt {blc }((c,2d)=1).
Ob die Menge der b; immer endhch 1st ist meines Wissens nicht bekannt.

3) Das Geschlecht von x2 + y + 1022 enthilt nur ein Spmorgeschlecht, aber zwei Klas-
sen. Ein Vertreter der anderen Klasse ist 2x2 + 2y2 +2yz+ 3z
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Die ersten Ergebnisse dieser Art wurden von Linnik (1939, 1940) erzielt.
Seine Forschungen wurden von seinem Schiiler Maly$ev weitergefiihrt (vgl. Maly3ev
(1962)). Sie betrachten nur f einer besonderen Beschaffenheit; insbesondere enthilt
das Geschlecht von f ein einzelnes Spinorgeschlecht. Sie brauchen eine Hilfsprim-
zahl q, die nur milden Bedinigungen unterworfen ist, und betrachten nur die b, die
der Bedingung

—db ) _
(T) =1 (12.4)

geniigen. Hier ist d die Determinante von f und die linke Seite ist ein Legendresym-
bol. Sie beweisen, daf} es nur endlich viele Ausnahmen gibt, die (12.4) geniigen. Der
Beweis ist hochst geistreich und kompliziert; das Ergebnis hat aber die folgenden
Schonheitsfehler:

(i) Man kann sich von (12.4) nicht befreien.

(ii) Man hat selbst prinzipiell keine Schranke fiir die Ausnahmen (d. h. das
Ergebnis ist nicht effektiv). Sie benutzen nimlich die Siegelsche Abschitzung fiir die
Klassenzahl binirer quadratischer Formen, die bekanntlich nicht effektiv ist.

(iii) Sie betrachten nur die Formen einer besonderen Art.

Unter Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung (U.A.d.v.
R.V.) verschwinden die ersten beiden Schonheitsfehler. Bei gegebenem b kann man
ndmlich dann eine so kleine der Bedingung (12.4) geniigende Primzahl q finden, daf}
man gleichmafig abschitzen kann. U.A.d.v.R.V. wird auch die Siegelsche Abschit-
zung effektiv: das Notige wurde schon von Hecke gemacht (vgl. Landau (1918)). Ehr-
lich gestanden habe ich den Linnik-Malys$evschen Beweis nicht sorgfiltig genug stu-
diert, um mich zu vergewissern, dafl weitere Ineffektivititen nicht darin verborgen
stecken.

Neuerdings hat Peters (1978) die Beweismethoden von Linnik und
Maly$ev mit denen von Kneser (1961) verbunden. Unter Hinzufiigung einer Bedin-
gung (12.4) bestitigt er eine schwache Form der Vermutung (12.1) (genaue Formu-
lierung: ebenda S. 70, Zeilen 7—10). U.A.d.v.R.V. fillt die Bedingung weg, und das
Ergebnis wird wohl effektiv.

Die Methoden von Linnik und Maly$ev geben auch Auskunft iiber die Ver-
teilung im Raum von der Darstellung von b (Maly$ev (1962)). Ahnliche Ergebnisse,
die wieder eine Bedingung der Art (12.4) enthalten, sind von Ahrensdorf und
Johnson (1979) mit ganz anderen Methoden bewiesen worden.
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Hans Richter zum Gedenken

D. Bierlein!), Regensburg und V. Mammitzsch?), Marburg

L Einige biographische Daten

Hans Richter wurde am 2. Mai 1912 in Leipzig als Sohn des Buchhandlungs-
gehilfen Otto Richter und seiner Ehefrau Frieda, geb. Schindler, geboren. Er be-
suchte in Leipzig vier Jahre die Volksschule, dann sechs Jahre die Ostwald-Schule,
eine stidtische Realschule, und schlieflich drei Jahre die Leibniz-Schule, eine
Oberrealschule, an der er am 27. Februar 1931 das Abitur ablegte.

Sein Studium begann Hans Richter im SS 1931 an der Universitit seiner
Heimatstadt. Der Universitat Leipzig blieb er als Student und als angehender Wis-
senschaftler bis Kriegsende treu. Aufler Mathematik — mit den Schwerpunkten
Zahlentheorie und Versicherungsmathematik — studierte er insbesondere Physik
und Philosophie. Am 7. Juli 1936 bereits promovierte er zum Dr. phil mit einer
Arbeit aus der Zahlentheorie und mit den Fichern Mathematik, Physik und Philo-
sophie, und zwar noch vor der Staatspriifung fiir das hohere Lehramt, die er am
11. Dezember 1936 ablegte.

Vom 1. April 1937 bis zum 30. September 1944 war er mathematischer
Assistent am Versicherungswissenschaftlichen Institut der Universitat Leipzig. In
diese Zeit fillt die Griindung seiner Familie: Am 14. Juli 1938 heiratete er Elfriede
Wende. Am 9. Oktober 1940, wenige Tage nach der Geburt des élteren seiner bei-
den Sohne, fand seine Habilitation statt; ein Vierteljahr spiter, am 24. Januar 1941,
folgte die Ernennung zum Dozenten fiir Mathematik an der Universitat Leipzig. Am
1. Oktober 1944 wurde er zum ao. Professor ernannt und mit der Wahrnehmung
des planmifigen Lehrstuhls fiir Versicherungsmathematik an der Universitét Leip-
zig betraut. Die Jahre zwischen Habilitation und dem Ruf auf diesen Lehrstuhl
waren durch fir Forschung und Lehre extrem ungiinstige Bedingungen gekenn-
zeichnet: Hans Richter wurde am 2. Dezember 1940 eingezogen, war nahezu drei
Jahre an der Ostfront eingesetzt, zuletzt im Rang eines Leutnants als vorgeschobe-
ner Beobachter einer Nebelwerfereinheit, wurde Mitte 1944 schwer verwundet,
war dann im Frithjahr 1945 in der Entwicklung neuer Waffen tatig und geriet
schlieflich im April 1945 in amerikanische Gefangenschaft, aus der er am 17. Au-
gust 1945 in die amerikanische Zone entlassen wurde.

!y Abschnitte I, II
2 Abschnitt III
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Im Herbst 1945 schaffte sich Hans Richter durch einen Dienstvertrag mit
einem Forschungsinstitut in St. Louis/Elsaf, der sich auf angewandt-mathemati-
sche und theoretisch-physikalische Forschung bezog, eine neue Existenzgrundlage.
Daneben lehrte er an der Universitit Freiburg, die ihn am 21. August 1950 zum
Honorarprofessor ernannte. Vor allem aber entwickelte er in diesen Jahren ,,neben-
her* seine Aufsehen erregende Wahrscheinlichkeits-Axiomatik. Am 1. April 1955
folgte er dem Ruf auf den neu geschaffenen Lehrstuhl fiir Mathematische Statistik
und Wirtschaftsmathematik an der Universitit Miinchen. Einen Ruf an die Univer-
sitdt Ko6ln im November 1957 lehnte er ab.

Mit der ihm eigenen Kombination von Energie und Konzilianz bemiihte er
sich seit seiner Berufung nach Miinchen darum, das Ansehen der in Deutschland
noch so jungen Mathematischen Stochastik zu fordern und wissenschaftlichen
Nachwuchs fiir das Gebiet zu interessieren. Seiner Initiative ist die Etablierung der
jahrlichen Tagung iiber Mathematische Statistik in Oberwolfach zu verdanken. Die
erste Tagung dieser Reihe findet 1956 unter seiner Leitung mit prominenter inter-
nationaler Beteiligung statt. Im gleichen Jahr erscheint im Springer-Verlag seine
»,Wahrscheinlichkeitstheorie‘, ein gliicklich konzipiertes Lehrbuch, das vielen Ma-
thematikern — Studenten und jungen Wissenschaftlern — einen Zugang zur Stocha-
stik eroffnen wird. Eine beachtliche Zahl von Mathematikern, die ihn als Lehrer im
engeren Sinn verehren, ist heute als Hochschullehrer oder als geachtete Minner der
Wirtschaft und Industrie im Bundesgebiet und im Ausland titig. Sie alle schitzen
Hans Richter als Wissenschaftler und als Menschen in gleich hohem Maf3e. An der
Griindung der ,,Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und verwandte Gebiete*
1961 wirkt er als Mitherausgeber aktiv mit. Schon vorher war er in den Stab der
Herausgeber der ,,Metrika“ eingetreten. Stets war es sein Anliegen, durch intensive
Pflege der Beziehungen sowohl zu den Vertretern der ,reinen‘* Mathematik als
auch zu den ,,Anwendern‘ die Briickenfunktion der Mathematischen Stochastik
zwischen Theorie und Praxis zu demonstrieren. Er fiihlte sich nicht nur in der DMV,
sondern auch in der GAMM, in der Deutschen Gesellschaft fiir Versicherungsmathe-
matik und im Institute of Mathematical Statistics zuhause. Die Wertschitzung als
Wissenschaftler, die ihm von seinen Kollegen iiber die engeren Fachgrenzen hinweg
entgegengebracht wurde, fand ihre duBerliche Kronung mit seiner Berufung als
ordentliches Mitglied in die Bayerische Akademie der Wissenschaften.

Die langjahrige Doppelbelastung in der Zeit vor 1955 durch seine mathema-
tische Forschung am bis tief in die Nacht ausgedehnten ,,Feierabend‘‘ nach dem
Dienst im Institut in St. Louis forderte ihren Tribut: Im Sommer 1961 wurde
offenbar, daf seine Gesundheit stark angegriffen war. Mit grofler Zihigkeit arbei-
tete er weiter, solange es nur irgend ging. Blutenden Herzens schlielich sah er sich
gezwungen, von seinem geliebten Lehramt Abschied zu nehmen und zum 1. Novem-
ber 1975 die Versetzung in den Ruhestand zu beantragen.

Am 3. Dezember 1978 entschlief Hans Richter.

II Das wissenschaftliche Werk der Jahre 1936 bis 1957

Hans Richter als Personlichkeit kann als iiberzeugender Beleg dafiir ange-
filhrt werden, daf fiir eine Klasseneinteilung der Mathematiker die Unterscheidungs-
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merkmale ,,rein“ und ,,angewandt** untauglich sind. Bei ihm verbanden sich die
Freude an der Entwicklung mathematischer Theorien aus axiomatischen Funda-
menten und die Aufgeschlossenheit gegeniiber Fragestellungen, die von auflen an
die Mathematik herangetragen werden, zu einer gliicklichen und fruchtbaren Syn-
these: Einerseits werden die Axiome fiir eine neue Theorie — erinnert sei besonders
an Richters neue Axiomatik der objektiven und der subjektiven Wahrscheinlich-
keit — sorgfiltig mit Phinomenen der realen Welt begriindet; auf der anderen Seite
scheute er nie davor zuriick, seine Hinde mit ganz handfesten quantitativen und
qualitativen Problemen der Technik und anderer Anwendungsbereiche ,,schmutzig*
zu machen.

Eine starke Pragung erfuhr Hans Richter durch B. L. van der Waerden,
seinen Doktorvater, dem er zeitlebens in hoher Wertschitzung und grofiem Respekt
verbunden blieb. Van der Waerden hatte im Jahresbericht der DMV, Band 43, die
Aufgabe gestellt zu untersuchen, welche quadratischen Zahlkorper sich zu zykli-
schen Korpern 4. Grades erweitern lassen. Die Hilfsmittel aus der Klassenkorper-
theorie, die H. Hasse bei der Losung dieser Aufgabe (Jahresbericht DMV 44) ein-
setzte, sollte Hans Richter — so die Anregung von van der Waerden — heranziehen,
um allgemein zu klaren, welche Abelschen Zahlkdrper mit gegebener Galois-Gruppe
G, = G,/N sich zu Abelschen Zahlkorpern mit der Gruppe G, erweitern lassen, wo-
bei G, eine gegebene Abelsche Gruppe und N ein Normalteiler von G, ist. Van der
Waerden gab dabei den Rat zu priifen, ob fiir das Einbettungsproblem das
,,Lokal = Global-Prinzip* gilt, d. h., ob von einer Einbettung im Kleinen auf eine
solche im Grofien geschlossen werden kann. Nach van der Wardens Urteil hat Hans
Richter dieses Problem in seiner Dissertation (Nr. 2 der Publikationsliste) ,,s0 voll-
stindig gelost, wie man nur hoffen konnte‘“. Unter Heranziehung von Arbeiten
von R. Brauer und H. Hasse iiber die Konstruktion von Schiefkérpern und iiber die
Struktur der Brauerschen Algebrenklassengruppe gelingt es H. Richter anschlieffend,
das ,,Lokal — Global-Prinzip* fiir eine groflere Klasse von Fillen zu beweisen und
einige Einbettungsprobleme fiir nicht-Abelsche Gruppen der Ordnung 8 (Dieder-
und Quaternionengruppe) vollstindig zu 16sen (Nr. 1).

Kurz darauf entstand eine Arbeit iiber ein Thema der Invariantentheorie.

R. Weitzenbock hatte 1923 unter Benutzung der symbolischen Methode und mit
Hilfe der Identititen der Invariantentheorie bewiesen, dafd aus zwei bekannten
Eigenschaften der Pliickerschen Koordinaten die Relationen von Vahlen folgen.
Hans Richter gibt 1937 (Nr. 3) einen direkten, nur eine Seite langen Beweis, der
lediglich einfache Eigenschaften der Determinanten benutzt und der zugleich
erkennen lift, daf} die erwihnten beiden Eigenschaften auch hinreichend dafiir
sind, daf es sich — von einem trivialen Fall abgesehen — um Pliickersche Koordi-
naten eines (d—1)-dimensionalen linearen Teilraumes des R" handelt.

Der Dienstantritt als Mathematiker am Versicherungswissenschaftlichen
Institut bedeutet fiir Hans Richter auch die Verlagerung seiner Forschung hin zur
Versicherungsmathematik. Im Zentrum des theoretischen Interesses der internatio-
nalen Elite der Versicherungsmathematik stand damals das Erneuerungsproblem,
eine vor allem fiir Sozialversicherungskassen zentrale Fragestellung, die in den
Zwanziger Jahren eine mathematische Formulierung gefunden hatte. Von Chr.
Moser, H. Hadwiger, W. Saxer, E. Zwinggi und anderen, meist Schweizer Mathe-
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matikern, war in den folgenden Jahren das Erneuerungsproblem fiir diskontinuier-
liche ,,Absterbeordnungen* mit dquidistanten Spriingen positiv geklart worden:
Die ,,Zugangsfunktion* &(T) 14t sich so bestimmen, daf} der Mitgliederbestand
konstant bleibt. Fiir stetige Absterbeordnungen blieb insbesondere die Frage offen,
ob die Ableitung p(t) der Zugangsfunktion fiir t = oo einen Grenzwert besitzt.
Hans Richter zeigt im Aufsatz Nr. 6, da dieser Grenzwert fiir Absterbeordnungen
mit endlichem ,,Héchstalter stets existiert. Fiir Absterbeordnungen mit unendii-
chem Hochstalter war ein Gegenbeispiel von H. Hadwiger bekannt. In seiner Habi-
litationsschrift (Nr. 8) greift Hans Richter das Problem auf breiter Front an: Aus-
gehend von einer Integralgleichung fiir p (t) gewinnt er unter Verwendung der
Fourier-Transformation und dank einer geschickten Handhabung der Umkehr-
formel ein — sehr allgemein giiltiges — Kriterium dafiir, dafd ¢(t) einen endlichen
Grenzwert besitzt. (Eine Teilaussage dieses Kriteriums findet sich bereits in Nr. 7.)
Das gewonnene Resultat wird verallgemeinert auf den Fall, daf} zur Zeit t =0
nicht nur O-Jihrige der Gemeinschaft angehoren, sondern eine beliebige Altersglie-
derung besteht. Einen wichtigen Fortschritt erzielt Hans Richter in seiner Habili-
tationsschrift schlieflich dadurch, daf} er den durch die Integralgleichung beschrie-
benen deterministischen Ansatz, der dem ,,rechnungsméifdiigen Ablauf‘‘ entspricht,
durch eine wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtung des tatsichlichen kiinfti-
gen Ablaufs erginzt. Er gibt — schwache — Bedingungen dafiir an, daf} eine ,,Sta-
bilisierung‘‘ des Bestandes auch in einem naheliegenden wahrscheinlichkeitstheo-
retischen Sinne eintritt.

Der Neuanfang nach dem Krieg als Mitarbeiter im Forschungsinstitut in
St. Louis bedeutete fiir Hans Richter eine Riickkehr zu einem Forschungsgegen-
stand, der ihn 1938 (in Arbeit Nr. 4) schon einmal beschiftigt hatte. Vorgegeben
waren konkrete Probleme der FElastizitidt und der Aerodynamik im Zusammenhang
mit aktuellen technischen Projekten. Auf der Suche nach mathematischen Theo-
rien, die fir die Losung dieser Probleme Erfolg zu versprechen schienen, fand er
schnell AnlaR, selbst titig zu werden, um auch hier in weifle Gebiete auf der Land-
karte der mathematischen Literatur vorzustoflen und Unzulidnglichkeiten bestehen-
der Theorien zu beheben. In der ersten Arbeit nach 1945 (Nr. 10) zeigt er, daf} der
Verzerrungsdeviator im Sinn der Definition von R. Moufang eine fiir endliche
Forminderungen verniinftigerweise zu fordernde Eigenschaft nicht besitzt, die
Invarianz nimlich gegen Ahnlichkeitsstreckungen. Als Alternative entwickelt er
(in Nr. 13), von praxisnahen Postulaten fiir die Definition von Verzerrungstensor,
Verzerrungsdeviator und Spannungstensor ausgehend, eine neue Theorie, bei der
die Gestalt des allgemeinen Elastizitidtsgesetzes invariant gegen Koordinatentrans-
formationen bleibt. Er stiitzt sich dabei auf die Arbeit Nr. 11, in der er das Elasti-
zitdtsgesetz fiir isotropes Material in einer Gestalt ausdriickt, bei der statt einer
additiven Aufspaltung die Zerlegung der die Deformation beschreibenden Matrix
in das Produkt einer hermiteschen Matrix mit positiven Eigenwerten (fir die Strek-
kung) und einer unitdren Matrix (fiir die Drehung) sowie die darauf bezogene
,,Jlogarithmische Streckung* als Hilfsgrof3e fiir die Definition des Deviators eine
Rolle spielen. Fiir den beim Auftreffen einer Uberschallstromung auf ein keilfor-
miges Profil auftretenden Verdichtungsstof lag damals eine Theorie mit zwei Lo-
sungen vor, von denen aber in Experimenten nur die eine, die sog. schwache Ldsung
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beobachtet wurde. In Arbeit Nr. 12 setzt sich Hans Richter kritisch mit den bis da-
hin gemachten Erklirungsversuchen fiir dieses Phinomen auseinander und gibt eine
neue Erklirung, die spiter experimentell gestiitzt wird.

Die eigenen Beitrige zur Elastizititstheorie endlicher Verformungen und
einschldgige Resultate anderer Arbeiten, insbesondere der Lehrbiicher von G. Hamel
werden in Arbeit Nr. 23 unter einem einheitlichen geometrischen Gesichtspunkt
zusammengefafit. In dieser Arbeit findet sich in eleganter Darstellung die Theorie
fur beliebiges anisotropes Material, aus der sich der isotrope Elastizititssatz als
Spezialfall ergibt.

Eine Briicke von der Elastizititstheorie fiir endliche Forminderungen iso-
troper Medien zu aktuellen Problemen der aerodynamischen Technik bildet Arbeit
Nr. 22, in der die Fronten von Stof3wellen in festen Korpern statt mit Hilfe des
Hookeschen Gesetzes, wie bis dahin iiblich, nun unter Einbeziehung echter Stof-
wellen mit Entropiesprung aus dem ,,isotropen Elastizititsgesetz‘‘ aus Nr. 11 abge-
leitet werden. Wie im frither bereits untersuchten ,,akustischen* Fall ergeben sich
wieder zwei Losungstypen, die reine Kompressionsfront und die Front mit Sche-
rung. Der erzielte Fortschritt in Richtung auf Realitatsnihe 1ift sich bereits daran
erkennen, daf} in die Losung jetzt — im Vergleich zur alten Theorie — zusitzlich
Materialkonstanten eingehen. In den Arbeiten Nr. 20, 25, 28 und 29 werden die in
theoretischen Untersuchungen aus verschiedenen idealisierten Ansidtzen gewonne-
nen Losungen fiir praktisch interessante Parameterbereiche qualitativ diskutiert
und in einzelnen Fillen mit experimentell ermittelten Werten verglichen.

Parallel zu den Untersuchungen iiber Elastizititsprobleme entstehen in den
Jahren um 1950 mehrere Arbeiten, bei denen Matrizen, deren er sich ja bereits in
Nr. 11 mit Erfolg bediente, eine auffallende Rolle spielen. Als Werkzeug zur Lo-
sung von Problemen in der Statistik zieht er sie zu dieser Zeit heran in seiner ,,klei-
nen Mitteilung‘‘ (Nr. 14) zu einer Arbeit von G. Friede und H. Miinzner, wo er
zeigt, dafd die Maximalkorrelation genau dann ! ist, wenn die Korrelationsmatrix
in einem bestimmten Sinn ,,reduzibel* ist, sowic in einem ZAMM-Hauptaufsatz
iiber die n-dimensionale Gaufiverteilung und ihrc Genauigkeitshyperfliche im An-
schluf® an eine Arbeit von K. Stange (Nr. 16). Der vielfiltige Einsatz des Matrizen-
kalkiils zur Losung von Anwendungsproblemen regt ihn an, sich auch mit der theo-
retischen Weiterentwicklung seines Werkzeuges zu befassen. Es entstehen Arbeiten
iiber komponentenweise stetige bzw. analytische Matrixfunktionen F, die fiir
[Cl+ 0 die Bedingung

CF(A) C'=F(CAC™)

erfiillen (Nr. 17), speziell zur Berechnung des Logarithmus einer n-reihigen Matrix
mit Hilfe einer Integraldarstellung, wobei nur die Integrale von n—1 rationalen
Funktionen mit dem charakteristischen Polynom von A als Nenner benétigt wer-
den (Nr. 19) und zur scharfen Abschitzung der Norm der Inversen einer n-reihigen
Matrix (Nr. 26). 1959 folgt dann noch eine Arbeit zur Abschiatzung der Norm von
Matrixprodukten (Nr. 33) .

In dieser Zeit publizierte H. Richter ferner eine Archiv-Note (Nr. 15), in der
er zeigt, daf sich der Beweis der Newtonschen und der Waringschen Formel iiber
den Zusammenhang zwischen den symmetrischen Grundfunktionen a, und den
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Potenzsummen s, von n Groflen sehr viel schneller und eleganter als iiblich fiihren
1af8t, wenn man Potenzreihen mit den a, bzw. s, als Koeffizienten bildet und nach
Differentiation und Logarithmierung einen Koeffizientenvergleich vornimmt.
Keinen auch nur mittelbaren Bezug zu seiner damaligen beruflichen Titig-
keit im Forschungsinstitut in St. Louis ldft der dritte Themenkomplex erkennen,
dem Hans Richter in der Zeit um 1950 sein Interesse zuwendet. Es handelt sich
um die erkenntnistheoretischen und mathematischen Grundlagen der Wahrschein-
lichkeitstheorie und der Mathematischen Statistik. Seine Untersuchungen auf die-
sem Gebiet erwiesen sich als wichtiger Beitrag zur Losung der Grundlagenkrise der
Wahrscheinlichkeitstheorie und bedeuteten fiir ihn selbst die entscheidende Weiche
fiir seinen kiinftigen Weg als Forscher und Hochschullehrer. Die Frage, was denn
die ,,Wahrscheinlichkeit‘ eigentlich sei, ist ein uraltes, Philosophen und Gliickspie-
ler immer wieder faszinierendes Problem. Laplace hatte Anfang des 19. Jahrhun-
derts eine mathematisch einwandfreie, aber leider nur fiir ,,Laplace-Experimente**
giiltige Definition der Wahrscheinlichkeit gegeben; wann aber ist schon die Voraus-
setzung eines Laplace-Experiments, die Gleichwahrscheinlichkeit aller Ergebnisse,
bei einem konkreten Zufallsexperiment, beispielsweise in der Physik, erfullt?
R. von Mises schien Mitte der zwanziger Jahre dieses Jahrhunderts eine Losung
dieses Dilemmas gefunden zu haben, als er die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
explizit definierte als Limes der relativen Hiufigkeiten, mit denen das Ereignis in
einer unendlichen Folge von Realisierungen des betreffenden Experimentes beob-
achtet wird. Abgesehen davon, daf diese Definition fiir die Praxis wertlos ist, be-
stehen gegen den Ansatz von R. von Mises auch theoretische Einwinde: zunichst
liegt ein logischer Zirkel vor (der Limes existiert nur ,,mit Wahrscheinlichkeit 1),
und sodann ist die an das Experiment gestellte Forderung der ,,Regellosigkeit der
Folgen von Beobachtungsergebnissen — in der Misesschen Form — iiberhaupt uner-
fullbar.

Hans Richter war bei statistischen Untersuchungen mit dem logischen Kon-
zept des Signifikanztestes (Arbeit Nr. 18) und des Inklusions- und Reprisentations-
schlusses (Nr. 21) in Berithrung gekommen. Er erkannte, daf eine Wurzel des logi-
schen Dilemmas der Statistik in der ungeklarten Grundlagensituation der Wahr-
scheinlichkeitstheorie zu suchen sei. Mit der fiir ihn typischen Griindlichkeit stellte
er sich dem Problem. Das Resultat seiner Untersuchungen publizierte er in einer
Serie von 5 Arbeiten in den Mathematischen Annalen (Nr. 24). Er ging aus von
einer sorgfiltigen Unterscheidung von objektiven und subjektiven Wahrscheinlich-
keiten, deren Vermischung in der Vergangenheit haufig Quelle von Mif3verstindnis-
sen und Fehlschliissen war, und machte deutlich, da eine explizite Definition hier
genauso wenig zum Ziel fiihren kdnne wie in der Geometrie und in der theoreti-
schen Physik, wo Punkt, Gerade und Ebene bzw. Naturgrofien wie Masse, Tempe-
ratur usw. nicht explizit definiert, sondern axiomatisch eingefiihrt werden.

Die Additivitdt der Wahrscheinlichkeit ergibt sich im Konzept von Hans
Richter nicht mehr als Additionssatz, sondern als eine, unter sehr schwachen axio-
matischen Annahmen erfiillbare Normierungsbedingung an die ,,W.-Belegung*‘, mit
der die ,,Sicherheit* des Eintretens von Ereignissen bei Realisierung eines Zufalls-
experimentes numerisch ausgedriickt wird. Auch der ,,Multiplikationssa¢z * wird in
seinem logischen Gehalt neu bestimmt: Die Multiplikativitit der Wahrscheinlich-
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keit in einem ,,Relaisexperiment* (einer zeitlichen Koppelung zweier Teilexperi-
mente) beruht auf der — verniinftigen — Annahme der ,,physikalischen Abgeschlos-
senheit* eines Experiments gegeniiber dem Geschehen im Zukunftskegel (im Sinn
der Relativititstheorie) und somit auf einem irreduziblen Begriff. Der axiomatische
Weg zur objektiven W.-Belegung ist weitgehend analog zur Mathematisierung des
Wirmegefiihls zum Temperaturbegriff. Aus sehr allgemeinen Axiomen, die eng an
die Anschauung angelehnt sind, gewinnt Hans Richter zunichst einen — im Ver-
gleich zur Struktur eines normierten Mafles — allgemeineren ,,EK-Kalkiil*, in dem
die Additivitat durch eine noch nicht spezialisierte Funktion f und die Multiplika-
tivitdt durch eine Funktion g vertreten wird. Es gilt dann der Satz, daf ein diesem
EK-Kalkiil entsprechendes System von , Erwartungskoeffizienten* (EK) durch
eine stetige isotone Funktion in ein System von Wahrscheinlichkeiten iibergefiihrt
werden kann, sich also zu einem System von W.-Maflen normieren 1ifit. Der Beweis
dieses fiir die Axiomatik (Nr. 24, Teil II) grundlegenden Transformationssatzes
wird in Teil III ausgefiihrt.

Damals begannen die heftigen Fehden in der angewandten Statistik zwischen
den ,,Objektivisten‘ und den ,,Subjektivisten*, zwischen den Anhingern des ,, Kon-
fidenzschlusses‘ und denen des ,,Fiduzialschlusses‘‘ gerade erst allmihlich abzu-
klingen. Hans Richter lag es am Herzen, eine Briicke zu schlagen, auf der die zer-
strittenen Parteien sich die Hinde reichen kénnten. Er unterstiitzte auch hier wie-
der ein Anliegen von van der Waerden, mit dem er zu dieser Zeit einen auch durch
die geografische Nihe begiinstigten besonders engen Kontakt pflegte. Es gelingt
ihm in seiner ,,Indirekten Theorie‘ (Nr. 24, Teil V), die subjektive Wahrscheinlich-
keit als ,,Glaubwiirdigkeitsgrad‘‘ ganz analog zur Einfiihrung der objektiven Wahr-
scheinlichkeit in unanfechtbarer Weise axiomatisch zu begriinden. Bei seinem Be-
mithen um eine axiomatische Prizisierung einer — allgemein oder zumindest ,,mul-
tisubjektiv* verbindlichen — Regel, nach der ein Glaubwiirdigkeitsgrad auf Grund
neuer Beobachtungsergebnisse zu dndern ist, entdeckt er, da® die Bayessche Ande-
rungsvorschrift nicht die einzige derartige Regel ist, sondern ein breites Spektrum
von Konkurrenten besitzt. Den Extrempositionen in diesem Spektrum entsprechen
Individuen, die an einer einmal gefafiten Meinung dogmatisch festhalten, wie auch
immer die empirischen Resultate ausfallen, bzw. solche, die mit jeder neuen Beob-
achtung alles vergessen, was sie an a priori-Wissen besafien. Sein Versuch, subjek-
tivistische Anséitze wie die Interpretation der Riickschlufiwahrscheinlichkeiten*
als ,,W.-Aussagen in die Vergangenheit* und das ,,praktische Cournotsche Prinzip**
in ein allgemeines Konzept einzubeziehen, findet in der Fachwelt nur bescheidene
Resonanz, zumal nun die Statistische Entscheidungstheorie wegen der Beriicksich-
tigung der riskierten Schdden weithin als das sachgerechtere Konzept eingeschitzt
wird.

Angeregt durch die in der praktischen Versicherungsmathematik damals
aktuellen Frage, wie der Sollwert der Primienreserve eines Bestandes fiir laufende
Termine zwischen den Bilanzstichtagen aus einfach fortzuschreibenden Daten der
einzelnen Policen im Bestand moglichst genau abgeschitzt werden kann, befafdt
sich Hans Richter 1956 mit folgender Verallgemeinerung des Momenten-Problems:
Gegeben seien eine Borelsche Menge A und die auf A definierten Baireschen Funk-
tionen 1;,.. .1, und f; auf Grund der Kenntnis der Erwartungswerte
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Nn:=El, firv=1,...n
ist E f scharf abzuschitzen, d. h. die Funktion

DAy, ... Np):=sup {I{fdp: pl B mit p(A)=1 und ff\l,dp=h,,

fur v=1,...n

zu bestimmen. Hans Richter zeigt, dafd unter realistischen und leicht zu kontrol-
lierenden Bedingungen folgende Beziehung gilt:

P(\;,... A =inf {co+ E_) cy Ay (Co, €15 . .. Cp) ERM!

v=1

mit o+ 2 c,l,(x)>f(x) fir xEA}
v=1

Diese Beziehung ermoglicht in fiir die Anwendung wichtigen Fallen eine verhéltnis-
mifig bequeme Bestimmung scharfer Schranken fiir E f und ferner Aussagen darii-
ber, wann die Schranke ®(},, ... A,) von einem Erwartungswert ffdp, angenom-
men wird und mit einem wie kleinen Tréger fiir p, man dabei auskommt (Nr. 31
und 32).

11 Das wissenschaftliche Werk in der Zeit nach 1957

In den Jahren 1958 bis 1966 gilt Hans Richters Interesse iberwiegend der
Sequentialanalysis, iiber die er eine Reihe von Abhandlungen vorlegt. Zuvor aller-
dings erscheint noch eine letzte Arbeit iiber Matrizen (Nr. 33), die bereits in Kapi-
tel Il erwidhnt wurde. Sie enthilt scharfe untere und obere Abschitzungen der
Spur des Produktes zweier hermitischer Matrizen mit Hilfe ihrer Eigenwerte sowie
ebenfalls scharfe Grenzen fiir die Norm des Produktes zweier beliebiger Matrizen,
sofern neben den Normen der einzelnen Matrizen noch ihre (nicht verschwinden-
den Determinanten bekannt sind, und als Folgerung daraus eine wesentliche Ver-
besserung der in Nr. 26 angegebenen Abschitzungen fiir die Norm der Inversen
einer Matrix. In diesem Zusammenhang ist auf die erst sehr viel spiter erscheinende,
in ihrer Konzeption aber auf noch frithere Zeit zuriickgehende Monographie iiber
die Methode der kleinsten Quadrate hinzuweisen. Hier spielt die Matrizenrechnung
eine entscheidende Rolle, und es zeigt sich einmal mehr Richters souverdne Hand-
habung dieses mathematischen Riistzeugs. Zugleich ist das Buch ein Paradebeispiel
fiir die Vorgehensweise des ,,angewandten‘‘ Mathematikers Hans Richter: Das in
der Praxis nicht mehr wegzudenkende, schon von C. F. Gauf§ benutzte Verfahren
des Ausgleichs zufilliger Beobachtungsfehler wird in seinen verschiedenen Aus-
prigungen ausgehend von drei einfachen, leicht einsehbaren Axiomen streng ma-
thematisch begriindet.

Unter den Publikationen iiber mehrstufige Tests nimmt die Arbeit Nr. 36
eine zentrale Stelle ein. In ihr wird das Modell eines endlich- oder unendlichstufi-
gen Tests bei endlich vielen Hypothesen in voller Allgemeinheit entwickelt. Die
von Beobachtungsstufe zu Beobachtungsstufe wachsende Information des Statisti-
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kers wird nicht mehr, wie bisher {iblich, durch eine Folge von Zufallsgrofien, die
meist noch als unabhingig vorausgesetzt wurden, sondern durch eine aufsteigende
Folge von o-Algebren beschrieben. Anstelle der Menge aller auf einer bestimmten
Stufe moglichen Entscheidungen und der dadurch verursachten Schiden sowie der
bis dahin angefallenen Beobachtungskosten werden nunmehr die sogen. Schadens-
bereiche betrachtet, eine Begriffsbildung, die von Richter neu eingefiihrt wird. Bei
dieser Betrachtungsweise darf der durch die jeweilige Entscheidung hervorgerufene
Schaden nicht nur von dieser Entscheidung und der Stufe, auf der sie gefillt wurde,
sowie der ,,wahren‘‘ Hypothese H;(i=1, . .., n), sondern sogar noch von der Beob-
achtung selbst explizit abhingen. Unter der Voraussetzung, daf fir alle i=1,...,n
das als Hypothese H; in Frage kommende Wahrscheinlichkeitsmaf} atomlos ist, zeigt
Richter zunichst die Konvexitiat des Risikobereichs, d. h. der Menge aller sogen.
Risikovektoren, deren i-te Komponente der mittlere Schaden unter der Hypothese -
H;ist, i=1, ..., n. Wenn aulerdem die Schadensbereiche jeder Stufe simtlich
beschrinkt und eckenabgeschlossen sind, d. h., alle Extremalpunkte ihrer abge-
schlossenen konvexen Hiille enthalten, sowie einer bestimmten, spiter nach Rich-
ter benannten Mefibarkeitsforderung geniigen, so wird fiir die Tests mit fester end-
licher Stufenzahl auch noch die Kompaktheit des Risikobereichs gezeigt und eine
Charakterisierung der Extremalpunkte des Risikobereichs angegeben, mit deren
Hilfe die Bestimmung sogen. Bayeslosungen moglich ist. Beim Beweis stiitzt sich
Richter auf eine Verallgemeinerung eines Satzes von Blackwell, die er in der sei-
nem Lehrer B. L. van der Waerden gewidmeten Schrift Nr. 37 herleitet und die

sich in heutiger Sprechweise wie folgt ausdriicken lif3t: Sei S eine Richter-mef3bare
Korrespondenz auf einem mit einem n-dimensionalen vektoriellen beschrinkten
und atomlosen Maf} ausgestatteten Mefiraum, deren Werte in einem n-dimensiona-
len euklidischen Raum enthalten und gleichmifig beschrinkt sowie eckenabge-
schlossen sind, dann ist das Integral von S kompakt und konvex.

Ehe Hans Richter den allgemeinen Fall mehrstufiger Tests in Angriff nahm,
hatte er in der Arbeit Nr. 34 den Spezialfall abgehandelt, dafl die Beobachtungen
durch unabhingige Zufallsvektoren beschrieben werden kdnnen, deren Verteilun-
gen unter jeder der endlich vielen Hypothesen durch Dichten gegeben sind. Dabei
hatte er sich auf endlichstufige Tests beschrinkt, unter diesen die Bayeslésungen
berechnet und deren Zusammenhang mit den bekannten Waldschen Likelihood-
Quotienten-Tests herausgearbeitet, sofern nur zwei Hypothesen zur Auswahl ste-
hen. Diesen letzteren sogen. Alternativtests ist auch die letzte Arbeit zum Problem-
kreis der Sequentialanalysis gewidmet (Nr. 39), allerdings werden nun auch unend-
lichstufige Tests zugelassen. Es stellt sich heraus, daf} alle statistisch interessanten
Punkte, der sogen. vordere Rand C, zum (zweidimensionalen) Risikobereich geho-
ren und durch Waldsche Tests realisiert werden kdnnen. Eine Parameterdarstellung
von C wird als Losung von Integralgleichungen gegeben und zugleich ein neuer,
ziemlich einfacher Beweis fiir eine wohlbekannte Optimalititseigenschaft der Wald-
schen Tests gefunden.

Parallel zu seinen Untersuchungen iiber Sequenztests beschiftigt sich Rich-
ter mit dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff in der Statistik (Nrn. 35 und
40). Aus der in Nr. 24 V hergeleiteten Anderungsvorschrift fiir die Glaubwiirdig-
keitsgrade (= subjektive Vorbewertung) nach der Beobachtung eines statistischen
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Experiments (bei nur endlich vielen moglichen Zustinden der Natur) ergibt sich
die Bayeslosung unter den Tests als subjektiv optimale Antwort des Statistikers
auf die mit denselben Gewichten wie die Glaubwiirdigkeitsgrade gebildete gemisch-
te Strategie seines Gegenspielers ,,Natur‘. Fiir ein Kollektiv von Statistikern
schlagt Richter als besten Test die sogen. ,,multisubjektiv-optimale‘‘ Lésung vor,
die das maximale Bayesrisiko innerhalb des Kollektivs zum Minimum unter allen
zur Konkurrenz zugelassenen Tests macht, und zeigt, dafd sich bei konvexem,
,,vorn‘‘ abgeschlossenem Risikobereich stets ein multisubjektiv-optimaler Test fin-
den 14t der zugleich Bayeslosung beziiglich einer passenden Vorbewertung aus
der abgeschlossenen konvexen Hiille aller im Kollektiv auftretenden Vorbewertun-
gen ist. Kommen im Kollektiv alle méglichen Vorbewertungen vor, so ergibt sich
als multisubjektiv-optimale Lésung der Minimax-Test, der bis dahin stets als
,,objektiv optimales“ Verfahren gegolten hat. Im Ubersichtsartikel der ZAMM iiber
einige Prinzipien der Testtheorie (Nr. 40) diskutiert Hans Richter u. a. das Pro-
blem der Konvergenz der subjektiven Vorbewertungen im Verlauf einer beliebig
langen Folge von unabhingigen Wiederholungen des in Rede stehenden Experi-
ments. Im Fall, daB die (im objektiven Sinn) wahre Wahrscheinlichkeitsverteilung
unter den als mdéglich angenommenen Hypothesen zu finden ist, 1duft dies auf das
Problem der Konsistenz der Likelihood-Schitzung hinaus. Ist dagegen die wahre
Verteilung nicht vertreten, so kann sich unter Umstinden schlielich die Glaubwiir-
digkeit auf eine bestimmte Menge der Hypothesen konzentrieren, ohne jedoch ge-
gen eine bestimmte Hypothese zu konvergieren, eine Fragestellung, die Hans Rich-
ter spiter wieder aufgreift.

Eine kurze Note Nr. 38 befafit sich mit der folgenden Aussage: Eine reelle
Funktion auf dem R", die beziiglich des n-dimensionalen Lebesgue-Mafies L" inte-
grierbar ist, wird bis auf L"-Nullmengen eindeutig festgelegt durch die Werte des
L~ !Integrals iiber die Einschrinkungen von f auf simtliche affinen Hyperebenen.
Richter gibt hierfiir einen neuen, duflerst eleganten und kurzen Beweis mit Hilfe
der Fourier-Transformation.

Zu Beginn der 70er Jahre wendet sich Hans Richter noch einmal den er-
kenntnistheoretischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie zu. Obwohl
selbst erklirter Objektivist geht er im Gegensatz zu seinen fritheren Verdffentli-
chungen (vgl. Nr. 24) vom subjektivistischen Standpunkt aus und entwickelt eine
Axiomatik der subjektiven Wahrscheinlichkeit (Nr. 42). Hierbei spielt der Begriff
der sogen. bedingten Wette, die darin besteht, da die fiir den Eintritt eines Ereig-
nisses E vorher vereinbarte Auszahlung bzw. der Verlust des Einsatzes beim Nicht-
Eintreten von E nur dann erfolgt, wenn ein weiteres, vom Wettenden als moglich
angesehenes Ereignis A eintritt, eine zentrale Rolle. Es werden Systeme von hoch-
stens abzdhlbar vielen bedingten Wetten betrachtet, die der Wettende als fair oder
unfair akzeptieren kann, onne sich jedoch in jedem Fall festlegen zu miissen. We-
sentlichstes Axiom ist die Forderung, daf es zu jedem méglichen Ereignis A und
jedem beliebigen Ereignis E mindestens ein aus einer einzigen bedingten Wette be-
stehendes faires Wettsystem gibt. Der Quotient von Einsatz und Auszahlung ist
— wie iiblich — als bedingte Wahrscheinlichkeit P(E/A) zu deuten; es wird jedoch
weder verlangt, da er zwischen Null und Eins liegt, noch muf er iiberhaupt ein-
deutig bestimmt sein. Trotzdem 1483t sich folgern, dafl P(:/A) fiir jedes feste mogli-
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che A ein normierter g-additiver Inhalt auf der zugrundeliegenden Ereignisalgebra
ist und der Multiplikationssatz fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt. Die unvoll-
stindige Information und theoretische Kenntnis des Subjektivisten kann deshalb
nur dadurch zum Ausdruck gebracht werden, daf} dieser statt einer einzigen stets
eine Menge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen P4 (3 € ©) in Betracht ziehen muf.
Auf O besitzt der Subjektivist ein bestimmtes normiertes MaB , das Credibilitit
genannt wird und einen bestimmten Informationsstand des Subjektivisten wieder-
spiegelt. Betrachtet man eine Folge unabhingiger Wiederholungen des Experimen-
tes, so ist nach jeder einzelnen Beobachtung beim Eintreten eines moglichen Ereig-
nisses A die alte Credibilitat ¢ so in eine neue ¢, abzuindern, daf gilt d ¢, =

=k - Py3(A) dp mit einer passenden Normierungskonstanten k, wiahrend beim Ein-
treten eines unmoglichen Ereignisses das ganze Verfahren zusammenbricht und von
vorn begonnen werden muf. Man erhilt also auf vollig andere und wesentlich ein-
fachere Weise dasselbe Resultat wie in der frilheren Arbeit Nr. 24. Schlieflich wird
noch kurz das Verhalten der bei sukzessiver Anwendung der Anderungsvorschrift
entstehenden Folge von Credibilititen erortert und insbesondere die Frage unter-
sucht, wann sich die Credibilititen im Limes auf eine einzige Wahrscheinlichkeits-
verteilung konzentrieren, die dann im objektivistischen Sinne als ,,wahre‘* Vertei-
lung zu deuten wire.

In einem o6ffentlichen Vortrag am 6. 11. 1972 vor der Bayerischen Akade-
mie der Wissenschaften, der seinen Niederschlag in den Publikationen Nrn. 46, 48
und 49 fand, hat Hans Richter den Begriff der subjektiven Wahrscheinlichkeit er-
neut behandelt, ihm den objektivistischen Wahrscheinlichkeitsbegriff gegeniiber-
gestellt und den Zusammenhang mit dem Wettbegriff herausgearbeitet sowie die
historische Entwicklung aufgezeigt. Hans Richter war, wie er selbst einmal gesagt
hat, stolz darauf, daf} es ihm gelungen war, die Grundregeln-der Wahrscheinlich-
keitsrechnung elementar aus sehr einfachen Axiomen herzuleiten. Zugleich hat
er nie einen Hehl daraus gemacht, dafd ihm dabei wertvolle Anregungen von einem
ehemaligen Schiiler, der sich selbst in tragischer Weise aus der biirgerlichen Gesell-
schaft ausgeschlossen hatte und den sein einstiger Lehrer nicht in der Isolation
allein lassen wollte, zuteil geworden waren.

Im Verlauf seiner Untersuchungen des Grenzverhaltens der Credibilititen
bei einer Folge unabhiingiger Wiederholungen eines Zufallsexperiments stie Hans
Richter auf folgenden Satz von H. F. Finkelstein: Es sei (X;),en €ine Folge von
unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F(x)
und empirischer Verteilungsfunktion F, (w, x), F sei stetig, und fiir passende reelle
Zahlen a und b gelte F(a) = 0 und F(b) = 1; dann ist die Folge
((2n log logn)~Y2(nF, (w, x) — nF(x)), >3 mit Wahrscheinlichkeit 1 relativ kom-
pakt in der mit der Topologie der gleichmifigen Konvergenz ausgestatteten Menge
der reellen Funktionen iiber dem Intervall [a, b], wobei die Menge der Haufungs-
punkte nicht von w abhingt. Diesen Satz veraligemeinert Hans Richter in seiner
Arbeit Nr. 43 zunichst auf den Fall beliebiger eindimensionaler Verteilungen, ohne
hierfiir Annahmen iiber die Existenz von Momenten o. 4. zu machen. Als Hiufungs-
punkte ergeben sich dabei alle reellen Funktionen u, die sich in der Gestalt

u(x) = } v(y) dF(y)
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schreiben lassen, worin v(y) eine Bairesche Funktion ist mit

+o0 +oo

{ v(y)dF(y)=0 und [ Vv(y)dF(y)<1.
Daraus leitet er dann folgendes Gesetz vom iterierten Logarithmus fiir das empiri-
sche Chi-Quadrat her: Sei E,, . .., E, mit den strikt positiven Wahrscheinlichkei-
ten p;, ..., Pk eine vollstindige Ereignisdisjunktion in einem Zufallsexperiment,
das beliebig oft unabhingig wiederholt werde. Bei n Wiederholungen trete E; genau
H,;-mal auf, j=1, ..., k; das empirische Chi-Quadrat wird definiert gemaf

I M=

xX: = (Hp,; — np;)?*/np;.

i=1

Dann ist die Folge (xi/ 2 log log n), > ; mit Wahrscheinlichkeit 1 relativ kompakt in
R und die Menge der Hiufungspunkte ist das Einheitsintervall [0,1]. In einer wei-
teren Veroffentlichung (Nr. 47) beweist er den Satz vom iterierten Logarithmus
fir empirische Verteilungsfunktionen im Fall mehrdimensionaler Verteilungen. Das
Ergebnis ist vollig analog zu dem aus der Arbeit Nr. 43. Es ermoglicht die Angabe
einer exakten Schranke fiir den oberen Limes der mit dem Faktor (2 log log n/n)~
normierten maximalen Abweichung der empirischen von der ,,theoretischen* Ver-
teilungsfunktion, wie sie fiir den Fall einer stetigen Verteilungsfunktion bereits in
einem Lemma von Smirnov, Chung und Kiefer bestimmt worden war, und erlaubt
eine Verschirfung des bekannten Satzes von Glivenko-Cantelli. Zum Beweis bend-
tigt man eine urspriinglich auf F. Riesz zuriickgehende Aussage iiber die Darstellbar-
keit eines Vektormafies Q durch ein atomloses Wahrscheinlichkeitsmaf} P und eine
zugehorige Dichtefunktion mit p-integrablem Betrag. Dieser Satz wird in der Publi-
kation Nr. 45 formuliert und bewiesen; zusitzlich wird dort der Fall eines nicht
notwendig atomlosen Mafles P behandelt.

Zum Schluf sei noch auf zwei kleinere Abhandlungen hingewiesen. In der
ersten, gemeinsam mit K. Bosch verfafiten Arbeit Nr. 41 wird eine geschlossene
Formel fiir den Erwartungswert der vor der Zeit t > O angekommenen Kunden
bei einer Warteschlange mit unabhingigen und iibereinstimmend verteilten Zwi-
schenankunftszeiten hergeleitet. Sind diese Zwischenankunftszeiten im Intervall
[0,1] gleichverteilt, so wird der Erwartungswert mit Hilfe einer Differentio-Diffe-
rentialgleichung sogar explizit angegeben.

Die zweite, vor allem in didaktischer Hinsicht interessante Publikation Nr. 44
besteht aus einem mit duflerst elementaren Hilfsmitteln gefilhrten Beweis einer Va-
riante des starken Gesetzes der groflen Zahlen. Die dabei benutzte Schranke fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit ist sogar scharf, wenn sie lediglich von Potenzen der
Anzahl der Beobachtungen abhingen darf.
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Buchbesprechungen

McKennon, K., Robertson, J., Locally Convex Spaces (Lecture Notes in Pure and Applied
Mathematics Series, vol. 14), New York — Basel: Marcel Dekker AG. 1976, 80 pp., SFr. 45,—

Bei diesem Lecture Notes Heft handelt es sich um eine Sammlung von Beispielen und
Gegenbeispielen zur Theorie der lokalkonvexen Raume.

In Kapitel I und II findet man Definitionen und Konstruktionsmethoden fiir die einzel-
nen Raumtypen und in Kapitel IV sind die Implikationen an Hand von Diagrammen zusammen-

stellt.

® Kapitel III befafit sich mit den Erhaltungseigenschaften, der in diesem Heft gebrachten
Konstruktionsmethoden und Kapitel V ist endlich den Gegenbeispielen gewidmet.

Alles in allem ein Werk, in dem es sich lohnt, zu suchen und nachzuschlagen.

Kiel J. Wloka

Hirsch, M. W., Differential Topology (Graduate Texts in Mathematics, vol. 33), Berlin —
Heidelberg — New York: Springer Verlag 1976, 221 S., geb. DM 36,20

Der Begriff der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten wird dem Studenten schon in den
Anfingervorlesungen vorgestellt; der Tangentialraum, Differentialformen und der ,,Satz von
Stokes* mit seinen klassischen Varianten gehoren zum Stoff des Vordiploms. Daf} diese Gebiete
heute iiberhaupt zuginglich sind, auch fiir den Anfinger, der immer auf VerliBlichkeit aller
Schritte angewiesen ist, verdankt man vor allem den bekannten kleinen Schriften von J. Milnor
(so wohltuend, weil man nie im Beweis unvermutet auf ein Zitat stot) und auch den riilhmens-
werten Lehrbiichern von S. Lang.

Wenn man sich einmal iiber die ersten Begriffe verstindigt hat, gehen die Wege nun bald
auseinander: Differentialformen und ihre Analysis, Funktionalanalysis der #~-Funktionen,
Dynamische Systeme, Stabilitdtstheorie, Differentialgeometrie, Algebraische Topologie, . . . und
so mehren sich die Lehrbiicher.

Das vorliegende willkommene Buch eines Experten iiber Differentialtopologie folgt im
ganzen dem von Milnor eroffneten Weg. Nach einem Kapitel iiber die Grundbegriffe folgt gleich
(Kap. 2) eines iiber die Topologie der Riume von% -Funktionen und (Kap. 3) iiber Transversa-
litat. Es wird ein Jet-Transversalitdtssatz bewiesen, aus dem der Immersionssatz folgt (nicht aber
der Einbettungssatz). Fruchtbarer als die hier versuchte Formalisierung des Ubergangs von Loka-
len zum Globalen scheinen mir doch die inzwischen weit fortgeschrittenen Ergebnisse iiber ,,all-
gemeine Lage (Multijet-Transversalitit), die, wenn sie einmal zu befriedigendem Abschluf} ge-
bracht sind, wahrscheinlich den eigentlichen Schliissel zur Differentialtopologie bilden werden.
Der Zusammenhang zwischen der Topologie der Mannigfaltigkeiten und der Topologie der Ab-
bildungsriume wird so in dem Buch zu recht herausgestellt.

Es folgt ein Kapitel iiber Vektorbiindel und tubulare Umgebungen, wo auch sehr direkt
fiir Mannigfaltigkeiten die Klassifikation der Vektorbiindel durch Homotopieklassen von Abbil-
dungen in Gramann-Mannigfaltigkeiten erklart wird.

Danach kommen fiinf Kapitel mit wichtigen Anwendungen: Abbildungsgrad, Morse-
Theorie, Kobordismentheorie, Isotopie, Klassifikation der Flichen (durch Morse-Theorie).

Wenn im Vorwort gesagt wird, das Buch setze nur einen Standard-Kurs in Analysis und
allgemeiner Topologie voraus, so ist das mit Einschrinkung zu nehmen: Als erste Einfithrung
mdchte ich es nicht empfehlen, eher als Begleitlektiire fiir eine solide Vorlesung. Der Verfasser
beschreibt oft seinen Gegenstand als Experte, dem jederzeit das Ganze und am Anfang schon
das Ende zur Verfiigung steht; in den Gemiitszustand eines Studenten, der noch nichts weid und




16  Buchbesprechungen

den ein schnell plausibles Argument eher unsicher macht, versetzt er sich nicht. Dazu einige Bei-
spiele:

»Then g can be approximated by, and so is homotopic to . . . heifit es Seite 101 in einem Be-
weis — ein nicht ganz trivialer, wenn auch sehr plausibler Schluf, der erst Seite 124 untermauert
wird. Der Beweis des Tubensatzes Seite 110 verweist auf eine Ubungsaufgabe Seite 41, deren Be-
hauptung falsch ist; ein Fehler, den man in fast jedem Lehrbuch findet (auch der Referent ist in
dieselbe Grube getappt). Der einzig verniinftige und richtige Beweis steht in den Biichern von
Lang.

Mit ,,by Taylors formula“ wird Seite 113 eine Behauptung aufgenommen, die darauf hinausliuft,
daf} die Koordinatenfunktionen im Ring der differenzierbaren Keime das maximale Ideal erzeu-
gen. Beim Beweis des Lemmas von Morse Seite 146 wird dieser Schlu} explizit und genauer be-
griindet. Ubrigens ist die Darstellung des Lemmas von Morse sehr gelungen und kann so fiir An-
fingervorlesungen empfohlen werden. Das lokale Verhalten differnzierbarer Funktionen, also
eine Diskussion der Taylorschen Formel vom hoheren Standpunkt, wire iiberhaupt hilfreich, um
vielen kleinen Schliissen mehr Sicherheit zu geben. In der Theorie der Vektorbiindel wird man-
ches nur unter der Hand erklirt, so insbesondere hitte der Begriff des Normalbiindels eine zusam-
menhingende Darstellung verdient. Definiert wird es Seite 95; dal die Projektion auf ein Unter-
biindel (bei gegebener Riemannscher Metrik) differenzierbar ist, ist fir einen Anfinger nicht
selbstverstindlich. Da bei einer transversalen Abbildung die Faser der Normalbiindel isomorph
abgebildet wird, erfahrt man erst Seite 171, und zwar in der Tat als ,,A most important fact*.
Das Sphirenbiindel und das projektive Biindel wird nicht erklart, die Orientierungsiiberlagerung
nur zu wenig. Die Tangentialriume werden erklirt wie bei Lang, aber es gibt keine Bezeichnung
der Basis in Koordinaten (9/0x;) und der Basis (dx;) des Kotangentialraumes, und man erfihrt
nicht, wie Tangentialvektoren und Vektorfelder als Derivationen wirken. Das muf sich bei expli-
ziten Rechnungen doch als lastig erweisen. Seite 129 beruft sich ein Beweis kurzerhand auf die
Verdoppelung einer berandeten Mannigfaltigkeit, was im hier benutzten differenzierbaren Fall
erst Seite 184 zureichend erklart wird. Seite 178 ist wohl zum ersten Mal im Text und Seite 155
in den Ubungenvon ,,a complete Riemannian metric* die Rede. Was das ist, wird nie erwihnt,
ja nicht einmal, was die Bogenlinge einer Kurve in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist. Ein
Literaturhinweis wire hilfreich. Daf Isotopie eine Aquivalenzrelation ist (S. 185) ist nicht selbst-
verstindlich, bei der Transitivitit mu3 man an den Nahtstellen etwas fiir die Differenzierbarkeit
tun. Daf die Kleinsche Flasche, definiert als zusammenhingende Summe zweier projektiver Ebe-
nen, auch die Sphire mit einem unrecht angesetzten Henkel ist (S. 195), hitte zumindest ein be-
griindendes Bild verdient, und iiberhaupt die Bilder! Da ist manches, was eine Ellipse sein sollte,
doch arg linsenférmig geraten (S. 32). Im Appendix ,,we briefly summarize a few basic facts of
analysis and topology*‘. Hier wire vor allem eine genaue Formulierung des Satzes iiber lokale
Lasung einer Differentialgleichung (mit Abhingigkeit von den Anfangswerten) wiinschenswert.
Der Hinweis ,,locally g satisfies Lipschitz conditions* (Seite 149) ist nicht hilfreich, und gerade
hier verlassen einen viele angesehene Lehrbiicher iiber Differentialgleichungen und sicher auch
viele Analysiskurse.

All dies sei nicht als Einwand verstanden. Das Buch ist nichts fiir Anfanger, aber der Fort-
geschrittene kann viel daraus lernen, was man bei einem so ausgezeichneten Experten des Gebiets
ja auch erwarten darf. Insbesondere die direkte geometrische Lehre vom Abbildungsgrad ist sehr
gelungen und sollte auch den Anfinger der ,,soft analysis* gewinnen. Sie kiindigt sich schon im
Kapitel iiber Vektorbiindel an, durch einen ganz elementaren einfachen Beweis fiir den Satz, daf§
eine 1-kodimensionale geschlossene Untermannigfaltigkeit einer einfach zusammenhingenden
geschlossenen Mannigfaltigkeit triviales Normalbiindel hat und letztere zerlegt. Vielerlei Hinweise
finden sich in den Ubungen. Die guten historischen Bemerkungen des Buches nehmen wir dank-
bar an, sie sind nicht leicht zu haben.

Regensburg Th. Brocker
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Beitriige zur Algebra und Geometrie 3, hrsg. von M. Herrmann, O.-H. Keller, A. Kertesz,
0. Krétenheerdt, L. Stammler, Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 1974, 183 S.,
DM 24,—

Im vorliegenden Heft sind 14 Arbeiten recht verschiedener Art enthalten. Nur 2 davon
sind der Geometrie zuzurechnen, die iibrigen behandeln Fragen aus der Algebra.

Bei den beiden geometrischen Beitrdgen wird in der Arbeit von O. H. Keller iiber ,,Nor-
malformen der Flichen 3. Ordnung* erstmals vollstindig das seit iiber 100 Jahren offene Problem
gelost, simtliche Typen von Flichen 3. Ordnung durch Normalformen ihrer Gleichungen liicken-
los zu beschreiben (die Sylvestersche Normalform als Summe von Kuben gilt bekanntlich nur
,,im allgemeinen*).

Von vollig anderem Charakter ist die zweite geometrische Arbeit von O. Krétenheerdt,
Mammitsch und Richter iiber ,,Flichenkleinste Vierecke, die 2 gegebene von aufien beriihrende
Kreise enthalten®.

Von den ibrigen Arbeiten ist die umfangreichste die von W. Kleinert mit dem Titel ,,Zur
Theorie der perfekten und quasiperfekten Moduln‘. Der Inhalt derselben ist in dem spiter er-
schienenen Buch von B. Renschuch (,,Elementare und praktische Idealtheorie*, Berlin 1976)
bereits verarbeitet worden.

Zur kommutativen Algebra gehoren dann noch 2 kleinere Arbeiten von W. Vogel und
G. Eisenreich, wihrend der Gruppentheorie die Beitrage von H. Mitsch, R. Lidl, L. Teschke,

F. Loonstra und R. Fritzsche gewidmet sind.

Die Arbeiten von A. Kertesz und O. Steinfeld, E. T. Schmidt, G. Pfister behandeln nicht-

kommutative Algebra und Verbandstheorie.

Hamburg W. Burau

Reichardt, H., GauB und die nicht-euklidische Geometrie, Leipzig: BSB B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft 1976, 116 S, DDR 29,50 M.

Das verdienstvolle Buch, das anldllich des 200. Jahrestages der Geburt von Gauf} entstand,
enthilt mehr als der Titel andeutet: es schildert ausfiihrlich auch die Vorgeschichte der nicht-
euklidischen Geometrie und die Leistungen von J. Bolyai und Lobatschewski. Das Buch ist gut
geschrieben und angenehm zu lesen. Wie schwer haben es doch neue Ideen, sich gegen Altherge-
brachtes durchzusetzen; und wie bedriickend wirkt GauBens Wortkargheit gegeniiber seinen Zeit-
genossen und insbesondere gegeniiber J. Bolyai!

Erlangen G. Nobeling

Walter, R., Differentialgeometrie, Mannheim — Wien — Ziirich: Bibliographisches Institut
1978, 286 pp., kart., DM 28, —

Der Verfasser will mit vorliegendem Buch, das aus einer einsemestrigen Vorlesung ent-
stand, eine Einfiihrung in die neuere Differentialgeometrie geben. Er hat sich hierbei offensichtlich
durch Ideen von S.-s. Chern leiten lassen und die Beweise mit Hilfe des durch H. Flanders erwei-
terten Kalkiils der alternierenden Differentialformen gefiihrt. Auf diese Weise findet sich eine
deutliche Abgrenzung.zu der iibrigen deutschsprachigen einschligigen Lehrbuchliteratur. — Im
1. Kapitel werden grundlegende Tatsachen zur elementaren Differentialgeometrie der Kurven
und Flichen im dreidimensionalen euklidischen Raum angefiihrt. Hierauf folgt im 2. Kapitel eine
Darstellung der riemannschen Geometrie unter Zugrundelegung der Grundbegriffe aus der mul-
tilinearen Algebra und der Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Bemerkenswert ist
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die Vermeidung von Poisson-Klammern. Im 3. Kapitel werden Hyperflichen im euklidischen
Raum behandelt, wobei insbesondere der Kalkiil von K. Voss bei globalen Fragestellungen zur
Anwendung gelangt. Die Ausfiihrungen des Verf. konzentrieren sich schlielich im 4. Kapitel
auf die Herleitung der Formel von Allendoerfer-Weil-Chern fiir einen kompakten reguliren Be-
reich einer riemannschen Mannigfaltigkeit beliebiger Dimension. — Durch die recht knapp
gefaite und einiges Geschick des Lesers im Rechnen mit Differentialformen erfordernde Dar-
stellung hat erstaunlich viel Stoff samt Beispielen und interessanten Ubungsaufgaben in dem
Buch Platz gefunden. Alles in allem ein sehr bemerkenswerter Beitrag zur Lehrbuchliteratur iiber
Differentialgeometrie.

Stuttgart K. Leichtweify

Nitsche, J. C. C., Vorlesungen iiber Minimalflichen (Die Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 199), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1975, 86 Abb., XIII
+ 775 pp., geb. DM 196,—

In seiner 1950 erschienenen ,,Einfiihrung in die Differentialgeometrie* schrieb Blaschke
iiber die Minimalflachen: ,,Sie . . . bilden einen Lieblingsgegenstand der Geometer von Lagrange
bis heute. So haben sich insbesondere G. Monge, B. Riemann, K. Weierstra3, H. A.Schwarz,

E. Beltrami, S. Lie und A. Ribaucour eingehend mit ihnen beschiftigt*. Danach zitierte Blaschke
die zusammenfassenden Darstellungen von Beltrami (1868, Opere Bd. 2, S. 1/54), Schwarz,
Ribaucour, Darboux, Bianchi und schlieBlich T. Radg (,,0n the Problem of Plateau‘, Ergebnisse
der Math. u. Grenzgebiete, 1933) und kam zu folgendem Urteil: ,,Wenn man die erste und die
letzte dieser Darstellungen vergleicht, so kann man die stiirmische Jugend einer geometrischen
Frage ihrem miiden Alter gegeniiberstellen‘.

Hier irrte Blaschke, wie die von J. C. C. Nitsche vorgelegten ,,Vorlesungen iiber Minimal-
flichen* zeigen. Dieser Nachweis ist umso iiberraschender, als der Autor ganz und gar im klassi-
schen Rahmen bleibt und sich nur mit Minimalflichen im dreidimensionalen euklidischen Raum
beschiftigt. Er gibt ebensowenig eine Darstellung der Minimalflichen in Riemannschen Mannig-
faltigkeiten, wie eine Beschreibung der grofartigen Resultate, die in den letzten zwanzig Jahren
im Zusammenhang mit der Entwicklung der ,,Geometrischen MaBtheorie* entstanden sind. Der
Autor hat sich stattdessen weise auf ein scheinbar enges Gebiet beschrinkt, und so ist ein sehr
schones Buch entstanden, das die historischen Aspekte ebenso beriicksichtigt wie die neusten
Forschungsergebnisse, dem Spezialisten als Handbuch und gleichzeitig einem Studenten mittle-
ren Semesters als Einfiithrung dienen kann in ein faszinierendes Gebiet, in dem die geometrische
Intuition genausogut wie die analytische Prizision zu ihrem Recht kommt. Dem Autor ist es ge-
lungen, die vielfiltigen Phinomene gut lesbar und iibersichtlich darzustellen, ohne auf mathema-
tische Genauigkeit zu verzichten. Die geschickte Gliederung des Stoffes ist dem Leser ebenso
behilflich wie die vorziiglichen Abbildungen und das umfangreiche Literaturverzeichnis (66 Sei-
ten). Sehr niitzlich ist, daB sich bei jedem Literaturzitat ein Seitenverweis findet, mit dessen
Hilfe man sofort nachsehen kann, an welcher Stelle in den ,,Vorlesungen* die zitierte Literatur
erwihnt und moglicherweise genauer besprochen ist. Besonders gliicklich erscheint mir auch der
Gedanke, ein Kapitel ,,Lehrsitze und Aufgaben* aufzunehmen, welches nicht nur weitere Ver-
bindungen zur Literatur kniipft und sich durch duflerst interessante historische Bemerkungen
auszeichnet, sondern auch eine Vielzahl ungeloster Aufgaben darbietet, die den Leser zu eigenen
Entdeckungen anregen sollen und deren Losung in den meisten Fillen eine Publikation wert
sein diirfte.

Schlieflen wir diese Besprechung mit einer kurzen Inhaltsangabe:

Kapitel II beginnt ganz elementar mit einer Diskussion der Begriffe ,,Kurve*, ,,Fliche®, , diffe-
rentialgeometrische Fliche* und ,Minimalfliche*. Danach wird eine Reihe spezieller Minimal-
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flichen besprochen, und das Kapitel endet mit einer Diskussion der zweiten Variation des Fli-
cheninhalts.

Kapitel III befaBt sich mit der konformen Abbildung von Minimalflichen. Dies fithrt sofort auf
duferst interessante mathematische Probleme. Wir erwidhnen nur den Bernsteinschen Satz, da
eine auf dem ganzen R? definierte Losung der Minimalflichengleichung notwendigerweise eine
Ebene ist, die Theorie der harmonischen Abbildungen, konforme Abbildungen im Grofien. Dem
schliet sich eine weitere Diskussion spezieller Minimalflichen an, die Geometern wie Analyti-
kern das grofite Vergniigen bereiten wird. Es ist schon erstaunlich, welche Fiille von Beispielen
der Autor gesammelt hat, die selbst Fachleuten in vielen Fillen unbekannt sein diirften.

Kapitel IV enthilt das fir die folgenden Abschnitte notwendige analytische Werkzeug: Sobolev-
riume (vom Autor ,,Funktionen der Klasse_#‘ genannt) und Einbettungssitze, harmonische
Funktionen, Abbildungen mit endlichem Dirichletintegral, Index, lineares Hausdorffmaf}, Punkt-
mengen verschwindender logarithmischer Kapazitit.

Die folgenden drei Kapitel bilden das Herzstiick der ,,Vorlesungen‘. Kapitel V behandelt das
Plateausche Problem und die hiermit zusammenhingenden Fragen: Existenzbeweise, Randver-
halten, Verzweigungspunkte, Ein- und Mehrdeutigkeit, instabile Minimalflichen, nichtparametri-
sche Losungen, Problem des kleinsten Fliacheninhalts.

Kapitel VI enthilt eine Diskussion von anderen Randwertaufgaben, die nicht weniger reizvoll als
das Plateausche Problem sind: freie Randwertprobleme, mehrere Randkurven (Douglas-Problem),
isoperimetrische Ungleichungen.

Kapitel VII gibt eine griindliche Diskussion der (nichtparametrischen) Minimalflichengleichung
in zwei Dimensionen. Wir erwihnen insbesondere die verschiedenen Formen des Maximumprin-
zips, den Hebbarkeitssatz von Bers und seine verschiedenen Verallgemeinerungen, die a priori Ab-
schitzungen von Heinz, Finn, Osserman u. a. und die Behandlung des Dirichletschen Problems.
Kapitel VIII behandelt schliellich die vollstindigen Minimalflichen.

Die vorliegenden ,,Vorlesungen* konnen jedem mathematisch Interessierten wirmstens
empfohlen werden, besonders dann, wenn er nicht blof an Strukturmathematik Vergniigen hat,
sondern Mathematik an Hand von reizvollen wie schwierigen Problemen kennenlernen oder ge-
niefen mochte. Zitieren wir Hilbert: ,,Die hohe Bedeutung bestimmter Probleme fiir den Fort-
schritt der mathematischen Wissenschaft im allgemeinen und die wichtige Rolle, die sie bei der
Arbeit des einzelnen Forschers spielen, ist unleugbar. Solange ein Wissenszweig Uberfluf an Pro-
blemen bietet, ist er lebenskriftig; Mangel an Problemen bedeutet Absterben oder Aufhéren der
selbstandigen Entwicklung. Wie iiberhaupt jedes menschliche Unternehmen Ziele verfolgt, so
braucht die mathematische Forschung Probleme.*

Danken wir J. C. C. Nitsche, daf er mit seinem Buch gezeigt hat, wie lebendig die Mini-
malflichen nach wie vor sind.

Bonn S. Hildebrandt

Lichnerowicz, A., Geometry of groups of transformations. Leyden: Noordhoff Inter-
national Publishers 1977, XIV + 234 pp., cloth, Dfl 70,—, § 29.25

Das Buch ist eine von M. Cole (Leyburn) angefertigte Ubersetzung des inzwischen als
Klassisch zu bezeichnenden Werkes Géométrie des groupes de transformations (Dunod: Paris 1958),
durch welches der Aufschwung der globalen Differentialgeometrie entscheidend gefordert wurde.
Den beiden sachkundigen Besprechungen der franzésischen Originalausgabe von S. Kobayashi in
Math. Rev. 23, # A 1329 (1962) sowie von W. Klingenberg im Zentralblatt fir Mathematik,
Bd. 96, S. 160—161 ist auch heutzutage inhaltlich nichts hinzuzufiigen. Ich méchte nur auf die
wichtigsten Biicher hinweisen, die die einzelnen Themen des vorliegenden Werkes duBerst erfolg-
reich weiterentwickelt haben. Einmal ist es der zweite Band des Standardwerkes iiber globale
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Differentialgeometrie, nimlich S. Kobayashi und K. Nomizu: Foundations of Differential Geo-
metry (Interscience Publishers: New York 1969), zum anderen das Buch S. Kobayashi: Trans-
formation Groups in Differential Geometry (Ergebnisse der Mathematik Band 40, Springer-
Verlag: Berlin — Heidelberg — New York, 1972), in welchem sich insbesondere der neuere Stand
der Beziehungen zwischen der Theorie der Lieschen Transformationsgruppen und Differential-
geometrie widerspiegelt. Die im letzten Kapitel des Buches dargestellte Theorie der symmetri-
schen Riume hat inzwischen ihre volle Entfaltung in den Biichern S. Helgason: Differential Geo-
metry and Symmetric Spaces (Academic Press: New York — London 1962) und O. Loos:
Symmetric Spaces I, I (Benjamin: New York — Amsterdam 1969) erfahren. Die franzosische
Originalausgabe ist vorbildlich gesetzt, und die Formeln sind iibersichtlich. Die vorliegende engli-
sche Ubersetzung ist nach einer sorgfiltig getippten Druckvorlage auf phototechnischem Wege
hergestellt, die Schonheit des gesetzten Originaltextes erreicht sie aber nicht. Daher sollte man
beim Lesen dieses Buches, das einen auch heute freundlich in die globale Differentialgeometrie
einfiihrt und in der Zwischenzeit nichts von seinem Wert verloren hat, zur franzésischen Original-
ausgabe greifen.

Erlangen K. Strambach

GI-NTG-Fachtagung ,,Struk tur und Betrieb von Rechensystemen*, hrsg. von H.-O. Leilich
(Lecture Notes in Computer Science, Vol. 8), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag
1974, VI + 340 S, geheftet, DM 26,—

Die Beitrige dieses Tagungsbandes spannen den weiten Bogen zwischen den Aspekten des
Hardwareentwurfes und verschiedenen Problemen der Softwareentwicklung fiir Rechensysteme.
Das einfiilhrende Hauptreferat umreiit diese Probleme und weist auf die Akzentverschiebung hin,
die dadurch entstanden ist, daB die Kosten fiir die Hardware fallende, fiir die Programmierung aber
steigende Tendenz haben. Was sind Computer und was tun sie, wird zur Schliisselfrage erhoben,
auf die, stark vergrobert, die Antwort gegeben ist, Computer sollen Entscheidungen treffen bzw.
Mbglichkeiten fiir Entscheidungen aufgrund von Wahrscheinlichkeiten verschiedener Zustinde
schaffen.

In vier groferen Themenkreisen werden die folgenden Fragestellungen behandelt:

1. Rechnerstruktur: Mikroprogrammierung; Parallelprozessoren; assoziativer Arbeitsspeicher. —

2. Schnittstellen und Leistungskriterien: Systemschnittstellen; Pufferspeicher, Befehls-Pipeline,
E/A-Prozessoren; Schnittstellen fiir Betriebssoftware. — 3. Auftragslast, Leistung und Messung:
Leistungsmessung in Realzeit- und Dialogsystemen; Beschreibung und Durchfihrung von Bench-
mark-Tests. — 4. Betriebsmittelvergabe: Analytische Durchsatzuntersuchungen an Betriebssystem-
Modellen; Simulation von Betriebsmittelzuteilungsalgorithmen.

Die den einzelnen Themenkreisen zugeordneten Referategruppen enthalten zumeist
zunichst einen historischen Uberblick, der es gestattet, aus der Entwicklung heraus die Problem-
stellung zu erkennen, und gehen dann auf Losungsansitze der einzelnen Probleme ein bzw. geben
Hinweise auf die zu erwartenden und in der Zwischenzeit zum Teil eingetretenen Entwicklungen.
Wenn auch die eine oder andere Darstellung mehr exemplarischen Wert hat, so ergibt die Zusam-
menstellung doch einen guten Uberblick iiber die Aufgaben- und Problemstellungen, die in Ver-
bindung mit Rechensystemen auftreten.

Miinster H. Werner
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Volume 1:

Herbert Gross
University of Zurich

Quadratic forms
in infinite-
dimensional
vector spaces

1979. 432 pages. Paperback
sFr.38.-/DM 42.-/$20.00
ISBN 3-7643-1111-8

This volume features a compre-
hensive account of the purely al-
gebraic theory of infinite-dimensio-
nal quadratic spaces over arbitrary
division rings, as developed by the
author and others. That part of the
theory which covers spaces of
countably infinite dimension is
treated in a systematic fashion, and
some indications have been given
for the uncountable case. Great ca-
re has been taken to exhibit the
methods and the motivation. The
book is self-contained: it is funda-
mental to further research in the
area of infinite-dimensional qua-
dratic forms.

Birkhiuser
Veriag

Progress

in Mathematics

Edited by
J. Coates and S. Helgason

Volume 2:
Frederic Pham

Université de Nice

Singularités
des systémes
différentiels
de Gauss-Manin

Avec des contributions de Lo Kam
Chan, Philippe Maisonobe et Jean-
Etienne Rombaldi

1979. 334 pages. Paperback
approx. sFr.30.-/DM 33.-/$16.00
ISBN 3-7643-3002-3

(In French)

Gauss-Manin connections are satis-
fied by periods of algebraic inte-
grals and beyond their original role
in algebraic geometry have gained
importance in the theory of hyper-
functions and the treatment of os-
cilliatory integrals and fourier
transforms as developed by Bern-
stein and Malgrange. This volume
deals with recent developments and
combines new results with exposi-
tory treatment. It will be of interest
to all researches in this area and a
standard reference in all mathema-
tics librairies.

Basel - Boston - Stuttgart

Volume 3:
Christian Okonek
Michael Schneider
Heinz Spindler

University of Géttingen

Vector bundies
on complex
projective
spaces

1980. 400 pages.
Paperback approx.
sFr.34.-/DM 37.-/$18.00
ISBN 3-7643-3000-7

This expository treatment of the
subject is based on a survey which
M. Schneider gave at the Seminaire
Bourbaki in November 1978 and
on a subsequent course held at the
University of Gottingen. It takes
into account recent developments
and can serve as an introduction to
the topical question of classification
of holomorphic vector bundles on
complex projective spaces. This has
recently become of interest to theo-
retical physicists because of the re-
lationship with instantons.

Further volumes are in prepara-
tion.

Please order from your bookseller
or Birkhauser Verlag, P.O. Box 34,
CH-4010 Basel/Switzerland

or Birkhauser Boston Inc.. 380
Green Street, Cambridge MA
02139/USA




Neuerscheinungen

Einflihrung in die harmonische Analyse

Von Prof. Dr. rer. nat. W. SCHEMPP, Universitat Siegen (Gesamthochschule), und
Priv.-Doz. Dr. sc. math. B. DRESELER, Universitat Siegen (Gesamthochschule)

1980. 300 Seiten mit 3 Bildern, 205 Aufgaben und 116 Beispielen.
(Mathematische Leitfaden)
Kart. DM 48,—

Der Inhalt dieses neuen Lehrbuchs gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil (Kapitel |
und Il) behandeit die Theorie der Fourier-Reihen und Fourier-integrale in mehreren
Variablen etwa in dem Umfang, wie sie fiir Anwendungen (z. B. in der mathematischen
Physik) bendtigt werden. Die grundiegenden Begriffe sind so gefaBt, daB ihre Erweite-
rungsféhigkeit auf den Fall beliebiger lokalkompakter topologischer Gruppen deutlich
wird. Ausgehend von der Konstruktion des Haar-MaBes fiihrt der zweite Teil (Kapitel IlI
bis V) an die harmonische Analyse auf nichtkommutativen lokalkompakten Gruppen
heran. Dabei werden besonders die Beziehungen zu den speziellen Funktionen der
mathematischen Physik (Kugel-Funktionen, Bessel-Funktionen) herausgearbeitet.

Aus dem Inhalt: Harmonische Analyse auf den kompakten Torusgruppen / Harmonische
Analyse auf dem n-dimensionalen reellen euklidischen Raum Rn / Das Haar-MaB auf
lokalkompakten topologischen Gruppen / Harmonische Analyse auf kompakten topologi-
schen Gruppen / Harmonische Analyse zu Gelfand-Paaren

Methode der finiten Elemente

Eine Einfilhrung unter besonderer Beriicksichtigung der Rechenpraxis
Von Prof. Dr. sc. math. H. R. SCHWARZ, Universitat Zurich

1980. 320 Seiten mit 155 Bildern, 49 Tabellen und zahireichen Beispielen.
(Leitfaden der angewandten Mathematik und Mechanik, Bd. 47 — Teubner Studienbliicher)
Kart. DM 29,80

Mit der gewdhiten Darstellung im vorliegenden Lehrbuch soll eine einfache aber an-
wendungsorientierte Einfiihrung in die Methode der finiten Elemente vermittelt werden
mit der Zielsetzung, die konkreten Hilfsmittel bereitzustellen, um Probleme der Physik
und Technik bearbeiten zu kénnen. Aus diesem Grund ist der Bogen gespannt worden
von der effizienten Berechnung der Elementmatrizen und der Aufstellung der algebra-
ischen Systeme bis zur praktischen Lésung der groBen linearen Gleichungssysteme
und der Eigenwertaufgaben. Die Beispiele mit volistdndigen Ergebnissen sollen die
Methoden illustrieren.

Aus dem Inhalt: Mathematische Grundlagen, Extremalprinzipien / Elemente und Element-
matrizen, praktische Berechnung, Formfunktionen, krummlinige Elemente / Kompilation
der Gesamtmatrizen, optimale Numerierung, Kondensation / Rechentechniken zur Lésung
der groBen linearen Gleichungssysteme, direkte und iterative Methoden / Behandlung
der Eigenwertaufgaben / Praxisbezogene Beispiele, reprasentative Anwendungen mit
Resultaten

E B. G. Teubner Stuttgart




Neuerscheinung

Lehrbuch der Algebra

Unter EinschluB der linearen Algebra

Von Prof. Dr. rer. nat. G. SCHEJA, Universitat Tubingen, und Prof. Dr. rer. nat.
U. STORCH, Universitat Osnabriick

Das Buch bietet eine einheitliche Einfiihrung in die Grundlagen der Algebra, welche die
vielfach noch iibliche Trennung des Stoffes in Lineare Algebra, Lineare Geometrie, Modul-
theorie und Klassische Algebra aufhebt. Es soll vom Lernenden der Mathematik und
Physik von Anfang an fiir das Grundstudium benutzt werden.

In den beiden ersten Teilen des Buches werden die Grundbegriffe der Algebra in aufein-
ander aufbauenden Kapiteln mit der gebotenen Austihrlichkeit und Allgemeinheit abge-
handelt.

Der dritte Teil des Buches ist eine Sammlung von in sich geschlossenen Anhdngen zu
den Kapiteln der ersten beiden Teile. Diese Anhdnge behandeln weiterfihrende Themen
und dienen dem vertiefenden Selbststudium und der Seminararbeit im zweiten und drit-
ten Studienjahr. Die ersten beiden Teile sind unabhédngig vom dritten Teil.

Teil 1: 1980. 408 Seiten mit 15 Bildern, 254 Beispielen und 579 Aufgaben. (Mathematische
Leitfaden) Kart. DM 48,—

Aus dem Inhalt des ersten Teiles

Grundbegriffe der Mengenlehre: Aquivalenzrelationen / Ordnungsrelationen / Induktions-
Methoden / Kardinalzahlen / Machtigkeit unendlicher Mengen

Gruppen und Ringe: Primfaktorzerlegung rationaler Zahlen / Gruppen / Untergruppen /
Indexsatze / Zyklische Gruppen / Ringe / Divisionsbereiche

Moduln und Algebren: Moduln und Vektorraume / Untermoduln / Ideale / Lineare Glei-
chungen / Basen / Dimension von Vektorrdumen / Freie Moduln / Assoziative Algebren /
Strukturkonstanten

Homomorphismen von Gruppen und Ringen: lsomorphismen und Homomorphismen /
Restklassengruppen / Restklassenringe / Operieren von Monoiden

Homomorphismen von Moduln: Rangsatz / Restklassenmoduln / Ringe und Moduln mit
Kettenbedingungen / Zerlegung in direkte Summen / Matrizen-Kalkiil / Dual und Bidual /
Exakte Sequenzen / Affine Raume

Determinanten: Permutationen / Multilineare Abbildungen / Determinanten-Kalkiil / Ent-
wicklungssatze / Cramersche Gleichungssysteme / Norm bei Algebren

Teil 2: In Vorbereitung. ca. 400 Seiten (Mathematische Leitfaden)

Aus dem Inhalt des zweiten Teiles

Kommutative Algebra (Polynomringe, Nullstellen von Polynomen, Primtaktorzerlegung) /
Lineare Operatoren (Zerlegungssdtze, Eigenwerttheorie) | Dualitdtstheorie (Quadrati-
sche und hermitesche Formen, Rdume mit Skalarprodukt) /| Kérpertheorie (Kérpererwei-
terungen, Galois-Theorie) / Multilineare Algebra (Tensorprodukt, GraBmann-Algebra)

Teil 3: In Vorbereitung (Mathematische Leitfaden)

Anhénge zu den Kapiteln der Teile 1 und 2. Einzelthemen iiber Gruppentheorie, Struktur-
theorie von Ringen und Moduln, Zahlentheorie, Lineare Geometrie, Kommutative Algebra,
Algebraischen Geometrie u. a. m.

E B. G. Teubner Stuttgart




Neuerscheinung

Lehrbuch der Analysis
Von Prof. Dr. rer. nat. H. HEUSER, Universitat Karlsruhe

Ziel dieses zweiteiligen Werkes ist es, ausgehend von der axiomatischen Beschreibung
der reellen Zahlen den Aussagenbestand der klassischen Analysis mdéglichst lebendig
und faBlich zu entwickeln und von dieser Basis aus weiter vorzudringen bis hin zu den
moderneren Begriffen und Sétzen dieser Disziplin, wie z.B. Netzkonvergenz, Banach-
rédume, metrische und topologische Rdume, Lebesguesches Integral, die Sédtze von Arzela-
Ascoli und Stone-WeijerstraB, der Stokessche Satz iiber die Integration von Differential-
formen und die Fixpunktsitze von Banach, Brouwer, Schauder und Kakutani.

Das Buch ist lberwiegend ,reell“. Da aber Naturwissenschaftler und Ingenieure schon
sehr friihzeitig komplexe Zahlen benétigen und viele analytische Fragen erst im Kom-
plexen befriedigend geklart werden kénnen, wurde ein Unterkurs lber komplexe Zahlen
und Funktionen eingebaut, der bis zu den Cauchyschen Integralsédtzen und der Entwickel-
barkeit holomorpher Funktionen in Potenzreihen flhrt. Ein historischer Bericht rundet das
Buch ab. Uber 1300 Aufgaben sollen dem Leser helfen, die Analysis zum sicheren Besitz
(working knowledge) zu machen.

Teil 1: 1980. 644 Seiten mit 128 Bildern und 780 Aufgaben, zum Teil mit Lésungen.
(Mathematische Leitfaden) Kart. DM 48,—

Aus dem Inhalt des ersten Teiles

Mengen, Zahlen und Funktionen: Mengen / Axiomatik der reellen Zahlen / Komplexe
Zahlen / Kombinatorik / Metriken / Funktionenrdume und -algebren / Lineare Abbildun-
gen / Der Differenzenoperator / Interpolationspolynome / Mengenvergleiche

Zahlenfolgen und unendliche Reihen: Grenzwertbegriff / Prinzipien der Konvergenztheo-
rie / Allgemeine Potenz und Logarithmus / Exponentialprozesse / Haufungswerte / Kon-
vergenz- und Divergenzkriterien

Stetige und differenzierbare Funktionen: Stetige Funktionen / Fixpunkt- und Zwischen-
wertsédtze / Der Umkehrsatz / Grenzwerte von Funktionen / Grenzwerte von Netzen /
Doppelreihen / Die Ableitung / Mittelwertsétze / Extremalprobleme / Konvexe Funktionen
und Ungleichungen

Taylorscher Satz und Potenzreihen: Mittelwertsatz fur hohere Differenzen / Taylorscher
Satz und Taylorsche Entwicklung / Reelle und komplexe Potenzreihen / Abelscher Grenz-
wertsatz / Fundamentalsatz der Algebra / Partialbruchzerlegung / Die lineare Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Integration: Unbestimmte Integrale / Riemannsches Integral / Die Hauptsatze der Differen-
tial- und Integralrechnung / Das Cauchysche, Riemannsche und Lebesguesche Integrabili-
tatskriterium / Integralungleichungen und Mittelwertsdtze / Uneigentliche Integrale /
Riemann-Stieltjessche Integrale / Funktionen von beschrénkter Variation / Die Differen-
tialgleichung mit getrennten Veranderlichen

Vertauschung von Grenziibergdngen: GleichmaBige Konvergenz / Vertauschung von
Grenzlibergangen bei Folgen / Gleichstetige Funktionenfamilien und der Satz von Arzela-
Ascoli / Vertauschung von Grenzlibergéangen bei Netzen / Monotone Konvergenz

Teil 2: 1981. ca. 560 Seiten mit zahlreichen Bildern und Aufgaben. (Mathematische Leit-
faden) Kart. ca. DM 48,—

Aus dem Inhalt des zweiten Teiles

Banachrdume und Banachalgebren |/ Lebesguesches Integral und Fourierreihen /| Topo-
logische Rdume |/ Differentialrechnung im Rp /| Wegintegrale / Mehrfache R-Integrale /
Differentialformen und Integralsdtze /| Mehrfache L-Integrale | Die Fixpunktsédtze von
Brouwer, Schauder und Kakutani / Ein historischer tour d’horizon

E B. G. Teubner Stuttgart




