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Signaturen, reelle Stellen und reduzierte quadratische
Formen¥*)

M. Knebusch, Regensburg

§1 Problemstellung

Wir denken uns einen kommutativen Ring A mit Einselement vorgegeben.
Wir betrachten iiber A Paare (E, B) bestehend aus einem projektiven A-Modul E und
einer symmetrischeri bzgl. A bilinearen Form B:E x E = A, die nicht ausgeartet ist,
d. h., einen Isomorphismus x = B(x, —) von E auf den dualen Modul E*: =
= Homp, (E, A) liefert. Ein solches Paar (E, B) nennen wireinen bilinearen
Raum iber A.Ein Isomorphismus o (E, B) > (E', B') zwischen bilinea-
ren Riumen (E, B) und (E’, B') ist definiert als ein A-Modul-Isomorphismus «:
E—5 E' mit B’ (ax, ay) = B(x, y) fiir x und y beliebig in E. Wenn es einen solchen
Isomorphismus gibt, nennen wir (E, B) und (E', B’) isom orph und schreiben
(E,B)=(E', B").

Beispiele (i) Sei (a;;) eine symmetrische n x n-Matrix mit Koeffizienten
a;;€ A, deren Determinante in der Einheitengruppe A’ von A liegt. Sei weiter E
freier A-Modul mit Basis e,, . . . , e,. Dann gibt es genau eine symmetrische Bilinear-
form B auf E mit B(e;, ¢;) = a;;. Diese ist nicht ausgeartet. Wir bezeichnen den so ge-
bildeten ,,freien Bilinearraum (E, B) oft kurz durch die Matrix (a;;). Ist (a;;) eine
Diagonalmatrix, also aj; = a; §;; mit Einheiten a; € A*, so schreiben wir fiir den ,,Dia-
gonalraum® (a;;) auch {a;, as, ..., ap). :

(i) Sei (U, B) ein Paar bestehend aus einem projektiven endlich erzeugten A-
Modul U und einer eventuell ausgearteten symmetrischen Bilinearform g auf U. Wir
definieren auf der direkten Summe U @ U* von U und seinem Dualmodul U eine
symmetrische Bilinearform B wie folgt:

B(u,v) =p8(u,v) firu,veUy;

B(u,u*) =B(u*,u)=u*(u) firu€U,u* €U’

Bu',v)=0 firu',v'eUu".
Die Form B erweist sich als nicht ausgeartet. Wir nennen das Paar (E, B) den
metabolischen Raum M(U,B)zu dem Paar (U, B). Ist 8 die Nullform auf
U, so nennen wir M(U,8)den hyperbolischen Raum zu Uund bezeich-
nen ihn mit H(U). Es 143t sich ibrigens leicht zeigen, daf’, wenn 2 Einheit in A ist,
jeder Raum M (U, B) zu H(U) isomorph ist.

*) Erweiterte Fassung eines auf der DMV-Tagung in Hamburg 1979 gehaltenen Uber-
sichtsvortrages.
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110 M. Knebusch

(iii) Zu bilinearen Rdumen (E,, B;) und (E,, B,) kénnen wir in naheliegen-
der Weise die orthogonale Summe unddas Tensorprodukt bil-
den, und gelangen damit zu neuen bilinearen Riumen:

(Ei, By) L (E2, By) := (E; ® E3, By L B,),
(E1, By)® (E;, By) :=(E; ® 4E,, B, ® By),
vgl. Bourbaki: Algébre, Chap. IX. Zum Beispiel erhilt man fiir Diagonalriume:
(ag,...,a0L<by,...,b)=(ay,...,ay,by,..., by,
(ay,...,a)®<by, ..., by =(a;by,...,2,by, a3by, ..., 8,b;, ..., ayby).

Aufer fiir sehr spezielle Ringe A diirfte es ein aussichtsloses Vorhaben sein,
die bilinearen Riume iiber A bis auf Isomorphie klassifizieren zu wollen. Wir wenden
uns einer Aquivalenzrelation fiir bilineare Riume zu, die im allgemeinen wesentlich
grober als die Isomorphie ist. Wir nennen zwei bilineare Riume ¢ und  iiber A
Witt - 4quivalent, geschrieben ¢ ~ {, wenn es metabolische Riume 7 und
¢ tiber A gibt mit ¢ L n = L ¢. Die Aquivalenzklasse eines Raumes ¢ bezeichnen
wir mit [p] und nennen sie die Wittklasse von ¢. Wittklassen lassen sich wie
folgt in wohldefinierter Weise addieren und multiplizieren:

ll+Wl:=lelyl, (el -[W]:=lpeyl

Damit wird die Menge W(A) aller Wittklassen iiber A ein assoziativer und kommuta-
tiver Halbring, in dem die Klasse der metabolischen Riume das Nullelement ist.
W (A) ist nun sogar ein Ring, denn fiir jeden bilinearen Raum (E, B) ist

(E,B)L(E,-B) =M(E, B),

also [E, B] + [E, —B] = 0. Dieser Ring W(A) heif’t der Wittring von A. Er hat
als Einselement die Wittklasse des freien Raumes (1).

Jeder Ringhomomorphismus f: A = A’ liefert einen Ringhomomorphismus
f :W(A) > W(A"), definiert durch

f‘([E: B]) = [E ®AA’7 B ®AA,],

wobei B ® 4, A" die aus B durch Basiserweiterung auf dem vermoge f gebildeten pro-
jektiven A'-Modul E ® 4 A’ entstehende Bilinearform bezeichnet. Damit wird die Zu-
ordung A —> W(A) ein Funktor von der Kategorie der kommutativen Ringe mit 1 in
sich.

Literatur hierzu: [Ba], Chap. I, [MH], Chap. I, [K], Chap. I, [K,].

Die Beschiftigung mit dem Wittring W (A) ist ein Hauptanliegen der soge-
nannten ,,algebraischen Theorie der quadratischen Formen*. Dieser noch sehr junge
Wissenszweig scheint mir bis jetzt — abgesehen von anwendungsbezogenen Zielset-
zungen — durch die folgenden beiden Motive angetrieben zu werden:

(1) Man mochte durch ein Studium von W(A) doch eine gewisse Ubersicht iiber die
bilinearen Raume iiber A gewinnen.

(2) Man betrachtet W (A) als eine ,,natiirliche Kohomologie* des Ringes A und
mochte durch ein Studium derselben Aufschliisse iiber A gewinnen. In der Tat lifdt
sich W(A) als eine ,,orthogonale K-Gruppe* verstehen, vgl. z. B. [MH], Chap. III, §2.
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Diesen beiden Motiven gemif werde ich zwei Probleme formulieren. Die Pro-
bleme beziehen sich jedoch nicht auf W(A) selbst, sondern eine starke Vergroberung
von W(A),den reduzierten Wittring W(A). Dieser entsteht, indem man
aus W(A) das Nilradikal Nil W(A), bestehend aus allen nilpotenten Elementen, her-
ausdividiert. Dazu wollen wir uns zunichst mit den Primidealen des Ringes W(A)
beschiftigen.

Wir nehmen jetzt ohne wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit an, dafl
A zusammenhingend ist,d. h., keine Idempotenten aufler O und 1 besitzt.
Dann hat jeder endlich erzeugte projektive Modul E einen wohlbestimmten Rang,
der eine natiirliche Zahl ist, wie man es bei freien Modulen gewohnt ist. Fiir einen
bilinearen Raum ¢ = (E, B) bezeichnen wirals Dime nsion dim ¢ den Rang
von E.

Definition Das Fundamentalideal I(A)von W(A) ist die Menge
aller Klassen [p] mit dim ¢ gerade.

Ersichtlich ist I(A) ein maximales Ideal von W(A) mit Restklassenkdrper
W(A)/I(A) = Z/22Z. Wir interessieren uns jetzt fiir die Primideale P von W(A) mit
W(A)/P=2Z.

Definition Eine Signatur ovon A (oder ,,auf'* A) ist ein Ringhomo-
morphismus o: W (A) ~ Z, natiirlich mit o (1) = 1.

Der Kern P, einer Signatur o ist ein Primideal von W(A) mit Restklassenring
Z. Weil der Ring Z aufder der Identitidt keine Automorphismen besitzt, haben wir
sogar eine eindeutige Entsprechung o — P, zwischen den Signaturen o von A und
den Primidealen P von A mit W(A) /P = Z. Wir bezeichnen die Menge aller Signatu-
ren von A mit Sign(A). .

Theorem 1 (Dress [D]) (i) Ist Sign (A) leer, so ist 1(A) das einzige Primideal
von W(A).

(ii) Ist Sign (A) # &, so sind die Kerne P, der Signaturen von A genau alle
Primideale von W(A).

Folgerungen Weil das Nilradikal von W(A) der Durchschnitt aller Primideale
von W(A) ist, ist im Falle Sign (A) = & jedes Element aus I(A) nilpotent. Insbeson-
dere ist das Element 2 - 1y () nilpotent, also 2"W(A) = O fiir geniigend grofies n. Im
Falle Sign (A) # & ist das Element ¢ von W(A) genau dann nilpotent, wenn o(p) = 0
fur jede Signatur o von A ist.

Ist A ein lokaler Ring, so 143t sich Theorem 1 dadurch beweisen, dal® man
W (A) als homomorphes Bild des Gruppenringes Z[A*/A"?] der Quadratklassengrup-
pe A*/A*? (Einheiten modulo Quadrate von Einheiten) auffafit, was moglich ist,
weil jetzt W(A) durch die Wittklassen der eindimensionalen Riume {a) erzeugt wird.
Man kennt die Primideale des Gruppenringes und hat auch ausreichende Kenntnis
iiber den Kern der Abbildung Z[A*/A*2] —» W(A), um obige Aussagen iiber die
Primideale von W(A) einsehen zu konnen ([KRW], vgl. auch [KK]). Dress beweist
nun in [D] folgenden Satz von unabhingigem Interesse, aus dem dann Theorem 1
allgemein folgt:
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Theorem 2 A sei beliebiger kommutativer Ring. Zu jedem Primideal P von
W(A) gibt es ein Primideal p von A und ein Primideal Q des Wittringes W(A,) der
Lokalisierung A, so daf P das Urbild von Q bzgl. der Abbildung W(A) > W(A,)
ist, die aus der natirlichen Abbildung A - A, funktoriell entsteht.

Ist Sign (A) nicht leer, so nennen wir den Ring A formal reell.
Diese Definition harmoniert mit der in der Kérpertheorie iiblichen Terminologie,
denn es gilt:

Satz 3 ([K], Chap. III §2) A ist genau dann formal reell, wenn —1 in A nicht
Summe von Quadraten ist, '

Wir wollen Theorem 2 fiir minimale Primideale in der Sprache der Signaturen
ausdriicken.

Definition Es sei ein Ringhomomorphismus f: A = B vorgegeben (stets
1 = 1). Ist o eine Signatur von A, so heifit jede Signatur t von B, fiir die das Dia-
gramm

W(A)—> W(B)
(03 T

V4

kommutativ ist, eine Fortsetzung von o auf B (bzgl. ). Umgekehrt heifit
dannodie Einschriankung von 7auf A, und wir schreiben gerne 6 = 1| A.

Unter Benutzung dieser Terminologie gewinnt man aus Theorem 2 leicht fol-
gende Aussage:

Theorem 2a Zu jeder Signatur o von A gibt es mindestens ein Primideal pvon A,
so dap sich o auf die Lokalisierung A, fortsetzen lift (bzgl. der natiirlichen Abbil-
dung A > A,).

Im allgemeinen wird eine solche Fortsetzung auf viele Weisen moglich sein,
auch mit verschiedenen Primidealen p. Wir erwiihnen noch:

Theorem 4 (Craven-Rosenberg-Ware [CRW]) Ist A ein regulirer Ring, also
insbesondere nullteilerfrei, so lifit sich jede Signatur von A auf den Quotientenkor-
per von A fortsetzen.

Ab jetzt setzen wir stets voraus,daR A formal reell ist. Die Menge
X = Sing(A) 1aBt sich dann auch als die Menge aller Primideale des Ringes Q ® zW(A)
deuten. (Erinnerung: W(A) ist der reduzierte Wittring von A.) Diese Primideale sind
alle maximal und haben den Restklassenkdrper Q. Die Zariskitopologie (Bourbaki:
Algébre commutative, Chap. II, §4) macht somit X zu einem proendlichen topolo-
gischen Raum, d. h., X ist kompakt, Hausdorff und total unzusammenhingend.
Nach allgemeinen Prinzipien der kommutativen Algebra 146t sich iiberdies Q ® W(A)
in kanonischer Weise mit dem Ring C(X, Q) der stetigen Funktionen auf X mit Wer-
ten im Korper Q der rationalen Zahlen identifizieren ([AK], Q hat die diskrete To-
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pologie). Indem wir von Q ® W(A) zu W(A) _z_urﬁckgehen, gewinnen wir folgende
Beschreibung der Topologie von X und von W(A).

Theorem 5 Wir versehen die Menge X = Sign(A) mit der grobsten Topologie,
so daf die Funktionen @: 0 — a(p) auf X mit Werten in Z zu den ¢ € W (A) alle ste-
tig sind. Dann ist X ein proendlicher Raum. Die Abbildung ¢ — @ von W(A) nach
C (X, Z) ist ein Ringhomomorphismus, dessen Kern das Nilradikal von W (A) ist und
dessen Bild sich somit mit W(A) identifizieren Lift. Der Quotient C (X, Z)/W(A)
ist eine Torsionsgruppe.

Jetzt ist es moglich, die beiden Probleme anzugeben, iiber die ich im folgen-
den berichten will, wobei die Formulierung des zweiten Problems naturgemif} etwas
vage ausfallt.

1. Problem Welche Funktionen f: X — Z lassen sich durch einen bilinearen
Raum reprisentieren, d. h., haben die Gestalt f = @ fiir ein ¢ € W(A)?

2. Problem Welche Zusammenhdinge bestehen — eventuell in speziellen Situ-
ationen — zwischen dem Raum X und anderen ,,mehr geometrischen‘ Objekten,
die zu A gehoren?

Zu dem 2. Problem sei angemerkt, da® X als total unzusammenhéngender
Raum vom geometrischen Standpunkt aus ein ,,schlechter Raum ist, es sei denn X
ist endlich. Man kann aber etwa fragen, ob gewisse stetige Bilder von X gute und zu-
gleich interessante Rdaume sind.

Eine Verallgemeinerung Allgemeiner kann man bilineare Raume (E, B)
iiber einem Schema V bilden, indem man fiir E einen lokal freien ©v-Modul von
endlichem Typ nimmt und fiir B eine symmetrische nichtausgeartete Bilinearform
auf E mit Werten in der Strukturgarbe ¢y ([K], Chap. I, [K; ]). Es a3t sich dann
dhnlich wie oben ein Wittring W(V) definieren, der im Falle, dafl V = Spec(A) affin
ist, mit W(A) iibereinstimmt. Die Zuordnung V— W(V) ist jetzt ein kontravarianter
Funktor von der Kategorie der Schemata in die Kategorie der kommutativen Ringe
mit Eins. Ist V etwa quasiprojektiv, d. h. offener Teil eines projektiven Raumes P™(A)
iber einen kommutativen Ring A, so bleiben obige Sitze mit Ausnahme von Satz 3
sinngeméf richtig ([K], Satz 3 muB durch eine kompliziertere Aussage ersetzt wer-
den). Somit konnen wir die obigen beiden Probleme allgemeiner iiber einem quasi-
projektiven Schema V stellen.

§2 Reelle Punkte auf algebraischen Varietiten
Sei jetzt A eine endlich erzeugte kommutative Algebra iiber einem Kérper k.
Dann 148t sich Theorem 2a wie folgt verschirfen [K,

Theorem 6 Jede Signatur o von A lif}t sich auf den Restklassenkdrper A [m
eines geeigneten maximalen Ideales m von A fortsetzen.
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Wir wollen uns iiberlegen, was dieser Satz in dem Fall bedeutet, daf k ein reell
abgeschlossener Korper R ist (Beispiel: R = R) und A keine nilpotenten Elemente
hat. A 146t sich als Quotient eines Polynomringes R[T,, . .., T,] nach einem Ideal
darstellen. Nach Hilbert wird dieses Ideal durch endlich viele Polynome
fi(T), ..., f(T) erzeugt mit T = (T,, ..., T,), also

A=R[T}/(E, (D), ..., £ (D).

Somit ist A der Ring der iiber R definierten algebraischen Funktionen auf der affi-
nen Varietit

M:={xeCf,x)=...=1.(x) =0},

wobei C den algebraischen Abschluf® R/ — 1) von R bezeichnet. Als Restklassen-
korper A/m eines maximalen Ideals m kommen nur die Korper R und C in Frage.
Der Korper C ist aber nicht formal reell. Daher sind fiir uns nur die Ideale m mit
A/m =R interessant. Jedes solche Ideal m hat die Gestalt

m, = {fEA|f(x) =0}

zu einem durch m eindeutig bestimmten Punkt x = (x4, . . . , X,) auf M, dessen Ko-
ordinaten x; alle in R liegen. Wir nennen diese Punkte die reellen Punkte
von M und bezeichnen die Menge aller reellen Punkte mit M(R).

Weil der Wittring von R bekanntlich zu Z isomorph ist, liefert uns jeder reelle
Punkt P € M(R) eine Signatur

Tp:W(A) > W(A/mp) —> 2,

Hier ist der erste Pfeil die funktorielle Abbildung zu A - A/mp. Die Signatur 7p ord-
net einer Wittklasse [E, B] die klassische Sylvester-Signatur des Raumes (E/mpE,

B ® A/mp) iiber R zu. Theorem 6 besagt, da} die 7p zu den P € M(R) schon alle Sig-
naturen von A sind.

Wir nennen nun zwei Punkte Pund Q aus M(R) Witt-dquivalent,
wenn 7p = 7q ist. Die Aquivalenzklassen zu dieser Aquivalenzrelation auf M(R) nen-
nenwirdie Witt-Komponenten von M(R).

Theorem 6 bleibt sinngemif richtig, wenn man den Ring A durch ein alge-
braisches quasiprojektives Schema V iiber k ersetzt, wie am Ende von § 1 angedeu-
tet: Jede Signatur von V lidfit sich auf einen abgeschlossenen Punkt von V fortsetzen
[K]. Deshalb lassen sich vollig analoge Betrachtungen fiir eine quasiprojektive Varie-
tit M iiber R anstellen und insbesondere Wittkomponenten definieren.

Wir setzen ab jetzt M als quasiprojektiv voraus und wollen Einsicht in die
Wittkomponenten von M(R) gewinnen. Der Einfachheit halber identifizieren wir M
mit dem zugehdrigen Schema V, schreiben also W (M) fiir den Wittring von V, etc.

R ist ein angeordneter Korper, besitzt also eine natiirliche Topologie, die als
Basis die offenen Intervalle ] a, b[ := {x € R|a <x < b} hat. Diese Topologie indu-
ziert auf der Menge M(R) die sogenannte starke Topologie.Ist M wie zu
Anfang affin, so ist dies einfach die Teilraumtopologie von M(R) in R®. Man ist ver-
sucht zu fragen, ob die Wittkomponenten von M(R) etwas mit den Zusammenhangs-
komponenten des topologischen Raumes M(R) zu tun haben. Leider ist diese Frage
sinnlos, wenn R nicht zu dem Korper R der reellen Zahlen isomorph ist, denn dann
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ist M(R) total unzusammenhingend. Doch macht dieser Sachverhalt das Studium
der Wittkomponenten nur interessanter. Man hofft, in den Wittkomponenten auch
dann noch sinnvolle ,,Komponenten‘ vor sich zu haben, wenn die Topologie ver-
sagt.

In der Arbeit [K5] habe ich in dem Falle, daBd M eine glatte Kurve iiber R ist,
die Wittkomponenten von M (R) ausfiihrlich untersucht. Fiir R = R stimmen die Witt-
komponenten in der Tat mit den Zusammenhangskomponenten von M(R) iiberein,
sind also fiir projektives M topologische ,,Kreise, anderenfalls ,,Kreise‘ oder
,,offene Intervalle‘. Uber beliebigem reell abgeschlossenen Korper R 14ft sich bei
projektivem M immer noch eine ,,Orientierung® der Menge M(R) sinnvoll definieren
und dann auf jeder Wittkomponente I" von M(R) eine zirkulare Anordnung der
Punkte erkliren, somit fiir je zwei Punkte P # Q auf I" das abgeschlossene Intervall
[P, Q] und das offene Intervall | P, Q [ definieren. Diese Intervalle haben die von dem
Falle R = R her gewohnten elementargeometrischen Eigenschaften'). Ist M nicht
projektiv, so entsteht M bekanntlich aus einer geeigneten glatten projektiven Kurve
M durch Herausnahme endlich vieler Punkte. Eine Wittkomponente I"' von M(R) ist
dann in einer Wittkomponente I" von M(R) enthalten, und entweder ist I" \ T" hch-
stens einpunktig, oder I' ist ein offenes Intervall P, Q [von T mit Pund Q in T, aber
niicht in M(R), wie es sein muf3.

Wir kehren zu einer beliebigen quasiprojektiven Varietdt M iiber R zuriick
und wollen zunichst ,, Komponenten‘ von M(R) einfiihren, die leichter zuginglich
sind als die Wittkomponenten. Dazu definieren wir in der Menge M(R) ,,algebraische
Wege““.

Definition Ein Elementarweg vin M(R) ist eine totalgeordnete Teil-
menge v von M(R) mit folgenden Eigenschaften:

a) Der Zariskiabschluf3 von v in M ist eine irreduzible Kurve D C M,

b) Sei n: D — D die Normalisierung von D. Nach geeigneter Wahl einer
Orientierung von D (R) gibt es ein abgeschlossenes Intervall [P, Q] in D(R), das un-
ter w bijektiv und ordnungstreu auf vy abgebildet wird.

Zu dieser Definition sei vermerkt, dafl D und D iiber R definiert sind, weiter,
da} durch vy das Intervall ['}\’J, 6] eindeutig festgelegt ist. Den ersten Punkt P = n(P)
vonynennen wirden Anfangspunkt,denletzten Punkt Q = 11(6) den
Endpunkt des Elementarweges v. Das Intervall [’1\5, 6] bezeichnen wir mit 7.

Definition Seien P und Q Punkte in M(R). Ein Weg von P nach Q
in M(R) ist eine endliche Folge (v, . . . ,v;) von Elementarwegen y; in M(R), so daf3
v, den Anfangspunkt P hat, vy, den Endpunkt Q, und der Endpunkt von y; mit dem
Anfangspunkt von v; ., ibereinstimmt (1 <i<t — 1). Wir nennenPund Q ver-
l:f.i ndbar in M(R), wenn es in M(R) mindestens einen Weg von P nach Q gibt. Die
Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ,,verbindbar*‘ nennen wir die Wege -
komponenten von M(R).

Y In [K3]ist erst gegen Ende von Wittringen die Rede. Der Grund ist, daB der Wittring
der Kurve durch eindimensionale Formen erzeugt wird und daher eine einfachere Sprache als hier
gewihlt werden konnte.
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Es 14Bt sich nun auf geometrischem Wege zeigen [K, ]:

Theorem 7 M(R) hat nur endlich viele Wegekomponenten. Jede Wegekom-
ponente ist offen und abgeschlossen in der starken Topologie.

Im Falle R = R sind die Wegekomponenten ersichtlich topologisch zusam-
menhingend. Sie sind somit die Zusammenhangskomponenten von M (R).

Ist allgemein P ein Punkt eines Elementarweges vy in M(R) und P der iiber P
liegende Punkt in %, wie oben beschrieben, so faktorisiert die Signatur 7p von M

iber die Signatur 75 von D,
WM — WD) Z,
B

wobei W(M) » W(ﬁ) die funktorielle Abbildung zu D> D— Mist. Ist Qein
weiterer Punkt auf v, so ist aufgrund der Definition der Elementarwege 75 = 73,
also auch 7p = 7. Zwei verbindbare Punkte sind somit Witt-dquivalent, und wir er-
halten aus Theorem 7 die

Folgerung M(R) hat nur endlich viele Wittkomponenten. Also ist der Raum
X der Signaturen von M endlich. Jede Wittkomponente ist Vereinigung endlich vieler
Wegekomponenten.

Es erhebt sich die Frage, ob auf einer vorgegebenen Varietit M jede Wege-
komponente selbst schon eine Wittkomponente ist. Diese Frage ordnet sich — wie
die gesamte bisherige Betrachtung — dem am Ende von §1 formulierten 2. Problem
unter. Ich mochte auch eine Frage stellen, die zu dem 1. Problem gehort. M habe
die Dimension d. Weil der Raum X der Signaturen von M endlich ist, gibt es eine
kleinste natiirliche Zahl k > 1, so da der reduzierte Wittring W (M) die Menge
C(X, k2) aller Funktionen auf X mit durch k teilbaren Werten enthilt. Was ist die
beste nur von d abhéngige obere Schranke m(d) fiir k? Aufgrund der in den nich-
sten beiden Paragraphen dargestellten lokalen Theorie muf® m(d) = 29 sein, s. Satz 26.

Bis jetzt liegen zu diesen Fragen nur sehr partielle Resultate vor. Colliot-
Théléne und Sansuc haben in der Arbeit [CS] bewiesen:

Theorem 8 Ist R = R und M entweder eine glatte projektive Fliche oder
eine abelsche Varietdt, so ist jede Wittkomponente von M(R) eine Wegekomponente
(= Zusammenhangskomponente). Ferner ist in diesen Fillen W(M) D C(X, 2¢+12).

Im Fall d = 1 herrschen iiber einem beliebigen reell abgeschlossenen Kérper
R optimale Verhiltnisse, wie man Doktorand G. Dietel kiirzlich nachgewiesen hat:

Theorem 9 (unveréffentlicht, vgl. [K3], §10 fiir M glatt) Ist M eine beliebige
Kurve iiber R, so ist jede Wegekomponente eine Wittkomponente, und es ist

WM)=2Z-1+C(X,22).

§3 Die lokale Theorie

Seiabjetzt A semiloka lv , d. h., A habe nur endlich viele maximale Ide-
ale. Natiirlich gehort unser Hauptinteresse in einer lokalen Theorie den lokalen Rin-
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gen (nur ein maximales Ideal), zu denen auch die Korper gehoren. Jedoch ist es aus
technischen Griinden oft wichtig, auch semilokale Ringe zu benutzen, und diese
Ringe machen keine wesentlich grofieren Schwierigkeiten als die lokalen Ringe. Wir
wollen der Einfachheit halber voraussetzen, da® die Zahl 2 in A Einheit
ist.Essei aber angemerkt, daf die ganze im folgenden dargestellte Theorie mit
einigen Modifikationen richtig bleibt, wenn 2 nicht Einheit ist. Man beachte, daf3
jetzt alle projektiven endlich erzeugten Moduln tiber A frei sind.

Ehe wir auf die in §1 gestellten Probleme eingehen, wollen wir den reduzier-
ten Wittring W(A) in einer Weise beschreiben, die Witts urspriinglicher Definition
von W(A) (fiir einen Korper A, [W]) verwandt ist. Zunichst geben wir die entspre-
chende Beschreibung von W(A).

Wir nennen einen bilinearen Raum ¢ = (E, B) isotrop, wenn es einen
Vektor x in E mit B(x, x) = 0 gibt, der sich zu einer Basis des freien Moduls E er-
ginzen lift. Anderenfalls heile ¢ anisotrop . Jeder bilineare Raum ¢ hat eine
Zerlegung (,,Wittzerlegung*)

p=rx<l,—1>1¢p,

mit einer eindeutig bestimmten Zahl r = 0 und einem durch ¢ bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmten anisotropen Raum ¢, (s. z. B. [K], Chap. II §1). Dabei be-
zeichne allgemein r x ¢ fiir einen bilinearen Raum ¢ die orthogonale Summe von r
Kopien von . Wir nennen ¢, den Kernraum von . Aus der Wittzerlegung
folgt insbesondere, daf® die Rdume r x < 1, — 1> bis auf Isomorphie genau alle hy-
perbolischen Riume iiber A sind.

Wir sehen nun, daR zwei bilineare Rdume ¢ und ¢ genau dann Witt-dquiva-
lent sind, wenn sie isomorphe Kernrdume haben. Weiter ist klar, daf} zwei Witt-
‘#Aquivalente Ridume gleicher Dimension schon isomorph sind. In der lokalen Theorie
besteht also — sehr im Gegensatz zur globalen Theorie — ein enger Zusammenhang
zwischen den Isomorphieklassen und den Wittklassen von bilinearen Raumen.

Es sollen nun in dhnlicher Weise die Elemente des reduzierten Wittringes
W (A) beschrieben werden.

Definition Zwei bilineare Riume ¢ und { iiber A heiffen kongruent,
geschrieben ¢ =, wenn dim ¢ = dim Y und o (p) = o () fiir jede Signatur o von A
ist.

Letztere Bedingung besagt gerade, daf ¢ und ¢ in W(A) dasselbe Bild haben.
Nun ist das Nilradikal von W (A) fiir einen formal reellen semilokalen Ring A iden-
tisch mit der Menge der Torsionselemente von W(A), d. h. aller Wittklassen [¢] mit
m X ¢ ~ 0 fiir geeignetes m ([KRW], [KK]). Dieses m lafit sich iiberdies stets als 2-
Potenz wihlen [loc. cit.]. Daher gilt

Satz 10 Zwei bilineare Riume ¢ und  iiber A sind genau dann kongruent,
wenn es ein m = 1 gibt mit m x ¢ = m x Y. Das kleinste solche m ist eine 2-Potenz.

Die Kongruenzklasse ¢ eines bilinearen Raumes ¢ nennen wir eine red u -
zierte quadratische Form iiber A. GemaB ihrer Definition hat eine
reduzierte Form ¢ eine wohlbestimmte Dimension dim (¢ ) und zu jeder Signatur
o von A einen wohlbestimmten Wert o ().
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Wir nennen zwei reduzierte Formen @ und J iiber A Witt-aquivalent,
wenn sie in W(A) dasselbe Bild haben, also wenn a(p) = o(P) fiir jede Signatur o ist.
Weiter nennen wir eine reduzierte Form @ isotrop, wenn eine Summe m x ¢ von Ko-
pien von g isotrop ist. Wir sagen dann auch, da} der bilineare Raum ¢ schwach
isotrop ist. Es 13t sich nun ohne grofie Miihe zeigen ([Ks], §2, vgl. [BeK] im
Korperfall):

Satz 11 Jede reduzierte Form @ hat eine Zerlegung
g=rx<1,-1>1g,

mit einer eindeutig bestimmten natiirlichen Zahl r = 0 und einer eindeutig bestimm-
ten anisotropen reduzierten Form g,.

Wir nennen wieder 9, die Kernform von g und haben als

Folgerung Zwei reduzierte Formen sind genau dann dquivalent, wenn ihre
Kernformen iibereinstimmen.

Mit reduzierten Formen ldft sich ganz dhnlich rechnen wie mit gewohnli-
chen quadratischen Formen, indem man anstelle von Quadraten Summen von Qua-
draten benutzt. Wir verweisen den Leser dazu auf [BeK] und [Ks], § 2.

Wir wollen nun auch den Signaturen eine neue, nur im Semilokalen mégliche
Deutung geben. Jeder bilineare Raum iiber A hat jetzt eine Orthogonalbasis, ist also
ein Diagonalraum (a,, . . ., a,;) ([Ba], Chap. I §3). Erst recht wird der Ring W(A)
durch die Wittklassen [{a)] der eindimensionalen Riume (a) additiv erzeugt (a € A*),
wie schon in § 1 erwihnt wurde. Somit ist eine Signatur o : W(A) = Z durch die
Werte o(a) : = o([{a}]) auf den eindimensionalen Riumen festgelegt. Die so entste-
hende Funktion a + o(a) auf A" ist ein Charakter der Einheitengruppe A* mit Wer-
ten £ 1. Wir identifizieren die Signatur o mit diesem Charakter. Es gilt [KRW, ], § 2:

Satz 12 Eine Signatur o: A* > {* 1} erfiillt fiir jedes r = 2 die folgende Be-
dingung:
S;: Sind ay, ..., a, Einheitenvon Amito(a;)=...=0(@)=+tlund\(,..., A\
Elemente von A, so da b :=N2a, +. ..+ \a, wieder Einheit ist, so ist 6(b) = +1.
Weiter ist 0(—1) = — 1. Umgekehrt ist jeder Charakter o: A* — {1}, fiir den
o(—1)=—1, und die Bedingung S, gilt, eine Signatur.

Ist Aein K6rper,solaBt sich die Bedingung S, am Ende dieses Satzes
vereinfachen: Ist a# 0, b # 0 und ¢(a) = o(b) = +1, so ist auch a + b # 0 (wegen
o6(—1)=—1)und o(a + b) =+1. Wir erhalten als

Folgerung ([H], [LL]) Die Signaturen o eines Korpers A sind gerade die Vor-
zeichenfunktionen zu den totalen Anordnungen von A, die mit Addition und Multi-
plikation vertriglich sind (0(a) = +1 wenn a > 0 und o(a) = —1 wenn a < 0). Sie
entsprechen somit diesen Anordnungen in eineindeutiger Weise.

In Zukunft wollen wir unter den Anordnungen eines Korpers nur solche ver-
stehen wie soeben angegeben. Wir kehren zu einem zusammenhingenden formal
reellen semilokalen Ring A zuriick und kommen jetzt auf eine Verschirfung von
Theorem 2a zu sprechen, auf der — dhnlich wie in §2 — die feineren Untersuchun-
gen in der lokalen Theorie aufbauen.
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Sei ¢ eine Signatur von A und sei Q die Menge aller Elemente
x=MNa, +...+\a,

zu Einheiten a; von A mit ¢(a;) = + 1 und Elementen \; von Amit A+ .. . + A=A,
Der folgende Satz wurde fiir lokale Ringe von Kanzaki und Kitamura [KaKi] und
dann allgemein in [K4], § 3 und Appendix B bewiesen.

Theorem 13 A ist disjunkte Vereinigung der Mengen Q, (—1) Q und eines
Primideals p. Die Signatur ¢ hat genau eine Fortsetzung G auf den Restklassenkor-
per A(p) zu p, d. h. den Quotientenkérper des Restklassenringes Alp.

In diesem Sinne kommen also auch alle Signaturen eines semilokalen Ringes
von Anordnungen von Kérpern her, sogar in kanonischer Weise. Wir nennen p das
Zzu o0 assoziierte Primideal p(o)und o die von ¢ auf dem Restklassen-
korper induzierte Signatur. Aufgrund der Definition von Q ist klar, daf
p (0) das eindeutig bestimmte grofite Primideal q von A ist, so daf’ sich o auf A(q)
fortsetzen 1afdt.

Wir wollen uns noch iiberlgegen, welche Einheiten a € A* unter allen Signa-
turen den Wert +1 haben. Ist a=2A? +. .. + A\? eine Summe von Quadraten, so ist
aufgrund der Eigenschaft S, sicherlich o(a) = +1 fiir alle Signaturen. Ist umgekehrt
dies vorausgesetzt, so ist {a) = (1), also nach Satz 10 m x<{a)=m x (1) fiir ein
m = 1 und somit a Summe von m Quadraten. Also

Satz 14 Die Untergruppe der a € A* mit o(a) = +1 fiir alle Signaturen o von
A besteht genau aus den Quadratsummen in A, die Einheiten sind.

Wir bezeichnen diese Untergruppe mit A, und fassen die Menge X der Sig-
naturen von A als Menge von Charakteren der Gruppe G := A*/A_ ag\f . G ist eine
diskrete Gruppe vom Exponenten 2. Somit ist ihre Charaktergruppe G in der Topo-
logie der punktweisen Konvergenz eine proendliche topologische Gruppe. Man
sieht leicht, dafd X abgeschlossen in @ ist und die Teilraumtopologie von X in G mit
der in § 1 auf X eingefiihrten Topologie iibereinstimmt.

Nach dieser Diskussion der Signaturen im semilokalen Fall wenden wir uns
dem 1. Problem aus § 1 zu.

Definition Eine nichtleere Teilmenge Y von X heift Facher von A, wenn
Y abgeschlossen in X ist und fiir je drei Elemente 0., 0,, 03 aus Y das in é gebildete
Produkt o, 0, 03 wieder in Y liegt.

Ist Y ein Ficher von A und o, ein beliebig gewihltes Element von Y, so ist
ersichtlich Y U 0, Y die von Y erzeugte Untergruppe von G. Weiter ist Y zu oY
disjunkt, weil die Charaktere aus Y auf dem Elemnet (—1)A_, von G den Wert —1
annehmen, die Charaktere aus o,Y jedoch den Wert + 1. Insbesondere muf fiir
einen endlichen Ficher Y die Anzahl | Y| der Elemente von Y eine 2-Potenz sein.

Die Ficher stehen im Zentrum der lokalen Theorie der reduzierten Formen
aufgrund des folgenden Satzes.

Theorem 15 FEine stetige Funktion f: X - Z lift sich genau dann durch eine
reduzierte Form (also ein Element von W (A)) reprisentieren, wenn fiir jeden end-
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lichen Ficher Y von A gilt:
2z f(6)=0mod Y|

oEY

Dieser Satz wurde im Korperfall von Becker und Brocker bewiesen ([BeB],
s. auch [BrM]). Marshall hat darauf eine ,,abstrakte* Version des Satzes gegeben
[M], die Theorem 15 umfaft, s. [KIR], Prop. 6.4 und [Ks], § 2. Theorem 15 15st
das 1. Problem aus § 1, sobald wir eine einigermafien konkrete Beschreibung der Fi-
cher haben.

Natiirlich ist jede ein- oder zweipunktige Teilmenge Y von X ein Facher. Das
sind die ,.trivalen‘ Ficher. Die Kongruenzrelationen fiir f in Theorem 15 bedeuten
fir die Gesamtheit der zweipunktigen Ficher, da f entweder nur gerade oder nur
ungerade Werte annimmt. Es ist klar, dal man diese Bedingung an f stellen muf,
wenn f durch eine reduzierte Form reprisentierbar sein soll.

Jeder nichttriviale Facher von A kommt nun in kanonischer Weise her von
einem Restklassenkdrper A(p).

Theorem 16 ([Ks], §7) Sei Y ein Ficher von A mit mindestens 4 Elementen.
Dann ist zu allen Signaturen aus Y dasselbe Primideal p von A assoziiert. Die Menge
Y der von den 6 €Y auf A(p) induzierten Signaturen G ist ein Ficher von A(p).

Der Ficher Y entsteht also aus Y einfach durch Einschrinkung von A (p) auf
A. L. Brocker ist es gelungen, die Ficher von Kérpern bewertungstheoretisch zu be-
schreiben [B]. Damit ist eine gewisse Losung des 1. Problems erreicht. Wir werden
auf Brockers Resultat erst im nichsten Paragraphen eingehen.

Wir ziehen jetzt eine Folgerung aus den soeben angegebenen Theorem 15
und 16. Es 14t sich ohne Miihe zeigen, da® die Torsionsgruppe C(X, Z)/W(A)
(s. Theorem 5) jetzt 2-primir ist ((KRW], [KK]). Wir definieren den Stabili-
titsindex st(A)von A als die kleinste natiirliche Zahl n, so dafy 2"C(X, Z) in
W(A) enthalten ist, mit anderen Worten, als das minimale n, so daf jede stetige
Funktion f: X - Z mit durch 2" teilbaren Werten durch eine reduzierte Form re-
prisentierbar ist. Gibt es keine solche Zahl n, so setzen wir st(A) = oo, Jedoch wer-
den wir spéter sehen (Satz 18, Satz 25), daf} st(A) in sehr vielen Fillen endlich ist,
so daf’ ein Interesse an dieser Zahl berechtigt ist. st(A) driickt tatsichlich ein
,,Stabilititsverhalten‘ des reduzierten Wittringes W(A) aus. Man kann nimlich be-
weisen, vgl. [B,], §3, dafd st(A) auch die kleinste natiirliche Zahl n ist mit
T™*1(A)=21™(A) fir m = n. Dabei bezeichne 1™ (A) die m-te Potenz des Funda-
mentalideals T (A) von W(A) (= Bild von I(A) in W(A)).

Aus Theorem 15 folgt sofort

Satz 17 25tA) st das Supremum der Michtigkeiten |Y | aller endlichen Fd-
cher Y von A.

Mit Theorem 16 erhélt man dann

Satz 18 Der Stabilititsindex von A ist nicht gréfler als das Supremum der
Stabilititsindizes aller formal reellen Restklassenkorper A(p) von A.

Bei einem semilokalen Ring A verdient das Zusammenspiel der verschiede-
nen Restklassenkorper A (p) besonderes Interesse. Dabei sind fiir uns jetzt nur die
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formal reellen Restklassenkérper wichtig. Im Hinblick auf das 2. Problem aus § 1
definieren wir zu jedem Primideal p von A mit formal reellem Restklassenkorper
A(p) folgende Mengen.

Z(p) := Raum der Signaturen (= Anordnungen) von A(p).

X(p) :=Bild von Z(p) unter der Restriktionsabbildung von Z(p) nach X.
X?  :=Bild des Raumes Sign(A/p) in X.

X(p)° := Menge aller 0 € X mit p (0) = p.

Z(p)° := Urbild von X(p)°in Z(p).

X(p) und X® sind abgeschlossene Teilmengen von X. Aufgrund von Theorem 13 und
der anschlieBenden Diskussion ist folgendes evident:

(1) X ist disjunkte Vereinigung aller X (p)°.
@x= U X(@= U X"
[k 92 p
(3) Die natiirlichen Abbildungen von Z(p) auf X(p) liefert einen Homéomorphismus
von Z(p)° auf X(p)°.

Fiir einen ,,geometrischen‘ semilokalen Ring, d. h. eine Semilokalisierung einer end-
lich erzeugten kommutativen Algebra iiber einem Korper k, gilt:

Satz 19 ([Ks], §6) Z(p)° liegt dicht in Z(p). Somit ist X(p) der topologische
Abschlup von X(p)° in X.

Ist also p ein Primideal mit A/p formal reell und regulir, somit X(p) = XP
nach Theorem 4, so besteht der Abschlufs von X(p)° gerade aus allen X(q)° mit
q D p. Das legt nahe, sich die Partition von X in die Mengen X(p)° als eine ,,Strati-
fikation* des proendlichen Raumes X vorzustellen, zumindest fiir geometrische lo-
kale Ringe.

Von einer befriedigenden Losung des 2. Problems fiir geometrische semilokale
Ringe sind wir weit entfernt. Will man das Zusammenspiel der verschiedenen Rest-
klassenkorper beriicksichtigen, so wird man sich zunéchst mit dem Korperfall be-
fassen, um die Riaume Z(p) zu verstehen. Davon soll im néichsten Paragraphen die
Rede sein. Dann miifite man die Teilmengen Z(p)° der Rdume Z(p) im Sinne des
2. Problems untersuchen. Schlieflich miiite man die ,,Stratifikation‘* studieren. Zu
dem zweiten Programmpunkt sei angemerkt:

Satz 20 ([Ks1, §5) Z(p)° ist die Menge aller Anordnungen o von A(p), so
daf3 die konvexe Hiille des Teilringes A/ p bzgl. o der ganze Korper A(p) ist.

§4 Reelle Bewertungsringe

Wir kommen jetzt auf einen Zusammenhang zwischen den Anordnungen
eines formal reellen Korpers F und gewissen Bewertungsringen o von F zu sprechen
(Krullsche Bewertungsringe mit Quotientenkorper F), der schon von Baer und Krull
entdeckt wurde, s. [Kr]. Wir identifizieren jede Anordnung mit der zugehdrigen Sig-
natur ¢: F*— {+ 1} gemif der Folgerung aus Satz 12. Es sei eine Anordnung ¢ von
F vorgegeben.
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Theorem 21 ([Kr], [P], [KW]) Sei o ein Bewertungsring von F und m das
maximale Ideal von o. Folgende Aussagen sind gleichwertig:

(i) o ist bzgl. der Anordnung o eine konvexe Menge.
(i) o(1+m)= {+1}.

(iii) m ist das assoziierte Primideal von o zu der Signatur o|o, die aus o durch
Einschrinkung auf o entsteht.
Weiter ist jeder bzgl. o konvexe Unterring von F ein Bewertungsring von F.

Sind fiir einen Bewertungsring o von F die gleichwertigen Bedingungen
(i)—(iii) aus diesem Satz erfiillt, so sagen wir, o ist mit 0 vertriglich . Weiter
nennen wir dann die von o] 0 auf o/m induzierte Signatur auch die von o auf o/m
induzierte Anordnunga.

Fiir einen Teilkorper k von F bezeichne o (o, F/k) die konvexe Hiille von k
in F bzgl. 0. Das ist also die Menge aller a € F, zu denen ein A > 0 in k existiert mit
—A <a <A, alle Ungleichungen bzgl. o verstanden. Ersichtlich ist o(a, F/k) ein
Ringund somit ein mit o vertriglicher Bewertungsring. Das maximale Ideal m (o, F/k)
besteht gerade aus allen a € F mit —\ < a <\ fiir alle A > 0 aus k. Umgekehrt
zeigt man leicht, daf} ein beliebiger mit ¢ vertriglicher Bewertungsring o die kon-
vexe Hiille o (0, F/k) jedes maximalen in o enthaltenen Teilkdrpers k von F ist
[KW], § 1. Insbesondere enthilt jeder mit ¢ vertrigliche Bewertungsring o den Be-
wertungsring o, := 0(g, F/Q) als Teilring. Daraus folgt, da} die mit o vertraglichen
Bewertungsringe gerade die Oberringe von o4 in F sind und insbesondere unter der
Inklusion eine total geordnete Menge bilden.

Wir wollen die Bewertungsringe o von F mit formal reellem Restklassenkor-
per o/m die ,,reellen* Bewertungsringe von F nennen. Jeder reelle Bewertungsring
o von F ist mit mindestens einer Anordnung o von F vertriglich, hat also die Ge-
stalt o (g, F/k) zu einem geeigneten Teilkdérper k von F. Genauer gilt iiber die Gesamt-
heit der mit o vertraglichen Anordnungen nach Baer und Krull der

Satz 22 ([Kr], §12) Sei M Vertretersystem einer Basis der Gruppe F*/o"F"?
in F'. Sei weiter p eine Anordnung des Restklassenkorpers o/m. Dann gibt es fiir be-
liebig vorgegebene Vorzeichen e(m) = £1 zu den m €M genau eine Anordnung o
von F, die mit o vertraglich ist, auf o/ m die Anordnung p induziert und fiir jedes
m €M das Vorzeichen o(m) = e(m) hat.

Aufgrund dieser Analyse der mit o vertriglichen Anordnungen sieht man
leicht folgenden Satz ein:

Satz 23 ([BeK ], §4) Sei o ein reeller Bewertungsring von F und sei Y ein Fa-
cher von o/m. Dann ist die Menge Y aller mit o vertriglichen Anordnungen o von F,
die auf o /m eine Anordnung G €Y induzieren, ein Ficher von F.

Wir nennen Y denvon Y auf F induzierten Fiacher.Nach
L. Brocker gilt nun eine bemerkenswerte Umkehrung dieses Satzes.

Theorem 24 ([B], §2, [J]) Zu jedem Féicher V von F gibt es einen reellen
Bewertungsring o von F und einen trivialen Ficher Y vono/m,soda8Vin
denvon Y auf F induzierten Ficher Y enthalten ist.
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Mit diesem Satz und dem Theorem 15 aus §3 ist unser 1. Problem (s. § 1)
fir Korper zuriickgefiihrt auf eine Analyse der reellen Bewertungsringe von F. Da-
mit wird es zum Beispiel moglich, fiir viele Korper den Stabilititsindex (s. §3) zu
bestimmen oder zumindest nach oben und unten abzuschitzen, ausgehend von
Satz 17 in § 3. Allerdings wurden solche Untersuchungen von Brocker schon vor
Kenntnis von Theorem 24 auf anderem Wege durchgefiihrt [B, ]. Wir zitieren zwei
Resultate von Brocker aus der Arbeit [B, ].

Satz 25 Ist L eine formal reelle Korpererweiterung von F vom Transzendenz-
grad d, so ist
st(L) <st(F)+d+ 1.

Satz 26 Jede formal reelle endlich erzeugte Korpererweiterung eines reell
abgeschlossenen Korpers R vom Transzendenzgrad d hat den Stabilititsgrad d.

Wir wollen uns noch etwas mit den reellen Bewertungsringen von F befassen
und dabei das 2. Problem aus § 1 im Blick behalten. Oft ist es giinstiger, statt von
reellen Bewertungsringen von reellen Stellen von F zu sprechen, die damit in eng-
stem Zusammenhang stehen. Unter einer reellen Stelle von F verstehen
wir eine Stelle A: F = R U oo mit Werten in einem reell abgeschlossenen Koérper R.
Wir nennen eine reelle Stelle A mit einer Anordnungovon F vertriglich,
wenn fiir jedes bzgl. o positive Element a von F entweder A(a) = o oder \(a) =20
ist.

Eine reelle Stelle X ist festgelegt durch ihren Bewertungsring o, mit maxima-
lem Ideal m, und die durch X gegebene Einbettung A : 0,/m, = R. Daf3 A mit o ver-
traglich ist, bedeutet ersichtlich, daB o, mit o vertriglich ist und iiberdies A ord-
nungstreu bzgl. @ und der Anordnung von R ist. Indem wir uns erinnern, daf} zu
jeder Anordnung eines Kérpers k bis auf Isomorphie genau eine ordnungstreue Ein-
bettung von k in einen iiber k algebraischen reell abgeschlossenen Korper R existiert
[AS], erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen den mit einer Anordnung o
vertriaglichen Bewertungsringen und reellen Stellen:

Satz 27 Ist o ein mit o vertriglicher Bewertungsring, k ein maximaler Teil-
kérper von o und R ein reeller Abschluf von k zu ok, so gibt es genau eine mit o
vertrigliche Stelle \:F = R U oo, die auf k die Identitit ist. Man erhdlt jede mit o
vertrigliche Reelle Stelle \':F - R' U o aus einer solchen Stelle \ durch Hinter-
schalten einer Injektion R = R'.

Wir betrachten jetzt spezieller die Menge 2 der Stellen von F mit Werten im
Korper R der reellen Zahlen. Jede Anordnung o von F liefert eine Stelle A € 2 in
folgender Weise. Sei o : = o (0, F/Q) und sei o die auf dem Restklassenkorper o /m
induzierte Anordnung. Nach Definition von o ist die Anordnung ¢ archime-
disch, wird also durch eine eindeutig bestimmte Einbettung A:o/m — R festge-
legt. A sei die durch o und A bestimmte R-wertige Stelle von F. Man sieht leicht,
dafd dieses A\ die einzige mit o vertragliche R-wertige Stelle ist.

Sei m: X = Q die so entstehende Abbildung o0 = X\ von dem Raum X der An-
ordnungen nach £2. Diese Abbildung ist surjektiv, weil es zu jeder reellen Stelle A mit
\ vertrigliche Anordnungen gibt, vgl. Satz 22. Wir versehen §2 mit der Quotienten-
topologie von X bzgl. 7. Es gilt [BrM], §2:
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Satz 28 Diese Topologie ist die grobste Topologie, so daf fiir jedes f € F* die
Abbildung

f:Q->PY(R)=R U, AwA(f)

stetig ist, wobei die reelle projektive Gerade P* (R) mit der starken Topologie ver-
sehen ist.

Satz 28 zeigt, dafd der Quotient £ von X ein recht verniinftiger Raum sein
kann. Ist zum Beispiel F ein eindimensionaler Funktionskérper iiber R und M die
zugehorige glatte projektive iiber R definierte Kurve, so 1dt sich £ bekanntlich als
die Menge M(R) der reellen Punkte von M deuten. Satz 28 besagt, da® obige Topo-
logie von £2 gerade die starke Topologie auf M(R) ist. Somit ist £ jezt disjunkte
Vereinigung von endlich vielen topologischen Kreisen. Ist F eindimensionaler Funk-
tionenkdorper iiber einem nichtarchimedischen reell abgeschlossenen Kérper R, so
wird es weniger sinnvoll sein, £ zu betrachten. In der Tat hat Brown gezeigt, dafd
dann £ fiir den rationalen Funktionenkorper F = R (x) kein Kreiskontinuum ist
[Br], § 7. Dabei heifit ein topologischer Raum S Kreiskontinuum, wennS
kompakt, Hausdorff und zusammenhingend ist, nach Entfernung eines beliegigen
Punktes zusammenhéngend bleibt, nach Entfernung von zwei beliebigen Punkten
aber unzusammenhéngend wird. L. Brécker hat jedoch einen anderen Quotienten
von X gefunden, der beriicksichtigt, da} jetzt der Konstantenkdrper R die Rolle von
R iibernehmen muf. Er hat auf X folgende Aquivalenzrelation eingefithrt: Fiir jedes
g € X ist 0 (0, F/R) entweder ein diskreter Bewertungsring oder ganz F. Im ersten
Fall bestehe die Aquivalenzklasse von o aus allen 7 mit o (7, F/R) = o (o, F/R), also
nach Satz 22 aus genau zwei Punkten o, ¢’. Im zweiten Falle enthalte die Aquiva-
lenzklasse von ¢ nur den Punkt o. Sei £2(F/R) der Quotient von X nach dieser Aqui-
valenzrelation. Wir nennen die Punkte von Q. (F/R) gemif der soeben getroffenen
Fallunterscheidung Punkte erster Art (=zweipunktige Aquivalenzklassen)
und Punkte zweiter Art (=einpunktige Aquivalenzklassen). Die Punkte
erster Art entsprechen genau den diskreten Bewertungsringen o O R von F mit Rest-
klassenkdrper R, also den reellen Punkten der zu F/R gehorigen glatten projekti-
ven Kurve M. Somit 1483t sich M(R) als die Teilmenge der Punkte erster Art von
Q(F/R) auffassen. M(R) liegt dicht in Q(F/R) [P], §9. In dem Spezialfall R = R
gibt es keine Punkte 2. Art und Q(F/R) stimmt mit dem oben betrachteten Raum
€ der R-wertigen Stellen auf F iiberein.

L. Brocker und sein Diplomand M. Schroder haben nun gezeigt (miindliche
Mitteilung), Teilresultate in [S], § 6:

Theorem 29 Q(F/R) besteht aus endlich vielen Zusammenhangskomponen-
ten Ay, ..., A Jede Komponente A; ist ein Kreiskontinuum und iiberdies homo-
omorph zu dem Raum SL(R(x)/R) des rationalen 1-dimensionalen Funktionenkér-
pers R(x) iiber R. Die von S2(F|R) auf M(R) gelieferte Teilraumtopologie ist die
starke Topologie von M(R). Die Durchschnitte T'; := A, "M(R),i=1,...,r, sind
genau die Wittkomponenten von M(R), wie in §2 definiert.

Der Beweis aller Aussagen dieses Satzes bis auf die letzte verlduft unabhingig
von der Arbeit [K3]. Somit haben wir einen neuen und in mancher Hinsicht gegen-
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tiber [K3] einfacheren Zugang zu der Tatsache, daf fiir eine projektive glatte Kurve
M iiber R jede Wittkomponente von M (R) in natiirlicher Weise zirkular geordnet
werden kann, wie in § 2 beschrieben.

Kehren wir zu einem beliebigen formal reellen Kérper F und dem Raum $2
der R-wertigen Stellen auf F zuriick! Als reellen Holomorphiering ©
von F bezeichnen wir den Durchschnitt aller reellen Bewertungsringe von F. Weil
jeder reelle Bewertungsring von F den Bewertungsring o, einer Stelle A € 2 enthilt,
ist O schon der Durchschnitt aller 0, mit XA € §2. H. W. Schiilting hat auf Anregung
von Herrn Becker den reellen Holomorphiering O untersucht und folgendes bewie-
sen [S]:

Theorem 30 O hat den Quotientenkérper F. Jedes maximale Ideal von O
ist der Kern p, des Ringhomomorphismus von O nach R, der durch Einschrinkung
einer geeigneten Stelle \:F > R U o auf O entsteht. Fiir jedes \ € S ist die Lokali-
sierung von O nach dem Primideal p, der Bewertungsring o, von \. Also ist jede
Stelle \ € Q2 durch ihre Einschrinkung auf O bestimmt.

Nach diesem Satz ist O ein Priiferring, d. h., alle Lokalisierungen von O sind
Bewertungsringe. Weiter 1af3t sich 2 mit der Menge Hom (9, R) der Ringhomomor-
phismen von © nach R identifizieren. Man sieht auch leicht, dafd unsere Topologie
von £2 gerade die grobste ist, so daB fiir jedes a € O die R-wertige Funktion A = A(a)
auf £ stetig ist.

Schon seit lingerem ist folgende Beschreibung der Elemente von O bekannt
([Bch], §3.3, [Pe]):

Satz 31 O ist der von den Elementen (1 + q)~ ! mit q Quadratsumme in F
erzeugte Unterring von F. Ein Element a € F liegt genau dann in ©, wenn es eine
natiirliche Zahl n gibt, so daf fiir jede Anordnung von F die Ungleichung
—n <a<n erfiillt ist.

Jeder Punkt A € Q liefert eine Signatur von O, nidmlich die funktorielle Ab-
bildung A, : W(9) = W(R) = Z zu dem Ringhomomorphismus A:9 = R. Nach
Schiilting [S] gilt:

Satz 32 Jede Signatur von O hat die Gestalt \, zu einem \ € Q2. Zwei Punkte
A\, i von S liefern genau dann dieselbe Signatur \, = u,, wenn sie in derselben Zu-
sammenhangskomponente von S liegen.

Somit 1aft sich der Raum Sign O der Signaturen von O mit der Menge o (£2)
der Zusammenhangskomponenten von 2 identifizieren. Nach Schiilting ist weiter
die Topologie aus § 1 auf Sign © identisch mit der Topologie von 7, (£2) als Quotient
von 2. Schiielich gilt fiir den reduzierten Wittring von O

W(©O)=2Z 1+C(m(2),22)=2-1+C(,22).

Das Paar (9, 2) hat also im Sinne von § 2 optimale Eigenschaften.

Trotzdem ist der reelle Holomorphiering und der durch ihn bestimmte Raum
§2 eine im Grundsitzlichen unbefriedigende Antwort auf das 2. Problem. Es ist eine
Urerfahrung der héherdimensionalen algebraischen Geometrie, da man gewohn-
lich erst dann zu weitergehenden Einsichten iiber einen Funktionenkorper F gelangt,
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wenn man ein Modell von F auswihlt. Das wird bei unseren ,,reellen* Problemen
nicht anders sein. Damit kommen wir von der lokalen Theorie zu globalen Proble-
men zuriick.

Fiir einen formal reellen Funktionenkérper F iiber R bietet sich folgende
Fragestellung an: Sei M eine projektive iiber R definierte Varietit, eventuell auch
mit Singularititen, die F als Funktionenkérper hat. Wir haben eine stetige Abbil-
dung von 2 auf M(R), die jedem A € Q das Zentrum des Bewertungsringes 0, auf
M zuordnet. Man untersuche direkt die zusammengesetzte Abbildung
Sign(F) - & -»M(R) und setze Sign(F) in Beziehung zu der Geometrie von M(R).
Ersetze man R durch einen beliebigen reell abgeschlossenen Korper R, so gibt es
zwar im allgemeinen keine Abbildung in analoger Weise von Sign (F) auf M(R), weil
jetzt der Bewertungsring o (0, F/R) zu einer Anordnung ¢ von F nicht notwendig
den Restklassenkorper R hat. Trotzdem stellt sich auch hier die Aufgabe, die An-
ordnungen von F in Beziehung zur Geometrie von M(R) zu setzen. Bei dieser Auf-
gabe wurden kiirzlich von L. Brocker erste Erfolge erzielt (miindl. Mitteilung), die
interessante Anwendungen haben. Sie gestatten zum Beispiel nach Brécker, zu einer
vorgegebenen Vorzeichenverteilung auf M(R) notwendige und hinreichende geome-
trische Bedingungen anzugeben, daf diese Vorzeichenverteilung ,,fast iiberall* von
einer algebraischen Funktion auf M(R) realisiert wird (vgl. Witt [W, ] und [K;], falls
M glatte Kurve ist).
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Eduard Helly (1884-1943)

Eine nachtrigliche Wiirdigung

P. L. Butzer, S. Gieseler, F. Kaufmann, R. J. Nessel und E. L. Stark, Aachen

Kaum ein Mathematiker, der seinen Namen nicht kennt: Eduard Helly, dem
insbesondere die Funktionalanalysis einige fundamentale Sitze verdankt. Aber wer
auch nur an den Eckdaten seines Lebens interessiert ist, stof3t auf unvermutete
Schwierigkeiten: Nachrufe existieren nicht, lediglich drei knappe biographische Noti- -
zen([Q 1], pp. 192—194,[Q 2], pp. 101-102, [Q 3]) lassen sich mit Miihe und Zufall
finden, die jedoch dem Leser keinen Eindruck von seiner Person vermitteln kén-
nen. Dafd Eduard Helly in den einschligigen Werken iibergangen wurde (siche An-
hang [N]), wird erst verstindlich, wenn man seinen Lebensweg verfolgt, der sicher-
lich nicht dem entspricht, was man von der Biographie eines berithmten Mathe-
matikers erwartet. Vielmehr ist sein Leben von einer Tragik iiberschattet, die
letztlich nur in den Umstédnden der damaligen Zeit eine Erkliarung findet. So ist es
um so gebotener, ihn nachtriglich zu wiirdigen.

Diese Wiirdigung wurde wesentlich erst durch die persénliche Bekanntschaft
der Autoren mit den Eheleuten Eugene und Elizabeth C. Lu k a ¢ s (Washington,
D.C.), mit FrauOlga Taussky-T o d d (Pasadena) sowie durch die umfang-
reiche Korrespondenz mit Frau Elizabeth Weiss-Helly (New York, N.Y.)
ermoglicht: gerade die Briefe und Gesprache mit ihnen ergaben viele persdnliche
Kommentare und Begebenheiten, die hier einflieRen. Dem von grofler Bereitwillig-
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keit zur Mitarbeit getragenen Briefwechsel mit einer Reihe weiterer Weggefihrten
Hellys entnahmen wir zahlreiche Fakten, Erinnerungen und Anregungen (s. An-
hang [A]). Allen genannten und ungenannten Helfern mochten wir unseren Dank
aussprechen.

Eduard Helly wird am 1. Juni 1884 in Wien als Sohn von Sigmund und Sara
Helly, geb. Necker, geboren. Seine Mutter stammt aus Lemberg, der Vater aus der
Bukowina; er ist Beamter, und so wichst Eduard wohlbehiitet in gut biirgerlichen
Verhiltnissen auf. Vier Jahre nach ihm, am 6. November 1888, wird seine Schwe-
ster Anna geboren.

Nach dem Besuch der Volksschule geht er 1894 auf das k.k. Maximilians-
Gymnasium zu Wien und besteht am 10. Juli 1902 mit 18 Jahren die Maturitéts-
priifung. Da sich schon auf dem Gymnasium seine besondere Begabung und sein
Interesse an der Mathematik zeigen, nimmt er im Wintersemester des gleichen
Jahres das Studium der Mathematik, Physik und Philosophie an der Universitit
Wien auf. Gleichzeitig hort er noch zusitzlich an der Wiener Technik (Technische
Hochschule Wien) Mathematik, Mechanik und Darstellende Geometrie bis zum
Jahre 1905 und belegt ab dann an der Universitidt Kurse in allgemeiner und spe-
zieller Pidagogik'). Seine Vorlesungen in Mathematik hort er?) vor allem bei
Gustavvon Escherich (1849-1935),Franz Mertens (1840—1927),
Wilhelm Wirtinger (1865—1945) und Franz Exner (1849-1926) sowie
bei Ludwig Boltzmann (1844—1906). Nach fiinf Jahren, am 5. Februar 1907,
reicht er der Fakultit seine Dissertation iiber das Thema ,,Beitrige zur Theorie der
Fredholm’schen Integralgleichung‘ [W 1] ein. Darin zeigt Helly (vgl. Handschrift-
probe),

,,wie sich in einfacher Weise notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Nicht-

vorhandensein von Eigenwerten aufstellen lassen. Im Weiteren wird dann der Versuch

gemacht, die Begriffe der Elementarteilertheorie zu iibertragen.

SchlieBSlich wird gezeigt werden wie, ganz dhnlich wie es beim symmetrischen Kerne der

Fall ist, auch beim nichtsymmetrischen Kerne sich der einem bestimmten Eigenwerte

entsprechende Bestandteil ablosen ldfit. Damit ist dann auch der Ansatz zur Ausdehnung

der Sitze iiber Reihenentwicklungen auch fiir den unsymmetrischen Kern gegeben.

(Wil p. 1).

Die Referenten dieser als ,,vorziiglich* beurteilten®) Dissertation sind Wirtinger
und Mertens. Am 15. Mirz 1907 wird Helly mit Auszeichnung zum Dr. phil. pro-
moviert.

Wirtinger ist es auch, der Helly ein Stipendium®) vermittelt, das diesem
ermoglicht, fiir ein Jahr (WS 1907/08 und SS 1908) an der Universitit Gottingen
seine Ausbildung zu vervollstindigen. Hierzu bemerkt Olga Taussky-Todd:

,.Wirtinger had very high standards, particularly concerning analysts, and since he
supported Helly he must have thought very highly of him.*

Gottingen, zu jener Zeit das Mekka der Mathematik, beherbergt am Mathe-
matischen Institut u. a. so bedeutende Mathematiker wie Constantin Cara-
théodory (1873—-1950), Gustav Herglotz (1881—1953), David Hil-
bert (1862—1943), Felix Klein (1849-1925),Paul Koebe (1882—-1945),
Hermann Minkowski (1864—1909),Carl Runge (1865-1927) und
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Emst Zermelo (1871-1953). Helly studiert vor allem®) bei Klein, Hilbert,
Minkowski und Runge. Mit welch jugendlichem FEifer er bei der Sache war, ver-
anschaulicht der folgende, noch vollig unter dem Eindruck der Ereignisse geschrie-
bene Bericht®) von Richard Courant (1888—-1972) iiber ein Seminar bei Hil-
bert, an dem aufier Helly und Courant u. a. noch Alfred Haar (1885—1933),
Ernst Hellinger (1883—-1950) und Otto Toeplitz (1881—1940) teil-
nehmen.
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, Hilbert will, wie er sagt, durch das Seminar die modernen Fragen selbst erst kennen-
lernen. Die einzelnen Vortragenden haben sich ihr Thema anhand der Literatur so
durchzuarbeiten, daB alles sich in ein von Hilbert und Minkowski aufgestelltes Axio-
mensystem einordnet. [ . . . ] Mein Vorredner, iiberhaupt der einzige, der vor mir dran
war, ein Dr. Helly aus Wien — sehr viele Seminarmitglieder sind Doktoren, ich bin wohl
der Jiingste — hatte zur Zufriedenheit von Hilbert iiber Elektrostatik geredet. Ich hatte
nun ziemlich viel gearbeitet an meinem Vortrag und mir alles so zurechtgelegt, daf ich
ziemlich sicher war, ganz gut abzuschneiden. Ich mufite immerzu daran denken, wie
wichtig dieser Vortrag war, da ich mich durch ihn gewissermaBen einfithrte in Gottingen.
Als es nun vorigen Montag soweit war, daf ich an der Tafel stand, da geschah das Uner-
wartete. Ich schrieb die Grundgleichungen an, von denen ich auszugehen hatte, da plotz-
lich rief Dr. Helly laut, das seien falsche Gleichungen, es entstand grofie Unruhe, die ein-
zelnen unterhielten sich lebhaft miteinander, Hilbert sagte zwar nichts, machte aber ein
sehr erstauntes Gesicht, ebenso Minkowski, der mir etwas verichtlich dreinzusehen
schien. Obwohl ich nun véllig im Recht war und das auch ganz genau wufte, war ich
dennoch von diesem Augenblick an so verwirrt und verschiichtert, daf® mir der Vortrag
gewissermafien aus den Hinden entglitt. Ich weifd kaum mehr, was ich eigentlich noch
im einzelnen geredet habe. Jedenfalls gab ich dem Einwande von Dr. Helly nach, wischte
die beanstandeten Glieder in meinen Gleichungen einfach weg — ich begreife mich selbst
gar nicht — und begann weiter zu reden. Aber da fiel mir schon Minkowski ins Wort; ich
hatte bei der Ableitung der Grenzbedingung einen Fall nicht mit beriicksichtigt, von des-
sen Existenz ich bis dahin noch gar keine Ahnung hatte, dem ,Flichenstrom‘. Da sich
nun die iibrigen Teilnehmer auch nicht recht klar dariiber waren, so wurde fortwihrend
dariiber diskutiert, der Vortrag kam gar nicht von der Stelle, Hilbert wurde ungeduldiger
— es ist ein Wunder, daf er nicht ganz grob geworden ist, — ich wurde immer unruhiger
und verwirrter, Hilbert stellte meine ganze Disposition auf den Kopf, die Leute, die
kaum mehr zuhorten, lichelten ironisch; die anderen, besonders Helly haben an dem
Nachmittage mehr geredet als ich, und ich war gliicklich, als die Zeit vorbei war.*
Negative Folgen fiir Courant hat dieser Nachmittag ibrigens, wie er es hier befiirch-
tet, allerdings in keiner Weise; noch in derselben Woche werden Courant, Helly
und weitere Seminarteilnehmer von den Hilberts eingeladen®). Am nichsten Mon-
tag halt Courant zur Zufriedenheit Hilberts den Vortrag in iiberarbeiteter Fassung.
Nach Beendigung seiner Studien in Géttingen mufy Helly, inzwischen nach
Wien zuriickgkehrt, seinen Lebensunterhalt verdienen. Er gibt als Privatlehrer Stun-
den fiir Studenten, die Mathematik im Nebenfach betreiben, und bereitet sie auf
ihre Priifungen vor. Ab 1910 unterrichtet er an Gymnasien und gibt auflerdem
zwischen 1911 und 1913 vier Losungsbiicher zu Schulbiichern in Geometrie und
Arithmetik heraus [W 2], [W 3], [W 4], [W 7]7). Bereits 1908 tritt er der Wiener
Mathematischen Gesellschaft bei, fiir die er zeitweilig auch als Schatzmeister fun-
giert. Im Verlaufe seiner Wiener Zeit hilt Helly insgesamt 17 Vortrige auf Sitzun-
gen der Gesellschaft®). Sein Hauptinteresse gilt aber weiteren Studien in der Mathe-
matik. Am 8. Februar 1912 kann er in einer Sitzung der Mathematisch-Naturwis-
senschaftlichen Klasse der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften eine Arbeit
,, Uber lineare Funktionaloperationen‘ [W 5] vorlegen, die ihn berithmt machen
sollte.
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»»Fiir die so definierten linearen Funktionaloperationen bewies Hadamard*) den Satz,
daf jede derartige Operation U[f] in der Form

U[f] = li_m fb f(x)a, (x)dx

dargestellt werden kann, wobei die a,(x) stetige Funktionen sind. Dariiber hinausgehend
bewies F. Riesz**), da sich jede lineare Funktionaloperation durch ein Stieltjes’sches
Integral

b
Ulf] = a{ f(x)da(x)

darstellen liafit, wobei a(x) eine Funktion von beschrinkter Schwankung ist, und gab

gleichzeitig die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir an, da eine lineare Opera-

tion U[f] existiere, fiir welche
Ulfi] = ¢ (i=1,2,3,..))

ist, wenn die Funktionen f;(x) und die Konstanten c; gegeben sind.

Im folgenden soll zundchst fiir diesen zweiten Riesz’schen Satz ein Beweis gegeben
werden, der die von Riesz selbst beniitzten, etwas umstindlichen und nicht ganz in der
Sache liegenden Abschitzungsmethoden vermeidet und nur Hilfsmittel beniitzt, die
durch die Theorie der linearen Funktionaloperationen selbst dargeboten werden. Ferner
wird sich daraus ein Beweis des Hadamard’schen und ersten Riesz’schen Satzes ergeben.

*) Vergl etwa Hadamard, Lecons sur le calcul des variations, p. 293, ff.

**) F. Riesz. Sur certains systemes singuliers d’equations integrales. Ann. de I’ecole normale, 1911.¢
([WS5], pp. 265—66]).

Die hierbei entwickelten, zum Teil nur hilfsweise benutzten Sitze und Methoden
sind es, die die Bedeutung dieser Arbeit fiir die Herausbildung der Funktionalanaly-
sis begriinden. So findet man darunter den Auswahlsatz von Helly fir Funktionen
von gleichmifig beschrinkter Variation sowie den Satz von Helly-Bray?®), also ein
Kriterium fiir die schwach*-Konvergenz auf C[a, b]. Diese beiden Sitze finden im
iibrigen auch weitreichende Anwendungen in der Wahrscheinlichkeitstheorie und
sind in viele diesbeziigliche Biicher aufgenommen (vgl. [Q 7]). Weiter enthilt seine
Arbeit den Satz von Banach-Steinhaus im Spezialfall der Funktionale auf C|[a, b]
sowie die erste, wirklich funktionalanalytisch ausgeprigte Version des uniform
boundedness principle, ebenfalls fiir Funktionale auf C[a, b]. Schlieflich wird noch
folgender Hilfssatz aufgestellt (| f(x)| ist die Hellysche Schreibweise fiir

MmaXxe (a,b) | £(X)D:

»Wenn fiir alle Werte der Grofen y; die Ungleichung
n n
12wy <M 2 gmg&)l
i=1 i=1

erfillt ist, so Lifit sich zu einer weiteren Funktion gy +;(x) eine Konstante 7y, +; finden,
so daf} die Ungleichung

n+1 ‘n+1
].El piv <M |,Zl igi(x) |
i= i=

fiir alle Werte der Zahlen u; besteht.” ((WS5], p. 272).
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John Horvath (College Park, Maryland) hat 1977 darauf aufmerksam ge-
macht ([Q 8]!9), siehe auch [Q 9]), daB man diesen Satz als den Kern eines Beweises
des Satzes von Hahn-Banach iiber die Fortsetzung stetiger Funktionale auffassen
kann; denn es wird hier die Fortsetzbarkeit um eine weitere Dimension bewiesen.
Auch der heutige analytische Beweis beruht auf der gleichen Methode, wie sie
Helly fiir diesen Hilfssatz einfiihrt. Das folgende, implizit (vgl. [W 5], p. 273)
benutzte Lemma ist fir den Beweis wesentlich:

Fine Menge abgeschlossener, beschrinkter Intervalle auf der reellen Achse

hat einen gemeinsamen Punkt, falls je zwei einen gemeinsamen Punkt

haben.
Diesen Gedanken kann Helly ein Jahr spiter entscheidend ausbauen.

Noch im gleichen Jahr 1912 legt er am 11. Juli der Akademie eine weitere
Arbeit iiber ,,Reihenentwicklungen nach Funktionen eines Orthogonalsystems
[W6] vor. Darin modifiziert er Konvergenzuntersuchungen iiber die Fourierschen
Entwicklungen nach Funktionen eines Orthogonalsystems, indem er die Partial-

b n

summe [ f(t) £ ¢;(s) p;(t)dt in ein Stieltjes-Integral umformt (vgl. [R 6]). Die
a i=1

SO gewonnenen

,,Sitze gestatten nicht nur, den grofiten Teil der bekannten Entwicklungstheoreme in
hochst einfacher Weise zu beweisen, sondern diirften auch geeignet sein, in sehr viel
weiter reichenden Fillen dieselben Entwicklungsmoglichkeiten zu gewihren, wie wir
sie fiir die gewohnlichen trigonometrischen, beziehungsweise Sturm-Liouville’schen
Reihen besitzen. ([W 6], p. 1539).

Nach Anwendung von zwei zuvor bewiesenen Grenzwertsitzen fiir Stieltjes-Inte-
grale kann Helly schlieflich zusammenfassen (es ist f(x,t) =1 fir x<t, = 0 fiir
x >t mit f(t, t) beliebig, aber endlich):

,,Durch die vorhergehenden Untersuchungen ist die Untersuchung der Entwickelbarkeit
irgendeiner Funktion von beschrinkter Schwankung zuriickgefiihrt auf die einer speziel-
len Funktion, nimlich der Funktion f(x, t). Diese Untersuchung gelingt aber in den
meisten Fillen durch spezielle Methoden. So handelt es sich in der Theorie der gew6hn-
lichen trigonometrischen Reihen um die Reihe

o .

Sin nx cos nx
y —~—*-
n=1 n

3

die direkt untersucht werden kann und damit gibt uns die hier auseinandergesetzte
Methode auch ein Mittel an die Hand, die Entwickelbarkeit jeder Funktion beschrink-
ter Schwankung in eine trigonometrische Reihe ohne Beniitzung des Dirichlet’schen
Integrals zu beweisen.” ([W 6], p. 1549).

Im Jahre 1913 kann Helly einen — spéter nach ihm benannten — geometri-
schen Satz beweisen:

,,Es sei in einem Raume von n Dimensionen eine beliebige Menge abgeschlossener kon-
vexer Bereiche gegeben, von denen je n+ 1 mindestens einen Punkt gemein haben. Dann
existiert mindestens ein Punkt, der allen Bereichen gemein ist.” ((W 9], p. 175; vgl.
[N3D.
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Dies ist in der Tat eine Verallgemeinerung des oben angefithrten Lemmas aus [W 5].
So schreibt Helly:

,.Fir die Dimensionszahl 1 ist der Beweis leicht zu fijhren (vgl. meine Arbeit iiber
Lineare Funktionaloperationen. Sitzungsberichte der Wiener Akademie, 1912), da es
sich dann um Strecken einer Geraden handelt, die zu je zweien mindestens einen Punkt
gemein haben.* ([W9], p. 175).

Bis heute hilt eine lebhafte Diskussion ausgehend von diesem Satz an (vgl. [Q 2],
[Q10], p. 237 ff., insbesondere die Literaturverzeichnisse).

Nur bis hierher betrachtet, mochte man dem nunmehr knapp 30jidhrigen
Eduard Helly eine grofartige Karriere voraussagen. Er hatte sich bereits einen
Namen erworben; vor allem in der Arbeit ,,Uber lineare Funktionaloperationen*
sind derartig viele Gedanken im Keime angelegt, daf er noch iiber Jahre hinaus
hitte ernten konnen.

Doch es kam anders.

Noch 1912 kiindigte Helly an:

,,Uber die Anwendung des Satzes auf nicht regulire Sturmsche Reihen sowie auf Funk-
tionen von mehreren Verinderlichen werde ich in einer demnichst erscheinenden Arbeit
berichten.” ([W6], p. 1549).

Zur Ausfilhrung kam es jedoch nicht. Auch der Satz von Helly [W 9], 1913 aufge-
stellt, wurde noch nicht veroffentlicht. Denn inzwischen ist der I. Weltkrieg aus-
gebrochen. Helly meldet sich freiwillig zur Armee und wird 1915 einberufen.
Leopold Vietoris (Innsbruck) erinnert!!) sich:

,,Flr eine Kriegsbegeisterung war er viel zu gescheit. Auch glaubte er wohl nicht an
einen Blitzkrieg, sondern sah das Vaterland in Not. Wien hatte die Erfahrungen von
1529, 1683, 1805—9, 1848, 1866, als jedesmal der Feind vor oder in Wien stand. So
etwas war abzuwenden, und dafiir zog Helly in den Krieg so wie wir anderen. Wihrend
aber z. B. ich einer Einberufung — bereit willig — folgte, ging er freiwillig seinem grofen
Herzen folgend.*

Helly kommt zum Infanterie-Regiment Nr. 49 als Kadett, also Offiziersanwirter,
wie es fiir einen ,,Studierten‘ iiblich ist. Bereits im September 1915 wird er an der
Osterreichisch-russischen Front durch einen Lungendurchschuf verwundet und
gerit in russische Kriegsgefangenschaft. Nach Aufenthalten in den Lazaretten Kiew
Kursk und Woronesch wird er 1916 nach Ostsibirien transportiert. Bis 1918 lebt er
in Berezowka, einem Lager in Transbaikalien, spiter 1919 in Nikolsk Ussurisk.
Selbst unter diesen schwierigen Umstinden werden dort von ihm Kurse fiir seine
Mitgefangenen, unter denen sich auch Tibor R ad o (1895—1965) befindet, ab-
gehalten'?). Erst 1920 wird Helly entlassen und gelangt Mitte November mit einem
Transport liber Agypten zuriick nach Wien.

In der Zwischenzeit, 1917, hat seine Schwester Anna (+1961, New York),
zu der er immer ein sehr herzliches Verhiltnis hatte, an der Universitit Wien in
Romanistik promoviert [Q 12]; sie wird Gymnasiallehrerin und spiter Fremdspra-
chenkorrespondentin fiir Franzosisch in einem Bankhaus. 1938 emigriert sie nach
New York.

>
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Heimgekehrt nimmt Helly seine Studien mit dem Ziel der Habilitation, die
er bereits vor dem Krieg ins Auge gefait hatte, sofort wieder auf!®). Am 20. Mai
1921 tritt eine Kommission, bestehend aus u. a. Wirtinger, Furtwingler, Hahn und
Kohn, zusammen: ,,Die Kommission beschlof} einstimmig, den Antrag auf Zulas-
sung zu den weiteren Stadien der Habilitation zu stellen, und bestellt zum Bericht-
erstatter Prof. Hahn.“!%) Die Habilitationsschrift selbst ,,Uber Systeme linearer
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten‘ [W 8] liegt nur im Manuskript
vor, sie war aber schon von den ,,Monatsheften®, als deren Herausgeber zu dieser
Zeit Hahn und Wirtinger fungieren, fiir den Jahrgang 1921 angenommen worden.

Am 4. Juli 1921, kurz vor der Habilitation, heiratet er Dr. Elise Bloch
(geb. 13.10. 1892; jetzt Mrs. Elizabeth Weiss-Helly). Er hatte die gebiirtige Wiene-
rin bereits kennengelernt, als sie 1909 das Studium in den gleichen Fachern wie
er aufnahm. Inzwischen hatte sie das Staatsexamen abgelegt und 1915 unter
von Escherich und Furtwingler promoviert [Q 14]. Danach wurde sie Lehrerin,
erst an einem koedukativen Gymnasium, dann an einer Handelsschule fiir Mddchen.
Spiter muf sie diese Titigkeit aber aus gesundheitlichen Griinden aufgeben. Sie
gibt nur noch Nachhilfestunden sowie Abendkurse an der Volkshochschule und
iibersetzt schliefflich wissenschaftliche Werke aus dem Englischen ins Deutsche,
[Q15] bis [Q 17].

Kurze Zeit nach der Heirat wird Helly am 3. August 1921 als Privatdozent
an der Universitit Wien bestitigt'®). Zusammen mit der Arbeit [W5] aus dem
Jahre 1912 ist es die Schrift [W 8], in der wichtigste Ergebnisse der Funktional-
analysis antizipiert werden. Folgende Motivation liegt [W 8] zugrunde:

,,Die Bedingungen der Losbarkeit eines Systems von unendlich vielen linearen Gleichun-
gen mit unendlich vielen Unbekannten wurden, besonders durch die Arbeiten von

E. Schmidt*) und F. Riesz**), firr den Fall aufgestellt, daB} die Koeffizienten und Lo-
sungen gewissen Ungleichungen zu geniigen haben. In der vorliegenden Arbeit soll
gezeigt werden, daf der wesentliche Inhalt der betreffenden Bedingungen darin liegt,
daf im Raum von abzihlbar unendlich viel Dimensionen, in welchem die geometrische
Interpretation des Gleichungssystems vor sich geht, eine Abstandsbestimmung vorliegt,
fiir welche das ,,Dreiecksaxiom* gilt, oder, um den Zusammenhang mit den Minkows-
kischen Begriffsbildungen hervorzuheben, der ,,Aichkorper* ein konvexer Korper ist.

*) Schmidt, Uber die Auflésung linearer Gleichungen mit abzihlbar unendlich vielen Unbe-
kannten (Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo, XXV).

**)Riesz, Les systemes d’equations lineaires a une infinite d’inconnues. Paris 1913.*

((W8], p. 60).

Bei diesen Betrachtungen definiert Helly zunichst vollig unabhidngig von Banach
und Wiener eine abstrakte Norm (bei Helly: Abstandsfunktion) im Raum der Zah-
lenfolgen auf axiomatischem Weg. Des weiteren werden Funktionale und polare
(Abstands-) Funktionen betrachtet, so daf} insbesondere die Holdersche Unglei-
chung in einer stark verallgemeinerten Version hergeleitet werden kann (x, u, a®,
etc. bedeuten Folgen von reellen (oder komplexen) Zahlen (etwa x = {Xy }x=1)

und (u, x) = E Uy Xg):
k=1
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»»Es sei nun eine Abstandsfunktion D(x) gegeben, die jedem Punkte x eines gewissen
Bereiches eine reelle positive Zahl zuordnet und die folgenden Bedingungen geniigt:

I. Wenn x dem Definitionsbereich von D(x) angehért, so soll auch Ax ihm angeho-
ren, und es soll

D(Ax) = IAID(x)
sein.

II. Wenn x und y dem Definitionsbereich von D(x) angehéren, so soll auch x +y
ihm angehoren, und es soll

D(x +y) <D(x) + D(y)
sein.

III. Aus D(x) = 0 folgt x=0.

Mit Hilfe der Funktion D(x) kann jetzt der Begriff der Grenze definiert werden:
Essei x =lim x®, wenn D(x — x®) durch geniigend groBe Wahl von v beliebig klein

proo
gemacht werden kann. Die Begriffe Umgebung, Haufungsstelle, Ableitung einer Punkt-
menge ergeben sich in bekannter Weise.

Wie bei endlicher Dimensionszahl, so 148t sich auch hier der Begriff der polaren
Funktion definieren. Es sei u = (uj,u,,u; . ..) so beschaffen, da (u, x) fiir alle x mit
endlichem D(x) konvergiert, und daB die obere Grenze der Werte von (u, x), wenn x auf
das Gebiet D(x) = 1 beschrinkt wird, die so bezeichnet werden soll

10,9 o =1,

endlich ist. Dann setzen wir
Aw) = I(_U:T)lD(x)ﬂ-

Und es ergibt sich, wie in § 1, fiir beliebige x die fundamentale Ungleichung
I(u,x)| < A(u)D(x).“ (W8], p. 67).

1927 kann Hahn unter Nutzung dieses Begriffsapparates den dualen Raum disku-
tieren (in diesem Zusammenhang wird in [Q 18], p. 271 vom ,,procédé de Min-
kowski-Helly* gesprochen). Besonders bemerkenswert erscheint, wie schon in
[W5], die vom heutigen Standpunkt aus funktionalanalytische Betrachtungsweise,
mit der Helly das eigentliche Problem der Arbeit angeht:

»Es liege nun ein System unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten vor:

@, x)=c, ®=1,2,3..)). [6))

Ferner sei eine konvexe Abstandsfunktion D(x) gegeben, und es seien simtliche A(a®)
endlich, wenn A(u) die zu D(x) polare Funktion bedeutet.* ([W 8], p. 69).

Es wird nun ein System untersucht,

,.fiir welches die Ungleichungen
n n
2 Ac, ISMA ( T )\,,a("))
v=1 v=1
fir beliebiges n und beliebige Wahl der A, erfiillt sind, und es werde nach hinreichenden

Bedingungen fiir die Existenz einer Losung x gesucht, fiir welches D(x) <M, ist, wobei
M, > M.
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Wenn beachtet wird, da®

L) = (u,x)

eine an u ausgeiibte lineare Operation darstellt, welche den Bedingungen
L@ =c, ®=1,2,3..)
IL(uw)|<M; A(u)

geniigt, so zeigt sich, daf das Auflosungsproblem des Systems (1) ein Spezialfall folgen-
des Problems ist:

Es soll im Bereich der unendlich vielen Variablen uj, u,, u3 ... eine Operation
L(u) gesucht werden, die folgenden Forderungen geniigt:

I. Die Forderungen der Linearitit:

L(Au) =AL(u)
L' +u")=L(u) + L(@u").
I IL(u)I<M;A(w)
wobei M, eine beliebige Zahl > M ist.
. L@®)=¢, (=1,2,3..).

Kann eine Operation, die den gestellten Bedingungen geniigt, gefunden werden, und
kann dann ferner gezeigt werden, daf} sich diese Operation in der Form

L(U) = (p’ U), D(P) < Ml
darstellen 148t, so ist x = p die gesuchte Losung von (1).“ ([W 8], pp. 74—75).

Im Zusammenhang mit der Existenz einer Operation L(u) beschiftigt sich Helly
wieder mit einem Satz vom Hahn-Banach-Typ, wohingegen er zur Bewiltigung des
Darstellungsproblems einige grundlegende Begriffe und Eigenschaften zur Theorie
der Folgenraume entwickelt, die unmittelbar zum Begriff des BK-Raumes fiihren,
wie Abschnitts- und koordinatenweise Konvergenz sowie einen Satz iiber ihren Zu-
sammenhang, Stetigkeit der Koeffizientenfunktionale etc. So beweist Helly (in
einer heutigen Terminologie): Besitzt der BK-Raum X Abschnittskonvergenz, so

ist jedes stetige lineare Funktional L auf X von der Gestalt L(u) = 2 pyuy
(vel. [W 8], pp. 85—89). k=t

Diese Bemerkungen zusammen mit denen zu der Schrift von 1912 zeigen
schon, dafl in bezug auf die Herausbildung der Funktionalanalysis Helly in einem
Atemzug mit den schon erwidhnten Friedrich Riesz (1880-1956), Erhard
Schmidt (1876—1959) und Hilbert sowie mit Stefan Banach (1892—1945),
Hans Hahn (1879-1934) und Norbert Wiener (1894—1964) genannt wer-
den muf (vgl. [Q 19], pp. 1087—1088, [Q 20], pp. 56—58, 6670, [Q 21], [Q 22],
p. 193). So stellen denn auch Hellinger und Toeplitz in [Q 23] den Beitrag Hellys
heraus:

,,Die Gesamtheit derjenigen Arbeiten iiber unendlichviele lineare Gleichungen mit unend-
lichvielen Unbekannten, die nicht die Bedingung konvergenter Quadratsumme fiir die
Unbekannten an die Spitze setzen, stellt nach AnlaB, Art und Grad der erstrebten All-
gemeinheit ein buntes Gemisch dar.*
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,»Auf diese Arbeit von Helly ist auch deshalb hier so genau eingegangen worden, weil
man von ihren Begriffen aus iiber die so disparaten Einzelheiten dieser Nummer einen
einheitlichen Uberblick erhilt. Die simtlichen bisher erwihnten Konvergenzbedingungen
konnen nimlich derjenigen von Helly untergeordnet werden.* ([Q 23], pp. 1442, 1447).

Als Helly im Wintersemester 1921/22 seine Vorlesungen als Privatdozent
aufnimmt, ist folgender Kreis von Lehrenden am Mathematischen Institut titig:

- die ordentlichen offentlichen Professoren Wirtinger, Philipp Furtwingler
(1869—1940), Hahn (Prom. 1902 U Wien)'®), Gustav Ko hn (1859—-1921),
Alfred Tauber (1866—1942) und die Privatdozenten Ernst Blaschke
(1856—-1926), Lucius Hanni (1875-1931),Paul Roth (1882—1925; Prom.
1905 U Wien), Josef Le nse (Miinchen; geb. 1890; Hab. 1921 U Wien) und
Anton Rella (1888-1945; Prom. 1913 U Wien); im Sommersemester 1923
kamen noch der auflerordentliche Professor Kurt Reidemeister
(1893—1971) und der Privatdozent Vietoris (geb. 1891; Prom. 1919 U Wien)
hinzu. Hellys erstes Thema ist die Algebra der linearen Transformationen [V 1];
seine spiteren Vorlesungen beschiftigen sich fast durchweg mit geometrischen
Problemen. Dariiber hinaus liest er aber auch iiber lineare Integralgleichungen [V 8],
lineare Operationen [V 11], trigonometrische Reihen [V 12]; sieche Anhang [V]. Er
verwendet sehr viel Zeit auf die Vorbereitung dieser Vorlesungen und versteht es,
seine eigene Begeisterung fiir die Mathematik auf seine Zuhérer zu iibertragen:
gerade der Werdegang der jiingeren Studenten liegt Helly sehr am Herzen. 1966
schreibt Edmund Hla w k a (Wien; geb. 1916; Prom. 1938 U Wien) in der Oster-
reichischen Hochschulzeitung:

»[- - -] da war zum Beispiel Helly, mit dessen Namen eine Reihe von grundlegenden
Sitzen der Mathematik verkniipft ist und der wunderbare Vorlesungen hielt; [. . .]*
([Q25).
Hellys erste Schiilerin (siehe [D1]), Elise S te in !”7) (Brunel Univ., Middlesex;
geb. 1903), bezeichnet'®) dies sogar als ,,understatement*;

,,oeine Vorlesungen waren ein Kunstwerk, in dem sich sorgfiltige Vorbereitung mit
impulsiven Abschweifungen mischte, gewiirzt durch seinen nie versiegenden Enthu-
siasmus. ‘¢

Auch Karl Strubecker (Karlsruhe; geb. 1904; Prom. 1928 U Wien)
stimmt!®) dem zu:

,,Hellys Vorlesungen waren immer bestens vorbereitet, frei und sehr fliissig, ja sehr
flott vorgetragen, didaktisch sehr gut und iiberaus verstindlich.*

Nun ist aber mit der Habilitation lediglich die Pflicht verbunden, Vorlesungen ab-
zuhalten — fir eine Privatdozentur gibt es keinerlei finanzielle Vergiitung. So ist
Helly gezwungen, fiir seinen Lebensunterhalt aufierhalb der Universitit zu sorgen,
was bei der hohen Arbeitslosigkeit in den schweren Nachkriegsjahren mit grofien
Schwierigkeiten verbunden ist. Man muf es schon als Gliick bezeichnen, daf}
Helly bereits 1921 in der ,,Bodenkreditanstalt* in Wien angestellt wird. Dies er-
moglicht es ihm, in bescheidenen Verhiltnissen zu leben: es ist sicherlich kein

,, Traumjob*, jedoch muf er froh sein, iiberhaupt ein Auskommen zu haben. Fiir
eigene mathematische Forschungen bleibt nur sehr wenig Zeit. Seine Vorlesungs-
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termine hat er mit der tiglichen Arbeit in der Devisenabteilung der Bank in Ein-
klang zu bringen; siche [Q 26]. Hinzu kommen noch Seminare, die abends in seiner
Wohnung stattfinden.

1923 wird dann im ,,Jahresbericht* 2°) die bereits erwihnte Schrift
,,Uber Mengen konvexer Kérper mit gemeinschaftlichen Punkten® [W 9] verof-
fentlicht. Inzwischen hatten aber schon Johann Radon (1887-1956; Prom.
1909 U Wien) und Dénes K ® nig (1884—1944) iiber diesen Hellyschen Satz
publiziert. Helly schreibt selbst:

,,Herr Radon publizierte 1921 in den Mathem. Annalen den Beweis eines Satzes, den
ich ohne Beweis vor dem Krieg in einem in der Wiener Math. Gesellschaft gehaltenen
Vortrage verwendet hatte. Da ich glaube, daB mein urspriinglicher Beweis auch nach
dem Radonschen Interesse bietet, will ich ihn im folgenden kurz skizzieren.

(W9, p. 175).

Diese Aussage wird durch Radon bestatigt:

,,Vor einigen Jahren wurde mir von dem Wiener Mathematiker E. Helly der folgende
Satz mitgeteilt: Notwendig und hinreichend dafiir, daB konvexe Kérper des n-dimen-
sionalen Raumes in beliebiger Menge einen gemeinsamen Punkt besitzen, ist, daf} je
n+ 1 Korper der Menge einen Punkt gemeinsam haben [ . . . ], so erlaube ich mir den
schonen Hellyschen Satz unter Darlegung meines Beweises mitzuteilen.*

,,Zusatz [der Redaktion] bei der Korrektur. Herr Dr. E. Helly ist Mitte November 1920
nach Wien zuriickgekehrt; ein daraufhin erfolgter Briefwechsel mit dem Verfasser hat
ergeben, daf der seinerzeit von Herrn Helly gefundene Beweis von dem des Verfassers
wesentlich verschieden ist.* ([Q 291, p. 113).

Im Anschluf® an Radon veroffentlicht 1922 auch Konig [Q 30] einen Beweis dieses
Satzes von Helly. 1936 iibersetzt Dimitrij A. Raik ow (Moskau) Hellys Arbeit
fiir die ,,Uspehi Mat. Nauk‘‘ ins Russische [W 9]. Diese Zeitschrift, von Lazar’ A.
Ljusternik (Moskau) herausgegeben, ist soeben erst gegriindet worden, u. a.
mit dem Ziel, die jeweils modernsten und besten ausldndischen Arbeiten den
sowjetischen Mathematikern zuginglich zu machen.

Helly selbst arbeitet seine Gedanken weiter aus und versucht, sie zu verall-
gemeinern. Aber noch bevor es zu einer Veroffentlichung kommt, geht die Boden-
kreditanstalt im Gefolge des ,,Schwarzen Freitags‘ im Jahre 1929 in Konkurs. So
sieht er sich gezwungen, wieder nach einer neuen Tétigkeit Ausschau zu halten
und findet schlieflich 1930 eine Stellung als Versicherungsmathematiker bei der
Wiener ,,Lebensversicherungs-Gesellschaft Phonix*‘. Dieser Posten ist verhiltnis-
mifig gut dotiert (verglichen mit einem Gymnasiallehrer), insbesondere, wenn
man die ausgebrochene Weltwirtschaftskrise in Rechnung stellt.

Ein Jahr spiter wird Helly u. a. mit der Aufgabe betraut, Z. William
Birnbaum (Seattle, Wash.; geb. 1903; Prom. 1929 U Lwow) und Eugen
Lukacs (geb. 1906; Prom. 1930 U Wien) in die Arbeit der Mathematischen
Abteilung?!) der Versicherung einzufiihren. Birnbaum erinnert?2) sich:

,,Helly was a delightful man, cheerful in the face of adversities, with a gentle sense of
humor. There were three mathematicians in the Phonix office who were my immediate
superiors. One of them had the title ‘Prokurist’ while Helly, to my knowledge, did not
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get that high. Whenever a non-routine question came up, the difference between Helly
and the other two became apparent: Helly gave the problem a mathematical formula-
tion and obtained a solution which could be used over and over again in similar cases;
the other two worked the problem numerically in each case, by trial and error, grinding
it out on their hand-operated Odhner desk calculators. Incidentally, even the manner
in which he handled his desk calculator was ingenious, devising shortcuts and stepsaving
routines.

Am 22. August 1930 wird das einzige Kind der Hellys, Walter Sigmund, ge-
boren. Dieser wird 1959 den Ph. D. in Physik am Massachusetts Insitute of Tech-
nology erwerben und 1966 Professor fiir Operations Research am Polytechnical
Institute in Brooklyn werden [Q 37].

Im gleichen Jahr erscheint die Schrift ,,Uber Systeme von abgeschlossenen
Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten‘ [W 10]. In dieser Arbeit, die an den 1923
verdffentlichten geometrischen Satz ankniipft, kann er zeigen,

,,daB dieser Satz ein Spezialfall eines allgemeinen rein topologischen Satzes*
([w1o0], p. 281)

ist. Dieser lautet (unter einer Zelle versteht Helly eine beliebige, abgeschlossene
und ganz im Endlichen liegende Punktmenge, deren simtliche Brouwersche Zah-
len den Wert Null haben):

»Es sei irgendeine (im Endlichen liegende) Menge von Zellen des R™ gegeben. Der
Durchschnitt von je k dieser Zellen sei fir k=1, 2,...n wieder eine Zelle, der Durch-
schnitt von je n+ 1 Zellen sei nicht leer. Dann ist der Durchschnitt aller Zellen der
Menge nicht leer und wieder eine Zelle. ([W 10], p. 302).

Eine ausfiihrliche Wiirdigung dieser Arbeit sowie der von 1923 findet sich in [Q2],
[Q10].

Sie ist gleichzeitig Hellys letzte rein mathematische Veroffentlichung. Ihm
verbleibt neben seiner Sorge um den Unterhalt der Familie und den Lehrverpflich-
tungen an der Universitat keine Zeit mehr, um noch etwas Veroffentlichungsreifes
zu erarbeiten. Dieser Zeitmangel, seine vielfiltigen Ideen auszuarbeiten, belastet
ihn sehr, wenn er auch nie bitter ist; kann er doch darauf verweisen, daf} jede ein-
zelne seiner Arbeiten, so gering an Anzahl sie insgesamt auch sind, auf grofies
Interesse stofit und von der Fachwelt geschitzt und genutzt wird.

Zeitmangel ist es auch, der ihn an einer vertieften Ausiibung seiner Hobbys
hindert. Zu nennen sind Schach — er ist mit dem Schachmeister R. Réti be-
freundet —, klassische Musik und Literatur — es wird von musikalischen Abenden
mit bekannten Kiinstlern in der Hellyschen Wohnung berichtet —, Photographieren
— zwei seiner Aufnahmen von Motiven in der Nihe des Defregger-Hauses in den
Osttiroler Alpen werden sogar vom ,,Osterreichischen Fremden-Verkehrs-Bureau
fir Werbezwecke verwendet.

Auch in dem Freundeskreis, der sich montags abends im Café Zentral trifft,
wird Helly gern gesehen. Zu diesem gehoren u. a. Adalbert Duschek
(1895—1957; Prom. 1921 U Wien), Hilda Geiringer (1895-1973; Prom.
1917 U Wien), Kurt Gédel (1906—1978; Prom. 1929 U Wien), Eugen Lukacs,
Walter Mayer (1887—1948; Prom. 1912 U Wien), Maximilian Pinl
(1897—-1978; Prom. 1926 U Wien), Elise Stein, Otto Sz 4 sz (1884—1952) und
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Olga Taussky (geb. 1906; Prom. 1930 U Wien). Helly versteht es nicht nur, Fach-
simpeleien in fast jedem mathematischen Zweig originelle Bemerkungen beizu-
steuern, sondern er beteiligt sich auch lebhaft an allen dariiber hinausgehenden
Diskussionen iiber Tagesthemen etc. Er ist ebenfalls mit Philipp Frank
(1884—-1966) und Richard von Mises (1883—1953) befreundet, die ihn haufig
in den Weihnachts- und Osterferien besuchen. Helly fiihrt iiberhaupt ein fir seine
Freunde immer offenes Haus und ist als guter Gesellschafter beliebt, da er selbst in
schwierigsten Lagen optimistisch und humorvoll bleibt. Aber nicht nur fiir seine
Freunde steht sein Haus offen, er ist auch einer der wenigen Mathematiker in Wien,
der junge und noch nicht arrivierte Mathematiker zu sich einlidt; etwa'®) Elise Stein:
,.Ich erinnere mich an meinen ersten Besuch bei Helly. Wir hatten fertig diskutiert, ich
lernte Frau Helly kennen, und nach gemessener Zeit wollte ich mich verabschieden.
Helly fragte mich, ob ich etwas vorhabe, was ich verneinte. Darauf sagte er: ,,Sie wollen
sicher nur gehen, weil es Zeit fiir nachtmahlen ist. Warum bleiben Sie nicht und essen Sie
mit uns? Es wire doch schade, aus solchen Griinden ein schones Zusammensein abzu-
brechen.* Ich blieb, nahm an einem einfachen, guten Abendessen teil, und wir hatten
einen wunderschonen Abend. Das ,,offene Haus* wurde ebenso gefiihrt. Viel Herzlich-
keit, kein Firlefanz, und jeder hat sich zu Hause und wohl gefiihit.*

So erklaren wohl diese vielfiltigen Bindungen an Wien, daf er die Stadt, in
der er letztlich als Wissenschaftler beruflich blockiert ist, dennoch nicht verliafit.
Das mathematische Institut an der Universitiat Wien ist zwischen 1921 und 1934
voll besetzt. Die Schaffung eines weiteren Extraordinariates fiir Helly ist unmog-
lich. Was eine Berufung nach Deutschland angeht, schreibt'®) Elise Stein:

,»Wenn Helly eine Berufung an eine andere Universitiit bekommen hitte, hitte er sie
wohl angenommen. Es war aber nicht in seiner Natur, nach etwas zu jagen, das bei dem
damaligen politischen Klima in Deutschland kaum erreichbar war. Jedenfalls machte er
immer den Eindruck einer abgeschlossenen Personlichkeit.*
Schlieflich verschlechtert sich 1933 mit der Machtergreifung Hitlers in Deutsch-
land das politische Klima fiir die Juden auch in Osterreich zusehends. Jede Chance,
doch noch eine Professur in Wien zu erhalten, ist jetzt endgiiltig zunichte. Noch
kann Helly allerdings bei der ,,Phonix* weiterarbeiten. Diese geht zwar am

8. April 1936 in Liquidation, wird aber von der ,,Osterreichischen Versicherungs-AG*

iibernommen, so daf er seine Stellung vorerst behalten kann.

Im Jahre 1937 kommt es noch zu einer versicherungsmathematischen Ver-
offentlichung. Im Assekuranz-Jahrbuch referiert Helly iiber ,,Die neue englische
Sterblichkeitsmessung an Versicherten [W11]. Auch auf diesem Zweig der Mathe-
matik hat er einige weitreichende Ideen, die jedoch ebenfalls nicht zur Ausfithrung
kommen. Dazu betreut er gerade jetzt, 1937/38, zwei Dissertationen, die von
Martha Schramek (geb. 1910) und Erich Ludwig Huppert (geb. 1910);
siehe?3) [D 2], [D 3].

Im Mirz 1938 kommt es dann zum Anschlufd Osterreichs. Die im Vor-
lesungsverzeichnis fiir das Sommersemester 1938 von Helly angekiindigte Vorle-
sung uber Differenzenrechnung und Interpolation [V 10] darf er nicht mehr halten.
Aus der Stellung bei der Versicherung wird er ebenfalls entlassen. Ihm ist buchstib-
lich der Boden unter den Fiilen weggezogen. Erst jetzt plant er, sein geliebtes Wien
Zu verlassen.



142  P.L.Butzeretal

Als einer von zwanzig Angehorigen der Institute der Mathematik und Theo-
retischen Physik an der Universitat und an der Technischen Hochschule in Wien
wird er zur Emigration gezwungen (vgl. [Q 1], pp. 183—208). Ein Onkel von Frau
Helly, der als Ingenieur in den USA arbeitet, beschafft ihnen ein amerikanisches
Visum. Noch ist die Ausreise auf legale Weise moglich; es muf} sogar eine ,,Reichs-
fluchtsteuer* bezahlt werden.

Im September schiffen sich die Hellys mit ihrem nunmehr acht Jahre alten
Sohn nach New York ein.

In dieser duflerst bedringten Zeit entsteht noch einmal ein Manuskript,
betitelt ,,The calculus of variations in linear spaces‘‘, das aber unversffentlicht
bleibt, da es die gewohnte Hellysche Qualitit der ungliicklichen Umstinde halber
nicht erreicht haben sol1??).

In der ersten Zeit leben die Hellys in New York und miissen Nachhilfestun-
den geben, um sich mehr schlecht als recht durchzuschlagen. Dabei ist zu beriick-
sichtigen, dafd die Auswirkungen der Weltwirtschaftskrise in Nordamerika bis in
die vierziger Jahre hineinreichen. Anfang 1939 hilt Helly einen Vortrag am Insti-
tute for Advanced Study in Princeton, New Jersey. Herbert Busemann
(Santa Ynez, Calif.; geb. 1903) war24) unter den Zuhorern:

,,Es war dort iiblich, die bekannteren neuen Ankommlinge zu einem Vortrag einzula-
den, damit einfluBreiche Amerikaner sich ein Urteil bilden konnten. Die Vortragenden
packten gewohnlich das an, was sie kannten, ohne sich um den Prozentsatz der Horer
zu kiimmern, die etwas verstehen konnten. Offenbar von niemand beraten, hielt Helly
einen leichten, allgemeinverstindlichen Vortrag, so daf die meisten mit dem Eindruck
davonkamen, daB Helly nichts zu bieten habe. Mein Einflu war damals viel zu gering,
dem Eindruck entgegenzuwirken.

Manche Kontakte bahnen sich auch im Hause von Harold Hotelling
(1895—-1973) — einem der Begriinder der modernen mathematischen Statistik in
den USA —an: zu dem allmonatlichen ,,open house‘ in Mountain Lakes, New
Jersey, finden sich die Hellys als gern gesehene Giste ein. Um alte Bekanntschaften
aufzufrischen und um neue Kontakte zu kniipfen, nimmt Helly in den folgenden
Jahren regelmifig an den in der Umgebung New Yorks (bzw. spiter in Chicago)
stattfindenden Tagungen?®) der American Mathematical Society (AMS) teil.

Nachdem Walter Mayer ihn bei Albert Einstein (1879-1955)
eingefiihrt hat, bekommt Helly im Februar 1940 auf dessen Empfehlung hin eine
Anstellung am College of Paterson, Paterson, New Jersey, fiir ein Semestergehalt?®)
(Februar—Juni) von 450 $. Auch Hellys Frau erlangt an demselben College eine
gering dotierte Anstellung??). Da dies allerdings nicht genug zum Leben ist, miis-
sen die Hellys weiter zusitzlich privat Unterricht geben. ,,There he hardly gets
enough to keep body and soul together for himself and his wife*?#). Aufierdem
schreibt er auf Aufforderung Referate fiir die gerade gegriindeten ,,Mathematical
Reviews*, und zwar vorwiegend im Bereich Geometrie?®).

Im Februar 1942 wechseln er wie auch seine Frau?’) zum Monmouth Junior
College, Long Branch, New Jersey, wo er 1500 $ im Jahr verdient?). Aber auch
diese wie die vorhergehende Titigkeit ist fiir einen Mann wie ihn, insbesondere in
wissenschaftlicher Hinsicht, vollig unbefriedigend.
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So ist Helly voller Freude, als er im Februar 1943 als ,,Instructor‘ beim
Signal Corps Training Program®°) an der ,,Engineering School* des Illinois Institute
of Technology (IIT) in Chicago zusammen mit seiner Frau auf Empfehlung von
I. Albert Barnett (1894—1974) angestellt3? wird; vgl. [Q 39], p. 400.

In dieser Zeit macht ihm dann ein Herzanfall schwer zu schaffen. Schon
in Wien hat er unter Herzbeschwerden zu leiden gehabt. Es sind offensichtlich
Nachwirkungen der Kriegsverletzung aus dem Jahre 1915.

Im September des Jahres 1943 scheint sich endlich alles zum Guten zu
wenden. Helly wird am Mathematics Department des IIT selber als ,, Visiting
Lecturer (ASTP)“3?) fiir Mathematik im Rahmen des ,,Army Specialized Training
Program* iibernommen, wo zu diesem Zeitpunkt auch Busemann und Max Dehn
(1878—-1952) sowie ebenfalls Haim Reingold (Gary, Indiana; geb. 1910) titig
sind; vgl. [Q 39], p. 521, 579f.

Da zu jener Zeit eine grofe Anzahl bedeutender Mathematiker aus Europa
in die Vereinigten Staaten kam, war es fiir kaum einen einfach, eine seinen Fihig-
keiten entsprechende Stellung zu finden (vgl. [Q 4], p. 254). Es gab sogar eine
Reihe von Mathematikern, die im Heimatland ordentliche Professoren gewesen
waren und die wieder auf der untersten Ebene anfangen muften. So dauerte es
also fiinf Jahre, bis Helly die Position am IIT erreichte, obwohl er bedeutende
Fiirsprecher hatte33), etwa Hermann Wey 1 (1895—1955)3%):

»[ - - .11 have followed Dr. Helly’s career over a long period, [. . .] He is a kind,
very modest and cultured gentleman. [ . . . ] He has made some outstanding con-
tributions to the theory of real functions, in particular to integral equations and
linear equations with an infinity of unknows.*

Und auch Karl Menger (geb. 1902; Prom. 1924 U Wien) schreibt3%) 1943 an
das IIT:

»»Helly may be considered as one of the founders of the modern theory of operators,
in particular the theory of linear spaces which later has played such an important role
in the work of Banach, Hahn and others. I have often felt, that he has not received all
the credit that he deserves.*

Mit 58 Jahren erreicht Helly nun die Moglichkeit, sich ganz seiner geliebten Mathe-
matik zu widmen. Er fiihlt, daf er es endlich geschafft hat.

Am 12. September 1943 wird?®) er auch Mitglied der Mathematical Associ-
ation of America (MAA). Beim 27. Jahrestreffen der Gesellschaft am 27./28. No-
vember 1943 in Chicago nimmt er am Samstag, dem 27., an einer ihrer Sitzungen
teil. Hierzu schreibt?*) Busemann:

,,Wir hatten einen besonders animierenden Abend, an dem sowohl Emigranten als auch
Amerikaner teilnahmen, alle vom IIT aufer Hellinger, der ,full professor an der North-
western University war und heriibergekommen war. [ . . . ] Als die IIT Leute sich am
nichsten Morgen noch in bester Stimmung trafen, horten sie mit Entsetzen, daf Helly
in der Nacht einem Herzversagen erlegen war.*

Durch die Zeitumstinde an der Ausiibung seines Berufes und der Entfaltung
seiner Fahigkeiten gehindert, kurz vor Ausbruch des II. Weltkrieges aus der Heimat
vertrieben, ereilen Helly, als er endlich festen Boden unter den Fiifien hat, die
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Nachwirkungen des 1. Weltkrieges. Fiir Helly, der mitten im Krieg stirbt, kommt
es durch die MAA lediglich zu folgender®®) Meldung:

,.Professor Edward Helly of Illinois Institute of Technology died on November 28,
1943.([Q39], p. 644).

Auch die Mathematische Gesellschaft in Wien gedenkt seiner nur mit wenigen
Worten:

,,Dr. phil. E. Helly, Priv. Doz. a. d. U. Wien, starb im Jahre 1942 [1943!] in Chicago
im 59. Lebensjahr als Professor des Illinois Institute of Technology.* ([Q 41]).

Im Jahre 1951 erscheint nach der kriegsbedingten Unterbrechung das erste
Heft [Q 44] des ,,Jahresbericht‘; die vorangestellte ,,Gedenktafel* ist der Erinne-
rung an 79 seit 1933 verstorbenen Mitgliedern gewidmet: der Name Helly fehlt.

Birnbaum, Hellys Kollege aus der Wiener Zeit bei der ,,Phonix*, gibt??) sei-
nen Gefiihlen in den Worten Ausdruck:

LIt is, indeed, quite sad that so little attention is being paid to the human being, while
theorems bearing his name have been considered classics for half a century. [. . .]
One cannot help thinking that there was a good man who had no luck in life.* —

Erst 1977 wird im Grof}en Horsaal des Mathematischen Instituts der Universitat
Wien [Q 42] eine Ehrentafel enthiillt, die auch Eduard Helly wiirdigt.

Nachtrag bei der Korrektur (15. 4. 1980):

Durch zusitzliche Nachforschungen von Frau Hofrat Dr. Auguste Dick sowie durch
Mitteilungen von Edmund Hlawka und Leopold Schmetterer (Wien) wurden uns weitere wert-
volle Informationen zuginglich gemacht.

Im Maturititszeugnis des k.k. Maximilians-Gymnasiums (jetzt Wasa-Gymnasium) unter
Datum des 10/VII 1902 wird Helly der ,,Erfolg der Priifung: reif mit Auszeichnung’‘ bescheinigt,
wobei bzgl. des Faches Mathematik die Note ,,mit Erlass d. miindl. Priif. vorziiglich* vergeben
wurde. Der Stand des Vaters wird hier mit ,,Privatbeamter angegeben.

Aus [Q 45] geht hervor, daf Helly unter ,,Gewihlter Beruf: Technik* angibt, was die
Vielfalt der Ficher zu Beginn seines Studiums an beiden Wiener Hochschulen erklirt. Aus dieser
Liste geht auch hervor, daf Helly und Philipp Frank Schulkameraden desselben Jahrgangs waren.

Aus Unterlagen des Osterreichischen Staatsarchiv-Kriegsarchiv, Wien (Brief vom
17.10.79 an Frau Dr. A. Dick, Zb. 38.904/1979) entnimmt man u. a., da Helly ,,von Beruf
Privat-Mittelschullehrer in Wien IX am 5.12. 1914 als Kriegsfreiwilliger assentiert wurde [ . . . |;
er war berechtigt zum Tragen des Einjihrig-Freiwilligen-Abzeichens. Am 2. 1. 1915 wurde H.
prisentiert zur aktiven Dienstleistung . . .* Aus den weiteren Laufbahndaten ist ersichtlich, dafy
Helly am 1.9. 1915 zum Kadetten in der Reserve und am 3. 12. 1920 nachtriglich zum Ober-
leutnant in der Reserve ernannt wird.

In einer Schilderung der Mathematik an der Wiener Universitit um 1922 (aus studenti-
scher Sicht) wird in der Biographie [Q 46], pp. 39ff, 100, auch mehrmals der Name Helly er-
wihnt.

Die Autoren wiirden jede weitere, insbesondere auch kritische Bemerkung
und Erginzung, die den vorliegenden Versuch einer Wiirdigung von Leben und
Werk Eduard Hellys abrunden helfen kénnten, begriifien.
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Anhang

A Anmerkungen

1) Aus Hellys ,,Curriculum vitae*“ vom 27. 1. 1921 (Kopien dieser wie auch anderer Akten aus
dem Archiv der Universitit Wien verdanken wir dessen Direktor, Prof. Dr. Franz G all) sowie
dem von Helly ausgefiillten ,,Faculty Record* des Illinois Institute of Technology (IIT) vom

8. 9. 1943 (Kopien aus den Archiven des IIT stellte uns Haim Reingold zur Verfiigung).

2) Aus Hellys ,,Kurriculum vitae* vom 5. 2. 1907 (Archiv Univ. Wien).

3) Aus dem ,,Gutachten iiber die Dissertation des Herrn Eduard Helly [...]¢vom 20. 2. 1907
(Archiv Univ. Wien).

4) Aus dem Fonds zur Heranbildung von Hochschuldozenten durch Ministerialerlal vom
31.7.1907 (Z. 28725) verliehen (Archiv Univ. Wien).

5) Aus Hellys ,,Curriculm vitae* vom 27. 1. 1921.

6) Aus einem Brief von Richard Courant an seine Braut Nelly Neumann vom 1. 12.1907,
der von Constance R eid (San Francisco, Calif.) in einer Abschrift zur Verfiigung gestellt
wurde (Brief vom 21. 2. 1979); siehe auch die ausfiihrlichere Darstellung in [Q 4], pp. 21-22,254.

7) Richard Suppantschitsch (= Zupandi¥) (1878—1949; Prom. 1913 U Wien), dessen
,»,Mathematisches Unterrichtswerk*, 8 Biande zu je etwa 250 S., 1908—1913, grofie Verbreitung
fand; vgl. etwa die sehr positiven Rezensionen in den ,,Monatsh. Math. Phys.* der entsprechen-
den Jahrginge; siehe z. B. [N 2], Bd. 6 (1923—-31) sowie auch [Q 33], [Q 43].

8) Laut Hellys ,,Faculty Record*.
%) Hubert E. Bray (1889—1978); siche [Q 5], bzgl. der Namensgebung auch [Q 6], p. 14.

10y Eine Kopie der Seminarausarbeitung wurde uns von Frau Dr. Susanne Dierolf, Univ.
Miinchen, zur Verfiigung gestellt.

11y Aus einem Brief von Leopold Vietoris vom 26. 10. 1978.

12) Helly lernt auflerdem Heinrich E1b o ge n kennen und schitzen, der in den Jahren 1916
bis 1918 eine Arbeit iiber die axiomatische Methode in der Mathematik [Q 11] verfafit, die
1928 nach dem Tode des Verfassers unter Mitwirkung von Helly und Prof. Samuel Oppen -
heim herausgebracht wird:

,,Die vorliegende Schrift entstand in russischer Kriegsgefangenschaft in den Jahren 1916
bis 1918 zu einer Zeit, da der Autor unter den schwersten dufleren Bedingungen hart
damit zu ringen hatte, unter dem furchtbaren physischen und psychischen Druck nicht
zusammenzubrechen. [ . . . ]. Mir selbst ist das Werk eine wehmiitige Erinnerung an den
Dahingegangenen und an die Zeit der Kriegsgefangenschaft, in der es einer der wenigen
Lichtpunkte war, Heinrich Elbogen kennengelernt zu haben.* (aus dem Geleitwort
Helly zu [Q 11]); vgl. auch [Q 1], p. 193.
13y pas zeigen die Vortrige, die er vor der Wiener Mathematischen Gesellschaft am 16. 1. 1914
und am 22. 5. 1914 ,,Uber unendliche Gleichungssysteme und lineare Funktionaloperationen*
sowie ,,Einiges Geometrische iiber den Raum von unendlich vielen Dimensionen‘* hilt; siehe
[Q 13], vgl. auch®).

14y ,,Kommissionsbericht iiber das Habilitationsgesuch des Dr. Eduard Helly (fiir Mathematik)*
(Archiv Univ. Wien). In dem aus Hahns Feder stammenden Kommissionsbericht ist u. a. nach-
zulesen:

,,Die eingereichte Habilitationsschrift [ . . . ] stellt nun eine bedeutende Leistung dar,
sowohl was die Tragweite der Resultate, als auch die zu ihrer Begriindung herangezoge-
nen Methoden anlangt. Die durch die Untersuchungen Hilbert’s in den Vordergrund des
Interesses geriickte Theorie der linearen Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbe-
kannten wurde zunichst wesentlich geférdert durch die Untersuchungen von E. Schmidt,
deren Grundlage die sogenannte Schwarz’sche Ungleichung bildet; eine weitere Forde-
rung fand sie durch Fr. Riesz, der an Stelle der Schwarz’schen die allgemeinere Cesaro-
Héldersche benutzte. Unter Heranziehung der Minkowski’schen Begriffsbildung der auf
einem konvexen Aichkdrper beruhenden Mabestimmung gelingt nun Herrn Helly,
durch Definition der dazu polaren Mafbestimmung eine auferordentlich weittragende
Verallgemeinerung der Schwarz’schen Ungleichung, die es ihm ermoglicht, wesentlich
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tiefer in die Theorie der Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten einzu-
dringen, als es seinen Vorgingern gelungen war. Von besonderer Wichtigkeit ist der
Herrn Helly gelungene Nachweis, daf} es zu jedem solchen Gleichungssystem eine
,,natiirliche* Malbestimmung gibt, bei der simtliche Losungen der Behandlung zuging-
lich werden.*

l5) Brief des Bundesministeriums fiir Inneres und Unterricht vom 3. August 1921 an das Dekanat
der philosophischen Fakultidt der Universitit in Wien, Z1: 16759/1/21 Abt. 2 (Archiv Univ. Wien).

16) Promotionsdaten an der Univ. Wien wurden [Q 24] entnommen.

17) Elise Stein emigrierte 1939 nach England; nach anfinglicher Lehrtitigkeit an Privatschu-

len war sie ab 1948 bis zu ihrer Emeritierung 1970 als ,,Senior Lecturer*‘ am Chelsea College of
Science and Technology of the University of London titig. Sie ist wesentlich am Projekt der
,,Open University* beteiligt.

18) Aus einem Brief von Elise Stein vom 4. 12. 1978.
19) Aus einem Brief von Karl Strubecker vom 26. 10. 1978.

20) Der Deutschen Mathematiker-Vereinigung war Helly 1922 beigetreten [Q 27]. Auf Tagungen
dieser Gesellschaft hilt Helly nach eigenen Angaben 4 Vortriage (nach ,,Faculty Record‘‘). Davon
konnte ein Vortragsprotokoll ausfindig gemacht werden: Helly war mit seiner Frau auf der Jah-
resversammlung zu Marburg a. d. Lahn vom 20. bis 25. September 1923. Er hilt dort am 25. Sep-
tember einen Vortrag iiber ,,Allgemeine Variationsrechnung‘; siche [Q 28].

21) Chefmathematiker und zugleich Direktor dieser Abteilung ist Alfred Berger (1882—-1942);
er hatte ebenfalls unter Wirtinger ein Jahr vor Helly promoviert und war seit 1910 bei dieser Ge-
sellschaft tdtig. Nach seiner Habilitation (1928 U Wien) wird er 1933 dort nicht-beamteter
auflerordentlicher Professor fiir Mathematik der Privatversicherung und fiir Mathematische Sta-
tistik ; schlielich gibt er 1938 seine Titigkeit in der Versicherungsbranche endgiiltig auf und wird
auferordentlicher Professor an der Universitit Wien; s. [Q 31], [Q 32], [N 2], Bd. 6, p. 182,

7a, p. 146. — Als Vorstand der Riickversicherungsabteilung und Direktor-Stellvertreter fungiert
Ermnst Fanta (1878—-1939; Prom. 1900 U Wien, Hab. 1910 TH Wien); daneben ist er eben-
falls Hochschullehrer fiir Versicherungsmathematik und speziell fiir Betriebstechnik der Lebens-
versicherung; siehe [Q 1], p. 191, [Q 33],[Q 35]. — In leitender Position in der Auslandsabtei-
lung arbeitet Stefan V aj d a (Brighton; geb. 1901; Prom. 1925 U Wien) (aus einem Brief von
Stefan Vajda vom 24. 4. 1979); vgl. [Q 1], p. 205. — Auch Lukacs hilt in den Jahren 1927—1938
als Dozent an der Wiener Volkshochschule ,,Volksheim‘‘ verschiedene mathematische und physi-
kalische Kurse ab ([Q 1], p. 1951).

Uberhaupt bestanden zwischen der ,,Phonix“ und den Wiener Hochschulen iiber Jahrzehnte hin-
weg starke Wechselwirkungen. Alfred Tau ber (1866—1942(?)) war in erster Linie Versiche-
rungsmathematiker: ,,Von 1892 bis 1908 versah er die Stelle eines Chefs des mathematischen
Biiros der K. K. priv. Lebensversicherungsanstalt osterr. Phonix, dann war er bis 1912 als Kon-
sulent bei dieser Gesellschaft titig* ([Q 34], p. 345); vgl. [Q 1], p. 202, [Q 33]. Auch Wirtinger
wird in [Q 35] fiir das Jahr 1936 als Verwaltungsratsmitglied der ,,Phonix* aufgefiihrt; vgl. auch
[Q36], p. 6.

22) Aus einem Brief von Z. William Birnbaum vom 14. 2. 1979.

23) Martha Beer hatte 1933 die Staatspriifung in Versicherungsmathematik abgelegt; danach
war sie mit kurzen Unterbrechungen bis 1970 bei einer Versicherungsgesellschaft titig. — Erich
Huppert emigrierte noch im Jahr seiner Promotion (1938) nach England, wo er ab 1945 bei
einer Versicherung arbeitete. — Als Korreferent bei beiden Promotionen wurde Karl Mayr-
hofer (1899—-1969);Prom. 1922 U Innsbruck, 1930 Priv.-Doz. U Wien) (vgl. [N 2]) zugeteilt,
der seit der Emeritierung Furtwinglers (nach SS 1938) einziger ordentlicher Professor (seit WS
1936/37) am Mathematischen Institut der Universitit Wien war (aus einem Brief von Martha
Beer vom 25. 4, 1979).

24) Aus einem Brief von Herbert Busemann vom 2.11. 1978.

25) Die Teilnahme an 13 Tagungen ist durch [Q 38], 46, p. 368, 574; 47, p. 3, 333, 523; 48,

p. 3, 183, 335, 491, 800; 49, p. 24, 516; 50, p. 23 belegt.

2“’) Aus Personalakten (unter Datum vom 15. 2. 1940 bzw. 3. 2. 42) im Archiv des Institute for
Advanced Study, Princeton; vgl.33).

27) Aus dem ,,Faculty Record* des IIT vom 10. 9. 1943 von Elizabeth B. Helly.

28) Aus dem Brief von Oswald Ve blen unter’3) vom 21.10. 1941.
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29) Im Januar 1940 ist er auf Empfehlung von R.G.D. Richardson undG.C. Evans
Mitglied der AMS geworden (gemi Aufnahmeantrag von Helly im Archiv der AMS; Brief und
Kopien vom 31.10. 1978 von Ellen Hopkins-Heiser); vegl. [Q38], 46, p. 576. — Es
entstanden (,,Faculty Record*) in den Jahren 1940—1943 ungefihr 80 Referate fiir die ,,Math.
Reviews*; vorausgegangen waren ungefihr 30 Referate fiir die ,,Monatshefte* in den Jahren
1923—1937. — 1942 wird Helly auch Mitglied des Institute of Mathematical Statistics. — Im
Archiv der ,,Math. Reviews** in Ann Arbor, Michigan, sind noch die ,,reply cards* Hellys aus
den Jahren 1939 bzw. 1943 vorhanden, die seine Interessengebiete sowie Sprachkenntnisse im
Hinblick auf seine Titigkeit als Referent registrieren (Brief und Kopien vom 18. 12. 1978 von
Jane Z. Ophoff).

30) In dieser Zeit ist Haim Reingold ,,Supervisor of Mathematics Instruction* beim

,,Signal Corps Training Program* am IIT (vgl. [Q 39], p. 73, 580); er schreibt: ,,This program
offered technical training to men inducted into the U.S. Army and waiting to go into active
service in the Signal Corps. Dr. and Mrs. Helly taught elementary mathematics (through cal-
culus) needed in the training for Signal Corp communication. [ . . .] The Signal Corps Training
Program ended in Summer of 1943 and Edward Helly was appointed Visiting Lecturer in the
Mathematics Department of IIT at a salary of $ 2,400 for two semesters. He started teaching
in September, 1943, [ . ..]* [aus einem Brief von Haim Reingold vom 8. 2. 1979].

31y Der Auftrieb, den Helly hierdurch erhilt, wird aus dem Vorwort zu dem Lehrbuch [Q 40]
deutlich: ,,The authors also acknowledge their debt to the late Dr. Edward Helly. In addition
to contributing some of the material for a number of the chapters, he improved the book in
many places by his suggestions and criticisms. By his untimely death the authors lost a fine
friend and an inspiring collaborator.*

32) [ aut ,,Faculty Record*; vgl. auch [Q 39], p. 592, [Q 38], 49, p. 846. Bzgl. ASTP siehe
[Q 39], pp. 466—470.

33) In den Akten des Institute for Advanced Study befinden sich Empfehlungsschreiben fiir
Helly von Hermann Weyl an C. Newton St ok e s (Temple Univ.) vom 2. 4. 1941, von Oswald
Veblen an Dean R. G. D. Richardson (Brown Univ.) vom 21. 10. 1941, von Oswald Veblen
an C. Newton Stokes vom 12. 1. 1942 und von Oswald Veblen an T. F. C o p e (Queens
College) vom 15. 4. 1942 (Brief und Kopien vom 4. 12. 1978 von Caroline D. Under -
wood).

34) Aus dem Brief von Hermann Weyl unter 33’) vom 2. 4. 1941.

35 Aus einem Brief von Karl Mengeran L. R. Ford (IIT) vom 29. 4. 1943 (Archiv des
IIT); wertvolle Informationen und Anregungen haben wir auch seinen Briefen vom 31. 10. 1978
und 21. 2. 1979 entnommen.

36) Siehe auch die fast gleichlautende Anzeige der AMS in [Q 38], 50, p. 177.

W Werke Hellys

[W 1] Beitrige zur Theorie der Fredholm’schen Integralgleichung. Dissertation, Univ. Wien;
eingereicht: 5. Februar 1907; 40 pp. (Handschrift, 4%)

[W 2] Losungen der Aufgaben in Suppantschitsch Lehrbuch der Geometrie fiir die IV. und
V. Klasse der Realschulen. F. Tempsky, Wien 1911; 85 pp., 8°

[W 3] Losungen der Aufgaben in Suppantschitsch Lehrbuch der Geometrie fiir die IV. und
V. Klasse der Gymnasien und Realgymnasien. F. Tempsky, Wien 1911; 92 pp., 8°

[W 4] Losungen der Aufgaben in Suppantschitsch Lehrbuch der Arithmetik fiir die IV. und
V. Klasse der Gymnasien und Realgymnasien und der IV. Klasse der Realschulen und
die Wiederholung in der V. Klasse dieser Anstalten. F. Tempsky, Wien 1912; 56 pp., 8°

[W 5] Uber lineare Funktionaloperationen. Osterreich. Akad. Wiss. Math.-Natur. K1. S.—B. I1a.
121 (1912) 265-297. Sonderdruck: A. Holder, Wien 1912; 33 pp., 8°

[W 6] Uber Reihenentwicklungen nach Funktionen eines Orthogonalsystems. Osterreich.
Akad. Wiss. Math.-Natur. K1. S.-B. IIa. 121 (1912) 1539-1549. Sonderdruck: A. H5l-
der, Wien 1912; 11 pp., 8°

[W 7] Losungen der Aufgaben in Suppantschitsch Lehrbuch der Arithmetik fiir die VI. bis VIII.
Klasse der Gymnasien und Realgymnasien sowie fiir die V. bis VII.Klasse der Realschu-
len. F. Tempsky, Wien 1913; 100 pp., 8°
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[W 8] Uber Systeme linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Monatsh. Math.
Phys. 31 (1921) 60-91

[W 9] Uber Mengen konvexer Kdrper mit gemeinschaftlichen Punkten. Jber. d. Dt. Math.-Ver-
ein. 32 (1923) 175—176. Ubersetzung ins Russische durch D. A. Raikow in: Uspehi
Mat. Nauk 2 (1936) 80—81

[W 10] Uber Systeme von abgeschlossenen Mengen mit gemeinschaftlichen Punkten. Monatsh.
Math. Phys. 37 (1930) 281-302

[W 11] Die neue englische Sterblichkeitsmessung an Versicherten. Assekuranz Jahrbuch 53
(1934) 115-122

R Rezensionen der Publikationen Hellys

Die Rezensionen sind dem ,,Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik* (= FdM) entnom-
men; wird kein Referent genannt, so erfolgt nur der Abdruck der bibliographischen Daten. Die
Nummern beziehen sich auf die zugehdrigen Werke [W].

[R 2] FdM 42/1911(1914), 539

[R 3] FdM 42/1911(1914), 539

[R 4] FdM 43/1912(1915), 230; Z. f. d. 6sterreich. Gymnasien, Wien 66 (1915) 475-476
(J. Mattauch, Wien)
[R5] FdM 43/1912(1915) 418—419 (Prof. E. Hellinger, Frankfurt a. M.)
[R6] FdM 43/1912(1915) 419 (Prof. E. Hellinger, Frankfurt a. M.)
[R 7] FdM 44/1913(1918) 198; Z. {. d. 6sterreich. Gymnasien, Wien 67 (1916) 755
(Dr. A. Lechthaler, Wien); Monatsh. Math. Phys. 27 (1916) Lit. 29

[R 8] FdM 48/1921—-22(1926) 12501251 (Prof. O. Toeplitz, Kiel)

[R9] FdM 49/1923 (1928) 534 (Prof. W. Blaschke, Hamburg)
[R 10] FdM 56/1930(1933) 499 (Dora Koch, Berlin)

V Vorlesungen Hellys in Wien

Zusammengestellt nach [Q 26]; ohne Fortsetzungen und Wiederholungen.
V 1] Algebra der linearen Transformationen, WS 21/22

V 2] Ausgewihlte Kapitel aus der neuen Geometrie, WS 22/23

V 3] Projektive Geometrie in synthetischer Darstellung, WS 23/24

V 4] Konforme Abbildung, WS 24/25

[V 5] Funktionen von unendlich vielen Verinderlichen, WS 25/26

V 6] Einfiilhrung in die Theorie der algebraischen Kurven, WS 26/27

V 7] Nichteuklidische Geometrie, WS 27/28

V 8] Einfithrung in die Theorie der linearen Integralgleichungen, WS 28/29
V 9] . Analytische Geometrie, WS 30/31

[V 10] Differenzenrechnung und Interpolation, WS 33/34

[V 11] Einfithrung in die Theorie der linearen Operationen, WS 34/35
[V 12] Einfiihrung in die Theorie der trigonometrischen Reihen, SS 35

D Dissertationen unter Helly

[D1] Griinfeld, Elise, verh. Stein: Zur Untersuchung von Ebenenkomplexen in mehr-
dimensionalen Ridumen. Diss. Univ. Wien; eingereicht: 12. Juli 1927; 44 pp. (Maschinen-
schrift, 4°). (Korreferent: Hans Hahn)

[D2] Schramek,Martha, verh. Beer: Ubertragung einiger Begriffe der Differential- und
Integralrechnung auf Funktionaloperationen. Diss. Univ. Wien; eingereicht: 12. Mai 1937;
26 pp. (Maschinenschrift, 4°). (Korreferent: Karl Mayrhofer)

[D3] Huppert, Erich Ludwig: Die Anwendung der Laplace-Transformation auf die Diffe-
renzenrechnung. Diss. Univ. Wien; eingereicht: 2. Mirz 1938; 67 pp. (Maschinenschrift, 4°);
(Korreferent: Karl Mayrhofer)
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N Nachschlagewerke

Da es bezeichnend ist, wie schnell ein zeitgendssischer Mathematiker, dessen Name jedem Mathe-
matikstudenten vertraut ist, in Vergessenheit geraten kann, sind hier einige Nachschlagewerke
reprisentativ aufgelistet, die nach ihrer Konzeption Eduard Helly aufgenommen haben miifiten.
Wihrend in [N 1], [N 2] sein Name noch zu finden ist und [N 3], [N 4] wenigstens Sitze von
Helly verzeichnen (wie auch in [Q 20]), fehlt in [N 5] bis [N 8] jeglicher Vermerk.

[N1]
(N2]

(N3]

[N4]

[N5]
[N6]
(N7]

[N 8]

[Q1]
[Q2]

[Q3]
[Q4]

[Qs]
[Q¢6]

[Q7]
Q8]

Q9]
[Q10]

[Q11]

[Q12]
[Q13]

Kiirschners Deutscher Gelehrten-Kalender. 2.—5. Auflage. Berlin — Leipzig 1926—1935
J. C. Poggendorffs biographisch literarisches Handwérterbuch fiir Mathematik, Astrono-
mie, Physik mit Geophysik, Chemie, Kristallographie und verwandte Wissensgebiete.
Band §, 6, 7a, (1904—1953), Berlin 19261957

Helly’s theorem [on convex sets]: In: The New Encyclopaedia Britannica in 30 Volumes;
Makropaedia Vol. 4. Chicago etc. 1974, 1132 pp.; p. 952/Mikropaedia Vol. 4. Chicago
etc. 1974, 1050 pp.; p. 1006/Encyclopaedia Britannica, Vol. [I-XXIV. Chicago etc.
1968: ohne Stichwort

Hellyscher Satz: In: Naas,J.; Schmid, H.L.: Mathematisches Worterbuch, Bd. 1.
Berlin — Stuttgart 1967, xiii + 1043 pp.; p. 716 (Auswahlsatz von Helly), p. 820 (Satz
von Helly-Bray)

May, K. O.: Bibliography and Research Manual of the History of Mathematics.
Toronto — Buffalo 1973, ix + 818 pp.

Meschkowski, H.: Mathematiker-Lexikon. Bibliographisches Institut, Mannheim
— Ziirich 1964, 309 pp.

Osterreichisches Biographisches Lexikon 1815—1950. Biographien Glae-Hiib (Hrsg.
Osterreich. Akad. Wiss.) Graz — K6ln 1959, xxx + 448 pp.

Encyclopaedia Judaica. Bd. 1—16. Jerusalem 1971/72

Q Quellen

Pinl, M.: Kollegen in einer dunklen Zeit; Schluf. Jber. d. Dt. Math.-Verein. 75
(1974) 166—208

Danzer, L; Griinbaum, B.; Klee, V.: Helly’s theorem and its relatives.

In: Convexity (Proc. Sympos. Pure Math. Vol. VII; Conf. 13.—15.6.1961, Univ. of Washing-
ton, Seattle, Wash.; Ed. V. Klee). Providence, R. I. 1963, xv+ 516 pp.; pp. 101—-180
Lense, J.: Helly, Eduard. In: Neue Deutsche Biographie, Bd. 8. Berlin 1969,

xvi + 784 pp.; p. 490

Reid, C.: Richard Courant 1888—1972. Der Mathematiker als Zeitgenosse. Springer,
Berlin — Heidelberg — New York 1979, 373 pp. — Courant in Gottingen and New York.
The Story of an Improbable Mathematician. Springer, New York — Heidelberg — Berlin
1976, 314 pp.

Bray, H. E.: Elementary properties of the Stieltjes integral. Ann. of Math. (2) 20
(1918/19) 177—186

Evans, G.C.: The Logarithmic Potential, Discontinuous Dirichlet and Neumann
Problems. Amer. Math. Soc., New York 1927, viii + 150 pp.

Lukacs, E.: Characteristic Functions. Griffin, London 1970, x + 350 pp.
Horv4th, J.: Seminar iiber neuere Resultate aus der Theorie der lokalkonvexen
Riume. (SS 1977); Seminarausarbeitung, Univ. Innsbruck, 89 pp.

Fuchssteiner, B.,; Horvath, J.: Die Bedeutung der Schnitteigenschaften
beim Hahn-Banachschen Satz. Jb. Uberblicke Math. 1979, 107121

Boltjanski, W.G.; Jaglom, I. M.: Konvexe Figuren und Kérper,

pp. 173—257. In: Enzyklopidie der Elementarmathematik, V: Geometrie. VEB
Deutsch. Verl. d. Wiss., Berlin 1971, xiii + 562 pp-

Elbogen, H.: Die axiomatische Methode in der Mathematik (Nach dem Tode des
Verfassers herausgegeben von seiner Mutter Alie Elbogen unter Mitwirkung von Prof.
Oppenheim und Dozent Dr. Helly). Im Selbstverlag, Wien 1928, 40 pp. (Osterreich.
Nationalbibl. Wien, Signatur 567444-B)

Helly, Anna: Les Orientales. Ein Beitrag zur Kenntnis von Victor Hugos Persénlich-
keiten. Diss. Univ. Wien, 1917; 40 pp. (Handschrift)

Jber. d. Dt. Math.-Verein. 23 (1914) 29, 73
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[Q14]

[Q15]

[Q16]

[Q17]
[Q18]
[Q19]
[Q 20]
[Q21]
[Q22]
[Q 23]

[Q24]

[Q25]
[Q 26]
[Q27]
[Q 28]
[Q29]
[Q30]
[Q31]
[Q32]
[Q33]
[Q34]
[Q 35]
[Q36]

[Q37]
[Q38]

P. L. Butzer et al.

Bloch, Elisa: Uber den Begriff der Schwankung eines Systems von n Funktionen im
n~d1mensxonalen Raum. Diss. Univ. Wien; eingereicht: 24. Juni 1915; 33 pp. (Hand-
schrift, 4°) (In iiberarbeiteter Fassung: Bloch, Elise: Uber Gesamtschwankungen von
Funknonen mehrerer Verdnderlicher. Mh. Math. Phys. 30 (1920) 105—122)

Lamb, H.: Lehrbuch der Hydrodynamik. (Nach der 5. englischen Ausgabe) Besorgt
von Dr. Elise Helly, Wien. Mit Geleitwort und Zusitzen von R. von Mises. Teubner,
Leipzig — Berlin 1931, xvi + 872 pp-

Timoshenko, S.. Schwingungsprobleme der Technik. Ins Deutsche iibertragen
von Dr. I. Malkin, New York, und Dr. Elise Helly, Wien. Springer, Berlin 1932,

viii + 367 pp.

Hovgaard, W.: Die Spannungsverteilung in Schweilungen (Dt. von E. Helly, Wien)
Z.f. angew. Math. Mech. 11 (1931) 341348

Bourbaki, N.: Eléments d’histoire des mathématiques. Hermann, Paris 1969,

323 pp-

Kline, M.: Mathematical Thoughts from Ancient to Modern Times. Oxford Univ.
Press, New York 1972, xvii + 1238 pp.

Monna, A. F.: Functional Analysis in Historical Perspective. Oosthoek Publ.,
Utrecht 1973, viii + 167 pp.

Bernkopf, M.: The development of function spaces with particular reference to
their origins in integral equation theory. Arch. History Exact Sci. 3 (1966/67) 1 -96
K& the, G.: Topological Vektor Spaces, I. Springer, Berlin — Heidelberg — New York
1969, xv + 456 pp-

Hellinger, E; Toeplitz, O.: Integralgleichungen und Gleichungen mit unend-
lich vielen Unbekannten, pp. 1335—1597. In: Encyklopidie der mathematischen Wissen-
schaften, Bd. II. 3.2: Analysis. Teubner, Leipzig 1923—1927, xiv + pp.675—1648
Verzeichnis der seit dem Jahre 1872 an der philosophischen Fakultit der Universitit

in Wien eingereichten und approbierten Dissertationen. Band III. Herausgegeben vom
Dekanate der philosophischen Fakultit in der Universitit Wien. Wien 1936, 434 pp. —
Verzeichnis der 1934 bis 1937 an der philosophischen Fakultit der Universitit in Wien
und der 1872 bis 1937 an der philosophischen Fakultédt der Universitit in Innsbruck
eingereichten und approbierten Dissertationen. Band IV, Nachtrag. Herausgegeben von
den Dekanaten der philosophischen Fakultiten der Universititen in Wien und Innsbruck.
Wien 1937, 292 pp. — Verzeichnis der an der Universitit Wien approbierten Dissertatio-
nen, 1937—1944. Zusammengestellt von L. Alker. Wien 1954, xi + 206 pp-

Hlawka, E.: Aus der Werkstatt des Forschers. Osterreich. Hochschul.-Z. 12
(15.6.1966) 3

Offentliche Vorlesungen an der Universitit zu Wien, WS 1921/22—SS 1938; Vorle-
sungsverzeichnisse

Verzeichnis der Mitglieder der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Jber. d. Dt.
Math.-Verein. 34 (1926) 63

Jber. d. Dt. Math.-Verein. 32 (1923) 78-79

Radon, J.: Mengen konvexer Kérper, die einen gemeinsamen Punkt enthalten. Math.
Ann. 83(1921) 113—115. FdM 48/1921—-22 (1925/28), 834 (Prof. W. Blaschke, Ham-
burg)

K énig, D.: Uber konvexe Kérper. Math. Z. 14 (1922) 208—210. FdM 48/1921—22
(1925/28), 835 (Prof. H. Rademacher, Breslau)
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Buchbesprechungen

Hsiang, W. Y.: Cohomology Theory of Topological Transformation Groups (Ergebnisse
der Math. und ihrer Grenzgebiete Band 85), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag
1975, X + 164 S., cloth, DM 58,—

In Verallgemeinerung der grundlegenden Resultate von P. A. Smith z. B. iiber periodische
Abbildungen von Homologie-Sphiren werden in diesem Buch kohomologische Aspekte von topo-
logischen Gruppenoperationen untersucht, etwa die Beziehung zwischen der éech-Kohomologie
(mit Koeffizienten Z,, = Z/pZ, p prim) eines Raumes, auf dem eine Gruppe Z, x...x2Z, ope-
riert, und der Kohomologie der Fixpunktmenge dieser Operation. Die generelle These des Autors
,,that the cohomology theory of topological transformation groups can be developed roughly
along the same lines as the classical linear representation theory of compact connected Lie groups*
wird u. a. untermauert durch eine ganze Reihe von Ergebnissen, die zeigen, da sich topologische
Gruppenoperationen von bestimmten Gruppen (z.B. Z;, x . . . xZ,, Tori) auf geeigneten Riu-
men (azyklische Kohomologie-Mannigfaltigkeiten, Kohomologie-Sphiren, projektiven Riumen)
,»in der Kohomologie mit zur Gruppe passenden Koeffizienten* hiufig wie lineare Gruppenopera-
tionen verhalten. Die Beweismethoden gehen von dem Ansatz von A. Borel aus, zur Untersu-
chung eines topologischen Raumes X mit gegebener Operation einer Gruppe G die dquivariante
éech-Kohomologie von X, d. h. die éech-Kohomologie des Totalraumes des zum universellen
G-Prinzipalbiindels assoziierten Faserbiindels mit Faser X zu verwenden.

Die Kapitel I und II geben eine Zusammenstellung der im weiteren benotigten Resultate
— zum Teil mit skizzierten Beweisen — iiber G-Rdume und Faserbiindel sowie iiber kompakte
Liesche Gruppen und deren Darstellungen.

Die Kapitel Il und IV enthalten u. a. einen Lokalisierungssatz fiir die betrachtete dqui-
variante Kohomologietheorie und das daraus gefolgerte, zentrale ,,Fundamental Fixed Point
Theorem*, sowie eine Reihe von Anwendungen dieses Theorems.

1

In den folgenden Kapiteln werden Gruppenoperationen auf azyklischen Kohomologie-
Mannigfaltigkeiten und Kohomologie-Sphiren (Kap. V) und Kohomologie-Projektiven Rdumen
(Kap. VI) auf der Basis des ,,Fundamental Fixed Point Theorem* ausfiihrlich untersucht.

Im letzten Kapitel VII beginnt der Autor das systematische Studium von Gruppenopera-
tionen auf kompakten homogenen Riumen. Dabei werden eine ganze Reihe von noch ungeklir-
ten Fragen vom Autor aufgeworfen, kommentiert und zur Diskussion gestellt.

Das Buch enthilt faszinierende Ergebnisse und Ideen, mehr als sich wohl leicht verdaulich
auf den 163 Seiten darstellen lassen. Offensichtlich erwartet der Autor vom Leser recht aktive
Mitarbeit und gute Vorkenntnisse in der Theorie der Lieschen Gruppen und der Faserbiindel —
die Zusammenstellung in den Kapiteln I und II ist sehr hilfreich, aber fiir einen Neuling auf dem
Gebiet als Einstieg kaum geeignet und wohl auch nicht so gedacht — und in (gewdhnlicher) Cech-
Kohomologie, einschlieBlich Spektralsequenzen. Dies mag durchaus dem Anspruch der Reihe
entsprechen, in der dieses Buch erschienen ist. Leider wird jedoch die Lektiire durch einige Un-
klarheiten und Ungenauigkeiten besonders fiir denjenigen Leser erschwert, der sich in das behan-
delte Gebiet einarbeiten will. Einem solchen Leser konnte man zur Erleichterung der nicht ge-
rade einfachen Aufgabe G. Bredons ,,Introduction to compact transformation groups* New York
—London, Acad. Press (1972) empfehlen. (Der Hinweis auf dieses Buch sei hier gestattet, da es
bemerkenswerterweise in dem sonst recht umfangreichen Literaturverzeichnis fehlt, wie iiber-
haupt die Literaturhinweise des Autors mitunter etwas eigenwillig ausfallen.) Auch sind die in
das Buch eingearbeiteten Originalarbeiten des Autors nicht immer nahtlos in das Gesamtkonzept
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eingepaft. Fiir jemanden, der seine Kenntnisse auf dem behandelten Gebiet vertiefen und erwei-
tern will, wird dieses Buch wegen der Fiille von interessanter Mathematik, die es enthilt, trotz-
dem sehr willkommen sein.

Konstanz V. Puppe

Besse, A. L., Manifolds all of whose Geodesics are Closed (Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete 93), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1978, 71 Figures,
IX + 262 pp., cloth, DM 78 —

Dieses Buch ist das Ergebnis der Zusammenarbeit einer Gruppe franzdsischer Mathema-
tiker — zum groBiten Teil Schiller und jiingere Kollegen von Marcel Berger. Es stellt sich die Auf-
gabe, alles zusammenzustellen und herzuleiten, was heute bekannt ist iiber die Frage: Welches
sind die Riemannschen Riume, bei denen simtliche Geoditischen geschlossen sind?

Neben den jedermann bekannten Beispielen der Sphire gehoren hierzu auch die iibrigen
kompakten symmetrischen Rdume vom Rang 1. Schon Darboux fragte nach den Drehflichen,
bei denen dies gilt. Die ersten expliziten Beispiele geschlossener Drehflichen wurden dann von
Zoll 1903 in einer Dissertation unter Hilbert angegeben.

Auf diesen sog. Zollflichen treffen sich aber, anders als bei der Sphire, die von einem
Punkt p ausgehenden Geoditischen im allgemeinen nicht alle wieder in einem ,,Antipodenpunkt“
P, sondern erst (und das muf ja so sein) bei der Riickkehr zum Ausgangspunkt p. Wenn es einen
solchen Antipodenpunkt oder — wie man seit Blaschke sagt — einen solchen Wiedersehenspunkt
P gibt fiir die von p ausgehenden Punkte, dann vermutete man schon seit langem (Blaschke 1921),
daB dies nur die Sphiren sein kénnen.

Es spricht fiir die Schwierigkeit der hier behandelten Fragen, daf diese Vermutung fiir
Flichen erst 1963 von L. Green und fiir beliebige Dimension wihrend der Drucklegung des vor-
liegenden Buches von Berger und Weinstein unter Verwendung einer Ungleichung von J. Kazdan
bewiesen werden konnte.

Wenn man auf die zusitzliche Hypothese von der Existenz eines Wiedersehenspunktes
verzichtet, dann lautet das beste allgemeine Resultat: Eine solche Mannigfaltigkeit hat denselben
ganzzahligen Kohomologierung wie einer der genannten Riume (Bott 1954). Unter zusitzlichen
Annahmen ganz verschiedener Art (z. B.: Kihlerstruktur oder Homogenitit) gibt es eine Fiille
weiterer Resultate, auf die im einzelnen hier einzugehen zu weit fiihren wiirde. Es sei nur noch
erwihnt, dal die hier betrachteten Mannigfaltigkeiten interessant sind in Zusammenhang mit Un-
tersuchungen des Spektrums des Laplace-Operators (Duistermaat-Guillemin-Weinstein).

Einen Eindruck von dem Umfang und dem weitreichenden Interesse erhilt man auch aus
der Tatsache, daf die Bibliographie etwa 160 Tital umfafit.

Das Buch ist mit groem didaktischen Geschick geschrieben, die benstigten Hilfsmittel
aus der Riemannschen Geometrie sind sorgfiltig und auf oft neuartige Weise hergeleitet. Die An-
hiinge enthalten interessante Erginzungen aus so verschiedenartigen Gebieten wie: 1-dimensionale
Blitterungen (D. A. B. Epstein), Periodische Losungen der Sturm-Liouville Gleichungen (J. P. Bour-
guignon), Neue Beispiele von Mannigfaltigkeiten, fiir die fiir einen Punkt p ein Wiedersehenspunkt
P existiert (L. Berard-Bergery), der Beweis von Blaschkes Vermutung (M. Berger) und: Eine Un-
gleichung, die in der Geometrie auftaucht (J. L. Kazdan).

Dieses Buch ist nicht nur fiirr den Spezialisten unentbehrlich, vielmehr verdient es das
Interesse eines jeden Mathematikers, der sich iiber die Entwicklung der Differentialgeometrie im
Groflen an einem besonders attraktiven Fragenkreis informieren mochte.

Bonn W. Klingenberg
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Goftab, S., Tensor Calculus, translated by E. Lepa, Amsterdam and New York: Elsevier
Scientific Publ. Comp. 1974, XX + 371 pp., cloth, § 39.95

Das 1953 zuerst in polnischer Sprache erschienene Werk behandelt Tensor Algebra,
Tensor Analysis und ihre Anwendung auf die Geometrie im Geiste von J. A. Schouten. Die
Beschrinkung auf lokale Untersuchungen rechtfertigt die alleinige Verwendung der koordinaten-
miifigen Darstellung bei Verzicht auch auf basisfreie Definitionen und erleichtert die Lektiire fiir
Physiker und Techniker. Eine zentrale Rolle spielt der Begriff des geometrischen Objekts, wel-
ches durch spezielles Transformationsverhalten bei Parameterwechsel gekennzeichnet ist.

Nach einer breiten Darstellung der Tensor Algebra wird die Tensor Analysis aus dem Be-
griff der Parallelverschiebung aufgebaut, der Kriimmungstensor und der Torsionstensor behandelt
und durch Aufprigen einer Riemannschen Metrik der Ubergang zur Riemannschen Geometrie
vollzogen. Spezielle Riemannsche Rdume und Abbildungen zwischen ihnen werden studiert. Ein
kurzer Abschnitt iiber Differentialoperatoren und Integralsitze bietet Ausblicke auf globale Aus-
sagen. Die Anwendungen auf die Geometrie sind im wesentlichen auf die Theorie der Hyperfla-
chen eines Riemannschen Raumes beschrinkt.

Ohne Zweifel ist dieses Buch in der Konzeption nicht sehr modern; so sind etwa den
differenzierbaren Mannigfaltigkeiten nur zwei Seiten des umfangreichen Werkes gewidmet. Der
fliissig lesbare, methodisch geschickt formulierte Text, der auch Nichtfachmathematikern sehr
entgegenkommt, 148t den groflen Erfolg dieses Buches verstehen, das bereits in 3. Auflage vor-
liegt.

Wien H. Brauner

Chandler, R. E., Hausdorff Compactifications (Lecture Notes in Pure and Applied Mathe-
matics, Bd. 23), New York: Marcel Dekker 1976, VII + 146 S., SFr 55,—

Dieses Buch behandelt eine Reihe von Themen aus der Theorie der Kompaktifizierungen
in der Kategorie der Hausdorff-Ridume. Ausgehend von den Grundbegriffen fiihrt es auf knappem
Raum (97 S. Text) zielstrebig an neueste Forschungsergebnisse zu einigen gut ausgewihlten Fra-
gestellungen heran; die Darstellung ist dabei auf die Bediirfnisse des Lernenden abgestimmt und
in sich geschlossen. Der so vermittelte Einblick in die Theorie wird wirkungsvoll verbreitert durch
gelegentliche Rundblicke und historische Bemerkungen, gestiitzt auf ein sehr reichhaltiges Litera-
turverzeichnis (iiber 600 Titel auf weiteren 42 Seiten). Symbolverzeichnis, Autoren- und Sach-
register fehlen nicht.

Eine der Leitideen, die das Buch Originalitit gewinnen lassen, besteht darin, zur Kon-
struktion von Kompaktifizierungen und im technischen Umgang mit ihnen so weit angingig eine
Darstellung zu bevorzugen, die man die Tychonoff-Methode nennen konnte. Nach ihr gewinnt
man jede Kompaktifizierung eines vollstindig reguliren Raums X mittels einer geeigneten Fami-
lie 5 beschrinkter reellwertiger Funktionen, die abgeschlossene Mengen von Punkten trennt,
indem man X anhand der Auswertungsabbildung in den Wiirfel [0,1]” einbettet und dort ab-
schlieft. Fir % =% *(X) (dig Menge aller beschrinkten Funktionen) ist dies die Tychonoff-
sche Konstruktion der Stone-Cech-Kompaktifizierung $X. Es ist nun verbreitet, die iibrigen Kom-
paktifizierungen von X als Quotienten von 8 X zu kKonstruieren. Dabei entsteht systematisch die
Schwierigkeit zu entscheiden, welche Quotienten von X Hausdorffraume sind. In solchen Fil-
len erlaubt die Verwendung der Tychonoff-Methode hiufig die weitaus elegantere Argumenta-
tion, wie das Buch an verschiedenen Stellen im Vergleich zur Einzelliteratur demonstriert.

Nun zum Inhalt im Einzelnen. Nach einer in ihrer Kiirze gelungenen Einfiihrung in die
benétigten Grundtatsachen aus der allgemeinen Topologie (§ 1) werden in § 2 die Kompaktifi-
zierungen eines vollstindig reguliren Raums X nach der Tychonoff-Methode dargestellt. Es wird
gezeigt, daf die Menge K (X) der Kompaktifizierungen von X einen vollstindigen oberen Halb-
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verband bildet, dessen grofites Element 8X ist. Die kategorielle Bedeutung von $X wird erdrtert,
ohne explizit formuliert zu werden. Lokalkompakte Riume werden charakterisiert dadurch, da§
ihre Kompaktifizierungen sogar einen vollstindigen Verband bilden; ihre Einpunktkompaktifi-
zierung als kleinstes Element dieses Verbands wird ausfiihrlich erértert. In § 3 wird X alternativ
als Raum der Ultrafilter im Verband der Nullstellenmengen beschrieben; die Beschreibung als
Raum der maximalen Ideale von & *(X) wird nur erwihnt. Bei allen diesen Konstruktionen
wird zum Beweis der Kompaktheit das Auswahlaxiom verwendet; im weiteren wird daher eine
auswahlfreie Konstruktion ausgefiihrt. Sie liefert einen Raum x X, der X als & *-eingebetteten
dichten Unterraum enthilt und der kompakt ist in dem Sinne, daf jedes maximale Ideal von
Z*(xX) einen Punkt fixiert; lafSt man nachtriglich das Auswahlaxiom wieder zu, folgt hieraus
die Kompaktheit im iiblichen Sinne und damit die Aquivalenz von X und x X.

§ 4 enthilt Beispiele im Zusammenhang mit Kardinalzahlraumen und einige Aussagen
iiber B N. Insbesondere wird die Nichthomogenitit des Wuchses SN—N bewiesen, und zwar zu-
néchst nach der Methode von W. Rudin (unter Verwendung der Kontinuumshypothese); sodann
wird der allgemein fiir pseudokompakte Riume giiltige Beweis von Frolik (mittels Typen von
Punkten) spezialisiert. Diese Gegenstiinde sind natiirlich weitaus erschopfender und allgemeiner
in dem Buch von R. C. Walker iiber die Stone-Cech-Kompaktifizierung (besprochen im Jber. d.
Dt. Math.-Verein 78 (1976) 27--28) behandelt.

§ 5 befafdt sich mit dem Halbverband K(X) der Kompaktifizierungen eines vollstindig
reguldren Raumes X. Zunichst wird die Frage gestellt, wann K (X) ein Verband ist. Fiir lokal-
kompakte Riume ist dies der Fall, ansonsten hochstens fir Rdume, in denen das erste Abzihl-
barkeitsaxion verletzt ist. Die bekannten hinreichenden Kriterien werden dargestellt. Es foigen
Resultate von Magill, wonach fiir lokalkompakte Rdume X sich der Wuchs §X—X als topologi-
scher Raum und K(X) als Verband gegenseitig vollstindig bestimmen. Dies ist eine der Stellen,
wo die technischen Vorteile der Tychonoff-Methode besonders deutlich werden.

§ 6 behandelt intrinsische Charakterisierungen von Raumen, die Kompaktifizierungen
mit endlichem Wuchs haben.

§ 7 geht anhand allgemeiner Sitze von Magill und Banaschewski auf Zusammenhangs-
fragen fiir den Wuchs bei Kompaktifizierungen ein und bespricht etwa Kompaktifizierungen mit
schwachen Peano-Riaumen als Wuchs, mit total unzusammenhiangendem Wuchs oder mit 0-dimen-
sionalem Wuchs (letztere im Hinblick auf die Stoilow-Kerékjirto-Kompaktifizierung bzw. die
Freudenthal-Kompaktifizierung aus der Endentheorie, jedoch ohne Bezug zu den Originalkon-
struktionen).

In § 8 werden kurz die Wallman-Frink-Kompaktifizierungen diskutiert. Zu der bisher
ungelosten Frage, ob jede Kompaktifizierung eine Wallman-Frink-Kompaktifizierung ist, wird
der Satz von §apiro behandelt, daf sich ein Gegenbeispiel schon unter den Kompaktifizierungen
von diskreten Raumen finden lassen miifite. Der Beweis ist ein gutes (und keineswegs das einzige)
Beispiel fiir eine gelungene Synthese der Ergebnisse und Methoden verschiedener Autoren. —

Mit diesem Buch, dessen Text stets sehr schnell weg von den Allgemeinheiten und Tauto-
logien entlang konkreten Fragestellungen zu handfesten und haufig tiefliegenden Ergebnissen
voranschreitet, ist dem Autor eine Einfiilhrung im besten Sinne gelungen. Der Stil des Buchs ist
dem Einfiihrungscharakter angepafit (die breite Darstellung ist jedoch nur selten pedantisch oder
gar ideenverschleiernd). Die benétigten Grundlagen werden ebenfalls vollstindig mit Beweisen
erarbeitet; dabei werden recht geschickt viele wichtige Sitze der allgemeinen Topologie im Zu-
sammenhang mit allgemeinen Beispielen mit ins Spiel gebracht, was das Buch fiir exemplari-
sches Lernen empfiehlt. (Allerdings enthilt es keine Ubungen.) Die Ergebnisse sind (etwa durch
Gegenbeispiele und Kommentare) sorgfiltig abgegrenzt und in einen grofieren Kontext einge-
bettet. Bei seinem geringen Umfang kann und will das Buch natiirlich keine auch nur anndhernd
erschopfende Monografie sein; auch enthilt es wenig ganz neues Material. Vieles davon erscheint
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jedoch hier zum erstenmal in Buchform und jedenfalls in neuer, interessanter Aufbereitung, so
da} das Buch eine gute Erginzung zu dem vollstindig auf die Stone-éech-Kompaktiﬁzierung
ausgerichteten Ergebnisbericht von Walker darstellt, mit dem nur wenige Uberschneidungen be-
stehen (auch die Literaturverzeichnisse der beiden Biicher haben eine grofie symmetrische Diffe-
renz).

In AuBerlichkeiten bleibt der eine oder andere Wunsch offen. So ist etwa die gute Glie-
derung nicht immer wirkungsvoll zum Ausdruck gebracht. Der Text ist typographisch nicht iiber-
all sorgfiltig gestaltet (hinsichtlich der Verdeutlichung von Sinneinheiten, beim Absetzen und
Ausriicken von Formeln usw.). Bei den Zitaten werden verschiedene Arbeiten eines Autors aus
demselben Jahr nicht unterschieden. Leser, die nur nachschlagen wollen, seien vor bezeichnungs-
technischen Feinheiten gewarnt: etwa dem geringen Bezeichnungsunterschied zwischen einer
Kompaktifizierung eX von X und dem Bild a(X) der Einbettung von X in diese. Fiir das gewihite
Druckverfahren (reprografische Wiedergabe des Typoskripts) erscheint das Buch gemessen am
Umfang sehr teuer.

Alles in allem handelt es sich um ein Buch, das durch gute Organisation eines reichen
Materials auf kleinem Raum besticht. Es ist einerseits durchaus fiir Leser geeignet, die in der
Topologie ihre ersten Schritte tun, und verdient andererseits wegen seiner Aktualitit, der The-
menauswahl und der interessanten Bearbeitung des Stoffs die Beachtung eines jeden, der sich
fiir dieses Gebiet interessiert.

Tiibingen H. Hihl

Engelking, R., General Topology (Monografie Matematyki, tome 60), Warschau: PWN-
Polish Scientific Publishers 1977, 626 p., Cloth S 30,—

Hingt man einer puristischen Definition der Allgemeinen Topologie an, so ist das Buch
von Engelking eine vorziigliche Monographie dieses Gebietes; sowohl als Nachschlagwerk fiir den
Kenner geeignet wie auch als Lehrbuch fiir solche Interessenten, die nach einer erschopfenden,
bis in die heutige Forschung reichenden Behandlung des Sujets suchen. Das Buch ist zugleich ein
guter Nachfolger des grofien zweibindigen Werkes von K. Kuratowski iiber Topologie; vielleicht
war dies auch vom Verfasser intendiert, denn das Werk ist Professor.Kuratowski gewidmet. Ver-
gleicht man das Engelkingsche Buch mit einem gingigen Lehrbuch der Topologie fiir Studenten
(etwa mit Dugundji’s bekanntem Buch), so liegen die Unterschiede ziemlich klar auf der Hand.
Engelking beweist die Sitze moglichst allgemein und spricht auch abseits der Hauptstromung des
Kanons befindliche Phinomene an (so werden zum Beispiel die gegenseitigen Bezichungen der Be-
griffe vererbbar unzusammenhiingend, nulldimensional, extrem unzusammenhingend, streng null-
dimensional im Abschnitt 6.2 ausfiihrlich dargestellt). Doch wie die Uberschriften der acht Kapitel
des Buches (Topologische Riume — Operationen auf topologischen Riumen — Kompakte Riume —
Metrische und metrisierbare Riume — Parakompakte Riume — Zusammenhiingende Riume —
Dimension topologischer Raume — Uniforme Riume und Nachbarschaftsriume) bereits anzeigen,
wird dasjenige gemieden, was vom Weg der reinen mengentheoretischen Topologie zur Algebra
und zu den Mannigfaltigkeiten (und was in Dugundji’s Buch die Kapitel 13 und 15 bis 20 fiillt) weg-
fiihrt (obgleich es kleine Abweichungen von dieser Generallinie gibt; so wird etwa auf S. 428 die
Homotopie zwischen zwei Abbildungen definiert, die Ringe stetiger Funktionen bemerkt und auf
S. 565 sogar gesagt, was eine topologische Gruppe ist). Am Schluf} jedes Paragraphen sind einer-
seits historische Bemerkungen angefiigt, die sich mit der Entstehung und Entwicklung der jeweils
erdrterten Begriffe beschiftigen, andererseits wird dort eine Vielzahl von Problemen und Ubungen
besprochen, die der Vertiefung dienen. Der Information iiber zum Teil aktuelle Arbeiten ist am
Ende jedes Kapitels ein Abschnitt: ,,Probleme*, gewidmet; die vollstindigen Beweise der dort er-
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orterten Sitze wurden in das Buch wohl deshalb nicht aufgenommen, damit sich der Umfang des
Werkes in Grenzen halte. Bei der Durchsicht des Buches haben mich insbesondere folgende Ab-
schnitte, die vielleicht nicht alltiiglich sind, erfreut: Die Diskussion inverser Limites in 2.5, der
Funktionenrdume in 2.6 und der kompakt-offenen Topologie in 3.4; das Studium der Familie
méoglicher Kompaktifizierung und die Beziehungen verschiedener Kompaktifizierung zueinan-
der sowie die Wallman-Erweiterung als Ersatz fiir die Stone-Cech-Kompaktifizierung in 3.6; das
Kapitel 7 iiber die Dimensionstheorie, in welchem die grofle und die kleine induktive Dimen-
sion sowie die Uberdeckungsdimension vorgestellt, ihre Eigenschaften studiert und ihre Bezie-
hungen zueinander dargetan werden. Im Kapitel 7 wird der Brouwersche Fixpunktsatz ge-
braucht, um zu sehen, daf} jede topologische Dimension des n-dimensionalen euklidischen Raumes
ebenfalls n ist. Der Verfasser beweist bei dieser Gelegenheit den Brouwerschen Fixpunktsatz ohne
die gebriuchliche Zuhilfenahme der Homologietheorie; er benutzt die kombinatorischen Eigen-
schaften der Simplizes und das Spernersche Lemma. Es ist klar, da man zum genauen Studium
dieses 600 Seiten umfassenden Kompendiums Kraft und Ausdauer braucht. Personlich méchte
ich jedoch bekennen, daB ich vom enzyklopidischen Atem des Engelkingschen Buches angetan
bin.

Erlangen K. Strambach

Karoubi, M., K-Theory — An Introduction (Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften 226), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1978, 26 Abb., XVIII
+ 308 pp., geb. DM 78,— '

K-Theorie zwischen Kanonisierung und Anwendungsbezug
I

In der Entwicklung und Durchsetzung wissenschaftlicher Theorien kann man haufig drei
Stadien deutlich unterscheiden: (1) Entdeckung und Durchbruch, (2) Ausarbeitung und allmih-
liche Etablierung und schlieBlich (3) Kanonisierung und Ubergang zum ,,Alltag*.

Fiir die K-Theorie begann Stadium (1) vor zwanzig Jahren mit der von J. P. Serre
begriindeten Untersuchung von Einheiten und Projektionen in der N x N-Matrizenalgebra iiber
dem Koordinatenring A (V) einer affinen Varietit V C C". Die Isomorphieklassen der durch die
Projektionen gegebenen ,.endlich-erzeugten projektiven A(V)-Moduln® bilden eine abelsche
Halbgruppe beziiglich ®, und die daraus gebildete Gruppe K°(V) ist die universelle Gruppe fiir
die Untersuchung abelscher Invarianten von projektiven Moduln. Auf diese Weise war von
A. Grothendieck 1958 bei seinen Arbeiten zum Satz von Riemann-Roch-Hirzebruch die K-The-
orie als ,,lineare Algebra grofler Matrizen‘ (Atiyah) in die algebraische Geometrie eingefiihrt
worden?).

Fir Mathematiker, die der algebraischen Geometrie ferner stehen, kann man Grothen-
diecks konstruktive Idee grob so beschreiben:

(i) Durch ,,Stabilisierung* (N > n) gelingt es, die Matrizenmultiplikation abelsch zu machen, denn
auch fiir A © B # B 0 A gilt nach ,,Auffiillen* mit weiteren Einsen in der Hauptdiagonale
(Ae1)o(1eB)=(1eB)o(Ae1).

(ii) Durch ,,Differenzbildung® konstruiert man aus der abelschen Halbgruppe wie beim Ubergang
von N nach 2 oder von Z\{0} nach Q\{0} eine abelsche Gruppe. Nach Konstruktion hat die so
gebildete K-Gruppe die ,,universelle Eigenschaft®, d. h. jeder Halbgruppenhomomorphismus von
dem Monoid in eine weitere Gruppe G kann zu einem Gruppenhomomorphismus von der K-Gruppe
in G ,,angehoben‘* werden.
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Dadurch wird die K-Gruppe zu einem wichtigen Hilfsmittel z. B. beim Studium ganz-
zahliger Invarianten, die in ihrem urspriinglich geometrisch-analytischen Kontext noch als regel-
los und ,,vereinzelt* dastehen, bis sie — auf die K-Gruppe angehoben — ihren Charakter als Grup-
penhomomorphismen offenbaren. Umgekehrt folgt aus der mit einfachen gruppentheoretischen
Mitteln nachpriifbaren Nichtexistenz von Gruppenhomomorphismen mit vorgegebenen Eigen-
schaften, da8 gewisse Invarianten im geometrisch-analytischen Zusammenhang nicht existieren
konnen oder z. B. verschwinden miissen.

Drei Jahre spiter gelang es M. F. Atiyah und F. Hirzebruch3), die grundlegende Konstruk-
tion aus dem Kontext der algebraischen Geometrie herauszulosen und mit der Angabe des
,,Grothendieckringes‘* K(X) von Isomorphieklassen komplexer Vektorraumbiindel iber dem
kompakten topologischen Raum X in Konkurrenz zur ,,orthodoxen algebraischen Topologie . . .
eine allgemeine Maschinerie zu entwickeln, die sehr einfach ist, . . . im wesentlichen ein Vergleich
— im Homotopiesinn — von X mit den linearen Gruppen . . . Wie der Biochemiker miissen wir
nach groBen Standardmolekiilen Ausschau halten, aus denen diese Riume aufgebaut sind. Es
scheint so, daf die linearen Gruppen solche Standardmolekiile liefern.* (Atiyah 1962 auf dem
Internationalen Mathematikerkongre® in Stockholm?).)

Das sich anschlieBende zweite Stadium (ca. 1962—1975) war reich an iiber-
raschenden Wendungen sowohl bei der Ausarbeitung der K-Theorie, wie bei ihrer erfolgreichen
Etablierung in vielfiltigen mathematischen Disziplinen: Bei fortschreitender Verfeinerung des
Apparates, wie in der , K-Theorie mit kompaktem Triger*, in der ,dquivarianten K-Theorie*
und der abstrakten ,,algebraischen K-Theorie®, trat in einer gliicklichen Folge von Vereinfachun-
gen der elementare und fiir die K-Theorie fundamentale Charakter des Bottschen Theorems iiber
die Periodizitit der (stabilen) Homotopiegruppen der allgemeinen linearen Gruppen plastisch
hervor. Zugleich erwies sich die K-Theorie als eine wirklich leistungsfihige ,,Maschinerie* vor
allem in der Topologie mit der Losung klassischer Vektorfeldprobleme durch J. F. Adams und
der Bestimmung zahlreicher Homotopiegruppen, in der Differentialgeometrie und Analysis mit
den Indexformeln fiir elliptische Differentialoperatoren und in der Funktionalanalysis mit den
Informationen iiber wichtige Operatorenrdume, welche die noch ziemlich junge Brown-Douglas-
Fillmore-Theorie®) aus der K-Theorie herausziehen kann und die weit iiber die Anfangserfolge
des Atiyah-Janich-Theorems [X,.# ] = K(X) hinausreichen, wo .#~ der Raum der Fredholm-
operatoren in einem Hilbertraum ist.

1I

Gegeniiber den aufregenden ersten Schritte in Stadium (1) und dem Elan und Enthusias-
mus von Stadium (2) markiert das Erscheinen von Karoubis stattlichem Lehrbuch in der tradi-
tionsreichen Reihe der ,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften nun den Ubergang
zum Stadium (3), zum ,Alltag* der K-Theorie: Sie bedarf heute keiner besonderen Reklame
mehr; ,fortgeschrittene Studenten und Spezialisten anderer Gebiete*, an die sich das Buch
richtet, haben in der Regel aus der eigenen Fachliteratur schon einen Begriff von der Bedeutung
der K-Theorie fiir ihr Gebiet, sind durch erfolgreiche Anwendungen motiviert und diirften des-
halb ein so tiefgehendes und praktisches Interesse an der K-Theorie mitbringen, dal der Autor
sich wohl mit Recht auf die Zusammenstellung und Vermittlung des standardisierten ,,Basis-
materials* konzentrieren konnte.

Weit iiber das Material der bisher nur vorliegenden Vorlesungsnoten® 7> & ) und Lehr-
buchteile!® 11+ 12) hinausgehend versammelt Karoubi hier eine Vielzahl von Einzelresultaten,
kleineren und groferen, die zum tiglichen Handwerkszeug beim Umgang mit K-theoretischen
Methoden gehdren, aber bisher noch unpubliziert oder nur in Originalarbeiten — und dort oft
nur implizit — enthalten waren. Alle diese Resultate wurden systematisch geordnet und entweder
ausfiihrlich bewiesen oder zumindest in Aufgabenform vorgestellt. Auf diese Weise ist ein sehr
praktisches Lehrbuch, eine Art Nachschlagewerk entstanden.
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r.

Nach zwei sehr griindlichen einfiihrenden Kapiteln iiber ,,Vektorraumbiindel und ,,Erste
Begriffe der K-Theorie* folgen die eigentlichen Hauptkapitel iiber ,,Bott-Periodizitit*

(8. 113—179) und ,,Berechnung einiger K-Gruppen‘ (S. 180—269). Ihr groier Umfang steht in
einem gewissen Gegensatz zu den Erwartungen vom Ende der 60er Jahre, wonach sich der Beweis
des Bottschen Periodizitdtssatzes nach einem gefliigelten Wort unter Topologen auf einer Post-
karte unterbringen lassen miisse. Das gilt tatsichlich fiir die einfachste Form des Periodizitits-
satzes K(R? x X) = K(X), die eine ganz natiirliche Verallgemeinerung, nimlich Parametrisierung
iiber X, des Kreinschen Indexsatzes fiir Wiener-Hopf-Operatoren darstellt'3). Die genaue Durch-
fihrung aller anwendungsbezogenen Verallgemeinerungen und Analogien ist freilich nicht in
wenigen Zeilen zu liefern. Das gilt insbesondere fiir den reellen Fall, der trotz seiner grofien Be-
deutung fir die Homotopietheorie sonst etwas stiefmiitterlich in der Literatur behandelt wird.
Wenn Formulierungen und Beweise einzelner Sitze bei Karoubi gelegentlich etwas schwerfillig
erscheinen, liegt das vor allem an seinem Bemiihen, den reellen Fall miteinzubeziehen oder auch
dort, wo zunichst nur mit den K-Gruppen komplexer Vektorraumbiindel gerechnet wird, verall-
gemeinerungsfahige und insbesondere auf den reellen Fall iibertragbare Begriffe und Argumente
zu benutzen.

Das Hauptgewicht hat Karoubi auf die Vorfithrung der praktischen, nachvollziehbaren
Berechnungen gelegt, die im vierten Kapitel ihren Hohepunkt erreichen. Dieser ausgeprigt algo-
rithmische Gesichtspunkt wird auch im fiinften Kapitel iiber ,,Einige Anwendungen der K-Theorie*
beibehalten, das aber in knapp 30 Seiten und mit der Beschrinkung auf topologische Anwendun-
gen (Hopfsche Invariante, Vektorfeldproblem auf der Sphire, Ganzzahligkeitssitze und stabile
Homotopie) keinen reprasentativen Uberblick iiber die Bedeutung der K-Theorie im Gesamt-
system der zeitgenossischen Mathematik vermitteln kann. Auch sind ,,Erkldrungen* und , histo-
rische Anmerkungen‘ im gesamten Buch nur sparsam, dann aber sehr treffend eingestreut.

Diese unzureichende ,,Verdrahtung* von Karoubis ,,K-Theory — An Introduction* in
den vielseitigen, nichttrivialen Anwendungsbeziehungen und Entwicklungsperspektiven der
K-Theorie kann man schwerlich kritisieren, da eine ,,Einfiihrung* in die Anwendungen der
K-Theorie in ihrer Gesamtheit bei der Breite und Tiefe der bereits erschlossenen Anwendungen
den Rahmen wohl jeden Lehrbuches sprengen wiirde. Vor nicht so langer Zeit schrieb dazu
Atiyah: ,,Wenn wir die K-Theorie von einem Gebiet der Mathematik in ein anderes iibertragen,
bleiben gewisse formale Ahnlichkeiten bestehen. Jedes Gebiet hat allerdings andere Probleme
und Techniken, und der Erfolg der K-Theorie hiingt an der Tatsache, daB es sich in vielen Ge-
bieten als moglich erwiesen hat, sie mit natiirlichen klassischen Problemen zu verbinden‘!%).
Das ist auch die Erfahrung des Rezensenten mit der Abfassung seiner in mehrfacher Weise zu
Karoubis Buch komplementiren Einfithrung in die Atiyah-Singer-Indexformel'%): Die Faszina-
tion der K-Theorie liegt weniger in ihrem Formalismus als in ihren vielfiltigen Anwendungsbe-
ziehungen, die ihrerseits aber die griindliche Durcharbeitung und Aufbereitung des Formalismus
erfordern, Kanonisierung und Trennung vom Anwendungsbezug als Bedingung fiir praktische
Handhabung und Anwendung.

Karoubis Buch erfiillt diese wichtige Funktion in hervorragender Weise — auch wenn die
vielen Druckfehler sehr storend und z. T. sinnentstellend sind. Aber nicht nur aus diesem Grund
ist dem Buch der baldige Verkauf der 1. Auflage zu wiinschen.

Roskilde B. Booss

1) Der Rezensent dankt A. Dress, Bielefeld und H. Tornehave, Kopenhagen, fiir die an-
regenden Gespriche iiber Karoubis Buch.
) Siehez.B. Borel, A.,; Serre, J. P.: Le théoréme de Riemann-Roch (d’aprés
Grothendieck). Bull. Soc. Math. France 86 (1958) 97—136.
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3% Atiyah,M.F; Hirzebruch,F.: Vector bundles and homogeneous spaces.
Amer. Math. Soc. Symp. Pure Math. 3 (1961) 7—38.

4) Atiyah, M. F.: The Grothendieck ring in geometry and topology. Proc. Int. Congr.
Math. 1962, Uppsala 1963, 442—-446.

5) Brown, L.G,; Douglas, R.G.; Fillmore, P. A.: Unitary equivalence
modulo the compact operators and extensions of C*-algebras. In: Fillmore, P. A. (ed.):
Proceedings of a Conference on Operator Theory (Lecture Notes in Mathematics 345). Berlin —
Heldelberg — New York: Springer 1973.

) Atiyah, M. F.: K-theory. New York: Benjamin 1964.

) Bott, R Lectures on K(X). Cambridge, Mass.: Harvard University 1963.

) Dupont, J.: K-theory. Aarhus: Publ. of the Matematisk Institut 1968.

3 Friedrich, Th.: Vorlesungen iiber K-Theorie. Leipzig: BSB B. G. Teubner 1978.

) Husemoller, D.: Fibre bundles. New York: McGraw-Hill 1966. 2. Aufl.

(Graduate Texts in Mathematlcs) Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1975.

Iy Hilto n, P.J.: General cohomology theory and K-theory. New York: Cambridge
Univ. Press 1971.

12) Switzer, R. M.: Algebraic topology — homotopy and homology (Die Grund-
lehren der Mathematischen Wissenschaften, Band 212), Berlin —Heidelberg —New York: Springer
1975.

13) Atiyah, M. F.: Algebraic topology and operators in Hilbert space. In: Taam,
C. T. (ed.): Lectures in modern analysis and applications I. (Lecture Notes in Mathematics 103),
Berlin —Heidelberg— New York: Springer 1969, 101—121. Leider ist die Arbeit bei Karoubi nicht
zitiert.

14y Atiyah, M. F.: A survey of K-theory. In: Morrel, B.B.; Singer, . M.
(ed.): K-theory and operator algebras. Conference Proceedings, Georgia 1975 (Lecture Notes in
Mathematics 575), Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1977, 1-9.

15) Booss, B.: Topologie und Analysis — Eine Einfithrung in die Atiyah-Singer-Index-
formel (Hochschultext), Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1977.

Fritz, F. J., Huppert, B., Willems, W., Stochastische Matrizen (Hochschultext), Berlin —
Heidelberg — New York: Springer Verlag 1978, DM 32,—

Dies Lehrbuch, von einem prominenten Gruppentheoretiker und zwei Mitarbeitern ver-
faBt, behandelt mit ungewohnlicher Vollstindigkeit und Durchschlagskraft eines der reizvollsten
Kapitel der elementaren Stochastik, ohne den Leser mit der Terminologie dieses Gebiets allzusehr
zu belasten. Solide Vorkenntnisse iiber Normalformen und Eigenwerte von Matrizen werden be-
notigt. Man kann das Buch geradezu zur Vertiefung dieses Standard-Stoffs aus der Anfingervor-
lesung iiber lineare Algebra verwenden, genieit aber zugleich den Vorteil eines raschen Zugangs
zur elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie, die ihrerseits nur selten dazu kommt, das Thema
,stochastische Matrizen‘ mit der hier gebotenen Griindlichkeit abzuhandeln. Uberdies ist der
Text gut geschrieben. Er verspricht, ein Standard-Buch fiir Proseminare zu werden.

Inhalt:

§1  Problemstellung

§ 2 Eigenwerte stochastischer Matrizen

§ 3  Die Konvergenzsitze

§4  Weitere Eigenwertabschitzungen fiir stochastische Matrizen
§ 5  Irrfahrten und verwandte Probleme

§ 6  Mischen von Spielkarten

§7  Warteschlangen

§ 8  Prozesse mit absorbierenden Zustinden

§9  Ubergangszeiten

§ 10 Abgeleitete stochastische Matrizen.

Einige Besonderheiten: Der Extremalpunktsatz iiber doppelt-stochastische Matrizen wird
mittels eines zum Heiratssatz dquivalenten Arguments von Gaschiitz bewiesen; einige Sitze iiber
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asymptotische Periodizitit, die hier eigenwerttheoretisch abgeleitet werden, lieBen sich auch auf
eigenwertfreie Weise ableiten; insbesondere wird der sog. Ergodensatz fiir stochastische Matrizen
in der Darstellung des vorliegenden Buches ein bifichen schwieriger als notig. Dies tut seinen be-
sonderen Qualititen aber keinen Abbruch; man kann es jedem Mathematiker, insbesondere Lehr-
amts-Studenten und -Inhabern, uneingeschrinkt empfehlen.

Erlangen K. Jacobs

Matheron, G., Random Sets and Integral Geometry (Wiley Series in Probability and
Mathematical Statistics), New York — London — Sydney — Toronto: J. Wiley & Sons 1975,
XXIII + 261 pp., cloth, § 22.40

Dies ist in mehrfacher Hinsicht ein ungewohnliches Buch.

Ungewohnlich ist schon der Ausgangspunkt: Der Verfasser — er ist Professor an der
Ecole Nationale Supérieure des Mines de Paris — stellt die Frage nach mathematischen Methoden,
welche eine Beschreibung der Gestaltsmerkmale der Kérner sowie des Hohlraum-Netzwerks eines
pordsen Mediums(etwa im Zusammenhang mit der Durchlissigkeit einer Fliissigkeit) ermoglichen.
Bereits in fritheren Arbeiten erkannte der Verfasser, daf der Begriff einer zufilligen Menge grund-
legend fiir die mathematische Beschreibung pordser Medien ist. Man will nimlich etwa — nach
Wahl eines Testkorpers oder einer Familie von Testkorpern B — Aussagen iiber die Wahrschein-
lichkeit machen, mit welcher B im Hohlraum-Netzwerk enthalten ist, oder mit welcher B die
Korner des por6sen Mediums trifft. Aus solchen und dhnlichen Vorstellungen entwickelt sich
der Begriff einer zufilligen abgeschlossenen (bzw. offenen bzw. kompakten) Menge, indem man
das System der abgeschlossenen (bzw. offenen bzw. kompakten) Mengen eines Hausdorff-Raumes
geeignet topologisiert und WahrscheinlichkeitsmaBe auf der o-Algebra der Borelschen Mengen des
neugewonnenen topologischen Raumes betrachtet. Eine zufillige abgeschlossene Menge ist dann
nichts anderes als ein Wahrscheinlichkeitsraum mit dem Raum der abgeschlossenen Mengen als
Trigermenge und der zugehorigen Borelschen g-Algebra als o-Algebra der Ereignisse. Diese RACS
(= random closed set(s)) stehen im Mittelpunkt der Betrachtung. Sie treten bereits in der Theorie
der Kapazitiaten von Choquet auf. Die Eingangs gewihlte Motivation macht auBerdem verstind-
lich, daf sich das Buffonsche Nadelexperiment in das Schema der RACS einordnen liit. Als
pordses Medium hat man dabei die Schar der parallelen Geraden mit konstantem Abstand in
einer Ebene zu interpretieren. Da die Buffonsche Lésung des Nadelproblems allgemein als die
Geburtsstunde der Integralgeometrie angesehen wird, so ist es nicht verwunderlich, daB integral-
geometrische Betrachtungen einen breiten Raum in diesem Buch einnehmen.

Ungewohnlich ist die Vielfalt der behandelten Themen: Unendlich teilbare RACS werden
mit der Vereinigung der zu einem Poissonschen Punktprozef gehorigen abgeschlossenen Mengen
identifiziert. Uber viele Teile des Buches steht die Konvexitit im Mittelpunkt, ausgeldst durch
die Betrachtung fast sicher konvexer RACS. Hierdurch ergibt sich der nahtlose Ubergang zur
wahrscheinlichkeitstheoretischen Interpretation von Sitzen und Begriffen der Integralgeometrie.
Mit Hilfe einer verallgemeinerten Steinerschen Formel werden den klassichen Minkowski-Funk-
tionalen die Minkowski-Mafie zugeordnet. Im Fall gewisser mit Konvexititseigenschaften ausge-
statteter RACS ergeben sich so Zufallsmafie, welche es erlauben, vom OberflichenmaR eines
solchen RACS zu sprechen. Schliellich wird die Ausgangsfrage der pordsen Medien erneut auf-
gegriffen, der Begriff der Granulometrie zur Messung von Korngréfen eingefiihrt und Resultate
zur Schitzung linearer Granulometrien mittels experimentell zugingiger Daten hergeleitet.

Ungewohnlich ist die Darstellungsform: Der Leser fiihlt sich hdufig im Gestriipp neuer
Begriffsbildungen und beim abrupten Richtungswechsel der Diskussion allein gelassen. Hinzu
kommen Ungereimtheiten, falsche Behauptungen, richtige Behauptungen mit falschen Beweisen
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und das Fehlen von Hinweisen auf Bekanntes (z. B. findet sich die Kennzeichnung Steinerscher
Korper, durch die Eigenschaft ihrer Stiitzfunktionen vom negativen Typ zu sein, bereits in
Choquet’s Lectures on Analysis, Vol. III). Den beriihmten roten Faden in diesem Buch zu ver-
folgen, ist fast immer schwer, manchmal unmaoglich.

Ungewohnlich war schlieBlich auch die Reaktion eines meiner Mitarbeiter nach Abschlufl
der Lektiire des Buches in einer Arbeitsgemeinschaft. Der Betreffende meinte, man brauche den
Spiirsinn eines Kriminalisten von Scotland Yard, um das Buch zu verstehen und voll wiirdigen zu
konnen. Wer bereit ist, diesen Spiirsinn zu entwickeln und wer etwa L. A. Santald, Integral Geo-
metry and Geometric Probability (Addison-Wesley 1976) sowie E. F. Harding and D. G. Kendall,
Stochastic Geometry (J. Wiley & Sons 1974) zu Hilfe nimmt, wird das Buch mit Gewinn, strecken-
weise sogar mit Begeisterung lesen.

Erlangen H. Bauer

Giinssler, P., Stute, W., Wahrscheinlichkeitstheorie (Hochschultext), Berlin — Heidelberg —
New York: Springer Verlag 1977, XII + 418 pp., geheftet, DM 36,—

Das vorliegende Buch ist ein systematisches Archiv eines GroBteils der rein mathemati-
schen Wahrscheinlichkeitstheorie. Es ist von einer bisher kaum je erreichten Vollstindigkeit.
Allerdings fehlen die unbegrenzt teilbaren Verteilungen; Literaturhinweise dazu sind vorhanden.
Fiir Dozenten, die sich zu Vorlesungszwecken umfassend orientieren wollen, ist es eine hervor-
ragende Stoffsammlung. Wer sich Wahrscheinlichkeitstheorie nach diesem Buch aneignen will,
musB 1) bereit sein, sehr hart zu arbeiten, insbesondere 2) nur angedeutete Beweisschritte selb-
stindig auszufiihren und hierzu 3) reichlich auf weitere, im Text zitierte Lehrbuchliteratur zuriick-
zugreifen. Ferner muf er sich Motivationen fiir die Begriffsbildungen der mathematischen Stocha-
stik bereits vorher anderweitig beschafft haben; das Buch ist in diesem Punkt genau so knapp wie
in vielen der gegebenen Beweise. Nach einem vorbereitenden technischen Kap. 0 werden in Kap. I
maBtheoretische Hilfsmittel und Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie in rasanter Form
dargestellt. Fiir Details wird z. B. das bekannte Lehrbuch von H. Bauer zitiert. Kap. II bietet eine
systematische Darstellung der Gesetze der grofien Zahlen fiir reelle Zufallsvariable. Der Satz von
Glivenko-Cantelli ist ein zentrales Resultat des Kap. III iiber empirische Verteilungen. Kap. IV
bringt den klassischen zentralen Grenzwertsatz samt den Verschirfungen von Berry und Esseen,
sowie Hartman-Wintner’s loglog-Theorem. Bedingte Erwartungen und Verteilungen sind der
Gegenstand von Kap. V, Martingale und Verwandtes, vor allem Konvergenzsitze bringt das
Kap. VI. In Kap. VII folgt nach dem bekannten Existenzsatz von Kolmogoroff die allgemeine
Theorie der reellen stochastischen Prozesse und Pfadrdume. Verallgemeinerungen auf metrische
Zustandsrdume bringt Kap. VIII. In Kap. IX werden verallgemeinerte zentrale Grenzwertsitze
fir Martingaldifferenzschemata bewiesen, in Kap. X Invarianzprinzipien, die bis dicht an das
Strassen’sche loglog-Theorem heranfiihren. — Die einzelnen Abschnitte des Buches sind mit Lite-
raturhinweisen und stark theoretisch orientierten Ubungen sorgfiltig ausgestattet. — Das Buch
ist Dozenten uneingeschrinkt zu empfehlen. Extrem tiichtige Studenten werden es als Aufbau-
Text nach dem Studium einfiihrender Lehrbiicher mit Erfolg beniitzen kénnen. Es handelt sich
um einen Hochschultext mit ungewohnlichen Qualitdten,

Erlangen K. Jacobs

Ruelle, D., Thermodynamic Formalism: The Mathematical Structures of Classical Equi-
librium Statistical Mechanics (Encyclopedia of Mathematics and its Applications (Gian-Carlo
Rota, Editor) vol. 5), Amsterdam: Addison-Wesley Publ. Co. 1978, 230 pp., hardb., § 21.50
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Der vorliegende fiinfte Band der ehrgeizigen ,,roten Enzyklopidie** (herausgegeben von
G.-C. Rota) stellt besondere Anforderungen an den Leser. Erstens wird erwartet, daf er verschie-
dene Zweige der neueren Analysis bereits beherrscht; in einigen Anhangskapiteln wird ohne Be-
weise dargelegt, was man zu konnen hat. Zweitens wird erwartet, daB der Leser sich fast alle
Motivationen fiir das Dargelegte anderweitig besorgt. Die Heidelberger Vorlesungsausarbeitung
von H. O. Georgii iiber ,,Stochastische Felder* kann hierbei gute Dienste tun. — Akzeptiert man
diese Randbedingungen, so kann man das Buch als einen ausgezeichneten Abrif eines zentralen
Spezialkapitels der Theorie der Gittergase ansehen: Spin-Systeme. Nach einer mit einem Uber-
blick schlieBenden Einleitung (ch. 0) werden Gibbs-Zustinde (ch. 1 und 2), Translations-Inva-
rianz (ch. 3 und 4) bei Gitter-Systemen, insbesondere fiir eindimensionale Gitter (ch. 5) abge-
handelt. Es folgt eine Ausdehnung der Theorie auf Z*-Aktionen auf kompakten metrischen Réu-
men (ch. 6) und, spezieller, auf sog. Smale-Raumen (ch. 7). Eine Zeta-Funktionen-Meromorphie —
ein Satz des Verfassers — erscheint als Satz 5.29 bzw. Satz 7.24. Auf S. 68 wird ein unentscheid-
bares Problem diskutiert. Details iiber Phaseniiberginge fehlen; auch hier kann die obenerwihnte
Ausarbeitung von Georgii einspringen. Das Buch diirfte, dhnlich wie des Verfassers , Statistical
Mechanics. Rigorous Results*, New York, 1969, eine Art Klassiker werden.

Erlangen K. Jacobs

Anderson-Popp-Schaffranek-Steinmetz-Stenger, Schiitzen und Testen (Heidelberger
Taschenbiicher Band 177), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1976, 68 Abb.,

56 Tab. XI, 385 S., geheftet, DM 19,80

Dieses Buch hat das Ziel, Studenten, insbesondere der Wirtschaftswissenschaften, frither
Semester, die keine mathematischen Vorkenntnisse haben, unmittelbar an die Anwendungen der
Statistik heranzufithren. Mehr als ein Drittel des Buchs muf naturgemiB zunichst darauf ver-
wandt werden, den Leser mit der nétigen Wahrscheinlichkeitstheorie vertraut zu machen. Dies
geschieht ohne MaBtheorie, eher intuitiv durch die Hiufigkeitsinterpretation von Wahrschein-
lichkeiten, durch viele Beispiele und -erzwungenermafen — unter teilweisem Verzicht auf Be-
weise, Einige diskrete Verteilungen, die Normalverteilung und von dieser abgeleitete Verteilun-
gen werden eingefiihrt. Der praktische Wert des Buchs gewinnt dadurch, daB iiber die Zulissigkeit
der Approximation mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes an Beispielen Rechenschaft abgelegt
wird.

Der erste Hauptteil desBuchs — Schitzen — enthilt neben der grundlegenden Ein-
fihrung des Begriffs auch die Konstruktion von Konfidenzintervallen und Uberlegungen zum
notwendigen Stichprobenumfang bei vorgegebener Fehlergrenze. Es schlieBt sich ein Kapitel
iiber die praktische Durchfiihrung von Schitzungen an; z. B. werden geschichtete Stichproben-
verfahren und die Beriicksichtigung von Vorkenntnissen behandelt. Der zweite Hauptteil
— Testen — enthilt auch x?-Anpassungstests und x? -Unabhingigkeitstests. Fiir den wirt-
schaftswissenschaftlichen Alltag wichtig ist schlieBlich das letzte Kapitel iiber lineare Regressions-
analyse mit einer unabhingigen Variablen.

Das Ziel des an relevanten Beispielen reichen Buchs ist gewif} erreicht. Der um das exakte
Verstandnis bemithte Student wird an Stellen, an denen MaBtheorie schlichtweg notwendig ist,
genauer nachfragen. Die Autoren entsprechen dem durch Zitate des Buchs von M. Fisz: Wahi-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik.

Erlangen E.-A. Weiss Jr.
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Todd, J., Basic Numerical Mathematics, vol. 2, Numerical Algebra (International Series
of Numerical Mathematics, vol. 22), Basel — Stuttgart: Birkhiuser Verlag 1977, 216 pp., geb.,
DM 48,—

Der vorliegende 2. Teil des im Titel genannten Werkes ist ein didaktisch sehr geschickt
geschriebenes Lehr- und Ubungsbuch der numerischen linearen Algebra, welches von der grofien
pidagogischen Erfahrung des Autors von 30 Jahren Lehrtitigkeit zeugt, und den Lernenden
griindlich mit den Problemen der numerischen Behandlung der auftretenden Probleme auf einem
Computer vertraut macht. Dazu werden ausfiihrlich zwei Prinzipien verwendet, die ,,controlled
computational experiments‘ und die ,,bad examples*, welche auf mogliche Schwierigkeiten und
auftretende Tiicken bei der numerischen Durchfiihrung hinweisen. Am Schluf jeden Kapitels
wird eine Anzahl ,,Problems* genannt, deren Losungen ausfiihrlich auf 93 Seiten gebracht wird.

Grundbegriffe der linearen Algebra wie Vektorrdume, Determinanten u. a. werden vor-
ausgesetzt; das Buch behandelt Normen und induzierte Normen, Eigenwerte und Eigenvektoren
bei Matrizen, Iterationsverfahren, lineare Gleichungssysteme, Pseudoinverse und verschiedene
Anwendungen, z. B. auf Randwertaufgaben. Das Buch ist fiir den Gebrauch neben den Vorlesun-
gen vorziiglich geeignet und bietet eine Fille von numerischem Material.

Hamburg L. Collatz

Grigorieff, R. D., Numerik gewohnlicher Differentialgleichungen, Band 1 Einschrittver-
fahren und Band 2 Mehrschrittverfahren (Teubner Studienbiicher Mathematik), Stuttgart: B. G.
Teubner Verlag 1972 und 1977, Band 1: 202 S., paper, DM 14,80, Band 2: 411 S., paper,

DM 29,80

Der Autor verfolgt das Ziel, die heute zur Verfiigung stehenden Diskretisierungsverfahren
bei Anfangswertproblemen gewohnlicher Differentialgleichungen darzustellen und mathematisch
zu untersuchen. Dabei achtet er besonders auf Relevanz fiir die Praxis und spricht neben Mathe-
matikern auch Physiker, Chemiker und Ingenieure an, ohne jedoch Abstriche an der Strenge der
mathematischen Darstellung vorzunehmen.

Im Band 1 werden Einschrittverfahren behandelt. Die Grundlage der ersten beiden Ab-
schnitte ist Standardstoff, nimlich Herleitung von Einschrittverfahren unter besonderer Hervor-
hebung der Runge-Kutta-Verfahren und Konvergenztheorie. Der Autor beriicksichtigt dabei ver-
stiarkt neuere Originalarbeiten und gibt mehrere vorteilhafte Verfahren an, die bisher noch nicht
Eingang in Lehrbiicher gefunden haben. Besonders wertvoll ist der Abschnitt 3, in dem prizisere
Stabilititsbegriffe bei der Behandlung der fiir die Praxis wichtigen ,,steifen Systeme‘* diskutiert
werden. Eine systematische Untersuchung dieses Gebiets war bisher in den deutschsprachigen
Lehrbiichern noch nicht zu finden. Der Abschnitt 4 bringt Einschrittverfahren fiir Systeme ho-
herer Ordnung. Schlieflich werden in Abschnitt 5 Extrapolationsverfahren behandelt. Obwohl
im Prinzip eine der éltesten Methoden der Numerik, hat die Extrapolation bei Differentialglei-
chungen aufgrund positiver praktischer Erfahrungen und neuer theoretischer Untersuchungen
zunehmend an Attraktivitit gewonnen. Deshalb ist es erfreulich, auch dieses Gebiet zusammen
mit seinen theoretischen Grundlagen lehrbuchmifig aufbereitet vorzufinden.

Im Band 2 werden Mehrschrittverfahren behandelt. Der Aufbau geschieht zunichst ana-
log zu Band 1. Die ersten beiden Abschnitte beinhalten mit der Herleitung von Mehrschrittver-
fahren sowie der Konvergenz- und Stabilititstheorie von Dahlquist einen Stoff, der iiblicherweise
zum festen Bestand dieses Gebiets gerechnet wird, beriicksichtigen dabei aber neuere Original-
arbeiten. Der Abschnitt 3 bringt wiederum prizisere Stabilititsbegriffe mit eingehender Diskus-
sion steifer Systeme. In Abschnitt 4 werden Pridiktor-Korrektor-Verfahren studiert. In Ab-
schnitt S werden Verfahren vorgestellt, die sich entweder nicht in den aligemeinen Rahmen ein-
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ordnen lassen oder zumindest unkonventionell sind. Der letzte Abschnitt behandelt schliefSlich
Systeme hoherer Ordnung, wobei ein zu Abschnitt 1 und 2 analoges Vorgehen angestrebt wird.

Mit einem Gesamtumfang von 613 Seiten, 422 Literaturzitaten und zahlreichen instruk-
tiven numerischen Beispielen ist eine Monographie entstanden, die auch neueste Forschungser-
gebnisse vorstellt und iiber lingere Zeit hinweg einen Spitzenplatz unter den Lehrbiichern iiber
die Numerik von gewdhnlichen Differentialgleichungen einnehmen diirfte. Aus dieser Sicht ist es
etwas bedauerlich, dafl der Verlag keine attraktivere Ausstattung vorgenommen hat. Das vorlie-
gende Werk ist sicherlich weit davon entfernt, nur ein Vorlesungsmanuskript zu sein, das billig
und rasch vervielfiltigt werden muf}, um Leser zu finden und nicht an Aktualitit zu verlieren.

Fiir die verschiedenen von diesem Werk angesprochenen Lesergruppen sind jeweils nur
Teile des gesamten Inhalts von besonderem Interesse. Auch ein Hauptfachstudent der Mathema-
tik, der diese Bénde fiir eine Prifung benutzt oder ein Dozent, der sich fiir eine Vorlesung daran
orientiert, muf eine Auswahl treffen. Um den fiir ihn interessanten Anteil zu finden, wird fiir
den einzelnen Leser in der Regel ein Blick in das Inhaltsverzeichnis noch nicht geniigen; er mufy
doch etwas herumblittern und probeweise an verschiedenen Stellen einsteigen. Gliicklicherweise
bleibt die Anzahl der neu eingefiihrten Begriffe und Symbole in Grenzen, so daB der Leser bei
etwas Geduld tatsichlich an fast beliebigen Stellen der beiden Binde beginnen kann.

Das besondere Verdienst des Autors besteht meines Erachtens darin, eine umfangreiche
Originalliteratur didaktisch aufbereitet und einem grofen Kreis von Lesern zugiinglich gemacht
zu haben. SchlieBlich sei noch hervorgehoben, daB zu mehreren Sitzen neue und einfachere Be-
weise angegeben wurden.

Erlangen G. Schmeifer

Baker, C. T. H., The Numerical Treatment of Integral Equations (Monographs on Numeri-
cal Analysis), Oxford: Clarendon Press 1977, XIV + 1034 pp., cloth, § 22.50

Wihrend es H. Biickner noch vor 25 Jahren gelingen konnte, auf wenig mehr als hundert
Seiten die wesentlichsten Uberlegungen und Methoden zur praktischen Behandlung von Integral-
gleichungen (Igin.) darzustellen, umfafit die vorliegende Monographie von C. T. H. Baker iiber
tausend Seiten. Das mag als Hinweis am Anfang einer Wiirdigung des Bakerschen Buchs stehen,
das in der Tat seit Biickner das erste ist, in welchem in ganzer Breite der praktische Aspekt der
Igin. dargestellt ist. Auch dem Fachmann wird es bei dieser Gelegenheit wieder so recht bewufit,
welchen Umfang die einschligige Literatur erreicht hat.

Um die Fille des Stoffs zu umreifien, zunichst einige Angaben zum Inhalt. 1. Kap. Inte-
gral Equations: Grundtatsachen der Theorie der linearen Igln. (Fredholmsche und Volterrasche
1. und 2. Art) und elementare funktionalanalytische Begriffe; dazu kommen einige kurze Be-
merkungen iiber nichtlineare Ign. 2. Kap. Numerical Analysis: Allgemeine Tatsachen der numeri-
schen Analysis, summarisch werden Fragen der Approximation und der Fehlerabschitzung be-
handelt, stirkeres Gewicht liegt auf Verfahren zur numerischen Quadratur. 3. Kap. Eigenvalue
Problems: Hier setzt die numerische Behandlung ein, zunichst von Eigenwertproblemen Fred-
holmscher Igin. 2. Art; angefangen, um nur das Wichtigste zu nennen, von der Quadraturmethode
iiber Ersatzkernverfahren, Kollokation und Rayleigh-Ritz-Verfahren zur Galerkin-Methode mit
einer Reihe von Fehlerbetrachtungen. 4. Kap. Linear Equations of the Second Kind: Numerische
Behandlung der inhomogenen Fredholmschen Igl. 2. Art durch Quadratur, ausgeartete Naherungs-
kerne, Ritz-Galerkin-Methoden und asymptotische Entwicklungen sowie zahlreiche spezielle
Untersuchungen. 5. Kap. Further Discussion of the Treatment of Fredholm Equations: Hier wer-
den singulire Kerne in allen Typen Fredholmscher Igln. im Hinblick auf ihre numerische Behand-
lung dargestellt; den Abschlufl bildet eine kurze Abhandlung iiber Methoden fiir nichtlineare Igln.
6. Kap. Volterra Integral Equations: Relativ breit werden Volterrasche Igin. 2. und 1. Art behan-
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delt; man findet u. a. auch Stabilititsbetrachtungen, Konvergenzuntersuchungen spezieller Me-
thoden und Verfahren fiir nichtlineare Volterrasche Igln. Eine Reihe einfacher und durchschau-
barer Testbeispiele illustriert die Ausfithrungen in den einzelnen Kapiteln. Mit etwa 500 Litera-
turangaben und einem vierseitigen Stichwortverzeichnis schlieft das Werk.

Naturgems8 ist eine Monographie iiber ein Gebiet, auf dem intensiv gearbeitet worden ist
und zu dem sehr viele Beitrige in der Literatur existieren, hauptsichlich von ordnendem und refe-
rierendem Charakter. Trotzdem werden die Persdnlichkeit des Verfassers, der selbst wihrend der
letzten 10 Jahre eine grofe Zahl wesentlicher Beitrige zur Numerik der Igin. geliefert hat, und
seine eigene Zielsetzung in diesem Werk immer wieder sichtbar. Das sind einerseits personliche
Noten wie die, daf im 3. und 4. Kap. ausgeartete Keme als Basis fiir Naherungsmethoden in den
Vordergrund geriickt werden; daneben aber das spiirbare Bemiihen, sowohl dem numerischen
Mathematiker als auch dem Anwender numerischer Verfahren ein Kompendium in die Hand zu
geben, das moglichst vollstindig ist, mathematischen Anspriichen geniigt und dennoch den Prak-
tiker nicht abschreckt.

Das erstgenannte Ziel ist weitgehend erreicht, beziiglich der beiden anderen scheint es
dem Referenten, dal eine besonders gliickliche Darstellung gelungen ist. Ein Standardwerk ist
entstanden, das in allen mathematischen Fachbibliotheken und in denen der Anwender seinen
Platz finden wird.

Miinchen G. Himmerlin

Prenter, P. M., Splines and Variational Methods, New York — London — Sydney —
Toronto: John Wiley & Sons 1975, XI + 323 S., gebd., £ 10.75

Das vorliegende Buch stellt eine Einfithrung in die numerische Behandlung von Randwert-
problemen mit Hilfe von Variationsmethoden dar. Besonderes Augenmerk wird dabei auf die Me-
thode der finiten Elemente und auf Kollokationsmethoden gerichtet. Der Inhalt gliedert sich in
acht Kapitel:

Das einfiihrende Kapitel bringt grundlegende Definitionen und Aussagen iiber Vektor-
riume und spezielle Funktionenrdume. Im zweiten Kapitel werden Fragen der Polynom-Approxi-
mation (Sitze von Weierstral und Jackson) sowie der Lagrange-Interpolation (Fehlerabschitzung,
stiickweise Lagrange-Interpolation, Integrationsformeln mit Fehlerabschitzungen) behandelt.
Daran schlie8t sich ein Kapitel iiber Hermite-Interpolation an (allgemeine Hermite-Interpolation,
stiickweise Hermite-Interpolation, Problemstellung der Hermite-Birkhoff-Interpolation). Der
vierte Abschnitt ist Polynomsplines gewidmet (kubische Splines, B-Splines, allgemeine Polynom-
Splines mit Integralrelationen, Fehlerabschitzungen). Im fiinften Kapitel werden Approximations-
methoden bei Funktionen in mehreren Variablen untersucht: Approximation auf Rechteckgittern,
Lagrange-Interpolation im zweidimensionalen mit Fehlerabschitzungen, bikubische Splines, Ap-
proximation auf Dreiecken und Fehlerabschitzung, automatische Triangulierung von Polygon-
und Nichtpolygonbereichen, blended interpolates. Das sechste Kapitel befafit sich mit den funk-
tionalanalytischen Grundlagen fir Variationsmethoden (Eigenschaften von linearen Operatoren
in normierten und Prihilbert-Riumen). Schliefllich wird im siebten Kapitel die Methode der
finiten Elemente behandelt, und zwar fiir gewohnliche Differentialgleichungen zweiter und hohe-
rer Ordnung, fiir das Dirichletproblem, fiir gemischte Randwertbedingungen sowie fiir das Neu-
mannproblem — jeweils mit Fehlerabschitzungen. Im abschlieBenden achten Abschnitt werden
Kollokationsmethoden behandelt.

Die vorliegende Einfiihrung in die Problemkreise der finiten Elemente und Kollokations-
methoden ist sehr gut lesbar. Hilfsmittel der Funktionalanalysis und Approximationstheorie wer-
den von Grund auf entwickelt, so daf} keine speziellen Vorkenntnisse benotigt werden. Das Buch
ist daher insbesondere zum Selbststudium geeignet. Im Anschluf} an die einzelnen Paragraphen
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eines Kapitels werden Ubungsaufgaben gestellt und am Ende jedes Kapitels ist eine Auswahl der
zugehorigen Literatur angegeben. Insgesamt ist festzustellen, da numerischen Fragen (Fehler-
abschitzungen usw.) grofies Gewicht eingeriumt wird.

Duisburg W. HauBBmann

Henrici, P., Analytische Rechenverfahren fiir den Taschenrechner HP-25 (Ubers. aus dem
Englischen), Miinchen — Wien: Oldenbourg Verlag 1978, 214 S., brosch., DM 29,80

Das Studium der praktischen Mathematik gleicht oft einem Skikurs ohne Schnee. In der
Vorlesung werden vorwiegend theoretische Grundlagen vermittelt, die Ubungen ergiinzen diesen
Vorlesungsstoff und in den Priifungen steht auch wieder die Theorie im Vordergrund. Der Gang
zum Rechenzentrum, um praktische Erfahrungen mit den erlernten Algorithmen zu sammeln,
wird oft durch verschiedene dufiere Umstédnde erschwert. Durch das Zwischenschalten eines Ope-
rateurs geht das direkte Erleben des Rechenablaufes verloren. Da andererseits viele Studenten
der Mathematik und Naturwissenschaften einen wissenschaftlichen Taschenrechner besitzen, kam
dem Autor die Idee, diesen Studenten zu zeigen, wie man mit einem solchen Rechengerit fiir viele
der erlernten Algorithmen bereits im stillen Kimmerlein die typischen Phiinomene kennenlernen
kann.

Das Buch behandelt sechs Problemkreise, und zwar enthilt es neben den Standardthemen
Iteration, Polynome und Integration auch je einen Abschnitt iiber Zahlentheorie, Potenzreihen
und spezielle Konstanten und Funktionen. In dem zuletzt genannten Abschnitt werden unter
anderem die Gammafunktion, Bessel-Funktionen, vollstindige elliptische Integrale und die Rie-
mannsche Zetafunktion behandelt. Aus dem Abschnitt {iber Zahlentheorie seien die Primfaktor-
zerlegung, der euklidische Algorithmus und die Kettenbruchdarstellung der reellen Zahlen als
Kostprobe genannt. Anfangswertaufgaben gewdhnlicher Differentialgleichung werden in dem
Abschnitt iiber Integration etwas beriicksichtigt. Aus verstindlichen Griinden fehlen die nume-
rische lineare Algebra und Randwertaufgaben, denn die iiblichen Methoden dieser Gebiete sind
fiir den Taschenrechner zu speicherintensiv.

Insgesamt enthilt das Buch 35 Algorithmen, deren Behandlung systematisch in sechs
Teile zerlegt wird:

1. Zweckbeschreibung, 2. Methode, 3. Fludiagramm, 4. Speicherplan und Programm,

5. Gebrauchsanweisung, 6. Rechenbeispiele und Zeitbedarf. Zur Begriindung der Methode in

Teil 2 verweist der Autor auf seine bei Wiley & Sons erschienenen Biicher ,,Elements of numeri-
cal analysis* und ,,Applied and computational complex analysis I and 11, zu denen letztlich
auch das Stichwortverzeichnis hiufig fiihrt. Er erwihnt nicht, da® von dem ersten Buch schon
seit 1972 eine deutsche Ausgabe beim Bibliographischen Institut Mannheim vorliegt und daneben
auch zahlreiche andere Lehrbiicher der praktischen Mathematik herangezogen werden kénnen.
Besonders lehrreich ist die oft sehr unkonventionelle Programmiertechnik. Sie beriicksichtigt
bereits die Verwendung eines Taschenrechners, der sich bekanntlich durch kostenlose Rechenzeit
aber geringe Speicherkapazitit vom Grofirechner wesentlich unterscheidet. Nur die Teile 4 und §
sind ganz speziell auf den im Titel genannten Taschenrechner HP-25 zugeschnitten. Jedoch ist der
Besitz dieses Taschenrechners keine Voraussetzung fiir das Arbeiten mit dem vorliegenden Buch.
Es gibt viele Taschenrechner, die vergleichbar oder sogar besser ausgestattet sind und fiir die eine
Ubertragung der Teile 4 und 5 keine Miihe bereitet. Die Beispiele im Teil 6 sollen dem praktisch
Ubenden die Moglichkeit geben, sein Programm zu testen.

Insgesamt kann dieses Buch fiir die eingangs genannte Zielgruppe als drittes Glied neben
einem Lehrbuch der praktischen Mathematik und einem wissenschaftlichen Taschenrechner sehr
empfohlen werden.

Erlangen G. Schmeifler
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Venz, G., Losung von Differentialgleichungen mit programmierbaren Taschenrechnern,
Miinchen — Wien: Oldenbourg Verlag 1978, 147 S., 61 Abb., brosch., DM 26,—

Das Buch ist von seiner didaktischen Aufbereitung her dem vorstehend rezensierten Buch
von Henrici etwas dhnlich und von seinem Thema her eine Erginzung zu diesem.

Die numerische Behandlung von Differentialgleichungen gehort bereits zu den hoheren
Aufgaben der praktischen Mathematik, die sich selbst wieder auf mehrere Grundaufgaben zuriick-
fiilhren lassen, z. B. auf die numerische Differentiation und die Auflosung von Gleichungssyste-
men. Soll fiir derart umfangreiche Probleme die Benutzung eines Taschenrechners aufgezeigt
werden, so bedarf es seitens des Autors einer besonders sorgfaltig ausgesuchten Methode und
seitens des Lesers etwas Nachsicht fiir die dennoch verbleibenden Einschrankungen. Hier steht
auch nicht das Verfahren im Vordergrund, sondern stets der spezielle Typ der Differentialglei-
chung, zu dem ohne Alternative ein auf dem Taschenrechner realisierbares Verfahren angegeben
wird,

Im ersten Teil iiber gewohnliche Differentialgleichungen werden Anfangswertaufgaben,
Randwertaufgaben und Eigenwertaufgaben behandelt. Losungsmethode ist hier immer das klas-
siche Runge-Kutta-Verfahren, bei den letzten beiden Problemen als Teil eines Schiefiverfahrens.
Die Verwendung der in der dlteren Literatur wenig beachteten Schieverfahren erweist sich als
besonders geschickt, wird doch damit der vielleicht einzige Weg gefunden, um fiir Rand- und
Eigenwertaufgaben eine Prizisionsrechnung auf dem Taschenrechner durchzufithren.

Der zweite Teil bringt wichtige Typen linearer partieller Differentialgleichungen, wobei
die Einteilung physikalisch motiviert ist. So werden unter anderem behandelt: Wirmeleitung,
Wellengleichung, Stromverdrangung (Skineffekt), Membranschwingung, Poissonsche- und Poten-
tialgleichung. Losungsweg ist hier immer die Gitterpunktmethode.

Die Behandlung eines Problems geschieht in der Regel in folgenden Schritten: Beschrei-
bung der Differentialgleichung und ihres physikalischen Hintergrundes, Beschreibung des Ver-
fahrens, FluRdiagramm und Erliduterung des Programmablaufes, voilstindig behandeltes physi-
kalisches Beispiel. Der Autor vermeidet dabei soweit wie moglich, sich auf einen bestimmten
Rechner festzulegen. Erst fiir das Beispiel wird jeweils der Taschenrechner HP 67 verwendet.
Andere programmierbare Taschenrechner sind jedoch ebenso geeignet, wenn sie als untere Grenze
ca. 250 Programmschritte zulassen, 25 Datenspeicher besitzen und indirektes Adressieren, Pro-
grammverzweigungen nach Vergleichsoperationen und Unterprogramme erlauben. Im Falle der
Gitterpunktmethode mufl man jedoch hinsichtlich der Genauigkeit recht bescheiden werden.
Bei einer Anfangsrandwertaufgabe wie der Wirmeleitungsgleichung mit einer Orts- und einer
Zeitvariablen lassen sich pro Zeitschicht ca. 10 Gitterpunkte beriicksichtigen, bei der zweidimen-
sionalen Poisson-Gleichung darf das gesamte Gitter nur ca. 18 innere Punkte besitzen. Man fragt
sich daher, ob die noch in den fiinfziger Jahren bei den damaligen Grofrechnern wegen ihres
Speicherbedarfs gefiirchtete Gitterpunktmethode der richtige Weg fiir den Taschenrechner ist.
Vielleicht kénnte man mit Integraldarstellungen und Losungsansitzen wie der Kollokation und
der Methode der finiten Elemente zu hoherer Genauigkeit gelangen, miiite dann allerdings auf
einen vollautomatischen Programmablauf verzichten.

Die Beispiele selbst sind durch ihre physikalische Herkunft sehr faszinierend. Als Kost-
probe seien genannt: Einschalten eines Gleichstrom-Motors mit Ankerriickwirkung, Seil mit
Schneelast, Erwirmung der Bremstrommel eines PKW beim Anhalten, Temperaturverteilung in
einem Wohnraum im Winter.

Der fiir das Buch in Frage kommende Leserkreis a8t sich somit folgendermafen ab-
grenzen:

Der Student der Mathematik, der die verschiedenen Lésungsmethoden fiir Differential-
gleichungen praktisch erproben mochte, wird mit den derzeit auf dem Markt befindlichen Taschen-
rechnern nicht zurecht kommen. Dabei kann ihm auch dieses Buch nicht weiterhelfen. Der Stu-
dent der Natur- oder Ingenieurswissenschaften dagegen, der die in seinem Studium auftretenden
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Differentialgleichungen in ihrer einfachsten Form 16sen mochte, weil ihn das Verhalten der Lo-
sung interessiert, wihrend das Verfahren nur Mittel zum Zweck ist, kann von diesem Buch zahl-
reiche wertvolle Anregungen und Ermutigungen erhalten. Denkbar wiire auch, daB ein im Berufs-
leben stehender Wissenschaftler bei der Mathematisierung eines Problems, dieses erst einmal idea-
lisiert und sich mit dem Taschenrechner einen groben Uberblick iiber das Verhalten der Losung
verschaffen mochte, bevor er eine Prizisionsrechnung am Grofcomputer durchfithrt. Auch ihm
kann das Buch von grolem Nutzen sein.

Erlangen G. Schmeifier

Kuhnert, F., Pseudoinverse Matrizen und die Methode der Regularisierung (Teubner
Texte zur Mathematik), Leipzig: BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 1976, 88 S., kart.,

DM 9,80

,-Das Buch ist den Fragen der praktischen Losung iiber- und unterbestimmter Gleichungs-
systeme, aber auch singulirer und schlechtkonditionierter Gleichungssysteme gewidmet. Die end-
liche Zahlendarstellung in Rechnern und das Auftreten von Rundungsfehlern machen die Ent-
wicklung stabiler numerischer Algorithmen erforderlich. Im Buch wird zunichst die pseudo-
inverse Matrix als einheitliches Mittel der Darstellung von Normal- und Pseudonormallésungen
iiber- und unterbestimmter und singulirer Gleichungssysteme beschrieben. Fiir die Berechnung
der pseudoinversen Matrix werden sowohl exakte als auch iterative Verfahren angegeben. Schlief-
lich wird die Tichonowsche Regularisierung zur Gewinnung stabiler numerischer Verfahren be-
schrieben und entsprechende Fehlerabschitzungen angegeben.

Dieser der Einleitung des Buches entnommenen Inhaltsbeschreibung sollen noch einige
Bemerkungen hinzugefiigt werden.

Das Buch ist knapp und kurz gehalten. Im Gegensatz zu den Monographien iiber diese
Themen (Rao-Mitra, Bouillion-Odell, Ben-Israel-Greville) wird hier nur die Pseudo-Inverse be-
handelt, die iibrigen Typen von verallgemeinerten Inversen werden nur am Rand erwihnt. Da-
gegen wurde hier mehr Gewicht auf die Darstellung numerischer Verfahren fiir die Berechnung
der Pseudo-Inversen gelegt. Zur Frage der Anwendungen wird der Leser auf die angegebenen
Lehrbiicher verwiesen.

Die Darstellung ist elementar und setzt nur Kenntnisse der linearen Algebra im Umfang
der iiblichen Anfingervorlesungen voraus. Trotz nicht immer ganz klarer Gliederung (so ist nicht
einsichtig, warum nur drei Aussagen, die nicht einmal zentral sind, als Sitze formuliert werden)
ist das Buch sehr gut lesbar.

Mir ist kein deutschsprachiges Lehrbuch bekannt, in dem diese Themen behandelt werden.
Daher fiillt das vorliegende Buch sicher eine bestehende Liicke aus. Es kann jedem, der an der
praktischen Losung linearer Gleichungssysteme interessiert ist, empfohlen werden. Insbesondere
scheint es mir geeignet, den behandelten Stoff in die Grundvorlesungen der Numerik einzu-
bringen.

Bielefeld L. Elsner

Brass, H., Quadraturverfahren (Studia Mathematica, Skript 3), Géttingen — Ziirich:
Vandenhoeck & Ruprecht 1977, 311 S., kart., DM 35,—

Im Vorwort dieser Monographie steckt der Verfasser die Grenzen ab, die er mit seinem
Buch erreichen und einhalten mochte: Vollstindigkeit im Kernbereich der Quadraturtheorie
unter Verzicht auf Verallgemeinerungen wie z. B. die Integration mit Gewichten u. 4. Mir scheint,
daf} es im wesentlichen gelungen ist, dieses Ziel zu erreichen. In Kap. I (Grundlagen) gibt der
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Verfasser zunichst einen einfiihrenden Uberblick. Sehr viel Wert wird auf die Herausarbeitung
der leitenden Gedanken gelegt, die der Entwicklung und den Moglichkeiten der Quadraturtheorie
zugrundeliegen. Der theoretische Standpunkt ist an der Auswahl erkennbar; deshalb findet man
hier wie auch in den folgenden Kapiteln weder numerische Beispiele noch Aufgaben und keine
Programme. Im Zentrum von Kap. II (Restabschitzungen) steht der Peano-Kern. Hier werden
allgemeine Restglieduntersuchungen durchgefiihrt; dazu gehoren auch Restentwicklungen und
funktionalanalytische Methoden. In dhnlicher Weise beschiftigt sich Kap. III (Interpolations-
quadraturen) mit allgemeinen Eigenschaften dieser Klasse von Quadraturverfahren bis hin zu

den Konvergenzuntersuchungen. In Kap. IV (Spezielle Interpolationsquadraturen) werden nun
explizit Verfahren behandelt: Newton-Cotes-Verfahren mit Fehler- und Konvergenzeigenschaften
sowie andere Interpolationsquadraturen einschliefSlich der GauB-Quadratur. Kap. V (Zusammen-
gesetzte Quadraturverfahren) enthilt neben den herkommlichen zusammengesetzten Interpola-
tionsquadraturen auch die Extrapolationsmethode, verschiedene Randkorrekturen und die prak-
tikablen Formen der ableitungsfreien Fehlerschranken. In dem kurzen Kap. VI (Integration
periodischer Funktionen iiber ein Periodenintervall) stehen naturgemi die hervorragenden
Eigenschaften der Sehnentrapezregel im Vordergrund, gefolgt von den funktionalanalytischen
Abschitzungen nach Davis. Das letzte Kap. VII (Optimale Quadraturverfahren) schlieflich ent-
hilt die theoretisch besonders interessanten Uberlegungen, beste Quadraturformeln zu entwickeln,
deren Anfinge auf Sard zuriickgehen und die auch heute noch nicht abgeschlossen sind. Die in
diesem Kapitel angeschnittenen reizvollen Probleme lassen erkennen, da8 auch das Thema
,,Quadratur* weiter in Entwicklung ist. In einem kleinen Anhang schlieBlich werden noch die
Laplaceschen Koeffizienten behandelt, die beispielsweise bei der Berechnung der Gewichte von
Newton-Cotes-Formeln niitzlich sind.

Das Buch stellt eine echte Bereicherung der Literatur auf dem Gebiet der numerischen
Mathematik dar und wird vor allem denjenigen ansprechen, fir den die mathematischen Aspekte
der Numerik im Vordergrund stehen. Die Fiille von Uberlegungen und Resultaten, die hier selbst
bei der Beschrinkung auf die eindimensionale Integration angeboten werden, macht das Interesse
an diesem lebendigen Gegenstand deutlich. Weit iiber 200 Literaturhinweise tragen zum Informa-
tionsgehalt des Buchs bei. Die gut gelungene Darstellung kann ich dem wissenschaftlich arbeiten-
den Mathematiker wie auch dem am Gegenstand interessierten Studenten wirmstens empfehlen.

Miinchen G. Himmerlin

Fleming, W. H., Rishel, R. W., Deterministic and Stochastic Optimal Control (Applica-
tions of Math., Bd. 1), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1975, XI +222 8.,
cloth, DM 60,60

Die deterministische und stochastische Kontrolltheorie hat in den letzten 25 Jahren eine
recht stiirmische Entwicklung erfahren, ausgelost von praktischen Problemstellungen in den Inge-
nieurwissenschaften und dementsprechend weitgehend von Ingenieuren getragen. Der Anwen-
dungsbereich hat sich inzwischen auf Wirtschaftstheorie und Biologie ausgeweitet. Dem Mathe-
matiker wird der Zugang zu diesem Gebiet nicht eben leicht gemacht: die Kompliziertheit der
Materie bewirkt, da} in weiten Teilen der Literatur entweder heuristische Uberlegungen domi-
nieren oder aber strenge Beweise mit vielen technischen Details beladen sind. Das vorliegende
Werk stellt nach Meinung des Rezensenten einen erfolgreichen Versuch dar, diesen Schwierig-
keiten zu begegnen.

Kap. I bringt als Vorbereitung eine moderne Darstellung des einfachsten Problems der
Variationsrechnung (Eulersche Gleichung, Jakobis notwendige Bedingung). Danach wird in
Kap. II das det. Kontrollproblem anhand von Beispielen motiviert und der Zusammenhang mit
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den Variationsproblemen von Bolza, Lagrange und Mayer diskutiert. Sodann wird die zentrale
notwendige Optimalititsbedingung (,,Pontrjagins Prinzip*) sorgfiltig formuliert, auf verschiedene
Beispiele (z. B. Mondlandeprobleme) angewandt, fiir zwei besonders durchsichtige Spezialfille
und danach allgemein (mit Hilfe eines abstrakten nichtlinearen Optimierungsproblems) bewiesen.

Kap. III behandelt die Frage der Existenz und der Stetigkeit optimaler Steuerungen.

Hier spielen Konvexititsbedingungen eine wesentliche Rolle und es miissen fiir eine abgerundete
Theorie anstelle der in den Kap. I und II beniitzten stiickweise stetigen Steuerungen nun Lebesgue-
integrierbare zugelassen werden. Kap. IV bringt die wichtige Methode der dynamischen Optimie-
rung (fiir stetigen Zeitparameter) und den Begriff der feedback-Kontrollen. Es wird die partielle
Differentialgleichung erster Ordnung fiir die sog. Wertfunktionen hergeleitet, aus welcher sich
hinreichende Optimalititsbedingungen ergeben. Das Analogon zur Charakteristikenmethode fiihrt
zu den gewdhnlichen Differentialgleichungen des Pontrjaginschen Prinzips, womit dessen Zusam-
menhang mit der Methode der dynamischen Optimierung geklart ist. Kap. V (Stochastische Diffe-
rentialgleichungen und Markoffsche Diffusionsprozesse) dient der Vorbereitung der stochastischen
Kontrolltheorie, kann aber auch als lesenswerte Einfiihrung in das Thema (unabhingig von allen
anderen Kapiteln) empfohlen werden. Die Darstellung schlieft sich an das bekannte Buch von
Gikhman/Skorokhod, Stochastic Differential Equations, Springer Verlag 1972, an; auf Beweise
wird oft zugunsten von motivierenden Beispielen und Diskussionen verzichtet. Natiirlich spielt
der Begriff des stochastischen Integrals von K. Ito eine wesentliche Rolle. Das abschliefende
Kapitel VI behandelt dann die optimale Steuerung Markoffscher Diffusionsprozesse (vorwiegend
fiir den Fall vollstindiger Information) mit der Methode der dynamischen Optimierung, wobei
der Zusammenhang zwischen stochastischen Differentialgleichungen und der parabolischen par-
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Wertfunktion von entscheidender Bedeutung
ist. Von den anderen behandelten Themen ist besonders das sog. Separationsprinzip zu nennen.
Der Anhang enthilt spezielle Resultate aus Analysis und Wahrscheinlichkeitstheorie, am Ende
jedes Kapitels findet man Aufgaben. Die Einleitungen der Kapitel geben einen informativen Uber-
blick iber Stoffauswahl und Vorgehen. ‘

Auf verhiltnismiig kleinem Raum wird der Leser in exakter und didaktisch sehr anspre-
chender Form in ein mathematisch hochinteressantes Gebiet eingefiihrt und ihm Ausblicke auf
weitergehende Studien eroffnet. Man darf dieses Werk sowohl theoretisch als auch angewandt
arbeitenden Mathematikern uneingeschriinkt empfehlen.

Karlsruhe K. Hinderer
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Das Buch wendet sich an Studenten nach dem ersten Semester mit gewissen mathemati-
schen Vorkenntnissen, insbesondere in der Analysis einer Variablen. Es behandelt die
Differentialrechnung mehrerer Variablen, die Theorie der gewdhnlichen Differentialglei-
chungen und die Integration von Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten. Unter den
Anwendungen findet man den Kalkiil der Vektor- und Tensoranalysis, aber man findet
auch geometrische Anwendungen, wie z. B. einen sehr einfachen Beweis des Brouwer-
schen Fixpunktsatzes.

Aus dem Inhalt: Kurven im Rn, differenzierbare Abbildungen, Taylorentwicklung, lokales
Verhalten unter Nebenbedingungen / Umkehrabbildungen, Enveloppen / Differentialglei-
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Das Buch gibt auf der Basis der elementaren Ring- und Modultheorie eine Einfiihrung
in die gewbhnliche und modulare Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Der Leser wird
dabei mit wesentlichen Hilfsmitteln und grundlegenden Methoden vertraut gemacht, die
in der aktuellen Forschung auf diesem Gebiet von Bedeutung sind.

Aus dem Inhalt: Ring- und modultheoretische Grundlagen / Halbeinfache Gruppenalgebren
/ Induzierte Moduln und Charaktere / Charaktere der symmetrischen Gruppe / Relativ
projektive Moduln / Defektgruppen / Green-Korrespondenz und Brauer-Homomorphismus
/ Blockstruktur der symmetrischen Gruppe
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1980. ca. 200 Seiten mit zahlreichen Bildern, Beispielen und Aufgaben.
(Mathematik fir die Lehrerausbildung) ISBN 3-519-02706-2
Kart. DM 24,80

In diesem Buch werden solche Strukturen und Begriffe der Algebra erértert, die fiir den
Mathematikunterricht auf allen Schulstufen von grundlegender Bedeutung sind. Die Be-
ziehungen der Begriffe homomorphe Abbildung, Partition, Aquivalenz- und Kongruenz-
relation, Gruppe und Normalteiler, Ring und Ideal erméglichen an zentralen Stellen des
Buches eine genetische Entwicklung der Begriffe und Einsichten. Diese Vorstellungen
werden vertieft durch Einblicke in die Theorie endlicher Gruppen, durch die Betrachtung
einiger Beziige zum praktischen Rechnen und konstruktiver Verfahren zur Gewinnung
algebraischer Strukturen. In jedem Kapitel werden didaktische Beziige aufgezeigt.

Aus dem Inhalt: Gruppoide und Untergruppoide / Homomorphismen und Partitionen /
Elemente der Gruppentheorie: Homomorphismen, Gruppen der Ordnungen 6 bis 12 /
Ringe: Regeln fiir das Rechnen in Ringen, Ringhomomorphismen und Partitionen, Endo-
morphismen- und Polynomringe, Lésung algebraischer Gleichungen
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Ein axiomatischer Aufbau ohne Anordnungsbegriff

Von Dr. rer. nat. H. KINDER, Kiel, und Prof. Dr. rer. nat. U. SPENGLER,
Padagogische Hochschule Kiel

1980. ca. 160 Seiten mit 116 Bildern und 153 Aufgaben.
(Mathematik fiir die Lehrerausbildung) ISBN 3-519-02710-0
Kart. DM 22,80

Ausgehend von den fiinf Grundbegriffen Punkt, Gerade, inzident, senkrecht, Bewegung
und sechs Axiomen vom Verbinden, Schneiden, Lotfédllen und Spiegein wird die Geo-
metrie der euklidischen Geometrie bis zur volistdndigen Ubersicht (ber alle Typen von
Bewegungen in einer Allgemeinheit entwickelt, die endliche Modelle einschlieBt. Zusam-
men mit dem Folgeband: ,Von der euklidischen Geometrie zur linearen Algebra“ wird
der mathematische Hintergrund der Geometrie fiir die Sekundarstufe | abgedeckt.

Aus dem Inhalt: Punkt, Gerade, Inzidenz, Orthogonalitdt und Bewegung als Grundbe-
griffe / 6 Axiome vom Verbinden, Lotfédllen, Schneiden und vom Bewegen eines gleich-
schenkligen Dreiecks / Ein Modell mit 9 Punkten / Spiegelungen, Drehungen, Translatio-
nen, Gleitspiegelungen und Untergruppen der Bewegungsgruppe / Beweise elementar-
geometrischer Satze durch Rechnen mit Bewegungen / Analytische Geometrie als Modell
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