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Konvexitit in riemannschen Mannigfaltigkeiten*)

R. Walter, Dortmund

Zu Beginn dieses Jahrhunderts hat Hermann Minkowski [1900] auf der Jah-
restagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in Aachen einen Vortrag gehal-
ten mit dem Titel ,,Uber die Begriffe Linge, Oberfliche und Volumen*‘. Minkowski
hat darin auf eine neuartige Weise die Oberfliche konvexer Kérper eingefithrt und
sie zu dem Begriff verallgemeinert, der heute als ,,gemischter Inhalt* bezeichnet wird.
Diese Uberlegungen miindeten spiter in das Herzstiick der klassischen Konvexgeome-
trie, die Brunn-Minkowskische Theorie. Im weiteren Verlauf hat die Konvexitit in
wachsendem Mafie Eingang in die Analysis gefunden und dabei teilgenommen an
der allgemeinen Entwicklungstendenz vom Anschauungsraum iiber n-dimensionale
Riume und Funktionenriume hin zu topologischen Vektorriumen. Auf allen diesen
Ebenen brachte die Konvexitit immer wieder fruchtbare und anschauliche Elemente
ein. Zur Orientierung iiber diese Entwicklung sei z. B. verwiesen auf die Biicher von
Bonnesen/Fenchel [1934], Valentine [1968] und Alfsen [1971] sowie die Berichte
von Saskin [1973] und Schneider [1979].

Hier geht es um eine andere Verallgemeinerung der Konvexitit, namlich um
den Schritt vom Linearen zum Nichtlinearen im Rahmen der riemannschen Mannig-
faltigkeiten. Diese geoditische Konvexitit hat sich in den letzten Jahren zu einem
wichtigen Instrument der Differentialgeometrie entwickelt. Seit den grundlegenden
Arbeiten von Bishop/O’Neill [1969] fiir den Fall nichtpositiver Kriimmung und von
Gromoll/Meyer [1969] und Cheeger/Gromoll [1972] fiir den Fall nichtnegativer
Kriimmung haben Konvexititsiiberlegungen entscheidend zur Lésung interessanter
Probleme beigetragen und zwar hauptsichlich bei vollstindigen, nichtkompakten
Riumen, z. B. zu minimalen Untermannigfaltigkeiten (Ii [1972]), zum Satz von
Gauf/Bonnet/Chern (Walter [1975.b]), zur Strukturtheorie solcher Riume (Burago
[1976], Greene/Wu [1976], [1979], Wu [1979]), zur Analysis subharmonischer Funk-
tionen (Greene/Wu [1974]) und zum globalen Verhalten von Geoditischen (Thor-
bergsson [1977], [1978], Bangert [1980.a], [1980.c], [1980.d)).

Solche Anwendungen legten es nahe, konvexe Mengen und Funktionen in
riemannschen Mannigfaltigkeiten als eigenstindige Objekte unter moglichst allge-
meinen Bedingungen zu untersuchen. Insbesondere sollte die Tragweite der Resul-
tate nicht durch zusitzliche Regularititsannahmen eingeschrinkt werden. Diese be-
reits im Euklidischen wesentliche Forderung ist hier ganz entscheidend, da im rie-
mannschen Falle fundamentale Approximationsfragen noch ungeldst sind.

*) Hervorgegangen aus dem Hauptvortrag auf der Jahrestagung der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung in Aachen 1978.
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2 R. Walter

Der vorliegende Bericht befafit sich mit dem bislang erfolgten Aufbau einer
geoditischen Konvexititstheorie und einigen wichtigen Anwendungen, entsprechend
den Tendenzen, die durch die Arbeiten von Karcher [1968], Bishop/O’Neill [1969],
Cheeger/Gromoll [1972], Greene/Wu [1973] und Walter [1974], [1976] angeregt
wurden. Auch einige offene Fragen werden erwihnt. Natiirlich besitzt man zur Zeit
noch kein volles Aquivalent zu der ausgedehnten Konvexititslehre der reellen Vek-
torrdume. Das ist kein Wunder; denn schon einfache Erscheinungen kénnen sich
géinzlich anders darbieten, und manche natiirliche Frage hat sich als duBerst hartnik-
kig erwiesen (fiir einige iiberraschende Phinomene sei auf Abschnitt 2 verwiesen).
Andererseits lassen sich gewisse Teile in grofler Analogie auf den riemannschen Fall
iibertragen, wenn auch die Beweise subtiler ausfallen.

Unser Hauptinteresse gilt allgemeinen konvexen Objekten in endlich dimen-
sionalen, randlosen riemannschen Mannigfaltigkeiten unter dem Gesichtspunkt ihrer
reellen Struktur. Komplex-analytische Aspekte, obwohl von erheblicher Bedeutung,
mufdten aus Raumgriinden ausgeklammert bleiben. Dasselbe gilt von speziellen Kon-
vexitatsfragen bei konstanter Kriimmung und von méglichen Erweiterungen auf all-
gemeinere als riemannsche Strukturen. Zur Konvexitétstheorie in metrischen Riu-
men sei auf die Werke von Busemann [1955] und Rinow [1961] hingewiesen.

Die Arbeit ist in folgende Abschnitte eingeteilt:

. Grundbegriffe

. Einige Phinomene

. Fundamentale Eigenschaften und Charakterisierungen

. Konvexe Approximation

. Feinstruktur

. Rdume von konvexen Mengen und geometrische Funktionale
. Existenzfragen und Anwendungen

Literatur

Den Herren V. Bangert (Freiburg) und N. Kleinjohann (Dortmund) mochte
ich fiir ihre Hilfe und Ratschldge beim Abschluf} des Manuskriptes danken.

NN AW =

1 Grundbegriffe

In der ganzen Arbeit bezeichnet (M, ¢, }) eine riemannsche Mannigfaltigkeit
ohne Rand der Dimension m = 2, die von der Differentiationsklasse = sowie
Hausdorffsch, zusammenhingend und parakompakt angenommen sei. Statt &~
wird synonym das Wort glatt gebraucht. Vollstindigkeit von M wird nicht genere!l
vorausgesetzt. Im folgenden wird an einige weitere Grundbegriffe der riemannschen
Geometrie erinnert; fiir Einzelheiten sei auf Gromoll/Klingenberg/Meyer [1975]
verwiesen.

Die Bezeichnungen fiir den Tangentialraum von M in p €M, das Tangenten-
biindel und das Einheitstangentenbiindel seien T,M, TM und T'M. Eine Kurve in M
wird als stetige, stiickweise stetig differenzierbare Abbildung c eines Intervalles
I C R in M aufgefafit; ist I = [a, b] kompakt, so heifdt ¢ eine Kurve von c(a) nach
c(b). Die Distanz d(p, q) zweier Punkte p, ¢ EM ist das Infimum der Bogenldngen
aller Kurven von p nach q; sie macht M zu einem metrischen Raum. Eine Geoditi-
sche c:1 > M wird hier stets als normal angenommen, d. h. nach der Bogenlinge para-
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metrisiert; ist I = [a, b] kompakt, so heifit ¢ auch geoditisches Segment. Eine Geo-
ditische ¢:I - M wird Kiirzeste genannt, wenn fiir alle Teilintervalle [«, f] C I gilt
d(c(w), c(8)) =B — «; ist in diesem Fall I = [0, e[ bzw. I = R, so heift c geoditischer
Strahl bzw. geoditische Linie. Gibt es genau eine Kiirzeste von p nach q, so wird ihre
(als orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand aufzufassende) Bildmenge durch
[pq] bezeichnet (ferner sei [pq[ := [pq]\ {q}, usw.). In diesem Fall bezeichnet
®(p, q) den Anfangsvektor der Kiirzesten von p nach q in p der Lange d(p, q). Die
Symbole V und exp bezeichnen den Levi-Civita-Zusammenhang und die zugehorige
Exponentialabbildung von M. Fiir eine glatte Funktion f:M - R ist grad f das Gra-
dientenvektorfeld und V*f die Hesseform. Mit K wird die Schnittkriimmung von M
bezeichnet. o

Fiir eine Teilmenge A von M haben die Symbole A, A, dA die uibliche Bedeu-
tung des Inneren, der abgeschlossenen Hiille und des Randes im Sinne der mengen-
theoretischen Topologie. Mit C ( C) wird die (echte) Inklusion von Mengen bezeich-
net. Die (Guflere) Distanzfunktion p®:M — R der Menge A # Q ist definiert durch
p™(q) :=inf {d(p, @) |p € A}.Firrq & A gilt p*(q) = p** (q). Gibt es zu einem
q € M einen Punkt " € A mit d(q, q*) = p*(q), so heifit q" ein Fufpunkt von
qin A und jede Kiirzeste von q* nach q ein Lot von q auf A (oder von A in q").Diein
allen Punkten q € M mit eindeutig existierendem FufSpunkt q" definierte Abbildung
q~> q" wird die metrische Projektion von A genannt und im folgenden durch £A be-
zeichnet. Fiir A % M spielt auch die innere Distanzfunktion pa ‘= pM\A eine Rolle; fiir
p € Agilt pa(p) =p%*(p). Die beiden Distanzfunktionen lassen sich zu der signierten
Distanzfunktion py ‘= p® — pa zusammenfiigen. Fiir jedes r = 0 besteht die dufere
(bzw. innere) Parallelmenge A' (bzw. A;) von A aus allen ¢ € M mit o2 (Q <r
[bzw. pa (q) =>r]. Da p? lipschitzstetig (mit der Konstante 1) ist, folgt nach einem
Satz von Rademacher (vgl. Federer [1969], p. 216), da® p® fast iiberall in M diffe-
renzierbar ist. Ist M vollstindig, so gilt (Kleinjohann [1979], [1980.2a]): Zu jedem
Differenzierbarkeitspunkt ¢ € M\ A von p# (also fast iiberall in M \ A) existiert
genau ein Fuflpunkt q" und genau ein Lot [q" q] von q auf A, und es ist:

(1.1) (grad p*)q = — ®(q, £*(q))/p* (@)

Bei der Definition der konvexen Grundbegriffe in M treten die Geodétischen
an die Stelle der Geraden. Eine Funktion f:M = R heif3t (geoddtisch) konvex, falls
fir jede Geodaitische c:1 =M die Funktion f © ¢c: I = R gewdhnlich konvex ist. Ist
— f konvex, so heifdt f selbst konkav. Bei Mengen spaltet die Konvexitit in mehrere
Begriffe auf, da Verbindungsgeoditische i. a. weder eindeutig bestimmt noch Kiir-
zeste sind. Eine Teilmenge C C M heifst schwach konvex, wenn fiir alle p, g € C
eine Kiirzeste von p nach q existiert, die ganz in C liegt. Wenn dariiberhinaus eine
solche Kiirzeste stets eindeutig in C ist, so heifst C konvex. Die Menge C ist stark
konvex, wenn fir alle p, ¢ € C genau eine Kiirzeste von p nach q existiert und diese
in C liegt. Die Menge C ist total konvex, wenn jede Geoditische c: [a, b] > M, deren
Endpunkte c(a), c(b) in C liegen, ganz in C enthalten ist. Schlief}lich nennt man C
lokal konvex, wenn zu jedem p € C eine Umgebung U von p existiert, so dafy
C N U stark konvex ist. Mit C ist auch C lokal konvex. Ist C kompakt und zusam-
menhingend, so sprechen wir von einem Korper (mit dem entsprechenden Zusatz,
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z. B. lokal konvex). Es sei K die Menge aller lokal konvexen Kérper C mit
@ CC CMundK,:={C € K|& 0.

Besonders wichtig in dieser Begriffsskala sind die total konvexen Teilmengen,
da sie hiufig den globalen Typ von M widerspiegeln, sowie die lokal konvexen Men-
gen, da diese am wenigsten eingeschrinkt sind. Man sieht leicht, daf das folgende
Implikationsschema besteht (ausgezogene Pfeile):

stark konvex = konvex = schwaclkkonvex
(1.2) i lokal konvex.
total konvex =

Weitere Relationen gibt es i. a. nicht, wie einfache Beispiele zeigen. Ist M vollstdndig,
so impliziert die totale Konvexitat die schwache Konvexitit (gestrichelter Pfeil). Ist
M vollstindig und existiert zwischen je zwei Punkten von M genau eine Geoditische,
so fallen die ersten vier und fiir abgeschlossene und zusammenhingende Mengen

C € M sogar alle fiinf Konvexititsbegriffe zusammen, so daf} gegebenenfalls die Zu-
satze zum Wort ,.konvex‘ entfallen kénnen. Die zuletzt genannten Voraussetzungen
an M sind z. B. erfiillt, wenn M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit ist, d. h. eine voll-
standige, einfach zusammenhingende riemannsche Mannigfaltigkeit mit K < 0 (ein-
fachstes Beispiel: R™).

Eine Menge A C M heifle lokal konkav, wenn M \ A lokal konvex ist. Einen
relativen Konvexititsbegriff werden wir in folgender Form verwenden: Sei C abge-
schlossen und D eine weitere Teilmenge von M mit C C B. Dann heifit C total kon-
vex in D, wenn jede Geoditische c: [a, b] = D mit Endpunkten c(a), c(b) € C
ganz in C enthalten ist. Wiederum ist dann C lokal konvex.

Die Bezeichnung fiir die offenen und abgeschiossenen metrischen Bille mit
Zentrum p € M und Radius r 2 0 wird so gewihlt: B(p,r) := {q € M [d(p, @) <r},
B (p, 1) := {q € M|d(p, @) <r}. Normen von euklidischen Riumen (auch von den
Tangentialriumen von M) werden durch | | bezeichnet, ihre Sphiren durch
§™(r) := {ul lul =1}, r> 0, bzw. durch 8™ fiir r = 1. Wird S™ (r) als riemannsche
Mannigfaltigkeit aufgefafdt, so stets in der kanonischen Weise mit der konstanten
Schnittkrimmung K =r 2.

Zu jedem p € M gibt es eine grote Zahl r(p) > 0, den Konvexititsradius,
so daf fiir 0 <r < r(p) jeder offene Ball in B(p, r) stark konvex und jede Geodi-
tische in B(p, r) Kiirzeste ist. Historisch gesehen, stellten solche Konvexititseigen-
schaften kleiner metrischer Bille die ersten Beitrige zur geoditischen Konvexitit
dar (Whitehead [1932]). Weitere Verschirfungen hat Nijenhuis [1959] angegeben.

2 Einige Phinomene

Eine konvexe Funktion f:M — R ist notwendig stetig. Weitergehende Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften von f, die allein aus der Konvexitit folgen, werden bei
(5.8) besprochen. Da die Menge der Nichtdifferenzierbarkeitspunkte von f dicht in
M sein kann, ist es fiir viele Zwecke erwiinscht, f durch konvexe Funktionen mit
besseren Regularitidtseigenschaften zu approximieren, insbesondere durch konvexe
&= -Funktionen. Die Méglichkeit hierzu ist im euklidischen Raum M = R™ wohlbe-
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kannt und im riemannschen Falle lokal gegeben. Dagegen ist das folgende globale
Approximationsproblem eine der grofen offenen Fragen:

(2.1) Problem Gibt es zu jeder konvexen Funktion f:M — R eine Folge konvexer
&= -Funktionen f,:M — R, die lokal gleichmdpig gegen f konvergiert?

Fiir Teilantworten und das ebenfalls ungeklirte Approximationsproblem bei
konvexen Mengen sei auf Abschnitt 4 verwiesen.

Im folgenden schildern wir einige Erscheinungen, bei denen die Abweichung
vom Euklidischen sich nicht nur als ein offenes Problem darstellt, sondern drastisch
sichtbar wird.

Ist £:M — R eine konvexe Funktion, so folgt leicht, dafs jede Subniveaumenge
Se(a) := 1 (]— o0, a]), & € R, abgeschlossen und total konvex ist. Im Euklidischen
kann umgekehrt jede abgeschlossene konvexe Menge C als Subniveaumenge von
kanonisch bestimmten konvexen Funktionen aufgefafit werden; eine solche Funk-
tion ist etwa die auRere Distanzfunktion p€. Konvexe Funktionen und konvexe
Mengen des euklidischen Raumes sind also im wesentlichen die gleichen Objekte.

Im riemannschen Falle braucht die Distanzfunktion p€ nicht einmal in einer Umge-
bung von C konvex zu sein, wie man an geoditischen Dreiecken auf S? erkennt.

In manchen vollstindigen Mannigfaltigkeiten gibt es sogar total konvexe Kor-
per, die auf keine Weise als Subniveaumenge einer konvexen Funktion auftreten. Es
sei z. B. M die Rotationsfliche, die durch Drehung der Profilkurve L von Figur 2.4)
um die y-Achse entsteht. Fiir eine Teilmenge I der y-Achse bezeichne M; den Teil
von M mit den y-Koordinaten aus I. Dann ist die punktierte Menge C :=M|p,, total
konvex: Aus der Differentialgleichung der Geoditischen (Satz von Clairaut) kann
man leicht ablesen, daf® jede Geoditische, die aus der Menge C heraustritt, diese auf
immer verlifit. Wire C Subniveaumenge einer konvexen Funktion f: M — R, so konn-
ten wir das Mittel von f iiber die Gruppe G der Drehungen Dy, 0 <0 <2, von M
um die y-Achse bilden:

2m

~ L 1
(2.2) T(p) -—ﬁ{ f(Dgp) d6.

Die Funktion f :M = R ist dann wieder konvex. Weiter strebt f auf jedem Meridian
auferhalb C streng monoton wachsend gegen °, und mit f sind auch die Subniveau-
mengen von f unter G invariant. Also gibt es unter diesen Subniveaumengen solche,
deren oberer Rand ein Breitenkreis oberhalb der dicksten Stelle b ist. Diese Mengen
sind aber lings dem Breitenkreis nicht lokal konvex, sondern konkav*). Total kon-
vexe, abgeschlossene Mengen sind also im riemannschen Falle allgemeinere Objekte
als die Subniveaumengen konvexer Funktionen. Lokal ist diese Frage offen:

(2.3) Problem Sei C = C lokal konvex und zusammenhdngend mit C+# 0. Gibt es
zu jedem p € 0 C eine offene Umgebung U von p und eine konvexe Funktion
f:U~>R,s0daC N U= {q € Ulf(q) <0}?

Die Uberraschungen gehen noch weiter: Die bei Figur (2.4) betrachtete Ro-
tationsfliche M enthilt zwar einen total konvexen Koérper C, kann aber nicht durch

*) Ist die Profilkurye durch x = h(y) (h glatt) gegeben, so ist M4 g lings M {4} genau
dann lokal konvex, wenn h' () < 0. ’
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solche Korper ausgeschopft werden. Tatsichlich existiert hier eine maximale lokal
konvexe und zusammenhingende Menge D C M, nimlich D := Mio,5) d. h. jede
lokal konvexe und zusammenhingende Menge C' mit D C C' C M stimmt mit D
iiberein. Man kann dies mittels der Randstruktur (Abschnitt 3) einsehen: Ohne Ein-
schrankung kann C' abgeschlossen vorausgesetzt werden. Wir betrachten dann eine
Stelle q € 9 C' mit minimaler y-Koordinate 1> b. Es gilt Myo,5) € C', und folglich
ist der Stiiztkegel Cy die untere Halbebene zur Gerade T{M ¢ n}in TgM. Daher existiert

y

(2.4) Figur (2.5) Figur

eine Umgebung UvonqinM,soda8 U N C'=U N My, ;1. DaU N My, , lings

U N My,} nur lokal konvex ist, wenn 5 = b gilt, ist der Durchschnitt

My} N 3 C' nicht leer und offen in M{y}. Da er andererseits abgeschlossen in
M{y} ist, folgt M{y} C 8 C' und damit wegen des Zusammenhanges von C’ schlief3--
lich C' = D. Insbesondere braucht es in einer vollstindigen riemannschen Mannigfal-
tigkeit M keine beliebig groflen lokal konvexen Korper zu geben, selbst wenn M dif-
feomorph zum R™ ist und die Krimmung im Unendlichen gegen Null konvergiert.

Als generelle Tatsachen iiber die Nichtexistenz konvexer Objekte seien hier
bereits erwihnt:

(2.6) Satz Auf einer vollstindigen riemannschen Mannigfaltigkeit M mit endli-
chem Volumen existiert keine nicht konstante konvexe Funktion.

(2.7) Satz In einer kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit M existiert kein
total konvexer Korper, der von M und Q verschieden ist,

Satz (2.6) wurde von Yau [1974] mittels dem geoditischen Fluf} auf T'M be-
wiesen. Satz (2.7) folgt aus der Homotopieiquivalenz total konvexer Korper mit M
(Bangert [1977], [1979.b]); vgl. (6.3).

Ist C ein konvexer Koérper des euklidischen Raumes, so gibt es in beliebiger
Nihe von C weitere von C verschiedene konvexe Kérper, z. B. Parallelmengen. Die
Néhe ist dabei im Sinne der Hausdorff-Metrik zu verstehen [Details hierzu in (4.6)].
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Demgegeniiber existieren im riemannschen Falle isolierte 1okal konvexe Korper. Ein
einfaches Beispiel kann auf folgende Weise konstruiert werden: Es sei M die kom-
pakte Rotationsfliche, die durch Drehung der Kurve A von Figur (2.5) um die
y-Achse entsteht. Die punktierte Menge C := Mo . ist ein lokal konvexer Korper,
der in folgendem Sinne isoliert ist: Ist C' ein lokal konvexer Korper mit

Mio,5; € C' C M, so folgt C' = C. Der Nachweis kann mit den gleichen Argumen-
ten wie bei Figur (2.4) gefithrt werden. Hieran sieht man auch, dafl weder die innere
Distanzfunktion p¢ in C konkav noch die dufiere Distanzfunktion o€ in M\ C kon-
vex zu sein braucht, entgegen der euklidischen Situation. Allerdings verhessert sich
dieses Verhalten beim Ubergang zu anderen Kriimmungsverhiltnissen; vgl. die Sitze
(5.9) und (7.2).

Eine der ersten Beobachtungen Minkowskis war die Monotonie der Oberfli-
che: Sind C, D konvexe Korper des euklidischen Raumes mit C C D, so gilt fiir ihre
Randvolumina »(C) < »(D). Fiir lokal konvexe Korper in riemannschen Mannigfal-
tigkeiten wird dies selbst in sehr einfachen Situationen falsch: Es sei D eine (dreh-
symmetrische) Schale um den Scheitel eines Rotationsparaboloides und C eine Half-
te von D, ausgeschnitten durch eine Meridianparabel. Dann gilt C C D, aber bei ge-
niigend grofier Hohe von D wird wegen des hinzukommenden Parabelbogens
v(C) > v (D). Die Suche nach geeigneten Bedingungen fiir die Monotonie stellte sich
als iiberraschend schwierig heraus. Neuerdings gab Bangert [1979.b] eine interessante
Losung (vgl. Abschnitt 6).

Schliefilich sei auf den Satz von Helly (vgl. Valentine [1968], Satz 6.1) aus
der kombinatorischen Konvexititstheorie hingewiesen: Im euklidischen R™ besagt
dieser, dafy der Durchschnitt einer Familie konvexer Korper, von denen je m + 1
einen nichtleeren Durchschnitt besitzen, nichtleer ist. Selbst fiir stark konvexe Kor-
per auf der Sphire S™ ist dieser Satz falsch, wie man an den m + 2 Kugelkappen
sieht, die aus 8™ von den Seiten eines S™ einbeschriebenen reguliren Simplexes
ausgeschnitten werden. In diesem Zusammenhang spielt allerdings die Sphire unter
den moglichen topologischen Typen eine Ausnahmerolle (vgl. Debrunner [1970]
und Kleinjohann [1979], [1980.c]).

3 Fundamentale Eigenschaften und Charakterisierungen

Konvexe Objekte besitzen zunidchst Verbindbarkeits- und Stiitzeigenschaf-
ten, durch die sie sich umgekehrt kennzeichnen lassen. Allerdings entfillt im riemann-
schen Falle alles, was lineare Stiitzgebilde in der Mannigfaltigkeit M selbst erfordert,
da i. a. weder ,,Hyperebenen‘ noch ,,lineare Funktionale‘ existieren. An ihre Stelle
treten lineare Objekte in den Tangentialriumen oder nichtlineare Objekte in M.

Wir besprechen zunichst einige Eigenschaften einer lokal konvexen Menge
Cin M, die als zusammenhdngend vorausgesetzt wird. Das relative Innere int (C) von
C ist definiert als die Vereinigung aller in C enthaltenen Untermannigfaltigkeiten
von M maximaler Dimension, und der Relativrand von C ist bd (C) := C \ int (C).
Das relative Innere ist eine zusammenhingende total geoddtische (insbesondere
glatte) Untermannigfaltigkeit von M, deren Dimension die Dimension von C genannt
und mit dim C bezeichnet wird. Es gilt int (C) = int (C) und C = int (C). Ist der Rela-
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tivrand bd (C) nicht leer, so ist er eine (i. a. unzusammenhingende) topologische
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension dim C — 1. Beziiglich feinerer Eigen-
schaften von bd (C) sei auf (5.7) verwiesen. Fiir p € C ist der Konvexititsradius

rc (p) von C in p definiert als das Supremum aller e € ]0, r(p)][, fiir die

C N B(p, €) stark konvex ist. Wie beim gewodhnlichen Konvexititsradius beweist
man die Stetigkeit von r¢ als Abbildung von C in R U oo, Es gilt rz (p) 2 rc (p). Der
Stiitzkegel C, von C in p besteht aus den Anfangsvektoren aller Kiirzesten [pq] mit
p#q € int (C) N B(p, rc(p)) und ihren positiven Vielfachen; er dndert sich nicht
beim Ubergang von C zu C. Bezeichnet T,C fir p € int (C) den Tangentialraum
von int (C), so gilt T,C=C, U 0, und man kann die Zuordnung p = T,C stetig
auf bd (C) fortsetzen, indem man T,C fir g € bd (C) als die lineare Hiille von Cq
definiert. Dann ist C; offen und gewohnlich konvex in T,C. Eine Stiitzebene von
C, im Nullpunkt von T,C heifit Stiitzebene von C in q € bd (C). Die Menge aller
Stiitzebenen von C in allen Punkten von bd (C) ist abgeschlossen im Biindelraum
aller Ebenen der Dimension dim C — 1 iiber M. Zup &€ Cist der dufere Normalen-
kegel C§von C in p definiert als Dualkegel zu C,, d. h. p={u € TpMI(u, v)<O
fur all v € C,}. Die Elemente u # 0von C# sind die duferen Normalenvektoren

von Cin p. Genau fir p € 9 Cist C; # 0. Die meisten dieser Tatsachen sind bei
Cheeger/Gromoll [1972] bewiesen.

Ist bd (C) # @, so kann C mittels Projektion von innen iiber jeden Punkt von
bd (C) hinaus lokal fortgesetzt werden (Walter [1976]), und Bangert [1977] hat ge-
zeigt, wie solche lokalen Fortsetzungen global zu einer Untermannigfaltigkeit N der
Dimension dim C verschmolzen werden kénnen, die C enthilt und zusammenhin-
gend, aber aufierhalb von int (C) i. a. nicht totalgeoditisch ist. Da C auch in N lokal
konvex ist, erlaubt diesg Aussage hédufig eine Beschrinkung auf den Fall dim C = m;
in diesem gilt int (C) =C und bd (C) =9 C.

Nun sei A eine beliebige Teilmenge von M und p € 9 A. Eine Hyperebene
H C T M heifdt Stiitzelement von A in p, wenn ein € mit 0 < e <r(p) existiert, so
daf’ die Anfangsvektoren aller Kiirzesten [pq] mitp#*q € A N B(p, €) in einem
der durch H gegebenen abgeschlossenen Halbriume von T,M liegen. Das Supremum
dieser € heifdt dann der Radius des Stiitzelementes. Ist C lokal konvex in M, so ist
jede Stiitzebene von C in einem Stiitzelement von C enthalten, im Falle dim C =m
fallen die beiden Begriffe zusammen. Eine mogliche Charakterisierung der lokalen
Konvexitit lautet:

(3.1) Satz Eine offene und zusammenhdngende Teilmenge U von M ist dann und
nur dann lokal konvex, wenn folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

(i) In allen Punkten q € 0U existiert ein Stiitzelement von U.

(ii) Zu jedem q € oU existiert ein { mit 0 <¢ <r(q), soda U N B(q, )
zusammenhdngend ist.

Im euklidischen Fall kann der Teil (ii) weggelassen werden, und die Aussage
geht dann in den Satz von Tietze iiber, vgl. Valentine [1968], Satz 4.10. Allgemein
ist Teil (ii) nicht entbehrlich; das sieht man am Beispiel eines geoditischen Dreiecks
auf einem Zylinder mit einer Doppelspitze. Die Notwendigkeit von (i) und (ii) ist
nach dem Voranstehenden klar. Zum Beweis des Hinreichens iiberlegt man, dafy
der Durchschnitt U M B(q, {) in jedem seiner Randpunkte ein Stiitzelement besitzt
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und leitet daraus ab, da} die Punkte dieses Durchschnitts, deren Verbindungskiirze-
ste mit einem festen Punkt diesen Durchschnitt nicht verlassen, einen zugleich offe-
nen und abgeschlossenen Teil bilden. Wird U M B(q, ¢) nicht als zusammenhingend
vorausgesetzt, so folgt aus (i) immer noch die starke Konvexitit jeder Zusammen-
hangskomponente von U M B(q, ¢) und damit ihre Struktur als Mannigfaltigkeit
mit Rand (5.7). Daraus folgt (Alexander [1978]), dafl die obige Kennzeichnung rich-
tig bleibt, wenn anstelle von (ii) gefordert wird, daf’ d U eine topologische Hyper-
fliche yon M ist. Wird statt U eine abgeschlossene, zusammenhingende Teilmenge

A mit A # (@ betrachtet, so kann die Bedingung (ii) ersetzt werden durch die Forde-
rung, daB die Radien der nach (i) existierenden Stiitzelemente lokal von Null weg
beschrinkt sind (Bangert [1977], [1978.b]). Weitere lokale Kennzeichnungen durch
Stiitzeigenschaften sind von Burago/Zalgaller [1974] aufgestellt worden. Im vollstin-
digen Falle lassen sich die obigen Argumente fiir die Konvexitit von U N B(q, {)
globalisieren (Karcher [1968]). Auf diesem Wege erhilt man:

(3.2) Satz Eine offene und zusammenhdingende Teilmenge U einer volistindigen
Mannigfaltigkeit M ist dann und nur dann konvex, wenn in allen Randpunkten von
U ein Stiitzelement von U existiert und U seinen Schnittort nicht trifft.

Eine solche Menge U liegt samt ihrem Rand 9 U ganz im Definitionsgebiet
eines geoditischen Polarkoordinatensystems um einem beliebigen Innenpunkt von
U, und ist der Abschluf U kompakt, so erweist er sich in naheliegender Weise als
homoéomorph zum m-dimensionalen abgeschlossenen Einheitsball. Analoge Unter-
suchungen fiir schwach und stark konvexe Mengen wurden von Alexander [1978]
durchgefiihrt.

Die Konvexitit einer Funktion f:M — R 143t sich auch im riemannschen
Falle leicht auf die Konvexitdt von Mengen zuriickfitlhren. Dazu betrachtet man
den Epigraph E; := {(p, t) € M X R|f(p) < t}. Die Funktion f ist genau dann kon-
vex, wenn der Epigraph E; total konvex im riemannschen Produkt M X R ist
(Udriste [1977]).

An die Stelle des Satzes von Bruckner (vgl. Valentine [1968], Satz 10.4),
der gewohnlich konvexe Funktionen durch lineare Stiitzfunktionale charakterisiert,
kann folgende Aussage treten:

(3.3) Satz Eine Funktion f:M — R ist konvex genau dann, wenn f stetig ist und
wenn zu jedem p € M eine offene Umgebung U von p und eine € -Funktion
h:U — R existieren, so daf gilt:

(a) h(q) <f(q) fiiralleq € U;

(b) h(p) =1f(p);

(c) (V*h),>0.

Die Bedingung (c) driickt die positive Semidefinitheit der Hesseform von h
im festen Punkt p aus. Im linearen Fall kann (c) durch die Linearitit von h ersetzt
werden. Den Nachweis von (3.3) liberlegt man etwa so: Ist f konvex vorausgesetzt,
so ist f von selbst stetig (expliziter Beweis bei Bangert [1977], [1979.a]), und die
Existenz von U und h folgt aus der Existenz eines Stiitzelementes des Epigraphs E¢
im Punkt (p, f(p)), da dieses bijektiv auf TpM projizierbar ist. Wird umgekehrt die
Stetigkeit von f und die Existenz von U und h vorausgesetzt, so kann die Konvexi-
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tit von f aus dem entsprechenden Satz fiir ggewohnlich konvexe Funktionen einer
Verinderlichen geschlossen werden.

Eine abgeschlossene und zusammenhingende lokal konvexe Menge C des
euklidischen Raumes ist nach Tietze und Nakajima konvex; vgl. Valentine [1968],
Satz 4.4. Im riemannschen Falle braucht eine solche-Menge C keine der anderen
Konvexitdtseigenschaften von Abschnitt 1 zu besitzen. Jedoch kann man zu je
zwei Punkten p, q von C mit dem Verfahren der Minimalfolge eine Geoditische von
p nach qin C konstruieren, vorausgesetzt M ist vollstindig oder C ist kompakt. Die
Linge dieser Geoditischen ist dann gleich dem Wert der inneren Metrik de (p, q),
der definiert ist als Infinum der Bogenlingen aller Kurven in C von p nach q. Genau-
so kann man in jeder Homotopieklasse von Kurven in C von p nach q eine Geod-
tische aussondern. Solche Verfahren wurden von Thorbergsson [1977], [1978] be-
nutzt, um auf jeder nichtzusammenziehbaren vollstindigen riemannschen Mannig-
faltigkeit mit K > 0 aufSerhalb einer kompakten Teilmenge eine geschlossene Geo-
ditische nachzuweisen. Umgekehr ist die Existenz ,,relativer* Kiirzester allein noch
nicht hinreichend fir die lokale Konvexitit. Insgesamt ergibt sich (Bangert [1977],
[1978.b]):

(3.4) Satz Eine abgeschlossene und zusammenhdngende Teilmenge A einer voll-
stindigen riemannschen Mannigfaltigkeit M ist dann und nur dann lokal konvex,
wenn sie lokal zusammenhidnged ist und zu je zwei Punkten p, q € A eine Geodi-
tische von M in A von p nach q der Linge da (p, q) existiert.

Der Rand einer lokal konvexen Menge C # M mit dim C = m ist eine abge-
schlossene Hyperfliche, die fiir sich genommen ebenfalls Stiitzelemente besitzt,
nédmlich dieselben wie C. Eine wichtige Frage ist: Gegeben eine abgeschlossene Hy-
perfliche P von M, aus welchen Eigenschaften von P allein folgt, daf P Rand einer
lokal konvexen Menge ist? Fir M = R™ hat Hadamard hierauf im Jahre 1897 eine
erste Antwort gegeben; vgl. Wu [1974] fiir historische Kommentare iiber solche
Hadamard-Sitze im euklidischen Fall. Der folgende Hadamard-Satz fiir Hadamard-
Mannigfaltigkeiten wurde von Alexander [1977] aufgestellt:

(3.5) Satz Sei M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit (vollstindig, einfach zusammen-
hingend und K < 0), und sei x: Q > M eine glatte Hyperflichenimmersion einer
kompakten zusammenhdngenden orientierbaren Mannigfaltigkeit Q der Dimension
m — 1 = 2und N ein stetiges Normaleneinheitsvektorfeld lings x. Kann N so ge-
wdhlt werden, daf3 die zweite Fundamentalform Z von x beziiglich N positiv semi-
definit wird, dann ist x eine Einbettung auf den Rand eines konvexen Korpers der
Dimension m in M.

Eine lokale Variante dieses Satzes fiir Hyperflichen P C M der Klasse% ¢
ohne Kriimmungsannahmen iber M wurde von Bishop [1974] angegeben. Aber
selbst die lokale Situation ist heikel; bislang ist es nicht gelungen, die Regularitits-
annahmen deutlich abzuschwichen. Die Hauptschwierigkeit bei Satz (3.5) ist die
Injektivitat von x. Ihr Nachweis beruht auf der Konstruktion einer ,,GauBabbildung
v auf einen endlichen Himmel: Es sei B ein metrischer Ball in M, der x (Q) enthiilt,
und zu jedem q € Q sei y(q) der Schnittpunkt des Strahles t = exp t N(q) mit dB.
Dann ist v wegen des Fehlens konjugierter Punkte in M ein lokaler und wegen der
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Diffeomorphie von 9B und S™ ! ein globaler Diffeomorphismus. Wire x nicht in-
jektiv, so fiihrte die Betrachtung derjenigen Stellen q € M, fur welche die genann-
ten Strahlen das Bild x(Q) in maximaler Entfernung schneiden, zu einem Wider-
spruch zur Injektivitit von . Dabei hat man o. g. lokale Variante einzubringen. Der
Jordan/Brouwersche Trennungssatz liefert schlielich den gewiinschten konvexen
Korper.

Der Satz (3.5) gilt in dieser Form nicht bei beliebigem Kriimmungsvorzei-
chen. Wie man ihn geeignet abiandern kann, scheint offen zu sein. Im Hinblick auf
die weitergehenden Resultate des euklidischen Falles wiren solche Verallgemeine-
rungen sehr interessant.

Eine grofe Rolle in der Theorie der reellen normierten Vektorrdume spielt
der Zusammenhang zwischen konvexen Mengen und den sog. Tschebyscheff-Mengen,
das sind Mengen, fiir die die metrische Projektion iiberall definiert ist. Im euklidi- -
schen Fall koinzidieren die beiden Mengenklassen (Satz von Bunt und Motzkin).
Bereits der Hilbertraumfall und erst recht der Banachraumfall ist offenes Terrain
mit erheblicher Bedeutung fiir die Approximationstheorie; vgl. den zusammenfas-
senden Artikel von Vlasov [1973]. Im riemannschen Falle ist neben der Eindeutig-
keit der Fufipunkte auch die der Lote von Bedeutung: Eine Tschebyscheff-Menge
A C M sei einfach genannt, wenn zu jedem Punkt @ € M genau eine Kiirzeste vom
Fufpunkt £ (q) nach q existiert. Es besteht hier eine starke Abhéngigkeit vom
Krimmungsvorzeichen. Bishop/O’Neill [1969] zeigen einerseits:

(3.6) Satz Eine total konvexe abgeschlossene Teilmenge A einer vollstindigen rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M mit K < 0 ist stets einfache Tschebyscheff-Menge.

Andererseits hat Kleinjohann [1979], [1980.b] mit Hilfe der Grundkonstruktion
von Cheeger/Gromoll (7.3) den folgenden Satz erhalten:

(3.7) Satz Eine abgeschlossene einfache Tschebyscheff-Menge A einer vollstindi-
gen riemannschen Mannigfaltigkeit M mit K = 0 ist stets total konvex.

Eine kompakte Mannigfaltigkeit kann keine abgeschlossene einfache
Tschebyscheff-Menge A # M enthalten, wie man aus dem Verhalten der Distanz-
funktion p® in M \ A schlieffen kann. Daher ist der Satz (3.7) nur fiir nicht kompak-
tes M von Bedeutung. Seine Voraussetzungen an die abgeschlossene Menge A C M
sind genau dann erfiillt, wenn p* in M \ A iiberall differenzierbar ist (Kleinjohann
[1980.b]). Satz (3.7) wird falsch, wenn man zu K < 0 iibergeht: Die Grenzkreise
(Horozykeln) der Poincaréschen Halbebene sind einfache Tschebyscheff-Mengen,
die nicht einmal lokal konvex sind.

4 Konvexe Approximation

Die glatte Approximierbarkeit einer stetigen (und konvexen) Funktion
f:R™ — R ergibt sich z. B. aus dem Regularisierungsverfahren mittels Faltung (vgl.
Whitney [1957], p. 373): Man wihlt eine glatte Hockerfunktion 8: R = R mit den
Eigenschaften: § = 0, supp 8 C [—1,1], 8 konstant in einer Umgebung von 0 sowie

@n | BUvhdu=1
RmM
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und setzt fiir jedes € > 0:
21 vl
4.2) f.(x):= o ﬁ[mf(x +v)p ( p ) du.

Dann sind alle f. glatt (und konvex), und es gilt lim f.(x) = f(x) fir € { 0, gleichmi-
Big auf jedem Kompaktum.

Dieses Verfahren kann zwar auf geoditisch konvexe Funktionen iibertragen
werden, es liefert jedoch i. a. keine konvexen Approximationen, sondern nur solche
deren Hesseform eventuell negative (betragsmifig kleine) Eigenwerte besitzt. Ge-
nauer haben Greene/Wu [1973] auf diesem Wege gezeigt:

>

(4.3) Satz Ist f:M —> R konvex und L eine kompakte Teilmenge von M, so exi-
stiert eine offene Umgebung U von L, eine positive Zahl €, und eine Familie von € -
Funktionen f.: U~ R, 0 <e <eg, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Auf L gilt gleichmdfig lim f.(p) = f(p) fiire | 0.

(i) Ist k das Infimum aller Eigenwerte von V* f. auf L, so gilt lim inf k. >0
firel 0.

Giinstiger ist die Situation, wenn die Ausgangsfunktion f strikt konvex ist;
dies bedeutet, dafd f stetig ist und zu jedem Kompaktum L C M ein § > 0 existiert,
so daB fiir jedes geoditische Segment ¢c: [-A, A\] > M mitc(0) € Lund0<A<$§
gilt f(c(N)) — 2f(c(0)) + f(c(—N)) > & A%. (Ist —f strikt konvex so heifdt f selbst
strikt konkav.) Das Regularisierungsverfahren, angewandt auf eine strikt konvexe
Funktion liefert strikt konvexe % “-Approximationen, und in diesem Falle kann

man sogar globalisieren. Das Resultat ist der folgende Approximationssatz (Greene/
Wu [1976]):

(4.4) Satz Zu jeder strikt konvexen Funktion f:M = R und zu jedem € > 0 exi-
stiert eine strikt konvexe @ = -Funktion fo:M = R mit | f — f, | <e.

Da das Quadrat der Distanz von einem festen Punkt p, € M in einer Umge-
bung U, von py strikt konvex und beschrinkt ist, folgt leicht, daf jede blofd kon-
vexe Funktion fin U, gleichmifig durch strikt konvexe €~ -Funktionen approxi-
miert werden kann. Fiir eine Einordnung solcher Approximationsaussagen in allge-
meine Prinzipien und viele verwandte Resultate sei auf Greene/Wu [1979] hingewiesen.
Das allgemeine Approximationsproblem (2.1) ist aber nach wie vor offen.

Als Maf fiir die Anniherung von Mengen bietet sich der Hausdorff-Abstand
an, der fir beliebige, nichtleere Kompakta L;, L, € M so definiert ist:

(4.5) po(Ly, Ly):=inf {¢e=20|L; C(Ly)°und L, C (L,)"}.

Allerdings kontrolliert p, selbst bei lokal konvexen Mengen nicht die Konvergenz
der Rinder, wie man am Beispiel geeigniet abgeschnittener Zylinderbinder einsehen
kann. Deshalb verwendet man besser den folgenden modifizierten Hausdorff-
Abstand p, fur Kompakta mit nichtleerem Rand:

(4.6) p1(Ly, Ly) :=po(Ly, Ly) + po(dL,, dL,).

Wie po hat auch p; die Eigenschaften einer Metrik.
Eine Menge C € K heif’t glatt approximierbar, wenn zu jedem € > 0 ein
C' € K mit ¢~ -Relativrand bd (C') existiert, so da gilt p, (C, C') <e. Auch das
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%= -Approximationsproblem fiir Mengen ist in voller Allgemeinheit ungelost. Die
folgenden hinreichenden Striktheitsbedingungen sind von Bangert [1977], [1978.c]
aufgestellt worden. Ein C € K, heifdt strikt konvex berandet, wenn ein 6 > 0
existiert, so daf fur jeden Punkt p € 98 C und jeden dufieren Normaleneinheits-
vektor N € Cj gilt: Es existiert eine zu N orthogonale ¢ ~-Hyperfliche H C M
mit H N C = {p}, deren zweite Fundamentalform in p beziiglich N nur Eigen-
werte = § besitzt.

(4.7) Satz Ein lokal konvexer Korper C € K, ist glatt approximierbar, wenn eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) Cist strikt konvex berandet.

(b) M hat lings C positive Schnittkrimmung.

(c) M hat lings C negative Schnittkriimmung.

Das Resultat (a) folgt durch Anwendung des Approximationssatzes (4.4) auf
eine geeignete Funktion der dufleren Distanzfunktion p€. Die strikt konvexe Beran-
dung von C impliziert die Konvexitit von p€ und die strikte Konvexitit von z. B.

o := p€ + (p°©)2. Das folgt aus einem Vergleich mit den entsprechenden Funktionen
fur die Hyperflichen H aus der obigen Definition mittels der Jacobi-Felder von
Warner [1966]. Die Subniveaumengen glatter konvexer Approximationen von o lie-
fern die gewiinschten Approximationsmengen fiir C. Die Fille (b) und (c) kann man
auf (a) zuriickfihren, da fir K > 0 die inneren und fiir K < 0 die dufleren Parallel-
mengen, die hinreichend nahe bei C liegen, strikt konvex berandet sind. Ein ver-
wandter Approximationssatz, der eine strikte Konvexititsbedingung an die innere
Distanzfunktion voraussetzt, ist von Sarafutdinov [1973] ohne Beweis angegeben
worden.

Es gibt total konvexe Korper C € K,, die sich nicht durch strikt konvex
berandete Korper C' € K, (also erst recht nicht durch glatte solche Korper) ap-
proximieren lassen. Ein Korper C' dieser Art, auf dem K > 0 gilt, ist nimlich homé-
omorph zu einem abgeschlossenen euklidischen Ball (Cheeger/Gromoll [1972]), und
dasselbe gilt dann nach (6.1) fiir C selbst, wenn nur p, (C, C') hinreichend klein ist.
Zum Beispiel ist aber ein kompaktes Zylinderband total konvex, jedoch nicht homo-
omorph zur Einheitskreisscheibe. Allgemeiner enthilt jede nichtzusammenziehbare
vollstindige und nichtkompakte Mannigfaltigkeit M mit K = 0 aufierhalb einer kom-
pakten Teilmenge total konvexe und nichtzusammenziehbare Korper; vgl. (6.3) und
(7.4). Dafs es im Raume K isolierte Punkte gibt (vgl. das Beispiel bei Figur (2.5)),
ist ein Indiz fiir die folgende

(4.8) Vermutung Das &~ -Approximationsproblem fiir lokal konvexe Korper aus
K, ist fiir m 2 3 nicht allgemein l6sbar.

Im Falle m = 2 erhilt man natiirlich stets lokal konvexe# ~-Approximationen durch
Ausglétten stiick weise geoddtischer Approximationen von innen.

5 Feinstruktur

Im Hinblick auf die Schwierigkeiten des Approximationsproblems ist es von
grofier Bedeutung, direkte Methoden zu entwickeln, also allgemeine konvexe Ob-
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jekte so zu behandeln, wie sie von Natur aus sind. Das erfordert weitergehende Hilfs-
mittel der Analysis, insbesondere der Maftheorie. In diesem Abschnitt wird diese
Entwicklungslinie geschildert. Dazu gehort die Untersuchung der Differenzierbar-
keit ,,fast iiberall* und weiterer Fragen der analytischen und geometrischen Fein-
struktur. Von grofier Bedeutung ist hier die Kategorie der Lipschitz-Mannigfaltig-
keiten, die fiir die vorliegenden Zwecke von Walter [1976] eingefiihrt wurde. Bei
manchen Problemen, z. B. in der Gau3/Bonnet-Theorie, sind diese Resultate die ein-
zigen derzeit verfiigbaren Hilfsmittel.

Im ganzen Abschnitt bezeichnet C eine lokal konvexe Teilmenge mit
@ C C C M, die abgeschlossen und zusammenhingend sei. Soweit C festgehalten
wird, bezeichnen wir die metrische Projektion £€ bzw. die dufere Distanzfunktion
pC durch § bzw. p.

Die metrische Projektion £ spielt hier eine zentrale Rolle. Grundlegend ist
der folgende Satz (Walter [1974]):

(5.1) Satz Es gibt eine offene Umgebung U von C mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die metrische Projektion & ist in U definiert und lokal Lipschitz-stetig,
also fast iiberall in U differenzierbar.
(ii) Zu jedem Punkt q € U existiert genau ein Lot von q auf C und dieses
liegt in U.

Die lokale Lipschitzeigenschaft von £ in U bedeutet, daf zu jedem Punkt
q € U eine Umgebung U, C U von q und eine Lipschitz-Konstante A, existieren,
so dafs d(£(qy), £(q2)) <A - d(qy, q) fiiralle q;, q; € U, gilt. Aquivalent hier-
mit ist die von der Metrik d unabhingige Forderung, daf £ stetig ist und die Koor-
dinatendarstellungen von § lokal Lipschitz-stetig im euklidischen Sinn sind. Der Be-
weis von (5.1) verwendet eine Abschitzung fiir Vierecke aus geodatischen Segmen-
ten, die mit einem Vergleichssatz aus der entsprechenden Situation auf der Sphire
gewonnen wird.

Die Umgebung U wird fiir die folgenden Konstruktionen noch weiter einzu-
schrinken sein. Ist C kompakt, so ist U als Inneres einer duferen Parallelmenge C*
wihlbar.

An allen Differenzierbarkeitsstellen ¢ € U\ C von p besteht derin (1.1)
ausgedriickte Zusammenhang zwischen den lokal Lipschitz-stetigen Abbildungen p
und £. Da @ bei geeigneter Wahl von U an allen in Frage kommenden Stellen von
M X M glatt ist, also die rechte Seite der Gleichung (1.1) in U\ C stetig wird, folgt
deren Gilltigkeit in ganz U\ C wegen der lokal absoluten Stetigkeit von p. Man kann
dies auch direkt nachweisen (garafutdinov [1974], Poor [1974]). Aus (1.1) und
(5.1) ergibt sich dann weiter die lokale Lipschitz-Stetigkeit von grad p, so daf erneut
der Satz von Rademacher anwendbar wird. Man erhilt:

(5.2) Satz Die Umgebung U von C aus Satz (5.1) kann so gewihit werden, daf die
dauflere Distanzfunktion p in U\ C von der Klasse €' und grad p in U\ C Lipschitz-
stetig, also p in U\ C fast iiberall zweimal differenzierbar ist.

Weitere Informationen erhilt man aus den Dilatationen mit Zentrum C; das
sind die Abbildungen h,: U~ U, t €[0,1], definiert durch h,(q) € [q £(q)] und
d(&(q), hy(q)) =t - d(£(q), q). Bei geeigneter Wahl von U definiert diese Schar eine
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starke Deformationsretraktion h: U X [0,1] = U von U auf C, die lokal Lipschitz-
stetig ist. Die Bahnen von h sind die Lote in U, was eine Art Homogenitit in der
Differenzierbarkeit von & impliziert: Enthilt ein Lot in U einen Differenzierbarkeits-
punkt von &, so ist £ in jedem Punkt dieses Lotes differenzierbar. Daraus folgt wei-
ter, daB £ auf jeder duferen Parallelhyperfliche U N 9C" = {q € U|p(q) =1},
r>0, (m — 1) — fast iiberall differenzierbar ist. Jede solche Parallelhyperflache ist
von der Klasse ! und fast iiberall auf sich selbst zweimal differenzierbar.

Eng verkniipft mit den Loten sind die dufleren Normalenvektoren, also die Ele-
mente # 0 der Kegel Cjf fir p € 0C. Wir fithren das (verallgemeinerte) dufere Ein-
heitsnormalenbiindel ' C = 4= {v E T'M|v € C;," fiir ein p € 9C} von Clings
9C ein (das gegebenenfalls zusammen mit der restringierten Projektion T'M - M
betrachtet wird). Beim Auftreten von Ecken, Kanten usw. in 8C machen die Fasern
C: von 4 ,,Spriinge*, d. h. 4" ist kein Faserbiindel im tiblichen Sinne. Trotzdem
besitzt .4 als Teilmenge des Raumes T!'M noch eine Mannigfaltigkeitsstruktur
(Walter [1976]):

(5.3) Satz Das Einheitsnormalenbiindel #"von C lings 9 C ist eine (m — 1)-dimen-
sionale abgeschlossene starke Lipschitz-Untermannigfaltigkeit von T'M.

Dabei heifit eine Teilmenge S einer n-dimensionalen €~ -Mannigfaltigkeit P
eine starke Lipschitz-Untermannigfaltigkeit der Dimension s, wenn S lokal Graph
einer Lipschitz-Abbildung von R® in R*~% ist, d. h. wenn zu jedem p € S eine Karte
¢:U? = A¥ C R™ von P um p existiert, so daf fiir eine offene Menge V C R® und
eine Lipschitz-Abbildung ¥:V = R gilt: o(U¥ N S) = {(x, ¥(x))|x € V}. An-
hand solcher Paare (p, ¥) lassen sich dann (auswahlunabhingig) folgende Begriffe
einfithren: Differenzierbarkeit von S an fast allen Stellen ¢ € S, zugehorige Tangen-
tialriume T,S C TqM, Differenzierbarkeit einer lokal Lipschitz-stetigen Abbildung
hvon S in eine % !-Mannigfaltigkeit Q fast iiberall auf S und zugehorige tangentiale
Abbildungen hiq: TqS = Th(q)Q.

Eine wesentliche Rolle spielt hier eine Abbildung F€ = F, die an den Stellen
q € M\C definiert ist, fiir die genau ein FuBpunkt £(q) und genau ein Lot [£(q)q]
existiert: F(q) sei der Anfangsvektor der Linge 1 dieses Lotes in £(q). Die Abbildung
F ist somit ein Vektorfeld lings ¢ (definiert im Durchschnitt der beiden Definitions-
bereiche). Das Bild von F ist genau das Einheitsnormalbiindel 4", und F ist wie &
auf den Loten konstant. Man kann F als eine Art ,,GauBabbildung* von 8C betrach-
ten; diese ist allerdings nicht auf 8C definiert, wie im differenzierbaren Fall, son-
dern zumindest auf einem geeigneten dufderen ,,Saum‘ U\ C. Werden £ und F auf
U\ C eingeschrinkt, so bleiben die zuletzt genannten Eigenschaften erhalten, und
es gilt dort F(q) = ®(£(q), @) / p(q). Deswegen ist mit &£ auch F in U \ C lokal Lip-
schitz-stetig und an den gleichen Stellen differenzierbar, allerdings ist F i. a. nicht
injektiv. Man erhilt lokal injektive Parametrisierungen von .4/, indem man F weiter
auf die Parallelhyperflichen U N 9C’ einschrinkt. Aus der Tatsache, daf’ eine sol-
che Einschrinkung durch die Exponentialabbildung u + exp(ru) linksinvertiert
wird, ergibt sich mit einem Umkehrsatz in der Lipschitz-Kategorie die lokale Diffeo-
morphie von 4" zu einem Lipschitz-Graph, also die Aussage (5.3).

Das Einheitsnormalenbiindel .# und die Abbildung F spiegeln die relative Kriim-
mungsstruktur, insbesondere auch das Kantenverhalten von 8C wider. Zum Beispiel
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kann ein Punkt p € 38C Ecke von dC genannt werden, wenn Cy die Dimension m
besitzt. Da ein solches Cj eine offene Teilmenge aus 4~ ausschneldet und je zwei
Normalenkegel C5, Cg fur p # q disjunkt sind, kann dC wie im Euklidischen nur ab-
zahlbar viele Ecken haben.

Eine wichtige Anwendung der Abbildung F ist die verallgemeinerte zweite
Fundamentalform, die nur im glatten Fall auf 9 C selbst definierbar ist, sonst aber
als Objekt auf _#"aufgefait werden mufl. Bezeichnet 7 die Projektion von .#"in M
und I die Inklusion von .#"in TM, so ist I ein Vektorfeld lings 7, das mit 7 zusam-
men fast iiberall auf .4~ differenzierbar ist. Die (verallgemeinerte) zweite Funda-
mentalform 1€ =1 von 8C auf & ist dann fast iiberall auf .#~ definiert durch

(5.4) II:=(d7 ®DI),

wobei dm = 7« die tangentiale Abbildung und D das kovariante Differential bezeich-
nen. An dieser Stelle ist die Lipschitz-Struktur von .#" wesentlich. Fiir technische
Zwecke ist es niitzlich, die zweite Fundamentalform durch ¢ und F auszudriicken.
Dazu betrachtet man auf einem geeigneten dufieren Saum U\ C die Form

II :={d¢ ® DF), die fast iiberall auf U \ C definiert ist. Die Abbildung F ist genau
dann in q € U\ C differenzierbar, wenn .#"in F(q) differenzierbar ist, und Fuxq
bildet dann den Untervektorraum T (U Na CP(@) yon ToM regulir auf Tg () ab.
An allen diesen Stellen gilt:

(5.5) F*II=1I1=(df ® DF).

[Bei glatt berandetem C der Dimension m wird der Zusammenhang mit der gewdhn-
lichen zweiten Fundamentalform Z ={(di ® DN) (i: 8C — M Inklusion, N:9C = T'M
duferes Normaleneinheitsvektorfeld) durch Z = N* II hergestellt.] Obwohl iiber die
zweimalige Differenzierbarkeit von £ und F nichts ausgesagt werden kann, liefern
geeignete Grenziiberginge iiber die dufleren Parallelhyperflichen (Walter [1976]):

(5.6) Satz Die zweite Fundamentalform Il von 8C auf N ist fast iiberall auf ¥~
definiert und dort symmetrisch und positiv semidefinit.

Die bisher genannten Begriffe und Resultate dieses Abschnittes sind den Ar-
beiten von Walter [1974], [1976] entnommen. Es ist zu erwarten, daf} das Normal-
biindel .#"und die Abbildung F eine fundamentale Rolle in der relativen Kriim-
mungstheorie allgemeiner lokal konvexer Mengen spielen, wie sich das in der Gaufy/
Bonnet-Theorie bereits gezeigt hat; vgl. (6.11).

Uber den Relativrand bd (C) weift man im Euklidischen, daf er lokal affin
dquivalent zum Graph einer gewohnlich konvexen Funktion ist. Durch lokale Zen-
tralprojektionen von innen hat Walter [1976] gezeigt, da® bd (C) (falls # @) im
riemannschen Falle lokal diffeomorph zum Graph einer Lipschitz-Abbildung, also
eine starke Lipschitz-Untermannigfaltigkeit der Dimension dim C — 1 ist. Dariiber-
hinaus erzielte Bangert [1977], [1978.b] durch geeignete Abidnderung normaler Kar-
ten:

(5.7) Satz Ist dim C =s, so gibt es zu jedem Punkt p € bd (C) eine offene Umge-
bung Uvon pin M, so dafs U N C diffeomorph ist zum Epigraph einer gewohnlich
konvexen Funktion £:V = R (V offen in RS~ 1), wobei sich die Relativrinder ent-
sprechen.
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Insbesondere ist jede lokal konvexe Menge von M lokal diffeomorph zu einer
gleichdimensionalen euklidisch konvexen Menge. Deswegen kann man lokale Eigen-
schaften euklidisch konvexer Mengen, die sich diffeomorph-invariant formulieren
lassen, generell auf geoditisch konvexe Mengen iibertragen. So erhilt man z. B. die
Giiltigkeit des Satzes iiber singulire Randpunkte von Anderson/Klee (vgl. Schneider
[1979], Theorem (1.1)) fiir lokal konvexes C C M. Auch fiir Funktionen besteht

ein solches Ubertragungsprinzip:

(5.8) Satz Eine geoditisch konvexe Funktion f:M — R besitzt folgende Eigen-
schaft: Zu jedem p € M existiert eine Karte ¢ : U¥ - A¥ von M um p und eine & -
Funktion f,: U > R, so daf8 (f + f,) © ¢~ ! gewdhnlich konvex ist.

Die Beweisidee ist einfach: Es geniigt, zu f ein geniigend grofles Vielfaches des
Abstandquadrates von p, zu addieren. Als Folgerung ergibt sich, daf® der Satz von
Aleksandrov [1939] iiber die zweimalige Differenzierbarkeit fast iiberall auch fiir
geoditisch konvexe Funktionen richtig bleibt. Der Satz (5.8) und ein neuer Beweis
des Satzes von Aleksandrov mittels der metrischen Projektion und einer Variante
des Sardschen Lemmas fiir Lipschitz-Abbildungen sind von Bangert [1977], [1979.a]
angegeben worden. In diesem Zusammenhang wird dort fiir jedes M (auch ohne rie-
mannsche Metrik) die neue Funktionenklasse % (M) eingefiihrt, die aus allen Funk-
tionen f:M —> R mit der in Satz (5.8) genannten Eigenschaft besteht. Naturgemif
lassen sich viele fur konvexe Funktionen sinnvolle Eigenschaften gleich fiir die Ele-
mente dieser Bangertklasse ¥ (M) aufstellen. Hierzu gehort ein spezieller Begriff
der zweimaligen Differenzierbarkeit von f € F# (M), der iiber Subdifferentiale auch
fir nicht differenzierbares f definiert werden kann und fast iiberall in M zu einer sym-
metrischen Hesseform von f fithrt. Die konvexen Funktionen in % (M) lassen sich
durch die positive Semidefinitheit dieser Hesseform charakterisieren. Andere Kenn-
zeichnungen in der Klasse aller stetigen Funktionen, die auf dem zweiten Differen-
zenquotienten langs Geoditischen basieren, sind von Wu [1979] formuliert worden.
Wahrscheinlich werden gewisse, mit konvexen Objekten verbundene Funktionen,
die im Euklidischen selbst konvex sind, im riemannschen Falle wenigstens einer
Klasse .# (U) angehoren. Bewiesen ist dies fiir die signierte Distanzfunktion pg eines
lokal konvexen Korpers C € K, in einer Umgebung von C (Bangert [1977],
[1978.¢c]); im Euklidischen ist p& gewdhnlich konvex.

Ein Trugschlu} wire es zu glauben, mit Sitzen wie (5.7) und (5.8) sei eine
einfache Reduzierung auf die gewohnliche Konvexitit geleistet. Tatsichlich lait
sich z. B. die Approximationsfrage fiir geoditisch konvexe Mengen nicht einmal
lokal auf den euklidischen Fall zuriickfiihren.

Zur globalen Struktur einer einzelnen lokal konvexen Menge C existiert eine
eingehende Theorie bei nichtnegativer Kriimmung. Eine fundamentale Idee von
Cheeger/Gromoll [1972] besteht in der Betrachtung der inneren Parallelmengen, be-
sonders solcher mit maximaler innerer Distanz. Die Konvexititseigenschaften dieser
Parallelmengen beruhen auf dem folgenden Satz iiber die innere Distanzfunktion pc,
dessen zweiter Teil spater von Bangert [1977], [1978.c] aufgestellt wurde:

(5.9) Sagz Sei C C M ein lokal konvexer Korper mit C F Q. Gilt K = 0 auf C, so
ist pc in C konkav, gilt K > 0 auf C, so ist pc + 1n pc in ¢ strikt konkav.
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Der Beweis verwendet die zweite Variation der Bogenlinge. Ist M vollstindig,
so kann auf die Kompaktheit von C verzichtet werden. Von der Voraussetzung
¢+ @ kann man sich hier und im folgenden durch Einschrinkung auf int (C) be-
freien. Als unmittelbare Folgerung ergibt sich, daf} jede innere Parallelmenge C, # @
wiederum lokal konvex (sowie abgeschlossen und zusammenhiingend) ist.

Nun sei zunidchst C kompakt und ¢+ Q. Ist a5 das Maximum von pc¢ auf C,
so kann man speziell die minimale innere Parallelmenge C,, bilden, die echt kleinere

Dimension als C besitzt. Im Falle bd (Cao) # () kann dieser Prozefy mit Cao anstelle

von C fortgesetzt werden. Wegen der sinkenden Dimensionen erhilt man iterativ
eine endliche Flagge

5.10)C=C(0) DC(1) D... DCKk)=S

kompakter lokal konvexer und zusammenhingender Mengen, wobei jede von ihnen
die minimale innere Parallelmenge der vorangehenden ist und C(k) erstmalig keinen
Relativrand besitzt, also eine totalgeoditische, kompakte Untermannigfaltigkeit von
M ist. Dieses C(k) ist der Ausgangsmenge C durch den obigen Prozefs kanonisch zu-
geordnet und heifit die Seele S von C. Gestiitzt auf die Flagge (5.10) und die dazwi-
schenliegenden, jeweils konstant dimensionalen inneren Parallelmengen kann man
das folgende Seelentheorem beweisen:

(5.11) Satz Sei C C M ein lokal konvexer Korper mit bd (C) # @, K = 0 auf C
und S C int (C) die Seele von C. Dann ist C homéomorph zu einer Tubenumge-
bung von S im Normalenbiindel von S in int (C). o

Die Seele S ist ein Punkt und damit C homéomorph zu einem euklidischen
Ball, wenn C strikt konvex berandet ist oder wenn K > 0 auf C gilt. Mit der Ausge-
staltung dieser Konstruktion und zusitzlichen Glattungen befaten sich nach den
Initiatoren Cheeger/Gromoll [1972] die Arbeiten von Poor [1974] und Sarafutdinov
[1974].

Nun sei C nichtkompakt und M vollstindig. Dann wird die Flaggenkonstruk-
tion entweder unterbrochen, falls wie oben eine randlose minimale innere Parallel-
menge (Seele) auftritt, oder wenn die innere Distanzfunktion einer bereits konstru-
ierten minimalen inneren Parallelmenge auf dieser kein Maximum besitzt. Nach
Burago/Zalgaller [1977] nennt man C im ersten Fall kondensiert, im zweiten Fall
expandiert, Basierend auf dieser Fallunterscheidung entwickelten diese Autoren
das folgende Gegenstiick zu (5.11):

(5.12) Satz Sei C lokal konvex und nichtkompakt in der vollstindigen riemannschen
Mannigfaltigkeit M mit K = 0 sowie bd (C) # Q. Dann gilt:

(a) Ist C kondensiert mit der Seele S, so ist S eine total geodiitische, nicht-
kompakte Untermannigfaltigkeit in int (C), und C ist homéomorph zu einer Tuben-
umgebung von S im Normalenbiindel von S in int (C).

(b) Ist C expandiert, so ist C homdomorph zum Produkt bd (C) X [0, oo[.

Der Beweis erfolgt wie im kompakten Fall iiber Integralkurven von geeigne-
ten Vektorfeldern, die jetzt aber nicht nur an die inneren Parallelmengen, sondern
auch an gewisse Horosphiren angepaf’t werden. Die Durchfiihrung ist z. T. sehr ver-
wickelt. In (5.11) und (5.12) ist insbesondere enthalten, dafd bd (C) stets hdchstens
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zwei Komponenten besitzt. Weitere Hauptresultate der Strukturtheorie von Burago/
Zalgaller [1977] sind die folgenden Splittingsdtze:

(5.13) Satz Sei C lokal konvex in der volistindigen nichtkompak ten riemannschen
Mannigfaltigkeit M mit K 2 0. Dann gilt:

(a) Besitzt bd (C) zwei Komponenten, so ist C (beziiglich dc ) isometrisch
zu einem Produkt (bd (C)), X [0, a], wobei der erste Faktor eine Komponente von
bd (C) ist.

(b) Besitzt bd(C) genau eine Komponente, und ist diese kompakt, aber C
nichtkompakt, so ist C ( beziiglich dc ) isometrisch zu bd (C) X [0, oo[.

6 Riume von konvexen Mengen und geometrische Funktionale

Wir untersuchen hier die Rdume K und K, lokal konvexer Korper in M mit
dem modifizierten Hausdorffabstand p, (4.6) als Metrik. K, ist offen in K.

Der Raum K besitzt nicht die aus dem Euklidischen bekannten lokalen Kom-
paktheitseigenschaften, d. h. der Auswahlsatz von Blaschke (vgl. Valentine [1968],
Satz 3.8) gilt nicht allgemein (Gegenbeispiel: geoditische Schleife). Er bleibt je-
doch richtig unter einer Zusatzvoraussetzung an den Konvexititsradius, die bei to-
tal konvexen Korpern von selbst erfiillt ist; allerdings werden die Grenzmengen i. a.
nur lokal konvex sein (Bangert [1977], [1978.b]).

Eine wichtige Frage ist die nach der topologischen Gestalt lokal konvexer
Korper. Der Homdomorphietyp ist entgegen den euklidischen Verhiltnissen in K,
zwar nicht global konstant, wie einfache Beispiele auf einem Zylinder zeigen, er be-
sitzt jedoch die folgende lokale Konstantheitseigenschaft (Bangert [1977], [1978.b]):

(6.1) Satz Zu jedem lokal konvexen Korper C € K, existiert ein > 0, so dafy
gilt: Ist C' € Kund p,(C', C) <8, so sind C' und C homéomorph. Insbesondere
ist der HomGomorphietyp in jeder Zusammenhangskomponente von K, konstant.

Der Beweis beruht auf einer speziellen Kragenumgebung von 0C, die auch
sonst von grofier Bedeutung ist. Der Kragen wird erzeugt durch ein stetiges Vektor-
feld N: 9C — T!M, das aus der metrischen Projektion von dC auf eine nahe bei C
gelegene innere Parallelmenge C, gewonnen wird. Im Falle K = 0 geht diese Idee
auf Cheeger/Gromoll [1972] zuriick. Der allgemeine Fall ist technisch sehr kompli-
ziert; eine der Schwierigkeiten besteht darin, daR C, i. a. nicht konvex ist. Als Ko-
rollar aus (6.1) ergibt sich die Homoomorphie von je zwei m-dimensionalen, total
konvexen Korpern, die als Subniveaumengen konvexer Funktionen auf einer voll-
stindigen Mannigfaltigkeit M vorkommen. Generell besteht das folgende

(6.2) Problem Unter welchen Bedingungen sind je zwei (lokal, total) konvexe
Kérper aus Ko homoomorph?

Hinsichtlich der Homotopie gilt (auch ohne Kompaktheitsvoraussetzungen)
die folgende interessante Aussage:

(6.3) Satz Scien C, D nichtleere abgeschlossene und zusammenhdingende Teil-
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mengen der volistindigen riemannschen Mannigfaltigkeit M, und sei C total konvex
in D und D lokal konvex. Dann ist die Inklusion CS D eine Homotopiedquivalenz.

In Spezialfillen ist dieser Satz von Gromoll/Meyer [1969] ausgesprochen
und von Cheeger/Gromoll [1972] mittels Morse-Theorie bewiesen worden. Die obige
Fassung findet sich bei Bangert [1979.b] (bzw. fiir kompaktes C bei Bangert [1977]).
In seinem Beweis wird der Wegeraum der Lipschitz-stetigen Kurven in D verwendet,
was hier besonders angemessen ist, da C und D Umgebungen U und V besitzen, die
sich auf lokal Lipschitz-stetige Weise auf C und D retrahieren lassen (Walter [1974]).
Als Folgerung ergibt sich Satz (2.7).

Wir gehen nun zu quantitativen Fragen iiber, indem wir geometrische Funk-
tionale wie Volumen, Oberfliche und Gesamtkriimmung auf K studieren.

Fir C € K, ist das Volumen u(C) im Sinne des von der riemannschen Metrik
induzierten Lebesguemafies wohldefiniert. Fiir die Oberfliche v(C) kann auch hier
die Definition von Minkowski [1900] verwendet werden:

(6.4) »(C):=lim HC)—r©
rio r
Die Existenz des Grenzwertes und der nachfolgende Satz findet sich bei Bangert

[1977], [1978.b]. Fiir allgemeinere Mengenklassen in M wurde die Minkowskische
Definition von Kneser [1951] untersucht.

(6.5) Satz Das Volumenfunktional p und das Oberflichenfunktional v sind stetig
auf K,.

Auf die Problematik der Monotonie der Oberfliche war bereits in Abschnitt
2 hingewiesen worden. Lange Zeit war im riemannschen Falle nur wenig bekannt
(vgl. Karcher [1968] fiir m = 2). Ist M eine Hadamard-Mannigfaltigkeit und C € K,
ein konvexer Korper in M, so ist die metrische Projektion £¢€ mit der Konstante 1
Lipschitz-stetig (Bishop/O’Neill [1969]). Daraus folgt fiir jeden konvexen Korper D,
der C umfafit: »(D) = v(C), da £°(8D) = 3C. Die Ubertragung auf allgemeinere
riemannsche Situationen ist iiberraschend schwierig; die lokale Konvexitit reicht
mit Sicherheit nicht aus. Neuerdings erzielte Bangert [1979.b] nach Teilergebnissen
in [1977] die folgenden Resultate (6.6) und (6.7), die das globale Monotoniepro-
blem weitgehend l16sen. Hierbei sind Konvexititseigenschaften der umfassenden
Menge D meistens unwesentlich, es kommt eher darauf an, iiber einen geeigneten
Oberflichenbegriff fir D zu verfiigen. Folgende Eigenschaft erweist sich als zweck-
méRig: Eine abgeschlossene Teilmenge D # () der riemannschen Mannigfaltigkeit

M besitzt einen starken Lipschitz-Rand 3D, wenn D = D gilt und 9D eine starke
Lipschitz-Hyperfliche ist. Das Randvolumen (die Oberfliche) v(D) ist dann wie
im glatten Fall iiber Integrale lokaler Parameterdarstellungen von 0 D erklarbar.
Diese Definition fillt zusammen mit dem (m — 1)-dimensionalen riemannschen
Hausdorff-Mafs von 9D, ist aber analytisch zuginglicher als dieses. Fir D € K,
herrscht Ubereinstimmung mit der Definition (6.4).

(6.6) Satz Seien C, D nichtleere abgeschlossene und zusammenhingende Teilmen-
gen der volilstindigen riemannschen Mannigfaltigkeit M. Ist C total konvex in D, be-

sitzt D einen starken Lipschitz-Rand 0D und ist D \ 8 kompakt, so gilt v (C) < v(D).
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Der interessante Beweis stiitzt sich auf die Deutung des Randvolumens als
Durchfluf} des geoditischen Sprays durch die in T'M liegende Menge der inneren
Normaleneinheitsvektoren (in den Differenzierbarkeitspunkten von 0C) und auf ein
allgemeines Existenzlemma fiir volumtreue Fliisse. Mit dieser Methode 1dft sich auch
das Gleichheitszeichen diskutieren, wobei sich u. a. die folgenden Splittingsitze er-
geben:

6.7), Satz Unter den Voraussetzungen von Satz (6.6) sei aufierdem D Jokal kon-
vex, C# Q und v(C) = (D) > 0. Dann sind die Komponenten von D \ Cisometrisch
zu Produkten reeller Intervalle mit Randkomponenten von C, wenn eine der folgen-
den Bedingungen erfiillt ist: R

(a) Esgilt K=0auf D\C.

(b) Es gilt K <0 auf M.

Wir gehen iiber zum Funktional der Gesamtkrimmung, das im Euklidischen
kein Gegenstiick besitzt. Dabei ist M stets orientiert. Im Falle m = 2 ist die Gesamt-
krimmung das Integral iiber das (1/2m)-fache der Gauf-Kriimmung K, fiir m > 2
tritt an die Stelle von K die Chern-Kriimmung .%", deren Definition zweckmifig im
Cartanschen Kalkiil erfolgt (vgl. etwa Walter [1978]): In einem positiv orientierten,
orthonormalen lokalen Basisfeld X, . .., X, von M mit dualem Cobasisfeld
0y,...,0n gelten fir die Zusammenhangsformen wj;, die Kriimmungsformen £2;;
und die Komponenten R;j, des riemannschen Kriimmungstensors die Grundglei-
chungen (alle Indizes von 1 bis m):

DXi= 2 wj Xj,
(6.8) )
1
$2i; = 5 2 Rike ox Nog=dwij+ 2 wix N wy;.
k.2 k

Das Volumelement von Mist du=0, A ... A oy, der Krimmungsoperator ist die
bivektorwertige Differentialform &7 der Stufe 2, definiert durch

6.9 #=+3 . X AX,.
2 ] J

i,j

Im Falle m = 2n ist die Chern-Krimmung %M — R gegeben durch

1
% [ n
A= Gaynr 7
(6.10) 1
T @om! i €ioim iy Ao A i

Hier ist die Potenzbildung die des Dachproduktes multivektorwertiger alternierender
Formen, und die eckige Klammer bezeichnet den kanonischen Isomorphismus m-
vektorwertiger Formen dieser Art auf die skalaren Formen derselben Stufe. Im Falle
m=2n — 1 ist % := 0. Das Funktional der Gesamtkrimmung ist auf den kompak-
ten Teilmengen L C M definiert durch L = [ % du. Ist L glatt berandete Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension m, so gilt hierfiir der Satz von Gauf3/Bonnet in der
von Allendoerfer/Weil und Chern verallgemeinerten Form. Bereits beim Auftreten
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milder Randsingularititen kompliziert sich das Randintegral erheblich. Jedoch
konnte Walter [1975.b] im konvexen Fall den Satz von Gauf/Bonnet/Chern folgen-
dermafien verallgemeinern:

(6.11) Satz Fiir jeden lokal konvexen Kérper C in M gilt:
n-1
Jrdu=—3 a§ 1F* ALADD™ %114 x(C).
C k=0 N
Hier bezeichnet x die Euler-Charakteristik. Die ay sind dieselben positiven univer-
sellen Konstanten wie im glatten Fall. Das iibliche Randintegral ist hiernach zu er-
setzen durch ein Integral iber das Einheitsnormalenbiindel .#"von C lings 3 C;
& ist der Lift von &7 nach TM, I die Inklusion von T*M in TM. In den Randinte-
granden gehen der Kriimmungstensor von M auf 9 C und die verallgemeinerte zweite
Fundamentalform II von dC wesentlich ein. Die Symmetrie- und Definitheitseigen-
schaften von II(5.6) kénnen ausgeniitzt werden, um das Integral iiber .#"abzuschit-
zen. Allerdings sind dazu Positivititsannahmen an die Krimmung von M erforder-
lich. Dies fithrt auf die folgenden Gaup/Bonnet/Chern-Ungleichungen von Walter
[1975.b].

(6.12) Satz Sei C ein lokal konvexer Kérper in M. Dann gilt
[ 7du<x©
c

in jedem der folgenden Fille:

(i) m =2 [hierist % =(2m)~ ' K].

(ii) 3 <m <6, und die Schnittkrimmung K ist nichtnegativ iiber allen Punk-
ten von 0C.

(iii) m = 7, und der Krimmungsoperator Z ist positiv semidefinit iiber allen
Punkten von aC.

Daf3 bei m = 7 die schirfere Voraussetzung an den Kriimmungsoperator zu
machen ist, hingt mit der Unrichtigkeit der algebraischen Hopf-Vermutung fiir
m = 6 zusammen; vgl. Geroch [1976].

Die Beweise von (6.11) und (6.12) stiitzen sich auf wesentliche Teile der in
Abschnitt 5 beschriebenen Feinstruktur iiber das Einheitsnormalenbiindel .#" und
die Abbildung F. Ein anderer Beweisvorschlag von Poor [1974] enthilt einen Fehler,
der anscheinend nicht zu beseitigen ist, und der zeigt, da} das Regularisierungsver-
fahren von (4.2) dazu neigt, die Feinstruktur zu verwischen. Demgegeniiber 143t
sich die Beweismethode von Walter [1975.b] fast wortlich auf Kompakta mit lokal
eindeutiger metrischer Projektion iibertragen, sobald erkannt ist, da® deren metri-
sche Projektion lokal Lipschitz-stetig ist. Das wurde neuerdings von Kleinjohann
[1979], [1980.a] durchgefiihrt, so da} Satz (6.11) nunmehr auch fiir diese Mengen-
klasse zur Verfiigung steht.

7 Existenzfragen und Anwendungen

Wichtige Anwendungen findet die Konvexitit bei der Untersuchung voll-
stdndiger nicht kompakter Mannigfaltigkeiten. Grenziiberginge in solchen Riumen
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stiitzen sich hiufig auf eine Ausschopfung durch geeignete Kompakta, die man am
bequemsten als Subniveaumengen reeller Funktionen erhilt.

Eine stetige Funktion f:M — R heif’t Ausschopfungsfunktion, falls ihre Sub-
niveaumengen S¢(c) # @ alle kompakt sind. Ist f konvex, so sind die Subniveaumen-
gen total konvex, spiegeln also zumindest den Homotopietyp von M wieder (6.3),
und ihr analytisches Verhalten kann nach dem Vorhergehenden noch gut kontrol-
liert werden. Optimal ist es natiirlich, wenn f iiberdies glatt ist. Daft dies in wichtigen
Fillen nicht erreicht werden kann, ist einer der Griinde, von vornherein allgemeine
konvexe Objekte zu behandeln.

Wir beschiftigen uns hier mit der Existenz von konvexen Funktionen auf
einer vollstindigen, nicht kompakten riemannschen Mannigfaltigkeit M und mit
einigen Anwendungen, die zum grofien Teil damit in Zusammenhang stehen.

Die meisten Erzeugungsweisen konvexer Funktionen verwenden in irgend
einer Form die Distanz. Neben der Distanzfunktion von einem festen Punkt oder
einer festen Menge (etwa bei (5.9)) kommen vor allem die sog. Busemann-Funktionen
in Betracht. Zu ihrer Definition sei ein geoditischer Strahl c: [0, o[ = M vorgegeben.
Firp € Mund t > 0 sei n,(p) := d(c(0), c(t)) — d(p, c(t)) =t — d(p, c(t)) gesetzt.
Die Funktion t = 7,(p) ist nach der Dreiecksungleichung monoton wachsend und durch
d(p, c(0)) nach oben beschrinkt, also existiert der Grenzwert 3.(p) := l_im n¢(p) und
ist eine stetige Funktion von p, die Busemann-Funktion §.:M = R (zum Strahl c).
Zu jedem « aus dem Bild von (3, ist der (offene) Horoball N(c, o) :=
{p € M|B.(p) > o} und die ihn berandende Horosphire L(c,o) := {p € M|B.(p)=c}
definiert. N(c, «) ist auch die Vereinigung aller Bille B(c(t),t — o) mitt >, t > 0.
Im euklidischen Fall M = R™ sind die Busemann-Funktionen affin, und die Horo-
sphiren bzw. Horobiille sind die Hyperebenen bzw. die offenen Halbrdume.

Im allgemeinen hingt das Konvexitétsverhalten dieser Funktionen stark vom
Krimmungsvorzeichen ab. Wir behandeln die Fille K < 0 und K > 0 zunéchst ge-
trennt. Vollstindige Mannigfaltigkeiten mit diesen Krimmungsvorzeichen bildeten
in neuerer Zeit den eigentlichen Anlaf} fiir die geoditische Konvexitét. Es sei vor
allem auf die fundamentalen Arbeiten von Bishop/O’Neill [1969] und Cheeger/
Gromoll [1972] hingewiesen, die iiber das hier Besprochene hinaus viele weitere In-
formationen enthalten (vgl. auch das Buch von Cheeger/Ebin [1975] sowie Karcher
[1975)).

(7.1) Satz Fiir eine Hadamard-Mannigfaltigkeit M (vollstindig, einfach zusammen-
hingend, K < 0) gilt:

(i) Die Distanz von einem festen Punkt p, € M ist eine konvexe Ausschop-
fungsfunktion (mit glattem, strikt konvexem Quadrat).

(ii) Jede Busemann-Funktion .:M — R ist konkav (jedoch hat weder 3. noch
— B. kompakte Subniveaumengen).

Teil (i) geht auf Bishop/O’Neill [1969] zuriick, Teil (ii) folgt leicht aus (i).
Fiir weitere Eigenschaften von B, sei auf Eberlein [1973] verwiesen. Uber die Regu-
laritit von . bestehen seit lingerem Vermutungen in Richtung ¢~ . Von P. Eberlein
stammt ein (unpublizierter) Beweis fiir # 2, eine andere Begriindung hierfiir wurde von
Heintze/Im Hof [1977] gegeben. Hadamard-Mannigfaltigkeiten, auf die sich diese
Ergebnisse beziehen, verdienen auch sonst wegen ihrer topologischen und geome-
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trischen Ubersichtlichkeit besonderes Interesse als Testobjekte. Unter allen riemann-
schen Mannigfaltigkeiten verhalten sie sich noch am ehesten wie die euklidischen
Réume; andererseits ist ihre Kriimmung kompliziert genug, um die Abweichung der
Analysis gegeniiber dem flachen Fall deutlich werden zu lassen. In diesem Zusam-
menhang sei auf die Arbeit von Wissner [1978] hingewiesen, in der u. a. gewisse Ten-
denzen der konvexen Analysis der Vektorrdume auf Hadamard-Mannigfaltigkeiten
libertragen werden, z. B. Trennungssitze (vom Mazur/Orlicz- und Tietze/Urysohn-
Typ), die hauptsichlich auf dem folgenden Satz (7.2) beruhen, Schwerpunktabbil-
dungen (nach dem Vorbild von H. Bauer und H. Cartan, vgl. Alfsen [1971]) sowie
Extremalpunktkonstruktionen (Satz von Krein/Milman). Vgl. auch Satz (3.5).

Probleme auf einer beliebigen vollstindigen Mannigfaltigkeit M mit K <0
konnen sehr hiufig durch universelle Uberlagerung auf Hadamard-Mannigfaltigkeiten
reduziert werden. Solche Uberlagerungsmethoden wurden z. B. von Bishop/O’Neill
[1969], Eberlein [1973] und Bangert [1977], [1978.b], [1980.a] benutzt, um die
metrische Projektion auch global zu untersuchen, den Zusammenhang konvexer
Funktionen mit der Deckgruppe zu studieren und Homéomorphiefragen konvexer
Mengen zu kliren. Generell ist hier die Existenz einer konvexen Ausschopfungsfunk-
tion dquivalent mit der Existenz eines einzigen totalkonvexen Korpers; denn es gilt
(Bishop/O’Neill [1969]):

(7.2) Satz Sei M eine volistindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit K < 0 und C
total konvex und abgeschlossen in M. Dann ist die duflere Distanz funktion
o€ :M - R konvex.

Allerdings gibt es nicht auf jeder solchen Mannigfaltigkeit eine konvexe Aus-
schopfungsfunktion. Das sieht man etwa an der durch Rotation der Kurve y = x~ !,
x > 0, um die y-Achse entstehenden Fliche. Diese gestattet zwar eine nicht konstante
konvexe Funktion (eine geeignete Funktion von y), jedoch keine konvexe Ausschop-
fungsfunktion. Das kann man dhnlich wie bei Figur (2.4) mit Hilfe der Drehmittelung
erkennen.

(7.3) Satz Fiir eine volistindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit K = 0 gilt: Jede
Busemann-Funktion .:M — R ist konvex.

Dies ist ein grundlegendes Resultat, das als wesentlichen Kern die totale Kon-
vexitit der Komplemente der Horobille H(c, «) := M\ N(c, o) = Sg. (@) enthalt.
( Grundkonstruktion von Cheeger/Gromoll [1972]). Allerdings kénnen diese Mengen
sowohl unbeschrinkt als auch kompakt ausfallen, und Shiohama [1979] hat im Falle
m = 2 Bedingungen an die Totalkriimmung angegeben, die hieriiber eine Entschei-
dung liefern. Im allgemeinen kann also . nicht zur Ausschopfung dienen. Anderer-
seits brauchen hier die Distanzfunktionen von festen Punkten nicht konvex zu sein.
Ein weiterer entscheidender Schritt von Cheeger/Gromoll [1972] lauft nun darauf
hinaus, zum Supremum § := sup S, iiberzugehen, das iiber alle von einem festen Punkt
c(0) = p, ausgehenden Strahlen c zu bilden ist. Tatsichlich erweist sich @ als eine
konvexe Ausschopfungsfunktion. (Bei einer Hadamard-Mannigfaltigkeit ist dieses
Supremum identisch mit der Distanzfunktion von p,.) Spiter haben Greene/Wu
[1974] diese Konstruktion fiir den Fall einer beliebig gekriimmten Ausnahmemenge
modifiziert, so daf} das Ergebnis von Cheeger/Gromoll nun in folgender Form zur
Verfiigung steht:
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(7.4) Satz Sei M eine volistindige riemannsche Mannigfaltigkeit mit K = 0 aufler-
halb einer kompakten Teilmenge von M. Dann existiert eine konvexe Ausschopfungs-
funktion f:M —> R.

Im Falle K < 0 ist eine Ausnahmemenge im Sinne dieses Satzes selbst bei ein-
fachem Zusammenhang nicht zulissig, wie das Beispiel bei Figur (2.4) zeigt. Bei
K = 0 ist die Existenz einer glatten konvexen Ausschopfungsfunktion ebenso offen
wie das Approximationsproblem (2.1). Jedoch gilt:

(7.5) Satz Sei M eine vollstindige nichtkompakte riemannsche Mannigfaltigkeit
mit K 2 0, und sei K > 0 aufSerhalb einer kompakten Teilmenge von M. Dann exi-
stiert eine strikt konvexe € ~-Ausschopfungsfunktion f:M = R [und M ist nach (7.6)
diffeomorph zu R™].

Dieses bisher allgemeinste Resultat in dieser Richtung ist der Arbeit Wu
[1979] entnommen. Dort wird auch die Busemann-Funktion auf eine interessante
Weise verallgemeinert, und es werden im Zusammenhang damit Vereinfachungen
und neue Ergebnisse bei nichtnegativer Kriimmung erzielt. Generell zieht die Exi-
stenz einer konvexen Funktion f Einschrinkungen der Geometrie der betreffenden
Definitionsmenge nach sich. Fiir nicht notwendig global definiertes f hat Gordon
[1970], [1972], [1974] solche Folgerungen gezogen und auf gewisse Fragen der Me-
chanik angewandt. Man vergleiche hierzu auch die Arbeit von Alexander/Bishop
[1974]. (In dieser wird im glatten Fall eine Bedingung dafiir aufgestellt, da} eine ste-
tige Familie von Teilmengen durch eine konvexe Funktion erzeugt wird.) Struktur-
konsequenzen fiir M bei globaler Definitionsmenge von f wurden von Bishop/O’Neill
[1969] fiir K < 0 und glattes f und von Greene/Wu [1976] fiir strikt konvexes f auf-
gestellt. Man vergleiche auch den Satz (2.6) von Yau. Spiter hat sich Bangert [1977],
[1978.a] unter weniger einschrinkenden Voraussetzungen mit diesem Fragenkreis
beschiftigt. Es bezeichne g € [ — 0, oo[ das Infimum und I' := {p € M |f(p) =}
die Minimalmenge von f: M — R. Ist f zunichst ¥~ -konvex, so liegt es nahe, wie in
der Differentialtopologie iiblich, das Vektorfeld X = grad f / | grad f|? zu betrachten,
das in M\ T definiert ist. Ist @ > ay, so liefert der Fluf von X einen Diffeomorphis-
mus ¥ : M\ T = f!(a) X Jao, [, dessen zweite Komponente mit f | M\ T iber-
einstimmt. Die Niveaumengen f~! (o) fiir @ > « sind also untereinander diffeomor-
phe Hyperflichen von M. Ist f iiberdies strikt konvexe Ausschdpfungsfunktion, also
I' einpunktig, so sind die Subniveaumengen S¢(c) fiir nahe bei o, gelegene a diffeo-
morph zu abgeschlossenen Billen, und eine geeignete Verklebung mit ¥ liefert einen
Diffeomorphismus von M auf R™. Auf diesem Wege haben Greene/Wu [1976] in
Verbindung mit ihrem Approximationssatz (4.4) gezeigt:

(7.6) Satz Eine volistindige riemannsche Mannigfaltigkeit M, auf der eine strikt
konvexe Ausschopfungsfunktion f:M — R existiert, ist diffeomorph zum R™.

Insbesondere ist eine vollstindige nichtkompakte riemannsche Mannigfaltig-
keit M mit K = 0 diffeomorph zum R™, wenn auferhalb einer kompakten Teilmenge
K > 0 gilt (7.5). Im Falle m = 3 geniigt es, statt der letzten Bedingung zu fordern,
daf alle Schnittkrimmungen in einem festen Punkt positiv sind. Das hat Burago
[1976] unter wesentlicher Verwendung der verallgemeinerten Gaufy/Bonnet/Chern
Gleichung (6.11) gezeigt. Fiir m = 2 ist dies ebenfalls richtig (Cohn-Vossen [1935]),
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wahrend die entsprechende Frage fiir m = 4 offen ist. Yau [1977] hat den Diffeo-
morphiesatz (7.6) mit Hilfe der Integralmittelung der Art (2.2) auf den equivarian-
ten Fall einer kompakten Isometriegruppe erweitert. Fiir K > 0 auf ganz M ist die
Diffeomorphie von M mit R™ ein Hauptergebnis von Gromoll/Meyer [1969].

Der Fall einer blof stetigen konvexen Funktion ist schwieriger. Hierzu hat
Bangert [1978.a] unter Verwendung der direkten Methoden der geoditischen Kon-
vexitit gezeigt:

(7.7) Satz Die konvexe Funktion £:M — R auf der volistindigen riemannschen
Mannigfaltigkeit M besitze wenigstens eine kompakte nichtleere Niveaumenge. Fiir
jedes o> oy existiert dann ein Homéomorphismus W:M\T - f~!(a) X Jag, oof,
dessen zweite Komponente mit f| M\ T iibereinstimmt. Insbesondere sind alle Ni-
veaumengen f~1(a) fiir o > oy untereinander homdéomorph. Besitzt f kein Mini-
mum, so sind die Niveaumengen zusammenhiingend.

In diesem Zusammenhang wire es wiinschenswert, diejenigen vollstindigen
riemannschen Metriken auf Produkten L X R anzugeben, fiir die die zweite Projek-
tion eine konvexe Funktion ist.

Im Falle K > 0 auf ganz M existiert nach (7.4) eine konvexe Ausschopfungs-
funktion f: M — R, auf die die Homdomorphieaussage (7.7) angewendet werden
kann. Ferner ist nach (5.11) jedes Subniveau S¢(c) # Q@ homoéomorph zu einer Tuben-
umgebung seiner Seele im Normalenbiindel von int (S¢(«)). Cheeger/Gromoll [1972]
haben Homdomorphismen dieser beiden Arten in geeigneter Weise verbunden und
dadurch den Grundstein fiir das folgende Seelentheorem gelegt, das den eigentlichen
Durchbruch in der Strukturtheorie dieser - Mannigfaltigkeiten darstellte; die Glittun-
gen wurden spiter von Poor [1974] und Sarafutdinov [1974] durchgefiihrt.

(7.8) Satz Eine volistindige nichtkompakte riemannsche Mannigfaltigkeit M mit
K = 0 ist diffeomorph zum Normalenbiindel einer kompakten totalgeoditischen
Untermannigfaltigkeit S von M ohne Rand mit dim S <m.

Wichtige Anwendungen konvexer Ausschépfungsfunktionen beziehen sich
auf Wachstumseigenschaften geometrischer Funktionale auf nicht kompakten Man-
nigfaltigkeiten.

In Verallgemeinerung von (2.6) 143t sich die Wachstumsrate des Volumens
abschitzen, wenn eine Ausschopfungsfunktion mit gewissen zusitzlichen Eigen-
schaften vorgegeben ist. Hiermit und mit Anwendungen auf die Analysis subharmo-
nischer Funktionen haben sich Greene/Wu [1974] ausfiihrlich beschaftigt.

Geometrisch interessant ist das Verhalten der Gesamtkriimmung bei nicht-
kompakten Mannigfaltigkeiten. Fiir vollstindige Flachen besagt ein klassischer Satz
von Cohn-Vossen [1935]

1
(7.9) - »{ K du < x(M),

vorausgesetzt die linke Seite existiert als erweiterte reelle Zahl (vgl. auch Huber
[1957] und Bangert [1980.b]). In hoheren Dimensionen ist die entsprechende Ab-
schitzung nicht generell richtig (Portnoy [1971]). Ist f: M = R eine konvexe Aus-
schopfungsfunktion, so besitzen die Subniveaumengen S¢(a) # @ nach (6.3) den
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schopfungsfunktion, so besitzen die Subniveaumengen S¢(c) # @ nach (6.3) den
gleichen Homotopietyp wie M selbst; damit folgt fiir die Euler-Charakteristiken:
X (S¢(a)) = x(M). Nun kann man die Gauf/Bonnet/Chern-Ungleichungen fiir S¢(c)
ausnutzen, wenn die entsprechenden Kriimmungsannahmen fiir geniigend grofie «
erfiillt sind. Der Grenziibergang a = oo fiihrt dann unter Beachtung von Satz (7.4)
zu den folgenden Verallgemeinerungen der Cohn-Vossen-Ungleichung (7.9):

(7.10) Satz Sei M eine vollstindige, nichtkompakte orientierte riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Fiir m <5 sei die Schnittkriimmung K auferhalb einer kompakten
Teilmenge von M nichtnegativ; fiir m = 6 sei der Kriimmungsoperator % auferhalb
einer kompakten Teilmenge von M positiv semidefinit. Dann gilt

J o du<x,
M

einschlieflich der endlichen Existenz dieser Grofen.

Das uneigentliche Integral iiber M ist zu verstehen im Sinne der Moore/Smith-
Konvergenz beziiglich der durch die Inklusion gerichteten Familie aller Teilkompak-
ta von M.

Mit Satz (7.10) wird eine von Gromoll/Meyer [1969] gestellte Frage teilweise
beantwortet. Ohne Ausnahmemenge ist dieser Satz von Walter [1975.b] aufgestellt
worden. Ein Beweis der obigen Fassung fiir m = 4 wurde von Greene/Wu [1976]
skizziert; bei der Durchfiihrung st63t man allerdings auf die nach (6.12) genannten
Schwierigkeiten. Jedoch kann die Beweismethode von Walter [1975.b] direkt fur
die Situation von (7.10) iibernommen werden.

Zum Abschluf seien einige Themenkreise erwihnt, bei denen die geodétische
Konvexitit mehr oder weniger stark hineinspielt, die jedoch aus rdumlichen oder
zeitlichen Griinden nicht mehr systematisch eingeordnet werden konnten:
Sarafutdinov [1976] stellte fiir vollstindige, nichtkompakte Mannigfaltigkeiten M,
die der Pinching-Bedingung 0 < K < | geniigen, die Ungleichung r(M) =2 min {7, (S)}
zwischen den Injektivititsradien von M und einer Seele S auf. Eberlein [1973],
[1978] und Eberlein/ONeill [1976] untersuchten ausfiihrlich negativ gekriimmte
Riume z. T. mit einem Visibilititsaxiom, wobei Konvexititseigenschaften der
Busemann-Funktion und (fiir m = 2) konvexe Zerschneidungen von Fliachen eine
Rolle spielen. Tribuzy [1978] gab eine Kennzeichnung euklidischer Rdume durch
geniigend viele gleichschenklige Dreiecke. Wissner [1978] untersuchte kovariante
Differentialgleichungen und gewann damit zusammenhingende Splitting-Aussagen.
Neuerdings lieferten Greene/Shiohama [1980] die Verallgemeinerung des Satzes
(7.7) iiber Mannigfaltigkeiten, die eine nicht lokal konstante, konvexe Funktion tra-
gen, ohne Kompaktheitsannahmen an die Niveaumengen. Schlieflich sei hingewie-
sen auf die Arbeiten von Walter [1975.a] und Greene/Wu [1975], die einige der o. g.
Resultate zu einem fritheren Zeitpunkt ankiindigten.
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Microlocal Analysis of Distributions

L. Garding, Lund

1 Introduction

Heisenberg’s uncertainty principle says that one cannot simultaneously local-
ize functions in physical space and their Fourier transforms in momentum space, but
microlocal analysis of distributions does almost that. It localizes modulo smooth
functions in physical space and at infinity in momentum space and it grew out of
the geometrical optics approximation of solutions of partial differential equations
describing wave propagation. This lecture is elementary with very few proofs but,
introducing the singular spectrum and the singularity function of a distribution
right from the beginning, it takes the subject by its horns. At the end there is a re-
view of some applications and a bibliography.

As the title indicates, we are dealing with distributions. There is a microlocal
theory also for Sato’s hyperfunctions. It is more algebraic and uses homological al-
gebra in an essential way (see the bibliography).

2 The singularity function and the singular spectrum of a distribution

Until 30 years ago, the analysis of singularities of solutions of partial differ-
ential equations was a painful matter, especially for non-elliptic ones. A real under-
standing first became possible within the framework of Schwartz’s distributions de-
fined as continuous linear forms f — u(f) from spaces @ (X) = C5(X) of C* func-
tions f with compact supports in open sets X of R", conveniently topologized. Put-
ting u(f) = f u(x)f(x)dx, a locally integrable function u gives rise to a distribution.
A distribution u has a support and a singular support defined as the complement of
the largest open set where, respectively, u vanishes or is (represented by) a C* func-
tion.

The action of a differential operator P(x,9) = ¥ a,(x) 0% with C™ coefficients
a, on a distribution u, defined by Pu(f) = u(P’f) where P'(x,9) = = (—9)%a,(x) is the
adjoint of P, reduces by integrations by parts to the action of P on smooth functions.
If we agree to write u(f) as f u(x)f(x)dx also when u is a distribution, the classical
formulas of differential calculus get new life. For instance, there is a one line defini-
tion of a Green’s function or fundamental solution of P: a distribution E(x,y) such
that P(x,04)E(x,y) = 6 (x—y) where 8 is the Dirac distribution, [§ (x—y)f(y)dy =
f(x). The usefulness of these simple ideas is apparent also in Schwartz’s kernel theo-
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rem: a linear continuous map A of @ (Y) to @ '(X) has a unique kernel, a distribu-
tion A(x,y) on X x Y, such that

(An)(x) = JA(x,y)u(y)dy

forall uin & (Y).

Let & be the space of complex C™ functions on R™ all whose derivatives
are O (|x|™N) for x > o0 and all N and let & carry the corresponding topology. The
dual &' of & is called the space of tempered distributions. The Fourier transform

f-f=.7f) = fe *Ef(x)dx

is an isomorphism &% = & with inverse (27)~" ¥ and induces a corresponding iso-
morphism of &

The Fourier transform G of a distribution u with compact support is an entire
analytic function whose growth at infinity reflects the singularities of u. In particu-
lar, that uECG means that 1 is of fast decrease, i. €. O(|£|~N) for all N. More gener-
ally, for every such u there is a maximal open cone in {-space where this estimate
holds locally uniformly for every N. The complement Z (u) of this cone will be
called the high frequency set of u. It is easy to verify that £ (fu)C Z(u) for every f
in C§ and this opens the way to a localization in x-space. We define the high fre-
quency set S, (u) of any distribution u to be the intersection of all T (fu) when
f(x) # 0. It is also the limit of Z (fu) as the support of f tends to x and f(x) # 0. In-
- tuitively, S, (u) is the set of high frequencies that enter into the Fourier decomposi-
tion of u at x. It is the fiber over x inthe singularity spectrum S(u) of
u defined to be the set of x,£ such that £ES,(u). Other names are wave front set
WF (u) and microsupport. The projection of S(u) on x-space is precisely the singu-
lar support of u.

More detailed information about the singularities of a distribution u modulo
C” functions is given by its singularity function s,(x,§) defined as fol-
lows. The number su(X,£), (+ocallowed) is the least upper bound of numbers s such
that | Isf u(n) is square integrable in some open cone around § and for some fEC§
such that f(x) # 0. One comes close to the bound simply by taking the support of
f small and outside S(u), the bound +oo is attained by such f. The function -

X,£ = 8, (x,£) is continuous from above and homogeneous of degree zero in £ and
S(u)is the closure of the set s, <eo. Intuitively, s, (x,£) is the number of square inte-
grable derivatives of u at x after filtering away the high frequencies off &. This inter-
pretation is supported by the inequality sp, (x,£) = s, (x,£) —m where P is a differen-
tial operator with C* coefficients of order at most m close to x. It suffices to prove
this when P = 9, in which case it results by taking the Fourier transform of the
identity f0,u = 9, (fu) — (9,fu.

Here are the simplest examples: when n = 1, the Fourier transforms of §(x),
(x +i0)7!, (x — i0)~! are 1, —27wiH (§), 27iH(— &) where H is the Heaviside function.
For all of them, the singular support is the origin and the fibers there are (1, —1),
(1), (—1) where 1 refers to the positive and —1 to the negative axis. In fact, multi-
plication by a C7 function f for which f(0) # O preserves the asymptotic behaviour
of the Fourier transforms above. The reader should also convince himself that in all
these examples the singularity function is — 1/2 when not infinite.
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It is clear that if u does not depend on a coordinate x,, then its singularity
function s, is also independent of x,. More precisely, we can prove the following
microlocal version of the fundamental theorem of calculus: outside S(9; u), s, is lo-
cally independent of x, and infinite when &, # 0. In fact, put x,= (x; +t, X5, ...,
Xp) and let (xq, &) be outside S(0;u). Let f denote Cg functions with support close
to xo and consider

t
f(x)u(xy) — f(x)ux) =ff(x)a,u(xs)ds
0

when t is small and x is close to xo. The Fourier transform of the right side is of fast
decrease conically close to £, and since the Fourier transforms of f(x)u(u;) and
f(x_pu(x) have the same absolute value, this means that the Fourier transforms of
f(x)u(x) and f(x_;)u(x) differ by a function of fast decrease conically close to &,.
Hence, close to (xg, &), Su is independent of x,. Further, for all m > 0 one has

T (fu) = (0T f)u +. . . where the terms not written out have Fourier transforms
of fast decrease conically close to &,. Hence the Fourier transform of fu is
O (1£IN1£,1~™) for some fixed N and all m > 0 so that s, = when &, # 0.

The singularity spectrum and the singularity function of a distribution be-

have very simply under smooth changes of variable x = x (y) with inverse y = y (x),
in fact so that

Q2.1 s(x, =51,  Sy(v)="%'(y)Sx(w)

where u(x) = v(y) and ¢ dx = n dy identically. In other words, this singularity func-
tion s, (x, £) of a distribution u on a manifold X is a function of homogeneity zero
in £ on T*(X)\0, the cotangent bundle of X minus its zero section, and S(u) is a
closed conical part of it. To make (1) plausible, consider

f () = [ e "f(y)ulx(y))dy = | e g (xyu(x)dx

where g(x) = f(y)|det y'(x)| and f is a C™ function with support close to yo = y(xo).
On that support, y(x)7 is close to y (Xg) + ¥'(Xo) (X — Xo)N = Yon + (X — Xo) £ sO
that the last integral ought to be close to e Yo" * ¥ times gui (¥).

The concept of the singularity spectrum has an immediate application to
products of distributions. If n = 1 and the Fourier transforms 1, , 0, of two distribu-
tions with compact supports 41, 1, are both of fast decrease for large arguments of
the same sign, their convolution u, * u, is well defined and with it the product
u;u,. A partition of unity then shows that two distributions have a well defined
product unless the fibers of their singularity spectra contain opposite half-axes or,
in other words, when S, (u;) + Sc(u,) does not contain O for any x. In this formula-
tion, the statement holds in all dimensions. Further,

Sx(uuz) C (Sx(uy) + Sx(uz)) U Sx(uy) U Sy(u,)

for all x.
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3 Oscillatory integrals and Fourier integral operators

Let X be an open part of R™ and consider oscillatory integrals
(3.1) F(x)=[es®9a(x, 0)do

with x in X and 0 in RN for some N. Here the phase function s(x, 8) is supposed

to be real, infinitely differentiable when 6 # 0 and homogeneous of degree 1in 6. The
amplitude function a(x, ) shall be infinitely differentiable with an asymptotic ex-
pansion a ~ a,, +a,_; +... forlarge 6. Here m, the degree of a, is any real number
and a,, _ is homogeneous of degree m — k in # and infinitely differentiable when

6 # 0. The asymptotic expansion means that, for all k and all derivatives and large 0,

3538 (a— am —. . . —am_ir1) = O(I0[m K~ #)

locally uniformly in x. The class of these functions will be denoted by S™.
The following result is basic.

Proposition If
(3.2) s4(x,0)#0 (when 6 +0)

then (1) defines a distribution F in X whose singularity spectrum S(F) consists of
points (x, §) such that £ = s,(x, 8), s(x, 0) =0 for some 6.

To prove this, let vECg(X) and consider
3.3) JE®v(x)dx = [ [eb®Dv(x)a(x, 0)d0 dx.

This is a true formula when m <— N in which case the integral (1) converges abso-
lutely and F is continuous. Since FEC™ when a is of fast decrease in 6, we may as-
sume that a(x, 8) = 0 when 6 is small. Then the differential operator

Ly=i" ! (5)2()_ lsxax

is well defined and reproduces the exponential. The coefficients of its adjoint M,
are O(]6 |~ 1) so that M, lowers the degree of v(x)a(x, @) by one step. Hence, apply-
ing a high power of M, to this product in (3) does not change the value of the inte-
gral when m < — N and defines F as a distribution for any m. Next, consider

3.3) IF(X)V (x)e ¥ dx =ffei(s("*0)_ xBy(x)a(x, #)dxdo
with real £ and repeat the argument above with L, replaced by the operator

Lie=i"1((sx — £)*)7 (s, — §) 0«

which reproduces the second exponential of (3'). If s,(xo, ) — & # O for some X,
£ and all 0, the coefficients of its adjoint are O((|£| + |0 1)~ !) when £ is conically
close to &, and x close to X,. Introducing high powers ot the adjoint as before and
choosing the support of v close to x4, we see that the left side of (3) is a fast de-
crease conically close to &. Hence S(F) consists of points (x, £) with & = s,(x, 0)
for some 6. Next, return to (1) and use the differential operator Ly =i~ ! (s3)~ 's,0,
which, when defined, reproduces the exponential and whose adjoint lowers the de-
gree of a(x, 0) by 1. Hence, retaining a(x, ) in a 6-conical neighborhood of the set
where sq vanishes and making it rapidly decreasing in 6 outside, just changes F by a
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C* function. This means that, above, we can disregard all § with s,(x, 8) # 0 and
this finishes the proof.

Let X and Y be open parts of R". We shall consider operators A from the
space#’(Y) of compactly supported distributions in Y to distributions in X defined
by oscillating integrals

(3.4) Au(x)=@2m" [ a(x, n)i(n)dny

with phase s and amplitude a depending on n variables n. When s(x, ) = xn and all
n = a(x, n) are polynominals, the Fourier inversion formula reduces (4) to

Au(x) =a(x, D)u(x)

where a(x, D), D = 3/i, is a differential operator whose characteristic polynomial

is a(x, £). When s(x, £) = x £ and a(x, £) is an arbitrary amplitude function, A is said
to be a pseudodifferential operator. In the general case, A is said to be a Fourier
integral operator. We shall now study its properties.

In the first place, when u€ Cg(Y), 0 (n) is rapidly decreasing so that
Au€eC>*(X). Next we shall see that A:Cg(Y) > C~(X) extends by continuity to a
map A: €' (Y) > @' (X) provided (2) holds, i. e. s,(x, 7) = 0 =1 = 0. In fact, using
this condition, we just have to repeat the proof that F as defined by (1) is a distribu-
tion to see that Au is a distribution and that the required continuity of the exten-
sion holds.

To see what A does to the singularity spectrum S(u) of u, note that (4) and
the proposition show that S(Au) consists of points (x, £) for which & = s,(x, ) for
some 7. Here we may of course discard all 5 outside of the high frequency set Z (u)
of u simply by making n = a(x, n) rapidly decreasing there. Now, making the
Fourier transform of u explicit we have Au(x) = fA(x, y)u(y)dy where

(3.5 Ax,y)=@m " [eltom=—ymy(x n)dny

is the kernel of A. According to the proposition, this a C* function of x, y when
sp(x, n) —y # 0 where n = a(x, 1) is not rapidly decreasing. If this happens close to
some Xg, Yo, putting u = 0 close to y, but retaining u elsewhere changes Au by a C*
function. Hence we may also discard those n for which s,(x, 7) is not in the singular
support of u. These remarks and a partition of unity of y, n-space, a bit too long to
be given here, when properly carried out prove that

(3.5) S(AU)C((x, £); & = sx(x, n) and (s, (x, 7), n) € S(w)).

Here we can also restrict 5 to Sy(a), the fiber over x in the singularity spectrum S(a)
of a(x, n), defined as the complement of the maximal open cone where
n = a(x’, n) is of fast decrease for x’ sufficiently close to x.

If we let x be the relation of pairs (y, ) and (x, &) for which £ = sy, y = s,
(5) takes the simpler form

(3.6) S(Au)CxO0S(u).

The relation ¥ is canonical in the sense of classical mechanics, i. e. one has
d((dx — ndy) = d§ Adx — dn A dy = 0. We shall come back to this after a brief review
of pseudodifferential operators. For them, s(x, ) = xn so that x is the identity.
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Limited space prevents us at this point to go into the global definition of
Fourier integral operators from a manifold Y to another one X of the same dimen-
sion n. It presupposes a homogeneous canonical relation C in T*(Y)\O X T*(X)\O
which is a manifold of dimension 2n and it uses locally defined kernels

A(x,y) = [e%¥Da(x,y, 0)d0

with phase functions s such that (y, sy), (x, sx) generates C locally when s, = 0.

4 Pseudodifferential operators

Taking s(x, n) =xnand X=Y in (2.1) we get a pseudodifferential operators A,
(4.1) Au(x)=(Qm" [e*fa(x, HU(P)dE,

mapping C§ (X).into C*(X) and &'(X) into @'(X). Such operators do not increase
singular spectra. In fact, (3.5) shows that

Sx(Au)CSy(a)NSy(u).
In particular, A does not increase singular supports and its kernel
A, y)=Qm " féDa(x, HdE

is a C” function when x # y. The operator is said to be properly supported when
the support of its kernel is so close to the diagonal x =y that the distributions

y = A(x,y) and y = A(x, y) have compact supports for all x and y respectively.
Such operators map the spaces @ (X), C*(X),%'(X), @'(X) into themselves. It is
easy to see that any pseudodifferential operators is the sum of a properly supported
one and a C”operator, i. e. one with a C”kernel.

The amplitude function a(x, £) is called the symbol of A and A is also writ-
ten as a(x, D). When a €S™, A and a are said to be of order m and the principal part
ap,, of a is called the principal symbol of A provided it does not vanish. The symbol
aisin ST =(S™ if and only if A is a C* operator, i. e. maps C* functions to C*
functions. Provided we cormpute modulo C* operators, the pseudodifferential oper-
ators form an algebra under composition, invariant under the taking of adjoints and
covariant under C” changes of variables. Under these operations, the symbols and
principal symbols behave like the characteristic polynomials of partial differential
operators and their principal parts. In fact, letting o, be the principal symbol of A,
the principal symbols of 'A, C = AB and A* = a(x(y), Dy (v)) are, respectively,
0a (X, —£), 0p0p and 04 (x(y), 'x'(y)n) and the complete symbol of C = AB, for
instance, is

c(x, §) =X a®(x, £)DIb(x, £)/a!

where a®)(x, £) = 9¢a(x, £) and the right side has to be taken as an asymptotic se-
ries for large &. It follows that pseudodifferential operators can be defined in a C*
manifold X and that their principal symbols are functions on T*(X)\0, the cotan-
gent bundle of X minus its zero section. All this is easy to prove. .

Let H,) be the local Sobolev space of distributions u such that [£ [Sfu(g) is
square integrable when f €CG. A main point of the theory of pseudodifferential
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operators is that the map A:H) = H_ ) is continuous when A has order m and
that Au € H_m)= u€H, when A is elliptic of order m, i. e. its principal symbol
does not vanish. Both properties can be microlocalized as follows.

We say that a distribution u is of class H, at a point (x, §) if lnlsﬁl (n)is
square integrable in an open cone around & when f(x) # 0 and the support of f is
close enough to x. A pseudodifferential operator A with symbol a(x, £) is said to
be or order at most m at (x, §) if a(y, ) = O(InI™) when y is close to x and  con-
ically close to £. If u and A have these properties, Au is in H_myat (%, £) and if A
is elliptic at (x, £) of order m, i. e. a(y, n) ~ |n|™ when v is close to x and 7 conical-
ly close to &, then u is in H, close to (x, £) if Auisin Hs_m) close to (x, £). These
facts are illustrated by the following inequality between singularity functions

(4.2) sau(x, §) = sy (x, §) —my(x, §)

where m, (x, £) is the greatest lower bound of the order bounds of A at (x, &) just
defined. When A is elliptic at (x, £), there is equality.

Pseudodifferential operators play an important part in the topology of mani-
folds. When A is such an operator on a compact manifold X and Y is elliptic every-
where, it is easy to see that the kernel of A has finite dimension and that the dimen-
sion of its cokernel is also finite. Moreover, the index of A, ind A = dim ker A — dim
coker A, depends only on the deformation class of the principal symbol of A re-
specting the ellipticity. For elliptic operators on a compact manifold whose symbols
are square matrices, the index is an important topological invariant which has been
analyzed in detail in a series of papers by M. F. Atiyah and collaborators. This ap-
plication actually played an important part in the development of the theory of
pseudodifferential operators. When a(x, D) operates on L2 (R™) and the symbols
a(x, £) and a(x, £)~! are bounded and independent of ¢ for large £, the index is
given by an explicit integral

inda=CnItr(a“daA ...Na!da)
b

where ¢, depends only on n, b is a large sphere in (x, £)-space and there are 2n — 1
factors in the integral making it a closed form. This formula, originally proved by
topological methods also has an analytic proof.

What has been described above is the first generation pseudodifferential oper-
aters. There are successive refinements of the theory by modifications of the classes
S™ of amplitude functions and by making (1) symmetric in x and y, putting

A¥(x,y) = @2m)~" [el=ka((x +y)/2, £)dE

and letting a¥(x, D) be the corresponding operator. This formula is closely connect-
ed to one proposed by H. Weyl to quantize general Hamiltonians H(p, q) in a way
invariant under linear canonical transformations. The resulting calcules, the Weyl
calculus of pseudodifferential operators, actually has this invariance (Hérmander [1]).
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5 Conjugation by Fourier integral operators

Let
Fv(x) = (2m)~" feSCMa(x, n)¥(n)dn

be a Fourier integral operator from &' (Y) to & "(X). We know that S(Fv) C x0S(v)
where x is the associated canonical relation consisting of pairs (x, £), (y, n) for which
£=s,,y =s,. When s, has maximal rank n — 1 at a point (Xo, No), the phase func-
tion s is said to be regular there. When this is the case, x is a bijection from a neigh-
borhood Y* C T*(Y)\O of (yo, No) to a neighborhood X* C T*(X)\O0 of (Xg, &),
homogeneous in the second variable and regular in the sense that dx is invertible.
Further, the Legendre transform s'(y, £) = xs, + s, — s of s is a phase function cor-
responding to X~ in X* X Y* Extend s’ to a phase function on T*(X) and let F' de-
note corresponding Fourier integral operators. Then it is possible to chose the am-
plitudes F and F' in such a way that F'Fv =v modulo C” functions when S(v)CY*.
More generally, if P is a pseudodifferential operator on X, there is a pseudodifferen-
tial operator Q on Y such that p(x, £) = q(y, n) and

(5.1) PFv=FQv

where p, q are the principal symbols and (x, §) EX*, (y, n) € Y*. We say that P and
Q are conjugated by F.
The important inequality (4.2) extends to Fourier integral operators,

sev(X, §) 2 s, (y, ) — m,(X, 0),

provided the phase function is regular at the point in question. There is equality
when the principal symbol of a does not vanish at (x, n). In particular, with F as in
(1) of order zero and with u = Fv we have

(5.2) suaX, O =s,(y,n),  spu(X, &) =sqv(y,n).

The statements just made illustrate the fact that the symbolic calculus of
pseudodifferential operators extends to Fourier integral operators in such a way
that composition of operators corresponds to composition of the corresponding
canonical relations and multiplication of suitably defined principal symbols. The
details of this, including changes of phase functions and the theory of the Maslov
index are, however, too much for a short article.

6 Propagation of singularities

Let P be a differential operator or, more generally, a properly supported dif-
ferential operator on a manifold X and consider solutions u och Pu = 0. In analogy
with the equations of classical physics, we may think of u as describing the state of
some elastic medium left to itself with the only outside influences coming from the
boundary. If, for instance, P is the wave operator D? + ... + D2_; — ¢~ 2D2 where
Xq is time and the rest space variables, the singularities of u move with the velocity
cin all directions. This vague statement is made microlocally precise in the following
theorem by Hormander ([4], II, p. 196). Let P be a pseudodifferential operator
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whose principal symbol p(x, £) is real and such that p(x, £) = 0= dp(x, £) # 0 and
the vector field H, = p,d; — p;dy is nowhere proportional to the radial field £0;. Let
u be a distribution in X. Then, outside the singularity spectrum S(Pu) of Pu, the
singularity function s, (x, £) of u is constant along the bicharacteristics t—=>(x(t),

& (t)) of P, solutions of the Hamiltonian system of Hy, x¢ =pe(x, §), & = —px (%, §)
with t in an open interval and p = 0 at one and hence all points of the interval. In
particular, outside S(Pu), S(u) is a union of bicharacteristics.

When P is the wave operator, the bicharacteristics project into X-space as rec-
tilinear movements with velocity ¢. When P = D,, the bicharacteristics are straight
lines parallel to the x,-axis and in this case we have actually proved the theorem. In
the general case it can be proved by conjugating P, without restriction assumed to
be order 1, to Q = 3/idy, by means of a Fourier integral operator. Since, by classi-
cal mechanics, the corresponding canonical map x maps the bicharacteristics of P
to those of Q, the theorem now follows from (5.2). The proof in the special case
also shows that if P has order m and sp, >s+m — 1 along a bicharacteristic, then
sy = s there if this happens at one point.

It follows from the Hahn-Banach theorem that if P: @ (X) > @ (X) has a
continuous inverse, then its transpose 'P: & '(X) > @'(X) is surjective. With P as
above we are close to this situation provided we stay in a compact set K with the
property that no bicharacteristic of P stays over K. In fact, our propagation of sin-
gularities result shows that if u and Pu are distributions with support in K and Pu is
aC” function, soisu. It is then easy to see that P: Cg (K) - C5(K) has a finite dimen-
sional kernel N and that for u €C§F(K) vanishing on N, the map Pu - u is continu-
ous. Hence, by the Hahn-Banach theorem, if f in @' (X) vanishes on N, there is a
distribution u such that *Pu = f in the interior of K. More precisely, if f€ His) we can
choose u in Hig4m — 1).

When P has a complex principal symbol p, the scene changes completely. The
general case here is extremely complicated but the prototype operators
P =D, +ix, *D, with principal symbols p = &, + ix, ¥£, and characteristic variety
p=0,i. e. & = x, =0 are well understood. When k is odd they are microlocally bad
at characteristic points with £, < 0 in the sense that there are solutions w of Pw=0
whose singularity function s, is as large negative as we please at one ray x = 0, £ =0,
£, <0 and infinity outside. Hence the map Pv— v with v of compact support close
to 0 is not continuous from H..) to any Hys) so that 'P is not surjective from @’ to
2 close to x = 0. On the other hand, at the other characteristic points or if k is
even, the situation is good in the sense that if f € H,) at (x, &) there is a u in
Hs+x (k+ 1y—1 such that Pu = f at (x, £). We also have s, =sp, + | —k(k + 1)7!
everywhere and for all u. There are some nearly complete results of the same nature
for pseudodifferential operators of principal type, i. e. such thatp =0=dp # 0,
(Hormander [5]), but they are too complicated to be stated here. Let us just men-
tion that where dRe p and d Im p are linearly independent corresponding to the
normal form D, +iD,, then the characteristic variety p = O has a natural foliation
by two-dimensional leaves carrying a complex structure. Outside S(Pu), the singu-
larity function is superharmonic on such leaves.

Propagation of singularities under reflections has also been analyzed micro-
locally. Consider for instance the wave operator P=D?+ ... +D2_, — D2, n> 2,
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in a region X:f(x) > 0 where f€EC™ and f = 0 = p(f,) > 0 where p(§) =

£+ ... +E£2_,— £ is the characteristic polynomial. In particular we can take f
independent of the time x,. Physically, solutions u of Pu = 0 represent sound waves
or light waves in X. Prescribing for instance that u = 0 at the boundary Y:f= 0, we
have reflection. Let us first describe it geometrically. A simple reflection at a point
y of Y i described by a broken bicharacteristic x =y + t§0 when t <0, x =y + t§?)
when t = 0 where p(¢() = p (§®) = 0 and 1) and £?) have the same projection n
onTF(Y) = TH(X) modulo multiples of f,(y). This means that £¢®) = g + s, f, (y)
where s,, s, are separate real zeros of the polynomial s > p(n + sf, (y)). Then the
point (y, n) is said to be hyperbolic. It is said to be elliptic when the two zeros are
complex and glancing (or parabolic) when they coincide. The glancing points may
be further divided into diffractive and gliding points where, respectively, H, 2f is
positive or negative at (y, ). Through a glancing point (y, n) there passes a bichar-
acteristic which is tangent to Y. In the diffractive case its projection on x-space
lies inside X-close to y, in the other case outside. When T*(Y) has only diffrac-
tive and gliding points, Melrose and Sjéstrand [6] has shown that all local limits of
the broken bicharacteristics are either bicharacteristics tangent to Y at a diffractive
point or a bicharacteristic of the restriction of p to Y through gliding points, a
gliding bicharacteristic. Further, with a suitable definition of singular spectrum at
Y, the propagation of singularities theorem extends to the wave equation with
boundary condition of u = 0 as follows: the singular spectrum is a union of general-
ized bicharacteristics, limits of the broken ones. The same result holds all finite
orders of tangency while infinite order of tangency still presents some problems.

7 Some applications

Perhaps the first substantial application of what is now called Fourier inte-
gral operators was made by Peter Lax [2]. He constructed a parametrix for the solu-
tion F of the Cauchy problem

(7.1) P(t,x, D, DOF(t,x,y) =0,  D*F(t,x,y) = 8x,m_ 15X —¥)

where 0 <k <m, §; = 1 when j =k and O otherwise and P=D;™+ ... is a differen-
tial operator of order m, defined for small t and x = (x4, . . ., X,) which is strongly
hyperbolic with respect to the time variable t in the sense that its principal symbol
factors as

(1.2) p(t,x,r,§)=f1(r—pk(t,x,§))

where the py are real and separate for { # 0 and real. The existence and uniqueness
of F is a fact of hyperbolic theory. Note that if H(t) is the Heaviside function,
H(t)F (t, x, y) is a fundamental solution of P with pole at y. The parametrix has the
form

(7.3) G(t, x,y) =§ Ja(t, x, y, esktyHag
1

where the phase functions sy are solutions of si; — pi(t, X, skx) = O such that
s = (x — y)§ when t = 0. It is then possible to choose amplitude functions a, in such
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a way that G solves (1) modulo C* functions. The k' term Gy on the right of (3)
then solves the pseudodifferential equation

(D — pi(t, x, Dy))G =0

modulo C* functions.

Dropping the index k, let us consider pseudodifferential operators
D, — P(t, x, D,) where P has a real principal symbol p(t, x, £) of order one and os-
cillating integrals

(7.4) E(t, x,y) = [estxvDa(t, x, y, £)d¢,

solutions of (D; — P)E = 0 modulo C* functions, where the phase function s satis-
fies the Hamilton-Jacobi equation

(7.5) st—p(t, x,5)=0

with s =(x — y) ¢ when t = 0. In all this, t, x, y are supposed to be small. Since solu-
tions of (5) in general exist only locally, we have to make such a restriction even if
P is defined for all t and x.

Consider curves x = y(t, y, {) implicitly defined by s, = 0. We shall see that
they are bicharacteristics of D; — p(t, x, D,) taken as orbits of the Hamilton vector
field Hy = pg0x — px 9 of p. In fact, since t is small and s, is the identitiy matrix
when t = 0, we may assume that s, is nonsingular. Then, differentiating s; = 0 with
respect to t and (5) with respect to {, one finds that dx/dt = —p,(t, x, s,). Differ-
entiating (5) with respect to x and y then gives ds, /dt = p4, ds, /dt = 0. In other
words, t > (x, £) with £ =, is a bicharacteristic which when t = 0 passes through
(y, n) with n = —s,. Let C(y) be the union of these curves when ¢ and t vary. Its
projection C*(y) on t, x-space is a sheet of n dimensions issuing from y whose tan-
gent cone at y has the equation x =y — tpe(0, y, ).

For small t, s, and s, do not vanish so that x > E(t, x, y) and y > E(t, x, y)
are distributions. As in section 3 one sees from (4) that the singularity spectrum of
t, x > E(, x, y) consists of pairs (t, 7), (x, ) for which 7 =s;=p, £ =s; and s, = 0.
Hence its projection on t, x, &-space is contained in the set C(y) above and its pro-
jection of t, x-space in the sheet C*(y). In particular, for every factor of (2) one gets
a set Ci(y) and a sheet C{f(y) and in this case their unions are, respectively, the sin-
gularity spectrum and the singular support of the distribution t, x > E(t, x, y). This
gives the classical picture of wave propagation determined by a hyperbolic operator
of order m and a point disturbance at x =y, t = 0, namely m wave fronts spreading
with different velocities from the center of disturbance.

Let us now return to (4). So far we have assumed that t, x, y are small, but
the set C(y) and the bicharacteristics of D; — P extends via the Hamilton flow of
p(t, x, £) to all t, x, y provided P is everywhere defined which we now assume. In
the fundamental paper [4] by Héormander and Duistermaat it is proved that, modulo
smooth functions, E(t, X, y) extends uniquely to all t, x, y as a solution of
(D; — P)E = 0. By the propagation of singularities theorem, its singularity spectrum
is then a union of bicharacteristics of D, — P. More precisely, any point (ty, Xo, Vo)
has a neighborhood N where E(t, x, y) is a finite sum of oscillatory integrals E' like
(4), perhaps with other auxiliary variables 8 = (6,, . . ., fy) replacing ¢, and a phase
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function s'(t, X, y, 8) such that the curve t = (X, ), S5 = 0, is part of a bicharacter-
istic issuing from (y, —sy) when t = 0. When the projection of N on x, y-space has
a part M in common with the diagonal x =y, integrals

t - [B'(t, x, x,)f(x)dx = [ [e &xx03'(t, x, x, 0)f(x)dxd8

with f in C5 (M) are well defined. By the proposition of section 3, their singular
spectra consist of pairs (t, 7) such that 7 = p(t, x, sy) with s, +s; =0, sy = 0. This
requires a bicharacteristic from some y to come back to y at time t.

In particular, let P = P(x, D,) be independent of t, elliptic and selfadjoint
with respect to H = L2 (X) where now X is a compact manifold with a smooth posi-
tive density dx. Then t = e*** is a one parameter group of unitary operators H > H
with a kernel E(t, x, y) such that (D, — P)E =0, E(0, x, y) = 6(x — y) and with the
trace

(7.6) t- JE(t, x, x)dx = etk

where A, A2, ... are the eigenvalues of P. The remark above then shows that the
singularity spectrum of the trace consists of pairs (t, 7) such that t is a period of
closed bicharacteristic and 7 is the corresponding value of p (Chazarain [7]). This
result generalizes the essential features of Poisson’s summation formula

E 5(t _ k) .__z ei21rkt
k k

where k runs over the integers Z. In this case X = R/Z and P = D,.

The asymptotics of the eigenvalues of P can be read off from the behavior of
the trace (6) for small t. This was first done by Hormander. He was able to choose
phase and amplitude functions of a parametrix in such a way that he could prove
that the number of eigenvalues at most equal to A is

@mma [ [ dxdg+oQ@n-1)

X p<i1
when p 2 0. Here the error term is best possible.

When all the closed bicharacteristics of D, — P have the same least period, say
2w, there are very precise results. The eigenvalues cluster in smaller and smaller in-
tervals I, ..., I, ... whose centers form an arithmetic progression with difference
1 and, for large k, the number of them in I is a polynomial in k (Colin de Verdiére [8]).

My review must end here. Further information is available in the bibliogra-
phy, in particular on Fourier integral operators with complex phase functions with
applications to Toeplitz operators and the Bergmann kernel.
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Buchbesprechungen

Siegel, C. L., Gesammelte Abhandlungen, Teil 4, Berlin — Heidelberg — New York:
Springer-Verlag 1979, 1 Portrait, 350 S., geb., DM 74,—

Bei meiner Besprechung der ersten drei Binde dieser Gesammelten Abhandlungen im
Jber. d. Dt. Math.-Verein. 73 (1971), H. 1 gab ich meiner Hoffnung Ausdruck, daf} das wissen-
schaftliche Werk C. L. Siegels damit noch nicht abgeschlossen sei. Diese Erwartung hat sich in
reicher Fiille bestitigt, wie der nun vorliegende vierte Band zeigt. Er umfat in den Nummern
83-99 die Verdffentlichungen aus der Zeit von 1968—75. Am Ende befinden sich ein Ver-
zeichnis simtlicher Publikationen, Berichtigungen und Bemerkungen zu den ersten drei Bin-
den sowie eine niitzliche Liste aller Biicher und Vorlesungsausarbeitungen Siegels.

Die Thematik der Arbeiten ist weit gestreut: Zwei Abhandlungen (94) und (98) be-
treffen Fragen der Himmelsmechanik; die Arbeiten (86) und (93) handeln von Modulfunktio-
nen zu paramodularen Gruppen, von denen die berithmten Modulfunktionen n-ten Grades nur
ein Spezialfall sind. Es gibt vier Publikationen (84), (89), (90) und (99) iiber Werte von Zeta-
funktionen und L-Reihen, die einen wichtigen Schritt zur Entstehung der Theorie der p-adischen
Modulformen durch J.-P. Serre u. a. darstellten. — Verschiedene Veroffentlichungen entstanden
durch Siegels intensive Auseinandersetzung mit zentralen Neuentdeckungen anderer Mathema-
tiker. Hier ist vor allem die Abhandlung (85) iiber den Starkschen Satz, daf} genau neun ima-
ginir-quadratische Zahlkorper der Klassenzahl 1 existieren, zu nennen; es wird der Zusammen-
hang mit elliptischen Modulformen und den friiheren Untersuchungen von Heegner hergestellt.
Unter diesen Gesichtspunkt lassen sich ferner einordnen die Arbeit (88) iiber ,,Abschitzung
von Einheiten“, die im Zusammenhang mit Bakers Untersuchungen iiber diophantische Approxi-
mationen steht, sowie der Artikel (83) zum Weierstraf3schen Vorbereitungssatz. — Eine andere
Gruppe von Arbeiten zeugt von dem Wert, den Siegel der Frage der Konstruktivitit von Losun-
gen beimifit. Dies gilt zum Beispiel fiir die Untersuchung (96) iiber quadratische Formen oder
auch die Abhandlung (97). — Der Artikel (91) mit dem Titel ,,Einige Erlduterungen zu Thues
Untersuchungen iiber Annidherungswerte algebraischer Zahlen und diophantische Gleichungen*
bekundet schlieflich das mathematisch-historische Interesse Siegels und schligt die Briicke zu
seiner beriihmten Dissertation. Dazwischen liegt iiber ein halbes Jahrhundert duflerst fruchtbaren
mathematisch-wissenschaftlichen Wirkens, von dem diese Gesammelten Abhandlungen in beein-
druckender Weise Zeugnis ablegen. Die in meinem Referat iiber die ersten drei Bande ausgespro-
chene Wiirdigung gilt in gleichem Mafle auch fiir diesen letzten Band.

Freiburg i. Br. H. Klingen

Menger, K., Selected Papers in Logic and Foundations, Didactics, and Economics
(Vienna Circle Collection 10), Dordrecht: D. Reidel Publ. Comp. 1979, xii + 341 p., Cloth Dfl
Dfl 110,—, paper Dfl. 55,—

Bei diesem Buch handelt es sich um Band 10 der ,,Vienna Circle Collection®, die einer
der bedeutendsten philosophischen Bewegungen des 20. Jahrhunderts — man mag zu ihren Leh-
ren stehen wie man will — gewidmet ist. Der Wiener Kreis erfreute sich von Anfang an eines re-
gen Interesses von Mathematikern. Hans Hahn (1879—1934) und Karl Menger (*1902) gehérten
zu seinen aktiven Mitgliedern. Der vorliegende Band enthilt eine Auswahl von praktisch allge-
mein verstiandlichen Artikeln von Karl Menger, gelegentlich etwas gekiirzt und stets sorgsam kom-
mentiert. Ein Teil der Beitrage stammt aus Mengers Wiener Zeit, andere sind spiter in den USA
entstanden. Der Themenkreis ist weit gespannt: Logik, Philosophie, Grundlagenfragen der Mathe-
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matik, Geometrie, Didaktik, Okonomie. Der Leser empfingt einen deutlichen Eindruck von einer
iiber die Grenzen der Mathematik hinaus wirkenden Mathematikerpersonlichkeit. Die Freude des
Autors an der Selbstdarstellung ist unverkennbar, wird aber keinen interessierten Leser storen.
Einer der Beitrige ist offenbar eigens fiir diesen Band geschrieben worden und faft die Erinne-
rungen von Menger an L. E. J. Brouwer (1881—1966) aus den zwanziger Jahren zusammen. Als
Anlaf8 nennt Menger die Diskussion seiner Auseinandersetzungen mit Brouwer in der von Heyting
und Freudenthal besorgten Brouwer-Ausgabe (L. E. J. Brouwer, Collected Works, 2 Bde. Amster-
dam 1975/76). Er bezeichnet diese Diskussion als ,,wanton*. Das ist ein schwer zu iibersetzendes
Wort, es kann u. a. , leichtsinnig®, ,,mutwillig®, ,,boshaft* bedeuten. Sicher wird man mit einem
derartigen Wort der Herausgeberleistung von Freudenthal, gerade in diesem Punkte, nicht gerecht.
Andererseits hat dieser Anlaf uns in Gestalt von Mengers Aufsatz zahlreiche, wenn auch person-
lich gefirbte, Details iiber die Persdnlichkeit Brouwers beschert, die man in der Brouwer-Ausgabe
von Heyting und Freudenthal vermifite. Den mathematisch-historisch interessierten Leser wird
die Geschichte der Verwandlung eines anfinglich intensiven Verhiltnisses zwischen einem reifen
und einem heranwachsenden Mathematiker zu einer bedauerlichen Entfremdung zweier bedeuten-
der Personlichkeiten fesseln, aus welcher Distanz er das Berichtete auch immer betrachten mag.
Der Band ist fiir jeden Mathematiker als Dokument bedeutender Vorginge lesenswert.

Erlangen K. Jacobs

Davis, M., Applied Nonstandard Analysis (Pure and Applied Mathematics Series), Chi-
chester: John Wiley & Sons 1977, 196 p., £ 12.50.

Es handelt sich um die ,,nonstandard* Analysis im Sinne von Abraham Robinson. Diese
unterscheidet sich von der heute weitgehend iiblichen ,,standard* Analysis dadurch, da8 infini-
tesimale Zahlen, also unendlich kleine und unendlich grofe Zahlen in den Kreis der Betrachtung
einbezogen werden. Das ist natiirlich keine Neuerung, sondern es bedeutet ein Ankniipfen an die
historischen Quellen, z.B. bei Leibniz oder bei Euler. Denn die Analysis, wie wir sie heute kennen,
ist ja urspriinglich entstanden als Infinitesimalkalkiil, in der Erkenntnis, dal man mit infinitesi-
malen Zahlen in derselben Weise rechnen kann wie mit den gewShnlichen, endlichen, Zahlen. Die-
ses Permanenzprinzip, bei Leibniz ganz deutlich formuliert, hatte fast zwei Jahrhunderte lang als
Grundlage fiir den Infinitesimalkalkiil gedient. Erst spiter, bei der Suche nach einer strengen Be-
grindung der Analysis, wurde der Gebrauch der Infinitesimalen als ,,unstreng* eingestuft, weil
sich bei einer naiven Anwendung des Permanenzprinzips Widerspriiche ergaben, die zunichst nicht
aufgeklirt werden konnten. So lernen heute unsere Schiiler und Studenten, da die Leibnizsche
Notation g—i’— fiir die Ableitung lediglich symbolisch zu verstehen sei; es handle sich bei diesem
Differentialquotienten keineswegs um den Quotienten zweier Differentiale. Ebenso sei das Inte-
gral [ f(x) dx nicht etwa die Summe von unendlich vielen, infinitesimalen Rechtecksinhalten; es
handle sich lediglich um eine anschauliche Bezeichnungsweise die keinen unmittelbaren Sinn, son-
dern lediglich heuristischen Wert habe. Dieser anschaulich-heuristische Wert des Leibnizschen In-
finitesimalkalkiils blieb jedoch stets unbestritten.

Im Jahre 1960 entdeckte Abraham Robinson, daf die Begriffe und Methoden der mathe-
matischen Logik einen geeigneten Rahmen liefern kénnen fiir den Infinitesimalkalkiil im wortlichen,
nicht nur im symbolischen Sinne: nimlich unter tatsichlicher Heranziehung infinitesimaler Zahlen.
Er nannte seine Theorie ,,nonstandard* Analysis, weil sie nimlich in engem Zusammenhang steht
mit den sogenannten ,,nonstandard* Modellen der Arithmetik, deren Existenz zuerst von Skolem
gezeigt wurde. Diese Bezeichnung ,,nonstandard*, obwohl als Fachwort im Sinne der Logik gemeint,
hat doch in der mathematischen Offentlichkeit gelegentlich zu Mifiverstindnissen Anlaf gegeben. Es
handelt sicheben nicht um eine neuartige, ungewdhnliche oder auf uniiblichen Voraussetzungen auf-
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gebaute Theorie, sondern wie gesagt um die gewdhnliche, klassische Analysis, mit dem einzigen
Zusatz, daB auch Infinitesimale zugelassen sind, nicht nur als Hilfsmittel der Anschauung, sondern
auch zur Bereicherung und Vereinfachung der Beweise. Vielleicht sollte man die Bezeichnung
,,nonstandard* in diesem Zusammenhang ganz vermeiden und stattdessen von ,,Infinitesimalkal-
kiil“ sprechen, so wie das z.B. in dem kiirzlich erschienenen Buch von D. Laugwitz [1] getan wird.
(Dieses schone Buch ist jedem zu empfehlen, der sich iiber die Grundlagen und die Entwicklung
des Infinitesimalkalkiils in historischer Sicht informieren mochte).

Nonstandard Analysis wurde einem grofieren Kreis von Mathematikern zuerst bekannt
durch die Lecture Notes von W. A. J. Luxemburg [2] im Jahre 1962. Einige Jahre spiter erschien
das Buch von Abraham Robinson [3], welches nach Konzept, Inhalt und Form wohl zu den klassi-
schen mathematischen Werken dieses Jahrhunderts zu zihlen ist. Jeder, der sich mit nonstandard
Analysis eingehender befassen mochte, mufl wohl schlieBlich auf das Robinsonsche Buch zuriick-
greifen. Aber das Buch von Robinson war nur ein Anfang, es zeigte den Weg und 6ffnete neue Per-
spektiven. Die Ideen Robinsons breiteten sich in der Folge schnell aus und die Literatur iiber non-
standard Analysis ist heute schon ziemlich umfangreich. (Eine Bibliographie wurde angefertigt von
D. R. Johnson [4]).

Es ist nicht verwunderlich, da die nonstandard Analysis wegen ihrer anschaulichen Ver-
wendung von Infinitesimalen besonderes Interesse gefunden hat einerseits im akademischen Unter-
richt, als auch andererseits im Hinblick auf die Anwendungen der Mathematik, z.B. Physik, Statistik
oder Wirtschaftswissenschaften. Was den akademischen Unterricht betrifft, so sei verwiesen auf
das ausgezeichnete Lehrbuch von Keisler [5], das zwar fiir undergraduates bestimmt ist, dessen
manual for instructors [6] jedoch auch fiir den Unterricht an unseren Hochschulen interessant sein
diirfte. Ganz kiirzlich ist iibrigens noch ein weiteres elementares Lehrbuch erschienen [7]. Fiir die
angewandte Mathematik liegt, soweit mir bekannt ist, zur Zeit kein Lehrbuch oder Monographie
vor. Ein solches Buch, das die Verwendbarkeit der Robinsonschen Ideen in Anwendungsbereichen
der Mathematik demonstriert, wire sehr notwendig und erwiinscht.

Leider behandelt das vorliegende Buch, obwohl es die Bezeichnung ,,applied* im Titel
trigt, die angewandte Analysis iiberhaupt nicht. Der Verfasser erldutert in seinem Vorwort, dafl
es sich um Anwendungen der nonstandard Methoden auf die klassische Analysis handle, nicht
etwa um nonstandard Methoden bei der angewandten Analysis. Diese Verwendung des Wortes
,-applied* hat offenbar nicht nur beim Berichterstatter eine gewisse Verwunderung hervorgerufen.
Was darf ein Leser erwarten, z.B. von einem Buch mit dem Titel ,,applied linear algebra‘“ oder
,»-applied complex analysis* etc.? Weshalb mochte der Autor durch Wahl seines Titels ,,applied
nonstandard analysis* Erwartungen beim Leser hervorrufen, die er nicht erfiillt?

Abgesehen vom Titel fand ich das vorliegende Buch jedoch durchaus beachtenswert. Es
nimmt unter den bekannten Darstellungen des Infinitesimalkalkiils einen Platz ein etwa zwischen
Keisler [S] und Stroyan-Luxemburg [8], was das Niveau des angesprochenen Lesers betrifft. Es
wendet sich an Studenten mittlerer Semester, ohne grofere Vorkenntnisse in Logik. In der Tat
sehe ich ein Hauptverdienst dieses Buches darin, da die logischen Grundlagen des Infini-
tesimalkalkiils kurz, vollstindig und elegant dargestellt werden, jedoch stets anschaulich und
iiberzeugend motiviert. (Die Darstellung beruht auf Robinson-Zakon [9]). Der Mathematiker, der
sich schnell die notwendigen Grundlagenkenntnisse aneignen will, der sich aber mit der didaktisch
motivierten elementaren Darstellung bei Keisler [S] nicht zufrieden gibt, findet in Kapitel 1 des
vorliegenden Buches wohl die kiirzeste und am leichtesten zugingliche Darstellung, verglichen mit
den anderen existierenden Lehrbiichern oder Monographien. Nach Lektiire von Kapitel 1 wird
man ohne Schwierigkeiten andere Monographien oder Originalarbeiten iiber nonstandard Analysis
lesen konnen, auch wenn jene (wie z.B. Robinson [3]) eine etwas andere Konstruktion der non-
standard Erweiterungsstruktur zugrundelegen.

Was nun die behandelten Sitze aus der Analysis betrifft, so wird keine systematische Ent-
wicklung gegeben, sondern es handelt sich um ausgewihlte Kapitel aus verschiedenen Teilgebieten
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der Analysis. Offenbar ist die Auswahl so getroffen worden, da sich daran die Anwendbarkeit
der infinitesimalen Methoden besonders gut demonstrieren 1it; ein anderes Auswahlprinzip fiir
die sonst ziemlich unzusammenhéngenden Sitze vermag der Berichterstatter nicht zu erkennen.
Es fehlt hier der Raum, um alle behandelten Themen aufzufiihren, teilweise sind diese auch in
den anderen genannten Biichern diskutiert, teils jedoch nur in der Originalliteratur zu finden, Er-
wihnt sei hier lediglich der Existenzbeweis fiir das Haarsche Maf auf lokal kompakten Gruppen
(Kap. 3, § 3); der Satz von Bernstein-Robinson iiber die Existenz invarianter Teilrdume fiir poly-
nomial kompakte Operatoren im Hilbertschen Raum (Kap. 5, § 3) sowie der Spektralsatz fiir Her-
mitesche Operatoren (Kap. 5, § 4/5). Der Integralkalkiil wird entwickelt fiir reelle Funktionen mit
Werten in einem Banach-Raum und der Differentialkalkiil wird ebenfalls dargestellt fiir Abbildungen
von Banach-Riumen (Kap. 4, § 3/4).

Das vorliegende Buch stellt eine interessante Bereicherung der Literatur iiber nonstandard
Analysis dar.
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Heidelberg P. Roquette

Laugwitz, D., Infinitesimalkalkiil, Kontinuum und Zahlen, Eine elementare Einfiihrung
i. d. Nichtstandard Analysis, Mannheim — Wien — Ziirich: Bibliographisches Institut 1978, 187 S.,
pb., DM 24 —

Die Nonstandard-Analysis wurde 1960 von Abraham Robinson entwickelt. In ihr wird
der K&rper R der reellen Zahlen um sogenannte nonstandard reelle Zahlen zu einem geordneten
Korper *R erweitert. In *R gibt es sowohl unendlich kleine positive (in Bezug auf alle positiven
Zahlen aus R) als auch unendlich groe Zahlen. Was *R gegeniiber einem beliebigen nichtarchime-
disch geordneten Oberkérper von R auszeichnet, ist die Tatsache, daf8 die Eigenschaften von *R
»fast* die gleichen wie die von R sind. Dies dufSert sich in einem ,,Ubertragungsprinzip* fiir Eigen-
schaften von R nach *R (und umgekehrt). Fiir eine Priizisierung dieses Prinzips ist es notwendig, die
Eigenschaften, fiir die eine Ubertragung méglich ist, genau zu beschreiben. Bei Robinson geschieht
dies im Rahmen einer formalen Sprache. Beweise, die dieses Ubertragungsprinzip beniitzen, miis-
sen besonders sorgfiltig formuliert, ja manchmal sogar formalisiert werden. Dies ist der Preis,
der gezahlt werden muf, will man mit infinitesimalen Grofen so rechnen ,,als wiren sie reelle
Zahlen*. (Man vergleiche hierzu auch die Ausfiihrungen von P. Roquette in der vorstehenden
Besprechung des Buches ,,Applied Nonstandard Analysis* von M. Davis).
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Zwei Jahre vor Robinson, im Jahre 1958, publizierten Curt Schmieden und Detlef Laug-
witz (der Verfasser des zu besprechenden Buches) eine Arbeit (Math. Z. 69 (1958) 1-39), in der
sie R zu einem partiell geordneten Ring (mit Nullteilern) erweitern, in dem ebenfalls mit unend-
lich kleinen bzw. groien ,,Zahlen* gerechnet werden kann.

Vereinfacht lassen sich die beiden Erweiterungen etwa so beschreiben: Wir betrachten
zuerst den Ring R der abzihlbaren Folgen reeller (oder auch rationaler) Zahlen. Schmieden und
Laugwitz nennen zwei Folgen dann 4dquivalent, wenn sie bis auf endlich viele Stellen iiberein-
stimmen, Robinson nennt sie dquivalent, wenn die Menge der Stellen der Ubereinstimmung in
einem vorgegebenen freien Ultrafilter liegt. In beiden Fillen wird durch die entsprechende A qui-
valenzrelation faktorisiert. Im ersten Fall entsteht ein reduziertes Produkt, im zweiten ein Ultra-
produkt. Algebraisch bedeutet das im Falle Schmieden-Laugwitz Division durch das Ideal A der
fast iiberall verschwindenden Folgen, in Robinsons Fall Division durch ein maximales Ideal M
iiber A.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen den beiden Modellen liegt in denjenigen Eigen-
schaften, die sich von R auf das jeweilige Modell iibertragen lassen. Wihrend es sich bei Robinson
dabei um eine sehr grofie Klasse von Eigenschaften handelt, lassen sich bei Schmieden-Laugwitz
nur Eigenschaften eines ganz speziellen Typus iibertragen. So einfache Eigenschaften wie Nulltei-
lerfreiheit und Linearitit sind nicht von diesem Typus.

In dem vorliegenden Buch werden beide Zuginge zur , Infinitesimalrechnung* dargestellt.
In Kapitel I findet man das Schmieden-Laugwitz-Modell sowie einfache Sitze der Analysis, die
unter Benutzung dieses Modelles bewiesen werden. In Kapitel II wird Robinsons Modell darge-
stellt und in Kapitel III werden dann mit seiner Hilfe weitergehende Sitze der Analysis bewiesen.

Es darf nicht iiberraschen, daf der Autor die Vorziige seines Zuganges hervorzuheben
sucht. So wird z. B. auf S. 102 gesagt: ,,Ferner ist die Ultraprodukt-Methode hochgradig nicht-
konstruktiv, . . .“. Dies kann sich nur auf die Verwendung des Auswahlaxioms beim Beweis der
Existenz eines maximalen Ideals M iiber A beziehen. Die Verwendung dieses Axiom:s ist jedoch in
der Mathematik alltiglich, der Autor verwendet es laufend selbst, z. B. in den Beweisen 1.4.3 und
1.4.8. In diesem Zusammenhang sei noch erwihnt, dal der Beweis von 2.1.5(c), einer Charakteri-
sierung von Ultrafiltern, einen Fehlschluf} enthalt.

Auf S. 103 wird gesagt: ,,Auch ist — abgesehen vom Asthetischen — der praktische
Nutzen von Nullteilerfreiheit und linearer Ordnung nicht grof*. Es ist jedoch nicht nur das Feh-
len der Linearitit (diese wird iibrigens in manchen Beweisen in Kapitel I versehentlich verwendet,
z. B. in Zeile 22 auf S. 35 und in Zeile 9 auf S. 36), was das Schmieden-Laugwitz-Modell schwer-
filliger macht, sondern das Fehlen eines so starken Ubertragungsprinzips, wie es in Robinsons
Modell vorliegt. Ein Vergleich der Beweise 1.4.4(a) und 3.1.4 der gleichmiBigen Stetigkeit ste-
tiger Funktionen auf kompakten Intervallen in beiden Modellen zeigt dies sehr deutlich.

Leider werden in den Beweisen der weitergehenden Sitze in Kapitel III, bei denen dann
Robinsons Modell Verwendung findet, die Stellen, an denen das Ubertragungsprinzip entscheidend
eingeht, iibergangen. Dies trifft z. B. auf den Beweis der Integrierbarkeit monotoner Funktionen
(3.3.8) und den Beweis des Fundamentalsatzes (3.3.10) der Differential- und Integralrechnung zu.
In beiden Fillen werden wichtige Argumente dem Leser ohne irgend einen Hinweis auf das Uber-
tragungsprinzip iiberlassen. (Der interessierte Leser vergleiche etwa zu 3.3.10 den Originalbeweis
von Robinson in seinem Buch ,,Nonstandard Analysis* auf S. 74).

Die Darstellung des Prinzips selbst in § 2.5 kommt ebenfalls zu kurz. Die Definitionen des
§ 2.5 (z. B. einer Aussage) lassen die in diesem Zusammenhang notwendige Strenge vermissen.
Auch wird der Beweis des Satzes 2.5.1, der im wesentlichen das Ubertragungsprinzip beinhaltet,
nur angedeutet. Eine exakte Durchfiihrung hitte hochstens eine halbe Seite mehr in Anspruch
genommen.

Aufgrund dieser Mingel, zu denen sich weitere hinzufiigen lieBen, halte ich dieses Buch
trotz seiner zahlreichen und interessanten historischen Vergleiche nicht fiir empfehlenswert. Es
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weckt Hoffnungen, die es nicht erfiillt; wer glaubt, in ihm ein solides Fundament fiir den Um-
gang mit infinitesimalen Grofen zu finden, wird es bald enttiuscht aus der Hand legen.

Konstanz A. Prestel

Iyanaga, S. (editor), The Theory of Numbers (North-Holland Mathematical Library,
vol 8.), Amsterdam: North-Holland 1975, xii + 542 p., Dfl. 150,—

Dieses interessante Buch sollte treffender den Titel Klassenkorpertheorie tragen; genauer
geht es darin um Klassenkorpertheorie auf kohomologischer und bewertungstheoretischer Grund-
lage. Die Kapiteleinteilung ist klar und schliissig: I. Kohomologie von Gruppen, II. Bewertungs-
theorie, III. Adele-Ringe und Idele-Gruppen, IV. Die Hauptsitze der Klassenkorpertheorie, V. Be-
weise der Hauptsitze. Die Trennung von IV und V hat einen Vorginger in den Teilen I und Ia des
Zahlberichts von Hasse (1926/1927). Die Entstehungsgeschichte des vorliegenden Buches ist be-
merkenswert und in der Vorrede ausfiihrlich dargelegt. So fand im Haus von Iyanaga ein sonntig-
liches Seminar mit wechselnder Besetzung statt. Der behandelte Stoff wurde dann hauptsichlich
von Tannaka, Tamagawa, Satake, Hattori, Shimizu, Fujisaki und Iyanaga niedergeschrieben und
liegt uns erfreulicherweise in diesem schonen und homogenen Buch vor. Wie in der Vorrede ge-
sagt wird, werden an mathematischer Vorbildung lediglich Galois-Theorie und ein Grundwissen
iiber lokalkompakte Gruppen vorausgesetzt; was unter letzterem zu verstehen ist, ist am Beginn
von Kapitel Il zusammengestellt. Das Buch ist klar geschrieben, und die Beweise werden mit der
erforderlichen Ausfiihrlichkeit gefithrt. Ausgehend vom Reziprozititsgesetz fiir quadratische Reste,
gewohnlichen Gauss-Summen und dem Normenrestsymbol von Hilbert und inspiriert durch
Chevalley (Class field theory, Nagoya University 1953/1954), gipfelt das Buch in Hauptsitzen A,
B, C (S. 312—314) und dem Reziprozititsgesetz (Kap. V, § 5). Nach dem Vorbild von E. Artin
und Tate (Class field theory, New York — Amsterdam 1967) endet der Text mit Weil-Gruppen.

Mit dem Kapitel iiber Kohomologie ist fiir den Leser gleich am Anfang eine relative hohe
Hiirde aufgebaut. Man kann sich natiirlich an den schénen Diagrammen und vielen Isomorphismen
erfreuen. Mochte man aber nicht zuerst einmal wissen, wozu dieser Aufwand betrieben wird? Fiir
das Einfiihren von Diskriminante (S. 162) oder fiir das Formulieren des Einheitensatzes von
Dirichlet (S. 249) ist er nicht erforderlich. Erst S. 28 koénnte es dem Leser dimmern, wo von einer
handfesten mathematischen Aufgabe (Erweiterung von Gruppen) die Rede ist, und ein wichtiger
Satz (von Schreier) folgt bald. Gerade fiir die Einstimmung in dieses Kapitel sollte der Leser noch
andere Quellen zu Rate ziehen wie etwa Kurosch (Gruppentheorie, Berlin 1955, § 28), Hall (The
theory of groups, New York 1959, Kap. 15) oder Zassenhaus (The theory of groups, New York
1949, Kap. 111, § 6). Im vorliegenden Buch wird viel mit Bewertungen und Divisoren gearbeitet.
Erfreulicherweise wird mittels Appendix 1 (Idealtheorie) eine Konzession an den anderweitig vor-
gebildeten Leser gemacht. Sehr wertvoll fir den Leser ist Appendix 2 (S. 479—518) iiber die Ge-
schichte der Klassenkorpertheorie; leider finden sich zu wenig Riickverweise auf den Stoff des
Buches. So ist S. 491 vom Hauptidealsatz die Rede; durch die Tatsache, da} sich im Index kein
weiterer Hinweis darauf findet, wird man indirekt darauf gefiihrt, da® im Buch auf einen Beweis
verzichtet wurde. Ubrigens vermisse ich S. 517 den Namen Heegner. In der Bibliographie finden
sich zu meiner Uberraschung keine Eintragungen unter Kummer und Frobenius.

Ich halte dieses vorziiglich ausgestattete Buch fiir sehr lesenswert und empfehle es mit
Nachdruck. Allerdings sollte man beim Lesen auch noch andere Biicher wie etwa Cassels und
Frohlich (Algebraic number theory, Washington, D. C. 1967) oder Neukirch (Klassenkorpertheo-
rie, Mannheim — Wien — Ziirich 1969) griffbereit haben. The Theory of Numbers ist eine
wichtige Bereicherung der Literatur.

Hannover G. J. Rieger
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Kaplansky, I., Commutative Rings (revised edition), Chicago: The University of
Chicago Press 1974, 192 p., Cloth, $9.75

Ein Buch, das gelesen werden soll, darf weder zu dick noch zu schwierig sein; vor allem
aber mu# sich der Leser Seite fiir Seite motiviert fihlen, weiterzulesen. Sind diese Bedingungen
zu erfiillen bei einem so komplexen und anspruchsvollen Thema? Der Autor beweist es, auf
182 Seiten, mit einem Minimum an Voraussetzungen (Grundbegriffe der Algebra wie Ring,
Ideal), ausgehend von der Definition eines Primideals und dem Ganzheitsbegriff (Kap. 1) iiber
noethersche Ringe (Kap. 2) zu Macaulay-Ringen und reguliren Ringen (Kap. 3) und schlief-
lich dem Satz von Auslander und Buchsbaum (jeder regulire lokale Ring ist faktoriell) und
der Theorie der Gorenstein-Ringe (Kap. 4). (In dem letzten Kapitel wird etwas Homologie-
theorie vorausgesetzt bzw. von des Autors Buch: Fields and Rings, Chicago 1969, iibernom-
men).

Natiirlich trifft der Autor eine Auswahl aus der immensen Stoffiille; aber sie ist repri-
sentativ und — darin zeigt sich die Meisterschaft — bildet ein geschlossenes Ganzes.

Das Buch enthilt eine grofe Zahl von Aufgaben mit gelegentlichen Literaturhinweisen
und Lésungsanleitungen. Die zweite Ausgabe unterscheidet sich von der ersten im wesentlichen
durch Anderungen in den Ubungen und einen Zusatz (von zwei Seiten) mit Bemerkungen.

Jeder Mathematiker sollte dieses Buch in seinem Regal stehen haben, und zwar mit der
Breitseite nach vorne, um sich an den zehn kommunizierenden und kommutierenden Ringen
des Designers ergotzen zu konnen.

Bochum S. Elliger

Adian, S. I., The Burnside Problem and Identities in Groups (translated from Russian
by J. Lennox and J. Wiegold) (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. Bd. 95),
Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1979, xi + 322 p, Cloth DM 78,—

This is a translation of Adian’s book [1]. The translators, Lennox and Wiegold, have
done a good job and the translation has been approved by the author. This beautifully printed
Springer volume is a marked improvement on the somewhat scruffy original.

I shall resist the temptation to end this review here; thus what follows will be in effect
a review of the Russian original.

Agroup has exponent n, where n >0, if the n-th power of each of its elements is
the identity element. Clearly a finite group has an exponent (namely its order) and also has a
finite number of generators. The Burnside Proble m, which dates from 1902 (cf.
Burnside [3]), asks conversely if every finitely generated group with an exponent is finite. It has
been known for many years that such a group is finite if the exponent is 1, 2, 3, 4 or 6 but the
cases of exponent 5, 7, 8 and 9 for example are still unsolved.

It is rather trivial to show that there is a largest group B(m,n) among the set of all groups
with m generators and exponent n, in the sense that each of these groups is a homomorphic
image of B(m,n).

In 1968, Novikov and Adian [S] gave the first proof that there exists a number A such
that if m 2> 2, n is odd and n > A then the Burnside group B(m,n) is infinite. This settled the
Burnside Problem.

The main purpose of the work under review is to give another proof of this result. In
[5] the value A = 4381 is given but here the improved value A = 665 is given.

The proof occupies 245 pages and is very hard to read. Consequently this is not a text-
book but rather a research paper put into book form. Although all group-theorists should read
this book, in view of the importance of the result, I fear that few will be willing to invest the
energy to read it.
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It is perhaps surprising that the proof requires very little background knowledge in
group theory or indeed in mathematics. The proof is carefully and accurately written with all
steps being given. So what makes it hard? Well, besides being a lengthy proof, it is completely
lacking in motivation. The main part of the proof (235 pages) is an induction on ‘rank’. The
basis of the induction, rank 0, is trivial; so trivial that it gives no insight whatever into the
meaning of the concepts in the general step and their properties. Although logically unneces-
sary, the rank 1 step would have been more informative if it had been included.

Incidentally, the reason why the exponent must be odd first appears in rank 2. A
similar phenomenon occurs in [2].

After competing the induction, one has a certain finitely generated infinite group. The
remainder of the proof is to show of course that this group has an exponent. This too is hard,
but at least by now the reader is dealing with concepts which have some meaning.

Is this a correct proof? My judgement is that it is. In fact the author’s methodical style
and his meticulous attention to detail give the reader confidence in its accuracy right from the
start.

The leading open problem in the field is: do there exist infinite f.g. groups with an
exponent of the form 257 In 1959 Novikov [4] claimed an affirmative answer by announcing
that, for m > 2 and n > 72, B(m,n) is infinite, but a proof never appeared. At the 1966 Inter-
national Congress Novikov and Adian continued to conjecture an affirmative answer. There is
no conjecture stated in this book but the author says “It is to be expected that the method
set out in this book will be useful for a solution of Burnside’s Problem for such exponents.
But there are formidable difficulties in the way”.

Having worked on the Burnside problem myself (cf. [2]) my feeling is that the
answer is negative.

The remaining 60 pages of the book contain some interesting and important results
as corollaries; these depend on the details of the main proof. The results appear under the
headings “Systems of defining relations for a free group of finite exponent”, “Subgroups of a
free group of finite exponent”, “Non abelian groups in which every pair of cyclic subgroups
intersect non-trivially” and “Infinite independent systems of group identities”.

In my view this is a profound book which reflects great credit on the author.

[1] Adian,S.L: The Burnside Problem and Identities in Groups. (Russian) Moscow: Nauka
1975

[2] Britton,J.L.: The existence of Infinite Burnside Groups. Word Problems. Amsterdam —
London: North Holland 1973, 67—-348

[3] Burnside, W.: On an unsettled question in the theory of discontinuous groups. Quart.
J. Pure and Applied Math. 33 (1902) 230—-238

[4] Novikov,P.S.: On periodic groups. (Russian). Dokl. Akad. Nauk SSSR 127 No. 4
(1959) 749-752

[5] Novikov,P.S,, Adian,S. L: Infinite Periodic Groups. (Russian), I, II, III Izv. Akad.
Nauk SSSR Ser Mat 32 Nos. 1, 2, 3 (1968) 212244, 251-524, 709-731

London (Q.E.C.) J. L. Britton

Kargapolov, M. L., Merzljakov, Ju. 1., Fundamentals of the Theory of Groups (Graduate
Texts in Mathematics, Vol. 62), New York — Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1979, xvii +
203, cloth DM 35,—

Dies Buch ist entstanden aus Vorlesungen an der Universitit Novosibirsk. Es soll dem
Studenten, der in der Gruppentheorie arbeiten will, schnell in den Stand setzen, zu Originallite-
ratur vorzustofen.
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Inhaltsiibersicht: Nach den Gruppenaxiomen behandelt Kapitel 1 die Begriffe Untergrup-
pe, Erzeugendensystem, Nebenklasse, Konjugiertenklasse, Zentrum, Kommutatorgruppe. Kapi-
tel 2 (,,Homomorphismen*) schliet mit vollstindigen Gruppen und den Erweiterungsbildungen
Holomorph und Kranzprodukt. Abelsche Gruppen sind Gegenstand von Kapitel 3, wobei an freie,
endlich erzeugte, teilbare und periodische Gruppen gedacht ist. Die Sylowsitze stehen in Kapi-
tel 4 (,,endliche Gruppen‘‘), ebenso die Familien A, und PSL(n, k) als Beispiele endlicher ein-
facher Gruppen und Grundtatsachen iiber Permutationsgruppen. Kapitel 5 behandelt freie Grup-
pen und Varietiten. Nilpotente Gruppen und Verallgemeinerungen (Kapitel 6) und auflosbare
Gruppen und Verallgemeinerungen (Kapitel 7) schlieBen das eigentliche Buch ab. Im Anhang
werden , Hilfsresultate aus Algebra, Logik und Zahlentheorie* (nilpotente Algebren, lokale Sitze
aus der Logik, algebraisch ganze Zahlen) aufgefiihrt.

Die Auspriagung dieses Buches ist auf die nilpotenten und auflésbaren Gruppen gerichtet,
wobei die jeweiligen Unterklassen von endlichen Gruppen nur kurz behandelt werden. Im Unter-
abschnitt iiber endliche auflosbare Gruppen werden so die Sitze von Hall und von Carter behan-
delt und der dazugehorige inzwischen bekannte allgemeine Rahmen der gesittigten Formationen
nicht erwihnt. Die Verwendung linearer Darstellungen ist auf das Notwendigste beschrinkt (zum
Beispiel zum Beweis des Satzes von Schur) auler wenn es um die Einbettung in lineare Gruppen
geht. Eine allgemeine Aussage in dieser Richtung ist das Ergebnis von Merzljakov, daf sich das
Holomorph einer polyzykhschen Gruppe einbetten ldfit in GL,, (Z) fiir geniigend grof3es n.

Die von Kurosch und Cernikov definierten Klassen verallgemeinerter auflosbarer Gruppen
werden eingefiihrt, ebenso finden die Klassen verallgemeinerter nilpotenter Gruppen Beachtung.

Der Vorrat an Beispielen ist von den Verfassern bewuf3t klein gehalten, beim Durcharbei-
ten des Buches sind die Aufgaben hiufig von zentraler Bedeutung. Sie helfen dem Leser, sich ne-
ben Grundwissen auch ein gewisses Handwerkszeug zu verschaffen.

Das Buch ist eine gute Hilfe fir den Studenten hoheren Semesters als Einfiihrung vor der
Lektiire von Originalliteratur iiber unendliche Gruppen. Forscher aus benachbarten Gebieten kon-
nen es auch als Ubersicht verwenden.

Wiirzburg H. Heineken

Forster, O., Riemannsche Flichen (Heidelberger Taschenbiicher, Bd. 184) Berlm -
Heidelberg — New York: Springer Verlag 1977, 223 S., DM 26,80

Die Einfiihrung Riemannscher Flichen bildete den kronenden Abschluf langer Bestre-
bungen, den durch Potenzreihen definierten Funktionen zu ihrem natiirlichen Definitionsbe-
reich zu verhelfen. Die Ausfiihrungen Riemanns bedurften mancher Prizisierung, vor allem was
die topologischen Fragen anging. Eine erste zusammenfassende Darstellung gab Hermann Weyl
in seinem 1913 erschienenen Meisterwerk ,,Die Idee der Riemannschen Fliche*. Seither hat
sich die Mathematik stiirmisch weiterentwickelt. Topologische Begriffe wie Mannigfaltigkeiten
und Uberlagerungen haben neben der Funktionentheorie auch in anderen Zweigen der Mathe-
matik Eingang gefunden.

Fragen, die fiir die komplexe Analysis typisch sind, treten beim Ubergang vom Lokalen
zum Globalen auf. Ein elementares Beispiel ist die analytische Fortsetzung eines Funktions-
keimes; schwierigere Hilfsmittel sind n6tig, um die verallgemeinerten Sitze von Weierstral
bzw. Mittag-Leffler zu beweisen, bei denen meromorphe Funktionen zu vorgegebenen lokalen
Null- und Polstellenordnungen bzw. Hauptteilen konstruiert werden. Bei der Beschiftigung mit
analogen Problemen der mehrdimensionalen Funktionentheorie wurde in den fiinfziger Jahren
ein geniales topologisches Hilfsmittel entwickelt: die Garbentheorie mit einer zugehorigen
Cohomologietheorie. Damit erschienen altbekannte Ergebnisse der Analysis in einem véllig
neuen Licht. Serre hat 1959 in seinem Buch ,,Corps de classes et groupes algébriques* den
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klassischen Satz von Riemann-Roch aus dieser Sicht dargestellt. Mit der gleichen Blickrichtung —
aber vollig im Rahmen der eindimensionalen Funktionentheorie — ist das vorliegende Buch ge-
schrieben.

Im ersten Kapitel wird die Riemannsche Fliche eines Funktionskeimes, der einer alge-
braischen Gleichung geniigt, konstruiert. Vorbereitend werden, soweit wie notig, Hilfsmittel
iiber Garben und Uberlagerungen von Mannigfaltigkeiten entwickelt; zum Beweis der Haupt-
sitze bleibt dann kaum noch etwas zu tun. Dies mag einem erfahrenen Funktionentheoretiker
unbehaglicher sein, als einem unbelasteten Studenten, dem zwar die naiven Voriiberlegungen,
die zu den abstrakten Hilfsmitteln gefiihrt haben, fremd sind, der sich aber an diesen unbefrie-
digenden Zustand im Lauf seines Studiums gewdhnt hat. An elementaren Beispielen fiir kom-
pakte Riemannsche Flichen werden im Anschlu an die Definition nur die Riemannsche Zah-
lenkugel und Tori gegeben. Ein Hinweis auf Flichen hoheren Geschlechts und eventuell die
Zusammenhinge mit der Topologie zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten wire sicher niitz-
lich.

Das zentrale Ergebnis des zweiten Kapitels ist der Satz von Riemann-Roch fiir eine
kompakte Riemannsche Fliche X. Wesentlich dafiir ist, da H'(X,¢?), die erste Cohomologie-
gruppe von X mit Werten in der Strukturgarbe ¢, ein endlich-dimensionaler komplexer Vektor-
raum ist. Hierfiir wird ein sehr eleganter neuer Beweis gegeben, der verglichen mit friitheren Be-
weisen kaum noch Funktionalanalysis enthilt (anstelle des oft verwendeten Satzes von Laurent
Schwartz iiber kompakte Operatoren in Frechet-Riumen geniigt der Satz von Banach zusam-
men mit elementaren Uberlegungen in Hilbert-Raumen). Die Dimension von H!(X,¢”) nennt
man das Geschlecht von X. Der Rest des Beweises ist ein Kinderspiel. Dafiir kostet es einige
Miihe, sich unter dem so definierten Geschlecht die Zahl der Henkel von X vorzustellen. Be-
wiesen wird dieser Zusammenhang mit Hilfe harmonischer Differentialformen.

Das dritte und letzte Kapitel handelt von der Uniformisierung nicht-kompakter Rie-
mannscher Flichen. Dazu wird das Dirichletsche Randwertproblem nach der Methode von
Perron gelost. Durch diese Methode kann der Beweis des Abbildungssatzes fiir einfach zusam-
menhingende Riemannsche Flichen freigehalten werden von gewagten Schliissen der kombina-
torischen Topologie, wie man sie gelegentlich antrifft. Die Beziehungen zur Theorie der Diffe-
rentialgleichungen werden weiter verfolgt durch die Losung des Riemann-Hilbertschen Problems,
wie sie Helmut Rohrl 1957 durchgefiihrt hat.

Das Buch kann all denen empfohlen werden, die mit den Grundlagen der Funktionen-
theorie in der komplexen Ebene vertraut sind, und sehen méchten, welche Querverbindungen
zu reeller Analysis, Topologie, Funktionalanalysis und auch Algebra sich heute durch weiter-
gehende Studien der komplexen Analysis auftun. Sie kénnen sich freuen, einen auch in Ein-
zelheiten zuverldssigen Text vorzufinden. Allerdings ist das Buch nicht mehr im einschmeicheln-
den Legato von Hermann Weyl geschrieben, sondern im knorrigen Staccato von ,,Definition,
Satz, Beweis, Corollar*. Daher ist das Buch besonders geeignet, als knapper Begleittext zu einer
an Erlduterungen reichen Vorlesung zu dienen. SchlieBlich sei den , klassischen‘ eindimensiona-
len Funktionentheoretikern ans Herz gelegt, all den scheinbaren Fremdkérpern wie Garben,
Biindeln oder Cozyklen sine ira et studio niherzutreten.

Diisseldorf G. Fischer

Tanabe, H., Equations of Evolution (Monographs and Studies in Mathematics, No. 6),
London-San Francisco-Melbourne: Pitman 1979, 256 p., £ 20.00

In diesem Buch wird der Zugang zu gewdhnlichen Differentialgleichungen im Banach-
raum vermoge Halbgruppen beschrinkter Operatoren behandelt. Nach funktionanalytischen Vor-
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bereitungen entwickelt der Autor den fiir diesen Zugang wichtigen Begriff der gebrochenen Potenz
eines Operators einschlieBlich des Sonderfalls der gebrochenen Potenzen eines positiven selbstad-
jungierten Operators, in dem die entscheidenden Beitrige auf E. Heinz (,,Beitrige zur Storungs-
theorie der Spektralzerlegung‘, Math. Ann. 123,415—438 (1951)) zuriickgehen. AnschlieBend
werden stetige und analytische Halbgruppen diskutiert. Als Anwendung der stetigen Halbgruppen
dienen dem Autor symmetrische hyperbolische Systeme, als Anwendung analytischer Halbgrup-
pen parabolische Gleichungen; auBerdem werden dissipative Operatoren daraufhin untersucht, ob
sie Halbgruppen erzeugen.

Wie es natiirlich ist, schlieBt sich hieran die Untersuchung gewohnlicher Differentialglei-
chungen u' + A(t)u =f an, d. h. solcher, bei denen der Evolutions- oder Greensche Operator nicht
mehr wie bei Gleichungen u’ + Au = f einfach durch die von A erzeugte Halbgruppe geliefert wird,
sondern aus den A(t) in mehr oder weniger komplizierter Weise konstruiert wird. Zunichst wird
der sogenannte hyperbolische Fall behandelt, d. h. jedes A(t) erzeugt eine stetige Halbgruppe.

Unter zusitzlichen Voraussetzungen hinsichtlich der Regularitit der A(t) in t und der De-
finitionsbereiche D (A (t)), die jedoch nicht zeitunabhingig zu sein brauchen, wird gemifl dem
Vorgehen von T. Kato der Greensche Operator konstruiert. Als Anwendung dienen dem Autor
wieder symmetrische hyperbolische Systeme und — zusitzlich — Wellengleichungen. Danach wird
der parabolische Fall, d. .. jedes A(t) erzeugt eine analytische Halbgruppe, entsprechend der
grundlegenden Arbeit des Autors behandelt. Zundchst ist D(A(t)) = D(A(O)), spéter wird der
Fall diskutiert, da die Definitionsbereiche D (A (t)) zeitabhingig sind. Innerhalb des funktional-
analytischen Rahmens werden das Verhalten der Losungen von u’ + A(t)u = f fiir t -> e und die
Regularitit (insbesondere Analytizitit) behandelt. Endlich untersucht der Autor den Fall: A(t)
accretiv bzw. dissipativ. Als Anwendungen bieten sich natiirlich Rand-Anfangswertprobleme fiir
parabolische Gleichungen an.

Das folgende Kapitel ist nichtlinearen Gleichungen gewidmet. Mit Hilfe der Theorie der
stetigen Halbgruppen werden zunichst nichtlineare Wellengleichungen wie sie durch K. Jorgens
und F. E. Browder bekannt sind, vermoge einer Transformation auf eine gewdhnliche Differential-
gleichung erster Orndung behandelt und gelost. Danach betrachtet der Verfasser monotone Ope-
ratoren, und zwar sowohl semilineare Gleichungen u’ + A(t)u + f(t,u) = 0 mit monotoner Nicht-
linearitit als auch abstrakte Gleichungen, die Anwendungen auf quasilineare parabolische Glei-
chungen gestatten. Das letzte Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in ,,optimal control* von

Evolutionsgleichungen.

Es ist das Verdienst des Autors, den gesamten halbgruppentheoretischen Zugang zu Evo-
lutionsgleichungen, dessen verschiedene Aspekte sich verstreut in den Lehrbiichern finden, iiber-
sichtlich und vollstindig dargestellt zu haben. ,,Vollstindig* bezieht sich ausdriicklich auch auf
die iiberzeugenden Anwendungen einschlieBlich nichtlinearer Probleme. Das Literaturverzeichnis
mit 187 Titeln, davon 18 Lehrbiicher, kann natiirlich nur eine Auswahl aus der enormen Anzahl
der Publikationen iiber dieses Gebiet darstellen.

Bayreuth W. von Wahl

Szmydt, Z., Fourier Transformation and Linear Differential Equations, a. d. Polnischen
iibersetzt von Marcin E. E. Kuczma, Warschau: Polish Scientific Publishers, 1977, 503 S., cloth,
Dfl 90

Das vorliegende Buch ist eine Ubersetzung und Erweiterung der polnischen Ausgabe, er-
schienen 1972 in Warschau. Es behandelt im Rahmen der Schwartzschen Distributionen vor allem
Fundamentallésungen und die einfachsten Anfangswertprobleme der wichtigsten partiellen Dif-
ferentialgleichungen mit konstantanten Koeffizienten der Physik — Wellengleichung, Diffusions-
gleichung, Schrédinger-Gleichung, Laplace- und Helmholtz-Gleichung. Dabei beschrinkt sich die
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Autorin im wesentlichen auf diejenigen Probleme, die einer direkten Behandlung mit den Mitteln
der Fourier-Transformation zuginglich sind, wie z.B. Anfangswertprobleme bei Vorgabe von Da-
ten auf einem Hyperteilraum.

Die Einleitung sowie die Kapitel I und II haben vorbereitenden Charakter, behandeln die
Sdtze von Banach-Steinhaus und Hahn-Banach und geben eine Einfithrung in die Theorie der
Schwartzschen Distributionen sowie die Fourier-Transformation temperierter Distributionen.

In Kapitel III werden die Methoden vorgestellt, die in den folgenden Kapiteln IV bis VI
zur Losung der genannten Gleichungen benutzt werden. Hier sind vor allem die Methode der parti-
ellen Fourier-Transformation zur Gewinnung von Fundamentallosungen sowie die Methode der
distributionenwertigen Funktionen zur Bestimmung und Behandlung von Anfangswertproblemen
im Halbraum zu nennen. Das Buch verzichtet auf die Darstellung allgemeiner Existenz- und Ein-
deutigkeitsaussagen. Vielmehr werden in den Kapiteln IV bis VI die Wellenoperatoren 0O,,0,, O,
der Diffusionsoperator % — Anp, der Schrédinger-Operator % — ibA,, der Laplace-Operator
und der Helmholtz-Operator A, + k? explizit behandelt. Dabei vergit die Autorin nicht, aus den
Satzen iiber schwache Losungen Sitze iiber klassische Losungen herzuleiten. Kapitel VI enthilt
auch eine Behandlung des Dirichlet-Problems, und in einem Anhang untersucht die Autorin zu-
sammen mit B. Ziemian den Wellenoperator mit mehr als drei Raumkoordinaten.

Es ist der Hauptgesichtspunkt des Buches, mit modernen Methoden zu expliziten Ergeb-
nissen zu gelangen — in diesem Sinne erginzt es die umfangreiche Literatur auf diesem Gebiet.

Es verzichtet dabei auf Allgemeinheit; Begriffe wie Hyperbolizitit, Parabolizitit, Elliptizitit oder
Hypoelliptizitit werden nur gestreift. Es ist nicht fiir den Spezialisten geschrieben, eignet sich aber
wegen seiner zahlreichen Beispiele, Gegenbeispiele und Ubungen und wegen seiner bis ins Detail
ausgefiihrten Beweise gut fiir Studenten der Mathematik und Physik ab dem Vorexamen.

Erlangen G. Ritter

Wendland, W. L., Elliptic Systems in the Plane (Monographs and Studies in Mathematics,
vol. 3.) London — San Francisco — Melbourne: Pitman Publishing Limited 1979, XI und 404 pp.,
cloth, £16.00

Die Geschichte der Randwertprobleme fiir Systeme partieller Differentialgleichungen
1. Ordnung in zwei Variablen ist anndhernd so alt wie die Geschichte der Funktionentheorie. In
der Tat, das System der beiden Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen diirfte wohl der
einfachste und prominenteste Vertreter in dieser Kategorie sein. Fast zwangsldufig ergibt sich,
daf} der Funktionentheorie eine bedeutende Rolle bei der Behandlung solcher Randwertproble-
me zukommen muf. Hilberts Untersuchungen zu Beginn unseres Jahrhunderts (Gottinger
Nachr. (1910) 1—-65) befruchten diese Disziplin in entscheidendem Mafe. Basierend auf Ideen
von E. E. Levi konzipiert David Hilbert unter Verwendung von Singularititenfunktionen die
Integralgleichungsmethode und erschlieft damit fir Randwertprobleme einen einfachen Zu-
gang zur Fredholmtheorie. Neue Impulse gehen u.a. von T. Carleman aus (das ,,Ahnlichkeits-
prinzip*); die Theorie findet ihren einstweiligen Abschlu} in den Monographien von L. Bers
(Function-theoretical properties of solutions of partial differential equations of elliptic type.
Ann. Math. Studies No. 33, 1954), von L. N. Vekua (Generalized analytic functions. Oxford:
Pergamon Press, 1962) sowie von W. Haack und W. Wendland (Vorlesungen iiber Partielle und
Pfaffsche Differentialgleichungen. Basel: Birkhiuser Verlag, 1969). Heute gelten die Bers —
Haack — Vekua — Ergebnisse iiber Riemann-Hilbertsche Randwertaufgaben bereits als klassisch.

Nun dokumentiert das zur Besprechung vorliegende Buch von Wolfgang Wendland, daf
der Themenkreis der Riemann-Hilbertaufgaben in der Funktionentheorie keineswegs schon ab-
geschlossen ist. Vielmehr hat sich das Interesse in neuerer Zeit der Untersuchung von ellipti-
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schen Randwertproblemen fiir Systeme 1. Ordnung mit me hr als zwei gesuchten Funktionen
zugewandt. Das Buch ist ausschlieflich diesem neuen und ohne Frage hochst bedeutungsvollen
Aspekt gewidmet. Der Verfasser erklirt es zu einem seiner Anliegen, die Briicke von der klassi-
schen Bers — Haack — Vekua — Theorie zu den erwihnten allgemeineren Systemen schlagen

zu wollen.

Der Inhalt des Buches gliedert sich augenscheinlich in zwei Teile auf. Teil A behandelt
ausschlieBlich die Theorie, Teil B ihre numerischen Aspekte. Im Vordergrund der theoretischen
Untersuchungen steht insbesondere die Fredholmtheorie. Die Technik ist verbliiffend einfach.
Mit Hilfe von Homotopien werden die allgemeinen Gleichungssysteme als Storungen der Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen interpretiert. Das Verfahren gestattet nicht nur die expli-
zite Berechnung der jeweiligen Fredholmindizes, in solch konsequenter Weise diirften wohl ele-
mentare Homotopiemethoden hier zum ersten Mal vollstindig und umfassend bei Systemen
1. Ordnung eingesetzt worden sein. Dem theoretischen Teil wird auf diese Weise eine schone
Geschlossenheit gegeben. Wie von selbst fiigen sich in diesen Rahmen die von Bojarski, Douglis,
Gilbert und Pascali ausgehenden wichtigsten neueren Entwicklungen ein. Klarzustellen ist, daf
sich die Untersuchungen nur auf elliptische Randwertprobleme in einfach zusammenhingen-
den Gebieten der komplexen Ebene beziehen, obwohl eine Verallgemeinerung auf mehrfach
zusammenhingende Gebiete nicht zu grundsitzlich neuen Schwierigkeiten fihren diirfte. Eben-
so ist klarzustellen, daf der iiberwiegende Teil der Losungstheorie in Riumen Holder-stetig
differenzierbarer Funktionen entwickelt wird. Die lineare Theorie iiberwiegt bei weitem, es
werden aber durchaus auch Aspekte der Theorie fir entsprechende semilineare und nichtline-
are Systeme beleuchtet. Teil A schlieBt mit der Darstellung der diskutierten Randwertprobleme
in Form von singuliren Integralgleichungen. Einige Losungseigenschaften, wie zum Beispiel das
Ahnlichkeitsprinzip, Nullstellen von Losungen, die eindeutige Fortsetzbarkeit, das Spiegelungs-
prinzip und die Rungesche Approximationseigenschaft werden noch kurz erdrtert.

In Teil B stellt der Autor drei verschiedene Methoden zur numerischen Behandlung der
vorher untersuchten Randwertprobleme vor: die Integralgleichungsmethode, das Differenzen-
verfahren und die Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Obwohl dies gingige numerische Ver-
fahren mit einem weit ausgebauten theoretischen Hintergrund sind, gilt es hier doch einige Novi-
titen besonders herauszustellen, und zwar
1) die Verwendung von Koerzitivitits-Ungleichungen bei den Integralgleichungen,

2) den ersten Konvergenzbeweis fiir finite Differenzenmethoden bei Systemen 1. Ordnung, der
zum Teil auf neuen Abschidtzungen der Greenschen und Neumannschen Funktionen basiert,

3) die volle Durcharbeitung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate fiir Systeme 1. Ordnung
mit dem erstaunlichen Resultat, daf die resultierenden diskreten Gleichungen eine quasi-
diagonale Gestalt haben, was man ja von den Differentialgleichungen gerader Ordnung her
bereits kennt.

Es soll kein Zweifel daran gelassen werden, dafl das Buch von einem Kenner der Materie
geschrieben worden ist, der sein Interessengebiet dem allerneuesten Stand der Forschung ent-
sprechend darzustellen versucht. Das Werk trigt deshalb nicht den einfihrenden Charakter eines
Lehrbuchs. Dem Leser werden einige Vorkenntnisse abverlangt (zum Beispiel eine gewisse Ver-
trautheit mit dem Umgang Pfaffscher Formen; man ist gut beraten, wenn man diesbeziiglich das
oben zitierte Buch von W. Haack und W. Wendland konsultiert).

Auf Anwendungen (die hauptsichlich der Elastizititstheorie und der Stromungsmechanik
entspringen) geht der Verfasser in einem zehnseitigen Appendix leider nur sehr kurz ein, und iiber
die Erprobung oder gar iiber exemplarische Resultate der vorgestellten numerischen Verfahren
ist fast nichts in Erfahrung zu bringen.

Zusammenfassend kann gesagt werden, daf} die vorliegende Monographie vielleicht nicht
als eine Einfilhrung in die funktionentheoretischen Methoden bei partiellen Differentialgleichun-
gen benutzt werden sollte, dafl sie aber dem Interessierten den heutigen Stand der Forschung in
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der speziellen Disziplin der Randwertprobleme fiir elliptische Systeme 1. Ordnung mit mehr als
zwei Unbekannten aufzeigt. Ein ausfihrliches Literaturverzeichnis, welches jedem der acht Kapi-
tel gesondert beigefiigt ist und welches insgesamt etwa 560 Titel umfafit, rundet die Bedeutung
des Buches als wertvolles wissenschaftliches Werk ab.

Dem sehr sorgfiltig geschriebenen und von Pitman hervorragend ausgestatteten Buch
seien viele Leser gewiinscht, die von den zahlreichen Anregungen zu weiterer wissenschaftlicher
Arbeit profitieren mogen.

Erlangen H. Grabmiiller

Dickey, R. W., Bifurcation problems in nonlinear elasticity (Research Notes in Mathe-
matics, Nr. 3), London — San Francisco — Melbourne: Pitman Publishing 1976, 119 pp., £ 6.00

Das Bandchen ist entstanden aus einer Serie von Vortrigen des Autors und enthilt
einige Beispiele zur Verzweigung von Losungen nichtlinearer Randwertaufgaben, die simtlich
aus der Elastizitdtstheorie stammen. Die wichtigsten seien hier genannt: die Biegung einer
elastischen Saite und einer kreisformigen Membran unter Normaldruck, die rotierende Saite
fester Linge und die Beulung einer kreisfrmigen Platte. Formuliert werden sie als gewohnliche
Randwertprobleme, die durchgehend mit adhoc Verfahren behandelt werden konnen: mit
Hilfe der Phasenebene, durch Shooting Verfahren und mit Monotonie-Methoden. Keines der
behandelten Probleme ist neu, und so ist dieses Bindchen eher eine elementare, exemplarische
Einfiihrung in die Bifurkationstheorie als eine ,,Research-Note*“. Obschon 1976 erschienen, ist
das Literaturverzeichnis bestenfalls bis 1969 zuverlissig, und auch da verrit es eine kaum zu
rechtfertigende Vorliebe fiir die New-Yorker Schule. Es enthilt im tibrigen eine Fiille von
kleinen Fehlern — meistens Druckfehler — und einige inkonsequente Bezeichnungen. All dies
macht es sicher zu einem der schwicheren Beitrige dieser neuen Serie. Dennoch kénnte dieses
Biichlein fiir den Nichtfachmann, gerade der Beispiele und der expliziten Darstellung wegen, als
Einfiihrung von Interesse sein.

Stuttgart K. Kirchgissner

Marsden, J. E., McCracken, M., The Hopf Bifurcation and its Application (Applied
Mathematical Sciences, vol. 19), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1976,
xii + 408 p., soft cover DM 36.20

In einem parameterabhingigen dynamischen System zweigt von einem stabilen Fix-
punkt ein geschlossener Orbit ab, wenn zwei einfache, konjugiert komplexe Eigenwerte der
Linearisierung die imaginare Achse mit von Null verschiedener Geschwindigkeit iiberqueren. Als
E. Hopf diesen Satz 1942 bewiesen hatte, schrieb er, er glaube kaum, da in diesem Ergebnis we-
sentlich Neues stecke. In der Tat waren die Methoden fiinfzig Jahre friiher von Poincaré entwik-
kelt worden, und Hopf’s Leistung bestand in deren Ausdehnung auf beliebige Dimensionen.
Jetzt, nach weiteren 35 Jahren, liegt hier ein modernes Buch iiber dieses Thema vor, und man
fragt sich, was diese neuerliche Renaissance bewirkt habe. Einer der Griinde liegt sicher in den
Umwilzungen unserer Vorstellung von der Natur der Turbulenz, die durch die Arbeit von Ruelle
und Takens 1971 hervorgerufen worden sind. Sie haben niamlich gezeigt, da} spitestens nach
vier sukzessiven Verzweigungen vom Hopf-Typ sogenannte ,,strange attractors” (SA) auftreten
konnen. Das sind Mengen, die gewohnlich aussehen wie das Produkt aus einer Cantor-Menge und
einer Mannigfaltigkeit, die als Ganzes attraktiv, deren Individualpunkte jedoch instabil sind. In
der Nihe eines SA hat der FluB chaotischen Charakter und wird als turbulent angesehen. Ein
zweiter Anlaf fir das erwachte Interesse an Hopf-Verzweigungen liegt in den vielfiltigen Er-
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scheinungen der Natur begriindet, die als Bifurkation erklirt werden konnen: Oszillation chemi-
scher Reaktionen, Laserpulse, Magnetfeld der Erde, um nur wenige zu nennen.

Das vorliegende Buch gibt eine systematische Einfiihrung in den methodischen Teil
und einen episodenhaften in den Anwendungsbereich dieser Theorie. Allerdings beschrinkt sich
auch der erste Teil ganz und gar auf die rein analytischen Methoden, mit denen das Verhalten in
der Nihe des Verzweigungspunktes beschrieben werden kann. Dabei geht es hauptsichlich um
die Reduktion des evtl. unendlich-dimensionalen Problems auf eine Hopf-Verzweigung im R2.
Dies wird bewerkstelligt mit der Zentrumsmannigfaltigkeit, die invariant und lokal attraktiv ist
und somit alle rekurrenten Vorgiinge enthalten mufl. Sie wird zunichst konstruiert, und mit
ihrer Hilfe wird sodann der Hopf’sche Satz bewiesen. Ein Analogon dieses Satzes gilt auch fiir
parameterabhingige Diffeomorphismen, bei denen zwei einfache Eigenwerte den Einheitskreis
verlassen. Angewendet auf die Poincaré-Abbildung fiir einen geschlossenen Orbit fithrt dies zu
Bedingungen fir die Abzweigung eines zweidimensionalen Torus. Stabilititsuntersuchungen fiir
die verzweigenden Losungen und eine kritische Analyse der urspriinglichen Arbeit beschliefen
diesen ersten Teil. Der zweite Teil befafit sich mit Einzelproblemen, hauptsichlich aus dem Be-
reich der Anwendungen. Dazu wird zunichst die Theorie der Halbgruppen, die von partiellen
Differentialoperatoren erzeugt werden, soweit wie notig entwickelt und die notwendigen Regu-
laritits-Eigenschaften der zugehérigen Halbflisse bewiesen. Nach einem Abschnitt iiber Bifurka-
tion mit Symmetrien (Schecter) folgen Untersuchungen zur Turbulenzentstehung bei zahen
Strémungen, zur Bifurkation bei Populations-Modellen (Oster und Guckenheimer) und die
Analyse der Membran-Diffusion zweier interaktiver Zellen (Smale). Am Ende wird ein SA fiir
die Lorenz-Gleichungen konstruiert (Guckenheimer).

Das Buch ist in seinem systematischen Teil ein grofer Gewinn, insofern es die Entwick-
lung bis 1974 auch fiir AuBenstehende lesbar zusammenfait. Der zweite Teil ist reizvoll, konn-
te aber durch manche Neuerscheinung vorteilhaft ersetzt werden. Das sorgfiltig zusammenge-
stellte Literaturverzeichnis enthilt auch die wichtigsten topologischen Arbeiten, mit denen glo-
bale Ergebnisse gewonnen werden kénnen. Kurz: Eine vorziigliche Vorlage fiir ein Seminar.

Stuttgart K. Kirchgéssner

Poston, T., Stewart, I. N., Taylor expansions and catastrophes (Research Notes in Math.,
Vol. 7), London-San Francisco-Melbourne: Pitman Publishing 1976, 168 S., pbk., £ 6.75

Die Katastrophentheorie von René Thom, die zum ersten Mal einen Weg gezeigt hat, die
Methoden und Ergebnisse der modernen Geometrie in den Naturwissenschaften allgemein anwend-
bar zu machen, hat leider bisher nur wenige wirklich stichhaltige Anwendungen gefunden. Das liegt
zum Teil daran, dal Naturwissenschaftler, auch wenn sie einmal etwas davon gehort haben, die
Katastrophentheorie nicht anwenden konnen, weil sie sie nicht verstehen — ja, wie sollten sie sie
denn verstehen konnen, wo ihnen doch die nétigen mathematischen Vorkenntnisse fehlen und
ihnen sogar die geometrische Denkweise der Katastrophentheorie von ihrer rein numerisch-analy-
tischen mathematischen Ausbildung her vollig fremd ist. Gerade diesem Problem will das vorlie-
gende Buch von Poston und Stewart Abhilfe schaffen.

Die Autoren haben sich zum Ziel gesetzt, eine fiir Laien allgemeinverstindliche Darstel-
lung der Thomschen Singularititentheorie (also des mathematischen Hintergrunds der Katastro-
phentheorie) zu schreiben, in der die Grundbegriffe erklirt werden, die Sitze, ohne auf Beweise
einzugehen, glaubhaft gemacht werden, und genauestens erklirt wird, wie man die Sitze in der
Praxis anwenden kann, d. h., wie man damit rechnet. Allerdings befaft sich hiermit nur der erste
Teil (etwa 2/3) des Buches. Es folgen noch zwei Kapitel iiber speziellere Themen, die eigentlich
eher fiir Experten gedacht sind.
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Genaueres zum Inhalt: Das Buch besteht aus fiinf Kapiteln (die wohl urspriinglich als ge-
trennte Arbeiten gedacht waren). Die ersten drei Kapitel, wie gesagt fiir Laien gedacht, setzen
keine weiteren Vorkenntnisse voraus als das, was jeder Nautrwissenschaftler einmal iiber Infinite-
simalrechnung gelernt hat. In Kapitel 1 werden die Grundbegriffe erldutert: es wird erklirt, in
welchem Sinne man die Jets einer Funktion als gute Approximationen zu der Funktion auffas-
sen kann, das Morse-Lemma wird erldutert, und der Transversalititsbegriff wird definiert. Im
2. Kapitel wird erldutert, wie man intuitiv aus der Generizitit der Transversalititseigenschaft
die Thomsche Klassifikation der Elementarkatastrophen (bis zu Entfaltungsdimension 5) fol-
gern kann, natiirlich ohne den Satz genau zu beweisen; auch das Splittinglemma kommt hier,
wenigstens in Beispielen, vor. Kapitel 3 befait sich mit der Matherschen Singularitidtentheorie —
es wird erklart, was k-bestimmte Keime sind (und welche praktische Bedeutung die k-Bestimmt-
heit hat), was (uni)verselle Entfaltungen sind, was die Kodimension eines Keimes ist, und die Ma-
therschen Sitze hieriiber werden in der Form zitiert, dafl genaue und detaillierte Algorithmen an-
gegeben werden, um auszurechnen, ob ein Keim k-bestimmt oder eine Entfaltung versell ist. Ein
Algorithmus zur Anwendung des Splittinglemmas (im Buch heifdt das , Normalisierung*) wird
auch angegeben, aber es ist so ungeschickt, dal man diesen Abschnitt besser nicht lesen sollte:
Die Autoren setzen ihre Koordinatentransformationen in der falschen Richtung ein, so daf sie bei
jedem Induktionsschritt die errechnete Koordinateninderung umkehren miissen bevor sie weiter-
machen konnen, was eine sehr langwierige Rechnung mit Taylorreihen erfordert. Macht man die
bis auf einen Vorzeichenwechsel gleichen Substitutionen in der anderen Richtung, so kann man
sich das Umkehren ganz sparen.

Vom Aufbau her hitte sich dieser erste Teil des Buches sehr gut eignen konnen, Nichtma-
thematikern gerade das Wesentliche an der Singularititentheorie mitzuteilen und verstindlich zu
machen, aber leider wird die schone Grundkonzeption durch die sehr schlechte Ausfihrung im
Detail vollig zunichte gemacht. Die Darstellung ist viel zu vague, um gut verstindlich zu sein, und
oft fehlen n6tige Erklirungen. Man hat zudem das Gefiihl, da die Autoren in einer Art ,,Gastar-
beitermathematik‘ schreiben und dem Leser iiberhaupt nicht zutrauen, mit exakten Aussagen fertig
zu werden. Natiirlich haben komplizierte Beweise in einem solchen Buch nichts zu suchen, aber lei-
der haben die Verfasser auch da genauere Erliuterungen und Beweise weggelassen, wo sie sehr
kurz und einfach gewesen wiren und viel zum Verstindnis beigetragen hitten. So wird z.B.
laufend gesagt, Transversalitit sei eine ,,typische* Eigenschaft, aber da dies unter anderem heift,
daf die Eigenschaft dicht ist, wird nie erwihnt. Oder es wird gesagt, dal der Keim x" : R~ R
n-bestimmt ist, weil man mit elementarer Analysis zeigen konne, wenn j*f = x® dann ist Ut dif-
ferenzierbar. Mir wire diese letzte Aussage nicht von vornherein klar, und der einzeilige! Beweis
wird nicht gegeben. Die Autoren wollen die Katastrophentheorie fiir die Anwender entmystifizie-
ren, aber durch die Verschwommenbheit der Erklirungen wird gerade das Gegenteil erreicht, denn
dem Leser wird dadurch implizit gesagt, Genaueres konne er ja doch nicht verstehen. Auch kann
er aus der Fiille ungenauer Erklirungen das Wesentliche schwer herauspicken, was bei der schonen
Grundkonzeption sehr schade ist.

Andrerseits wird dann oft dem als sehr ungebildet vorausgesetzten Leser geradezu nahe-
gelegt, Sachen selber auszurechnen, die fiir ihn viel zu schwierig sein miissen (so z.B. die Beweise
der Grundtatsachen iiber das Doppelverhiltnis oder die Umkehrung einer komplizierten polyno-
mialen Koordinatentransformation). AuBerdem enthilt das Buch sehr viele Fehler — einige sind
zwar nur Druckfehler, aber auch diese konnen gerade bei mathematisch ungebildeten Lesern viel
Verwirrung stiften.

Die beiden letzten Kapitel fand ich etwas besser als das Vorausgegangene. Sie enthalten
zwar nichts mathematisch besonders Tiefsinniges, aber doch einiges Schénes, und sind fiir Singu-
laritdtentheoretiker nicht ganz ohne Interesse. Hier sind zwar immer noch einige Fehler und Un-
klarheiten, und manchmal wird am Thema etwas vorbeigeredet, aber da diese Kapitel doch eher
fiir Mathematiker gedacht sind, ist das nicht so sehr stérend. In Kapitel 4 wird die geometrische
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Struktur der Menge der entarteten homogenen quartischen Binarformen untersucht. Die Menge
wird in zwei Teile zerlegt, die auf elegante und gut zu verstehende Art beschrieben werden. Nur
beim Wiederzusammenkleben dieser Teile ist zu bemingeln, dal nicht (oder nur sehr schiecht)
begriindet wird, warum die angegebene Struktur nahe der Klebestelle auch differenzierbar und
nicht nur topologisch richtig ist; auch wird vollig irrelevanterweise von einer Verdrillung geredet,
die eigentlich nur weit weg von der Klebestelle sichtbar wird. Das Kapitel schlieft mit einer ,,du-
alen“ Beschreibung der quartischen Formen, die allerdings zu knapp ist, um gut verstindlich zu
sein.

In Kapitel 5 wird die Struktur der Bifurkationsmenge zweier einfacher Katastrophenma-
schinen (Kreise und Ellipse, die auf einer schrigen Ebene rollen) durch geometrische Argumente
hergeleitet und in Zeichnungen sichtbar gemacht, und eine iiberraschende (aber vielleicht rein
zufillige) Ahnlichkeit zur Geometrie von Kapitel 4 wird aufgedeckt. Das Kapitel ist gut zu ver-
stehen, abgesehen von einem Fehler am Anfang, wo die Gradientenentfaltung einer Katastrophen-
maschine normalisiert wird durch eine vollig unverstindliche (und auch falsche) explizite Koor-
dinatentransformation; zu der angegebenen Transformation der Entfaltungsparameter kann es
gar keine Transformation der iibrigen Variablen geben, die die gewiinschte Normalform erzeugt.

Um zusammenzufassen: als Einfiihrung in die Singularititentheorie fiir Nichtmathema-
tiker ist das Buch zwar im Aufbau sehr schon, aber in der Ausfihrung ziemlich schlecht. Da es
aber meines Wissens fast das einzige Buch dieser Art ist (abgesehen von einem neueren Buch von
den gleichen Autoren, in dem auch Teile dieses Buches iibernommen worden sind), mag es viel-
leicht doch von etwas Nutzen sein fiir einen Leser, der das Buch mit Einsicht und ohne allzu
groflen Erwartungen liest, und der sich nicht entmutigen 1488t, wenn er etwas nicht versteht
(denn es ist nicht seine Schuld). Die letzten beiden Kapitel sind trotz einiger Mingel besser und
enthalten schone geometrische Ausfithrungen, aber mathematisch Bedeutsames enthilt das
Buch nicht.

Bochum G. Wassermann

Gibson, C. G., Singular Points of Smooth Mappings (Research Notes in Mathematics,
No. 25), London — San Francisco — Melbourne: Pitman 1979, 200 p., paper, £ 6.00

Es handelt sich weniger um ,,Research Notes* — wie die Reihe heift — als um eine fiir
Studenten nach den ersten zwei-drei Semestern lesbare, vielfach ermunternde Einfiihrung in
die oft beschriebene Theorie der endlichen Bestimmtheit und Entfaltung differenzierbarer
Singularitdten. Als solche hilt sie sich an bewihrte Vorbilder. Allerdings wird man doch kaum
erwarten, da} ein Student das ganze Buch durchliest, dem man nicht auch gleich zumuten
koénnte und sollte, den inzwischen ja recht einfachen Beweis des Vorbereitungssatzes aufzu-
nehmen. Dieser zihlt hier ebenso zu den ,.tiefliegenden* Sitzen, wie etwa der komplex-analy-
tische Nullstellensatz. Im einzelnen findet man: Kapitel 1 — Eine sehr ansprechende Erinnerung
an die Grundlagen der Differentialrechnung; es wird erklirt was differenzierbare Untermannig-
faltigkeiten des R" und ihre Tangentialbiindel sind, was Vektorfelder sind und ihr FluB lokal um
einen Punkt (Die Formulierung des Glittungssatzes Seite 30 ist fehlerhaft, weil es auf einer
Untermannigfaltigkeit im allgemeinen kein ,.konstantes* Vektorfeld gibt). Kapitel 2 — Erkla-
rung des Begriffs der Transversalitiat und Beweis einer einfachen Version des Jet-Transversali-
titssatzes mit Anwendung auf die Thom(-Boardman)-Singularititenmengen erster Ordnung.
Kapitel 3 — Gruppenaktionen und zu den Orbits transversale Scheiben als Modell der ,,Entfal-
tung*. Nur fiir die Orbits werden die Mannigfaltigkeiten in dem iibrigens ganz lokalen Buch ge-
braucht. Kapitel 4 — Endliche Bestimmtheit und Klassifikation von Funktionskeimen der Kodi-
mension < 5 (Der Beweis des Satzes iiber endliche Bestimmtheit enthilt einen kleinen Kurz-
schlufl: Etwas leichtfertig betrachtet der Verfasser eine Funktion (1—t) f + t g nur lokal um
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t =0, wo t im maximalen Ideal liegt). Das Splittinglemma wird nur fiir endlich bestimmte
Keime bewiesen. Kapitel 5 — Erklarung der Kontaktiquivalenz von Abbildungskeimen; der Satz
tiber ihre universellen Entfaltungen wird nicht bewiesen, weil der Vorbereitungssatz fehlt. Der
Zusammenhang von Deformationen unter Kontaktiquivalenz und stabilen Abbildungskeimen
wird skizziert und der Satz von Boardman iiber die Thom-Boardman-Singularititenmengen wird
ohne Beweis beschrieben, auf Beispiele angewendet und fiir Klassifikationen benutzt. In Ap-
pendices werden der Satz von Sard (nach Milnor) und der klassische Satz von Borel iiber die
Realisierung von Taylorreihen bewiesen.

Die erste Hilfte des Buches ist ein sehr lesbare anregende Einfiihrung mit die Anschau-
ung unterstiitzenden schonen Skizzen; in der zweiten Hilfte wird der Leser wohl doch leicht
den Faden verlieren, weil das Unbewiesene sich hiuft.

Regensburg Th. Brocker

Minc, H., Permanents (Encyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 6),
Reading, Ma: Addison-Wesley Publ. Comp. 1978, xviii + 205 pp, cloth, $ 29,60

Mit diesem Buch liegt erstmals eine Monographie vor, die ausschlieflich der Permanenten
gewidmet ist, jener Matrix-Funktion, die M. Marcus in seinem Vorwort ,,intractable and fascinat-
ing* nennt. Absicht des Autors ist es, einen vollstindigen Uberblick iiber Geschichte, Theorie und
Anwendung der Permanenten zu geben. Ist die Entwicklung — seit der Schopfung dieses Begriffes
durch Binet und Cauchy im Jahre 1812 — zunichst eher gemichlich verlaufen, so hat in den letz-
ten zwanzig Jahren eine enorme Aktivitit eingesetzt, ausgelost durch grundlegend neue Ansitze
zur Behandlung lang ausstehender Probleme (Arbeit von Marcus/Newman zur Vermutung von
v. d. Waerden) und verstirktes Interesse seitens der Kombinatorik und Physik an Permanenten
als Werkzeug zur Behandlung von Enumerationsproblemen graphentheoretischer Natur. Uber
alle wichtigen Stationen dieser Entwicklung wird hier berichtet.

Zum Inhalt: das erste Kapitel bietet einen Uberblick iiber die Geschichte der Permanen-
ten anhand einiger klassischer Resultate; dabei wird die Entwicklung seit 1959 nur stichwortar-
tig wiedergegeben, da vieles davon in den folgenden Kapiteln ausfiihrlich dargestellt wird. Im
zweiten Kapitel werden elementare Eigenschaften der Permanenten behandelt, insbesondere sol-
che, die ein Analogon fiir Determinanten haben; femer wird die auf Marcus/Newman zuriickgehen-
de Darstellung der Permanenten im Rahmen der multilinearen Algebra prisentiert, ein Ansatz, der
zu gewichtigen Resultaten fithrt (siche Kapitel 4.5). Struktureigenschaften von (0,1)-Matrizen und
nichtnegativen Matrizen werden im dritten Kapitel untersucht, dabei wird ganz besonders der enge
Bezug zu kombinatorischen Fragestellungen deutlich. Das vierte Kapitel behandelt untere Schran-
ken fiir die Permanenten von (0,1)-Matrizen, nichtnegativen und positiv-semidefiniten hermiteschen
Matrizen — es kulminiert in dem Nachweis der Richtigkeit von v. d. Waerdens Vermutung fiir die
Klasse der positiv-semidefiniten symmetrischen doppelt-stochastischen Matrizen, und dies leitet
iiber zu dem fiinften (und umfangreichsten) Kapitel dieses Buches, das den vielfiltigen Bemiihun-
gen um die Vermutung von v. d. Waerden iiber die Permanente von doppelt-stochastischen Matri-
zen gewidmet ist. Am Ende dieses Kapitels (S. 99 unten) findet sich ein Hinweis auf ein von T.
Bang 1976 angekiindigtes Resultat, fiir das bei Drucklegung des Buches noch kein Beweis vorlag.
Tatsichlich konnte dieses Resultat inzwischen von S. Friedland (im wesentlichen) verifiziert wer-
den (A lower bound for the permanent of a doubly stochastic matrix. Ann. of Math. 110 (1979)
167—176), der zeigt, daB die Permanente einer doppelt-stochastischen n x n-Matrix nicht kleiner
als e~ ™ ist. Damit ist nun eine untere Schranke nachgewiesen, deren Grofenordnung in etwa dem
vonv. d. Waerden vermuteten Wert n! - n—™ entspricht. Obere Schranken fiir die Permanenten
von (0,1)-Matrizen, nichtnegativen und komplexen Matrizen bilden den Gegenstand des sechsten
Kapitels. Anschlieend werden verschiedene Methoden zur Berechnung von Permanenten vorge-
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stellt und beziiglich ihrer Effizienz miteinander verglichen — ein Punkt, zu dem spiter noch et-
was gesagt werden soll. Das abschliefende achte Kapitel bringt einige Resultate iiber Sub-Perma-
nenten und vermittelt einen Eindruck von der Verwendung der Permanenten bei graphentheore-
tischen Enumerationsproblemen, wie sie etwa in der statistischen Mechanik und Kombinatorik
untersucht werden. Diesem Aspekt hat der Autor weniger grofles Gewicht beigemessen; der In-
teressierte findet aber in diesem Abschnitt, wie auch im Literaturverzeichnis, eine Reihe von
Hinweisen. Schlieflich wird die von Marcus/Minc im Jahre 1965 publizierte Liste mit fiinfzehn
Vermutungen und Problemen samt Kommentaren iiber die in der Zwischenzeit erzielten Resul-
tate wiedergegeben — etliche neue Probleme verschiedener Autoren erginzen diese Zusammen-
stellung. Das Literaturverzeichnis enthilt 303 Titel, vermutlich alle wichtigen Arbeiten zur
Theorie der Permanenten iiberhaupt, die bis zur Abfassung des Buches publiziert wurden, oder
kurz davor standen. Die Arbeiten sind chronologisch geordnet, und das wesentliche Ergebnis
wird jeweils in ein oder zwei knappen Sitzen dargestellt.

Das Buch ist sehr gut lesbar; wenige Druckfehler und einige etwas unprizise Formulie-
rungen fallen nicht ins Gewicht gegeniiber einer beeindruckenden Fiille an Material, das sorgfil-
tig dargeboten wird. An Voraussetzungen geniigen solide Grundkenntnisse in linearer Algebra;
dank der vielen ausfiihrlichen Beweise, in denen die spezifischen Techniken dieses Gebietes de-
monstriert werden, und der zu jedem Kapitel gebotenen Aufgaben verschiedener Schwierigkeit
eignet es sich gut dafiir, dem Nicht-Spezialisten den Zugang zu erméglichen. Insbesondere fiir Le-
ser mit kombinatorischen Neigungen diirfte dieses Buch eine Fundgrube sein. Und wer sich ernst-
haft mit Permanenten beschiftigen will, wird an diesem Buch nicht voriibergehen konnen, das in
seiner Thematik konkurrenzlos ist.

Abschlieend erscheint mir noch ein Hinweis zu einer Tatsache angebracht, die in dem
vorliegenden Buch immer wieder angesprochen, ja man kann fast sagen: beklagt wird. Es geht da-
rum, daf bis heute keine effizienten Methoden zur Berechnung von Permanenten bekannt sind —
ganz im Gegensatz zu der Situation bei Determinanten. Selbst das bislang beste Verfahren fiir all-
gemeine Permanenten (Ryser/Nijenhuis/Wilf) erfordert einen Rechenaufwand, der exponentiell
mit der Grofe der gegebenen Daten wichst; dies gilt sogar fiir den speziellen Fall der Berechnung
der Permanenten von (0,1)-Matrizen — dem entspricht das bekannte kombinatorische Problem
der Bestimmung der Anzahl kompletter 1-Faktoren (perfect matchings) in einem bipartiten Gra-
phen. Nun hat L. G. Valiant gezeigt, dal die Berechnung der Permanenten — sogar schon bei
(0,1)-Matrizen — ein sogenanntes #P-vollstindiges Problem im Sinne der Komplexititstheorie
ist (The complexity of computing the permanent. Theor. Computer Sci. 8 (1979) 189—201).
Dies gibt jedenfalls starke Hinweise darauf, dafl es méglicherweise iiberhaupt keine effizienten
Algorithmen zur Berechnung von Permanenten geben kann. Valiants Arbeiten zur komplexi-
titstheoretischen Klassifizierung von Enumerationsproblemen (siehe auch: The complexity of
enumeration and reliability problems, SIAM J. on Computing 8 (1979) 410—421; Negative
results on counting, in: Springer Lecture Notes in Computer Science, Vol. 67, 38—46), die ver-
standlich zu machen suchen, warum bei so vielen Problemen dieser Art die Suche nach »,expli-
ziten* exakten Losungen vergeblich war, oder sogar: sein muBite, werden im vorliegenden Buch
von Minc noch nicht erwihnt; dort, wie natiirlich auch hier, miite allein die Einfihrung und
Erlduterung der erforderlichen Terminologie den Rahmen sprengen. Eine gute Darstellung des
notigen Hintergrundwissens findet der Interessierte in dem Buch Garey, M. R., Johnson, D. S.,
Computers and Intractability, Freeman 1979, dessen Kapitel 7.3 der Komplexitit von Enume-
rationsproblemen gewidmet ist.

Erlangen V. Strehl
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McEliece, R. J., The Theory of Information and Coding — A mathematical framework
for Communication (Encyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 3), Reading, Ma:
Addison-Wesley Publ. Comp. 1977, xi + 302 pp, cloth, $ 29,60

Dieser dritte Band der ,,roten Enzyklopidie* (Encyclopedia of mathematics and its
Applications; Gian-Carlo Rota, editor) gibt Einfiilhrung in und Uberblick iiber das Gebiet der ma-
thematischen Informationstheorie, u. z. sowohl von der wahrscheinlichkeitstheoretischen als
auch von der algebraischen Seite. — Die Einleitung Lif3t sich als eine Art Werkstattfiilhrung lesen.
Teil I (Kap. 1—6) des darauf folgenden systematischen Texts enthilt im wesentlichen die wahr-
scheinlichkeitstheoretische, Teil II (Kap. 7—11) die algebraische Informationstheorie. In vier kur-
zen Anhingen werden einige benotigte Hilfsmittel (z. B. Ausziige aus der Theorie der endlichen
Kérper) skizziert. Genauere Angaben: Kap. 1 bringt die Grundtatsachen iiber Information und
Entropie; als Motivation wird die Definition des DMC (discrete memoryless channel) und ande-
rer einfacher Kanaltypen eingefiigt; die Fano-Ungleichung wird bewiesen; die gegenseitige Infor-
mation in zwei Zufallsvariable wird definiert; es folgen die wichtigsten Ungleichungen fiir diese
Information. In Kap. 2 wird fiir den DMC und eine vorgegebene Kostenfunktion auf dem Ein-
gangsalphabet die sog. capacity-cost function eingefiihrt. Ein coding theorem chne Fehlerglied-
abschitzung erscheint als theorem 2.4; die Bedingung , fiir geniigend grofes n‘ fehlt in der For-
mulierung dieses und anderer Sitze, ergibt sich aber aus dem Text und dem Beweis. In Kap. 3
erscheint eine Kostenfunktion fiir fehlerhafte Ubertragung (distortion measure) und die zuge-
horige Variante von Shannon’s Quellencodierungstheorem (theorem 3.4). Kap. 4 nimmt die re-
ellen Zahlen als Alphabet und arbeitet mit Gau’schen Ubertragungs-Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen; Approximationsiiberlegungen, die z. T. schon in Kap. 1 dargelegt wurden, gestatten weit-
gehend die Ubertragung der diskreten Theorie aus Kap. 2 und Kap. 3 auf den vorliegenden kon-
tinuierlichen Fall. Kap. S enthilt den Hauptsatz der stochastischen Informationstheorie, das
source-channel coding theorem. Kap. 6 berichtet iiber weitergehende Resultate, insbesondere iiber
Fehlergeschwindigkeitsabschitzungen. Mit Kap. 7 beginnt der algebraische Teil; der Hamming-
Code erscheint als Beispiel aus der Klasse der linearen Codes; Codes, die r Irrtiimer entdecken
bzw. korrigieren, werden definiert, die grundlegenden Abschitzungen bewiesen. Kap. 8 behandelt
spezielle algebraische Code-Typen: Bose-Ray-Chaudhuri (BCH), Reed-Solomon, Golay sind die
wichtigsten Namen. Kap. 9 beschiftigt sich mit Faltungs-Codes, Kap. 10 mit variablen Codewort-
lingen. In Kap. 11 wird wieder ein Uberblick iiber weitergehende Resultate geboten. — Die den
Kapiteln angefiigten Notizen und das Literaturverzeichnis verraten mehr Einseitigkeit als man
bei einem Buch mit enzyklopidischem Ehrgeiz erwarten sollte. Das hat besonders die stochasti-
sche Informationstheorie zu spiiren bekommen: die Namen Dobrushin, Cziszar, Ahlswede, Augustin,
Strassen fehlen vollig. So bleibt der enzyklopadisch interessierte Leser auf weitere Literatur ange-
wiesen. Dennoch halte ich den vorliegenden Text fiir ein Buch, das einen guten Zweck erfiillt.

Erlangen K. Jacobs
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5 Kurt Strebel
Vorlesungen uiber Riemannsche Flachen
1980. 120 Seiten, kart. DM 18,80

Es ist das Ziel dieser Vorlesungen tiber Riemannsche Flachen, méglichst di-
rekt zum Hauptsatz der Theorie, dem allgemeinen Uniformisierungstheorem,
zu gelangen. Nachdem im ersten Kapitel die Flachentopologie dargestelit
und im zweiten Kapitel auf Riemannsche Flachen spezialisiert worden ist,
bringt das dritte Kapitel das Perronsche Verfahren zur Lésung der Randwert-
aufgabe fiir harmonische Funktionen. Damit wird im vierten und letzten Kapi-
tel der allgemeine Riemannsche Abbildungssatz fiir einfach zusammenhéan-
gende Riemannsche Flachen bewiesen, indem die Abbildung nach einer
Idee von Heins sowie fiir den hyperbolischen als auch fiir den parabolischen
Fall direkt konstruiert wird.

Die Vorlesungen richten sich an Studierende der mittleren Semester, die
Funktionentheorie | und méglicherweise Il gehort haben. Die notwendigen
Kenntnisse Gber harmonische Funktionen werden nochmals restimiert.

1 Helmut Epheser
Vorlesung uber Variationsrechnung
1973. 184 Seiten, kart. DM 22,—

2 Horst Herold
Differentialgleichungen im Komplexen
1975. 192 Seiten, kart. DM 24, —

3 Helmut Brass

Quadraturverfahren
1977. 311 Seiten, kart. DM 37,—

4 Helmut Grunsky
Lectures on Theory

of Functions in Multiply Connected Domains
1978. 253 Seiten, kart. DM 32,—

Vandenhoeck & Ruprecht in Gottingen und Ziirich
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Tgcf)ologle

Hochschultext

1980. 181 Abbildungen. 215 Seiten 3
DM 22, a
ISBN 3-540-10183-7 R

Dieses Lehrbuch behandelt den Teil der mengentheoretischen
Topologie, den jeder Mathematikstudent im mittleren Semester
kennen sollte. Die lebendige und leicht verstindliche Darstellung
enthilt nahezu zweihundert Abbildungen und viele Erlduterungen
iiber den Sinn und Nutzen der eingefiihrten Begriffe und ihre Her-
kunft.

Der Leser erhalt dadurch eine einprigsame, bezugsreiche und {iber
das formale hinausgehende Vorstellung des Stoffes, und er lernt,
selbstindig zu beurteilen, in welche Richtung er seine Topologie-
kenntnisse noch erweitern sollte.

Mehr analytisch und mehr geometrisch orientierte Kapitel wechseln
einander ab. Das Buch schlie3t mit einem originellen Register (zu
jedem Stichwort sind Erlduterungen gegeben) als dem Tiipfelchen
auf dem i einer unkonventionellen Darstellung.

Inhaltsiibersicht: Einleitung. — Die Grundbegriffe. — Topologische
Vektorraume. — Die Quotiententopologie. — Vervollstindigung Me-
trischer Raume. - Homotopie. — Die beiden Abzihlbarkeits-
axiome. - CW-Komplexe. — Konstruktion von stetigen Funktionen
auf topologischen Raumen. — Uberlagerungen. — Der Satz von
Tychonoff. - Mengenlehre. — Literaturverzeichnis. - Symbolver-
zeichnis. — Register.
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ker-Vereinigung organisierten Ar-
beitsgemeinschaften sollen vor al-
lem jiingeren Mathematikern in
sorgfiltig vorbereiteten Veranstal-
tungen den Zugang zu aktuellen
Forschungsgebieten erleichtern
und ihnen eine griindliche Einar-
beitung ermoglichen. Daneben
konnen sie Wissenschaftlern ande-
rer Fachrichtungen mathemati-
sches Wissen und Anregungen ver-
mitteln.

Durch die Veroffentlichung einer
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Neuerscheinungen

Finite Modelle
gewohnlicher Randwertaufgaben

Von Prof. Dr. rer. nat. E. BOHL, Universitat Konstanz

1981. ca. 250 Seiten. 13,7 X20,5 cm. (Leitfdden der angewandten Mathematik und Mecha-

nik, Bd. 51 — Teubner Studienbticher) ISBN 3-519-02353-9
Kart. ca. DM 30,—

Das Buch beschreibt eine Reihe von diskreten Analoga fiir eine nichtlineare gewdhnliche
Difterentialgleichung der Ordnung 2 mit Zwei-Punkt-Randbedingungen. Es werden regu-
ldre und irreguldre Gitter sowie finite Differenzen und finite Elemente benutzt. Grundlage
einer Konvergenztheorie sowie der Sétze iber die numerische Behandlung der entste-
henden nichtlinearen Gleichungssysteme ist das Maximumprinzip. Im Vordergrund steht
daher die Berechnung der fir die Anwendung wichtigen stabilen Lésungen sowie der
stabilen Teile von Lésungszweigen. Das Buch kann schon mit geringen numerischen
Grundkenntnissen verstanden werden. Es richtet sich an Studenten, welche eine moderne
Einfithrung in die numerische Behandlung von Randwertaufgaben bei Differentialglei-
chungen suchen. Hierzu sind zahlreiche Beispiele aus den Nachbarwissenschaften, nume-
rische Experimente und Ubungen aufgenommen.

Aus dem Inhalt: Klassisches Differenzenverfahren, numerische Modelle héherer Ordnung,
Konvergenztheorie, finite Elemente, nichtlineare Gleichungssysteme, singulédre Stérungen,
Verzweigungsaufgaben, Hysteresisphdnomene, Anwendungen aus der Elastizitatslehre,
Diffusions-Reaktions-Modelle der Chemie und Biologie, AbriB der mathematischen Theo-
rie

MaB- und Integrationstheorie

Eine Einfilhrung
Von Prof. Dr. rer. nat. K. FLORET, Universitat Kiel

1981. ca. 350 Seiten mit Bildern und ca. 200 Aufgaben. 13,7 X 20,5 cm.
(Teubner Studienbiicher) ISBN 3-519-02059-9
Kart. ca. DM 32,—

Der Daniellsche Autbau einer abstrakten Lebesgueschen Integrationstheorie hat den
Vorteil, daB er die fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wichtige MaBtheorie und die tir
die Funktionalanalysis benétigte Theorie von Funktionalen auf Rdumen stetiger Funktio-
nen (Radonsche MaBe) gemeinsam entwickelt.

Zusammen mit dem natiirlichen Stoneschen MeBbarkeitsbegriff ergibt sich ein einfacher
Zugang zur MaB- und Integrationstheorie. Das Buch, fir Studenten der Mathematik und
Physik ab 3. Studiensemester gedacht, enthélt iber 200 Ubungsaufgaben (mit Hinweisen).

Aus dem Inhalt: Daniellscher AusdehnungsprozeB fiir lineare, positive, o-stetige Funktio-
nale / Stonesche MeBbarkeit und MeBbarkeit bzgl. c-Algebren / Lebesgue’s Kriterium fir
die Riemann-Integrierbarkeit / Radon-MaBe / Exkurse lber Differenzierbarkeit und Banach-
Tarski-Paradoxon / Zerlegungssétze von Jordan, Hahn, Lebesgue / Carathéodory’s &uBe-
res MaB / Bairesche Mengen und Rieszscher Darstellungssatz / Lebesgue-Stieltjes-Inte-
grale / Fubinische Séatze / Faltung / Rieszscher Konvexitatssatz / Kontinuierliche Min-
kowski-Ungleichung / Gitterpunktsatz / Fourier-Reihen / Isoperimetrisches Problem / Satz
von Radon-Nikodym / Dualrdume von L, / Transformationsformel in Rn / Segalsches Loka-
lisationsprinzip / Anhang liber 1-stetige Integrationstheorie und Borel-MaBe

E B. G. Teubner Stuttgart



