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Die Selbergsche Spurformel fiir kompakte
Riemannsche Fliachen*)

J. Elstrodt, Miinster

1 Einleitung

Der Inhalt dieses Berichts geht weitgehend zuriick auf richtungweisende
Untersuchungen von Atle Selberg, die dieser seit etwa 1950—51 durchgefiihrt hat
und die unter dem Stichwort ,,Selbergsche Spurformel‘ berihmt
geworden sind. Selberg selbst hat wiederholt in Vorlesungen (Princeton 1952,
Gottingen 1954) und auf Kongressen (Bombay 1956, Stockholm 1962, Oberwolf-
ach 1968) iiber seine Resultate vorgetragen und eindrucksvolle Ergebnisberichte
vorgelegt [137], [139], [140], von denen hier besonders die vielzitierte program-
matische Arbeit [ 137] hervorgehoben werden mufd. Leider hat Selberg keine aus-
fuhrliche Darstellung seiner Theorie veroffentlicht. Insbesondere ist die zunichst
vorgesehene Vervielfiltigung einer Ausarbeitung der Gottinger Vorlesung [136]
nicht zustandegekommen.

Diese dufleren Umstinde haben dazu gefiihrt, daf} die Selbergschen Ideen
lange Zeit fiir viele Mathematiker schwer zugiinglich waren. Erst in jiingster Ver-
gangenheit sind mehrere einfithrende Publikationen erschienen, die geeignet sind,
diesem Ubelstande abzuhelfen. Hier ist vor allem D. A. Hejhal [76] zu nennen. Die-
ser erste Band behandelt die Spurformel nur fiir diskontinuierliche Untergruppen
I" der Gruppe PSL(2, R), fiir welche der Quotient der oberen Halbebene H modulo
I" kompakt ist. In einem noch nicht erschienenen zweiten Band will Hejhal den
Fall von Gruppen mit endlichem Volumen des Quotienten F\H behandeln, der

auch von T. Kubota [94] und A. Selberg [136] diskutiert wird. Als einfithrende
Literatur, die einen guten Uberblick iiber den vorliegenden Themenkreis vermittelt,
sind die Arbeiten D. A. Hejhal [75] und A. B. Venkov [161] besonders geeignet.
Selbergs Ideen zur harmonischen Analysis auf Riemannschen Mannigfaltig-
keiten sind eine Art allgemeines Programm, mit dessen Ausgestaltung in spezielle-
ren Situationen sich zahlreiche anspruchsvolle Arbeiten aus neuerer und neuester
Zeit beschiftigen. Unter bewufitem Verzicht auf mogliche grofiere Allgemeinheit
und um einige grundlegende Gedanken frei von grofiem technischem Aufwand klar
hervortreten zu lassen, diskutieren wir die Selbergsche Spurformel und einige ihrer
Anwendungen nur in einem relativ einfachen interessanten Spezialfall, und zwar
im Fall der kompakten Riemannschen Flichen vom Geschlecht g= 2. — Das Lite-

*) Hauptvortrag auf der Jahrestagung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in
Hamburg 1979.
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raturverzeichnis enthilt auch eine Reihe von Arbeiten, die iiber den hier gesteckten
Rahmen erheblich hinausgehen, und soll Anregungen zu moglicher weitergehender
Lektiire vermitteln.

2 Qualitative Spektraltheorie des Laplace-Beltramischen Operators

Es sei also X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g= 2.
Nach der Uniformisierungstheorie ist dann X konform dquivalent zum Quotienten
F\H der oberen Halbebene

H:={z€C: Imz>0}

nach einer geeigneten fixpunktfreien diskontinuierlichen Untergruppe I" der Gruppe
PSL (2, R). Hier bezeichnet PSL (2, R) die Gruppe der biholomorphen Abbildungen

azt+tb .. fab
2.1 z'——>CZ+d mit (cd

) €SL(2, R)

der oberen Halbebene auf sich. I' ist diskontinuierlich genau dann, wenn die Menge
2 3) €SL(2, R) diskret ist.
Ferner heifdt I" fixpunktfrei, wenn kein von der Identitit verschiedenes Element
von I' einen Fixpunkt in H hat. — Es bedeutet also keine echte Einschrinkung der
Allgemeinheit, wenn wir von Anfang an und fiir die ganze weitere Darlegung voraus-
setzen:

der den Elementen von I" entsprechenden Matrizen (

Voraussetzungen [I' sei eine fixpunktfreie diskontinuierliche Untergruppe
von PSL(2, R), so dafl X = F\H eine kompakte Riemannsche Fliche vom Ge-
schlecht g= 2 ist.

Die Voraussetzung der Kompaktheit von X hat zur Folge, da I" keine para-
bolischen Elemente (d. h. Transformationen der Gestalt (2.1) mit la+ dl= 2) ent-
hilt. Daher ordnen sich z. B. die Modulgruppe PSL(2, Z) und ihre Untergruppen
von endlichem Index nicht in die folgende Theorie ein. In der Tat erfordert die Dis-
kussion dieser Gruppen und allgemeiner der sog. Grenzkreisgruppen erster Art mit
parabolischen Transformationen einen wesentlich grofleren Aufwand; s. [55], [66],
[741, [75], [94], [101], [103], [107], [110], [111], [119], [121], [125], [132],
[133], [136], [148], [161], [162], [183], [184]. — Konkrete Beispiele von Gruppen,
auf welche unsere Voraussetzungen zutreffen, sind gewisse unter den Quaternio-
nengruppen; s. [66], S. 115-119, [76], S. 302ff.

Unter unseren Voraussetzungen hat die Gruppe I' einen relativ kompakten
Fundamentalbereich % C H, (d. h. eine in bezug auf H relativ kompakte Menge
# von Vertretern der Bahnen von I' in H). Ein solcher Fundamentalbereich kann
stets gewihlt werden als Inneres eines von endlich vielen Orthogonalkreisbogen auf
R berandeten Polygons (Poincarésches Normalpolygon, Dirichletscher Fundamen-
talbereich) vereinigt mit geeigneten Randpunkten des Polygons. Die Randkreisbo-
gen von # sind dann paarweise dquivalent bzgl. I" (d. h., werden paarweise durch
geeignete Elemente von I' aufeinander abgebildet; s. Fig. 1).
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Fig. 1

Topologisch kann man sich dann X aus ¥ entstanden denken durch Identifikation
I-iquivalenter Randstiicke von % Die komplexe Struktur von X erhdlt man ein-
fach durch sog. ,,Durchdriicken‘* der auf H vorhandenen komplexen Struktur. Ent-
sprechendes gilt fiir die sogleich einzufithrende hyperbolische Metrik auf H. — Funk-
tionen auf X entsprechen in unserer Situation bijektiv den I'-invarianten Funktio-
nen auf H, und wir werden unser Augenmerk bevorzugt auf letztere richten.

Die obere Halbebene H versehen wir mit der PSL(2, R)-invarianten hyper-
bolischen Metrik

2 2
(2 2) ds2 = w

(z=x+iy € H,x € R,y >0). Zu dieser Metrik gehoren im Sinne der Riemann-
schen Geometrie das PSL(2, R)-invariante Flichenmaf} w,

(23) dw=3%
y

und der PSL(2, R)-invariante Laplace-Beltramische Operator
a2 a?

24) A=y’ |—S+-—].

(2.4) y (ax2 ayz)

Die PSL(2, R)-Invarianz von A bedeutet, dafs gilt

(2.5) A(foS)=(Af)oS

fiir alle f € C? (H) und alle S € PSL(2, R).
Wir fassen A auf als linearen Operator im Hilbert-Raum

(2.6) 5: = {f: H—>C: f ist meBbar, [invariant und | 1fI? dew <o}
=12(%) ”
mit dem Definitionsbereich
9 .= {f € H# :fzweimal stetig differenzierbar}.
Da A PSL(2, R)-invariant ist (s. (2.5)) und # relativ kompakt, ist A : & —H
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wohldefiniert, und zwar erweist sich — A : @ — % als wesentlich selbstadjungier-
ter positiver Operator (s. [132], [133]). Die Spektraltheorie von — A ist qualitativ
wohlbekannt:

Satz 2.1 Der Operator — A : @ — S hat ein volistindiges Orthonormal-
system (gn)n >0 reeller Eigenfunktionen o, (n = 0) mit zugehérigen (entsprechend
den jeweiligen Vielfachheiten gezihlten) Eigenwerten

0=2 <N <A, <

.

und es gilt:
- 1

Q7 X 2 <oo,
n=1 n

Nach dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen ist offenbar Ao=0

einfacher Eigenwert und die zugehorige Eigenfunktion @o ist konstant; es kann
also vy = (w(F))~ V2 gewihlt werden. — Satz 2.1 kann folgendermafien relativ
leicht bewiesen werden: Die Resolvente (— A —A)~! der selbstadjungierten Fort-
setzung — A von —A: @ —> S erweist sich fiir A < 0 als Integraloperator mit
symmetrischem Kern vom Hilbert-Schmidtschen Typ. Die Behauptung folgt daher
aus dem bekannten Satz von E. Schmidt (s. [132], S. 41, Satz 15; [133], Teil II,
S. 286, Satz 8.2; [54], Teil 11, S. 130, Korollar 8.4). Hejhal [76], S. 3 weist darauf
hin, daf Satz 2.1 auch durch geringfiigige Modifikationen der klassischen Hilbert-
schen Methode der Konstruktion einer Parametrix bewiesen werden kann;s. dazu
auch [117].

Es ist bekanntlich sehr schwierig, weitergehende prizise Aussagen iiber die
Eigenwerte und Eigenfunktionen zu machen. Im Rahmen des entsprechenden all-
gemeineren Eigenwertproblems des Laplace-Beltramischen Operators auf kompak-
ten Riemannschen Mannigfaltigkeiten gibt es einige wenige Typen von Mannigfal-
tigkeiten, wie z. B. die Sphiren oder Tori, bei denen man das betr. Eigenwertpro-
blem explizit l16sen kann. Fiir das hier betrachtete Eigenwertproblem des Laplace-
Beltramischen Operators auf einer kompakten Riemannschen Fliche vom Geschlecht
g = 2 ist bisher kein einziges Beispiel einer solchen Fliche bekannt, bei dem man die
Folge der Eigenwerte wirklich explizit angeben kann — von den Eigenfunktionen
ganz zu schweigen.

In Ermangelung exakter Methoden strebt man daher zunichst asymptotische
Aussagen an. In diesem Zusammenhang haben sich erzeugende Funktionen der
Typen

(2.8) X e Mt

n=0

oo

29 2\

n=1

bewihrt; (2.8) kommt bei der Diskussion der Wirmeleitungsgleichung vor, (2.9) ist
die Minakshisundaram-Pleijelsche Zetafunktion ([117], [127]). Man analysiert z.B.
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das asymptotische Verhalten der Funktion (2.8) bei Annaherung an die Konver-
genzabszisse und kann dann durch Anwendung Tauberscher Sitze asymptotische
Aussagen iber die Eigenwerte herleiten. Als einfaches Beispiel fiir diese Schlufiweise
werden wir in Abschnitt 5 das Weylsche asymptotische Gesetz fiir die Verteilung der
Eigenwerte herleiten.

Eine Reihe des Typs (2.8), (2.9) steht auch auf der linken Seite der Selberg-
schen Spurformel, der wir uns jetzt zuwenden.

3 Die Selbergsche Spurformel

Wie schon oben bemerkt wurde, impliziert die Kompaktheit von X, day I'
keine parabolischen Transformationen enthalt. Da I fixpunktfrei auf H operiert,
enthilt I" auch keine elliptischen Elemente (d. h. keine Transformationen der
Form (2.1) mit la + dl < 2). Daher ist unter unseren Voraussetzungen jedes von
der Identitit verschiedene Element P € " hyperbolisch(d. h. vonder
Gestalt (2.1) mit la + d|> 2). Jedes solche P hat zwei verschiedene Fixpunkte in
R U {oo}. Transformiert man diese Fixpunkte mit Hilfe einer geeigneten linear-
gebrochenen Transformation der Gruppe PSL(2, R) nach 0 bzw. ¢, so sieht man,
daR P in der Gruppe PSL(2, R) konjugiert ist zu einer Streckung

(3.1) z—N(P)z

mit eindeutig bestimmtem N(P) > 1. Schreibt man P in der Gestalt (2.1), so ist
offenbar N (P) gleich dem Quadrat des betragsmifig groferen der beiden Eigen-
werte der Matrix

(2)

Mit Selberg nennen wir N(P) die N o r m von P. Offenbar haben alle Elemente
der Konjugationsklasse {P} von P in I' die gleiche Norm, die wir daher auch als
die Norm von { P} bezeichnen kénnen. Die Menge derjenigen Elemente von I',
welche die beiden Fixpunkte von P festlassen, ist bekanntlich eine unendliche
zyklische Untergruppe von I'. Von den beiden Erzeugenden dieser Gruppe wihlen
wir diejenige P, aus, fur welche gilt

P=Pp

mit einer natiirlichen Zahl m = 1; P, heifdt die zu P gehorige primitive
(hyperbolische) Transformation. (DannistP;! daszu P! geho-
rige primitive Element von I'.) Durchlduft Q die Menge der primitiven Elemente
von I \ {I }, so erhilt man in der Gestalt Q™ (m = 1) alle Elemente von I'\{I},
und zwar jedes Element genau einmal. In diesem Sinne kann man sagen, dafy die
Menge der primitiven Elemente von I" fiir die Gruppe I eine Rolle spielt, die der
Rolle der Menge der Primzahlen in bezug auf die Menge der natiirlichen Zahlen
vergleichbar ist.
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Wir schreiben die Eigenwerte A, (n > 0) des Operators — A : & —> ¥ stets
in der Gestalt !)

1
(32) A=+,

und kénnen dann die Spurformel wie folgt formulieren ([137], S. 74):
Satz 3.1 Esseien € >0,

S.:={r € C: |Imr|<%+e},

und h:S.——> C sei eine gerade holomorphe Funktion, die fiir |t|—> oo gleich-
mdflig im Streifen S, der Wachstumsbeschrinkung

(3.3) h(n)=0((1+ Irl»)~'-¢)
geniige. Ferner sei

+o0

. = _1_ —iru
(3.4) g(u): 5o _L e~ h(r) dr

die Fourier-Transformierte von h. Dann gilt die Selbergsche S purfor-
mel

(3.5) E h(r n)—M foh(r)rtanhﬂrdr

log N(P,) .
"I SNy Bl NED:
r

dabei wird die Reihe auf der rechten Seite erstreckt iiber die I'-Konjugationsklas-
sen {P}y der (hyperbolischen) Elemente P € T\ {1}, fiir jedes solche P bezeichnet
P, die zugehérige primitive Transformation®). Unter den angegebenen Bedingungen
konvergieren beide in (3.5) auftretenden Reihen und das Integral absolut,

Fiir das Verstindnis der Spurformel (3.5) ist es sehr niitzlich, wenn man sich
mit den wesentlichen Uberlegungen vertraut macht, die zum Beweis dieser For-
mel fithren. Dazu betrachten wir mit Selberg Punkt-Paar-Invarianten;
das sind Funktionen k: H X H— C, die der Transformationsformel

(3.6) k(Sz,Sw) =k(z, w)

fur alle S € PSL(2, R) geniigen. Jedes solche k ist eine Funktion des (durch (2.2) defi-
nierten) hyperbolischen Abstands |z, wl der Punkte z, w, kann also wegen

_ |2
2 coshlz wi= 2= %% L)
ImzImw

l) Spiter werden wir iiber die Vorzeichen der r,, geeignet verfiigen. An dieser Stelle ist
das noch nicht nétig, da die r;, in die gerade Funktion h eingesetzt werden.
) Diese Bezeichnungsweise verwenden wir stillschweigend in der ganzen folgenden
Arbeit.
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in der Gestalt

2
(3.7) k(z,w)=y ('Z—“l"—)

Imz Imw

mit geeignetem y: [0, o[ —> C geschrieben werden. Umgekehrt ist auch jeder
Kern k der Form (3.7) eine Punkt-Paar-Invariante.

Wir nehmen nun eine stetige Funktion y : [0, o[ — C mit kompaktem
Trager und bilden mit der geméR (3.7) gebildeten Punkt-Paar-Invariante k den Kern

(3.8) K(z,w):= X k(z, Mw).

Mer

Da ¢ einen kompakten Triger hat, ist die Reihe (3.8) sogar lokal endlich; ferner
ist K in beiden Variablen I'-invariant. Daher definiert K einen linearen Operator
H . F—> HF vermoge

3.9 (¥DH(z):= JK(Z, w) f(w) dw(w)

(f €#,z € H; dws. (2.3)). Von entscheidender Bedeutung fiir die folgende
Argumentation ist nun die Feststellung, daf’ die Eigenfunktionen o, des Laplace-
Beltramischen Operators auch Eigenfunktionen von % sind. Genauer gilt: Es ist

(3.10) #'pn =h(ry) s (n=>0)

mit einer ganzen Funktion h: C—> C, die aus y gewonnen wird durch folgende
Kette von Integraltransformationen:

y—> Q:[0,0[—C,

(3.11) Qx): = I & dt (Abelsche Integraltransformation),
X t—x
Q—g R—>C,

(3.12) g(w): =Q(e* +e ™" - 2),

g—h:C—>C,
+o0

(3.13) h(n): = [ " g(u) du.

Zum Beweise von (3.10) fithrt man im Integral

—wl?

|
(3.14) (Hp)) ()= [ ¥ (1 2 )¢n(w) dew (w)
H

mz Imw

hyperbolische Polarkoordinaten zum Zentrum z ein und entwickelt ¢, in eine
Fourierreihe ([54], Teil I, Satz 2.1). Da ¢ nur vom hyperbolischen Radius abhingt,
liefert nur der von der Winkelvariablen freie nullte Term der Fourierreihe einen
Beitrag zu (3.14). Dieser Beitrag laft sich mit Hilfe der Differentialgleichung

1
_A‘pn': (Z-"rﬁ) ¥n
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auf die Gestalt der rechten Seite von (3.10) bringen (Details z. B. bei Hejhal [76],
S. 8—-19).

Wir fahren fort im Beweis der Spurformel und entwickeln K(z, -) € S# nach
dem vollstindigen Orthonormalsystem der Eigenfunktionen ¢, :

o

K(z,")= 2 ca(2) ¢n.

n=0

Bezeichnen wir mit {-, - das (im ersten Argument lineare) Skalarprodukt in 5%,
so lassen sich die Entwicklungskoeffizienten c, (z) mit Hilfe von (3.10) wie folgt
berechnen:

@)= K@), 00 = [ Kz, ) en(w) deo(w)
=(FH ¢n)(2) = h(ry) pa(2z) .

(Die ¢, wurden als reellwertige Funktionen gewihlt.) Damit folgt:

(3.15) K(z, w) = X h(ta) ¢a(2) wn(w),

n=0

und diese Reihe konvergiert a priori bei festem z im quadratischen Mittel in bezug

auf w. Setzen wir nun schirfer voraus, dafs  zusitzlich zweimal stetig differenzier-
bar ist, so kann man mit Hilfe klassischer Schlufiweisen aus der Theorie der partiel-
len Differentialgleichungen leicht zeigen, dafy die Reihe (3.15) sogar gleichméfig

absolut in H X H konvergiert. Dann folgt aber

oo

S Ih()l= [ T Ihry) (g, () dw(z) <o,
n=0

7 n=0

dh %ist von der Spurklasse. Gliedweise Integration der Reihe (3.15)
filhrt nun auf die allgemeine Spurformel

oo

(3.16) T h(ra) = | K(z,2) dw(z).

n=0

Ein Blick auf die obigen Uberlegungen léfdt erkennen, dafl man eine Formel
des Typs (3.16) auch unter wesentlich allgemeineren geometrischen Rahmenbe-
dingungen herleiten kann. Dieser Gedanke wird in [137] genauer ausgefiihrt. Fiir
die praktische Anwendung der Formel (3.16) ist natiirlich von entscheidender Be-
deutung, ob man das Integral auf der rechten Seite auswerten kann. Unter unseren
speziellen Voraussetzungen ist das méglich: Man triagt dazu die Reihe (3.8) ein,
vertauscht die Reihenfolge von Summation und Integration und fafit die Summan-
den der duferen Summe zusammen zu Summen, bei denen iiber die Konjugations-
klassen von I’ summiert wird. Der Beitrag der Konjugationsklasse von I', die nur
die Identitat enthalt, 148t sich dann so umformen, daf} sich das Integral auf der
rechten Seite der Gl. (3.5) ergibt. Die von den Konjugationsklassen der hyperboli-
schen Elemente von I herrithrenden Terme fithren zur unendlichen Reihe auf der
rechten Seite von (3.5) (Details bei Hejhal [76], S. 22—29). Auf diese Weise erhilt
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man die Selbergsche Spurformel (3.5) fiir diejenigen Paare (h, g) von Funktionen,
die im Sinne der Kette (3.11)—(3.13) von Integraltransformationen den zweimal
stetig differenzierbaren Funktionen { : [0, o [—> C mit kompaktem Trager ent-
sprechen. Ein naheliegender Approximationsprozef (s. [76], S. 30—34) ergibt dann
die Giltigkeit der Formel (3.5) in dem in Satz 3.1 genannten Umfang,

Damit ist erklirt, was die Spurformel ist, und wir haben auch in groben Zii-
gen skizziert, wie man diese Formel beweist, aber es ist noch nichts dariiber gesagt,
was diese Formel bedeutet: Die Bedeutung der linken Seite der Spurformel
(3.5) ist klar, eswerden analytische Invarianten der Fliche X, nim-
lich die den Eigenwerten des Laplace-Beltramischen Operators entsprechenden
Zahlen 1, , in eine holomorphe Funktion eingesetzt. Die linke Seite der Spurformel
wird also durch das Eigenwertspektrum von X festgelegt. Dagegen haben
die auf der rechten Seite in (3.5) vorkommenden Zahlen logN(P) geometri-
sche Bedeutung: Die obere Halbebene H kann aufgefafdt werden als die
universelle Uberlagerung der Fliche X und I' als die zugehorige Gruppe von Deck-
transformationen. I' ist zur Fundamentalgruppe von X isomorph. Daher entspre-
chen die Konjugationsklassen von I' bijektiv den freien Homotopieklassen geschlos-
sener (orientierter) Wege auf X (Deformation geschlossener Wege auf X, deren
Anfangspunkt mitbewegt werden darf). In jeder nicht-trivialen solchen freien Ho-
motopieklasse existiert eine eindeutig bestimmte Kurve kiirzester Linge, eine ge-
schlossene (orientierte) Geoditische, die man wie folgt erhilt ([8], [9]): Entspricht
der betrachteten freien Homotopieklasse die Konjugationsklasse {P} der Gruppe I',
so ist jeder Vertreter P dieser Klasse hyperbolisch, hat also zwei verschiedene reelle
Fixpunkte. Der in H gelegene Orthogonalkreisbogen K durch diese Fixpunkte ist
dann eine P-invariante Geoditische in H in bezug auf die hyperbolische Metrik
(2.2); s. Fig. 2. Wihlt man einen Punkt a € K, so ist auch Pa €K, und der

Pa

Fig 2

hyperbolische Abstand der Punkte a und Pa betrigt gerade log N(P). ,,Durchdriik-
ken* des Orthogonalkreisbogens von a nach Pa auf die Fliche X liefert dann die
geschlossene Geoditische in der { P} entsprechenden freien Homotopieklasse von
X, und diese Geoditische hat die Linge log N (P). Der Konjugationsklasse {P~ !}
entspricht dann die umgekehrt orientierte geschlossene Geoditische; sie hat eben-
falls die Lange log N(P). Stellt man P dar in der Gestalt PJ mit der zu P gehorigen
primitiven Transformation Py, so erhilt man die der Konjugationsklasse {P}r ent-
sprechende geschlossene Geoditische offenbar durch m-faches Durchlaufen der zu
{Po }r gehorigensog. primitiven geschlossenen Geodidtischen.
— Durchlduft nun {P}r die Konjugationsklassen der hyperbolischen Elemente von I,
so erhilt man in den Zahlen log N (P) die nach Vielfachheiten ) gezihlten Liangen

3) Hohere Vielfachheiten konnen nicht nur vorkommen, sondern nach einem Satz von
Radol [131] ist sogar notwendig die Folge der Vielfachheiten des Lingenspektrums unbeschrinkt.
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der geschlossenen Geoditischen auf X, dassog. Langenspektrum von X.
Damit kénnen wir folgende inhaltliche Interpretation der Spur-
formel (3.5) geben: Die Selbergsche Spurformel ist eine quantitative Beziehung
zwischen dem Eigenwertspektrum von X und dem Langenspektrum von X, also zwi-
schen analytischen Invarianten und geometrischen Invarianten von X. Sie leistet in
dieser Hinsicht fir die kompakten Riemannschen Flichen vom Geschlecht g = 2
dasselbe wie die Poissonsche Summenformel fiir die kompakten Riemannschen Fli-
chen vom Geschlecht 1 und allgemeiner fiir die Tori (s. [9], [32], [75].[112], [146],
[178]).

4 Eindeutigkeitsfragen

Da in der Spurformel iiber die Funktion h in weitem Rahmen frei verfiigt
werden kann, und da zwischen dem hyperbolischen Flicheninhalt w (%) des Fun-
damentalbereichs % und dem Geschlecht g von X die Beziehung

“4.1) wF)=4n(@g-1)

besteht, folgt aus der Spurformel miihelos ein bemerkenswerter Satz von H. Huber
[83], Teil I, S. 8.

Satz 4.1 a) Kompakte Riemannsche Flichen vom Geschlecht = 2 mit glei-
chem Eigenwertspektrum haben auch gleiches Lingenspektrum und gleiches Ge-
schlecht.

b) Kompakte Riemannsche Flichen vom Geschlecht =2 mit gleichem Ldn-
genspektrum haben auch gleiches Eigenwertspektrum und gleiches Geschlecht.

Zum vollstindigen B e weis dieses Satzes braucht man nur die in Abschnitt 6
betrachtete spezielle Funktion (6.1) zu nehmen und kann das Gewiinschte aus
(6.5), (6.6) ablesen. — Ein dem Satz 4.1 entsprechendes Resultat gilt auch fiir

- Tori ([10], [12], [178]), fiir kompakte Flachen variabler negativer Krimmung

(s. [38]), fiir hoherdimensionale kompakte hyperbolische Raumformen (s.[8], [9]),
fiir gewisse hoherdimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten negati-
ver Schnittkrimmung (s. [60]) und in noch allgemeinerem Rahmen ([10], [49],
[50]; s. auch [4], [89], [142])).

Satz 4.1 legt die Frage nahe, inwieweit die komplexe Struktur
der Fliche X durch ihr Eigenwertspektrum bzw. Langenspektrum eindeutig be-
stimmt ist. Schon 1962 hatte Gelfand [65] den Gedanken gedufert, hier konnte
ein Zusammenhang mit dem klassischen Modulproblem fiir kompakte Riemann-
sche Flichen bestehen. Da unter unseren Voraussetzungen zwei Flichen X =1.,\H,

X'= F'\H genau dann konform édquivalent sind, wenn die zugehorigen Gruppen

I, T in PSL(2, R) konjugiert sind, konnen wirunser Eindeutigkeits-
problem soformulieren: Sind je zwei fixpunktfreie diskontinuierliche Unter-
gruppen I, T von PSL (2, R) mit kompakten Quotienten X = \H, X'= \H und mit

gleichem Eigenwertspektrum notwendig konjugiert in PSL (2,R)? Ein erstes Ergeb-
nis in Richtung einer positiven Antwort auf diese Frage erzielten Gelfand et al.
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[651], S. 75, [66], S. 87—89. Schirfer zeigte dann McKean [112], dafs nur endlich
viele nicht konjugierte Gruppen (d. h. nur endlich viele nicht konform dquivalente
Flichen X) mit gleichem Eigenwertspektrum existieren. Die besten Eindeutigkeits-
resultate erzielte Wolpert [176], [177]. Wir formulieren ein wesentliches Ergebnis
dieser Untersuchungen als

Satz 4.2 Es gibt eine (echte) reell-analy tische Untermannigfaltigkeit V, im
Teichmiiller-Raum T, der kompakten Riemannschen Flichen vom Geschlecht
g =2, so dap fiir alle Elemente von T)\V, die konforme Struktur ( bis auf die
Wahl der Orientierung) durch das Eigenwertspektrum eindeutig bestimmt ist.

Ein entsprechendes Resultat ist auch fiir Tori bewiesen worden [178]. Aber
wihrend bei den hoherdimensionalen Tori seit langem bekannt ist, dad Tori mit
gleichem Eigenwertspektrum nicht isometrisch zu sein brauchen ([12], S. 154ff.,
[73], [115]), konnten Beispiele fiir eine negative Antwort auf unser Eindeutigkeits-
problem erst vor kurzem von M.-F. Vignéras [165], [166] angegeben werden:

Satz 4.3 Es gibt fixpunktfreie diskontinuierliche Untergruppen von
PSL (2, R) mit kompakten Quotienten und mit gleichem Eigenwertspektrum,
welche aber nicht konjugiert sind in PSL (2, R).

Nach diesem Exkurs iiber Eindeutigkeitsfragen wenden wir uns anderen
Anwendungen der Selbergschen Spurformel zu.

5 Das Weylsche asymptotische Gesetz

Selberg erwihnt in [137], S. 74, man konne die Spurformel benutzen zur
Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Eigenwerte und der Normen der
Konjugationsklassen der primitiven hyperbolischen Elemente von I'. Umfangreiche
Untersuchungen zu diesem Fragenkreis hat Hejhal [76] durchgefiihrt; wir skizzie-
ren in den folgenden Abschnitten einige typische Resultate.

Wihlt man als Funktion h in der Spurformel

(5.1) h(r)=e-/4+DT

(T > 0), so ist die gemif (3.4) zugehorige Funktion g gegeben durch
T u?

e 4 4T

o
B T

Setzt man diese Funktionen in die Spurformel ein, so folgt wegen (3.2):

) + oo
52 X e_}‘“T=<—‘J@ f R+ )T ¢ tanh 7rdr +o(1)
n=0 417 — o0
=91 0) far T—>+0.
nT

Da auf der linken Seite eine Dirichlet-Reihe mit positiven Koeffizienten steht,
erhilt man durch Anwendung eines klassischen Tauberschen Satzes ([90]) fir die




56  I.Elstrodt

summatorische Funktion der Koeffizienten dieser Dirichlet-Reihe folgendes Resul-
tat:
Satz 5.1 Fiir T—> 0 gilt

w(F)
4

(53 X 1~ T.

A <T

Dies ist das berihmte Weylsche asymptotische Gesetz fir
die Verteilung der Eigenwerte, das von H. Weyl 1911 bewiesen wurde fiir die An-
zahl der Eigenwerte <T beim Dirichletschen Problem in beschrinkten ebenen Ge-
bieten ([173], [174]). Fir den hier betrachteten Fall des Eigenwertproblems des
Laplace-Beltramischen Operators auf einer kompakten Riemannschen Fliche und
allgemeiner auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit wurde das (5.3)
entsprechende hoherdimensionale Analogon von S. Minakshisundaram und A. Plei-
jel [116], [117] bewiesen. (Diese Autoren diskutieren sogleich das asymptotische

Verhalten von 2  ¢2(z) nach dem Vorbild von T. Carleman [29]; s. auch [5].)
An<T

Einen guten Einblick in den aktuellen Stand der Kenntnisse auf dem Gebiet der
asymptotischen Aussagen vom Weylschen Typ vermittelt V. Guillemin [72]. —
Ubrigens kann man (5.2) auch zu einer asymptotischen Entwicklung verschirfen;
vgl. dazu [12], [43], [46], [56], [117], [142].

Eine interessante Variante von (5.3) hat H. Huber [87] angegeben. Fiir eine
Untergruppe G der (bekanntlich endlichen) Gruppe der konformen Automorphis-
men von X betrachtet Huber die regulire Darstellung R, von G im Eigenraum E,
des Operators —A zum Eigenwert u. Fiir die irreduziblen Komponenten von R,
erzielt er dann folgendes Resultat:

Satz 5.2 Esseien 0=y <pu; <p, <... die verschiedenen der Grofle
nach geordneten Eigenwerte von —A, und fiir eine irreduzible Darstellung p von G
bezeichne v,(;) die Anzahl der zu p dquivalenten irreduziblen Komponenten von
R”j (G = 0). Dann gilt fiir T—> oo :

w(F) grad P
47 ord G

5.4 ¥ vo(ua)~

pn<T

Dieser Satz wird in [87] durch eine geschickte Anwendung der Selbergschen
Spurformel bewiesen. Das Weylsche asymptotische Gesetz (5.3) ist in (5.4) als
Spezialfall G = {id} enthalten. Insbesondere folgt aber aus (5.4), daf es zu jeder
irreduziblen Darstellung p von G stets unendlich viele Eigenwerte u von —A gibt,
so dafl p zu einer irreduziblen Komponente von R, dquivalent ist. Da nach Hur-
witz [88] (s. auch Greenberg [70]) jede endliche Gruppe zu einer Untergruppe der
Automorphismengruppe einer geeigneten kompakten Riemannschen Fliche vom
Geschlecht =2 isomorph ist, folgt weiter aus Satz 5.2, daf} die Eigenwerte von —A
beliebig hohe Vielfachheiten haben kénnen; fir jedes k = 1 kénnen sogar unendlich
viele Eigenwerte einer Vielfachheit =k vorkommen. Dagegen sind nach einem Er-
gebnis von Uhlenbeck [152] ,,im allgemeinen‘ alle Eigenrdume des Laplace-Beltra-
mischen Operators eindimensional. — Ein Analogon von Satz 5.2 gilt sogar fiir
beliebige kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeiten, auf denen eine kompakte
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Liesche Gruppe von [sometrien operiert; s. dazu J. Briining und E. Heintze [13],
[14] und H. Donnelly [44]; vgl. auch [43]. In [14] werden auch allgemeinere ellip-
tische Differentialoperatoren diskutiert, und es wird eine O-Abschitzung fiir den
Fehler in der (5.4) entsprechenden asymptotischen Aussage angegeben.

Natiirlich wire es sehr erwiinscht, das Weylsche asymptotische Gesetz (5.3)
zu einer Beziehung der Gestalt

) w(F)

(5.5) 1=—""T+0(T*) fir T—>
4T

An<T

mit einem a < 1 zu verschirfen. Um hier zum Ziel zu gelangen, werden wir mit
Selberg eine Zetafunktion einfiihren, die es ermoglicht, das asymptotische Verhal-
ten der Eigenwerte und der Normen der Konjugationsklassen der primitiven hyper-
bolischen Elemente von I' sehr genau zu bestimmen.

6 Die Selbergsche Zetafunktion

Selberg bemerkt in [137], S. 75, die Spurformel (3.5) ,,has a rather striking
analogy to certain formulas that arise in analytic number theory from the zeta- and
L-functions of algebraic number fields. Bei dieser Bemerkung hat Selberg offenbar
an die sog. ,,expliziten Formeln* der analytischen Zahlentheorie (s. [102], Chap-
ter XVII, [171], [172]) gedacht. Grob gesprochen, sind diese expliziten Formeln
Identititen folgender Beschaffenheit: Auf der linken Seite der Gleichung steht eine
Reihe, die erstreckt wird iiber die nicht-trivialen Nullstellen der Riemannschen
Zetafunktion (bzw. L-Funktion); diese Nullstellen werden in eine Funktion h ein-
gesetzt. Auf der rechten Seite der Gleichung kommt aufler elementaren Summan-
den und iibersichtlichen Integralen eine unendliche Reihe vor, bei der iiber die
Primzahlpotenzen (bzw. Potenzen der Primideale) summiert wird. Die Logarithmen
der Primzahlpotenzen (bzw. Logarithmen der Normen der Potenzen der Primideale)
werden dabei in die Fourier-Transformierte von h eingesetzt. In der Tat ist die Ana-
logie dieser expliziten Formeln zur Spurformel (3.5) verbliiffend, wenn man die
nicht-trivialen Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion (bzw. L-Funktion) den
Zahlen 1/2 +ir, entsprechen lafit und die Zahlen log N(P) = log N(Py)™ den Zah-
lenlog p™ (bzw.log Np™). Auf Grund dieser Analogie dringt sich die Frage auf, ob
auch fiir unser Eigenwertproblem eine Zetafunktion erklirt werden kann, die der
Riemannschen Zetafunktion (bzw. den L-Funktionen) entspricht. Dazu teilt Sel-
berg [139], S. 179 mit: ,,Actually . . . [Gl. (3.5)] turns out to be structurally
strikingly similar to the socalled ‘“‘exact formulas’ in the theory of primes, so much
so that one can actually from it construct a kind of zeta function associated with
the group I', which in its properties (Euler product, functional equation, and loca-
tion of trivial and nontrivial zeros) resembles the usual zeta or L-functions.*¢

Zur Begriindung dieser Ausfithrungen wenden wir die Spurformel (3.5) an
auf die Funktion

1 1
+(s—1/2)> 2 +(a— 1/2)?

(6.1) h(r)=—
T
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(Res> 1, Rea>1). Der hier vorgenommene Kunstgriff der Differenzenbildung
fiir verschiedene Parameter s, a bewirkt, daf h der Wachstumsbeschriankung (3.3)
geniigt. Zu dieser Funktion h gehort gemaf (3.4) die Fourier-Transformierte

-Gl _ L —e-unl

(6.2 g(u)=2s'~l 2a—1

Daher kann die Reihe auf der rechten Seite von (3.5) auf folgende Gestalt gebracht
werden:

> log N(Py)

63 Z iy BOENE) =GO 6@,
Pip -
wobei
] log N(Po) 1
(64) G(S) 2s 1 {P}F N(P)l/z_N(P)—l/z N(P)

- > X logN(Py) N(P)=*~*
25 =1 (p}p v=0

- | > X X logN(Py) N(Py) Ks*»
2s—1 {PO}F k=1 v=0 '

1 ot N(P,)~ 5"

= Y 3 logN(P,) il A

251 g s Y TN (R
!
- =(s)

2s—-17

mitder Selbergschen Zetafunktion

6.5) Z(s):= I I (1 =N(Py) ")

{Po}[‘ v=0

(Re s>1). Die dufiere Produktbildung in (6.5) wird erstreckt iiber die Konjuga-
tionsklassen {Pg } der primitiven hyperbolischen Elemente P, von I'. Das Produkt
(6.5) konvergiert fiir Re s> 1 absolut, denn man kann leicht zeigen, daf} die An-
zahl der Konjugationsklassen hyperbolischer Elemente von I' mit Norm << x gleich
O(x) ist fir x—> o0 ([76], S. 7, Proposition 2.5). Daher sind die obigen Umfor-
mungen fiir Re s> 1 legitim.

Fiir die Funktion (6.1) laft sich das Integral auf der rechten Seite von (3.5)
mit Hilfe des Residuenkalkiils auswerten, und man erhilt aus der Spurformel

Satz 6.1 Fiir Re a>1 giit:
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66) T ( ! - 1 )

n=0 rl?l.‘-(s_l/z)2 rr21+(a—1/2)2

w(F) ( 1 1 )+ 1 ! 1 7'
— =) — =(a).
27 .Eo n+s n+a/ 2s-1 Z() 2a—-1Z7
Die Formel (6.6) gilt zunichst fir Re s > 1, Re a> 1, doch sieht man sofort, dafy
mit (6.6) die meromorphe Fortsetzung von

1 /
6.7 —— =(s)
67 5755
in die volle s-Ebene geleistet ist. Bevor wir das Ergebnis des Fortsetzungsprozesses
fiir Z im Satz 6.2 formulieren, ist es zweckmiBig, die r, wie folgt festzulegen: Es sei

(6.8) N:=max {n>027\n<%} ,

und fir n=0,...,N sei
(6.9) ry:=-—i l~)\
. n- 4 n >

wihrend fur n >N

1
6.10) r: = /N, — y
gesetzt wird (Quadratwurzeln aus nicht-negativen reellen Zahlen sind hier nicht-
negativ gewihlt). Offenbar ist mit dieser Wahl der r,,, die wir im folgenden stets
beibehalten, die Gl. (3.2) erfiillt, und wir konnen formulieren (s. [137], S. 75—76):

Satz 6.2 Die Selbergsche Zetafunktion Z(s) ist eine ganze Funktion der
Ordnung 2 mit den trivialen Nullstellen s= —k (k= 1, k ganz) der Vielfachheit
(2g — 2) (2 k + 1). Die nicht-trivialen Nullstellen von Zsind genau die Zahlen

(6.Il)sn=%+ir,,, ?,,=1_s,,=%—ir,,

(n = 0); so = 1 ist Nulistelle der Vielfachheit 1,5, = 0 ist Nullstelle der Vielfach-
heit 2g— 1, und fiir n 2 1, N\, ¥ 1/4 stimmt die Vielfachheit der Nulistellen s,,5,
mit der Dimension des Eigenraums von —A zum Eigenwert \, iiberein_Ist 1/4
Eigenwert von —A und \; = 1/4, so ist s; =§j = 1/2 eine Nullstelle von Z, deren
Vielfachheit gleich der doppelten Dimension des Eigenraums von —A zum Eigen-
wert 1/4 ist.

Da die linke Seite der Gl. (6.6) invariant ist bei der Substitution s—> 1 — s, folgt
weiter mit Hilfe der Partialbruchentwicklung des Cotangens eine Funktional-
gleichung fiir die Selbergsche Zetafunktion:

Satz 6.3 Die Selbergsche Zetafunktion geniigt der Funktionalgleichung®)

4) Hier ist der Faktor exp (w5 ) ... ) auf der rechten Seite in natiirlicher Weise als
meromorphe Funktion auf C aufzufassen.
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s—1/2
(6.12)Z(s)=Z(]«s)exp(w(ﬁf) f utanﬂudu).

0

Offenbar weist die Selbergsche Zetafunktion formal eine weitgehende Ana-
logie zur Riemannschen Zetafunktion auf (Analogon der Eulerschen Produktent-
wicklung s. (6.5), analytische Fortsetzbarkeit, Funktionalgleichung, Existenz tri-
vialer und nicht-trivialer Nullstellen); mehr noch: Abgesehen von evtl. vorhandenen
endlich vielen nicht-trivialen Nullstellen im Intervall ]0,1[ liegen simtliche nicht-

trivialen Nullstellen von Z auf der , kritischen Geraden* {1/2+ir; r € R}.Indie-
sem Sinne kann man sagen, daB das Analogon der Riemannschen
Vermutung filr die Selbergsche Zetafunktionrichtig
ist. Man beachte, dafs der Beweis dieser Aussage sich entscheidend auf die Spur-
formel stiitzt, die uns die Identitit (6.6) liefert. — Da die nicht-trivialen Nullstellen
der Selbergschen Zetafunktion im oben genau prizisierten Sinne von den Eigenwer-
ten des Laplace-Beltramischen Operators herkommen, liegt die Frage nahe, ob auch
die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion in dhnlicher Beziehung zu den Ei-
genwerten eines Differentialoperators stehen. Versuche in dieser Richtung haben
bisher zu keinen greifbaren Erfolgen gefiihrt (s. [30]).

Auch fiir kompakte Quotienten symmetrischer Riume vom Rang eins kann
man Zetafunktionen vom Selbergschen Typus einfithren, die alle Eigenschaften der
Selbergschen Zetafunktion besitzen (s. [61]); Entsprechendes gilt fiir gewisse nicht
kompakte Quotienten (s. [63]).

7 Der Fehlerterm im Weylschen asymptotischen Gesetz

Die Analogie zur Riemannschen Zetafunktion legt es nahe, die Nullstellen
der Selbergschen Zetafunktion im kritischen Streifen nach denselben Verfahren zu
untersuchen, die fiir die Riemannsche Zetafunktion entwickelt wurden [151]. Da-
bei ergeben sich in der Tat asymptotische Aussagen des Typs (5.5).

Ausgangspunkt der Diskussion ist das Argumentprinzip: Man integriert Z' IZ
iiber den positiv orientierten Rand des Rechtecks R(T) mit den Ecken A +i T,
1-A+xiT (1 <A<2,T>0), bestimmt die Residuensumme mit Satz 6.2 und
fafSt das Integral iiber die linke Hilfte von R(T) mit Hilfe der Funktionalgleichung
(6.12) mit dem Integral iiber die rechte Hilfte von R(T) zusammen;s. [76],

S. 115—117. Dann liefert die genaue Auswertung folgendes Resultat:

Satz 7.1 Essei T>0, T & {r,: n=N} und
(7.1) N(T):=#{n:0<r, <T}.
Dann gilt fiir T—> oo

w(ﬁ’)

(7.2) N(T) = T2 4+ L gZ(%+iT) +0(1).

T
(Hier bezeichnet arg Z den Imagindrteil einesin {z € C: Rez>1/2,z+# 1/2+ir,
firalle n=>0, z & [1/2, 1]} stetigen und auf 11, [ reellen Logarithmus vonZ )
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Auf Grund des Zusammenhangs (3.2) zwischen den A, und den r, entspricht
der Term ‘i{? T? auf der rechten Seite von (7.2) dem Weylschen asymptotischen

Gesetz (5.3). Um zu Prizisierungen des Typs (5.5) zu gelangen, hat man also das

Verhalten von arg Z(l /2 +1T) fir T—> oo zu untersuchen. Diese Untersuchung
kann man mehr oder minder aufwendig durchfithren. Schon eine naheliegende Uber-
tragung einer fiir die Riemannsche Zetafunktion wohlbekannten Schlufiweise ([151],
S. 180), die sich auf die Jensensche Formel stiitzt, fithrt auf ([76], S. 118;[129],

S. 212-213)

Satz 7.2 N(T) = ‘ii? T2 + O(T) fiir T—> .

Eine entsprechende Anzahlabschitzung wurde von Kolk [93] in wesentlich
allgemeinerem Rahmen bewiesen. — Das Ergebnis des Satzes 7.2 gilt mutatis mutan-
dis fiir eine grofie Klasse von Mannigfaltigkeiten: Schon Avakumovié [5] hat eine
entsprechende Abschitzung fiir beliebige kompakte Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten bewiesen; s. auch Herrmann [78]. Das Resultat von Avakumovié ist wiederum
ein Spezialfall einer wesentlich allgemeineren Abschiatzung, die Hormander [81] fiir
den Kern der Spektralschar eines beliebigen positiven selbstadjungierten elliptischen
Differentialoperators auf einer parakompakten Mannigfaltigkeit angegeben hat. Am
Beispiel des Laplaceschen Operators auf der Sphire S C R* hat Avakumovié [5]
gezeigt, dafd das dreidimensionale Analogon der Restabschitzung des Satzes 7.2
bestmoglich ist, und Hormander [81] demonstriert den entsprechenden Sachver-
halt im n-dimensionalen Fall am Beispiel der n-Sphire.

Im Rahmen der hier betrachteten kompakten Riemannschen Flichen vom
Geschlecht g = 2 ist es aber moglich, die Restabschidtzung des Satzes 7.2 zu ver-
schirfen. Ein erster Schritt in dieser Richtung ist ein Ergebnis von Duistermaat und
Guillemin [49], [50], denen es gelang, unter relativ allgemeinen Voraussetzungen
das O(T) in Satz 7.2 durch ein o(T) zu ersetzen. Das beste bisher bekannte Resul-
tat erzielten Hejhal [76] und Radol [129] mit Hilfe der Selbergschen Zetafunktion.
Wir formulieren dieses Ergebnis als

Satz 7.3 N(T)= ¥V 124
47

T
0 ir T—> oo |
(log T) fir =

Die Beweise dieses Satzes in [76], S. 119ff. und [129] gehen von unterschied-
lichen Ideen aus: Hejhal iibertrigt eine Methode von Selberg ([135], [151]) zur Ab-
schitzung von arg ¢ (1/2 +1iT) auf die Selbergsche Zetafunktion und gelangt nach
einer lingeren Kette von Abschitzungen zu Satz 7.3. — Randol geht anders vor: Da
fiir die Selbergsche Zetafunktion das Analogon der Riemannschen Vermutung richtig
ist, kann man auf Zdiejenigen Uberlegungen anwenden, die fiir die Riemannsche
Zetafunktion unter Annahme der Richtigkeit der Riemannschen Vermutung ent-
wickelt wurden. Es handelt sich hier um eine SchluBweise von Littlewood (s. [151],
S. 296ff.), die sich auf Z iibertragen 13t und die dann relativ rasch zum Ergebnis
des Satzes 7.3 fiihrt (s. [129], S. 213ff.). Die Restabschitzung des Satzes 7.3 wurde
von Bérard [6], [7] auch bewiesen fiir eine groflere Klasse kompakter Riemannscher
Mannigfaltigkeiten, die alle kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten negativer
Schnittkrimmung enthilt.
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Hejhal [76] und Randol [129] beweisen auch §2-Theoreme fiir den Fehler-
term im Weylschen asymptotischen Gesetz, gelangen aber nur zu logarithmischen
Termen, so daf’ die Frage nach der wahren Groflenordnung des Fehlers nach wie
vor offen ist. Fiir spezielle Gruppen sind allerdings bessere untere Abschitzungen
des Fehlers bekannt. So hat Selberg fiir gewisse Quaternionengruppen bewiesen:
arg Z(1/2+iT) = Q. (TY?(log T)"1) (s. [76], S. 302—315; vgl. auch [131a]).

Auch fir Gruppen mit nicht kompaktem Fundamentalbereich, aber endli-
chem hyperbolischem Flicheninhalt des Fundamentalbereichs, gibt es eine Version
der Selbergschen Spurformel, die entsprechend zum Studium der Verteilung der
Eigenwerte herangezogen werden kann (s. z. B. [66], [74], [75], [92], [93], [94],
[98], [99], [100], [107], [136], [137], [148], [156], [161], [162]). Hier sind z. B.
fir die Modulgruppe PSL (2, 2) von Kuznecov [99], [100] folgende Resultate mit-
geteilt worden: Bezeichnet N*(T) (bzw. N~ (T)) die Anzahl der in ihren Vielfach-
heiten gezihlten Eigenwerte <T des Laplace-Beltramischen Operators zur Modul-
gruppe mit geraden (bzw. ungeraden) Eigenfunktionen, so gilt fiir T—> oo

1 1 log 1ogT)1/2))
M==—T-— T T—-6—4logm+log2+0||—=—r ,
N*(T) % i \/_(3 log 6 og 7+ log (( log T

_ 1 1 log logT)l/z))
=_T- - —2+ + iR il .
N—(T) 4 T yye \/f (log T-2+3log2+0 (( log T

Auffillig ist, da hier der Fehlerterm im Weylschen asymptotischen Gesetz nicht
einmal der in Satz 7.2 genannten Wachstumsbeschrinkung unterliegt. Venkov
[161a] erzielt eine noch bessere Fehlerabschitzung, die fiir alle diskontinuierlichen
Untergruppen von PSL(2, R) mit endlichem hyperbolischem Flicheninhalt des Fun-
damentalbereichs gilt.

8 Der ,,Primzahlsatz‘¢

Informationen iiber die Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion liefern
in der analytischen Zahlentheorie Informationen iiber die Verteilung der Primzah-
len. Dementsprechend liegt es nahe, die vorhandenen Kenntnisse iiber die Nullstel-
len der Selbergschen Zetafunktion anzuwenden auf das zugehorige ,,Primzahlpro-
blem*. Die ,,Primzahlen‘ sind hier die Normen N(P,) der primitiven hyperbolischen
Elemente von I', und das Analogon der Anzahl w(x) der Primzahlen <x ist hier die
Anzahlfunktion

To(x): = # {{Py}r: Po primitiv hyperbolisch, N(Py) < x} .

Im Sinne dieser Analogien entsprechen die hier vorliegenden Verhiltnisse in erstaun-
lichem Mafie der Situation in der klassischen analytischen Zahlentheorie. Es gibt
ein natiirliches Analogon der Chebyshevschen Funktion

3(x):= X logp,

p<x
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namlich die Funktion
O(x):= 2  logN(Py).

Poir
N(Pg) < x

Ferner gibt es ein Analogon der Chebyshevschen Funktion
yx):=3Y A,

n<x
wobei A(n) die von Mangoldtsche Funktion bezeichnet (A(n) =log p, falls n
gleich einer Potenz p¥(k = 1) der Primzahl p ist, und A(n) = O fiir alle Gibrigen
natiirlichen Zahlen n): Da die Zahlen A(n) auftreten als Koeffizienten der Dirich-
letreihe, die die logarithmische Ableitung der Riemannschen Zetafunktion dar-
stellt

0=z

liegt es nahe, die Koeffizienten

log N(P,)
I —N®P) !

(Re s>1),

¢ « A1)

AP): =

(P € T, P hyperbolisch mit zugehériger primitiver hyperbolischer Transformation
P,) der logarithmischen Ableitung

Z' A(P)
Se=2
Z {r}r NPy

(s. (6.4)) zur Definition des Analogons

¥(x): = Y A@P)
{rlr
N(P)<x

(Re s>1)

der Funktion ¢ zu verwenden. Wie in der klassischen analytischen Zahlentheorie
ist auch hier der ,,Primzahlsatz‘
mo(x) ~lix fiir x—>o0

(li = Integrallogarithmus; li x ~ l—x— fiir x—> o0) dquivalent zu entsprechenden
og x

asymptotischen Gesetzen fiir ®(x) bzw. ¥ (x). Es gilt sogar ein ,,Primzahlsatz mit
Restglied*; diesen beweist Hejhal [76] in folgenden Schritten: Der Mittelwert

W, (x): = [ (D) dt
1

erweist sich der Untersuchung als besser zuginglich als die Funktion ¥ selbst. Die
Funktion ¥, 1af3t sich vermoge

- xs+l ZI
Wi (0= 2111 (J) s(s+1)Z(S) s
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(Integration lings der Vertikalgeraden Re s= g, > 1) durch die logarithmische
Ableitung der Selbergschen Zetafunktion ausdriicken. Mit Hilfe des Residuenkal-
kiils gewinnt man sodann eine explizite Formel fiir ¥, (s.[76], S. 91, Theorem 5.12)
und eine explizite Formel fur ¥, mit Restabschitzung ([76], S. 110, Theorem 6.16).
Letztere Formel ergibt fir ¥ und fir © folgende Aussage (Bezeichnungen

8. (6.8)—(6.11)):

Satz 8.1 Fiir x—> oo gilt

N s
B.1) ¥(x)=x+Y %— +0(x%4 (log x)1/2),
k=1 %k

X

N S
82 O(x)=x+3 Sk+0(x3/4(log X)1?),
k

k=1

Da ersichtlich

T (0 = | d(j(tt) +0(1)
2

ist, folgt aus Satz 8.1 sofort
Satz 8.2 (,Primzahlsatz mit Restglied*) Fiir x—> oo gilt

N x3/4
(8.3) mx)=lix+ X lixk +O(_) .

k=1 V/ log x

Dieser Satz wurde erstmals bewiesen von H. Huber [83]. Hejhal [76] beweist
Hubers Ergebnis unter systematischer Heranziehung der Selbergschen Zetafunktion
(wie oben skizziert). Randol [128] schliet dhnlich, benutzt aber eine zweimal ge-
mittelte Funktion, die unserem ©(x) dhnelt, und gibt firr den ,,Primzahlsatz* ein
Restglied an, bei dem das Wurzelzeichen im Nenner in (8.3) getilgt ist.

Im Sinne der im Abschnitt 3 angegebenen geometrischen Interpretation der
Zahlen log N(P) als Langenspektrum der Flidche X beinhaltet Satz 8.2 eine Aussage
iiber die asymptotische Verteilung der Liangen der primitiven geschlossenen Geodati-
schen auf der Fliche X. Entsprechende symptotische Aussagen sind auch in allge-
meinerem Rahmen bekannt;s. [8], [9], [39], [60], [63].

Es ist eine offene Frage, ob der Exponent 3/4 im O-Term des Satzes 8.2
durch eine kleinere Zahl ersetzt werden kann. Fiir den Fall der Modulgruppe gibt
Kuznecov [100], Theorem 5 dasselbe Fehlerglied an wie in (8.3);s. auch [1], [118],
[164].

Fiir den Fehlerterm in (8.3) hat Hejhal [76] folgendes sehr befriedigende
Q-Theorem bewiesen:

Satz 8.3 Fiir x > oo gilt

N
ﬂo(x)zlix-}- 2 li x5k +Q+ (xl/2 M)
o1 * log x
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9 Das hyperbolische Gitterpunktproblem; Existenz , kleiner Eigenwerte

Auffillig an den Formeln (8.1)—(8.3) ist das Auftreten der Zahlen

S1,...,Sy €11/2,1[, die von den , kleinen* (d. h. in ]O, 1/4[ gelegenen) Eigen-
werten Ay, ..., Ay des Operators —A herkommen. Offenbar wird die Summe
N

¥ i x°¢ in (8.3) das asymptotische Verhalten von m,(x) um so nachhaltiger be-

k=1

einflussen, je kleiner A, ist. (Dabei bleibt zunichst offen, ob es iiberhaupt Grup-

pen I gibt, fiir die N > 1 ist, d. h., fir die \; < 1/4 ist.) Auf dhnliche Phinomene

ist man bei der Betrachtung hyperbolischer Gitterpunktpro-
bleme gestofen (s. [41], [42], [58], [71], [82], [83], [108], [109], [122], [150a]):
Setzt man fir z, w E H

lz—wl?
9.1) oz, W)= ——
Imz Imw
so hingt o mit dem hyperbolischen Abstand |-, - | vermoge

o(z, w)=2cosh lz, wl +2

zusammen. Statt mit |, - | kann man daher hyperbolische Kreisscheiben auch
durch o beschreiben. Bezeichnet man nun mit A(T;z, w) die Anzahl der Elemente
M ET mit o(z, M(w)) <T, so weist A(T;z, w) fir T—> o folgendes asympto-
tische Verhalten auf (g s. Satz 2.1):

Satz 9.1 Fiir T—> oo gilt®)

N —
92) ATz w=— T+y7 ¥ L& 12

Sk 3/4
w(y’) o F(Sk+ 1) ‘pk(z) (pk(W)T +O(T )

Dieser Satz wird von Patterson [122] in Verschirfung fritherer Ergebnisse
von Huber [82], [83] sogar fiir beliebige diskontinuierliche Untergruppen von
PSL (2, R) mit einem Fundamentalbereich von endlichem hyperbolischem F1a-
cheninhalt bewiesen. Entsprechende Resultate sind auch fir diskontinuierliche
Gruppen von Isometrien hoherdimensionaler hyperbolischer Rdume bekannt
([58], [71]); zur Fehlerabschitzung s. auch [175].

Die asymptotischen Aussagen (8.1)—(8.3), (9.2) legen die Frage nahe, ob
es wirklich Gruppen I' mit A; < 1/4 oder schirfer mit beliebig kleinen positiven
Eigenwerten gibt. Diese Frage wurde schon 1942 von Delsarte [41] aufgeworfen.
Selberg bemerkt dazu in einer Fuinote [137], S. 74, daB fiir das entsprechende
Eigenwertproblem automorpher Formen mit dem Transformationsverhalten
f(Mz) =x(M) f(z) (z € H, M € TI') mit einem Charakter x:I" > {¢; I¢1=1}
fiir geeignete T, x beliebig viele Eigenwerte in ] 0, 1/4 [ liegen kénnen; ob das
auch fiir x =1 gilt, bleibt dort unerwihnt. Nachdem McKean irrtiimlich behauptet
hatte [112], es sei stets \; = 1/4, wurde die Existenz von Gruppen mit beliebig
vielen Eigenwerten in ] 0, 1/4 [ erstmals bewiesen von Randol [126]. Dabei be-
dient sich Randol einer kunstvollen Anwendung der Selbergschen Spurformel.

5) In (9.2) bezeichnet der Buchstabe I" die Eulersche Gammafunktion.
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Randol macht in seiner Arbeit [126] keine Aussage dariiber, ob auch beliebig kleine
positive Eigenwerte vorkommen konnen, doch kann man auch das durch eine ge-
ringfligige Modifikation der Randolschen Schlufiweise zeigen. Dabei erhilt man
dann folgendes Ergebnis: Zu jeder Gruppe T, die den in Abschnitt 2 genannten
Voraussetzungen geniigt, jeder natiirlichen Zahl k und jedem & > O gibt es eine
Untergruppe (sogar einen Normalteiler) T'* von endlichem Index in T, so daf in
10, 8 [ mindestens k Eigenwerte von —A zur Gruppe I'* liegen. Geometrisch be-
deutet das, dafd jede kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht =2 eine
endlichbléttrige Uberlagerung X* hat, fiir welche in ] 0, § [ mindestens k Eigen-
werte von —A liegen. Die Blitterzahl von X* wird dabei nach der Randolschen
Konstruktion sehr grofs sein, so dafd X* ein sehr grofies Geschlecht haben wird. Es
bleibt daher die Frage, ob fiir jedes Geschlecht g = 2 Gruppen mit beliebig kleinen
positiven Eigenwerten existieren. Diese und verwandte Fragen wurden von Buser
([17]1—-[28]) und Huber ([84]—[86]) untersucht. Wir zitieren hier zwei Ergebnisse
aus [18] als Satz 9.2;s. auch [134].

Satz 9.2 a) Zu jedem Geschlecht g 2 und jedem € > 0 gibt es eine kom-
pakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g mit 2g —3 Eigenwerten in 10, €| .
b) Fiir jede Riemannsche Fliche vom Geschlecht g = 2 ist Nag—2>1/4.

Diese Aussagen prazisieren den Inhalt der Fufinote auf S. 74 in [137]. —
Weitere Hinweise auf einige unter den zahlreichen Arbeiten, die sich mit Abschiit-
zungen der ersten Eigenwerte und verwandten Fragen beschiftigen, findet man im
Literaturverzeichnis. _

Auf Grund von Satz 9.2 ist plausibel, warum man fiir das hyperbolische Git-
terpunktproblem das asymptotische Gesetz

(9.3) A(T;z,w)~ —— T fir T—> oo

w(F)
nicht ohne weiteres durch eine elementargeometrische Schluf3weise nach dem Vor-
bild des euklidischen Kreisproblems (s. [79], § 5) beweisen kann. Eine solche
Schludweise sollte fiir den Fehlerterm in (9.3) fiir alle Gruppen eine Wachstumsbe-
schrinkung der Form O(T%) mit einem « < 1 ergeben — aber diese Wachstumsbe-
schrinkung gilt nicht fiir alle Gruppen, da nach Satz 9.2 in Gl. (9.2) die Zahl s, <1
beliebig nahe bei 1 liegen kann.

10 Ein anderer Zugang zur Selbergschen Zetafunktion

Die obigen Ausfihrungen lassen die tragende Rolle der Selbergschen Zeta-
funktion deutlich erkennen. Dagegen bleibt die genauere Herkunft dieser Funktion
ein wenig dunkel; die verbliiffenden formalen Analogien zu zahlentheoretischen
Gegebenheiten wird man kaum als befriedigende Erklarung fiir die bemerkenswer-
ten Eigenschaften der Selbergschen Zetafunktion akzeptieren.

Ein besseres Verstindnis der Situation stellt sich hier ein, wenn man die
urspriingliche Problemstellung, die zur Aufstellung der Spurformel fiihrte, nimlich
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die Frage nach den Eigenwerten des Operators —A: 2 — #, einmal von der Seite
der Resolvente
Ra: =(—A —N)!

NeC\{\:n=0}=: p(—2A)) der selbstadjungierten Fortsetzung ~A des Ope-
rators —A: 9 — # her betrachtet. Offenbar ist Ry ein beschrinkter linearer Ope-
rator in 5 mit dem vollstindigen Orthonormalsystem (¢,), > o von Eigenfunktionen:

R)\‘pn = ()\n - >\)~I'Pn-

Da zufolge Satz 5.1 die Reihe 2 ;' divergiert, ist der Operator R, nicht von der
n=1

Spurklasse. Bildet man dagegen mit einem u € p(— A) das Produkt R, R > SO ist
R)\ Ru‘pn = (7\n - )\)_l ()\n - I“)_l ‘pn 5

und da die Reihe X A, * konvergiert (s. Satz 2.1), ist Ry R, von der Spurklasse.
n=1
Setzt man noch

A=s(l —-s), mu=a(l—-a),

so erhilt man

. | 1
(10.1) (A — ) Spur (RyR,) = 3 (Mﬁﬁ )
=0

I

= 1 |
Eo (rf,+ (s—1/2% 2+ ~1/2)2)

Hier steht auf der rechten Seite dieselbe Reihe wie auf der linken Seite der Gl. (6.6).
Nach Gl. (6.6) ist also die logarithmische Ableitung der Selbergschen Zetafunktion
im wesentlichen gleich der Spur des Operators Ry R,,. Diese Tatsache kann man
auch ad hoc folgendermafien einsehen und so zu einem neuen Beweis der Gl. (6.6)
gelangen:

Esseien Res> 1, Rea> 1. Dann laf3t sich R, darstellen als Integralope-
rator

R f(2) = | Gy(z,2) f(z) d w(z)
F

(f €% ) mit einem Kern G,, den man in Gestalt einer Poincaréschen Reihe wie
folgt genau angeben kann: Fiir je zwei nicht I'-iquivalente Punkte z, z' € H ist®)

i _ (T(s))? ( 1 NS ( 4
10.2 = - — . . PR A
(10.2) Gy(z, 2" 47029 MZ(:EF 4o(z,Mz )) Fls,s;2s; . z'))

(0s.(9.1); F bezeichnet die hypergeometrische Funktion);s. [54], Teil I, Gl. (4.15),

%) Der Buchstabe T" bezeichnet einmal die Gammafunktion, zum anderen die Gruppe I'.
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(4.19), (5.1) und Teil 11, S. 103, Korollar 6.2 oder [133], Teil II. Die Hilbertsche
Resolventengleichung
(A — ) R\R, =R, — R,
liefert fir G, die Gleichung
(10.3) A —w) ! Ga(z,2) Gz, W d w(z) = KILH\IV (Ga(z,§) — Gu(z, )

([54], Teil 11, S. 119f.) . Man kann daher den Ausdruck
(10.4) A — w Spur (RyR,) = | [ Ga(2,2) Gz, 2) d w(z) d w(2)
FF

berechnen, indem man die Reihe (10.2) auf der rechten Seite der Gl. (10.3) ein-
tragt, den Grenziibergang {—> z ausfiihrt und gemif (10.4) bzgl. z iiber den
Fundamentalbereich . integriert. Bei der Integration vertauscht man die Reihen-
folge von Summation und Integration und wendet auf die duflere Summe dieselben
Umformungen an, die man auch im Beweis der Spurformel verwendet (Summation
iber die Konjugationsklassen von I'; vgl. [76], S. 22—29). Die entstehenden Aus-
driicke lassen sich explizit bestimmen, und man erhélt nach einiger Rechnung

(10.5) (A — w) Spur (RyR,)
w(F) 1 > log N(P,)

SR MO V@ T

B 1 Z lOEN(PO)
2a-—1 {pir N(P)? — N(P)*~!
! 14
=—i"2(—‘?(w(s)—w(a))+ L L !

25—i7 Y 222172 @

(¢ = logarithmische Ableitung der Gammafunktion; vgl. (6.4), (6.5)). Wegen der
bekannten Partialbruchentwicklung der Funktion { ist mit (10.1), (10.5) ein wei-
terer Beweis der Gl. (6.6) erbracht. Da die bemerkenswerten Sitze 6.2, 6.3 gerade
auf (6.6) beruhen, haben wir hiermit einen mehr direkten Zugang zur Selbergschen
Zetafunktion und ihren eindrucksvollen Eigenschaften erhalten. Wir halten fest:
Die Selbergsche Zetafunktionentsteht durch Spurbil-
dung aus dem Produkt R\R, der Resolventenoperatoren
Ry, R,. Daher ist es plausibel, daf} Z zur genaueren Untersuchung der hier betrach-
teten Probleme besonders gut geeignet ist. Das wird zusitzlich verdeutlicht durch
folgende Bemerkung: In der Selbergschen Zetafunktion
steckt ebensoviel ,Information” wie in der Spurfor-
mel selbst. Man kann namlich nach einer Bemerkung bei Hejhal [76],

S. 189, Remark 12.13 aus den Eigenschaften der Selbergschen Zetafunktion mit
Hilfe des Residuenkalkiils die Spurformel zuriickgewinnen — oder auch die Spur-
formel auf diesem Wege beweisen, wenn man den im vorliegenden Abschnitt 10
beschriebenen Zugang zur Selbergschen Zetafunktion wihlt. Letzterer Weg ent-
spricht dem Vorgehen in der analytischen Zahlentheorie ([102], Chap. 17), wo
man die allgemeinen expliziten Formeln unter Benutzung des Residuenkalkiils
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aus den Eigenschaften der L-Reihen herleitet. In gewissem Sinne ist daher die
Wahl (6.1) der Funktion h bestmoglich, denn sie gibt uns in der Selbergschen
Zetafunktion ein kriftiges analytisches Werkzeug zur Diskussion des Eigenwert-
spektrums und des Langenspektrums, und die Spezialisierung der Spurformel fiir
die Funktion h aus (6.1) bedeutet keinen Informationsverlust.
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Corrections and Addenda to Our Paper:
Abel’s Theorem and Webs')

S. S. Chern*, Berkeley, and P. Griifiths**, Cambridge, MA

We regret to report that our paper in question contains two essential errors:

1. The lemmas on pp. 85, 86 are incorrect, because of a faulty elementary
argument. The divisibility in question is true only under an additional hypothesis,
which we will call normality and which will be defined below.

2. The proof of (4.34) contains a gap, which we are not able to fill. Follow-
ing Bol, we will complete the proof of our main theorem by an algebraic-geometric
argument, which will be given below. Thus our main theorem is valid with the
additional condition of normality. For completeness we will state it as follows
(cf. p. 18):

Consider a normal d-web of codimension 1 in R® of maximum rank 7(d, n).
Suppose that n 2 3, d 2 2n. Then the web is linearizable, i.e., equivalent to a web
whose leaves are hyperplanes.

Our paper is in order with the deletion of the lemmas on pp. 85, 86 and
§1V B. We wish to thank C. Im Hof for detecting the second error, which led us to
a reexamination of the paper and to the need of the condition of normality. In the
following we will follow the structure of the original paper and the notations:

III B. iv. Divisibility for normal webs. By (3.81) and (3.90) we introduced
Aiz n+1, - -, Ajs, 2n 3 (the inequality 1 < D < n + 2 under the summation sign
should be deleted.). By (3.90) we derive immediately

(3101) Ai3,n+p=Ai,p+3,n‘2ti Ai,p+2,n+ti2Ai,p+l,n, 1<p<1]‘3-
Since by (3.70) A;,, is of degree o+ n — 1 in t;, it follows from the above formula
(3.101) that Aj3 n+, isof degree n+ p + 2 in t;.

Under a change of the harmonic connection (3.86) the A;,, are transformed
according to (3.92), which gives

(3.102) Ak = Ajan+ tfhgaen — (@— 1) 188 2hy 1yt (@ — 2) 4* 6~ Ngnar.

l) Jber. d. Dt. Math.-Verein. 80 (1978) 13—110.
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It follows that
(3103) Aiﬂg,n+p = Ai3,n+p + tl@hﬁ,n+p+3 -2 t€+lhﬁ,n+p+2

+t?+2 hﬁ,n+p+ls 1<p<n—3.

Thus only the terms of degree < n + 2 in t; can be modified by a change of the
harmonic connection.

Definition The web is called normal, if all Az, 1 <s<2n - 3,areof
degrees <n + 2 in t;. From now on we suppose our web normal.

Before we prove the divisibility on normal webs, we wish to make a remark
on the best harmonic connection. We think there is a harmonic connection simpler
than the one described in Proposition (3.87). It is given by

(3.104) Proposition (New Best Harmonic Connection) There is a unique sym-
metric, harmonic connection such that

(3.1052) Aj3,=0,
(3.105b) Apn+p=pp ' +a, 2, 1<p<n-3.

In fact, by Lemma (3.94), conditions (3.105a) leave only the hg,,
n+ 4 < A < 2n, undetermined. By keeping (3.105a), we can suppose

hpn=0, 2<A<n+3.

The lemma then follows from (3.103).
By (3.57) and (3.61) the intersection P*~2(x, o) of two neighboring
P* "~ 1(x)’s is spanned by

A
(3.106) Y, = z—tA'—zi, 2<\<2n,
i i

where
(3.107) A= Z y*t}

was previously denoted by A (cf. (3.63)). We wish to express the condition that
P"~2(x, o) is fixed, i.e.,

(3.108) dY,=0, modY,, ..., Y, .
The left-hand side is given by

dz 1
(3.82) E—_— z {_kaip+_Eka+ﬁ(t§3Tm7Y7+t§"Tm7Y7)
i 1

1
—ngptf(lat?+Tiaﬁyayﬂ) Z;
1

with

(3.109) k*=1, k=0, p#N\, 2<\,p<2n.

With the values (3.109) for k” the first two terms of (3.82) can be written




80  S.S.Chern, Berkeley, and P. Griffiths
1
(3110) z KiE;\My"Zi s
where
(3111) E;\a.y=—Ti;\ti7+Ti’a+7ti}‘_a+Ti,;\_a+7t?.

As we are expressing the condition (3.108), it suffices, by (3.106), to evaluate
Enaymod t7, ..., t2" Since our web is normal, T;pisof degree n+p — 2 in't;,
so that E,,, is of degree A+ y+n — 2in t;.

For this purpose we set

B.112) Po=— T  Qa-p) (" A, 0",

3<p<a+n

where ()" denotes the sum of terms of positive degree in t;. (This expression
differs from the same on p. 85 in that the ranges of summation are different.
Notice also that the power & — p — 1 of t; could be negative.) The terms in (3.112)
are of decreasing degrees and P, is of degree <n + a — 2 in t;. The first step in the
reduction is achieved by the lemma:

(3.113)  Epay—t}P,=0, modt? ..., t2".
This is shown by direct inspection. For simplicity we will write
(3.114) Aj3s=A,.

Since a is a summand of A, there are two cases: 1) 2<A<n+ 1 , in which case we
suppose A=a+ 1; 2) n+ 1 <\ <2 n, where we suppose A =n + a.

Consider first the case A = a+ 1. The left-hand side of (3.1 13) is of degree
a+y+n — 1.If the latter is <2 n, there is nothing to prove. Hence we suppose

aty=n+2.
Each term of P, is a numerical multiple of
(t’iy_p_ ! Ap—2)+'

Its degreeis<n++vy — p + 1, for, the web being normal, A, _,isof degree <n + 2
in t;. To prove (3.113) it suffices to restrict to the p such that

atl+n+y—p+1=22n+1
or

‘p<a+'y— n+1.
It follows that

P, =T B -2 (WA + L

tlaty—n+1-29)" 2% Ageqy_n_1)"}

On the other hand, we have, by (3.111) and (3.81),

Eot1,ay =G =27 ¥ 7 3A +(4 -2 t2 Y4 A+ . ..

taty—n+1-2yt " Ay n_1-
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Clearly this expression is congruent to tf "' P.,.

The second case A\ =n + « can be treated in a similar way. However, it will
not be necessary, for Y; , already span P"~2(x, 0), the Y, ... ., Y2, being
linearly dependent.

Using (3.113) and (3.82), the condition (3.108) becomes

A
(.115) T L G+ Tugy*y* = Ray) () 220,
i 4

The sum of the second and third terms in this expression is of the form Qi zy* vA,
where

(3.116) 2 Qiag =2 Tiap — Patf — Potf.
We wish to prove the lemma:
(3.117) Lemma aiag is a linear combination of t{.

For this purpose we make use of the new best harmonic connection in
(3.104). Then

Ti}\=0, 2<A<n+3,
Tn=-A-n-3)qtt 2~ {(A-n-3)py+A—n—-4)q} t}>
— .. —p)\_n_3t?+l, A=n+4.
By (3.112),
Pl =P2 =0,

P, =(n+3—20) q t§ 2+ {(n+3 —20)py + (n+4 - 20)q 1 7P 77
oot {(OL+B— 1 - 2a)p¢x+ﬁ-—n—3 +(a+B_ 2a)qa+ﬂ—n—2}t'il+l,
mod t7.

From these expressions the statement on aiaﬁ follows immediately.
From the lemma (3.117) we get the equation of paths following the formu-
la (3.85).

IV B'. Completion of the proof of linearization

This section replaces IV B. To complete the proof of our main theorem we will
need some results on algebraic geometry. We begin with the lemma:

(4.101) Lemma Suppose that in PN we have a family {C} of «" rational curves,
any pair of which meet in n— 1 points. Then these curves lie on an algebraic surface.

Proo f. We assume that a general curve C has degree §. Since the normal
bundle N = C is a quotient of the ample bundle T(PN)IC, its Grothendieck decom-
position has only factors O¢ (k) where k > 0. It follows that HY(C,N) =0, so that
the Hilbert scheme of curves of degree & is reduced and smooth at C. We denote
by Z the irreducible component of the Hilbert scheme containing the curves of our
family, and for each curve C we let Zc C E be the set of curves that meet C in at
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least n — 1 points. Clearly E¢ is an algebraic subvariety of =, and therefore so is the
intersection

0 =N
C

Il
Il

C
By assumption dim Z,>n. We choose a general irreducible algebraic curve T in E,
and denote by {C},ct the corresponding family of eo! rational curves in PN. Then

teT

is an irreducible algebraic surface, and each of our given curves C meets S in infini-
tely many points. Hence they all lie on S. =

We will now describe the algebraic surface S.

(4.102) S is a regular algebraic surface.

Proof. Since the tangents to the =" curves {C} span the tangent plane to
S at a general point, any holomorphic differential would have to restrict to a non-
zero holomorphic differential on C = P!,

(4.103)  The o°" rational curves are contained in a linear system |LI.

Proof. Thisisa property of an algebraic family of curves on any regular
algebraic surface.
(4.104)  The linear system | L| has dimension equal to n.

Proof. Let C =P! bea curve in our system. Since any two curves meet
in n—1 points, we have

LIC=Oc(n-1).
From the exact cohomology sequence
0->05 > 0s(L) > Oc(n-1)->0
and h!(Og) = 0 we obtain
0->C->H°OL(L)~>C"~>0.

This implies (4.104).
The linear system | L| clearly has no fixed component, and it induces a
rational mapping

(4.105) ¢L:S—>P".
(4.106) The mapping (4.105) is birational onto its image.

Proof. The proof of (4.104) shows that | L| has no base points. Hence
L is a holomorphic mapping of S onto a non-degenerate surface S, of some
degree &6 in P". Since

6 - (degree of o) =n — 1, 6=2n-1,

we infer that ¢; is birational.
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We now apply the above results to the family {E(x)} of rational curves in
the Poincare space P"~!. Indeed, the condition “K” =0 in (3.62)” on line 7 of
page 80 means that the axis P"~2is pointwise fixed along a path {x(t)}. Since any
pair of points x,x’ may be joined by a path, the condition in the lemma (4.101) is
fulfilled. This gives

(4.107)  The oo™ rational curves E(x) lie on a two-dimensional surface S C P™ !,
The paths {x(t)} are characterized by the property: As we move along x(t),
n — 1 points of E(x(t)) remain fixed.

We also have:

(4.108)  The surface S C P"~1 s birational to a surface Sq C P* of minimal degree
n— 1. Under this mapping the rational curves E(x) are in a one-to-one correspon-
dence with the hyperplane sections H(x) N Sy, H(x) €P"*,

By (4.107) and (4.108) the proof of the main theorem can be completed as
follows: The mapping

(4.109) U->P"*

given by
x > H(x)

has the defining property
E(x)=H(x) NS,.

It follows that the paths {x(t)} are mapped to pencils of hyperplanes in such a way
that the n — 1 fixed points correspond to the intersection B N S, where B = P"~2
is the base of the pencil. Thus the mapping (4.109) maps our path geometry to the
flat one on P™ and this completes the proof of our main theorem.

Before concluding we cannot refrain from mentioning what we consider to
be the fundamental problem on the subject, which is to determine the maximum
rank non-linearizable webs. The strong conditions must imply that there are not
many. It may not be unreasonable to compare the situation with the exceptional
simple Lie groups. Perhaps the error in 1. makes our subject more interesting.

Prof. S. S. Chern
Department of Mathematics
University of California
Berkeley, CA 94720, USA

Prof. Phillip Griffiths
Harvard University
Cambridge, MA 02138, USA (Eingegangen: 2. 5. 1980)
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Felix Bernstein*)
M. Frewer, Bayreuth

Felix Bernstein wurde am 24. 2. 1878 als Sohn von Julius Bern-
stein und dessen Frau Sophie (geb. Levy) in Halle a. d. Saale geboren. Sein Vater,
seit 1873 Ordinarius fiir Physiologie an der Universitit Halle, war einer der letzten
Schiiler von Du Bois-Reymond und einer der Pioniere auf dem Gebiet der Elektro-
biologie; sein Grofivater, Aaron Bernstein, Ehrendoktor der Universitit Tiibingen,
war ein vielseitiger politischer und naturwissenschaftlicher Schriftsteller. Der als
Autor des Revisionismus bekannte Sozialdemokrat Eduard Bernstein war ein Onkel
von Felix Bernstein.

Felix Bernstein wurde also eine vielseitige Veranlagung in die Wiege gelegt,
die sich in seinem vielseitigen und ideenreichen wissenschaftlichen Werk und in
seinem weiten Interessenfeld widerspiegelt.

Schon als Gymnasiast nahm er in Halle an Seminaren Georg Cantors teil. So
wurde er in die Mengenlehre eingefiihrt zu einer Zeit, als sie noch nicht allgemein
bekannt und anerkannt war. Beim Korrekturlesen einer Cantorschen Veroffentli-
chung fand er im Winter 1896/97 den Beweis des nach ihm benannten Aquivalenz-
satzes.

Hierbei bildete den Ausgangspunkt die folgende vollstindige Disjunktion:

Seien M, N beliebige Mengen. ,,M ~ N* bedeute M ist gleichmichtig wie N,
M ist 4quivalent N. Es tritt genau einer der folgenden 4 Fille ein:

(HDINEN:N~M und I MCM:M~N;

in Zeichen: N > M; in Worten: N grofier als M;
2)IMEM:M~N und INEN:N~M;
in Zeichen: M > N; in Worten: M grofier als N,
B)IMEM:M~N und 3INEN:N~M;
@DHIMCECM:M~N und AIN'CEN:N ~M;
M und N heifien dann nicht vergleichbar. ([2],S.17)
Cantor hatte diese Disjunktion selbst nicht veréffentlicht. Schoenflies berichtete,
dafd er von ihr zuerst durch einen Brief Cantors erfuhr und daf sie in Gottingen
wie eine Offenbarung wirkte und von Hand zu Hand wanderte ([144], S. 102).
Der Bernsteinsche Aquivalenzsatz betrifft den Fall (3):

Satz Zwei Mengen M und N, von denen jede einer Teilmenge der anderen
dquivalent ist, sind selbst dquivalent. Also gilt im Fall (3): M ~ N.

*) Auszug aus meiner Diplomarbeit ,,Das wissenschaftliche Werk Felix Bernsteins‘; ent-
standen am Institut f. Mathematische Statistik der Universitdt Gottingen anldflich des 100. Geburts-
tages von Bernstein am 24, 2. 1978.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt: 3 M'CM : M’ ~ N und
AINCN:N~M=>3IM'CM'CM:M"~N'~M
Wir haben zu zeigen: M"CM'CM und M"~M=M'~M.
Diese Aussage istals Satz C von Cantor bekannt; er hat ihn 1895 ohne
Beweis formuliert ([138], S. 484).
Wir setzen: M": =P,M'—-M":=Q,M —M: =R, OEP+0Q, Q+Q, R+Q

In jedem anderen Fall ist die Behauptung klar. Nach Voraussetzung existiert
eine umkehrbare eindeutige Abbildung f : PUQ UR - P.

Wir erhalten:

P =f(PUQUR)=f(P)Uf(Q)Uf(R): =P, UQ, UR,

P,=f(P,UQ,UR)=f(P)UFQ,)Uf(R):=P,UQ,UR,

P, =f(P,UQ,UR,)=f(Py) Uf(Qy) UF(Ry):=P;UQ; UR; usw.
wobei P,:=f(P), P,: =f(Py), P3: =f(Py), ... (u.analog firr die anderen Mengen)
gesetzt ist. Es gilt PO P, DP, DP; D ...

Sei P,:i= N P P,:=P.
i=0
V p €Pgilt: entweder pEP, oder 3 nEN:p€EP,_, - P,

= P=PwUG(Pn—l_Pn)=PwUG (QnURn)
n=1 n=1
= P=P,UQUR,UQUR,U...
~P,UQUR,UQ,UR, U ...
=PUQ
- PUQ~P~PUQUR ge.d.

Der Aquivalenzsatz hat eine interessante Geschichte. Cantor hatte
ihn — zum Teil in seiner Umformulierung als Satz C — bereits in mehreren Verof-
fentlichungen ([136], S. 391f; [137], S. 387f; [138]) und in seiner Korrespondenz
mit Dedekind (1882) ([140], S. 55—59) ohne Beweis formuliert.

Auf der Frankfurter Naturforscherversammlung im Herbst 1896 trug Schro-
der einen (liickenhaften) Beweis des Aquivalenzsatzes vor ([139], S. 471) — beru-
hend auf langwierigen Logikkalkiilen. Er wurde 1898 verdffentlicht [145].

Im Winter 1896/97 fand Bernstein seinen Beweis und trug ihn 1897 in
einem Seminar Cantors in Halle vor ([139], S. 471). Cantor teilte ihn 1897 auf dem
ersten Internationalen Mathematiker-Kongref in Ziirich Borel mit.
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In Borels ,,Legons sur la théorie des fonctions* wurde er zum ersten Mal
veroffentlicht ([134], S. 104—107) — als erster einwandfreier Beweis des Aqui-
valenzsatzes ([139], S. 472), was die Benennung nach Bernstein rechtfertigt.

Im Nachlafl Dedekinds ([141], S. 447) wurde ein unverdffentlichter, voll-
stindiger Beweis des Satzes C gefunden, datiert vom 11. 7. 1887. Ankniipfend an
ein Gesprich mit Bernstein 1897 in Bad Harzburg konstruierte Dedekind 1899 in
einem Brief an Cantor einen neuen dhnlichen Beweis ([141], S. 448). ,,Offenbar
hatte er vergessen, daf es sich um die Rekonstruktion eines alten Beweises han-
delte* (E. Noether) ([141], S. 448).

In Unkenntnis von Dedekinds Beweis ([139], S. 451) gab ihn Zermelo 1908
in einer neuen Formulierung wieder ([146], S. 271f.).

Nach seinem Abitur Ostern 1896 studierte Bernstein in Pisa und Rom Philo-
sophie, Archiologie und vor allem Kunstgeschichte, spéter in Miinchen, Halle,
Berlin und Gottingen Mathematik. Als einer der ersten Doktoranden Hilberts
setzte er seine Studien der Mengenlehre fort und beschiftigte sich mit Fragen aus
der Zahlentheorie.

In seiner Dissertation ,,Untersuchungen aus der Mengenlehre* [2] (1901)
fand er hinreichende Bedingungen fiir die Vergleichbarkeit zweier Mengen, berech-
nete die Michtigkeit von verschiedenen Teilmengen der Potenzmenge des Konti-
nuums und bewies die wichtige Machtigkeitsrelation 8, < ¢ (mit R,: = Méchtigkeit
der Menge aller Ordnungstypen von wohlgeordneten abzihlbaren Mengen; c: = Mich-
tigkeit des Kontinuums [0,1]).

Mit diesen Ergebnissen sowie in zwei weiteren Aufsitzen ([12]; [118]) lie-
ferte er aufschlufireiche Beitrige zur Untersuchung des Kontinuumproblems:
,Existiert eine Machtigkeit m, so daf [N, | <m < |[0,1]|?* Er konnte damit zwar
nicht zu seiner Losung beitragen, aber darauf hinweisen, da} die bisherigen Lo-
sungsversuche mit Hilfe von Machtigkeitsbetrachtungen vermutlich in die falsche
Richtung zielten.

Einige seiner Ergebnisse eriibrigten sich spiater mit dem Beweis des Wohl-
ordnungssatzes von Zermelo (1904) und der axiomatischen Losung des Konti-
nuumproblems durch Godel (1938/1939) und Cohen (1963), so daf} sie zwar in
der damaligen Forschung, aber nicht in der heutigen Mathematik Relevanz hatten
bzw. haben. Bernsteins heutzutage bekanntester Beitrag zur Mengenlehre ist der
Beweis des Aquivalenzsatzes.

Nach seiner Habilitation an der Universitit Halle — am 27. 4. 1903 mit
einer Habilitationsschrift ,,Uber den Klassenkorper eines algebraischen Zahlkérpers*
[3] und mit einer Antrittsvorlesung iiber die Kant-Laplacesche Theorie der Entste-
hung des Planetensystems in neuerer mathematischer Behandlung — las er dort von
1903 bis 1907 als Privatdozent zunichst ausschlieflich reine Mathematik.

Wihrend dieser Zeit veroffentlichte Bernstein mehrere kleinere Arbeiten
zur Mengenlehre und zur Elementargeometrie und lieferte den Beweis fiir die iso-
perimetrische Eigenschaft des Kreises auf der Kugeloberfliche [15], einer seiner
bedeutendsten Beitrige zur reinen Mathematik.

Satz Unter allen Jordankurven von gegebenem Inhalt hat der entsprechende
sphdarische Kreis minimale Linge.
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Er bewies diesen Satz zunichst fiir regulire, konvexe Jordankurven und ver-
allgemeinerte ihn dann auf beliebige Jordankurven. Seine interessante Beweisidee
wurde spiter u. a. dargestellt von Blaschke ([130], S. 40; [131], S. 65f.], Bonnesen
([132], S. 225) sowie Bonnesen und Fenchel ([133], S. 113).

Wihrend Bernstein gehofft hatte, in Halle den erkrankten Cantor in der rei-
nen Mathematik vertreten zu diirfen, wurde er gedringt, Vorlesungen iiber ange-
wandte Mathematik — Wahrscheinlichkeitsrechnung und Versicherungsmathematik
— abzuhalten ([147], undatierter Brief von Bernstein an Hilbert). 1906/07 schrieb
er seine ersten Aufsitze iber das Gaufische Fehlergesetz [17], [19]. Gleichzeitig
beschiftigte er sich am Institut seines Vaters mit Fragen der Physiologie.

Zu dieser Zeit lehnte er das Angebot ab, mathematischer Direktor des Ver-
bandes der 6ffentlichen Lebensversicherungsanstalten zu werden. Er teilte Hilbert
in einem Brief mit, daf er sich zugunsten der mathematischen Forschung entschie-
den habe und daf er Kompensationsforderungen an die Universitat Halle fiir diese
Entscheidung fiir unangebracht-halte, weil es um die prinzipielle Frage gehe, ob
man in der Wissenschaft bleiben wolle oder nicht — ein ideales Moment, das man
nicht geschiftlich ausbeuten sollte ([147], undatierter Brief von Bernstein an Hil-
bert). 1907 iibernahm er die Leitung der mathematischen Klasse des erst 1895 be-
griindeten ersten deutschen Seminars fiir Versicherungswissenschaft in Gottingen —
zunichst als Privatdozent, seit 1911 als auflerordentlicher Professor fiir mathemati-
sche Statistik und Versicherungsmathematik.

Er beschiftigte sich jedoch in seinen ersten Gottinger Dozentenjahren in
Forschung sowie Lehre vorrangig mit Fragen aus der reinen Mathematik. Er hoffte
zunichst weiterhin auf eine Dozentur fiir reine Mathematik ([147], undatierter
Brief von Frau Bernstein, der Mutter von Felix Bernstein, an Hilbert). Dieses Ziel
blieb ihm verwehrt.

Eine seiner bekanntesten Arbeiten aus dieser Zeit ist sein Beitrag ,,Zur The-
orie der trigonometrischen Reihe* [22]. Als Nebenresultat konnte er darin — unter
wesentlicher Ausnutzung des Auswahlaxioms — die Existenz ,,total-imperfekter*
Mengen, also nicht-abzihlbarer Mengen, die keinen perfekten Bestandteil enthalten,
im Kontinuum nachweisen. Er ging dabei von einer gewissen Eigenschaft aus, die
der Familie aller perfekten Teilmengen des Kontinuums zukommt und die spiter
von Miller [142], [143] zu Ehren Bernsteins ,,property B* genannt wurde.

Hervorzuheben ist ferner sein Nachweis der Nicht-Existenz einer mittleren
Bewegung der Perihele der Planetenbahnen in gewissen Spezialfillen; damit gelang
es ihm mit Wahrscheinlichkeitsbestimmungen fiir Kettenbruchentwicklungen —

u. a. einem bekannten 0-1-Gesetz ([129], S. 164—176) — zur Losung eines physika-
lischen Problems beizutragen.

Im Ersten Weltkrieg wurde er aus medizinischen Griinden von der Armee
freigestellt und stattdessen bei der Kriegsorganisation in Berlin beschiftigt; er war
Administrator fiir Lederverteilung an Kriegs- und Zivilbehorden und hatte Kurse
zur Ausbildung von kriegsversehrten Akademikern in Statistik abzuhalten.

Im Sommersemester 1918 wurde unter Leitung von Bernstein das Institut
fir Mathematische Statistik der Universitdt Gottingen begriindet. Das Seminar fiir
Versicherungswissenschaft blieb mit beiden Klassen in unverianderter Form beste-
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hen. 1921 wurde fiir ihn auf Betreiben Hilberts ein personliches Ordinariat fiir Ver-
sicherungsmathematik und Mathematische Statistik geschaffen.

Seit dieser Zeit konzentrierte sich Bernstein in Forschung und Lehre auf
praxisorientierte Fragestellungen aus dem Versicherungswesen und der Human-
genetik.

Auflerdem beschiftigte er sich gelegentlich mit Fragen aus der mathemati-
schen Physik. Am bekanntesten sind hier seine Beitrige zur Laplace-Transforma-
tion. Er zeigte, da mit Hilfe der Laplace-Transformation verschiedene mathema-
tische Probleme vereinfacht werden konnen. Die numerische Ermittlung der Laplace-
Transformation ist mit Hilfe eines mechanischen Apparates, des ,,Verallgemeiner-
ten Galtonbretts‘‘, moglich, der unter Bernsteins Anleitung am Institut fiir Mathe-
matische Statistik in G6ttingen konstruiert wurde [94], [95].

Die mathematische Klasse des Gottinger Seminars fiir Versicherungswissen-
schaft war stark frequentiert — zunichst weil die Studenten giinstige Aussichten
im Versicherungswesen erwarteten, spiter auch wegen der schlechten Aussichten
im Gymnasiallehrerberuf. Bernstein war um eine praxisnahe Ausbildung seiner
zahlreichen Schiiler bemiiht. Die Themen der von ihm betreuten versicherungs-
mathematischen Dissertationen stellen ein breites Spektrum von Fragestellungen
aus verschiedenen Versicherungszweigen dar. Gelegentlich wurde er von Versiche-
rungsgesellschaften um die Empfehlung eines seiner Schiiler fiir eine offene Stelle
gebeten.

Bernstein sammelte selbst praktische Erfahrungen auf dem deutschen Fi-
nanz- und Versicherungsmarkt: als Konstrukteur der 1919 ausgegebenen ,,Deut-
schen Sparpramienanleihe®, als Reichskommissar fiir Anleihen unter dem Finanz-
minister Erzberger (1921), als Revisor bei der Gottinger Professoren, Witwen- und
Waisen-Versorgungsanstalt, als Gutachter in verschiedenen Auseinandersetzungen
im Versicherungswesen.

Seine Vorlesungen hielt er im Stil des Lehrbuchs ,,Versicherungsmathematik*
von Broggi, das er ins Deutsche iibersetzt hatte [135].

Der Schwerpunkt seiner Forschungsarbeit in der Versicherungsmathematik
lag nicht in der Ausweitung ihrer Theorie, sondern in der Anwendung ihrer Ergeb-
nisse auf verschiedene Versicherungszweige. Insbesondere war er an der Hinterblie-
benen-Versorgung und der Risiko-Absicherung in der Lebensversicherung interes-
siert. Auf eine mathematische Begriindung seiner Erorterungen verzichtete er im
allgemeinen, oder er beauftragte seine Diplomanden oder Doktoranden mit ihrer
Durchfiihrung.

Ihn interessierte die Risikoerfassung nicht nur mathematisch, sondern auch
biologisch. Unter seiner Anleitung fanden seine Schiiler Ruth Heidemann und Heinz
Steinhaus, daf} die Lebenserwartung eines Menschen, also sein zu versicherndes
Risiko, vom Grad seiner Alterssichtigkeit abhéingig ist. Mit diesen Untersuchungen,
die er spiter in den USA mit Erhebungen von Familienmaterial und Beobachtungen
des individuellen Verlaufs der Alterssichtigkeit fortsetzte, leistete er den ersten
systematischen Beitrag zur Erfassung des biologischen Alters eines Menschen und
erwarb sich damit grofe Verdienste in der Gerontologie.

Bernstein bot aufier Vorlesungen iiber Versicherungsmathematik regelmafig
Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik an. Die klassischen Kon-
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zepte der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Czuber und der Fehlertheorie und Aus-
gleichsrechnung von Gauf3 und Helmert spielten darin eine grofie Rolle. An der in
dieser Zeit vor allem in den USA von Fisher, E. S. und K. Pearson, Neyman u. a.
vorangetriebenen Forschung in der Mathematischen Statistik beteiligte er sich nicht;
er bediente sich auch nur sehr selten in seinen statistischen Material-Auswertungen
der von ihnen entwickelten Schitz- und Testverfahren.

Sein Ziel war es vielmehr, der Mathematischen Statistik, die zu seiner Zeit
in Deutschland noch keine grofle Bedeutung hatte, immer neue Anwendungsge-
biete zu erschlieffen, um sie zu einem ebenso wichtigen Bindeglied zwischen Mathe-
matik und Praxis zu entwickeln, wie es die theoretische Physik zwischen Mathema-
tik und Experimentalphysik bildete. Aus diesem Ziel erklirt sich sein Hang zu
spektakulidren Problemen, z. B. die Schitzung der Lebenserwartung aus dem Grad
der Alterssichtigkeit, sein Versuch einer Rassenanalyse aufgrund der Tonlage der
menschlichen Singstimme und dem Drehsinn des menschlischen Kopfhaarwirbels,
seine Krebs-Erbgangshypothese.

Er durchsuchte stindig die ,,Biometrika‘‘ und andere Zeitschriften nach
neuen Beispielen und zeichnete sich durch das schnelle Erfassen der den Problemen
zugrunde liegenden Strukturen und durch originelle Losungswege aus. Diese seine
Arbeitsweise prigte auch den Stil seiner Vorlesungen. Er war nicht an systematisier-
ten theoretischen Ausfithrungen interessiert, sondern orientierte sich stark an Bei-
spielen und lief sich von seiner Intuition leiten.

Da man um sein Physiologie-Studium in Halle wufite, wurde Bernstein von
Mitgliedern der medizinischen Fakultit der Universitit Gottingen hiufig um die
statistische Auswertung ihrer Versuche gebeten. Die Humangenetik wurde das
wichtigste Anwendungsgebiet seiner statistischen Methoden, in dem er dann mit
der Klirung des ABO-Blutgruppen-Erbgangs und mit seinen Beitrdgen zur forma-
len Genetik seine grofiten Erfolge errang.

Bernsteins wichtigste Beitrige zur formalen Genetik sind seine Korrektur
eines durch Familienauslese bei rezessiven Erbgingen verursachten Fehlers mittels
der Bernsteinschen a priori-Methode, an der sich eine polemische Auseinander-
setzung mit Weinberg und anderen Autoren entziindete, und seine Produkt-Metho-
de zum Test auf Koppelung bzw. Unabhingigkeit zwischen zwei Genen. Wihrend
es sich bei dem ersten (nur) um eine sorgfiltige Erwartungswertberechnung handelt,
ist der zweite ein Beispiel dafiir, wo er mit Hilfe mathematischer Strukturierung und
Methoden ein Problem, nimlich den Koppelungsnachweis, 16sen konnte, das bis
dahin den Genetikern unl6sbar erschien.

Neben diesen zwei wichtigen Beitrigen, als deren Autor er heute noch be-
kannt ist, hat er noch mehrere andere Fragestellungen (beziiglich Auslesefehlern
oder Abweichungen vom Hardy-Weinberg-Modell) behandelt.

Schon bald kannte er den neuesten Stand der internationalen genetischen
Forschung. 1929 trug er in seiner ,,Variations- und Erblichkeitsstatistik*‘ [67],
dem ersten Band des ,,Handbuch der Vererbungswissenschaft‘ von Baur und Hart-
mann, die wichtigsten Ergebnisse anderer Autoren zusammen und ergénzte sie
durch viele eigene Ideen. Dieses Buch ist ein typisches Beispiel seiner stark von
seiner Intuition und vom groben Skizzieren erfafiter Gedankenginge gepragten
Arbeits- und Vortragsweise.
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Besonders umfangreich, aber trotzdem nicht sehr bekannt, sind seine —
oben schon erwihnten — Arbeiten iiber die Tonlage der menschlichen Singstimme.
Materialerhebungen in Deutschland, Italien, Ruménien und in den USA wiesen die
Singstimme als ein Rassencharakteristikum mit einem monomeren Erbgang aus.
Wihrend die Rassendifferenzierung heute als erwiesen gilt, wurden Widerspriiche
zu seiner Erbgangshypothese gefunden.

Bernsteins bedeutendstes Anwendungsbeispiel ist seine Klirung des
ABO-Blutgruppen-Erbgangs (1924) mit Hilfe populationsgenetischer
Methoden. Die ABO-Blutgruppen haben eine so grofie Bedeutung vor allem in der
Medizin und in der Anthropologie, daf seine umfangreichen Arbeiten auf diesem
Gebiet sein wohl bekanntestes wissenschaftliches Werk sind. Neben der Widerle-
gung der bis dahin fir richtig gehaltenen dihybriden Erbgangshypothese und der
Aufstellung und immer weiter reichenden Begriindung seiner Hypothese multipler
Allelie fand er 1925 Schitzfunktionen fiir die Allelhdufigkeiten und verbesserte
sie 1930 zu Niherungslosungen der Maximum-Likelihood-Gleichung. Beide Schitz-
funktionen werden heute noch hiufig angewandt.

Im Sommersemester 1928 und Sommersemester 1929 arbeitete Bernstein
auf Einladung der Long Island Biological Association im Laboratorium der Gesell-
schaft in Cold Spring Harbor.

Am 1. 12. 1932 reiste er zum dritten Mal in die USA, zunichst um dort fiir
4 Monate Gastvorlesungen zu halten. Wihrend dieser Reise beschlof er, in den
USA zu bleiben — aufgrund seiner Entlassung im Jahre 1933.

Er weilte zuniichst als Gastprofessor an der Columbia University in New
York, dann als Professor fiir Biostatistik am zahnérztlichen und medizinischen
Institut der Universitit New York und schlieBlich als Dozent an der Universitit
Syracuse (im Staat New York).

1949, inzwischen als Professor emeritus der Universitat Gottingen wieder
eingesetzt, arbeitete er als Fulbright-Professor des US State Department an dem
von Gini geleiteten Statistik-Institut der Universitit Rom.

Nach seiner Emigration aus Deutschland ver6ffentlichte Bernstein nur noch
wenige wissenschaftliche Aufsitze, u. a. weil ihm die finanziellen Mittel fiir um-
fangreiche Materialerhebungen in den USA fehlten.

Die letzten Jahre seines Lebens verbrachte Bernstein vor allem in Rom,
Freiburg und in der Schweiz. Am 3. 12. 1956 verstarb er in Ziirich.

Mit ihm schied ein vielseitiger, weltoffener Wissenschaftler. Wenn ihm die
grof’e Anerkennung damals und heute verwehrt bleib, so mag es zum Teil durch
seine ihn stets behindernde chronische Krankheit bedingt sein. Entscheidend ist
wohl, daf} seinem weiten Téatigkeitsfeld ein fester Standort fehlte, so daf’ jede
Wissenschaft nur eine, die ihre, Seite davon sah und sieht.
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Hasse, H., Mathematische Abhandlungen (Hrsg. H. W. Leopoldt und P. Roquette), Berlin —
New York: de Gruyter 1975, 3 Binde, XLII + 1592 S., Ganzleinen, DM 510,—

These three volumes of papers by H. Hasse were published by the Walter de Gruyter Ver-
lag while Hasse was still alive, and it is only due to a number of delays — some due to the tardiness
of the reviewer — that this review only appears after Hasse’s death. He himself contributed some
introductory comments, and the editors, H. W. Leopoldt and P. Roquette, acknowledge his help
in producing the collection. Altogether 77 papers are republished here, out of a total lifework
consisting of 165 papers and quite a number of books listed at the end of the third volume. To the
reviewer the selection made does indeed cover all Hasse’s fundamental contributions and cannot be
faulted. Nevertheless, one might now hope to see further volumes to complete the collection. Most
of the books are accessible, but some are not too widely known as they are not easily available.
The reviewer has a sentimental attachment to Hasse’s little volumes on algebra, which constituted
his first introduction as an undergraduate to the theory of equations.

The editors have organised the published material into twelve chapters, according to sub-
ject matter, and this certainly does make it easier to locate specific papers, whose precise title one
may not remember. Subjects of course overlap, but nevertheless the subdivision has been successful.

In the mathematical community as a whole Hasse is probably best known for his local-
global priciple which, under the name of “Hasse-principle”, has entered universal mathematical
usage, applied in various contexts. Its natural origin was in the theory of quadratic forms over al-
gebraic number fields, as developed in five classical papers, which rightly head the collection. In
Hasse’s own introductory comments to the present volumes he gave generous acknowledgment to
Hensel’s role in this context, and he quotes a letter of Hensel’s containing some suggestive hints.
Nevertheless it is apparent that the editors were quite right to say in their preface that it was Hasse
who conceived the principle.

Naturally a central place is occupied by papers on class field theory, and four out of the
five chapters in Volume I really belong to this general area. Two of the principal contributions
which Hasse made to the rapid advance in the 1920s and *30s were the introduction of a local point
of view — specifically by the theory of what is known as the local Hasse-symbol — and the connec-
tion with the theory of algebras. The latter was subsequently formalised in terms of cohomology
of groups, but Hasse himself was not too enamoured by this. As he says in his Brighton lecture on
the history of class field theory: “. .. the sharply profiled laws and individual features of this mag-
nificent edifice seem to me to have lost something of their original splendour and plasticity by the
penetration of class field theory with cohomological concepts and methods ...”.

Although this is not the place for a comprehensive appreciation of Hasse’s work, it seems
worthwhile to mention here some of his less well-known papers which have recently acquired new
topicality.

In “Beweis eines Satzes und Widerlegung einer Vermutung iiber das allgemeine Normrest-
symbol” (1931, here No. 10) the “Widerlegung” is accomplished by an example of an Abelian
(because of the “Satz” necessarily non-cyclic) extension of a number field in which the local-global
principle for norms breaks down — namely Q (v/—39,+/—3) over Q. The deviation from this prin-
ciple was subsequently shown to be closely connected with central extensions, and recent years
have seen a large number of publications in this area.

In an entirely different direction, and more important, one should mention the long pro-
grammatic paper on “Artinsche Fiihrer, Artinsche L-Funktion und Gau3sche Summen” (1954,
No. 63), written in a very typical Hasse style. Some years before this, Richard Brauer had estab-
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lished his induction theorems for group representations with its fundamental application to Artin
L-functions. It was this which led up to Hasse’s paper. In the latter in particular the constants in the
functional equation and the underlying Galois Gauss sums were treated systematically asa general-
isation of the corresponding Abelian objects, both on the global and on the local level. The major
problem which was left open was the existence of local constants and local Galois Gauss sums, unique-
ly defined and with appropriate induction properties, which would yield a natural local decompo-
sition of the global objects in the Galois case, just as had been established in the Abelian case. This
problem grew in importance with the arrival of the Langlands conjectures and it was in fact Lang-
lands who first solved the problem completely (unpublished). A proof — different from that of
Langlands — was published by Deligne. During the last ten years the Galois Gauss sums have also
come to play a fundamental role in the newly developing theory of Galois module structure for
rings of algebraic integers.

In all these developments another paper (joint with H. Davenport) has assumed new im-
portance (“Die Nullstellen der Kongruenzzetafunktionen in gewissen zyklischen Fillen” (1934,
No. 44)). Its original aim was a proof of the Riemann hypothesis for certain curves over finite
fields, and to achieve this, classical Abelian Gauss sums were treated as zeros of the appropriate
Zeta functions. And indeed the chapter in which this paper appears is that on “congruence func-
tion fields”. The current, very considerable, interest in the paper however arises from the arith-
metic properties of Gauss sums, and the identities between them, which are proved in the paper
almost incidentally.

As a nice touch, the first and third volume each present a photograph of Hasse at differ-
ent ages — the one in the third volume is how one remembers him, including the diagram of fields
on a blackboard, which appears as natural background. The overture to the second volume is a
copy of part of a handwritten draft in Hasse’s inimitable and perfect Gothic hand.

The three volumes are attractively printed and the layout and arrangement are entirely
satisfactory. The editors, as well as the publishers, deserve all praise for doing their subject full
justice.

London A. Frohlich

P. Dugac: Richard Dedekind et les fondements des mathématiques (L histoire des sciences,
textes et études), Paris: J. Vrin 1976, 334 S., ca. DM 100,—

Am 6. Oktober 1981 jihrt sich zum 150ten Male der Geburtstag Dedekinds. Seine Werke
wurden von R. Fricke, E. Noether und O. Ore mit wertvollen Kommentaren herausgegeben (Vieweg
1930-1932), wobei der vorgesehene Lebenslauf mit personlichen Erinnerungen Frickes durch Frickes
Tod leider entfiel. E. Noether und J. Cavaillés edierten den Briefwechsel zwischen Cantor und Dede-
kind (Hermann 1937), soweit er sich auf die Grundlegung der Mengenlehre bezieht. Der Nachruf
von E. Landau (G6ttinger Nachrichten 1917) und verstreute biographische Notizen lieferten Frag-
mente einer Biographie, iiber die man sich am besten in K.-R. Biermanns 10spaltigem Artikel
,,Dedekind‘* im Dictionary of Scientific Biography, vol. IV (Ch. Scribner’s Sons 1971) orientiert.

Das vorliegende Buch zerfillt in 2 Teile, einen biographischen Teil von 142 Seiten und
einen etwas umfangreicheren Anhang, der nicht edierte Texte (meist Briefe) zur Biographie Dede-
kinds enthalt. Ein Blick auf die Kapiteliiberschriften des ersten Teils 1488t eine umfassende Biogra-
phie und Wiirdigung des Werkes von Dedekind vermuten: 1. Mann und Werk vor 1871, 2. Heraus-
gabe von Dirichlets Vorlesungen iiber Zahlentheorie und Dedekinds Supplemente, 3. ,,Stetigkeit
und Irrationalzahlen®, 4. Herausgabe der Werke Riemanns. Dedekinds ,,franzdsische* algebraische
Zahlentheorie, 5. Mitglied der Berliner Akademie, 6. Theorie der algebraischen Funktionen einer
Variablen, 7. ,,Was sind und was sollen die Zahlen?*, 8. Morphismen und Strukturen, 9. Mitglied
der Pariser Akademie, 10. Grundlagen der allgemeinen Topologie, 11. Cantor und Dedekind, 12.
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Warum wurde Dedekind nie Universititslehrer?, 13. Der Einfluf} von Dedekind, 14. Die Einheit der
dedekindschen Mathematik.

Eine genauere Einsicht in den Text zeigt jedoch, daB dieses Werk trotz seines Umfangs
einen fragmentarischen Charakter nicht verleugnen kann. So werden die Mitgliedschaften Dede-
kinds in manchen Akademien (z. B. der in Géttingen oder der in Rom) nicht erwihnt, man findet
nichts iiber Dedekinds Mitwirkung an der Herausgabe der Werke von Gauf} und iiber seine Kom-
mentare im 2. Band dieser Werke. Obwohl auf die Bedeutung Dedekinds fiir die algebraische Zah-
lentheorie eingegangen wird, werden die iiber das berihmte Supplement zu Dirichlets Vorlesungen
hinausgehenden zahlentheoretischen Arbeiten Dedekinds gar nicht zitiert, geschweige denn dis-
kutiert, so daf es kein Wunder ist, wenn man z. B. Hensels Namen hier nicht antrifft. Doch ver-
kennt diese Kritik vielleicht die sich schon im Titel andeutende Zielrichtung dieses Buches, das
nicht mit den Werkkommentaren E. Noethers und O. Ores konkurrieren will. Das Buch will, so
sagt J. Dieudonn€ in seinem Vorwort, Dedekind, dessen Bedeutung fiir die algebraische Zahlentheo-
rie und algebraische Geometrie allgemein bekannt ist und gebiihrend geschitzt wird, auch als einen
Begriinder der modernen Denkweise bei der Grundlegung der Mathematik in der Nachfolge von
Boole und Bolzano und als Vorginger von Zermelo und Hilbert gleichrangig neben G. Cantor stel-
len. Die Kapitel 3 und 7 behandeln daher intensiv die beiden Grundlagenbiichlein Dedekinds, die
auch heute noch sehr modern wirken und eine vorbildliche Schule begrifflichen mathematischen
Denkens darstellen. Kapitel 8 stellt Dedekind zu Recht als einen der Begriinder der Verbands-
theorie dar (als deren Vollender F. Klein-Barmen prisentiert wird). Das nur 3 Seiten lange Kapitel
13 iiber den Einfluf von Dedekinds Werk ist substantiell, doch wird man manche Namen (wie Ar-
tin oder Bourbaki) ebenso vermissen wie eine Betrachtung der nach Dedekind benannten Begriffe.

Als Belohnung fiir den Leser dieses detailreichen Streifzuges durch Dedekinds Leben und
Werk hat der Autor einen wild wuchernden Anhang aus 58 Appendices geschaffen, auf die be-
reits im ersten Teil laufend verwiesen wird. Es handelt sich hierbei um Briefe und Manuskripte
aus den Archiven diverser Akademien und Universititen sowie aus dem vor einem Jahrzehnt auf-
gefundenen Nachlaf (Briefwechsel von Dedekind mit Cantor, Frobenius und Weber) von E. Noether.
Hier kann man nicht nur die Geburt mancher mathematischen Idee verfolgen, sondern in noch
stirkerem Mafle das Leben deutscher Mathematiker der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts in
plastischen Bildern vor sich entstehen sehen. Dem Autor ist fiir die Publikation dieses farbenreichen,
vielstimmigen zweiten Teiles ganz besonders zu danken.

Erlangen W.-D. Geyer

Levy, A., Basic Set Theory (Perspectives in Mathematical Logic), Berlin — Heidelberg —
New York: Springer-Verlag 1979, XIV + 391 S., geb., DM 55,—

Dieses Werk ist eine ungewohnlich sorgfiltig geschriebene Einfiihrung in die reine Mengen-
lehre. Zur Darstellung kommen hauptsichlich klassische Themen, wobei gelegentlich neuere Ent-
wicklungen beriihrt werden. Vorausgesetzt wird eigentlich nichts. Der groe Vorzug dieses Buches
ist, da} alle behandelten Themen stets griindlich diskutiert und motiviert werden, so dafl es auch
von Studenten zum Selbststudium mit sicherem Erfolg zur Hand genommen werden kann. Der
Text ist sorgfiltig in Kapitel (insgesamt 9), Abschnitte und Sektionen gegliedert, die prignante
Uberschriften tragen, so daf eine Orientierung immer leicht fillt.

Kapitel I behandelt das Problem, die Mengenlehre zu axiomatisieren. Es wird das Zerme-
lo-Fraenkelsche System ZF dargestellt, allerdings nicht in der iiblichen Form, sondern a 1a P. Ber-
nays mit Klassentermen und freien Klassenvariablen. Dies hat gewifs manche Vorziige, aber als
Nachteil muf in Kauf genommen werden, dal der Leser in drei langen Unter-Kapiteln syntaktische
Probleme iiber die verwendete Sprache durchzuarbeiten hat, bevor er mit der Mengenlehre in erste
Berithrung gerit.
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Die Kapitel II, III und IV entwickeln die Kardinalzahl- und Ordinalzahl-Theorie von
Grund auf. Neben der Arithmetik dieser Zahlen werden auch fundierte Relationen, Definitionen
durch Rekursion und die v. Neumannschen Stufen V, =R (a) behandelt. Hervorzuheben ist, daf
hier auch die Theorie der ,,stationiiren Mengen* von Ordinalzahlen abgehandelt wird. Im Beweis
des Satzes von J. Silver iiber die Potenzen singulirer Kardinalzahlen und etwa bei der Formulie-
rung des kombinatorischen Prinzipes O von R. Jensen spielen diese Mengen eine wichtige Rolle.
Da aber auch in vielen neueren Ergebnissen von S. Shelah wesentlicher Gebrauch von stationiren
Mengen gemacht wird (darauf geht das vorliegende Buch natiirlich nicht ein), kann die Bedeu-
tung dieser Mengen sowohl fiir die reine Mengenlehre als auch die Modell-Theorie und Algebra
nicht iiberschitzt werden.

Die Aleph-Exponentiation findet sich in Kapitel V. Bewiesen werden hier die bedeuten-
den Ergebnisse von Bukovsky-Hechler und Silver. Auch iiber das Auswahlaxiom, A quivalente
zum Auswahlaxiom, schwache Formen des Auswahlaxioms und ,,global choice* wird in diesem
Kapitel ausfiihrlich gesprochen. Die etwas philosophischen Bemerkungen zu Beginn sind aller-
dings ein wenig schief und werden am besten iiberlesen (S. 159).

In den folgenden Kapiteln VI und VII werden die Zahlbereiche Z, Q und R aufgebaut
und insbesondere ihre topologischen Eigenschaften auseinander gesetzt. Hier findet sich auch der
Bairesche Kategorie-Satz und der Alexandroff-Hausdorffsche Satz, daB die Kontinuums-Hypo-
these fiir Borel-Mengen und A-Mengen giiltig ist.

Kapitel VIII enthilt grundlegendes iiber Boolesche Algebren (der Stonesche Darstellungs-
Satz, das Prim-Ideal-Theorem und Vollstindigkeit). Ein ganzer Abschnitt ist dem Martinschen
Axiom MA gewidmet. Es wird mit mehreren Anwendungen deutlich gemacht, daB dieses Axiom,
das aus der Kontinuums-Hypothese folgt, nicht wie sie die Existenz von Kardinalzahlen zwischen
No und 2%0 strikt ausschlieBt, sondern aussagt, daf diejenigen Kardinalzahlen, die zwischen
N, und 280 liegen (falls es solche gibt) sich in gewisser Weise shnlich wie 8o verhalten.

Mit einem Kapitel IX iiber unendliche Kombinatorik und grofe Kardinalzahlen schliefit
das Buch. Hier finden sich einerseits Partitions-Sitze vom Ramseyschen Typ und Jensens Prin-
zip O als auch ihre Verallgemeinerungen zu den sogenannten ,,Ramsey-Kardinalzahlen* und
,»unaussprechlichen Kardinalzahlen* (ineffable cardinals). Diese Zahlen werden mit anderen grofien
Zahlen wie Mahloschen Zahlen, meibaren Kardinalzahlen und schwach-kompakten Kardinalzahlen
verglichen. Die Darstellung vermeidet hier bewufit modelltheoretische Methoden!

Das Buch wurde von einem der besten Kenner der Mengenlehre geschrieben, der in den
vergangenen 25 Jahren ganz wesentlich zum Fortschritt dieser Wissenschaft beigetragen hat. In
ganz erfreulicher Weise hat sich diese Kennerschaft in diesem Buche niedergeschlagen, was sich
in der Stoffauswahl, den Beweisfiihrungen und den prignanten Zwischentexten zeigt. Themen-
kreise wie ,,Reflektions-Prinzipien*, ,,Konstruktibilitit* (im Sinne von Godel), ,,Forcing* und
»Axiomatik werden in diesem Buche nicht dargestellt, da sie mit Recht nicht ,basic* genannt
werden konnen. Diese Themenkreise sind anderen Monographien dieser Reihe , Perspectives in
mathematical Logic* vorbehalten, in denen dann auch Perspektiven mengentheoretischer For-
schung dargestellt werden sollen.

Der Druck des Buches ist wie bei fast allen Publikationen des Springer-Verlages vorziig-
lich. Leider ist der Einband nicht sehr strapazierfihig und die Bindung verzieht sich schon nach
wenigem Lesen. Unter den Druckfehlern sei hier nur mitgeteilt, daB auf S. 171 oben in den Leer-
raum AC,,, einzufiigen ist.

Tiibingen U. Felgner
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Felscher, W., Naive Mengen und abstrakte Zahlen, Mannheim — Wien — Ziirich: Biblio-
graphisches Institut. Band I 1978, 280 S. Kart., DM 24,—. — Band II (Algebraische und reelle
Zahlen) 1978, 222 S., Kart., DM 24,—. — Band III (Transfinite Methoden) 1979, 272 S,
Kart., DM 24,—

Das dreibindige Werk ist als eine inhaltlich, methodisch und geschichtlich umfassende
Einfithrung in die Grundlagen der Mathematik (Mengen- und Zahlenlehre) konzipiert. Dabei
sind die einzelnen Binde grofienteils unabhingig voneinander lesbar.

Der erste Band beschiftigt sich mit Mengen und ihrer Axiomatisierung, mit Hilfsmit-
teln aus der Algebra und mit natiirlichen Zahlen. Er beginnt mit einigen methodologischen Aus-
fihrungen iiber Definitionen und entwickelt dann, ausgehend von einer Analyse der Russell-
schen Antinomie, verschiedene Ansitze zu deren Uberwindung wie Typenhierarchien, Zer-
melo (-Fraenkelsche) Mengenlehre und die Klassen-Mengen-Lehren nach Morse, Quine und
Wang und nach von Neumann, Bernays und Godel, sowie ihre Beziehungen untereinander. Haupt-
zweck der algebraischen Betrachtungen ist die systematische Einfiihrung in den Gebrauch von
Homomorphismen. Sie erweist sich von Nutzen bei der Vorstellung verschiedener Moglichkei-
ten, die Struktur der natiirlichen Zahlen von einem algebraischen Standpunkt aus zu kenn-
zeichnen. Rekursionstheoretische Aspekte werden dabei eingehend beriicksichtigt. Die arith-
metischen Betrachtungen fithren bis zu einer Behandlung der rationalen Zahlen. Daneben
finden sich weitere grundlegende mengentheoretische Betrachtungen wie etwa solche iiber Ord-
nungen und Hiillensysteme, iiber endliche Mengen und verschiedene Endlichkeitsdefinitionen,
oder auch ein Abri der Theorie der rekursiven Funktionen als eines Beispiels fiir eine intensional
ausgerichtete arithmetische Theorie.

Der zweite Band befafit sich mit algebraischen und reellen Zahlen. Unter starker Beto-
nung historischer Gesichtspunkte wird zunachst eine Einfiihrung in die Teilbarkeitstheorie der al-
gebraischen Zahlen gegeben. Wesentliche Themen bilden Kreisteilungskérper und die Rolle Kum-
mers, die Idealtheorie Dedekinds und die Divisorentheorie Kroneckers. Der zweite Teil des Ban-
des ist den reellen Zahlen gewidmet. Uber Vervollstindigungen geordneter Mengen, (archime-
disch) geordnete Gruppen, Ringe und Kérper fiihren die Betrachtungen — z. T. in einem allge-
meinen Rahmen — zu verschiedenen Definitionen der reellen Zahlen und zu ihren topologischen
Eigenschaften. Dabei finden sich auch Themen wie Eudoxische Gruppen, der Satz von Cantor-
Bendixson und das Cantorsche Diskontinuum. An manchen Stellen erfordert der bewufite Ver-
zicht auf das Auswahlaxiom Modifikationen gegeniiber vertrauten Argumentationsweisen. Den
Schluf bildet eine ausfithrliche Betrachtung der geschichtlichen Entwicklung des Zahlen- und des
GroRenbegriffs und ihrer Beziehungen vom Altertum bis zur Entstehung der modernen Analysis.

Der dritte Band (Transfinite Methoden) behandelt Wohlordnungen und Ordinalzahlen,
Ordinalzahlarithmetik, Michtigkeiten und Kardinalzahlen, die kumulative Hierarchie und eine
Variante des Scottschen Axiomensystems der Mengenlehre, das Auswahlaxiom in verschiedenen
Formulierungen und seine Rolle in Analysis und Algebra, das Zornsche Lemma und andere Ma-
ximalprinzipien. Er schlieBt mit einer Schilderung der verschiedenen methodologisch-erkenntnis-
theoretischen Haltungen, die in ontologischen Diskussionen iiber die Mathematik Bedeutung ge-
wonnen haben.

Allen Binden ist eine reichhaltige Bibliographie beigegeben.

Eine summarische Schilderung des Inhalts wird allerdings nicht den in mancher Hinsicht
auflergewohnlichen Ziigen des Werkes gerecht. Hier findet der Leser keine statisch anmutende Be-
schreibung ,,fertiger* Theorien. Er wird vielmehr an Hand ausfiihrlicher Motivationen, eingehen-
der Hinweise auf die geschichtliche Entwicklung, zahlreicher methodologischer Bemerkungen
und vieler nichttrivialer Beispiele vor die Erkenntnis gestellt, da ,,die Axiomatisierungen derje-
nigen mathematischen Theorien, welche nicht blof einer Mode des Tages entspringen, in einem
Fundus mathematischer Erfahrungen begriindet sind, der eine umfangreiche, iiber lingere Zeit
hin kultivierte Praxis zusammenfaft. Eine wichtige Rolle iibernehmen hierbei die insbesondere
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im zweiten Band sehr ausfiihrlichen und mit vielen Zitaten belegten geschichtlichen Betrach-
tungen, z. B. zur Entstehung der Idealtheorie, iiber das Kroneckersche Programm mit seinen in-
tuitionistisch-konstruktiven Ansitzen oder iiber die dazu kontrastierende Auffassung Dedekinds,
der als ein Wegbereiter der Mengenlehre geschildert wird, indem er — wohl als erster, bei der Ein-
fiihrung der Ideale — bewuSt abstrakte Mengenbildungen durch Komprehension vollzieht. Der
Leser wird die Fiille des Quellenmaterials begriiien und die Griindlichkeit, mit der es zusammen-
gestellt ist. Auch methodologische Hinweise bleiben nicht im Unverbindlichen. Sie werden durch
ausfiihrliche Darstellungen belegt, wie etwa bei den algebraisch orientierten Konzeptionen der na-
tiirlichen Zahlen, oder von eingehenden Diskussionen begleitet, z. B. solchen iiber die Rolle der
Induktionsprinzipien und der Mengenlehre bei der ,,Finitarisierung* von Beweisen oder iiber die
Elimination transfiniter Zahlen durch Hilfsmittel vom Typ des Zornschen Lemmas.

Die Darstellung ist durch grofle Sorgfalt geprigt. Sie folgt nicht dem Schema von Defini-
tion — Satz — Beweis, sondern bevorzugt den aufgelockerten, sprachlichen Text, benutzt dabei
aber eine recht konsequente Symbolik. Den einzelnen Kapiteln geht eine Leseanweisung voran,
die auch Auskunft iiber die Voraussetzungen und den Schwierigkeitsgrad gibt. Eine Fiille poin-
tierter Bemerkungen erfreut durch treffende Wiirze.

Dozenten der Mathematik werden viele interessante Aspekte entdecken und Anregungen
erhalten, wenn sie z. B. bei Vorlesungen iiber Zahlbereiche oder Mengenlehre einem eingeschliffenen
Kanon entgehen und wichtige Begriffe durch Riickgang zu den Wurzeln mit mehr Aussicht auf um-
fassendes Verstindnis vermitteln mochten. Mathematiklehrer finden in den ersten beiden Binden
wertvolle Informationen iiber den Hintergrund ihres Unterrichts. Im Hinblick auf Studenten mitt-
lerer Semester sollte jedoch angemerkt werden, dafl eine Ausschopfung des Gewinns, den die Lek-
tiire des Werks zu bieten vermag, nicht ohne eine gewisse Anstrengung moglich ist: Manchmal ver-
langen die Erarbeitung mehrerer Varianten eines Sachverhalts oder einer Methode mit oft zahlrei-
chen zu ihrer Abgrenzung eingefithrten Begriffen sowie der Wechsel von ausfiihrlichem Beweis
und Beweisskizze und die Einflechtung von Beweisalternativen (iibrigens eine unerschopfliche
Quelle an Ubungsmoglichkeiten) eine stirker gefestigte mathematische Erfahrung. Dies gilt auch
fiir eine Reihe recht anspruchsvoller methodologischer Bemerkungen.

Das Werk ist also sicher nicht fiir einen ,,bequemen‘* Leser geschrieben. Dafiir wird aber
auch nicht Bequemlichkeit fiir den Leser durch Unverbindlichkeit der Aussagen erkauft. Wer sich
der Lektiire unter diesem Gesichtspunkt widmet, wird die Erfahrung machen, daf8 ein ansehnli-
cher Gewinn nicht ausbleibt.

Freiburg i. Br. H.-D. Ebbinghaus

Ribenboim, P., 13 Lectures on Fermat’s Last Theorem, New York — Heidelberg — Berlin:
Springer-Verlag 1979, XVI + 302 pp., cloth DM 48,—

A proof of Fermat’s last theorem is worth 10,000 DM, provided that it is published before
September 13, 2005. As this date approaches, Springer-Verlag is trying to help the mathematical
community to find the solution before it is too late. First, they published Kummer’s Collected Pa-
pers, in 1975; next, in 1976, they reprinted Paul Bachmann’s Das Fermatproblem in seiner bisheri-
gen Entwicklung; H. M. Edwards’ Fermat’s last theorem, a genetic introduction to algebraic num-
ber theory appeared in the GTM-series in 1977; and in 1979, Paulo Ribenboim’s 13 Lectures on
Fermat’s last theorem were printed. Both Edwards and Ribenboim announce a second volume:
Ribenboim, to provide the detailed proofs suppressed in the volume under review; and Edwards,
to continue his carefully organized account of the vicissitudes of Fermat’s last theorem in the nine-
teenth century, written in the discursive style of the age.

Ribenboim’s book is very much different from Edwards’. It may appropriately be de-
scribed as an annotated bibliography on Fermat’s last theorem. The material is divided into thir-
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teen lectures, the first two of which give a survey of the history of the problem and the most strik-
ing results that have been obtained. The ten following lectures each discuss one particular approach
to the problem. The final lecture, entitled “Variations and fugue on a theme”, is devoted to Fer-
mat’s last theorem for polynomials, matrices, ordinal numbers, non-associative numbers, etcetera.
Each of the thirteen lectures has an extensive bibliography, and there is a “general bibliography”

at the beginning of the book. Not discarding the relatively small overlap, I counted 671 items in
the fourteen bibliographies.

The mathematical content of the lectures is of varying depth and difficulty. Besides stat-
ing the results, Ribenboim usually tries to give the reader an impression of the main techniques
going into the proofs. He often lets the original sources speak for themselves, without attempting
to force a unifying point of view upon his reader. Among the several reasons to look forward to
the second volume I mention two.

Let p be a prime number, and suppose that there exist integers x, y, z for which
xP +yP =2P and xyz ¥ 0 mod p (the first case of Fermat’s last theorem). It has been proved that in
these circumstances we have mP =m mod p? for all positive integers m < 31. Morishima (1931) claimed
to be able to replace 31 by 43. Under the same hypothesis, Vandiver (1934) claimed to have proved
that p divides the class number of Q (cos(2m/p)). Both results are among the strongest ever proved
on Fermat’s last theorem. In both cases the validity of the proof has been called in question. In the
volume under review, we are only offered second-hand opinions about this matter. It will be inter-
esting to see what the second volume has to say about these two points.

I conclude this review with two quotations from the book. The first is the dedication:
“Hommage 4 André Weil pour sa Legon: gofit, rigueur et pénétration”, calling to mind Weil’s
Oeuvres Scientifiques III, pp. 266—277. The second is the epilogue, written in the style of the rest
of the book: “There is no epilogue. The search continues. New methods are invented, which will
in turn be applied to other problems. Or, it is just the reverse. And this is the best that could hap-
pen, for it is the probing and search of such profound questions that nourishes mathematics.”

We must be grateful to Ribenboim for having written this richly documented survey article
in book form. It will greatly simplify the task of the many mathematicians who have, from time to
time, to judge the correctness of alleged proofs of Fermat’s last theorem.

Amsterdam H. W. Lenstra, Jr.

Renschuch, B., Elementare und praktische Idealtheorie (Studienbiicherei, Mathematik fiir
Lehrer, Band 16), Berlin: Deutscher Verlag der Wissenschaften 1976, 348 S., gebunden, DM 23,—

Es ist Kennern des Gebietes bekannt, daf sich B. Renschuch seit iiber 20 Jahren im Rahmen
der Grobnerschen Schule mit der Theorie der Polynomideale beschiftigt. Diese Forschungen finden
ihren Ausdruck in zahlreichen Publikationen von Renschuch selbst und seinen Mitarbeitern und
Schiilern. Da diese Veroffentlichungen sehr zerstreut sind und einem westlichen Leser wohl auch
nur schwer zuginglich sind, ist es zu begriiien, da nunmehr in dem vorliegenden Band ein wesent-
licher Teil ihres Inhalts in geschlossener Form zusammengestellt ist. Wie bereits der Titel andeutet,
bringt das Buch au8er einigen elementaren Begriffen in Kapitel I keine allgemeine Ring- und Ideal-
theorie, sondern beschrinkt sich auf den klassischen Fall. Die Grundlagen des Buches sind Vorle-
sungen und Seminare, die vor Hérern mit geringen Vorkenntnissen gehalten wurden. Dementspre-
chend ist jede Aussage bis in die Kleinigkeiten hinein durchgearbeitet und wird hiufig durch Bei-
spiele gestiitzt. Diese vielen Beispiele bedeuten einen besonderen Wert dieses Buches.

Nach den grundlegenden Begriffen und den idealtheoretischen Zerlegungssitzen der ersten
beiden Kapitel wird in den Abschnitten III und IV, in denen die Nullstellen- und Dimensionstheorie
der Polynomideale behandelt werden, mehr die Beziehung zur algebraischen Geometrie deutlich.
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In den Kapiteln V und VI iiber die Syzygientheorie und die Hilbertfunktion findet man alles Be-
kannte elementar zuginglich dargestellt. Ein Leser, der sich nicht scheut, die vielen Zahlenbeispiele
auch durchzurechnen, diirfte einigen Gewinn aus der Lektiire des Buches ziehen.

Auf ungeloste Fragen, die die Theorie reichlich bietet, wird an vielen Stellen hingewiesen.
Ein wesentliches Anliegen des Verfassers ist es, reinen Existenzbeweisen ein konstruktives Verfah-
ren an die Seite zu stellen, was zum Teil schon bei Basisfragen bisher nicht méglich ist. Losbar sind
derartige Fragen aber hiufig bei den sogenannten Potenzproduktidealen (Idealen, die eine Basis aus
lauter Monomen besitzen), die daher auch als Standardbeispiele benutzt werden. Erwihnenswert
ist ferner das ausfiihrliche Literaturverzeichnis.

Hamburg H. Timmermann

Kunz, E., Einfithrung in die kommutative Algebra und algebraische Geometrie (vieweg
studium Bd. 46 Aufbaukurs Mathematik), Braunschweig — Wiesbaden: Vieweg 1980, X + 239 S.,
Pb., DM 32,—

In der englischen Literatur gibt es seit geraumer Zeit eine Anzahl solider Einfilhrungen
in die kommutative Algebra, nach dem klassischen Werk von Zariski-Samuel 1958/1960 (und
Serre’s Algébre locale 1965) erschienen 1969/1970 die Biicher von Matsumura, Kaplansky sowie
Atiyah-Macdonald, unter denen als Einfiihrung besonders das letzte durch dichte Kiirze und Wiir-
ze besticht. In den letzten Jahren sind mit den Werken von Safarevi¢, Mumford, Hartshorne und
Griffiths-Harris auch hervorragende Einfiihrungen in die algebraische Geometrie entstanden. Kann
ein Buch wie das vorliegende neben dieser Konkurrenz bestehen?

Eine erste Antwort leitet sich daraus ab, daf man auf Grund der rasanten Entwicklung
der letzten Jahrzehnte mit dem jetzigen Wissen eine etwa 200 Semester dauernde Vorlesung iiber
kommutative Algebra und algebraische Geometrie halten kénnte, ohne sich zu wiederholen. Dies
bedeutet zum einen, da Einfithrungen in dieses Gebiet immer wieder neu zu iiberarbeiten sind,
um der Weiterentwicklung gerecht zu werden. Zum anderen nimmt auch die Zahl der Wege zu,
die in dieses Gebiet hineinfiihren.

Das vorliegende, aus Regensburger Vorlesungen entstandene Buch wihlt einen reizvollen
Weg, der es deutlich von der bestehenden Literatur abhebt. Das Programm des Buches hat Herr
Kunz bereits in einem DMV-Vortrag (Jber. d. Dt. Math.-Verein. 81 (1979) 97—108) vorgestellt.
Das das ganze Buch durchsetzende Ziel ist die Behandlung der aus dem letzten Jahrhundert stam-
menden Frage nach der Anzahl der Gleichungen, die zur Beschreibung einer algebraischen Va-
rietdt ndtig sind, und die Hinfithrung zu den in jiingerer Zeit hier erzielten zahlreichen schonen
Resultaten, die sich vor allem nach der Losung des Serreschen Problems iiber projektive Moduln
einstellten.

Das Programm, dieser speziellen Frage mit ihren gelésten und ungelésten Teilproble-
men nachzugehen, fithrt von selbst dazu, einen grofien Teil der Grundbegriffe der kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie in enger Verzahnung zu entwickeln, gegenseitige Einfliisse
und Motivationen sichtbar zu machen und einen Grundstock fiir das weitere Eindringen in diese
Gebiete zu legen. Obwohl der Schwerpunkt des Buches mehr in der kommutativen Algebra liegt,
bleiben bei diesem Vorgehen allerdings einige elementare Aspekte der kommutativen Algebra un-
beriicksichtigt wie Flachheit, Komplettierung, Differentiale, Hilbertpolynom, Multiplizititen;
die homologische Algebra wird auf die Verwendung projektiver Aufldsungen und des Schlangen-
lemmas reduziert. So ist kein Nachschlagewerk fiir die Grundlagen der kommutativen Algebra
(oder gar der algebraischen Geometrie) entstanden, sondern ein wohlgebahnter Pfad, der den nur
mit Grundkenntnissen der Algebra ausgeriisteten Neuling durch einen essentiellen Teil der Grund-
lagen der kommutativen Algebra und algebraischen Geometrie hindurch bis zu Themen und Re-
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sultaten neuester Forschung fiihrt, die noch in keinem Lehrbuch zu finden sind. Der elementar
gehaltene, sorgfiltig geschriebene Text wird wirksam erginzt durch 187 reichhaltige Ubungs-
aufgaben, deren Bearbeitung das Verstindnis fordert und den Blickwinkel erweitert. Die anre-
genden Literaturhinweise fiir weiteres Studium am Ende jeden Kapitels erhohen den Wert dieser
Einfiihrung,

Zum Inhalt: Die ersten 3 Kapitel behandeln Grundtatsachen iiber affine und projektive
Varietiten, Dimensionstheorie, und die Funktionengarbe einer Varietit. Das 4. Kapitel iiber das
Lokal-Global-Prinzip in der kommutativen Algebra enthilt die ersten Spezialititen: Das Lokal-
Global-Prinzip fiir erweiterte Moduln von Quillen (hier nach Hochster aus dem Lokal-Global-
Prinzip fiir Matrizenidquivalenz von Vaserstein abgeleitet) fiihrt mit dem Freiheitssatz von
Horrocks zu dem Freiheitsatz von Quillen-Suslin, der den Beweis der 20 Jahre offenen Vermu-
tung von Serre erlaubt, wonach Vektorbiindel iiber dem affinen n-dimensionalen Raum trivial
sind. Serre’s Abspaltungssatz fiir Vektorbiindel wird aus einem Existenzsatz fiir nirgends ver-
schwindende Schritte von Eisenbud-Evans hergeleitet, mit dhnlichen Methoden wird die lokale
Abschitzung der globalen Erzeugendenanzahl eines Moduls nach Forster-Swan gezeigt. Kapitel 5
behandelt das Zielthema in erster Runde: Kroneckers Satz von 1882, daf} jede Varietit im n-di-
mensionalen Raum mit n + 1 Gleichungen beschreibbar ist, wurde erst 1972/73 von Storch und
Eisenbud-Evans optimiert: n Gleichungen geniigen (und sind fiir O-dimensionale Varietiten auch
notig). Krulls Hauptidealsatz zeigt, dafl in Kodimension d mindestens d Gleichungen nétig sind.
Geniigen diese (und erzeugen das Ideal aller auf der Varietit verschwindenden Polynome), so
spricht man von einem mengentheoretisch (idealtheoretisch) vollstindigen Durchschnitt. Die
idealtheoretisch vollstindigen Durchschnitte werden verschieden charakterisiert; aus der Serre-
schen Vermutung ergeben sich Mohan Kumars Verschiirfungen des Satzes von Forster-Swan,
insbesondere der Beweis der Forsterschen Vermutung, daBl das Ideal einer glatten affinen Va-
rietit von n Elementen erzeugt werden kann. Kapitel 6 betrachtet regulire und singulire Punkte
von Varietiten, insbesondere (in Verallgemeinerung des vollstindigen Durchschnitts) Cohen-
Macaulay-Ringe. Der Ungemischtheitssatz von Macaulay liefert Hartshornes Resultate iiber
den Zusammenhang mengentheoretisch vollstindiger Durchschnitte im projektiven Raum.
Kapitel 7 schliefilich stellt die homologische Kennzeichnung regulirer Ringe und lokal vollstin-
diger Durchschnitte dar, sowie Serres Satz iiber die Erzeugendenzahl von Moduln der projekti-
ven Dimension 1, der neue Kennzeichnungen lokal vollstindiger Durchschnitte in Kodimension 2
liefert. Dies alles wird neben zentralen Sitzen aus Kap. 4 im letzten Paragraphen benutzt, um als
einen Héhepunkt den Satz von Szpiro zu zeigen, wonach jede glatte Kurve im affinen 3-dimensio-
nalen Raum Schnitt zweier Flichen ist, also mit 2 Gleichungen beschrieben werden kann. Die
1978 von Mohen Kumar erzielte n-dimensionale Verallgemeinerung dieses Satzes iibersteigt die
elementaren Methoden des Buches.

Dieser vielseitigen, klassische und moderne Themen der kommutativen Algebra und alge-
braischen Geometrie mischenden Einleitung seien fleiflige Leser gewiinscht, die hier die elementare,
konkrete Natur von Objekten und Problemen erkennen konnen, die bisweilen in Mammuttheorien
untergeht. Zugleich wird eine solide Basis und Anregung fiir das Studium der anspruchsvolleren
Werke iiber algebraische Geometrie der letzten Jahre gelegt.

Erlangen W.-D. Geyer

Hartshome, R., Algebraic Geometry (Graduate Texts, vol. 52), Berlin — Heidelberg —
New York: Springer-Verlag 1977 (corrected printing), 25 figs., xvi + 496 pp., cloth, DM 56,—

Das vorliegende Buch fiillt eine lange empfundene Liicke in der mathematischen Lehr-
buchliteratur aus, hat doch die algebraische Geometrie seit der durch Serre, Grothendieck u. a.
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Mitte der 50er Jahre eingeleiteten stirmischen Entwicklung dort noch keinen adiquaten Nieder-
schlag gefunden. Die Griinde dafiir beschreibt der Autor in seiner Einleitung so: ,,The author of
an introductory book on algebraic geometry has the difficult task of providing geometrical in-
sight and examples, while at the same time developing the modern technical language of the
subject. For in algebraic geometry, a great gap appears to separate the intuitive ideas which
form the point of departure from the technical methods used in current research*. Zwar wurde
zuvor schon in anderen Biichern versucht, diese Liicke zu iiberbriicken (wie etwa in dem Buch
von I. Shafarevich, Basic Algebraic Geometry, in englischer Ubersetzung seit 1977 zuginglich),
doch enthailt keines dieser Biicher die wichtigen globalen Resultate der Cohomologietheorie mit
ihren weitreichenden Folgerungen. ’

Das Programm fiir Hartshornes Buch ist einfach und naheliegend: Nach einer konkreten
Einfilhrung (ohne Garbentheorie) in die ,,klassische algebraische Geometrie* der affinen und pro-
jektiven Varietdten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper (Kap. I) werden die
Theorie der Schemata in der Garbensprache (Kap. IT) sowie die Cohomologietheorie fiir quasi-
kohirente Garben bei Zugrundelegung der Zariski-Topologie (Kap. III) entwickelt und die so
gewonnenen Methoden dann zu einer eleganten Behandlung der Kurven- (Kap. IV) und Flichen-
theorie (Kap. V) benutzt.

Jedes dieser finf Kapitel wiirde Stoff fiir jeweils ein Buch liefern. Da8 der Verfasser in
bewundernswerter Weise dies alles in einem Buch (auf knapp 500 Seiten) untergebracht hat,
wurde ermoglicht durch eine Reihe von Selbstbeschrinkungen: Zunichst in der Methode: Es wird
durchweg die kommutative Algebra als Grundlage gewihlt. Lediglich in einem Anhang ,,Transzen-
dente Methoden* wird die Briicke zur komplexen Analysis und zur Differentialgeometrie geschla-
gen. Dies ist umsomehr vertretbar, als iiber methodisch andere Zugiinge zur Algebraischen Geo-
metrie inzwischen ausgezeichnete Biicher vorliegen: D. Mumford, Algebraic Geometry I, Com-
plex Projective Varieties, und P. Griffiths — J. Harris, Principles of Algebraic Geometry. Sodann
in den vom Leser erwarteten Voraussetzungen: Die — im iibrigen nicht sehr tiefliegenden —
Hilfsmittel aus der kommutativen Algebra und homolegischen Algebra werden ohne Beweis an
den entsprechenden Stellen formuliert und mit exakten Literaturhinweisen versehen. Auch dies
ist angesichts der vorhandenen vielfdltigen Lehrbuchliteratur iiber diese Gegenstinde vertretbar.

SchlieBlich vermeidet es der Autor, die technischen Hilfsmittel in groftmoglicher Allge-
meinheit zu entwickeln. So beschrinkt er sich bei Schemata auf noethersche Schemata, bei der
Cohomologietheorie auf quasikohdrente Garben und bei den globalen Hauptsitzen des III. Ka-
pitels iiber Morphismen auf projektive Morphismen anstelle der allgemeineren eigentlichen Mor-
phismen. Ferner beschrinkt er sich in Beispielen oft auf den geometrisch wichtigsten Fall pro-
jektiver Varietiten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper. Nicht zuletzt erhilt
das Buch seinen groflen Wert durch die mehr als 400 Ubungsaufgaben und Probleme. In ihnen
wird eine Fiille wichtiger neuer im Haupttext nicht behandelter Resultate dargeboten, und sie
enthalten somit wichtige Erginzungen. Zum anderen bringen sie Beispiele und Gegenbeispiele
zur Erlduterung und Abgrenzung der allgemeinen Begriffe sowie Konkretisierungen der allge-
meinen Sitze. Oft wird so auch die Kraft der gewonnenen Methoden durch Anwendung auf an
frilherer Stelle aufgeworfenen Fragen illustriert. Der Leser soll so zum aktiven Lernen angeleitet
werden.

Im einzelnen enthilt das I. Kapitel neben einer Einfilhrung der Hauptgegenstinde der al-
gebraischen Geometrie, nimlich der Varietiten im affinen und projektiven Raum, die wichtigen
Grundbegriffe Dimension, regulire Funktion, Morphismus, rationale Abbildung, nichtsingulare
Varietit, Grad einer projektiven Varietit und Schnittmultiplizitit. Schlieflich werden viele Bei-
spiele bereitgestellt, auf die bei der Weiterentwicklung der Theorie in den folgenden Kapiteln je-
weils zuriickgegriffen wird. Am Ende des Kapitels wird zur Motivation fiir das Folgende das ,,Klas-
sifikationsproblem* diskutiert.
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Das II. Kapitel enthilt die Grundlagen der Theorie der Schemata. Dazu wird die Garben-
sprache kurz und knapp ab ovo entwickelt. Endlichkeitseigenschaften von Schemata und Mor-
phismen, separierte und eigentliche Morphismen, quasikohirente und kohirente Modulgarben und
Divisoren werden eingefiihrt und deren wichtigste Eigenschaften beschrieben. Projektive Morphis-
men, ,,ample* Geradenbiindel, lineare Systeme und Aufblasungen werden studiert. Schlieflich
werden Differentialformen definiert, das Regularititsverhalten untersucht, Bertinis Satz und die
birationale Invarianz des geometrischen Geschlechts bewiesen. Das Kapitel schliefit mit formalen
Schemata.

Kernpunkt des Buches ist das III. Kapitel, das die Cohomologietheorie in der oben ge-
schilderten Allgemeinheit enthilt, insbesondere die Endlichkeitssitze fiir projektive Morphismen,
Serres Dualititssatz fiir projektive Varietiten, die Vergleichssitze fiir formale Kohomologie mit
den Folgerungen Stein-Faktorisierung, Zusammenhangs-Prinzip und Zariskis Hauptsatz. Einge-
hend und mit vielen Beispielen werden flache und glatte Morphismen studiert, flacher Basiswech-
sel und die Halbstetigkeitseigenschaft behandelt.

Im IV. Kapitel werden die entwickelten allgemeinen Methoden auf Kurven angewandt:
Der Satz von Riemann-Roch wird bewiesen. Kurven werden als verzweigte Uberlagerung des P!
dargestellt, in den P3 eingebettet oder birational in P? abgebildet, so dal das Bild nur einfache
Doppelpunkte als Singularititen besitzt. SchlieBlich werden elliptische Kurven studiert und ka-
nonische Einbettungen behandelt. Klassifikationsfragen allgemein und die Klassifikation von Kur-
ven im P3 werden angeschnitten.

Kapitel V gibt eine Einfiihrung in die Theorie der algebraischen Flichen. Es werden die
Schnitttheorie auf Flichen entwickelt und der Satz von Riemann-Roch bewiesen. Als Anwen-
dungen erhilt man das Index-Theorem von Hodge und ein Kriterium von Nakai-Moishezon fiir
,,ample* Divisoren auf Flichen. Regelflichen werden studiert und schlieflich monoidale Trans-
formationen, d.h. Aufblasungen in einem Punkt von Flichen. Der Faktorisierungssatz fiir bira-
tionale Abbildungen von Flichen und die ,,eingebettete Auflosung der Singularititen* von Kur-
ven auf Flichen werden bewiesen. Man erhilt so die birationale Invarianz des arithmetischen Ge-
schlechtes. Kubische Flichen im P3, insbesondere die 27 Geraden auf einer solchen werden aus-
fiihrlich dargestellt. Das Kapitel schlieft mit einem Ausblick auf die Klassifikation von Flichen.

Drei Anhinge iiber Schnitttheorie und den Satz von Riemann-Roch-Hirzebruch-Grothen-
dieck, transzendente Methoden und die Weil-Vermutungen geben Ausblicke auf aktuelle For-
schungen.

Dieses Buch ist gut lesbar und sowohl fiir den Experten wie fiir den Lernenden wertvoll.
Auch dem Nichtspezialisten werden so wesentliche Ergebnisse und Methoden der algebraischen
Geometrie, die heute mit vielen Gebieten der Mathematik in lebendiger Beziehung steht, zuging-
lich gemacht. Dem Autor ist fiir dieses schone Buch zu danken.

Miinster i. W. H.-J. Nastold

Schubert, H., Kalkiil der abzihlenden Geometrie (Reprint), Berlin — Heidelberg — New
York: Springer Verlag 1979, 349 S., geb. DM 62,—

Die abzihlende Geometrie ist vielleicht der idlteste Zweig der algebraischen Geometrie
und ein besonders interessantes Beispiel fiir die Entwicklung mathematischer Forschung. Viele
ihrer Fragen und Probleme sind leicht zu stellen und zu begreiten, die sicheren Grundlagen fir
ihre Losungen aber liegen tief. Schon das 2000 Jahre alte Problem des Apollonius gehort hierher:
Wieviele Kreise beriihren 3 gegebene Kreise in der Ebene? Steiner verallgemeinerte dieses Problem
1848 mit der Frage nach der Anzahl der Kegelschnitte, die 5 gegebene Kegelschnitte beriihren.
Da die einen festen Kegelschnitt berithrenden Kegelschnitte eine Hyperfliache sechsten Grades im
5dimensionalen Raum der Kegelschnitte bilden, nahm Steiner an, da} die Antwort seiner Frage
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i. a. 65 = 7776 lautete. Doch ist dies falsch, weil der Schnitt von 5 solchen Hyperflichen stets
die Veronesesche Fliche enthilt, die die in Doppelgeraden entarteten Kegelschnitte reprisentiert.
Die aulerhalb dieser Fliche isoliert liegenden Schnittpunkte liefern die eigentliche Losung, es
sind i. a. 3264 Stiick, wie Chasles 1864 zeigte, der eine erste Theorie fiir Anzahlprobleme bei Ke-
gelschnitten entwickelte (vgl. Kleiman: ,,Chasles’s enumerative theory of conics. A historical
introduction®, lecture notes, Aarhus 1975).

Der Autor dieses zuerst 1879 bei Teubner erschienenen Buches ist der Oberlehrer Her-
mann César Hannibal Schubert (1848—1911), der bedeutendste Hamburger Mathematiker vor der
Griindung der Hamburger Universitit. Er wurde schon frithzeitig bekannt, als ihm die Dinische
Akademie der Wissenschaften 1875 die goldene Medaille fiir die Beantwortung der Frage verlieh,
wieviele kubische Raumkurven 12 gegebene quadratische Flichen berithren. Die Losung dieser
Preisaufgabe ist ein Hohepunkt dieses Buches, in dem Schubert Chasles’ Ansitze zu einem virtuos
gehandhabten Kalkiil weiter entwickelt, den er an vielen Beispielen darstellt. Das Buch wurde zu
einem Meilenstein der Entwicklung der algebraischen Geometrie. Die innere Konsistenz des Kal-
kiils beeindruckte — nur war nicht ganz klar (auch Schubert nicht), warum er eigentlich funktio-
nierte. Hilbert stellte die Frage nach den Grundlagen des Schubertschen Kalkiils als 15tes seiner
beriihmten Pariser Probleme; iiber die Losung dieses Problems durch van der Waerden u. a. und
die Entwicklung der Theorie der Schnittmultiplizititen kann bei Kleiman in dem AMS-Band iiber
die Hilbertschen Probleme (Proc. Symp. Math. 28 (1976)) nachgelesen werden.

Vorangestellt ist dem Nachdruck ein 12seitiges Vorwort von Kleiman sowie eine von
Burau zusammengestellte Liste der wissenschaftlichen Publikationen Schuberts, die die Breite
seiner Interessen verdeutlicht und insbesondere Zeugnis ablegt fiir seine Bemiihungen um die Ver-
bindung von Schule und Hochschule und um die Elementarmathematik, ohne da er aufgehort
hitte, die abzihlende Geometrie weiter zu treiben. Der Frage ,,Wo finden wir heute solche Leh-
rer?* mufl gerechterweise eine zweite zur Seite gestellt werden ,»Wo haben heute Studienrite noch
so viel Zeit zur wissenschaftlichen Betitigung wie die friiheren Oberlehrer?*

Im Mathematischen Wérterbuch von Naas-Schmid sucht man Schuberts Namen vergeb-
lich, in dem aus Japan stammenden Encyclopedic Dictionary of Mathematics werden die Schubert-
Zyklen der Grassmann-Mannigfaltigkeit dem Topologen Horst Schubert unterschoben! Der Nach-
druck eines 100 Jahre alten Werkes kann hier aufklirend wirken, aber es ist nicht das historische
Interesse allein, was den Nachdruck attraktiv macht. In einer Zeit der Abkehr von zu formalen
Konstruktionen und Hinwendung zu konkreten geometrischen Problemen liefert uns Schuberts
Buch umfangreiches Beispielmaterial, das von der modernen algebraischen Geometrie noch lange
nicht geklirt und aufgearbeitet ist. Hier winkt noch manche Frucht dem, der sich in Schuberts
Rechnungen vertieft.

Erlangen W.-D. Geyer
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der Deutschen Mathematiker-Vereinigung

Hinweise fiir Autoren

Fiir den Abdruck vorgesehene Manuskripte sind in einwandfrei leserlicher und vollig satz-
fertiger Form (einseitig beschriebenes Manuskript, Schreibmaschinenschrift 1 1/2-zeilig) und ent-
sprechend den nachstehenden Richtlinien ausgezeichnet einzureichen.

Der Beginn von Absitzen oder neuen Abschnitten sollte deutlich durch Einriicken ge-
kennzeichnet sein. In jedem Fall sollte ein Hinweis fiir den Setzer, in dem alle Besonderheiten
aufgefiihrt sind, beigefiigt werden.

Ferner sollten die Manuskripte entsprechend dem Subject Classification Schemes der
Mathematical Reviews (AMS/MOS) klassifiziert sein. Am Ende der Manuskripte sollte die genaue
Anschrift des oder der Verfasser angegeben werden. Zuschriften sowie die Versendung der Kor-
rekturabziige erfolgen, sofern nicht anders vermerkt, immer an den erstgenannten Autor.

Zeichnungen sollten fortlaufend numeriert werden und auf gesonderten Blattern in Form
von klaren Bleistiftzeichnungen im richtigen mafistiblichen Verhiltnis moglichst in doppelter
Grofe dem Manuskript beigefiigt werden. Am linken Rand des Textes sollte ein Hinweis auf die
jeweils einzufiigende Figur angebracht werden.

Fuinoten sollten auf der jeweiligen Seite, auf die sie Bezug nehmen, angebracht werden
(nicht am Ende des Textes). Literatur sollte in folgender Weise zitiert [1] und dann am Ende des
Textes in alphabetischer Reihenfolge zusammengestellt werden. Verweise sollten in folgender
Form vorgenommen werden:

[1] Neven, J.: Martingale Problems. Jber. d. Dt. Math.-Verein. 79 (1957) 175—180

[2] Wittenburg,J.: Dynamics of Systems of Rigid Bodies. Stuttgart: Teubner 1977. =
Leitfiden der Angewandten Mathematik und Mechanik Bd. 33.

Um eine rasche Veroffentlichung zu erreichen, erhalten die Autoren nur einen Korrek-
turabzug. Die Autoren werden gebeten, nur Druckfehler zu korrigieren. Sollten weitere Korrek-
turen wie Einfigungen oder Streichungen vorgenommen werden, miissen diese dem Autor be-
rechnet werden. Die von den Autoren durchgesehenen Korrekturabziige sind umgehend an den
Herausgeber zuriickzusenden.

Die Autoren erhalten von ihren Arbeiten nach Veréffentlichung 75, von Buchbesprechun-
gen 2 Sonderdrucke unentgeltlich. Zusitzliche Sonderdrucke konnen gegen entsprechende Be-
rechnung zum Zeitpunkt der Riickgabe der Korrekturen bestellt werden.




Jahresbericht

der Deutschen Mathematiker-Vereinigung

Auszeichnungen fiir den Satz

Die im Manuskript enthaltenen Formelbuchstaben werden generell steil gesetzt. Beson-
dere Schriftarten sind entsprechend den folgenden Richtlinien farblich auszuzeichnen.

gestrichelte schwarze Unterstreichung — Sperrung

doppelte schwarze Unterstreichung ~ — halbfett (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in Formeln)

griine Unterstreichung — kursiv (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in den Formeln)

doppelte griine Unterstreichung — halbfette lateinische Buchstaben (in Formeln)

rote Unterstreichung — griechische Buchstaben

lila Unterstreichung — Groteskbuchstaben

doppelte lila Unterstreichung — halbfette Groteskbuchstaben z. B. fiir
R, N, C usw.

blaue Unterstreichung*) — Fraktur

gelbe Unterstreichung — Grofibuchstabe O (zur Unterscheidung von der
Ziffer Null)

gelb eingekastelt*) — Skript

lila eingekastelt — logische und mengentheoretische Symbole wie

z.B.3,V, v,A, 1, sowie Malkreuz x und Ver-
kniipfungszeichen o

griin eingekastelt — Kleinbuchstabe £ (zur Unterscheidung zur
Ziffer eins (1))

Die Bezeichnungen Theorem, Lemma, Korollar, Proposition, Definition usw. werden
iiblicherweise halbfett gesetzt. Der danach folgende Text (bis auf Formelbuchstaben) wird kur-
siv gesetzt. Die Bezeichnungen Beweis, Bemerkung, Hinweis usw. werden normal gesetzt, jedoch
gesperrt. Der nachfolgende Text wird in normaler Schrift gesetzt.

Mathematische Formeln sollten so deutlich geschrieben werden, daf kein Mifverstind-
nis moglich ist. Die Autoren werden gebeten, insbesondere deutlich zu unterscheiden zwischen
Grofibuchstaben und Kleinbuchstaben, Null sowie kleinem o und groem O, griechischen Buch-
staben , ®, k, K, 8, ©, Strich (z. B. Ableitungsstrich) und Apostroph. Ferner sollte darauf geach-
tet werden, daf keine Verwechslung zwischen k, K, r, u, v (lateinisch) und «, u, v (griechisch)
sowie € und € (griechisch) méglich ist.

*) Von der Verwendung dieser Schriftarten ist beim Composersatz nach Moglichkeit
abzusehen.

B. G. Teubner, Postfach 801069, D-7000 Stuttgart 80




Deutsche Mathematiker-Vereinigung e. V.

Jahreschronik der DMV fiir 1978

1 Amter und Gremien

1.1 in der DMV

Der Vorsitzende wird aus dem Prasidium und von diesem fiir 1 Jahr gewihlt. Der
Vorstand (Schriftfithrer, Schatzmeister und Geschiftsfilhrender Herausgeber des
Jahresberichts) und das achtkopfige Prisidium werden von der Mitgliederversamm-
lung gewihlt. Die Amtsperiode der Vorstandsmitglieder dauert drei, die der Prisi-
diumsmitglieder vier Jahre, derart, da} jihrlich ein Vorstandsamt und zwei
Prisidiumssitze zur Wahl anstehen.

Als stindige Giste beraten das Prisidium: Der Vorsitzende der Osterreichischen
Mathematischen Gesellschaft (OMG) und der Direktor des Mathematischen For-
schungsinstitutes Oberwolfach; ferner nimmt der Vorsitzende der Konferenz der
Mathematischen Fachbereiche (,,Dekane-Konferenz) an den Prisidiumssitzungen
teil, soweit keine Personalfragen anstehen.

1978 waren die Amter wie folgt besetzt:

Vorsitzender Witting
Schriftfihrer Tietz
Schatzmeister Grotemeyer
Geschiftsfiihrender Herausgeber Benz
Prisidium Dold Kirchgdssner
Ebbinghaus Koecher
G. Fischer Kunle
Helmberg Witting

Giste Grosser bzw. Gruber (OMG)
Barner (Oberwolfach)
Pareigis (Fachbereichs-Konferenz)

1.2 in anderen Organisationen

1.2.1 Herr H. Werner gehorte einem vorldufigen Komitee an, das iiber die Griindung
einer European Mathematical Federation beraten sollte. Es hat
zunichst die Griindung eines satzungsfreien European Mathematical
Council (EMC) beschlossen, das in einem Probelauf von vier Jahren diese Frage
kldren wird.




1.2.2 Die Herren Barner, Bauer, Grotemeyer, Tietz und Witting nahmen auf der
Sitzung der IMU-General Assembly, dieam 11.und 12. August 1978
in Otaniemi (Finnland) stattfand, die Stimmen Westdeutschlands wahr.

Herr Kneser wurde fiir weitere vier Jahre in die Executive Commission
der IMU gewihlt.

2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung

2.1 Auf der Jahrestagung, dic vom 1.—6. Oktober in Aachen stattfand, wurden
die folgenden Hauptvortrige gehalten:

H.J.M. Bos, Mathematics in the Eighteenth Century

Utrecht

U Felgner, Kategorizitit

Tibingen

E. Kunz, Uber die Anzahl der Gleichungen, die zur Beschreibung
Regensburg einer algebraischen Varietit erforderlich sind

P. Lax, Scattering Theory

New York

JJL. Lions, Asymptotic Analysis in Periodic Structure Theory,
Paris Numerical Analysis, Applications

H Miurer, Neuere Ergebnisse zur Geometrie der Quadriken
Darmstadt

F. Takens, Global Aspects in Bifurcation Theory

Groningen

W.R.van Zwet, Edgeworth Expansions in Statistics

Leiden

R. Walter, Konvexitdt in Riemannschen Mannigfaltigkeiten
Dortmund

D. Wolke, Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion
Freiburg

2.2 Die Mitgliederversammlung fand wihrend der Jahrestagung am 4. Oktober statt.

2.2.1 Herr Jacobs wird als Nachfolger von Herrn Benz zum neuen Geschiftsfithren-
den Herausgeber in den Vorstand gewihlt. Nachwahlen in das Prisidium: R. Walter
(als Nachfolger von H. Kunle) und M. Koecher (Wiederwahl).

2.2.2 Das vom Prisidium beschlossene neue Konzept fiir den Jahresbericht, das

den Mitgliedern bereits auf der Mitgliederversammlung 1977 und durch das als
,,Pilotheft* im Juni 1978 versandte Heft 1/81 vorgestellt worden war, wurde von
der Mitgliederversammlung gebilligt, indem der folgende Beschluf gefait wurde:
,,Die Mitgliedschaft der DMV schlieBt kiinftig den Bezug des Jahresberichts
der DMV ein. Diese Regelung wird auf der Mitgliederversammlung 1981 erneut zur
Diskussion gestellt werden. Der Mitgliedsbeitrag betragt DM 60,—*.

2.2.3 Die Mitgliederversammlung bat den Vorsitzenden, sich im Namen der DMV
fur die Mathematiker Massera (Uruguay)und Bolonkin (UdSSR), die
politischen Pressionen ausgesetzt sind, zu verwenden.

II




3 Aktivititen der DMV

3.1 Das Prisidium appellierte an die Mitglieder und rief zu einer einmaligen Spende
von mindestens DM 10,— fir denIMU-Development-Fund auf; dieser
Fond wurde von der IMU eingerichtet, um durch ihn die Entfaltung der Mathematik
in Entwicklungslindern anzuregen und zu férdern.

3.2 Das Prisidium hat — unter der Federfithrung von Herrn Kunle — eine Lehrer-
bildungskommission eingesetzt mit dem Auftrag, Empfehlungen fiir die universi-
tire Ausbildung kiinftiger Mathematiklehrer zu erarbeiten und damit die Bemithun-
gen um den Mathematikunterricht, die die DMV 1976 mit der Herausgabe ihrer
,,Denkschrift zum Mathematikunterricht an Gymnasien‘* manifestiert hat, fortzu-
setzen.
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Deutsche Mathematiker-Vereinigung €. V.

Jahreschronik der DMV fiir 1979

1 Amter und Gremien
1.1 in der DMV

Vorsitzender Witting
Schriftfithrer Tietz
Schatzmeister Grotemeyer
Geschiftsfilhrender Herausgeber Jacobs
Prisidium Dold Kirchgissner

Ebbinghaus Koecher

G. Fischer R. Walter

Helmberg Witting
Giste Gruber (OMG)

Barner (Oberwolfach)

Pareigis bzw. Winkler (Fachbereichs-Konferenz)

1.2 in den anderen Organisationen

1.2.1 Herr Dold vertritt die DMV im EMC (European Mathematical
Council).

1.22 Das ,,Zentralblatt fir Mathematik und ihre Grenzgebiete* ist vom
FIZ-4 (Fach- und Informations-Zentrum) iibernommen worden, nachdem die Aka-
demie der Wissenschaften der DDR die Zusammenarbeit mit der Heidelberger
Akademie der Wissenschaften aufgekiindigt hatte; Herr Habetha wurde in den FIZ-
Benutzerrat gewihit.

2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung 1979

2.1 Die Jahrestagung fand vom 16.—21. September in Hamburg statt. Es wurden
die folgenden Ubersichtsvortrige gehalten:

H. Amann, Funktionalanalysis und nichtlineare Differentialgleichun-
Kiel gen

V. Baumann, Stand und Moglichkeit einer Weiterentwicklung der
Bochum Mathematischen Statistik

J.W.S. Cassels, Rationale quadratische Formen

Cambridge




K. Diederich,
Wuppertal

J. Elstrodt,
Miinster

JJE. Fenstadt,
Oslo

L. Girding,
Lund

M. Knebusch,
Regensburg

H.-O. Kreiss,
Uppsala

H.H. Schaefer,

Tiibingen
E. Vogt,
Berlin

Konvexitit in der komplexen Analysis

Neue Ergebnisse und Methoden

Die Selbergsche Spurformel fiir kompakte Riemannsche
Flichen

Non-standard methods in stochastic analysis and
mathematical physics

Microlocal analysis of distributions

Signaturen, reelle Stellen und reduzierte quadratische
Formen

Numerical methods for hyperbolic partial differential
equations
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Dariiberhinaus fand erstmalig ein Nachmittag fiir Industriemathematiker statt.

2.2 Auf der Mitgliederversammlung, die am 20. September stattfand, wurde Herr
Wallisser als Nachfolger von Herrn Tietz zum neuen Schriftfithrer in den Vorstand
gewihlt. Die Herren Kirchgdssner und Witting wurden fiir weitere 4 Jahre in das

Prisidium gewihlt.

3 Aktivititen der DMV

3.1 Die DMV hat den Internationalen Mathematiker-Kongreft 1982 nach Hamburg
eingeladen. Die Initiative ging vom Fachbereich Mathematik der Universitit Ham-
burg aus; Herr Riemenschneider hatte sich bereit erklirt, die Organisation zu iiber-
nehmen; die Freie und Hansestadt Hamburg sowie die Deutsche Forschungsgemein-
schaft hatten in grofziigiger Weise Unterstiitzung zugesagt. Unsere Bewerbung hat
in der engeren Wahl gestanden; die IMU entschied sich jedoch zugunsten von War-
schau, nachdem der Kongref mehrere Male nicht im Ostblock stattgefunden hatte.
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3.2 Die Lehrerbildungskommission hat unter der Federfithrung von Herrn Kunle
die Denkschrift ,,Zur Ausbildung von Studierenden des gymnasialen Lehramts im
Fach Mathematik‘ fertiggestellt. Das Prisidium hat die Denkschrift verabschiedet
und allen Mitgliedern und mathematischen Fachbereichen zugesandt.

3.3 DemIMU-Development Fund wurden DM 4.800,— iiberwiesen.

34 Amnesty International teilte mit, da Herr Bolonkin seit
der DM V-Intervention besser behandelt wiirde.

4 Organisation

4.1 Eine Geschiftsstelle der DMV wurde eingerichtet:
Albertstr. 24, D-7800 Freiburg

4.2 Der neugewihlte Schriftfithrer, Herr Wallisser, wird mit der Geschiftsstelle
zusammenarbeiten und die Schriftleitung der Mitteilungen der DMV iiber-
nehmen.

5 Gegenseitigkeitsabkommen
Die DMV unterhilt gegenwirtig Reziprozititsabkommen mit folgenden mathema-
tischen Fachverbidnden:

American Mathematical Society

Australian Mathematical Society

London Mathematical Society

Societé Mathématique de Belgique

Societé Mathématique de France

Unione Matematica Italiana

Schweizerische Mathematische Gesellschaft
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