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Dual Optimization Problems in Stochastics*)

O. Krafft, Aachen

1 Introduction

The term ““‘dual” appeares in a variety of meanings in almost all branches of
mathematics. In its simplest form it only means “two” (e.g. dual numbers), in a
broader sense it signifies a strong connection between formally different notions
(e.g. dual spaces, functionals, graphs, homomorphisms etc.). If mathematical pro-
positions remain true when certain pairs of notions are interchanged, one talks of
“duality principles”. One of many examples is the following, cf. Oxtoby [36],

p. 80: “A subset of R! is a nullset if its intersection with every set of first category
is countable” and its dual “a subset of R! is of first category if its intersection with
every nullset is countable”. The mathematician feels very much at ease with such
principles, since he obtains unification by forming pairs. Moreover, they provide
heuristic means for finding new theorems. Another mode of duality — a maximis
ad minima — can be found in optimization theory. A simple example which may
be thought of as the origin of many abstract concepts is the following, cf. Becken-
bach, Bellman [3], p. 124: Let R be a convex region and p be a point outside R.
Then a point gy € R which has minimum distance to p has the property that the
line pqo is orthogonal to the tangent plane T, at qo. Conversely, if one seeks under
all tangent planes to R one for which the distance to p is maximal, a (local) maxi-
mum is given by T,. Thus the minimum and the maximum problem are dual to each
other and (qq, Ty) is a common solution. The basic question arising for general
optimization problems is to find mathematical objects which satisfy such a duality
relation. The most elegant results in that direction have been obtained by consider-
ing dual spaces and conjugate functionals, cf. e.g. Kretschmer [33], Dieter [8],
Rockafellar [41] or van Slyke and Wets [56]. Such results, however, cover only a
part of the problems appearing in applications. For instance, they are not tailored
to discrete problems and the literature on duality for integer programming is only
in status nascendi, cf. e.g. Tind [52]. Far reaching consequences of a dual pairing
have been obtained in linear programming: Let c € R", b € R™, A € R™*" be
given. The problem

(1.1) min{cTx:x €ER", x>0, Ax=>Db}
has been dualized by von Neumann, cf. Dantzig [6], p. 29, to

*) Hauptvortrag auf der Jahrestagung 1980 der Deutschen Mathematiker-Vereinigung in
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98 0. Krafft
(1.2) max {bTy:y €R™ y>0, ATy<c}

and the corresponding duality theorem is equivalent to the minimax theorem for
two-persons-zero-sum matrix games. For this kind of problems a practical aspect
of duality is the possibility to use that of both forms which is more suitable for a
computer. Another aspect, observed by economists, is that if a real life problem
can be formulated as a linear programming problem then the dual problem must
have a reasonable interpretation as a real life problem, too. Impressive examples
are the transportation or the diet problem, cf. e.g. Dorfman, Samuelson, Solov [9],
p. 122, p. 45, or as a more recent discovery, the duality relation between index
numbers and utility functions, cf. Samuelson, Swamy [45]. Another important
aspect is that the structure of dual problems yields in many cases conclusions on
the structure of optimal solutions. The last two aspects for problems in statistics
and probability theory have already been emphasized in [29]; the concepts of most
powerful tests at level «, the Kullback-Leibler information measure, Tchebycheff-
bounds and the normal-distribution were suitable objects. For a more exhaustive
treatment of variational methods in statistics we refer to Rustagi [44]. In the follow-
ing sections we will continue the series of examples.

2 Minimum correlation
m

n
Let (Q2,Y, P) be a probability space, =3 A; =2 B;, A;, B, €4,
i=1

i=1

m n
be two partitions of £ and X(w) =2 x; 14;(w), Y(w)= I y; 1, (w) be two
i=1 i=1
random variables whose distributions PX and PY are given by P(A) =p;, 1 <i<m,
and P(B;) = q;, 1 <j <n. The problem is to determine P in such a way that the
correlation between X and Y becomes a minimum. In a more general setting, this
problem is relevant for instance in the theory of Monte Carlo methods, cf. Ham-
mersley, Handscomb [19], p. 61. Putting p;; = P(A;B;), we get the optimization
problem

W]

2.1

n
2 X;yjDi; = min
1j=1
subject to the conditions
n m
22) Xpiy=pi, 1<i<m, 2py=q, 1<j<n,
i=t

(2.1-2) is formally equivalent to a special case — transportation costs factorize into

Cij = X;y; — of the transportation problem mentioned in the introduction. This was
first noted by Fréchet [11]. Some further contributions on this connection with
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the transportation problem are Herzel [21], Féron [10] and [31]. Besides this,
 (2.1-2) has some other interesting aspects:

(a) If one considers via (1.2) the dual problem to (2.1—2) it becomes in
stochastic terminology: Find real random variables U and V with the same regions

of constancy as Xand Y, resp., i.e. U(w)= g u; la;, V(w) = ;ﬂ \/ IBj(w), such that
23) Ep(U— V)= max - !

subject to the conditions

24) V(w) - U(w) <X(w)Y(w),

forall w €
Ulw)=0, V(w)=0.

Here E denotes the expectation operator. Comparing this with the original prob-
lem, one sees that the variation in the common probability density p;; can be
replaced by a variation in the values of random variables which can be attained on
the regions A, and By, respectively. Furthermore, by the duality theorem, the mini-
mal correlation can be expressed by a maximal difference of expectations (plus the
constant EXEY). This duality relation has also been used by Hailperin [17] to solve,
inter alia, the following problem: Find in the unit square three sets A;, A, and A,
with prescribed area F(A;) = a;, 1 <i < 3, such that the area of their symmetric
difference A = A] A;A; + A A5 A3 + A A, A§ becomes maximal. Writing prob-
ability for area and event for set, one gets a problem very similar to (2.1-2),

cf. also (c). '

(b) The problem of minimum correlation, if generalized to arbitrary real
random variables X and Y, is closely related to the problem of finding in the set %
of two dimensional distribution functions F(x,, x,) with prescribed marginal dis-
tributions F, (x;), F,(x,) an element F* which satisfies

F*(x,, x2) < F(x;, x,) for all F € #and all x,, x, €R!.

The relation between both problems is — besides statistical motivation — that they
have the same solution, namely

(2.5) F*(xq, x2) =max {F; (x;) + F,(x) — 1,0} .

The first contribution to the minimum correlation problem is by Hoeffding [22],
who exhibited (2.5). More general measures of distances between distributions and
related extremal problems have been discussed by Fréchet [12], Dall’Aglio [5],
Cambanis et al. [4] and Riischendorf [42], their connection with the problem of
rearrangements of functions is treated in Whitt [57], Rischendorf [43] and

Tchen [51].

The first systematic study of the set .#, a so-called Fréchet class, is by
Fréchet [11]. If one considers Fréchet classes with higher dimensional marginal
distributions, the problem of compatibility appears, i.e. the problem whether #
is void or not. Important contributions to this problem are due to Kellerer [27],
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Strassen [50] and, unifying their results, Hansel and Troallic [20]. An easy to read
exposition of the last paper can be found in Jacobs [25], Appendix B.

(c) Whereas problems (2.1-2) and (2.3—4) are linked by (1.1) and (1.2),
no such canonical duality is given if one considers generalizations of (2.1—2). Using
results of Isii [24], a rather wide extension could be given by Gaffke and Riischen-
dorf [15]. Let E be a compact metric space, ¢: E" = R! be continuous and let
P, ..., P, be probability measures on the Borel-o-algebra B(E) on E. Let
F =5 (Py,...,Py,) be the set of all probability measures on 8" (E) with mar-
ginalsP,, . . ., P,. They show that

(2.6) inf{f¢dP:PEF}=sup {3 [f,dP;: f; EC(E), 1 <i<n,
i=1

n

T filx) <o forall x=(x,,. . ., x) EE}.

=1

Putting E = {0,1}, and taking for P;, 1 <i < 3, the binomial B (1, a;)-distributions
and

O(X1, X2, X3) = Xy Xa (X3 —1) + X, (X2 —1)x3 + (x; —1) X3 X3

as a special case one has Hailperin’s problem discussed in (a). From the many con-
sequences of the duality theorem (2.6) only a curious one shall be quoted: Forany
real, integrable function f on (0, 1] and any n = 2 one has

n

1 n
_[f(x)dx<sup {% > f(x):x€[0,1], 1<i<n, ¥ xi=%} .
0 i=1

i=1

3 Optimum designs and extremum ellipsoids

In the theory of experimental design, one of the main branches of applied
statistics, various concepts have been proposed to measure the efficiency of a
design. Roughly spoken a design is the set of quantitative conditions under which
an experiment is performed. For certain classes of experiments by abstraction and
approximation a design can be defined as a probability measure £ on a compact
set K C R¥, K being the experimental region. Two concepts of optimality play a
prominent role. We give here only the definitions and refer for motivation and
background to [30], chap. 5.

Definition Let K be a compact set in R¥ and = be the set of probability
measures on K B* for which the information matrix

M® = [ xxTdE(x)
K

is regular. £* € E is called a D-optimum design iff
det M(£*) > det M(§) forall t EE.
£* € E is called a G-optimum design iff
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sup d(x, £*) < sup d(x,§) forall t €=,
x €K xEK

where d(x, £) = xTM~!(§)x.

We have chosen these two concepts here in order to illustrate how a duality
relation stemming from rather applied ideas lead to a nice duality relation in geo-
metry. The main result concerning D- and G-optimum designs is due to Kiefer and
Wolfowitz [28], who proved their equivalence with the help of convexity argu-
ments. Another proof, using the minimax theorem of game theory, has been given
by Karlin and Studden [26], p. 326, and a generalization has been obtained by
Whittle [58]. Algorithmical aspects of this problem have been discussed by Gribik
and Kortanek [16]. In a penetrating paper Pukelsheim [38] has recently generalized,
supplemented and corrected most of the work which has been done in this area.
Especially, the case of singular information matrices and other optimality criteria
— if \; are the characteristic roots of M(£), then the determinant is a special case of
the means (Zoq)\})” t of order t, —0 <t < oo — are treated, too. Some of his results
stem from geometrical considerations to be described in the following. Consider
ellipsoids of the form d(x, £) <k. Since fd(x, £)d& =k, typically such an ellipsoid

K

intersects K, but does not circumscribe K. From the Kiefer-Wolfowitz equivalence
theorem follows that there is an ellipsoid of the above form which circumscribes K.
It is found by maximizing the content of all such ellipsoids. This has been observed
by Silvey [48] who also conjectured that one should have the same result, if one
looks for an ellipsoid of minimum content, centered on the origin and containing K.
In geometry this last ellipsoid is known as Lowner-ellipsoid, cf. Danzer, Laugwitz
and Lenz [7]. This conjecture has been settled by Sibson [46] and exploited and
extended in various directions by Sibson [47], Silvey and Titterington [49], Titer-
ington [52], [53] and Pukelsheim [38]. One of the consequences of this duality
relation is the fact that the support of an optimum design must be contained in the
intersection of the boundary of the extremal ellipsoid and K; in almost all situations
the optimum design has thus finite support.

It might be interesting to note that the problem becomes much more com-

plicated, if for given n € N one admits only measures ¢ with support {x,, ..., X}
r

and £({x;}) =n;/n, where n; EN, 1 <i<r, X n;=n, arestriction which is im-
i=1

posed by applications in statistical practice. In this case a duality gap appears and,

therefore, the equivalence theorem does not hold. Moreover, optimum designs are

known only for some very special classes of problems, cf. Hohmann and Jung [23]

and [14].

4 Gauf-Markoff estimation

Let {Py: 6 €O} be a set of probability measures where ® = RP x ©’. Let X
be an n-dimensional random vector such that E,X = Ba for all = (a, §') ERP x ©’
and covariance CovyX = S, where B is a known real n x p-matrix and S is an unknown
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but fixed non-negative definite (symmetric) n x n-matrix. Let, furthermore,

k €im BT be given. A very old problem, already treated by Gau®, is the following,
for a modern exposition cf. van der Waerden [55], chap. 7: Find under all linear,
unbiased estimators of kT a one which has smallest variance, i.e. find a vector

u* € R such that u*T Su* becomes minimal under all u € R" satisfying BT u = k.
If S=pl,, p> 0, and B has full rank, then the solution is the least squares estima-
tor u*= B(BTB)~'k. Using the concept of the Moore-Penrose inverse of a matrix
(A" is the Moore-Penrose inverse of A iff AA*A = A, AYtAA* = A*, AA* =(AAY)T, A*A=
(A*A)T) it is also easy to derive a simple expression for u* if B and S are arbitrary,
provided only that S is positive definite. In case that S has deficiency in rank, the
problem is much more difficult, cf. Rao [39], [40], Ahlers and Lewis [1], Albert [2],
Mitra and Moore [35], Hallum et al. [18] and Pukelsheim [37]. One way of dealing
with the problem which fits into the theme of this survey is the following, cf. [32]:
Consider the slightly more general setting where kT is replaced by an s x p-matrix

K and u” by an s x n-matrix U. The consistency condition k € im BT is now written
as K = KB*B. The problem is

(4.1) USUT = min

subject to the condition

(4.2) UB=K.

The minimum is to be taken w.r.t. the Léwner-ordering in the set of non-negative
definite matrices, i.e. A= Biff A — B is non-negative definite. For other extremum
problems in this ordering cf. Marshall and Olkin [34], chap. 16 E, and [13]. Putting
D =S + BBT and observing that because of (4.2) the objective function (4.1) can.
equivalently be replaced by UDUT — a trick due to Rao which makes the spaces

im S and im B easier to compare — with appropriate modifications one can define
a Lagrange functional

F(U,Y) = UDU" +-;— {YT(K"-BTUT) + (K — UB)Y}

where Y is a pxs-matrix. Putting
U=K(B™D'B)'KT and ¥ =2(BTD'B)KT
one can prove, cf. [32], that
A A A A
“4.3) F(UUY)<F(UY)<F(U,Y)

for all s x n-matrices U and all p x s-matrices Y, i.e. F has a saddle point w.r.t. the
Lowner ordering. From this follows that (4.1 —2) has U as a solution. In view of
the various aspects of duality described in the introduction, we get moreover an
interesting statistical problem: The saddle point conditions (4.3) entail a dual
problem to (4.1--2), namely to find

max{min{F(U,Y) : UER**"}: Y € R®*P}.

A
Its solution Y then should have some interpretation in statistical terms. For the
classical problem, i.e. s = 1, this is in fact possible: Let for a, € RP
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%(ag, k) ={u €ER": u"Bag=k"a,}

be the set of all linear estimators which are unbiased for a = a,. We call a* € RP
a least favorable parameter iff for all a € RP

min {u"Su : u €D (a*, k)}=>min{uTSu: u € B (a, k)}.

It turns out that y is, except for some constants, a least favorable parameter. Thus
the classical estimation problem can be linked via duality with a minimax estima-
tion problem.

5
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Algebraische Vektorbiindel*)
W. Barth, Erlangen

1 Einfiihrung

Es sei f eine differenzierbare Funktion, definiert fiir Punkte p € R". Ihr
Wert f(p) ist unabhiingig von der Wahl von Koordinaten x,, . . ., X, odery,,...,¥n
Anders ist dies fiir ihren Gradienten

(3£/0x,) (p)
(grad, f) (p) = : ,

(9£/3xa) (p)

der sich ja wegen der Kettenregel gemifd

(1) - gradif= (g—i) - grad, f

transformiert. Hier bezeichnet (dy/0x) die Funktionalmatrix (dy,/0x,) mit u als
Zeilenindex und v als Spaltenindex. Hat man viele Koordinatensysteme

=P, ..., x®), i €1, so sind die Funktionalmatrizen ¢ = (9x9/3x?), wieder
wegen der Kettenregel, durch die folgenden Beziehungen verkniipft:

ct =1 firallei€l,
@ i =1 furalleLj€l,
ci.ck.cd =1 firallei,j,k €IL.

Hier bezeichnet 1 die n x n Einheitsmatrix.

So elementar die Kettenregel der Differentiation in der Analysis auch ist, so
unanschaulich ist leider die folgende geometrische Einkleidung der Formeln (2).
Dazu zwei Definitionen:

Definition 1 Es sei X ein topologischer Raum. Ein Cozyklus auf X
vom Rang r besteht aus einer offenen Uberdeckung X = UI U, von X und aus
i€

einem System stetiger matrixwertiger Funktionen ci: U; N U; > GL(r, C), das den
Bedingungen (2) geniigt.

*) Erweiterte Fassung eines Vortrages, gehalten auf der DMV-Jahrestagung in Dortmund,
am 15. 9. 1980.
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Natiirlich ist (2) so zu verstehen, da® das Produkt cli(u) - ¥ (u) - c*i(u) dort
die Einheitsmatrix ist, wo man es iiberhaupt bilden kann, also fir u € U;N U; N Uy
Wenn X eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist, iiberdeckt durch offene Mengen
Uj, auf denen lokale Koordinatensysteme x® gelten, so bilden offenbar die Funk-
tionalmatrizen c'i = 9x9/9x® einen Cozyklus vom Rang n = dim X. Aber auch das
System der Matrizen ((9x®/9x®)~Yt bildet einen solchen.

Definition 2 Das zum Cozyklus ¢ gehérige Vektorbiindel V ist
der topologische Raum, den man aus der disjunkten Vereinigung U(U X C") erhalt,
wenn man identifiziert

U XCa@v)=@,v)eEU XC,
wenn u=u' € X und v=_cli) v

Die in dieser Definition verwendete Identifikations-Relation ist eine Aqui-
valenzrelation. Das liegt an den Gleichungen (2), die der Reihe nach die Reflexivi-
tit, die Symmetrie und die Transitivitit der Relation ausdriicken.

Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, iiberdeckt durch Giiltigkeitsbereiche
U; lokaler holomorpher Koordinaten x, so definieren die Funktionalmatrizen
0xD/ox® das Kotangentialbindel T%, und der Cozyklus ((9x®/9x®)~1)t
definiert das Tangentialbiindel Tx von X.

Auf ein gegebenes Vektorbiindel V kann man alle Funktoren anwenden, die
auf Vektorrdume anwendbar sind, indem man den definierten Cozyklus den ent-
sprechenden Matrizenmanipulationen unterwirft. Man erhilt so z. B. das duale Biin-
del V*, die symmetrischen und alternierenden Produkte SPV und APV, sowie die
Tensorbiindel (®?V) ® (®1V*). Sind zwei Vektorbiindel V; und V, vorgegeben, so
kann man analog die neuen Biindel V, ® V, und V, ® V, bilden.

Der topologische Raum V ist versehen mit zwei kanonischen Abbildungen:
Der Projektion 7: V= X, die auf den Stiicken U; X C' C V mit der Projektion auf
den ersten Faktor iibereinstimmt, und der Einbettung 0: X = V, lokal definiert
durch 0|U;: U; = U; X C, u > u x 0. Es gilt natiirlich 7 o 0 = idy.

Eine Funktion f: X = R kann man sich geometrisch vorstellen durch ihren
Graphen, eine Teilmenge von X X R. Analog kann man eine Pfaffsche Form ¢ auf
der Mannigfaltigkeit X durch eine Teilmenge von T§ beschreiben: Die Beschrinkun-

n

gen olU;= 2 of? dxf) werden beschrieben durch Abbildungen (o, . . ., o) von

k=1
U; in den n-dimensionalen Zahlenraum. Uber U; N Uj sind die Werte der zu ol U;
und o |U,- gehdrenden Abbildungen mittels der Funktionalmatrix 9x®/9x® ver-
kniipft wie Gradienten (1). Bei der Konstruktion von T% aus den Stiicken U; X C*
werden diese Werte identifiziert, d. h., o definiert eine globale Abbildung X - T%,
fir welche gilt m o o = idx. Auf diese Weise ist der Pfaffschen Form ein ,,Graph*
0(X) C T% zugeordnet.

Definition 3 Ein Schnitt indem Vektorbiindel V ist eine stetige Abbil-
dung s: X >V mit m o s = idx. Die Menge aller Schnitte in V bildet den Vektor-
raum I'(V).
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Die oben definierte Abbildung 0: X -V nennt man den Nullschnitt.
Eine Pfaffsche Form o ist nichts anderes als ein Schnitt in T%, und ein p-fach kon-
tra- und g-fach kovariantes Tensorfeld ist ein Schnitt im Tensorbiindel
(®° Tx) ® (®1T%). In diesem Sinne ist ein Vektorbiindel die geometrische Ver-
dinglichung einer Klasse von Transformationsregeln: Genigen Tensorfelder (oder
noch allgemeinere ,,Felder*) Ubergangsbedingungen, ausgedriickt durch matrizen-
wertige Transformationsfunktionen c¥i, so miissen die ¢! notwendigerweise die
Cozyklusbedingungen (2) erfiillen, und Schnitte im zugehorigen Vektorbiindel sind
nichts anderes als Graphen dieser Felder. Schnitte im trivialen Bindel
X X €' sind natiirlich Graphen ganz normaler Abbildungen in den Zahlenraum C".

2 Prizisierung

Was in Definition 1 kurz ein Cozyklus vom Rang r genannt wurde, heifst
iiblicherweise Cozyklus mit Werten in der Gruppe GL(r, C). Analog definiert man
einen Cozyklus mit Werten in einer topologischen Gruppe G. Dies ist ein System von
stetigen G-wertigen Funktionen c'i : U;N U; > G, welche (2) erfiillen, wobei man
unter 1 die konstante Abbildung auf das neutrale Element e € G versteht. Der
Name Cozyklus erklirt sich aus dem Spezialfall G = Z, wo die Cozyklusbedingun-
gen (2) die Form ¢ = —ci! und ¢¥ + d* = ¢'* annehmen: Ordnet man der gewihl-
ten Uberdeckung - U; von X einen simplizialen Komplex zu, ihren ,,Nerv‘, so wird
unser Cozyklus ein Element der zu den 1-dimensionalen Zyklen dieses Simplizial-
komplexes dualen Gruppe.

Wenn G = GL(n, R), kann man in Definition 2 statt C* auch den reellen
Vektorraum Rf verwenden. Man erhilt dann re elle Vektorbiindel statt der
bereits definierten komplexen Biindel. So ist das Tangentialbiindel Ty an eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit X stets reell (die Funktionalmatrizen haben reelle
Werte).

Genauso wie man Cozyklen mit Werten in verschiedenen Gruppen betrach-
tet, kann man auch verschiedene Anforderungen an die Abbildungen gl stellen.

Man kann sie differenzierbar voraussetzen (wenn X eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit ist und G eine Liegruppe), holomorph (X komplexe Mannigfaltigkeit und
G komplexe Liegruppe) oder algebraisch. Es ist dieser letzte Fall, iiber den hier be-
richtet werden soll. Einerseits ist es der konkreteste, aber andererseits leider der
Fall, bei dem eine prizise Definition der verwendeten Begriffe den grofiten Aufwand
erfordert.

Der Basisraum X fiir ein algebraisches Vektorbiindel V muf stets eine (hier
iiber C definierte) algebraische Varietit sein. Der Begriff ,,algebraische Varietdt*
entstand aus dem Versuch, Systeme von Polynomgleichungen f;(x) =...=f,(x)=0,
X € C", zu 16sen. Die Menge der Losungen x eines solchen Systems nennt man heute
eine affine Varietit. Eine explizite Aufldsung des Gleichungssystems ist
natiirlich nur in den allerspezielisten Fallen méglich (z. B., wenn die Gleichungen
linear sind). Dies fiihrte zu einer qualitativen Behandlung dieser Losungsmengen und
zu ihrer Betrachtung unter geometrischen Gesichtspunkten. Die dadurch entstande-
ne ,,algebraische Geometrie‘‘ entwickelte, wie jede Theorie, Impulse in Richtung
auf Vereinfachung durch Verallgemeinerung. (Z. B. sind viele Methoden nur auf
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kompakten Varietiten sinnvoll, und affine Varietiten sind nie kompakt, hochstens
wenn sie aus endlich vielen Punkten bestehen.) So definiert man eine algebra-
ische Varietdt X durch Verkleben endlich vieler affiner Varietiten U, wie
man differenzierbare Mannigfaltigkeiten durch Verkleben von Koordinatenumge-
bungen zusammensetzt. Ich mochte mir hier die technischen Details sparen, und
auf das ausgezeichnete Lehrbuch [9] verweisen.

Um ein algebraisches Vektorbiindel iiber der algebraischen Varietit X zu de-
finieren, mufl man ausgehen von einer Uberdeckung X =\JU; durch affine Varie-
titen U;C C™. (Die Durchschnitte U; N Uj sind dann auch affine Varietiten.) Wei-
ter braucht man einen Cozyklus, ein System von matrixwertigen Abbildungen
c¢¥: U; N U= GL(r, C). Man fordert die Algebraizitit der c'i in dem Sinn, daf alle
1’ komplex wertigen Funktionen, aus denen ein ¢! sich aufbaut, regulir auf U;N U,
sind. Dabei heift eine Funktion f: U — C auf der affinen Varietit UCC" regu-
ldr, wenn sie durch Einschrinkung eines Polynoms p: C* = C erhalten wird.

Ist V ein so definiertes Vektorbiindel, so bezeichne I'(V) im folgenden im-
mer den Vektorraum der regulidren Schnitte. Dabei heiBBt ein Schnitt
0 : X~V regulir, wenn ¢ |U;: U; = C* definiert ist durch r regulire Funktionen auf U;.

In konkreten Fillen wird im folgenden die Basis X stets ein komplex-pro-
jektiver Raum P, (C) sein. Ein Punkt in P, (C) wird festgelegt durch ein (n + 1)-
tupel (zo: ...: 1 Z,) VOn homogenen Koordinaten z; € C. Dabei ist (tzo: . . .: D tzy) =
=(zg:...:2zp) fir t€ C , und die z; sind nie alle gleichzeitig Null. Die Uberdek-
kung von P, (C) durch d1e n + 1 affinen Mengen U; = {z; # 0} bietet sich direkt an.
Die regulidren Funktionen auf Uj sind die Polynome in den n Variablen z,/z;,

k #1i, und auf U; N U; sind es die Polynome in z/z;, k #i, und in z; /z;. Ein tieflie-
gendes Resultat, die von Quillen [17] und A. A. Suslin bewiesene Serresche Ver-
mutung, hat zur Konsequenz, dal je des Vektorbiindel auf P, beziiglich dieser
festen Uberdeckung definiert werden kann.

Der Ehrlichkeit halber sollte ich hier einfiigen, dafd man konkrete Vektor-
biindel — aufler in den allereinfachsten Fillen — nie mit Hilfe von Cozyklen defi-
niert oder behandelt, sondern indirekte Methoden bevorzugt. Vgl. hierzu die fol-
genden Abschnitte 3, 4 und 5. Meist benutzt man Garbentheorie in Verbindung
mit homologischer Algebra. Die einem Biindel V zugeordnete G ar b e ist die
,,Gesamtheit* aller Schnitte in VIU, wo U C X alle offenen Mengen durchluft.
(Wenn V algebraisch ist, miissen die U zariski-offen, und die Schnitte regulir sein.)
Eine solche Garbe ist offenbar ein monstroses Objekt. Trotzdem kann man hervor-
ragend damit rechnen (falls man nicht von Zweifeln geplagt wird, ob Garben iiber-
haupt existieren). Jedenfalls bestimmen sich V und die ihm zugeordnete Garbe
gegenseitig, und ihre Beziehung zueinander ist so eng, daf ich nur im duflersten
Notfall verschiedene Bezeichnungen fiir beide verwenden mochte. Im folgenden
werde ich zwischen beiden nicht mehr unterscheiden.

In Definition 2 wurde nicht prizisiert, wann zwei Vektorbiindel V, und V,
als gleich (genauer: isomorph) anzusehen sind. Dies soll der Fall sein, wenn
sie iiber demselben Basisraum X definiert sind, und wenn es einen bijektiven Vek-
torbiindelhomomorphismus ¢: V, - V, gibt. (Ein solcher Homomorphis-
mu s . ist eine Abbildung, auf kanonische Weise definiert durch einen (reguliren)
Schnitt im Biindel Vi* ® V,.) Man iiberzeugt sich schnell, da dies genau dann der
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Fall ist, wenn die beiden definierenden Cozyklen cohomolog sind. Falls die Uber-
deckungen fiir beide Cozyklen gleich sind, bedeutet dies: Es gibt stetige regulire
Abbildungen ¢;: U; = GL(r, C) so, daB fur die beiden Cozyklen ¢ und bl gilt:
@+ cli =1l ;. Falls die Uberdeckungen nicht gleich sind, muft man zu Verfeine-
rungen iibergehen.

Der R ang eines Vektorbiindels ist der Rang r des definierenden Cozy-
Klus, d. h. die Dimension der Vektorrdume 7~ 'x, x € X.

3 Beispiele

Wie in Abschn. 1 erldutert, sind die Tensorbiindel an eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit die ersten Beispiele fiir Vektorbiindel. Drei weitere Beispiele von
Biindeln iiber X = P, (C) sollen in diesem Abschnitt diskutiert werden. Daf ich den
projektiven Raum als Basis wihle, liegt nur zum Teil daran, daf mir dieser Fall be-
sonders vertraut ist, zum Teil aber auch daran, daf} die Auswahl gar nicht so grofy
ist. Wirklich reichliches Beispielmaterial oder strukturierte Theorie liegen sonst
eigentlich nur vor fiir kompakte Riemannsche Flachen und fiir affine Varietiten.
Der erstere Fall ist natiirlich aus Dimensionsgriinden am besten zuginglich, der
letztere wird am besten mit rein algebraischen Methoden behandelt. Die erwihnte
Arbeit von Quillen gehoért hierher.

Die Biindel ¢'p, (k). Die affine Uberdeckung P, —UU,, U; = {z; # 0}, werde

zugrundegelegt. Fiir jedes feste k € Z ist dann ein Cozyklus mit Werten in
C* = GL(r, C) sofort anzugeben

Jedes homogene Polynom ¢(zo, . . . , z,) vom Grade k definiert einen Schnitt ¢ in
dem zu k gehorenden Biindel vermoge o1U; = ¢/ z¥. Unschwer stellt man so einen
Isomorphismus her zwischen dem Vektorraum der homogenen Polynome vom
Grad k und dem Raum der Schnitte in diesem Biindel. Seit FAC [19] bezeichnet
man dieses Biindel (oder eigentlich seine zugehorige Garbe) mit ¢'p_ (k). Geometrisch
besonders einfach zu realisieren sind &p = & p,(0), das triviale Biindel P,(C) X C,
und &g (—1), das Hopf-Biindel. Es entsteht durch die Projektion

T Cn+l\{0}3(20) L Zo) > (Zo: .. . 1 z,) €PL(C).

Die Biindel ¢'p, (k) sind gar zu einfach zu beschreiben, als daf sie selbst von
grofdem Interesse sein konnten. In der Tat sind sie so etwas wie elementare Bau-
steine, aus denen man interessantere Biindel zusammensetzt. Eine dafiir typische
Methode wird in Zusammenhang mit dem folgenden Beispiel skizziert.

Das Poncelet-Biindel auf P, (C). In der projektiven Ebene P, (C) seien drei
Punkte A, A,, A; nicht kollinear gewihlt. Dann gibt es ein Rang-2 Biindel V iber
P, (C) mit den zwei Eigenschaften:

i) AV = Cp,(2),
ii) ein Schmtt g ET(V) besitzt genau die Punkte A,, A,, A; als Nullstellen.
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Daf ein solches V existiert, ist nicht trivial. Am einfachsten konstruiert man es mit
den Mitteln der Garbentheorie. Hier méchte ich dazu nur sagen, daf i) und ii) zu-
sammen iquivalent sind mit dem Bestehen einer exakten Garbensequenz

(3) 0 Cp, > V>Iy a8, ® O, (2) =0,

und daf alle solche Sequenzen eineindeutig den Elementen des Vektorraumes
Ext! “p, (Ia 8,45 ®p, (2), @ p,) entsprechen. Hier ist I 4,4, die Garbe der
Keime von reguliren Funktionen auf P,, welche in A;, A, und A; verschwinden.
Der zunichst etwas abschreckend wirkende Ext-Raum ist berechenbar. Standard-
methoden, z. B. [3], theorem 4, ergeben einen kanonischen Isomorphismus dieses
Raumes mit dem Vektorraum I'(Ip 1,1, ® € p3(2)), d. h., mit dem Vektorraum

der quadratischen Polynome auf der dualen projektiven Ebene, die in denjenigen
Punkten L,, L, und L; € P¥ verschwinden, welche den Seiten des Dreiecks A,
A,, A; entsprechen. Mit anderen Worten:, Die Biindel V mit i) und ii) entsprechen
eineindeutig den (wie eine genauere Analyse zeigt: nichtentarteten) Kegelschnit-
ten C, welche dem Dreieck A;, A,, A3 einbeschrieben sind.

Natiirlich muf bei dieser kurzen Diskussion die wahre Natur der Beziehung
zwischen V und C etwas im Dunkeln bleiben. Daf} diese Beziehung sehr eng ist,
zeigt die folgende Tatsache [3], die ich hier ohne Beweis mitteilen mochte: Jede
Gerade L C P,(C) ist selbst wieder ein eindimensionaler P;(C). Die Einschrinkung
VIL von V auf die Gerade L ist stets isomorph zum Vektorbiindel <p, (1) ® e, (1),
aufler im Fall, da L Tangente an C ist, wo VIL =& p, D Tp, (2).

Nachdem nun die Existenz eines (sogar sehr vieler) V mit i) und ii) plausibel
gemacht ist, sei die folgende Konsequenz von (3) erwiahnt: Wie zu jeder exakten
Garbensequenz gehort auch zu (3) eine exakte Cohomologiesequenz, die hier wegen
H'(¢p,) = 0 die Form

0>CST(V)>T(a ayn; ® Cr,(2) =0

hat. In Worten heift das: dividiert man den Vektorraum I'(V) der Schnitte von V
durch den eindimensionalen Unterraum aufgespannt von unserem fixierten o, so
ist der Quotientenraum isomorph zum Vektorraum der quadratischen Polynome
f(zo, 21, Z,) die in allen drei Punkten A;, A, und A; verschwinden. Ein Kegel-
schnitt C' durch A,, A,, A; bestimmt, bis auf einen Skalar A € C* eindeutig, ein
solches quadratisches Polynom f, und damit einen 2-dimensionalen Vektorraum
von Schnitten Ay + uo in V. (Hier ist ¢ ein Urbild von f und A, u € C.) Jeder die-
ser Schnitte Ay + uo bestimmt wieder eine Sequenz analog zu (3), und deswegen
ein neues Dreieck B, B,, B; das dem Kegelschnitt C umbeschrieben ist. Die Null-
stellen B;, B, und B3 des Schnittes Ay + uo miissen auch Nullstellen von f sein:
Das neue Dreieck B, B, B; ist genauso wie das alte A;A,A; gleichzeitig dem
Kegelschnitt C um- und dem Kegelschnitt C' einbeschrieben. Auflerdem hat sich
gezeigt: Die Existenz eines einzigen solchen Dreiecks A;A;A; bedingt die Exi-
stenz von unendlich vielen dieser Dreiecke. Das ist der Satz von Poncelet (s. Fig. 1).
Dieser Zusammenhang zwischen dem Vektorbiindel V und den Familien
von Poncelet-Dreiecken ist nicht nur amiisant. Er ist das einfachste mir bekannte
Beispiel eines Phinomens, das man sehr allgemein (und ungenau) wie folgt formu-
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A Figur 1

lieren kann: Rang-2 Biindel iiber der projektiven Ebene verdanken ihre Existenz
immer speziellen Konfigurationen von Punkten und Kurven in P,(C). (Fir eine
prizise Formulierung siehe etwa [7], p. 731, fir weitere Beispiele [3].)

Nun befindet man sich beim Rechnen mit Punktmengen und Kurven der
projektiven Ebene auf gesichertem Grund. Die grofen Geometer und Rechenmei-
ster des vergangenen Jahrhunderts haben uns hier geniigend gangbare Wege ge-
bahnt (von denen abzuweichen iibrigens merkwiirdig schwierig ist). So ist denn
auch die Konstruktion von Vektorbiindeln iiber der Ebene, oder deren Klassifi-
kation kein Selbstzweck. Trotz mancher neu entwickelten Techniken und befrie-
digender Ergebnisse ist das letztenendes nur die Vorbereitung fiir den folgenden,
interessanteren Schnitt: die Theorie auf P;. Statt eines konkreten Beispiels auf
P; mochte ich einen allgemeinen Satz zitieren, der Grundlage zur Konstruktion
vieler Beispiele ist.

Satz von Serre [21]. Es sei eine Raumkurve C C P4(C), d. h., eine kom-
pakte komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension 1 in P3(C) vorgelegt. Es
gibt ein Rang-2 Biindel V iiber P3(C) und einen Schnitt ¢ € I'(V) mit der ge-
nauen Nullstellenmenge {6 = 0} = C, dann und nur dann, wenn das Kotangen-
tialbiindel T¢ der Kurve von der Form ¢ P, (k)| C ist, fir eine ganze Zahl k.

Diese Beziehung zwischen Raumkurven und Vektorbiindeln iiber dem
Raum ist der eigentliche Grund fiir das-Interesse an Vektorbiindeln in der alge-
braischen Geometrie. Das Studium von Raumkurven ist ja eines der naheliegend-
sten, deswegen auch iltesten, zugleich aber anscheinend eines der schwierigsten
Gebiete in der algebraischen Geometrie. Man denke nur an das Klassifikations-
problem:

Eine ebene Kurve bestimmt ihre Gleichung, ein homogenes Polynom
f(zo, z,, z3), eindeutig bis auf einen Skalarfaktor. Wenn man also unter Klassifika-
tion der ebenen Kurven die Angabe aller méglichen Gleichungen versteht, so ist
dies Klassifikationsproblem durch Hinschreiben aller homogenen Polynome in
Zg,Z1, Zy trivial gelost. Im Gegensatz dazu kann eine Raumkurve nie durch eine
einzige Gleichung beschrieben werden (sonst wire sie ja eine Fliche), sondern nur
durch ein System f; =f, =. .. =0 von homogenen Polynomgleichungen in vier
Variablen. Leider reichen zwei Gleichungen nur in den speziellsten Fillen aus, so dafy
man i.a. Systeme mit mindestens drei Polynomen betrachten muf. Ein System f,=f, =
= f3 = 0 von drei Polynomen nun hat als Lésungsmenge i. a. eine diskrete Punkt-
menge, und nur wenn es iiberbestimmt ist, eine Kurve. Das Problem besteht also
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ganz grob formuliert in der Losung tiberbestimmter, nichtlinearer Gleichungssy-
steme.

Nach allem, was man bis jetzt weif’, scheint es bei der Klassifikation von
Raumkurven keine Systematik zu geben. So erklirt sich auch, warum es seit den
eindrucksvollen Arbeiten von Halphen [8] und M. Noether [15] vor hundert Jah-
ren wenig nennenswerte Fortschritte in dieser Richtung gibt.

Verstindlich wird so auch, warum jede Hoffnung, bei der Klassifikation
von Vektorbiindeln iiber P;(C) auf eine Systematik zu stofen, ganz neue Einsich-
ten in das Klassifikationsproblem der Raumkurven erwarten liefle.

4 Klassifikation

Was bedeutet es, algebraische Vektorbiindel V (von festem Rang r, iiber
einer festen Basismannigfaltigkeit X) zu klassifizieren? V wird ja nicht durch eine
Gleichung, sondern durch einen Cozyklus vom Rang r beschrieben, genauer gesagt,
durch eine Cohomologieklasse solcher Cozyklen. Obwohl man den Raum der regu-
liren Cozyklen mit einer Topologie versehen kann, und Cohomologieklassen auf-
fassen kann als Aquivalenzklassen beziiglich der Operation einer (unendlich-dimen-
sionalen) Gruppe, ist fiir r =2 2 die Menge der Cohomologieklassen auf sinnvolle
Weise weder zu einem endlich-dimensionalen, noch zu einem hausdorffschen Raum
zu machen. Das ist schon so im allereinfachsten Fall X = P,(C). Klassifikation der
Biindel durch Klassifikation von Cozyklen fiihrt also aus dem Rahmen der allgebra-
ischen Geometrie (der immer endlich-dimensional und hausdorffsch ist) hinaus.

Damit ist begriindet, wie man bei der Klassifikation nicht vorgeht, aber esist
noch nicht klar, was man unter Klassifikation eigentlich zu verstehen hat. Ganz naiv
sollte man darunter das Anfertigen eines Katalogs verstehen, in dem jedes Biindel
genau einmal erwahnt wird. Der Katalog soll natiirlich eine algebraische Varietit
sein, deren Punkte eineindeutig auf die Isomorphieklassen der Biindel bezogen sind,
und zwar so, da} die gegenseitige Lage der Punkte das ,,Deformationsverhalten‘‘ der
Biindel wiederspiegelt, d. h., das Vorkommen von Biindeln in algebraischen Familien.
Die Varietit nennt man dann den (groben) Modulraum . Aber was soeben
uber Cozyklen ausgefiihrt wurde, bedeutet leider, da so ein Modulraum nicht exi-
stiert.

Die Methode, um in dieser Situation doch noch zu einer befriedigenden Klas-
sifikation zu kommen, verdanken wir D. Mumford. Es ist die Maschinerie der geo-
metrischen Invariantentheorie [ 14]. Mumford gab nicht nur eine Prizisierung der
abstrakten Begriffe, wie etwa Modulraum, die iiberall in der algebraischen Geome-
trie bei Klassifikationsproblemen benutzt werden, sondern auch rechnerische, bei-
nahe numerische, Verfahren zur Konstruktion der Modulriume. Grob gesagt, be-
steht seine Methode darin, die zu klassifizierenden Objekte einzuteilen in ,,stabile®,
die eine Klassifikation durch einen Modulraum zulassen, und ,,instabile*, die sich
einer Klassifikation entziehen.

Fiir unser Klassifikationsproblem sind die folgenden drei Punkte wichtig.
(Sie stammen alle entweder direkt von Mumford selbst, oder aus stark durch ihn
beeinflufdten Arbeiten.)
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A. Ein Kriterium, um stabile Vektorbiindel zu erkennen. Dies ist in seiner
Allgemeinheit leider sehr unanschaulich und etwas kompliziert zu formulieren. Ich
mochte hierfiir auf Chapter 11, § 1 des sehr informativen Buches [16] verweisen. Im
weiter unten diskutierten Fall X = P,(C), rang V=12, A’V= O p,» bedeutet Stabi-
litat, da V aufler dem Nullschnitt keine anderen Schnitte zulafit.

B. Eine Methode, einem stabilen Biindel seinen charakteristischen Punkt im
Modulraum zuzuordnen, seinen ,,Namen*‘, unter dem es im Katalog zu finden ist.
Auch hier enthilt das allgemeine Verfahren sehr wenig Information. Bei Beschrin-
kung auf einen konkreten Grundraum X kann es jedoch geometrisch sehr reizvoll
sein. Ich denke hier an den Fall der hyperelliptischen Kurven [4] (wo ein Zusam-
menhang mit linearen Rdumen auf zwei fur die Kurve charakteristischen Quadriken
besteht) und den im nichsten Abschnitt etwas eingehender betrachteten Fall
X=P,(0).

C. Die Konstruktion des Modulraums selbst. Sie wurde zuerst von Mumford
und Narasimhan fiir eindimensionale Basisrdume X (kompakte Riemannsche Flichen)
durchgefiihrt. Spiater wurde das Verfahren von Maruyama und anderen in einer
Serie von Arbeiten so verallgemeinert, dafl man jetzt weifd [13], [6]: Zu vorgegebe-
ner (projektiv-algebraischer) Basismannigfaltigkeit X, gegebenem Rang r, und vor-
geschriebenem topologischen Typ (prazisiert durch die Chern-Klassenc,, .. ., c,)
existiert stets ein grober Modulraum M(X; r; ¢y, . . ., ¢;), welcher die stabilen Biin-
del auf X vom Rang r mit Chernklassen c,, . . ., ¢, klassifiziert. Der Ehrlichkeit
halber sei erwihnt, daf dies einzig die Existenz des Modulraums betrifft. Uber seine
Eigenschaften (Zusammenhang, Singularititen, ist er vielleicht sogar leer?) weif®
man fiir allgemeines X praktisch nichts. Nur fir eindimensionales X [15] und
X =P,(C)[12] sind hier genauere Aussagen bewiesen.

Eigenartigerweise scheint man beim Beweis der Endlich-Dimensionalitit des
Modulraumes nicht ohne die Tatsache auszukommen, dafd ein Polynom konstant
ist, wenn seine Ableitung verschwindet. Deswegen sind auch i.a. die analogen Aus-
sagen iiber Koérpern der Charakteristik p > 0 noch unbewiesen!

5 Die Spezialfille P,(C) und P;(C)

Uber die Klassifikation auf der projektiven Ebene weifs man relativ gut Be-
scheid [12], Giber die auf dem dreidimensionalen Raum dagegen kaum etwas. Ich
mochte den Grund dafiir an zwei typischen, eng zusammenhidngenden Beispielen
diskutieren.

Stabile Rang-2-Biindel auf P,(C) mit A’V = ,. Die Bedingung
AV = O, legt die erste Chernklasse auf ¢, = 0 fest. Die zweite Chernklasse c,(V)
ist dann eine natiirliche Zahl n = 2. Hierzu, und zu den Details der folgenden Kon-
struktion siehe [3], [12].

Dem Biindel V zugeordnet sind cohomologische Invarianten, die Vektorriau-
me H'(V ® %, (k)), k € Z. Die beiden Raume H'(V® &p,(-2)) und
HY(V® @p,(—1)) sind auf natiirliche Weise dual zueinander (Serre-Dualitit [20])
und ihre Dimension ist gerade n (Riemann-Roch-Hirzebruch [11]). Die drei homo-
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genen Koordinaten zy, z,, z, auf P,(C) definieren C-lineare Abbildungen

o: H(V® ﬂpz( —-))>HY(V® @pz( 1)), i=0, 1, 2, die mit der Dualitit ver-
traglich sind. Natiirlich sind sowohl die Cohomologierdume als auch die Abbildun-
gen o; sehr abstrakt definiert. Identifiziert man jedoch die Cohomologieriume mit
dem gleichdimensionalen Zahlenraum C", so werden aus den drei abstrakten o5
drei symmetrische komplexe nxn-Matrizen. Der springende
Punkt ist, daf V durch die Matrizen o, o, o, eindeutig festgelegt ist. (Dies ist nicht
trivial!)

Leider hingen die o; von dem gewihlten Isomorphismus zwischen C" und
den Cohomologierdaumen ab. Eine andere Identifikation fihrt zu Matrizen goig',
i=0, 1, 2, mit g € GL(n, C). Insgesamt erhilt man so eine Injektion unseres Mo-
dulraums, nicht in den Vektorraum der Tripel symmetrischer n x n-Matrizen, son-
dern in den Quotienten dieses Vektorraums nach der natiirlichen GL (n, C)-Opera-
tion. Schlieflich kommen auch nicht alle Tripel oy, @, a; von Rang-2 Vektorbiin-
deln, sondern nur solche fiir welche die alternierende 3n X 3 n-Matrix

0 (67 o
(A) —0 0 0l
—0 —0lp 0

den Rang 2n + 2 hat. Diese Bedingung fiihrt zu ernsthaften Komplikationen. Zu-
nichst bilden die der Bedingung rang(A) < 2n + 2 geniigenden Tripel eine Menge
M die im Raum aller Tripel oy, &;, &, durch Polynomgleichungen beschrieben wird
(Verschwinden von Unterdeterminanten). Vermoge der Zuordnung V —>ay, oy, &
(mod GL(n, C)) wird unser Modulraum letztlich eine Teilmenge von M/GL(n, C).
In Wirklichkeit ist diese Einbettung sogar birational, d. h. unter Vernachldssigung
von algebraischen Teilmengen kleinerer Dimension, ein Isomorphismus. Das wesent-
liche Problem ist also jetzt, den Quotienten M/GL (n, C) zu beschreiben.

Wenn man noch weitere niederdimensionale algebraische Teilmengen weg-
1afdt, kann man folgende Normierungen treffen:

a) a, = 1. In der Tat ist a, invertierbar auferhalb einer diinnen Menge und
kann unter der GL(n, C)-Operation auf die Einheitsmatrix transformiert werden.
Nach dieser Normierung bleibt von der operierenden GL(n, C) nur noch die ortho-
gonale Gruppe O (n, C) iibrig.

b) o, = Diagonalmatrix. Hierzu muf3 man zeigen, daf} diejenigen Tripel in M
dicht liegen, fiir welche a, lauter verschiedene Eigenwerte hat. Wegen der uniiber-
sichtlichen Rangbedingung ist das nicht ganz trivial Nach dieser Normierung bleibt
von der operierenden Gruppe nur noch eine endliche Untergruppe Z, ibrig, im we-
sentlichen die symmetrische Gruppe.

Beniitzt man o, = 1, so zeigen elementare Matrizenumformungen, daf} die
Matrix (A) gerade den Rang

2n+rang (0poy — Qo)

hat. Es handelt sich also nun um Paare o, o; symmetrischer Matrizen mit vorgege-
benem Kommutatorrang rang [ag, &; ] = 2. Die entscheidende Bemerkung ist, dafs
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man bei vorgegebener Diagonalmatrix o = diag(a, . . ., a,), wo alle Eigenwerte a;
verschieden sind, und vorgegebener alternierender Matrix A die Gleichung

(4) [aO’ 0(1] = k

nach o; auflosen kann. Es ist trivialerweise

a; = Diagonalmatrix + ( Ay ) .
Ai—8 /i+j

Wenn man also A alle alternierenden Rang-2-Matrizen durchlaufen 1ift, o alle
Diagonalmatritzen diag(a,, . . . , a,) mit paarweise verschiedenen a; und o, alle
Losungen der Gleichung (4), so erhilt man (abgesehen von niederdimensionalen
Mengen und von der Quotientenbildung nach Z,) eine Parametrisierung des Modul-
raums M(P;; 2; 0, n). Diese Parametrisierung ist gut genug, um wichtige Eigenschaf-
ten des Modulraums (z. B. seinen Zusammenhang) zu beweisen. Man kann so auch
seine Dimension berechnen und erhilt

4n—-3= n (Dimension der Matrizen o)
+2n — 3 (Dimension der Matrizen \)

+ n (Dimension der Matrizen «;) .

Stabile Rang-2-Biindel auf P,(C) mit A2V = ©p, und HY(V® Op,(=2)) = 0. Der
Raum der Biindel mit dieser cohomologischen Nebenbedingung ist von Interesse,
weil er eine ,,reelle* Teilmenge enthilt, welche Instantonen parametrisiert [1]. Dies
sind bestimmte Losungen der Yang-Mills-Gleichung, einer nichtlinearen partiellen
Differentialgleichung aus der SU(2)-Eichtheorie.

Ohne zu sehr zu untertreiben, kann man feststellen, dafd man iiber Rang-2-
Biindel auf P;(C) eigentlich nicht viel mehr weif’, als daf} es Biindel V gibt, fiir wel-
che HH(V® &‘pa(—2)) = 0 ist, und solche, fiir die dies nicht gilt. Selbst die einfach-
sten Fragen liber Modulrdume sind nur in ganz speziellen Fillen (kleine Chernklas-
sen) beantwortet.

Zunichst geht vieles (unter der Bedingung H'(V ® é’ps(—2)) =0) ganz dhn-
lich wie auf P,(C). Nur die Matrix (A) wird etwas grofer. Es geht darum, den Raum
aller Sextupel oy, . . . , &3 von symmetrischen n x n-Matrizen zu beschreiben, fiir
welche die alternierende 4 n X 4 n-Matrix

0 Qo1 Qo2 Qo3
—0oy 0 Q2 (3F)
—Qlo2 —Q)2 0 Q23
—0lo3 —043 —023 0

den vorgegebenen Rang 2 n + 2 hat. Normiert man wieder a,; = 1, so zeigen elemen-
tare Matrizenumformungen, daf8 diese Matrix den Rang

(o3, 0oz ] Oy T 03 02 — Qlgp Qg3
2 n +rang
—0lg; — Q3203 + Q3 Qs [y3, 5]



Algebraische Vektorbiindel 117

besitzt. Versucht man aber, jetzt weiter so vorzugehen, wie auf P,(C), dann muf}
man (nach den Umbenennungen ay3 = o, gy = a3, 0y3 = o, 032 = ;) das Glei-
chungssystem

[aO: al] = )\1
[Bo, B1] =N\
[ag, B1] + [Bo, a1]1= A3

diskutieren. Zu beliebig vorgegebenen alternierenden n x n-Matrizen A;, A\,, A3 und
gegebenen oy, B, kann man aber jetzt, schon aus Dimensionsgriinden, keine Lo-
sungen «,, §; erwarten. Fiir kleine Werte von n hat man iibrigens andere indirek-
te Beschreibungen des betrachteten Modulraums (n = 1: [2], n=2: [10], n=3:
[5]), aber fiir n >4 fiihren alle Methoden der modernen Theorie immer wieder auf
das obige System quadratischer Gleichungen. Irgendwelche Ansitze zu seiner Lo-
sung sind mir nicht bekannt. Der abstrakte Formalismus ist eben wesentlich weiter
entwickelt als die konkrete Rechentechnik. Dies ist ein — wie mir scheint bedauer-
licher — Aspekt vieler Gebiete in der heutigen Mathematik.

SchluSbemerkung: In dieser Arbeit wurde versucht, ein umfangreiches und
kompliziertes Gebiet knapp und allgemeinverstindlich darzustellen. Lesern, die de-
tailliertere Information und weitere Literaturhinweise wiinschen, seien aufier dem
Buch [16] auch die beiden, sich erginzenden, Ubersichtsartikel von Van de Ven
und Hartshorne empfohlen, die kiirzlich in dem Kongref3bericht ,,Géométrie algé-
brique, Algebraic geometry, Angers 1979, Sijthoff & Noordhoff (1980), erschie-
nen sind.
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Maximilian Pinl

in memoriam

M. Kracht, Disseldorf

Am 16. September 1978 verstarb in Kéln Professor Dr. phil. Maximilian
Pinl nach einem wechselvollen, arbeitsreichen und wissenschaftlich erfolgreichen
Leben im Alter von 81 Jahren. Trotz eines Augenleidens, das ihn in den letzten
Jahren sehr behinderte, war er bis zuletzt — wie sein Schriftenverzeichnis und
sein Briefwechsel ausweisen — wissenschaftlich interessiert und noch titig.

Maximilian Pinl wurde am 17. August 1897 in Dux im nordwestbohmi-
schen Braunkohlengebiet (in der heutigen Tschechoslowakei) als Sohn des Leiters
der Hospitalapotheke geboren. Bis 1915 besuchte er das altsprachliche k. u. k.
Staatsobergymnasium der benachbarten Badestadt Teplitz-Schonau. Hernach
wurde er zum Militdrdienst herangezogen und geriet Mitte des Jahres 1916 in
Kriegsgefangenschaft, die fast zwei Jahre andauerte und die ihn bis nach West-
sibirien fiihrte.

1919 nahm Pinl ein Studium an der Montanistischen Hochschule im
steiermérkischen Leoben auf — ein Studium, das er spiter als Irrtum empfand.
Inspiriert durch Hermann Weyls Buch ,,Raum, Zeit, Materie** und beraten durch
den theoretischen Physiker der Universitit Graz, wandte er sich 1922 dem Stu-
dium der Mathematik und der theoretischen Physik an der Universitit Wien zu.
Er studierte bei Ph. Furtwingler, H. Hahn, J. Lense, K. Reidemeister, H. Thir-
ring und W. Wirtinger. Im Jahre 1926 wurde er als Schiiler von J. Lense mit der
Dissertation ,,Uber ametrische Mannigfaltigkeiten im euklidischen Raum von
funf und mehr Dimensionen‘ promoviert.

Nach der Promotion wechselte er zu weiterfilhrenden Studien an die
Berliner Universitit. Als seine Lehrer aus der dortigen Zeit gibt er selbst an:

St. Bergmann, L. Bieberbach, A. Einstein, A. Hammerstein, H. Hopf, K. Lowner,
M. v. Laue, R. v. Mises, J. v. Neumann, E. Schmidt, E. Schrodinger und I. Schur.
Aus wirtschaftlichen Griinden war Pinl nebenbei als Statistiker titig und bis 1935
Mitarbeiter am ,,Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik*. Mit der Arbeit
»Quasimetrik auf totalisotropen Flichen* (publiziert als [3], [4], [6]) habilitierte
er sich fiir das Fach Mathematik im Jahre 1936 an der Deutschen Universitit
Prag.

Auf Grund der politischen Verhiltnisse erfolgte die Bestitigung der venia
legendi durch die tschechoslowakische Regierung erst im Januar 1938. Hernach
war Pinl als Dozent in Prag titig. Da er jedoch auch Vorlesungen iiber die mathe-
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matischen Grundlagen der Relativitdtstheorie, die ,,neue Physik*, hielt und da er
zudem nicht bereit war, seine bedrohten Kollegen zu verleugnen, wurde er nach
der Besetzung Prags wegen seiner Einstellung gegeniiber dem Nationalsozialismus
von der Geheimen Staatspolizei ein halbes Jahr lang in ,,Untersuchungshaft‘ ge-
nommen. Nach der Haftentlassung mit einem Verbot jeglicher akademischer
Tatigkeit an einer deutschen Universitit belegt, verbrachte er die Kriegsjahre als
Mathematiker bei den Messerschmitt-Flugzeugwerken in Augsburg (1940/43) mit
gasdynamisch-theoretischen Untersuchungen sowie an der Luftfahrtforschungs-
anstalt in Braunschweig (1943/45) mit bibliographischen Arbeiten.

Nach Aufldsung der Deutschen Universitit Prag und Beendigung des
Krieges habilitierte er sich im Dezember 1945 an die Universitdt Koéln um und
wurde dort 1948 zum auflerplanmifigen Professor ernannt. Noch im gleichen
Jahre erhielt er einen Ruf an die Universitit Greifswald, dem er jedoch nicht
folgen konnte. Er nahm darauf eine Berufung als Head of the Department of
Mathematics der Universitit Dacca (Ostpakistan, heute: Bangla Desh) an und
war dort von 1949 bis 1954 titig (mit einer einsemestrigen Unterbrechung in
Koln). 1954 erhielt er an der Universitit Koln eine Didtendozentur und lehrte
dort bis zur Vollendung seines 65. Lebensjahres 1962. Im Jahre 1957 erhielt
Pinl die Rechte eines emeritierten auflerordentlichen Professors.

Auch nach seiner Emeritierung folgte er noch Einladungen zu Gastpro-
fessuren. Von 1962 bis 1964 war er in den USA als Visiting Professor an der
Technischen Hochschule in Atlanta, Georgia, und an der Universitit Moscow,
Idaho. Weitere Einladungen an die Universititen von Raleigh, North Carolina,
sowie von Teheran (Iran) nahm er nicht wahr. Nach seiner Riickkehr nach Koln
1964 folgte er jedoch einer Einladung von H. Behnke und lehrte noch bis 1967
als Gastprofessor an der Universitdt Miinster.

Seiner aktiven wissenschaftlichen Betitigung bis ins hohe Alter entspran-
gen 89 Publikationen. Entsprechend seinem oben geschilderten Werdegang, lagen
seine wissenschaftlichen Interessen auf den Gebieten der Differentialgeometrie
und der Partiellen Differentialgleichungen und deren Anwendungen auf Geome-
trie, Relativititstheorie und Gasdynamik.

Dem von seinem Lehrer J. Lense geweckten Interesse entsprechen seine
Beschiftigung mit Ausnahmefillen in Theorien und sein Wunsch, auch diese
Fille durch eine erweiterte Theorie zu erfassen. Insbesondere in der bewegungs-
invarianten Differentialgeometrie finden sich zahlreiche Quotientenformeln, die
nur giiltig sind, wenn die Diskriminante der metrischen Grundform nicht ver-
schwindet. So untersuchte Pinl in einer Reihe von Arbeiten, u. a. auch in seiner
Habilitationsschrift, im fiinf- und mehrdimensionalen euklidischen Raum die
zweidimensionalen Fliachen, auf denen alle Koeffizienten der quadratischen
metrischen Grundform identisch verschwinden, d. h. ametrische oder totaliso-
trope Flichen, und nahm die Einordnung in die Finsler-Berwaldsche Kriim-
mungstheorie vor. Des weiteren galt sein besonderes Interesse bis in die letzte
Zeit den Minimalflichen bzw. Minimalhyperflichen.

Die Differentialgeometrie und die Theorie der Partiellen Differentialglei-
chungen sind eng benachbarte Gebiete und befruchten einander. Zudem finden
sie Anwendung in der theoretischen bzw. mathematischen Physik. Dies sowie
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sein Lebensweg von 1940 bis 1945 und sein frilhes Interesse an der Relativitits-
theorie bewirken Pinls Arbeiten auf den Gebieten Partielle Differentialgleichun-
gen, Gasdynamik und Relativititstheorie.

Seine umfangreichen sprachlichen Kenntnisse, u. a. auch der slawischen
Sprachen, nutzte er zu sehr verdienstvollen Ubersetzungen differentialgeometri-
scher Monographien: der Werke ,,Differencialni Geometrie*, ,,Tensorovy pod&et*
([11]) und ,,Differencialni Pfimkova Geometrie* ([19]) von V. Hlavaty aus dem
Tschechischen und ,,Legons de Géométrie différentielle I, II*“ ([57], [58]) von
Gh. Vranceanu aus dem Franzosischen. Seine deutsche Ubersetzung und Bear-
beitung [19] bildete ferner die Grundlage einer Ubersetzung ins Englische (Gro-
ningen, 1953).

Nach Beendigung seiner Lehrtitigkeit im Alter von 70 Jahren iibernahm
er von der Deutschen Mathematiker-Vereinigung den Auftrag, einen Bericht
iber die Kollegen der Mathematik zu schreiben, die von 1933 bis 1945 an deut-
schen Universititen und Technischen Hochschulen verfolgt worden sind. Dadurch
sollte ein Beitrag geleistet werden, das grofie geistige Erbe der Mathematik in
Deutschland von vor 1933 bewuf3t zu machen und lebendig zu erhalten. Fir
diese Aufgabe kamen Pinl sehr zustatten seine umfangreichen Kenntnisse iiber
Leben und Werk vieler Mathematiker sowohl aus seinen fritheren bibliographi-
schen Titigkeiten als auch aus vielfachen personlichen Kontakten. Dieser Bericht
(190 Seiten) ist im ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung* in
Form von Biographien, Nachrufen und Bibliographien in den fiinf Beitrigen [75],
[79], [80], [84], [86] von 1969 bis 1976 erschienen.

Pinl war ein liebenswerter, stets hilfsbereiter Mensch. Trotz seines wech-
selvollen Lebensweges und dadurch bedingter wirtschaftlicher Unsicherheit — in
seiner Berliner Zeit ,hatte seine Frau dennoch den Mut, ihn zu heiraten, und hat
aber, ebenso wie die gemeinsame Tochter, nie Not gelitten‘‘ — blieb er immer
optimistisch.

Der Verfasser dieses Nachrufs hat ihn wihrend seiner Miinsteraner Zeit
durch seine Seminare iiber Minimalflichen und Partielle Differentialgleichungen
kennen — und schitzen gelernt. Den Studenten gegeniiber war Pinl von viterli-
cher Giite. Er wufdte stets Rat und besaf die wertvolle Gabe, die Studenten zu
ermutigen, ihren eigenen Fihigkeiten zu vertrauen. Nicht zuletzt aus diesem
Grunde fithlen sich Kollegen an vielen Universititen durch ihn geférdert und
bezeichnen sich, auch wenn sie nicht direkt zu seinen Doktoranden zihlen,
dankbar als seine Schiiler.
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Richard Brauer zum Ged:ichtnis

H. Rohrbach, Mainz

Am 17. April 1977 starb Richard Brauer in Boston, Massachusetts, im Alter
von 76 Jahren. Mit ihm ist einer der ganz groflen Mathematiker dieses Jahrhunderts
von uns gegangen. Der Verlust hat seine Freunde, Kollegen und Schiiler sehr hart
getroffen.

Geboren am 10. Februar 1901 zu Berlin-Charlottenburg als jiingstes von drei
Kindern des wohlhabenden Grof3kaufmanns Max Brauer und seiner Frau Lilly Brauer
wuchs Richard Brauer in einem sehr kultivierten Hause auf. Die Geborgenheit im
Familienzusammenhalt trug ihn auch iiber den Tod des Vaters hinweg, den er friih
(1917) verlor. Er besuchte das humanistische Kaiser Friedrich Gymnasium zu Char-
lottenburg und zeigte sehr bald besonderes Interesse fiir technische Dinge und Pro-
bleme. Bereits wihrend der friihen Schulzeit versuchte er sich an physikalischen
Experimenten, wobei es ihm vor allem darauf ankam, selbstindig Erkenntnis zu ge-
winnen. Erst im letzten Schuljahr weckte ein neu an die Schule gekommener Leh-
rer, der bei Frobenius promoviert hatte, in ihm das Interesse fiir Mathematik. Im
September 1918 bestand er die Reifepriifung und wurde sogleich zum Zivildienst
eingezogen. Im November 1918 endete der erste Weltkrieg.

Im Februar 1919 immatrikulierte sich Richard Brauer an der Technischen
Hochschule zu Charlottenburg. Er und sein um sieben Jahre ilterer Bruder
Alfred Brauer, der als Kriegsfreiwilliger den Weltkrieg von 1914 bis 1918 mitge-
macht hatte, hatten sich dahin verstindigt, daR Richard Brauer, seinen technischen
Neigungen entsprechend, Physik, Alfred Brauer Mathematik studieren wollten.
Schon damals schwebte ihnen eine spitere Zusammenarbeit auf den beiden Gebie-
ten vor. Man ist versucht, an das Vorbild der Briider Harald und Niels Bohr zu den-
ken.

Doch schon im ersten Semester wurde Richard Brauer sich dariiber klar, da
er mehr theoretisch als praktisch veranlagt war und Mathematik ihm niher lag als
Physik. So wechselte er bereits zum Sommersemester 1919 an die Universitit Berlin
liber und studierte wie sein Bruder Mathematik und Physik mit dem Schwergewicht
auf Mathematik. Bis auf das Sommersemester 1920, das er in Freiburg verbrachte,
blieb er bis zur Promotion an der Universitit Berlin.

Es war erstaunlich, mit welcher Aufmerksamkeit und Auffassungsgabe
Richard Brauer den Vorlesungen folgen konnte. Er fiel dadurch sehr bald den Do-
zenten auf und kam schnell in persénlichen Kontakt mit ihnen. In Freiburg horte
er bei Oscar Bolza und Alfred Loewy. Durch ein Referat in einem mathematisch-
historischen Seminar von Loewy blieb er mit diesem in langer wissenschaftlicher
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Korrespondenz. In Berlin regten ihn zunichst die Vorlesungen von Erhard Schmidt
an, der im allgemeinen wenig prapariert in die Vorlesung kam und haufig die Stu-
denten aufforderte, an einem Beweis mitzuwirken. Im Sommer 1922 trug Brauer
im Seminar von E. Schmidt und L. Bieberbach iiber Differentialgleichungen vor und
flocht dabei einen eigenen Beweis ein, der spéter im Buch von L. Bieberbach iiber
Differentialgleichungen verdffentlicht wurde (1. Aufl. 1923, S. 129). Mehr und
mehr interessierten ihn aber die Vorlesungen und Seminare von I. Schur. Hier fes-
selten ihn der klare und gut durchdachte Aufbau sowie die bestens vorbereitete und
begeisternde Vortragsweise. Sie wurden ihm Vorbild fiir seine eigene spitere Lehr-
titigkeit, und es ist nicht zuviel gesagt, wenn man feststellt, daf unter allen Schii-
lern von I. Schur Richard Brauer derjenige ist, der das grandiose Wirken Schurs als
Lehrer und Forscher am vollkommensten fortgefiihrt hat.

Ich selber begann mit meinem Studium der Mathematik und Physik an der
Universitit Berlin im Wintersemester 1921/22 und gewann bald durch die gemein-
same Titigkeit in der studentischen Mathematisch-Physikalischen Arbeitsgemein-
schaft (Mapha) die Freundschaft des um neun Jahre ilteren Alfred Brauer. Es blieb
nicht aus, daf sie sich auch auf Richard Brauer ausdehnte. Es war bezeichnend fiir
ihn, wie er mir die Freundschaft anbot. Damals war es — anders als unter heutigen
Studenten — selbstverstindlich, daf man sich mit ,,Herr* und ,,Sie* anredete. Nun
ergab es sich, daR Richard Brauer und ich im Physikalischen Praktikum als ein Paar
zusammen getan wurden und jede Woche an zwei Nachmittagen gemeinsam die vor-
geschriebenen Versuche machten. Nach einiger Zeit sagte er (als der Altere) in seiner
liebenswiirdigen und humorvollen Art zu mir: Finden Sie es nicht richtig, dafy wir
um des Transitivititsgesetzes willen zueinander Du sagen sollten? Denn mit
Alfred Brauer stand ich schon auf Du und Du. Natiirlich stimmte ich ihm gern zu,
und so wurden auch wir beide Freunde, obgleich ich mathematisch in keiner Weise
an ihn heranreichte.

Im Juli 1925 promovierte Richard Brauer summa cum laude bei I. Schur
mit einer Arbeit iiber die Darstellung der Drehungsgruppe durch Gruppen linearer
Substitutionen. Die feierliche Promotion mit Uberreichung des Doktordiploms
durch den Dekan der Philosophischen Fakultit (die in Berlin damals auch die na-
turwissenschaftlichen Ficher umfafite) erfolgte erst nach Druck der Dissertation
im Mirz 1926.

Bald nach seiner Promotion heiratete Richard Brauer die Physikerin
Dr. phil. Ilse Karger, die ebenfalls an der Universitit Berlin studiert und promoviert
hatte. Sie war die Tochter eines Berliner Arztes, die er bereits im Wintersemester
1920/21 in einer Vorlesung von I. Schur iiber Zahlentheorie kennengelernt hatte.
Nachdem sie 1924 das Studium der Experimentalphysik abgeschlossen hatte, wandte
sie sich mathematischen Vorlesungen zu, um noch das Staatsexamen fiir das hohere
Lehrfach abzulegen. Die Hochzeit fand im September 1925 in Berlin statt. Am Pol-
terabend vorher war ich mit vielen Freunden bei Brauers eingeladen und trug in
der Maske von Wilhelm Busch ein Gedicht nach dessen Art vor, in dem ich auf bei-
der Lebensweg und Zueinanderfinden einging.

Im Wintersemester darauf trat Richard Brauer eine Assistentenstelle bei
Konrad Knopp in Koénigsberg an. Dort habilitierte er sich 1927 und lehrte gemein-
sam mit Gabor Szegd, Kurt Reidemeister, Werner Rogosinski und Theodor Kaluza.
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Knopp war einem Ruf nach Tiibingen gefolgt. In diesen ersten Jahren seines mathe-
matischen Schaffens entstanden bereits wegweisende Arbeiten (im Anschlufd an und
zum Teil mit I. Schur) iiber Gruppen linearer Substitutionen, iiber minimale Zer-
fallungskorper irreduzibler Darstellungen (mit Emmy Noether), iiber hyperkom-
plexe Zahlensysteme und auch die Arbeit iiber die algebraische Struktur von Schief-
korpern, in der er eine kommutative Gruppe aus Isomorphismenklassen zentraler
Divisionsalgebren definierte, deren Eigenschaften einen guten Einblick in die Struk-
tur einfacher Algebren erméglicht. Diese Gruppe wurde spiter — zu seiner eigenen
Uberraschung — als ,,Brauergruppe‘‘ bezeichnet und hat ihre Niitzlichkeit bei alge-
braischen Strukturuntersuchungen immer wieder bewiesen. Eine wesentliche An-
wendung fand sie in der gemeinsamen Arbeit von Richard Brauer, Emmy Noether
und Helmut Hasse (Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie der Algebren), in der
gezeigt wurde, daf jede rationale Divisionsalgebra zyklisch iiber ihrem Zentrum ist.

In diesem Zusammenhang mo6chte ich eine Besonderheit in der wissenschaft-
lichen Arbeitsweise von R. Brauer hervorheben. Er war kein Mann der Teamarbeit
im landldufigen Sinne, obwohl er mehrfach mit anderen zusammen publiziert hat.
Er mufite bei Zusammenarbeit stets seine Eigenstindigkeit auch dufderlich wahren.
So gab bei der Arbeit an der lang gehegten Vermutung jeder der drei Verfasser
(Brauer, Noether, Hasse) unabhingig von dem andern den Beweis fiir ein Teilergeb-
nis. Diese fafdte dann H. Hasse zu der gemeinsamen Arbeit zusammen. Ahnlich war
es in der Studentenzeit gewesen. Die erste Publikation von Richard Brauer, gemein-
sam mit Alfred Brauer und Heinz Hopf ver6ffentlicht (iiber die Irreduzibilitit einiger
spezieller Klassen von Polynomen), entstand aus der Losung einer Schur-Aufgabe.
I. Schur pflegte in den Ubungen zu seinen Vorlesungen stets eine oder zwei Aufga-
ben von erheblichem Schwierigkeitsgrad zu stellen, um seine Horer zu selbstandi-
gem mathematischen Arbeiten anzuregen. Um die Losung einer solchen Aufgabe
miihten sich beide Briider Brauer, aber getrennt voneinander, jeder in seinem Zim-
mer der elterlichen Wohnung. Erst wenn sie Teilergebnisse hatten, kamen sie zu-
sammen und verglichen, nahmen auch Gedanken des andern auf, aber trennten sich
wieder. So ging es, bis jeder fiir sich eine Losung gefunden hatte. Dann wurde ge-
meinsam aus beiden Losungen eine moglichst elegante erarbeitet. Heinz Hopf hatte
unabhingig davon eine Losung vorgelegt. Auf Vorschlag von 1. Schur wurde aus
beiden Losungen eine gemeinsame Publikation verfafst und im Jahresbericht der
DMYV veroffentlicht. Die Losung von Brauer fand auch Aufnahme im Buch
G. Polya — G. Szeg0, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis 2 (1925), 347 bis
350. Entsprechend war es spiter. Gemeinsame Arbeiten (mit A. Loewy, mit
I. Schur, mit E. Noether u. a.) entstanden, indem jeder an seinem Ort Ergebnisse
fand, die dem anderen brieflich mitgeteilt wurden, und allméihlich erhielt durch
weitere Korrespondenz die gemeinsame Arbeit ihre Gestalt.

In die Konigsberger Zeit fiel auch ein Angebot von I. Schur, mit
Richard Brauer zusammen ein Buch iiber alle Aspekte der Darstellungstheorie von
Gruppen zu schreiben. Es sollte insbesondere auch die Anwendung der Darstellungs-
theorie in der Quantenmechanik behandeln. Vorarbeiten dazu hat Richard Brauer
dann anderweitig veroffentlicht, weil einerseits Schur wegen anderer Aufgaben von
dem Projekt zuriicktrat, andererseits der Nationalsozialismus jede Zusammenarbeit
unmoglich machte.
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Denn die fruchtbare Schaffenszeit in Konigsberg fand sehr abrupt ihr Ende,
als im Frithjahr 1933, alsbald nach der Machtergreifung durch die Nationalsoziali-
sten, Richard Brauer seine Stellung als Assistent und Privatdozent genommen wurde
— nur weil er Jude war. Im Sommersemester 1933, da er nicht mehr lesen durfte,
stelite er sich auf eine Emigration ein. Durch das Emergency Committee for the aid
of displaced German Scholars erhielt er im November 1933 eine Gastprofessur fir
ein Jahr in Lexington, Kentucky, USA. Die dortige jiidische Gemeinde hatte sich
bereiterklirt, eine finanzielle Unterstiitzung zu leisten. Gewissenhaft wie er war, be-
reitete er sich auf die neuen Verhiltnisse vor. Zwar konnte er seine sehr geringen
Kenntnisse der englischen Sprache so schnell nicht verbessern, aber er fragte mich
sehr intensiv und aufmerksam aus nach den Lebens- und Arbeitsgewohnheiten in
den Vereinigten Staaten, bis hin zu Kleidung, Speisen, gesellschaftlichen Formen.
Ich war 1924 zehn Monate in den Vereinigten Staaten gewesen und hatte an der
Universitit in Philadelphia, Pennsylvania, ein Summer School Term studiert. So
konnte ich ihm mancherlei Auskunft geben. Spiter berichtete er mir, dafs ihm diese
Auskiinfte von allen, die er vor der Uberfahrt erhalten hatte, am hilfreichsten ge-
wesen waren. Fiir mich war es eine Freude, daft ich ihm diesen kleinen Dienst noch
hatte tun konnen.

Erst drei Monate spiter konnte seine Frau mit den beiden Kindern, Ulrich
(geboren 1927) und Giinther (geboren 1932), nachkommen. Sie wurden ebenfalls
sehr freundlich von der Gemeinde in Lexington aufgenommen. Beide Ehepartner
verstanden es, mit der ihnen eigenen Offenheit, Niichternheit und Freundlichkeit
sich bald in die neuen Verhiltnisse einzuleben. Vor allem aber war es der wissen-
schaftliche Ruf, der Richard Brauer aufgrund seiner Veréffentlichungen voran-
ging, der ihm den weiteren Verbleib ermoglichte. Bereits fiir das akademische Jahr
1934/35 erhielt er am Institute for Advanced Study in Princeton, New Jersey, eine
Stelle als Assistent von Hermann Weyl. Damit ging ein Lebenstraum fiir ihn in Er-
filllung. Denn im Zuge der eigenen gruppentheoretischen Untersuchungen hatte
R. Brauer die Weylschen Arbeiten, in denen Weyl die infinitesimalen Methoden von
Lie und Cartan mit den Schurschen Methoden der Darstellung von Gruppen zur Be-
stimmung von Charakteren kombinierte, dufierst bewundert und sich gewiinscht,
mit Weyl einmal zusammenzutreffen.

So ergab sich fiir Richard Brauer eine zweite fruchtbare Schaffensperiode
in der Zusammenarbeit mit H. Weyl. Sie hat auch diesen stark beeindruckt. In sei-
nem Buch ,,The classical groups* (1939) ist die grofie Anerkennung zu spiiren, die
Weyl dem viel jingeren R. Brauer zollt. Immer wieder finden sich in dem Buch Hin-
weise auf Brauersche Ergebnisse. In diese Zeit fallt auch die Bearbeitung von
R. Brauer und N. Jacobson der Weylschen Vorlesungen iiber Liesche Gruppen, die
zusammen mit einigen Seminarthemen unter dem Titel ,, The structure and represen-
tation of continuous groups*‘ veréffentlicht wurde (Princeton 1934/35). R. Brauer
bezeichnete diese Zeit in Princeton gern als den Abschluf seiner mathematischen
Ausbildung. Neben H. Weyl waren es vor allem Carl Ludwig Siegel und Emil Artin
— alle drei ebenfalls durch den Nationalsozialismus aus Deutschland vertrieben —
deren Einflu® und Anregungen sich nachhaltig auf seine wissenschaftliche Arbeit
auswirkten.
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Einen erstaunlichen Beweis seiner differenzierenden, wissenschaftlich ge-
prigten Denkweise gab R. Brauer, in den ersten Jahren des Verstoflenseins, gegen-
iiber der alten Heimat. Der Verlag B. G. Teubner in Leipzig plante eine Neuauflage
des ersten Bandes der Enzyklopidie der Mathematischen Wissenschaften (Algebra/
Zahlentheorie). Die neuen Herausgeber hatten auch R. Brauer mit zwei Beitrigen
dafiir vorgesehen, und der Verlag schlof} dariiber einen Vertrag mit ihm ab (1. Al-
gebra der hyperkomplexen Zahlensysteme. 2. Symmetrische Funktionen, Invarian-
ten von linearen Gruppen endlicher Ordnung). Meines Wissens geschah dies in der
Absicht, ihm zu zeigen, dafd ihn seine Mathematiker-Kollegen in Deutschland nach
wie vor zu den Ihren zdhlten. Ohne Ressentiment schrieb Richard Brauer, allein
dem wissenschaftlichen Ethos verpflichtet in dem Wunsche, der mathematischen
Forschung zu nutzen, die gewiinschten Beitrige. Trotz der durch die Umstellung
in neue Verhiltnisse bedingten Schwierigkeiten lieferte er sie 1936 piinktlich ab.
Von den Herausgebern wurden sie dankbar angenommen, doch bevor sie zum
Druck kamen, trat der Verlag, durch neue verschirfte Gesetze gegen die Juden ge-
zwungen, vom Vertrag zuriick. So blieben beide Beitrige ungedruckt. Es hat jetzt
den Anschein, daf’ sie in die geplanten Collected Papers von Richard Brauer aufge-
nommen werden. Sollte das nicht geschehen, so meine ich, sollten Mittel und Wege
gefunden werden, um eine nachtrigliche Herausgabe der beiden Beitrige als Enzy-
klopddieheft zu ermoglichen, auch wenn die Neuauflage der Enzyklopidie inzwi-
schen eingestellt ist.

Im Anschluf$ an Princeton erhielt Richard Brauer, auf Empfehlung von
Emmy Noether, zum Herbst 1935 ein assistant professorship an der Universitit von
Toronto, Canada. Dort blieb er mit einem associate und dann full professorship bis
1948. Zu einem liangeren Bleiben war er bereit. Doch hatte er sich mittlerweile zu

" einem der filhrenden Mathematiker profiliert, und so war es kein Wunder, daf} ihn
die Vereinigten Staaten wieder zuriickholten, 1948 auf ein full professorship an die
Universitdt von Michigan in Ann Arbor, 1951 auf ein full professorship an die Har-
vard Universitit in Cambridge, Massachusetts. Hier blieb er und hier entfaltete er
die volle Reife seines mathematischen Schaffens. Fast die Hilfte seiner Arbeiten
ist in Cambridge entstanden, und eine sehr grof’e Zahl von Schiilern, in Toronto,
Ann Arbor und Cambridge, verdanken ihm entscheidende Anstéfe und Férderung.
Sie haben inzwischen selbst Lehrstiihle an Universititen inne und tragen das Wirken
ihres Lehrers Richard Brauer, das sie mathematisch und menschlich geprigt hat, in
grofler Dankbarkeit weiter.

Auch seine Angehorigen waren und sind mathematisch titig. Seine Frau,
Ilse Brauer, hatte instructorships in Mathematik an den Universititen in Toronto,
Ann Arbor, Mich., und Waltham, Mass., und zuletzt ein assistant professorship an
der Universitit Boston!). Von den beiden Séhnen erwarb der iltere, George Ulrich,
den Ph. D. in Mathematik an der Universitit von Michigan; er ist seit 1966 Associate
Professor in Mathematik an der Universitit von Minnesota in Minneapolis. Der jiin-
gere, Fred Giinther, erwarb den Ph. D. in Mathematik 1956 am Massachusetts In-
stitute of Technology, Cambridge, Mass.; er ist seit 1966 Professor of Mathematics
an der Universitdt von Wisconsin in Madison, Wis.

!y I1se Brauer hat ihren Mann nur um drei Jahre iiberlebt; sie ist am 4. Juli 1980 gestorben.
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Das Ehepaar Brauer hat oft Europa besucht, vor allem Deutschland, Eng-
land und die Schweiz, um alte Freunde zu treffen. Brauer hat mehrfach Gastvor- .
lesungen gehalten. So hatte er in Gottingen 1964 die Gaufl-Gastprofessur der Aka-
demie der Wissenschaften inne; 1971 las er als Hardy Lecturer in Cambridge, Eng-
land; 1973 hielt er ein Seminar in Warwick, England; 1972 war er als Gastprofessor
in Aarhus, Danemark. Zuvor hatte er 1959/60 eine Gastprofessur in Japan an der
Universitit in Nagoya.

Richard Brauers grofle wissenschaftliche Leistungen und sein warmer per-
sonlicher Einsatz fiir die ihm anvertrauten Studenten und Mitarbeiter fanden in
reichem Ausmafd die gebilhrende Anerkennung. Er wurde als Mitglied gewihlt durch
die Royal Society of Canada (1945), die American Academy of Arts and Sciences
(1954), die National Academy of Sciences (1958), die London Mathematical Socie-
ty (Ehrenmitglied 1963), die Akademie der Wissenschaften in Gottingen (korres-
pondierendes Mitglied 1964), die American Philosophical Society (1974). Der Ehren-
doktor wurde ihm verliehen 1968 von der University of Waterloo, Ontario; 1969
von der University of Chicago, Illinois; 1974 von der University of Notre Dame,
Indiana; 1975 von der Brandeis University, Waltham, Massachusetts. An Preisen
wurden ihm zuerkannt das Guggenheim Memorial Fellowship 1941/42; der Cole
Prize der American Mathematical Society 1949; die National Medal for Scientific
Merit 1971 durch den Prasidenten der Vereinigten Staaten.

Eine ausfiihrliche Wiirdigung seines mathematischen Schaffens findet man
bei Green, J. A.: Bull. London Math. Soc. 10 (1978) 317—342, und bei Feit, W.:
Bull. Amer. Math. Soc. (New Series) 1 (1979) 1—-20. Einen kurzen Hinweis auf ihn
brachte Pinl, M.: Jber. d. Dt. Math.-Verein. 73 (1971/72) 184—185.
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Lichtensteins wissenschaftliche Wirksamkeit

Zum 100. Geburtstag von Leon Lichtenstein*)

E. Hoélder, Mainz

1. Aus Anlaf} des 100. Geburtstages von Lichtenstein sein mathematisches
Werk zu vergegenwirtigen, wire eine wichtige Aufgabe; sie erscheint aber wegen
des Reichtums der ungefihr 125 Abhandlungen sehr schwierig. Ich jedenfalls kann
nur aus meiner Sicht ein paar mehr bibliographische bzw. historische Bemerkun-
gen machen.

Im ganzen finde ich die Abhandlungen Lichtensteins in der Literatur doch
wenig zitiert, am wenigsten die groflen Abhandlungen in den Zeitschriften in
Quartformat (Abh. d. Preuf. Akad. d. Wiss. [1], Crelles Journal, Acta Math. [2],
(3], [41, [51, [6], [7], [8], [9]). Es mag sein, daB® darin jene subtile Betrachtung
viel Platz einnimmt, die Bers und Schechter in der Einleitung ihrer Darstellung
Elliptic Equations and Their Solutions (in: Bers, L.; John, F.; Schechter, M.: Par-
tial Differential Equations. New York — London — Sydney: Interscience Pub-
lishers 1964, S. 133) die spezielle Ausfithrung von Besonderheiten (unbegrenzte
Gebiete, Singularititen usw.) bei unkonventionellen Typen nennen. Dies ist heute
vielleicht gegeniiber einer mehr abstrakten funktionalanalytischen Darstellung zu-
riickgetreten. Eine Ausnahme bildet vielleicht der viel erwahnte Satz von Korn und
Lichtenstein; er besagt die Moglichkeit, ein nichtanalytisches Flachenstiick im Raum
auf die Kreisscheibe konform abzubilden ([1], [10]). Prinzipiell kann man sagen,
jedes Fliachenstiick im Raum ist eine Riemannsche Fliche.

Dies spielt auch eine Rolle bei der neueren Behandlung der Minimalflachen und der
Flichen gegebener mittlerer Kriimmung durch Courant, S. Hildebrandt und seine
Schule. Hier und sonst vielfach findet ein weiterer Beitrag Lichtensteins zur kom-
plexen Analysis Anwendung: der Nachweis der Analytizitdt der Losungen
gewisser (nicht-)linearer partieller Differentialgleichungen ([11]), worauf der Nach-
ruf von O. Hélder (Ber. Siachs. Akad. Wiss. Leipzig, Math.-Phys. Kl1. 76 (1934)
307-314) eingeht.

Viel gelesen und allseitig gebraucht fiir das Gebiet der Potentialtheorie und
der Uniformisierung einerseits, der Rand- und Eigenwertprobleme der partiellen
Differentialgleichungen andererseits, sind, denke ich, die beiden Enzyklopidie-

*) Diese Arbeit wurde im Rahmen eines Forschungsauftrages der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft abgefait. Meine Mitarbeiterin war Frau Dipl.-Math. M. Marmé.
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Artikel ([12], [13]), die die grofle, auch zuriickliegende, Literatur in genauester
Weise referieren. Zum zweiten Artikel fand man ja eine Art Fortsetzung erwiinscht
in Miranda, C.: Equazioni alle derivate parziali di tipo ellittico. Ergebn. d. Math.
N. F. H. 2 Berlin — Gottingen — Heidelberg: Springer 1955.

Lichtenstein kam (aus Miinster/Westf., tatsichlich aber mehr aus Berlin) nach
Leipzig als Nachfolger des Geometers K. Rohn zu den mathematischen Kollegen
O. Holder und Herglotz; diese hatten Miihe gehabt, die philosophische Fakultit fir
die Berufung von Lichtenstein zu gewinnen. Spiter, 1929, war er dann Dekan die-
ser Fakultit. Bis zum Weggang von Herglotz (1925) bestand die Harmonie der drei
Konfessionen, die mein Vater schon als Student in Berlin zwischen den drei Grofen
Weierstrafl, Kronecker und Kummer erlebt hatte.

2 Schiiler

In seiner Leipziger Zeit hatte Lichtenstein viele direkte Schiiler, die er zur
Promotion gebracht hat;in zeitlicher Reihenfolge: E. Holder, E. Kihler, A. Wintner,
V. Garten und K. Maruhn, H. Boerner, F. Neumann, H. Schubert. Ihre Dissertatio-
nen iiber Probleme der Gleichgewichtsfiguren, der Hydrodynamik und der Rand-
und Eigenwertprobleme will ich bei den entsprechenden Biichern Lichtensteins er-
wihnen,

Lichtenstein hatte zwei Assistentenstellen: e ine am mathematischen In-
stitut Leipzig, diese hatte vor mir L. Neder, spiter Professor in Miinster, inne; eine
zweite als Herausgeber der ,,Fortschritte der Mathematik‘ und der ,,Mathema-
tischen Zeitschrift* von J. Springer in Berlin. Hier waren vor meiner Zeit Assisten-
ten A. Weinstein, G. Szegd, wahrscheinlich auch Mintz; spiter zu meiner Zeit
V. Garten und K. Maruhn. A. Wintner und J. Schauder haben als Rockefeller-Stipen-
diaten wissenschaftlich arbeiten kdnnen (nach Aussage von Orlicz, vgl. die Gedécht-
nisrede bei der Leipziger Feier 1978 von D. Przeworska-Rolewicz, in Wiss. Z. Karl-
Marx-Univ. Leipzig, Math.-Nat. R. 29 (1980) 15—-26. Aufler ihnen kamen als Giste
zu Lichtenstein fiir einige Zeit auswirtige junge, bereits ,,fertige‘ Mathematiker:
Nikliborc, J. von Neumann, J. Leray.

Lichtenstein hat iibrigens aufler den Referenten auch selbst alle bei der Ma-
thematischen Zeitschrift eingereichten Arbeiten genau studiert: inhaltlich mathe-
matisch, aber auch formal drucktechnisch — bis auf den auf dem Kopf stehenden
i-Punkt, den Landau monierte.

3. Wintner hatte sich insbesondere mit der Theorie der unendlich vielen nicht-
linearen Gleichungen und Differentialgleichungen mit unendlich vielen Variablen

in Budapest und Wien im Anschluf} an F. Riesz beschiftigt. Lichtenstein hat Wint-
ner ermoglicht, diese Forschungen in Leipzig fortzusetzen, insbesondere sein Buch
,,Spektraltheorie der unendlichen Matrizen“ (Leipzig 1929) zu schreiben. Dieses
Buch, das Lichtenstein angeregt und mit einer Einleitung versehen hat, und die vie-
len anschlieffenden Arbeiten Wintners gaben ja unmittelbar nach Erscheinen des
Enzyklopidie-Artikels von Hellinger & Toeplitz der Theorie einen neuen Anfang;
ein Kontakt zwischen Wintner und J. v. Neumann, der, wie erwihnt, ebenfalls Lich-
tenstein besuchte, ergab sich freilich nicht.



Lichtensteins wissenschaftliche Arbeit 137

Lichtenstein hat sich um Wintner wie ein Vater gesorgt. Eine von Wintner bereits
selbstindig abgefate Arbeit mit dem Titel ,,Uber die Existenz der Hillschen Mond-
bahn of maximum lunation und der Poincaréschen Schlingbahnen* (Math. Z. 28
(1928) 430—450) wurde auf Betreiben Lichtensteins als Dissertation in Leipzig an-
genommen, doch die Habilitation in Leipzig gelang nicht — zum Gliick, muft man
sagen.

Wintner wandte die Methode der unendlich vielen Variablen an auf Existenz-
sdtze fiir storungstheoretische Probleme der Himmelsmechanik, der Hillschen Theo-
rie der Variationsbahn des Mondes und des Mondes mit ,,maximum lunation* und
der Theorie der kleinen Planeten. Er gab auch die mathematische Begriindung fiir
Losungsscharen (,,Gruppen‘‘) des 3-Kérperproblems, die E. Stromgren in Kopen-
hagen damals — zum ersten Mal — mit modernen numerischen Methoden behandelt
hatte, sowie fiir dessen Abschlu3prinzip.

Schauders prizise Abschitzungen zu den Potentialen der doppelten und der
einfachen Schicht, die in der Math. Z. 33, 35 (1931/32) erschienen, betrachtete
Lichtenstein als einen neuen wichtigen Beitrag in der von O. Hélder, Liapounoff,
Korn und von ihm selbst eingeschlagenen Richtung der Methode der H-Bedingung,
der Lichtenstein wohl auch den Namen gegeben hat. Sie waren vielleicht der An-
lafs fur Lichtenstein, seine eigenen Abschitzungen ([22], [23], [24]) fiir das New-
tonsche Potential noch fortzusetzen ([25]); sie bezogen sich auch auf die Anderung
des Gebietes, die er fiir Existenzsitze notig hatte; dabei spielt die funktionentheo-
retische Betrachtung von Hilfsparametern eine Rolle, fiir die Lichtenstein komplexe
Werte zulifit.

Fiir Schauder waren, wie Leray, der mit ihm gemeinsam jene fundamentale
Arbeit (Tropologie et équations fonctionnelles, in: Schauder, J. P.: Qeuvres, Wars-
zawa 1978, 320—348) verfafit hat, in ,,L’ceuvre de Jules Schauder* (ib. S. 14) be-
tont, diese (urspriinglich weiter geplanten, aber mit Riicksicht auf eine vorher er-
schienene Arbeit von O. D. Kellogg nicht veroffentlichten) Abschitzungen V o r-
bereitung fir Schauders neue Fortsetzungsmethode mittels der a priori-
Schranken fiir partielle Differentialgleichungen.

4 Lichtensteins Biicher

Fir die Leser, die Lichtensteins Werk niher kennenlernen wollen, gehe ich
jetzt zu einer mehr systematischen, nach Sachgebieten geordneten Darstellung
iiber, wobei ich mich nur noch an die von Lichtenstein verfaiten drei grofien Bii-
cher halte, von denen alle zwei Jahre eins fertig wurde (alle bei J. Springer):

(H)  Grundlagen der Hydromechanik (1929), [14]
(¢9) Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integralgleichungen und Inte-

gro-Differentialgleichungen nebst Anwendungen (1931), [15]

(G)  Gleichgewichtsfiguren rotierender Fliissigkeiten (1933),[16]

Hydromechanik

Beziiglich (H) verweise ich im wesentlichen auf meine Besprechung im Jber.
d. Dt. Math.-Verein 74 (1972) H. 1/2, 32-33 kursiv, des 1968 erschienenen Nach-
drucks des Werkes.
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Lichtensteins grofe hydrodynamische Abhandlungen, die diesem
Buch (H) zugrunde liegen, bilden eine Reihe:

L ,,Uber einige Existenzsitze des Anfangswertproblems der Hydrodynamik fiir

homogene Fliissigkeiten*, [17], [18],

II.  das gleiche firr inhomogene Fliissigkeiten; Wirbelsitze, [19],
III. Permanente (langsame) Bewegung einer . . . zihen Flussigkeit, [20],
IV. Stetigkeitssitze, Helmholtz-Kirchhoffsche stationire geradlinige Wirbelfaden,

[21];
eine weitere Reihe bilden die dazu notwendigen ,,Hilfssitze der Potential-
theorie I-IV*“([22],[23], [24], [25]).

Eine Abhandlung ([26]) iiber die Bewegung inkohirenter Materie im unendlich aus-
gedehnten Raum entkriftet einen von H. Seeliger gemachten Einwand gegen die
Anwendung des Newtonschen Gravitationsgesetzes im unendlichen Raum. Lichten-
stein zeigt, daR® man auch im ganzen unendlichen, mit Materie erfiilllten Raum unter
geeigneten Voraussetzungen iiber die Dichte durchaus eine wohlbestimmte An-
ziehungskraft definieren kann.

Die erste Reihe enthilt aufier der Losung des Anfangswertproblems auch
die Untersuchung stationirer Bewegungen. Lichtensteins Behandlung der (mit den
homogenen bzw. heterogenen Gleichgewichtsfiguren methodisch eng zusammen-
hiangenden) stationiren Bewegung von Wirbeln muf, wie Maruhn bemerkt
hat (Proc. IX. Int. Congr. Appl. Mech., Brussels 1957, 1, 173—176), im Fall von Wir-
belringen korrigiert werden wegen der notwendigen Abhéngigkeit der ,,Drehung*
vom Achsenabstand. Die Existenz im Groflen bewiesen unter Zuriickfithrung auf
ein Variationsproblem und mit Steiners Symmetrisierung Fraenkel und Berger
(Acta Math. 132 (1974) 13-51).

Diese ringférmigen Figuren (des Gleichgewichts rotierender Fliissigkeiten
bzw. von stationiren Wirbeln) scheinen mir (bei Beriicksichtigung der variablen
Dichte, im Sinn der ,,Figur der Erde*) eine Grundlage zu sein zur Behandlung von
toroidalen Plasmaringen sowie von Supraleiterringen; beides spielt in modernen
technischen Einrichtungen eine Rolle bzw. ist theoretisch von Bedeutung fiir den
Existenzbeweis der gequantelten Magnetfliisse.

Ich erwihne hier noch die von Lichtenstein angeregte Dissertation ,,Uber
einige Lichtensteinsche Hilfssitze der Potentialtheorie und ihre Anwendung auf
die Hydrodynamik* von H. Schubert, die 1935 bei mir beendet wurde. Sie iiber-
trigt Lichtensteins komplizierte potentialtheoretische Abschitzungen im unend-
lichen Raum auf das 2-Dimensionale, wobei noch eine Bedingung hinzugefiigt wer-
den mufite, und wendet sie auf das Anfangswertproblem der ebenen inkompres-
siblen Stromung an.

In Lichtensteins letzten Jahren gab es bei diesem insofern eine hydrodyna-
mische Sensation, als ein jiingerer polnischer Mathematiker, Wolibner, das Anfangs-
wertproblem fiir alle Zeiten 1ste. Davon erzihlte Lichtenstein, und ich selbst fand
daraufhin eine andere Ableitung mit seinen Abschitzungen. Schlielich gab Schae-
fer fiir die Bewegung Potenzreihen in der Zeit t an, die unbeschrinkt konvergieren.

Mit den Abschitzungen der Ableitungen der Potentiale in nicht beschrank-
ten Gebieten der Ebene habe ich im Krieg noch das stationdre Umstromungspro-
blem der Gasdynamik gelést um ein in der Ebene R? befindliches Profil mit Ecke
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bei k1einer Machzahl (vgl. meinen Bericht IB FZ BS 72/1 Beitrige zur mathe-
matischen Behandlung des Umstrémungsproblems der Gasdynamik DFGLR 1972).

Im Groflen bis beliebig nahe an die Schallgeschwindigkeit geht der Existenzbeweis
allerdings nur in endlichen Gebieten um Profile ohne Ecken mit der Schauder-Leray-
schen Fortsetzungsmethode (im Lichtenstein-Gedichtnisband der Math. Z. 72 (1960)).
Bers behandelt das letzte Problem im unendlich ausgedehnten Stromungsgebiet an-
ders, und zwar mit den Methoden der quasikonformen Abbildungen (Comm. Pure
Appl. Math. 7 (1954) 441-504).

Auch das von Bers untersuchte zweite Randwertproblem fir Minimal-
flachen im Aulenraum eines Zylinders (Trans. Amer. Math. Soc. 70 (1951)
465—491) gehort hierher als eine verniinftige (‘adiabatische’) Approximation der
Umstrémung um ein Profil.

Die klassischen Arbeiten von Miintz und Korn zum Randwertproblem der
Minimalflachen, die ja Lichtenstein weitgehend auf regulire Extremalflichen ver-
allgemeinert hat, wie iiberhaupt alles iiber Minimalflichen, findet man in J. C. C.
Nitsches Werk ,, Vorlesungen iiber Minimalflichen* (Berlin — Heidelberg —

New York: Springer 1975)

5 Integralgleichungen

Lichtensteins Monographie ,,Integro- und Differentialgleichungen** (I) fiihrt
in klassischer Weise (die Theorie von E. Schmidt verallgemeinernd) in die nicht-
lineare Analysis ein und bringt viele Anwendungen. Meist werden Losungen in der
Nachbarschaft einer bekannten (eventuell trivialen) mit sukzessiver Approximation
ermittelt. Aber es werden auch einige Probleme im Grofien behandelt. Der mir
gegeniiber einmal von Schauder gemachte Einwand, daf Lichtenstein vorher in je-
dem Einzelfall das, was man jetzt den Banachschen Fixpunktsatz nennt, erneut mit
sukzessiver Approximation bewiesen hat, trifft jedenfalls beziiglich des Buches (I)
nicht mehr zu. Die Banachschen Begriffsbildungen werden allerdings erst schiich-
tern benutzt.

Diese Darstellung gibt Lichtenstein Gelegenheit, auch seine friiheren Unter-
suchungen ([4], [S]) iiber 1ineare partielle Differentialgleichungen, meist mit
zwei unabhéngigen Variablen, und ihre ersten und zweiten Rand- und Eigenwert-
probleme zu referieren.

Die nichtlinearen Probleme, insbesondere Variationsprobleme,
[31], [32], fihren im sogenannten ,,singuldren Fall* zur Diskussion der Ve r-
zweigungsgleichungen: daran kann sich die Diskussion der Stabi-
litdt bzw. deren Wechsel anschlieflen. Das spielt heute eine grofle Rolle. Der
singuldre Fall liegt vor, wenn die zugehérigen linearen Jacobischen Variationsglei-
chungen eine Eigenfunktion besitzen. Fiir solche lineare Differentialgleichungen,
gewohnliche und partielle, hatte Lichtenstein das Rand- und Eigenwertproblem
mit Hilberts Methode der unendlich vielen Variablen behandelt ([27],[28],[29]).
Das von Lichtenstein mit diesen Mitteln ent wickelte Eigenwertkriterium der linearen
Jacobischen Differentialgleichung fiir das Minimum einer Extremalfliche ([30],
[31], [32]) stellt eine grofle Verallgemeinerung dar der berilhmten Untersuchung
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von H. A. Schwarz (in der Festschrift fiir Weierstral, Acta Soc. Scient. Fennicae
15 (1888) 315—362) iiber Minimalflidchen.

Die entsprechende Untersuchung Lichtensteins fir das gewohnliche e in-
dimensionale Variationsproblem ([30]) wurde in der Dissertation von H.
Boerner (Math. Z. 34 (1931) 293—319 und Math. Z. 35 (1932).161-189; Eigen-
wertprobleme) unter anderem auf eindimensionale Variationsprobleme hoherer
Ordnung ausgedehnt, danach von E. Holder auf Extremalen des von Caratheodory
untersuchten Lagrangeschen Variationsproblems (im Lichtenstein Gedachtnisband
der Prace Matematyczno-Fizyczne 43 (1935) 307—346; sodann in Acta Math. 70
(1939) 193—242; Math. Ann. 148 (1962) 214—-225).

Lichtensteins Untersuchungen zuden zweidimensionalen Varia-
tionsproblemen [28], [32], insbesondere das lineare Eigenwertproblem, hat spéter
E. Holder in Mainz auf mehrdimensionale elliptische Variationsprobleme (mehrere
unabhingige Variable und mehrere gesuchte Funktionen) iibertragen (Math. Ann.
148 (1962) 214—225). Dazu und selbsténdig gab S. Hildebrandt abschliefiende Bei-
trage (Math. Ann. 148 (1962)) unter Verwendung der Resultate von Hestenes iiber
Elliptizitat.

Bei den nichtlinearen Variationsproblemen kann die lokale Lésungsmethode
auch zu Lésungen im Grofen fiihren, etwa mittels der Fortsetzungsmethoden durch
Anwendung der Schauderschen Abschidtzungen mit den a priori-Schranken.

Mit partiellen Differentialgleichungen mit mehr als zwei unabhéngigen Vari-
ablen und mehreren gesuchten Funktionen hat sich Lichtenstein kaum beschiftigt.
Dieses Gebiet hat sich ja dann am meisten entwickelt durch die Arbeiten von Mor-
rey. Hier werden jetzt meist Variationsmethoden benutzt, wie das Lichtenstein
auch schon gelegentlich getan hat. Aber es sind ganz neue Réume von Funktionen
mit verallgemeinerten Ableitungen (Distributionen, Sobolev-Réume). In diesen fin-
det man mit Variationsmethoden zunichst eine schwache Losung, deren Regulari-
tit ist dann aber zu zeigen.

Dazu kommen im Buch (1), wie gesagt, konkrete Anwendungen auch auf
Gleichgewichtsfiguren und Hydrodynamik, fiir welche diese Methode wohl nach
wie vor gut geeignet ist; z. B. die Levi-Civitaschen Wasserwellen, deren potential-
theoretische Behandlung mit nichtlinearen Integralgleichungen Lichtensein F. Neu-
mann als Dissertation (Leipzig 1930, permanente wirbelfreie Fliissigkeiten in Kani-
len) gegeben und fiir das Buch vereinfacht hat. Zu dieser Art von Problemen mit
freiem Rand gibt es natiirlich auch andere Methoden, ich erwahne die umfassende
von H. Beckert, siche dazu die neue Monographie von Zeidler, E.: Beitrage zur
Theorie und Praxis freier Randwertaufgaben. Schriftenreihe d. Inst. f. Math. bei
der DAW(A) Z, Berlin 1971, die auf die klassische Monographie Lichtensteins mehr-
fach Bezug nimmt. Dariiberhinaus stellt sie fir die mannigfachen Probleme, die klas-
sifiziert werden, die verschiedenen anderen Methoden dar und wigt sie fiir die Pra-
xis der Wellen ab.

6 Gleichgewichtsfiguren

Lichtensteins Leipziger Zeit begann mit seiner Antrittsvorlesung ([33])
,,Astronomie und Mathematik in ihrer Wechselwirkung® (1923) und spiter (1928)
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folgte, wohl vorbereitet durch Vorlesungen iiber Potentialtheorie, Mechanik, Hydro-
mechanik, sein Kolleg iiber kosmogonische Hypothesen; hier hat Lichtenstein Pro-
bleme der Himmelskorper skizziert, die dann zum Teil von seinen Schiilern in den
unter ihm angefertigten Dissertationen aufgegriffen und weiterentwickelt wurden.
Aber auch junge Mathematiker in seiner polnischen Heimat interessierte

Lichtenstein fiir die Gleichgewichtsfiguren: Nikliborc bewies allgemein die von
Crudeli nur fiir konvexe Figuren gefundene Schranke (die Hélfte der Poincareschen)
fiir die Winkelgeschwindigkeit und fand Schranken fiir die Abplattung (Math. Z. 31
(1929) 366—377 und Math. Z. 34 (1931) 74—90) und sogar ein Topologe, Mazur-
kiewicz (Math. Z. 25 (1926)), stellte eine Schranke e2® %° fiir die Achsenerstrek-
kung einer Gleichgewichtsfigur auf, die ich (ebenda S. 754) nur unwesentlich auf
€°%% herabsetzen konnte, obwohl sie wahrscheinlich 1 ist; erst Nikliborc hatte
praktischen Erfolg.
Kostitzin hat fiir das Buch (G) einen Beitrag zur Clairautschen Gleichung der Theo-
rie der Erde geliefert.

Dem Buch (G) Lichtensteins liegen gleich drei Reihen von Untersuchungen zu-
grunde:

a) ,,Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren‘, dazu geh6ren:
L Homogene Fliissigkeiten [34],
II.  Berichtigung und vor allem Stabilitat [35],
III. Nichthomogene Fliissigkeiten. Figur der Erde [36].
Zu 1. kommt die neue Begriindung [31].
b) Unter dem Titel ,,Untersuchungen iiber die Gestalt der Himmelskorper*

erschien:
L. Laplacesche Theorie des Erdmondes [37],
IL. ,,Doppelsterne‘ [38],
III. Ringformige Gleichgewichtsfiguren (ohne Zentralkorper) [39],

IV.—-VI. Maxwellsche Theorie der Saturnringe [40], [41], [42],
VIL dazu ein Anfangswertproblem [43].
c) Von den ,,Kosmogonischen Untersuchungen‘‘ scheint nur
L Zwei Einzelmassen, die in einem Punkt zusammenhingen [44], er-
schienen zu sein.

Daneben steht die Untersuchung iiber das Weltmeer, die Lichtenstein dann
nochmals in seinen Adorfer Vortrigen unter geringeren Voraussetzungen verein-
facht behandelt hat; die Arbeit wurde von K. Maruhn herausgegeben, s. u..

Das letzte Werk (G) iiber Gleichgewichtsfiguren vollendete Lichtenstein kurz
vor seinem Tod 1933. Es stellt eine sehr gute Ubersicht aller Untersuchungen von
ihm selbst und auch von seinen Mitarbeitern zu diesem Thema dar.

F. W. Levi fand bei Lichtensteins Tod einen Trost darin, daf® sein Lebens-
werk mit dem Buch iiber Gleichgewichtsfiguren ja vollendet sei. Letzteres stimmt
aber weder beziiglich des Spezialgebietes der Gleichgewichtsfiguren und Himmels-
korper noch beziiglich seiner iibrigen mathematischen Pline (etwa Spektraltheorie
singuldrer Differentialgleichungen).

Es war eine Uberraschung, als mir Frau Lichtenstein nach seinem Tod zwei
Manuskripte gab: Vortrige, die Lichtenstein in Adorf in der Schweiz vorhatte zu
halten. Diese beiden Arbeiten [45], [46], die K. Maruhn und ich herausgegeben ha-
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ben, brachten eine ganz neue Methode fiir den Existenzbeweis einer Gleichgewichts-
figur: nicht mehr die subtile differential-geometrische klassische Bestimmung des
Abstandes { der Nachbarfigur zu einer gegebenen, es reichte schon die H-Bedingung
fiir ¢ selbst, ohne daf} die Ableitungen von ¢ gebraucht wurden. Zum Schluf® war
alles plotzlich viel einfacher geworden.

Eine ganz neue direkte Variationsmethode zur Behandlung der Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten — allerdings nur mit Rotationssymmetrie — hat
tibrigens J. F. G. Auchmuty in ,,Existence of Axisymmetric Equilibrium Figures‘
(Arch. Rational Mech. 65 (1977) 249—-261) entwickelt.

Von den Schiilern haben E. Kéhler und E. Holder die allgemeine Theorie
der Gleichgewichtsfiguren gefordert. Der erstere wies in seiner Dissertation (Math.
Z. 28 (1928) 220—237) aufgrund seiner Untersuchung zum 3-Korperproblem der
Himmelsmechanik auf Gleichgewichtsfiguren hin, die iiberhaupt keine Symmetrie-
ebene durch die Rotationsachse haben; sie haben nur die eine Symmetrieebene
senkrecht zur Rotationsachse, deren Existenz Lichtenstein als erster allgemein be-
wiesen hat.

E. Hélder hat nach seiner Dissertation iiber Gleichgewichtsfiguren mit Ober-
flichenspannung (Math. Z. 25 (1926) 188—208), die fiir einen Himmelskdrper mit
fester Kruste mafdgebend sein konnte, Beitrage zu allgemeinen Theorie gegeben:
iiber die Behandlung der trivialen Verzweigungsgleichungen, die von der Invarianz
des Problems gegeniiber den Transformationen einer Lie-Gruppe herrithren und
deren (,,triviale‘) Verzweigungsgleichungen sich damit behandeln lassen; das fiihrte
zum Abschluf von Lichtensteins Begriindung der Laplaceschen Theorie des Erd-
mondes (Leipz. Berichte (1926) 21—-36). Von E. Holder stammen auch Beitrage zu
Lichtensteins Theorie der Stabilitidt der Gleichgewichtsfiguren (ebendaS. 23),
die seitdem, etwa fiir heterogene Figuren, nie wieder aufgegriffen worden sind. Die
Habilitationsschrift von E. Holder endlich (Math. Z. 31 (1927) 197—257) enthalt
Untersuchungen periodischer Bahnen des Mehrkorperproblems (kleine Planeten,
Hills Variationsbahn des Mondes). Hier ist die Methode, die linearen Terme
der Differentialgleichungen mit der (verallgemeinerten) Greenschen Funktion zu
behandeln, die nichtlinearen mit sukzessiver Approximation und nachfolgend die
Verzweigungsgleichungen zu diskutieren; das war durch Lichtensteins Theorie der
Saturnringe vorgebildet; die Methode unterscheidet sich von der Methode der un-
endlich vielen Variablen von Hill und Wintner und von Poincarés Kontinuitétsme-
thode.

7. Am Ende seiner Monographie (G), sozusagen in seinem Schlufiwort iiber-
haupt, sagt Lichtenstein von den ,,Entwicklungen dieses Buches*, die ,,fast aus-
schlieflich mathematischen Charakters . . .*, aber ,,doch aus der Beschiftigung mit
astrophysikalischen und kosmologischen Fragen entsprungen sind‘: ,,Vielleicht
koénnten darum die Resultate und Methoden dieses Buches . . . bei weiterem Aus-
bau in der Theorie der Planetenatmosphiren, der Bildung der Satelliten, moglicher-
weise auch in der Theorie der Doppelsterne und dgl. einmal auch eine mehr prak-
tische Bedeutung fiir die Astronomie erlangen. Im Zusammenhang damit wire . . .
die Einfithrung weiterer physikalischer Parameter und eine ins einzelne gehende
Verfolgung der . . . betrachteten Konfiguration bei ihrem Fortschreiten lings einer
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linearen Reihe von (quasistationiren) Zustinden erwiinscht. Eine solche miifdte
auch die Evolution eines Sternmodells etwa lings der Hauptreihe sein.

Garten und besonders Maruhn haben Rochesche Satelliten, ringférmige
Gleichgewichtsfiguren mit und ohne Zentralkorper, doppelsternartige heterogene
Gleichgewichtsfiguren, die in einem Punkt zusammenhingen, ebensolche Gleich-
gewichtsfiguren mit einer Kante, behandelt.

In jenem Schlufiwort nennt Lichtenstein ausdriicklich seine Untersuchung
,,Der Laplacesche Urkorper* [37]; daran anschlieffend entstand die Arbeit von
Maruhn (Math. Z. 37 (1933) 463—478), die heterogene Gleichgewichtsfiguren mit
einer Kante behandelt. Das pafit gut zu dem 1931 von O. Struve jun. entwickelten -
Modell der sehr rasch rotierenden ,,Be- und Hiillensterne*, die am Aquator stindig
Materie verlieren; sie hingen zusammen mit saturnihnlichen ,,Ringmodellen* und
engen Doppelsternen mit Materieaustausch; auch solche Konfigurationen haben
Lichtenstein und Maruhn behandelt. Vergleiche dazu Slettebak, A. (ed.): ,,Be & Shell
Stars* IAU Symp. 1975, Reidel 1976, zit. nach der Besprechung dieses Buches von
D. Lemke (Z. f. Flugwiss. Weltraumforsch. 1 (1977)).

Lichtenstein selbst sagt noch im Schlufiwort seines Buches ,,Hydromecha-
nik* (H), S. 338, nach der Besprechung der ruhenden Gaskugeln von Emden:
»Auch Eddington begniigt sich mit der Betrachtung einer ruhenden Gasmasse. Eine
systematische Behandlung des Problems des Sterngleichgewichts mit Strahlungs-
gleichgewicht unter Beriicksichtigung der Zentrifugalkraft bildet eine zur Zeit noch
offene Aufgabe.* Hier weist Lichtenstein in der Anmerkung auf eine Abhandlung
von H. von Zeipel hin: ,,Zum Strahlungsgleichgewicht der Sterne*. Sie dimpfte
zum ersten Mal beim Vorhandensein von Rotation und Energieerzeugung den En-
thusiasmus iiber Emdens Entdeckung, daf} das Strahlungsgleichgewicht mit einem
polytropen Gas (vom konstanten Index n = 3) behandelt werden kann.

In der Tat macht man fiir die Bere chnung der modernen Sternmodelle
reichere und realistischere Annahmen betreffs der Zone des radiativen bzw. des (poly-
tropen) konvektiven Gleichgewichts, der Zustandsgleichung, der Opazitit k und der
Energieerzeugung e, die von weiteren Parametern wie den Wasserstoff- und den He-
liumanteilen X, Y abhingen.

Dariiber gibt Auskunft die schéne Darstellung von M. Schwarzschild ,,Struc-
ture and Evolution of the Stars“ (Princeton, N. J. 1958, vgl. meine Skizze in Mitt.
Math. Sem. Giefen 123 (1977) 195—227). Die Theorie betrifft meist ruhende Gas-
kugeln und ist wenig beeinflufit von der klassischen Theorie der Gleichgewichts-
figuren rotierender Fliissigkeiten.

Gewif) ist beim Aufbau solcher Gasmassen die Rotation der Figuren fiir die
Astrophysik von sekundirem Interesse. Immerhin gibt die Deformation der Schich-
tung durch die Rotation zusammen mit der Divergenz des Strahlungsflusses Schwie-
rigkeiten und Anlaf zu Mischungsvorgingen im Stern, die man vernachlissigbar
wissen mochte, und ebenso gibt die durch die Stérung hervorgerufene Drehung der
Apsidenlinie der Bahnellipse eines Doppelsterns einen Test fiir den Aufbau, der
praktisch verwendet wird, s. M. Schwarzschild, S. 154 und S. 175. Dazu sagt
Schwarzschild selbst (ibid., S. 152):

,,Der Abstand der durch Rotation deformierten Niveauflichen von der ur-
spriinglich ruhenden ist ja von 1. Ordnung klein. Deshalb kann man fiir die iibrigen
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Grofen die Approximationen O-ter Ordnung nehmen, also die Ausgangswerte im
ungestorten (ruhenden) Modell — ohne sich um die Stérung des thermischen Gleich-
gewichts des Sterns zu sorgen!“

Also kann fiir die 1. Approximation als Ausgangsfigur der nach den moder-
nen Modellen vorher numerisch berechnete kugelformige Aufbau zugrunde gelegt
werden. Dann aber ergibt sich, wie ich in meiner zuletzt zitierten Arbeit zeigte, mit
der klassischen Clairaut-Liapounoff-Lichtensteinschen Theorie der heterogenen

- Gleichgewichtsfiguren genau die Differentialgleichung fiir die 1. Approximation
der Deformation der Niveauflichen und der Wert fiir die Abplattung eines Sterns
bzw. die Apsidalbewegung eines Doppelsterns; theoretisch ergibt sich freilich aus
dieser approximierenden Berechnung die Aufgabe, die Zirkulation, die durch die
Divergenz des Strahlungsflusses hervorgerufen wird, als stationire Bewegung im ro-
tierenden Stern gleichzeitig mit der Gestalt der Fliche kontanter Dichte streng zu
ermitteln.

8 Schluff

Ich habe hier auch erwihnt, was sich an Lichtensteins Untersuchungen an-
geschlossen hat. Eine Wiirdigung dieser selbst ist der Nachruf meines Vaters Otto
Holder. Dazu habe ich damals aus meiner genauen Kenntnis vieler Arbeiten Lich-
tensteins einiges beigetragen. Leider hat die Sichsische Akademie das von O. Hol-
der handschriftlich vorbereitete Schriftenverzeichnis beim Druck weggelassen. Ich
zitiere nur die von mir erwihnten Arbeiten Lichtensteins in neuer Numerierung.

Inzwischen fand in Leipzig vom 07.—09. 12. 1978 anlafllich der hundert-
sten Wiederkehr des Geburtstages von Leon Lichtenstein ein Lichtenstein-Festkol-
loquium statt u. a. mit den wissenschaftlichen Vortrigen von H. Beckert: ,,Leon
Lichtenstein 1878—1933 und von H. Schubert: ,,Lichtensteins Verhdltnis zu den
Grundbegriffen der Mechanik®, die in Wiss. Z. Karl-Marx Univ. Leipzig, Math.-
Natwiss. R. 29 (1980), H. 1 publiziert sind.

Vor allem hat Frau Przeworska-Rolewicz dort das Leben Lichtensteins ge-
schildert und eine vollstindige Liste seiner Publikationen abgedruckt. Sie fiihrt
auch die nach dem Tode Lichtensteins in der polnischen Zeitschrift Mathesis Pols-
ka zum Gedenken an Leon Lichtenstein erschienenen Artikel an, vor allem den
Nekrolog von H. Steinhaus und die Aufsitze von W. Nikliborc: ,,Leon Lichtensteins
Arbeiten zur Himmelsmechanik* und von J. Schauder: ,,Leon Lichtensteins Arbei-
ten iiber partielle Differentialgleichungen®‘ (cf. Mathesis Polska VIII, 910 (1933),
131-159).

Herrn Jacobs (Erlangen) verdanke ich ebenfalls die Kenntnis von Nachrufen
auf Leon Lichtenstein; davon ist noch zu erwihnen: Anon, Wiad. M. 38 (1935)
131-136.
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Buchbesprechungen

Milne, J. S., Etale Cohomology (Princeton Mathematical Series, 33) Princeton: Princeton
University Press 1980, 320 pp, cloth, $ 33.50

Zu den wichtigsten mathematischen Entwicklungen der letzten zwei Jahrzehnte gehort
zweifellos A.Grothendiecks Neubegriindung der algebraischen Geometrie. Als ein methodisches
Mittel zum Studium der Geometrie der Schemata erfand er in den frithen 60er Jahren die étale
Kohomologie. Thre Bedeutung hat sie in Delignes Beweis der Weil-Vermutungen iiber die Zeta-
funktion glatter projektiver Mannigfaltigkeiten iiber endlichen K6rpern in hervorragender Weise
dokumentiert. Heutzutage ist die étale Kohomologie fest etabliert, nicht nur in der algebraischen
Geometrie und kommutativen Algebra, sondern z. B. auch in der algebraischen Zahlentheorie oder
in der Darstellungstheorie proendlicher Gruppen.

Fiir ein systematisches Studium der &talen Kohomologie standen bisher neben einigen ein-
fithrenden Vorlesungsmanuskripten lediglich die umfangreichen und in Teilen duferst mithevoll zu
lesenden Originalarbeiten in SGA 4 und SGA § zur Verfligung.

Mit dem vorliegenden Buch stellt nun der Autor ein Werk vor, das eine umfassende — bis
zur kohomologischen Formel fiir Grothendiecksche L-Reihen hinfiihrende — Gesamtdarstellung
der Theorie gibt, die im Vergleich zu den Originalarbeiten elementarer, aber vor allem auch sehr
viel kiirzer ist. Es ist angebracht, zumindest in groben Ziigen auf den Inhalt des Buches einzugehen.

Kap.I, Etale Morphismen: Es beginnt mit einer griindlichen Behandlung der étalen Mor-
phismen von (stets als lokal-noethersch vorausgesetzten) Schemata, befaflt sich dann mit Hensel-
schen Ringen, insbesondere mit verschiedenen Konstruktionsmethoden der Henselisierung eines ge-
gebenen lokalen noetherschen Rings, und zitiert abschlieBend die wichtigsten Eigenschaften der
Fundamentalgruppe eines zusammenhingenden Schemas.

Kap. II, Garbentheorie: Erklirt werden zunichst der kleine und der grofie E-Situs eines
Schemas X relativ zu einer vorgegebenen Klasse E von Morphismen; speziell erhilt man die Zaris-
ki-, die étale und die flache Topologie von X. Auf die Verwendung des allgemeinen — nach Mei-
nung des Referenten sehr einsichtigen — Begriffs der Grothendieck-Topologie wird verzichtet. Das
macht in den nachfolgenden Beweisen des 6fteren Fallunterscheidungen notwendig, je nachdem
um welche Klasse E von Morphismen es sich handelt. Behandelt wird dann die iibliche Theorie der
abelschen Prigarben und Garben auf einem E-Situs (assoziierte Garbe zu einer Prigarbe, direkte
Bilder und Urbilder, Halme) bis hin zum Zerlegungssatz fiir étale abelsche Garben beziiglich einer
Zerlegung des Schemas in ein abgeschlossenes Unterschema und das offene Komplement.

Kap. I1I, Kohomologie: Nach einer Ubersicht iiber die homologische Algebra wird die Ka-
tegorie der abelschen Garben auf einem E-Situs studiert. Es werden die Kohomologiegruppen,
welke Auflosungen und Cech-Kohomologle eingefiihrt, desgleichen die Rechtsableitungen des di-
rekten Bildfunktors und die Leray’sche Spektralsequenz, die relative Kohomologie beziiglich eines
abgeschlossenen Unterschemas und die Kohomologie mit kompaktem Triger. Allgemeine Ver-
gleichssitze fiir Kohomologie werden bewiesen, und insbesondere werden die Beziehungen zwi-
schen der étalen und der komplexen Kohomologie fiir glatte komplexe Mannigfaltigkeiten disku-
tiert. — Groferen Raum widmet der Autor der Interpretation der 1-Kohomologie mit Werten in
Gruppenschemata mittels prinzipal-homogener Riume, unter Einschluf der nichtkommutativen
Gruppen. Speziell werden Hilbert’s Satz 90 und die Kummertheorie behandelt, ebenso die Theorie
von Artin-Schreier. Besonders interessant sind die tieferliegenden Resultate iiber die flache 1-Ko-
homologie mit Werten in finiten flachen kommutativen Gruppenschemata. Als Anwendung wird
ein kohomologischer Beweis des bekannten schwachen Endlichkeitssatzes von Mordell-Weil fiir
abelsche Varietiten iiber algebraischen Zahlkorpern gegeben.
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Kap. IV, Die Brauer-Gruppe: Das Kapitel beginnt mit einer ausfiihrlichen Darstellung der
Theorie der Azumaya-Algebren und der Brauer-Gruppe iiber einem lokalen noetherschen Ring.
Alsdann wird die Brauergruppe Br (X) eines Schemas X definiert. Unter zusitzlichen Annahmen
iiber X (die z. B. von quasi-projektiven Schemata iiber Kérpern stets erfiillt werden) wird eine ka-
nonische Injektion Br (X) - HZ (X, G, ) konstruiert. AbschlieBend wird die Frage der Bijektivi-
tit von Br (X) - H% (X, G, ) diskutiert und in einigen Fillen bewiesen, z. B. fiir das Schema eines
Henselschen Rings und fiir separierte glatte Varietiten iiber Korpern, die Vereinigung zweier affiner
offener Teilmengen sind.

Kap. V, Kohomologie von Kurven und Flichen: Dies ist ein besonders schones Kapitel,
erfordert allerdings recht detaillierte Kenntnisse in der algebraischen Geometrie. In einem allge-
meiner gehaltenen ersten Teil werden zunichst die fiir Endlichkeits- und Dualititssitze erforderli-
chen Begriffe behandelt, wie konstruierbare Garben — hier verwendet der Autor die algebraischen
Riume von M. Artin —, Zy- und Qp-Garben, kanonische Paarungen zwischen Ext-Gruppen und die
Spurabbildung fiir finite étale Morphismen konstanten Grades. — Fiir eine glatte projektive Kurve
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper werden der Endlichkeitssatz und die Poincaré-Duali-
tit fiir konstruierbare Garben von Z/n-Moduln bewiesen. Ferner wird die Lefschetzsche Fixpunkt-
formel hergeleitet, hier allerdings mehr als eine Umformulierung bekannter Tatsachen iiber die En-
domorphismen der zugehorigen Jacobischen, und als Anwendung wird die kohomologische For-
mel fiir die Zetafunktion bewiesen. In einem besonders interessanten Teil wird schlieflich u. a.
die Formel von Ogg-Safarevi¢-Grothendieck iiber die Euler-Poincaré-Charakteristik einer konstru-
ierbaren Garbe von Fy-Moduln bewiesen. — Mittels Lefschetzbiischel wird das Studium der Koho-
mologie einer glatten projektiven Fliche auf das von Flichen iiber der projektiven Geraden und da-
mit auf das Studium der zugehorigen Leray-Spektralsequenz zuriickgefiihrt. Die Untersuchung der
Spektralsequenz erfolgt durch die Monodromietheorie (lokal und global). In allgemeinerer Form
ist dies ein wesentlicher Reduktionsschritt in Delignes Beweis der Weil-Vermutungen. Als Anwen-
dung der erhaltenen Ergebnisse wird ein étal-kohomologischer Beweis der endlichen Erzeugbarkeit
der Néron-Severi-Gruppe und des Castelnuovo’schen Rationalititskriteriums fiir Flichen gegeben.

Kap. VI, die fundamentalen Theoreme: Dieses Kapitel bringt die grundlegenden und all-
gemeinen Sitze und Tatsachen der étalen Kohomologie. Wir zihlen sie auf: Kohomologische Di-
mension algebraischer Schemata, das Endlichkeitstheorem fiireigentliche Morphismen, der eigent-
liche Basiswechsel, hohere direkte Bilder mit kompaktem Trager, der glatte Basiswechsel, die Gy-
sin-Sequenz, das schwache Lefschetz-Theorem, die Kiinnethformel, die Zykelabbildung, Chern-
klassen, die Poincaré-Dualitit, die Lefschetzsche Fixpunktformel und Grothendiecks kohomo-
logische Formel fiir die Zetafunktion eines glatten projektiven Schemas iiber einem endlichen Kor-
per. — Hervorzuheben ist hier der zwar nur skizzierte, aber gegeniiber den Originalarbeiten in
SGA 4 erheblich vereinfachte Beweis des Endlichkeitstheorems; er beruht im wesentlichen auf
der Theorie der algebraischen Raume und auf M. Artins Approximationssatz. — Am Ende seines
Buches beweist der Autor — und dies erscheint mir als besonders verdienstvoll — die allgemeine
kohomologische Formel fiir die Grothendieckschen L-Reihen zu beliebigen Qq-Garben auf sepa-
rierten Schemata iiber endlichen Korpern. Diese Formel spielt eine entscheidende Rolle in De-
lignes Beweis der Weil-Vermutungen.

Soweit die knappe Inhaltsiibersicht. Durch den gesamten Text zieht sich dariiber hinaus
eine Vielzahl von Anmerkungen und auch Ubungsaufgaben, in welchen auf weitergehende Ent-
wicklungen, auf Querverbindungen und auf offene Fragen hingewiesen wird.

Das Buch ist in weiten Strecken sehr komprimiert und manchmal auch nur skizzenhaft
geschrieben. Angesichts der Fiille des Stoffs ist dies bei dem geringen Umfang von nur 312 Seiten
auch gar nicht verwunderlich. Es erfordert vom Leser neben profunden Kenntnissen in kommu-
tativer Algebra und allgebraischer Geometrie vor allem auch die Bereitschaft zu intensiver Mitarbeit.
So wird es dem jungfriulichen Leser beispielsweise nicht von vornherein klar sein, was man etwa
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unter den hoheren direkten Bildern von Zo-Garben zu verstehen hat (die benutzt, aber nicht er-
klart werden).

Angesichts der Bedeutung der étalen Kohomologie und angesichts der enormen Leistung,
die der Autor mit diesem Werk vollbracht hat, ist dem Buch nur der allergroite Erfolg zu wiinschen.
Es ragt als ein hoher Fels in eine Landschaft, die durch die scheinbar grenzenlose Produktion von
algebraischer Trivialliteratur mit ihren ewig gleichen Definitionchen und Sitzchen immer platter
zu werden droht.

Regensburg G. Tamme

Grauert, H., Remmert, R., Theorie der Steinschen Riume (Grundlehren der mathem.
Wissensch., Band 227), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1977, xx + 249 S.,
geb., DM 88,—

Grauert, H., Remmert, R., Theory of Stein Spaces (transl. by A. Huckleberry) (Grund-
lehren der mathem. Wissensch., Band 236), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag
1977, xxi + 249 pp., geb., DM 79,50

Die Theorie der analytischen Funktionen von mehreren komplexen Verinderlichen hat
seit dem Beginn dieses Jahrhunderts mehrere Entwicklungsphasen durchlaufen. Zunichst be-
schiftigte man sich mit Gebieten in und iiber dem Zahlenraum C®. Die erste umfassende
Sammlung von Ergebnissen hieriiber gibt der Bericht von H. Behnke und P. Thullen (Theorie der
Funktionen mehrerer komplexer Verinderlichen, Springer 1934).

Viele der dort gestellten Probleme wurden in den folgenden Jahren gelost, und allgemei-
nere Bereiche (komplexe Mannigfaltigkeiten und spiter komplexe Riume) riickten in den Vor-
dergrund des Interesses. Eine sehr vielseitige Darstellung dieser Entwicklungen gaben R. C. Gunning
und H. Rossi (Analytic Functions of Several Complex Variables, Prentice Hall 1965). Aber inzwi-
schen hatte die algebraische Geometrie starken Einfluf auf die komplexe Analysis gewonnen,
was zu einer weiteren Verallgemeinerung der komplexen Riume und dem Vordringen algebrai-
scher Methoden fiihrte.

Der vorliegende Band gehort zu der Trilogie ,,Analytische Stellenalgebren, ,,Coherent
Analytic Sheaves* und ,,Theorie der Steinschen Riume* (der erste Band ist schon 1971 erschie-
nen, der zweite Band befindet sich in Vorbereitung). Darin wird erstmals ein grofer Teil der kom-
plexen Analysis vom heutigen Standpunkt aus systematisch abgehandelt.

Die ,,Analytischen Stellenalgebren‘ enthalten die lokale Theorie analytischer Mengen aus
algebraischer Sicht, d. h. die Theorie der Algebren von Funktionskeimen. Fiir die Funktionstheorie
interessantere Fragen ergeben sich bei der analytischen Fortsetzung von Funktionskeimen. Im
Zahlenraum C" hatte dies zum Begriff des Holomorphiegebietes als Existenzbereich holomorpher
Funktionen gefiihrt. Im Jahre 1951 zeigte K. Stein, daf die fiir Holomorphiegebiete charakteristi-
schen Eigenschaften auch fir komplexe Mannigfaltigkeiten fundamentale funktionentheoretische
Konsequenzen haben. Die so ausgezeichneten Mannigfaltigkeiten oder Riume wurden von Cartan
und Serre spiter ,,variétés de Stein‘ genannt.

Von den wichtigsten Ergebnissen iiber Steinsche Riume seien nur einige genannt:

(1) Jede offene Riemannsche Fliche ist Steinsch.

(2) Auf Steinschen Raumen liBt sich jede additive Cousin-Verteilung l6sen, bei multipli-
kativen Cousin-Verteilungen sind die Hindernisse rein topologischer Natur (,,Okasches Prinzip*‘).

(3) Das Poincaré-Problem iiber die globale Quotientendarstellung meromorpher Funktio-
nen ist auf Steinschen Riumen stets losbar.

(4) Steinsche Mannigfaltigkeiten lassen sich eigentlich in einen Zahlenraum CN einbetten.

(5) Steinsche Riume lassen sich durch die Existenz von streng plurisubharmonischen Aus-
schopfungsfunktionen charakterisieren (Levi-Problem).
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Cartan und Serre hatten 1953 gezeigt, wie sich die Eigenschaften (2) und (3) aus zwei
fundamentalen garbentheoretischen Sitzen folgern lassen: Ist X ein Steinscher Raum und. #eine
kohirente Modulgarbe iiber X, so gilt:

Theorem A Jeder Halm .%, ist durch Schnitte von .Fiiber X erzeugt.

Theorem B Fiir q > 1ist Ha (X,.¥) = 0.

Dieser garbentheoretische Aspekt Steinscher Riume steht im Mittelpunkt des vorliegenden Bu-
ches. Zwei vorbereitende Kapitel enthalten in erfreulich knapper Darstellung das Wichtigste iiber
Garben, komplexe Riume und Cohomologie. Fiir einige schwierige Ergebnisse (etwa die Kohirenz-
sitze von Oka und Cartan) wird auf den Band ,,Coherent Analytic Sheaves* verwiesen. Sodann
wird der Kohirenzsatz fiir Bildgarben bei endlichen holomorphen Abbildungen aus Ergebnissen
des Bandes ,,Analytische Stellenalgebren‘ gefolgert. Als weitere Vorbereitung wird mit Hilfe von
Dolbeault-Cohomologie bewiesen, daf fiir jeden kompakten Quader Q C C™ gilt: H3 (Q, @ )=0
fiir q > 1. Die Heftungstechniken von Cousin und Cartan ergeben damit Theorem B fiir kompak-
te Quader. Daraus lassen sich die Theoreme A und B auf beliebigen komplexen Riumen mit Hil-
fe des Kohirenzsatzes fiir endliche Abbildungen durch eine sehr elegante Technik von sogenann-
ten ,,Quaderausschopfungen‘ folgern.

Im zweiten Teil des Buches werden vorwiegend Anwendungen dieser garbentheoretischen
Resultate gegeben. Neben den Losungen der schon erwihnten Probleme von Cousin und Poincaré
werden weitere garbentheoretische Eigenschaften und Charakterisierungen Steinscher Riume ab-
geleitet. Besonders wertvoll und auflockernd sind die vielen Hinweise auf weitere Ergebnisse, zum
Teil neuesten Datums, und die ausfiihrlichen Literaturangaben.

Der dritte und letzte Teil des Buches handelt von kompakten komplexen Riumen. Zen-
trales Ergebnis ist der Endlichkeitssatz von Cartan und Serre fiir die Cohomologiegruppen mit
Koeffizienten in kohirenten Modulgarben. Mit Steinschen Riumen hat dies insofern zu tun, als
beim Beweis Steinsche Uberdeckungen und deren cohomologische Eigenschaften verwendet wer-
den. Schlieflich wird der eindimensionale Fall betrachtet, wo der Endlichkeitssatz den klassischen
Satz von Riemann-Roch liefert. Auch ein oft benutzter Satz iiber die Aufspaltung von Vektorbiin-
deln iiber der Riemannschen Zahlenkugel wird ausfiihrlich bewiesen.

In den letzten Jahren sind in der Theorie Steinscher Riume die uralten Verbindungen zur
reellen Analysis (plurisubharmonische Funktionen, Pseudokonvexitit etc.) wieder besonders in
den Vordergrund getreten. Dabei gab es viele iiberraschende Antworten auf klassische Fragen.
Auch diese und weitere in vorliegendem Buch nicht behandelte Aspekte der Theorie Steinscher
Riume sollten durch eine dhnlich sorgfiltige und elegante Darstellung besser zuginglich gemacht
werden.

Diisseldorf G. Fischer

Hlawka, E., Theorie der Gleichverteilung, Mannheim — Wien — Ziirich: Bibliographi-
sches Institut 1979, 152 S., geb., DM 38,—

Der Verfasser, Begriinder einer auf dem obengenannten Gebiet arbeitenden Schule, legt
hiermit eine zusammenfassende Darstellung der Gleichverteilungstheorie vor. Er stiitzt sich dabei
auf wiederholt gehaltene Vorlesungen. — Der 1. Teil des Buches (Kap. I-III) ist den klassischen
Ergebnissen von Weyl, Fejer und van der Corput gewidmet. In Teil 2 (Kap. IV—VI) werden die
— zum groBen Teil auf den Verfasser und seine Schule zuriickgehenden — Gleichverteilungs-
aussagen fiir Folgen in kompakten Gruppen und — allgemeiner — kompakten Rdumen darge-
stellt. Teil 3 (Kap. VII-IX) behandelt Anwendungen der Gleichverteilungstheorie in der Zahlen-
theorie und der Numerik. — Das Buch zeichnet sich durch hohen Gehalt bei geringer Seitenzahl
aus. Es ist ausgezeichnet lesbar. Die Kapitelzahlen und -lingen sind genau bzw. annihemd gleich-
verteilt. Ich meine, kein Mathematiker sollte sich die hier dargebotenen Geniisse entgehen lassen.
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Auch fiir verschiedene Formen des akademischen Unterrichts scheint mir das Buch hervorragend
geeignet. Erginzende Literatur enthilt: Rauzy (ed.) Répartition modulo 1. (Lecture Notes in
Mathematics Bd. 475). Heidelberg: Springer-Verlag 1975.

Erlangen K. Jacobs

Amold, V. I., Gewohnliche Differentialgleichungen (a. d. Russ. iibers. v. Brigitte Mai),
Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1980, 259 Abb., 275 S., geb., DM 49,50

Wer kannte nicht schon die englische Fassung dieses einzig schonen Buches. Erst jetzt,
wo das Gute fertig vor uns liegt, kann man jedermann zeigen, wie unzulinglich die Lehre iiber die
gewdhnlichen Differentialgleichungen bei uns noch war, jedenfalls nach den Lehrbiichern zu ur-
teilen, die unsere Anfinger benutzen: Da gilt es, elementare Integrale durch Variablentransfor-
mation zu finden, wobei man leicht einen ,,Fall* vergiit; nur selten aber hort man, was iiber-
haupt eine Transformation ist, und in welche Gestalt man im allgemeinen eine Differentialglei-
chung transformieren kann: ,,Eine passende Transformation ausfindig zu machen, bleibt dem
mathematischen Spiirsinn des einzelnen iiberlassen®, das ist die ganze Erklirung — aber nicht
etwa in dem hier zu besprechenden Buch. Amold fafit die lokalen Existenz- und Eindeutig-
keitssitze iiberhaupt in dem Satz zusammen, aus dem dann alles weitere flieBt: Da man ein
Vektorfeld lokal um einen nicht singuliren Punkt durch Transformation ,,begradigen®, also in die
Gestalt ¥, =1,y, =0 firk > 1 iiberfithren kann. Das ganze Buch ist geometrisch gefait, die 259
Abbildungen sind aufklirend und belehrend, mathematisch so gelungen wie graphisch. Die vielen
Beispiele sind die wirklich wichtigen und typischen. Der Student begreift, warum es in der loka-
len Theorie auf das Studium der Singularititen ankommt und erfihrt von der topologischen Un-
terscheidung, A quivalenz, Klassifikation und Stabilitit der Singularititen. Natiirlich findet man,
was die Divergenz mit der Entwicklung des Volumens unter dem lokalen Fluf zu tun hat. Immer
bringt das Buch das Explizite und Rechnerische, aber das Hauptanliegen bleibt Anschaulichkeit
und Geometrie. Und es ist dabei ein sehr persdnliches Buch, Sprache eines Menschen; besonders
auch die hiufigen historischen Anmerkungen scheinen aus unmittelbarer natiirlicher Neigung des
Verfassers zu den Alten hervorzugehen.

Danken wir dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften und dem Springer Verlag,
daf sie uns dieses ausgezeichnete Buch in solider Ubersetzung und anstindig gesetztem Druck
so leicht zugiinglich machen: Es gibt kein besseres.

Regensburg Th. Brécker

Hille, E., Ordinary Differential Equations in the Complex Domain (Pure and Applied
Mathematics), New York — London — Sydney — Toronto: Wiley-Interscience Publ. 1976,

xi + 484 pp, cloth, $ 36,15

Aus der Fiille von Untersuchungen iiber gewohnliche Dgln. (Abk. fiir Differentialglei-
chungen) im Komplexen trifft der Verfasser E. Hille eine gegliickte Auswahl. Neben Resultaten,
die unbedingt in ein Lehrbuch gehéren, werden klassische und neuere Untersuchungen von beson-
derer Bedeutung behandelt. Das sind u. a. Beitrige zum Wachstumsverhalten der Losungen bei
isolierten Singularititen.

Die fiir die Lektiire des Buches erforderlichen Kenntnisse aus Funktionalanalysis und
Funktionentheorie werden im 1. Kapitel zusammengestellt. Im folgenden Kapitel werden Exi-
stenz- und Eindeutigkeitssitze fir Normalsysteme 1. Ordnung behandelt: Fixpunktmethode,
Methode der sukzessiven Approximation und Majorantenmethode.
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Im Anschluf an die Arbeiten von P. Painlevé wird im Kapitel 3 die analytische Fortsetzung von
holomorphen Losungselementen der Dgl.

W=P@wW/QGwW,PEW= I A@W QG w)=j§osj(z) W,
o =

A; und B; algebraische Funktionen, untersucht. Die Forderung, daB bei den Losungen bewegliche
algebraische Verzweigungspunkte fehlen sollen, fithrt zur Riccatischen Dgl. Dieser Dgl. ist Kap. 4
gewidmet. Im Mittelpunkt stehen der Satz von Malmquist und Verallgemeinerungen. Zum Be-
weis werden Hilfsmittel der Wertverteilungslehre herangezogen. Seit Erscheinen dieses Buches
sind erhebliche Fortschritte in dieser Richtung gemacht worden.

In den nichsten Kapiteln (5—9) werden lineare Dgln. behandelt. Verf. betrachtet in
Kap. 5 zunichst lineare Dgln. erster und zweiter Ordnung: Allgemeine Theorie, Stellen der Be-
stimmtheit, Sitze iiber das Anwachsen der Losungen (u. a. asymptotische Entwicklung der Losun-
gen von (K(z) w')’ + b(z) w = 0), analytische Fortsetzung und Monodromiegruppe. (Satz 5.4.3
ist in der angegebenen Form falsch, wie w'’' + e~Zw'—w = 0 mit der Losung w = eZ + 1 der Ord-
nung 1 zeigt. Nach Satz 5.4.4 gilt fir P(z) ganz transzendent, Q(z) ein Polynom: Die Dgl.

w" + P(z) w' + Q(z) w = 0 hat mindestens eine ganze Losung der Ordnung ). Die Resultate
werden auf spezielle Dgln. angewendet (Kap. 6): Hypergeometrische, Legendresche, Besselsche,
Hermite-Webersche und Mathieusche Dgl. In Kapitel 7 wird nach knappen Hinweisen auf die Be-
deutung von Psi-Reihen (sie spielen z. B. bei der Gleichung zw"' = w2 von Emden eine Rolle) ein
kurzer Abrif der Theorie der Integraldarstellungen (Euler, Laplace, Mellin) gegeben und auf die
hypergeometrische und Legendresche Dgl. angewandt.

In einer grofen Anzahl von Abhandlungen sind die Nullstellen von w(z) w'(z) untersucht
worden, w(z) Losungen von w"' + G(z) w = 0. Diesem Thema, zu dem der Verf. eine Reihe von
bemerkenswerten Beitrigen geleistet hat, ist das Kap. 8 gewidmet. Neuere Beitrige von Z.

Nehari u. a. werden beriicksichtigt. Zu begriifen ist die Anwendung der entwickelten Methoden
auf einige spezielle Dgln. der math. Physik. U. a. wird das Resultat von Hurwitz iiber die Nullstel-
len der Besselschen Funktionen J,(z), a reell und > —1, abgeleitet. In Kapitel 9 ,,Lineare Dign.
n-ter Ordnung und Matrix-Dgln.* wird die Theorie aus Kap. 5 erginzt und verallgemeinert, wobei
dW(z) / dz = A(z) W(z), A und W Matrizen, behandelt wird: Analytische Fortsetzung und Mono-
dromiegruppe, Verhalten der Losungen bei isolierten Singularititen, Stellen der Bestimmtheit,
Riemannsches Problem und Stellen der Unbestimmtheit.

Die Schwarzsche Ableitung tritt bei verschiedenen Gelegenheiten in der Funktionentheo-
rie auf. In Kap. 10 wird dariiber berichtet: Anwendung in der konformen Abbildung, algebraische
Losungen der hypergeometrischen Dgl. und Zusammenhang zwischen Schlichtheit und Schwarz-
scher Ableitung. In den beiden letzten Kapiteln werden spezielle Klassen nichtlinearer Dgln. erster
und zweiter Ordnung behandelt und zwar im Anschlu§ an Untersuchungen von Ch. Briot, C. Bouquet,
P. Painlevé und P. Boutraux. Dadurch werden die Betrachtungen iiber Singularitiaten aus Kap. 3 er-
ginzt.

In dem Buch von Hille findet man eine Fiille von Anmerkungen zur Geschichte der Theo-
rie der Dgln. im Komplexen. Sie machen ohne Zweifel die Lektiire des Buches lebendig und for-
dern das Verstindnis fiir spezielle Fragen der Theorie. Im Anschlu} an jedes Kapitel wird durch
Aufgaben von verschiedenem Schwierigkeitsgrad die Moglichkeit geboten, den Stoff zu erweitern
(z. B. werden zwei Vermutungen von E. C. Titchmarsh in Aufgaben behandelt) und zu vertiefen.
Von grofiem Nutzen sind die zahlreichen Literaturangaben. Sie sind fiir den Leser wichtig, da die
Darstellung an manchen (schwierigen!) Stellen etwas knapp ausfillt und daher Riickgriff auf zu-
sitzliche Literatur erfordert. Mir scheint, daf dafiir an weniger schwierigen Stellen eine straffere
Darstellung von Vorteil gewesen wire.

Karlsruhe H. Wittich
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Colton, D. L., Solutions of Boundary Value Problems by the Method of Integral Operators
(Research Notes in Mathematics Series No. 6), London — San Francisco — Melbourne: Pitman Publ.
1976, 156 pp, illustrated, paper, £ 6.00

Dieses Buch bringt den Leser sehr schnell an den Rand der laufenden Forschung auf dem
Gebiet der funktionentheoretischen Methoden bei Differentialgleichungen. Dem Material des Bu-
ches liegt ein Kurs zugrunde, der vom Verfasser an der Universitit Konstanz 1974—1975 gehalten
wurde. Obwohl seit dieser Zeit viele Fortschritte gemacht wurden, ist dieses Vorlesungsskript jedem
zu empfehlen, der etwas Interesse an funktionentheoretischen Methoden hat.

Kapitel I beschiftigt sich in erster Linie mit der Theorie von S. Bergman und I. Vekua und
hat aus diesem Grunde eine gewisse historische Bedeutung. Dariiber hinaus zeigt das Kapitel eine
neue Perspektive auf und enthilt mehrere originelle Beweise. Die Bergman-Vekuaschen Theorien
werden zu einer einheitlichen Theorie zusammengefafit.

Da viele, die in diesem Forschungsgebiet arbeiten, einen etwas undurchsichtigen Stil an-
genommen haben, ist das Buch sowohl fiir den Anfinger als auch fiir den reiferen Forscher eine
grofe Erleichterung.

Kapitel II konzentriert sich auf parabolische Gleichungen mit einer Raumveranderlichen
und gibt einen Uberblick iiber die Forschungsergebnisse des Verfassers. Dabei wird zunichst der
Fall von konstanten Koeffizienten betrachtet. Ein Integraloperator wird eingefiihrt, der analytische
Funktionen auf analytische Losungen der parabolischen Gleichungen abbildet. Es ist bekannt, dafl
die Losungen in der Zeitverinderlichen nicht analytisch sind; daher wird ein neuer Operator gesucht,
dessen Wertebereich die Menge der klassischen Losungen enthilt. So wird ein Operator konstruiert,
der Losungen der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung auf die klassischen Losungen der ein-
dimensionalen parabolischen Gleichung, deren Koeffizienten analytisch in t und stetig differenzier-
bar in x sind, abbildet. Uberdies wird gezeigt, daB jede klassische Losung, die der oben erwihnten
Gleichung geniigt, in solcher Form dargestellt werden kann. Weiter werden Spiegelprinzipien fir
Gebiete entwickelt, die invariant beziiglich einer Spiegelungsabbildung sind. Diese Prinzipien haben
eine Anwendung auf Anfangsrandwertprobleme.

Kapitel III behandelt parabolische Gleichungen mit zwei Raumverinderlichen. Es wird
vorausgesetzt, daB die Koeffizienten sowohl in der Raum- als auch in der Zeitverinderlichen holo-
morph sind. Hier fiihrt man wie in der Bergman-Vekuaschen Theorie z = x + iy und z* =x — iy fir
x und y ein und versucht, eine verallgemeinerte E-Funktion oder komplexe Riemannsche Funk-
tion zu entwickeln. Nachdem eine solche Funktion gefunden ist, ist der entsprechende Integral-
operator fiir die Konstruktion einer vollstindigen Familie der klassischen Losungen benutzbar. Als
eine Anwendung der Methode der fundamentalen Singularititen wird das inverse Stefan-Problem
fiir einen vorgeschriebenen freien Rand gelost.

Das letzte Kapitel (IV) gibt einen Uberblick iiber die ,,Method of Ascent*, die vom Ver-
fasser und Rezensenten zusammen entwickelt worden ist. In dem Fall, wo eine elliptische Glei-
chung invariant beziiglich Rotationen ist, ist es moglich, eine Integraldarstellung von einer beson-
ders einfachen und eleganten Form zu bekommen. Insbesondere tritt die Dimension nur als Po-
tenz eines Integrationsparameters auf. Diese Tatsache erlaubt einem, Integraloperatoren von
n-dimensionalen Gleichungen direkt aus dem zweidimensionalen Analogon zu berechnen. Der Ver-
fasser entwickelt auch eine ,,Method of Ascent* fiir die AuBenbereiche und 15st als eine Anwen-
dung das inverse Strahlungsproblem der Schallwellen in einem homogenen Material.

Delaware R.P. Gilbert
Armold, V. I., Mathematical Methods of Classical Mechanics (Graduate Texts in Mathe-

matics, vol. 60), New York — Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1978, x + 462 p., cloth,
DM 54,—
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Das Buch entstand aus einer dreisemestrigen Vorlesung iiber klassische Mechanik, die
V. Arnold 1966—1968 fiir Studenten des dritten und vierten Studienjahres an der Fakultit Mathe-
matik-Mechanik der Moskauer Universitit gehalten hatte.

In Inhalt und Charakter entspricht die erste Hilfte des Buches eher einer ausgezeichneten
Mechanik-Vorlesung eines theoretischen Physikers. Ausgehend von physikalischen Prinzipien wird
zunichst die Newtonsche Punktmechanik eingefiihrt mit den klassischen Erhaltungssitzen der
Galileigruppe. In einem zweiten Teil wird dann ausgehend von den Variationsprinzipien der La-
grangeformalismus dargestellt und angewendet auf die Theorie der Schwingungen und die Theo-
rie der starren Korper. Der zentrale dritte Teil beschreibt den allgemeinen Hamiltonschen For-
malismus auf symplektischen Mannigfaltigkeiten; als Anwendung schlieft sich eine Einfithrung
in die Storungstheorie von Systemen in der Nihe von integrablen Systemen an. Im Vordergrund
stehen immer die qualitativen und geometrischen Aspekte der dynamischen Probleme, welche
an vielen Beispielen erldutert werden, und weniger der mathematische Formalismus. Dieser
wird jeweils dort eingefiihrt, wo er gebraucht wird, so etwa werden die Mannigfaltigkeiten ein-
gefiihrt zur Beschreibung von Systemen mit Nebenbedingungen. Die Differentialrechnung auf
Mannigfaltigkeiten und die symplektische Geometrie werden im Rahmen des Hamiltonschen For-
malismus entwickelt.

Die zweite Hilfte des Buches hat nicht mehr Vorlesungscharakter. Hier werden in 13
Appendices Beziehungen der klassischen Mechanik zu anderen Gebieten der Mathematik und
der Physik aufgezeigt, Beziehungen zur Riemannschen Geometrie, zur Strémungstheorie idealer
Flissigkeiten, zum Stabilititsproblem der Himmelsmechanik, zur Klassifikation der Kaustiken in
der geometrischen Optik. In diesen Appendices werden, ohne Beweis, zum Teil tiefe Ergebnisse
der letzten 20 Jahre beschrieben, welche hauptsichlich auf V. Arnold zuriickgehen.

Zusammenfassend bewiltigt das Buch eine Fiille an Stoff von den Anfingen der Mecha-
nik bis zu Ausblicken auf die aktuelle Forschung. Es ist anschaulich und lebendig geschrieben
und ist auch fir den Fachmann anregend. Das ganze Buch verrit das tiefe Verstindnis des
Meisters.

Bochum E. Zehnder

Lindenstrauss, J., Tzafriri, L., Classical Banach Spaces II — Function Spaces (Ergebnisse
d. Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Band 97) Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Ver-
lag 1979, 3 Fig., x + 243 S,, cloth, DM 78,—

Wihrend im ersten Band (Classical Banach Spaces I; vgl. Jber. d. Dt. Math.-Verein. 82
(1980) 12) die klassischen Benachschen Folgenrdume im Mittelpunkt standen, wird im vorliegen-
den Band II die neue und neueste Theorie Banachscher Funktionenrdume (Banachverbinde) vorge-
legt, und zwar in Richtung einer ,,Geometrie der Banachriume*; wie sie in den siebziger Jahren
von den Autoren sowie von W. B. Johnson, Krivine, Maurey, Pisier und anderen entwickelt wor-
den ist.

Das Buch enthilt nur zwei, jedoch sehr umfangreiche Kapitel, die an den Leser teilweise
auflerordentliche Anforderungen stellen. Im I. Kapitel werden neben den wichtigsten Grundeigen-
schaften der Banachverbiande und ihrer Darstellungstheorie vor allem die dualen Begriffe der p-
Konvexitit und der q-Konkavitit eingefiihrt, die spiter (in der Theorie gleichmifiger Konvexi-
tit, vor allem aber im Kap. II) eine entscheidende Rolle spielen. Daneben finden sich die Theorie
gleichmafliger Konvexitit (Typus und Kotypus, Kahanes Theorem) und Band I ergiinzende Resul-
tate iiber die Approximationseigenschaften in allgemeinen Banachriumen, sowie geometrische As-
pekte der Interpolationstheorie. Ein besonderer Abschnitt befat sich mit der Approximations-
eigenschaft in Banachverbinden, insbesondere dem Beispiel eines gleichmiflig konvexen Banach-
verbandes ohne Approximationseigenschaft nach Szankowski. Das II. Kapitel wendet sich einer
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sehr viel spezielleren Klasse von Banachverbinden zu, nimlich r. i. (= rearrangement invariant)
Funktionenrdumen X iiber [0,1], {0,%°) (Lebesguemal) und N (Zihlma8). Fiir diese werden die
sog. Boyd-Indices eingefiihrt (p, und q,), welche einen Schliisselbegriff fiir die Interpolation von
Operatoren (in erheblicher Verallgemeinerung des M. Rieszschen Konvexititssatzes) sowie fiir an-
dere Anwendungen darstellen. (Beispiel: Jeder separable r. i.-Raum X mit 1 < p,, ® > q, ist pri-
mir, d. h. in jeder direkten Summe X =Y @ Z ist Y oder Z zu X isomorph.) Es folgen u. a. An-
wendungen auf die Isomorphie von r. i.-Rdumen, Eindeutigkeit der r. i.-Struktur und erneut auf
die Interpolationstheorie.

Auch fiir den vorliegenden II. Band kann ohne Vorbehalte gesagt werden, daf Stil und
Darstellung hochsten Anspriichen geniigen. Indessen erscheint es dem Referenten unmoglich, auf
engem Raum auch nur einen Eindruck von der Fiille und Komopliziertheit der gewonnenen Resul-
tate zu geben, und es bedarf hoher Motivation von Seiten des auf diesem Gebiet wenig erfahrenen
Lesers, sich in das Werk einzuarbeiten. So ist es — in gewissem Kontrast zu Band I — auch kein
Nachschlagewerk, in welchem man sich rasch iiber vielseitig anwendbare Resultate orientieren kann;
wer sich aber mit dieser noch in Entwicklung begriffenen Theorie intensiv auseinandersetzen méch-
te, fiir den diirfte es unentbehdich sein.

Tiibingen H. H. Schaefer

Heyde, C. C., Seneta, E., L J. Bienaymé: Statistical Theory Anticipated (Studies in the
History of Mathematics and Physical Sciences 3), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Ver-
lag 1977, xiv + 172 S., gebd., DM 48,—

Die Wahrscheinlichkeitstheorie und die auf sie griindenden statistischen Methoden haben
sich vom 17. bis ins 20. Jahrhundert hinein stets im engen Kontakt mit den Anwendungen ent-
wickelt. Gliicksspiele, Versicherungsprobleme und Fehlerrechnung sind einige der wichtigsten Stich-
worte. Die Anfangsphase der Stochastik begann mit Pascal und Fermat, die erste systematische
Darstellung stammt von Huygens 1657. Zwischen dem zusammenfassenden Buch von Laplace
1812 und den Arbeiten von K. Pearson (ab 1900) klafft nach der gut dokumentierten Ansicht der
Autoren eine Liicke im Geschichtsbewuftsein der Stochastiker. In diese Liicke tritt das vorliegen-
de, iiberaus sorgfiltig gearbeitete Buch. Irenéé Jules Bienaymé (1796—1878), heute unter Stocha-
stikern meist nur im Zusammenhang mit P. L. Tschebyshev (1821-1894) und der bekannten Un-
gleichung genannt, spielte im akademischen Leben der erwihnten Periode eine bedeutende Rolle.
Er war bis 1848 hoher Beamter im Finanzministerium und beschiftigte sich dort intensiv mit Be-
volkerungsstatistik. Ab 1848 iibernahm er zeitweilig eine Professur (fiir Calcul des Probabilités) an
der Sorbonne, 1852 wurde er, 55jihrig, in die Académie Frangaise gewihlt. Bienaymé stand mit
Tschebyshev in Verbindung, drei Briefe von B. an T. sind erhalten. Die Verfasser katalogisieren die
Publikationen und Erwihnungen von Bienaymé und interpretieren seine Resultate im Lichte der
heutigen Forschung. Ergebnis: eine Reihe heutiger Methoden der Statistik sind von Bienaymeé zu-
mindest ansatzweise bereits ausgearbeitet worden. — Das Buch stellt eine héchst wertvolle Berei-
cherung der mathematikhistorischen Literatur dar und ist insbesondere Stochastikern als Lektiire
sehr zu empfehlen.

Erlangen K. Jacobs

Wentzell, A. D., Theorie zufilliger Prozesse (Mathematische Reihe, Band 65), Basel —
Stuttgart: Birkhduser Verlag 1979, 264 S., gebd., DM 76,—

Beim vorliegenden Buch handelt es sich um eine ins Deutsche iibersetzte Vorlesungsmit-
schrift des Verfassers. Voraussetzung fiir ein Verstindnis ist eine solide Kenntnis der klassischen
Mafitheorie sowie (mit Einschriinkungen) der Funktionalanalysis.
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Ziel des Buches ist eine Vermittlung der traditionellen Inhalte einer Vorlesung ,,Stocha-
stische Analysis. Ausgehend von der Beschreibung einiger wichtiger stochastischer Modelle (Wie-
ner Proze, stationire Prozesse) in Kapitel 1 werden in den drei folgenden Kapiteln die Grundele-
mente der Korrelationstheorie entwickelt, wobei unter anderem auch die optimale Losung der li-
nearen Vorhersage eines stationdren Prozesses diskutiert wird. Kapitel 5 enthilt den Kolmogo-
roffschen Existenzsatz fiir stochastische Prozesse sowie Kriterien zu deren Realisierbarkeit in
Funktionenunterriumen. In den anschlieRenden Kapiteln wird eine Einfiihrung in die Martingal-
theorie (z. B. Ungleichungen, Konvergenzsiitze, Markoffzeiten) sowie die Theorie der Markoff-
schen Prozesse (z. B. (Starke)-Markoff-Eigenschaft, Feller-Prozesse, Infinitesimale Operatoren)
gegeben. Speziell diskutiert wird die wichtige Klasse der Diffusionsprozesse und ihre Beschreibung
durch stochastische Gleichungen. Zu diesem Zweck wird das Stochastische Integral (bzgl. des Wie-
ner Prozesses) eines zufilligen Prozesses definiert und auf grundlegende Eigenschaften hin (z. B.
Ito-Formel) untersucht.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, daff das hier vorliegende Buch zwar nicht thema-
tisch, jedoch strukturell eine interessante Alternative zu bestehenden Lehrbiichern darstellt. Sein
besonderer Reiz liegt darin, daf verhiltnismiBig viel Raum fiir die Motivierung der einzufiihrenden
mathematischen Begriffe reserviert wird. Um trotzdem auf etwa 200 Seiten eine ausgewogene Dar-
stellung des komplexen Stoffes zu ermdglichen, sind viele kleinere Einzelaussagen, welche iibli-
cherweise als Lemma oder Theorem formuliert sind, als Aufgabe aufgefithrt. Eine vorteilhafte Ver-
wendung des Buches setzt somit eine intensive Bearbeitung der Ubungen voraus (fiir die auf etwa
30 Seiten kurze Losungsvorschlige angefiigt sind). Geht man von dieser Bereitschaft aus, so kann
das Buch Dozenten und Studenten uneingeschrinkt als Begleittext zu einer entsprechenden Vor-
lesung empfohlen werden.

Miinchen W. Stute

Dynkin, E. B., Yushkevi¢h, A. A., Controlled Markov Processes (transl. from the Russian
by J. M. Danskin and C. Holland), (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften Band 235),
Berlin-Heidelberg-New York: Springer;Verlag 1979, vii + 289 pp., cloth DM 79,50.

Die Theorie der Steuerung Markovscher Prozesse mit diskretem Zeitparameter beruht
auf einfachen und anschaulichen Ideen der dynamischen Programmierung. Deswegen ist sie weit
verbreitet und besonders bei den Okonomen populir. In den Hinden der Mathematiker wurde
diese Theorie oft in der Richtung vom endlichen Zustandsraum zu Prozessen in allgemeinen Réu-
men weiterentwickelt. Viele von diesen Verallgemeinerungen tragen nur wenig zur Theorie der
Steuerung konkreter Systeme bei. Sie 16sen Probleme der MaBtheorie bzw. der Topologie. Der
Inhalt des besprochenen Buches stellt einen Kompromifl zwischen den beiden Auffassungen der
Steuerung Markovscher Prozesse dar. Die Grundideen werden an einfachen Beispielen erklart.

Es werden aber auch Modelle behandelt, in welchen Sétze iiber analytische Mengen Anwendung
finden.

Der erste Teil des Buches betrifft die Prozesse am endlichen Zeitintervall. Davon ist das
erste Kapitel mit vielen Beispielen den Prozessen mit endlichem oder abzihlbarem Zustandsraum
gewidmet. Die iibrigen zwei Kapitel behandeln die Verallgemeinerungen: die sogenannten halb-
stetigen und Borelschen Modelle. Aus dem zweiten Teil iiber die Steuerung mit unendlichem
Horizont sind fiir den anwendungsorientierten Leser die Kapitel 6 und 7 von Interesse. Dort wird
die Steuerung zeithomogener Prozesse, und zwar mit dem erwarteten diskontierten Gewinn und
mit dem durchschnittlichen Gewinn pro Zeiteinheit als Optimalititskriterium dargestellt. Mit
dem Begriff der kanonischen Strategie ist es den Verfassern gelungen, die Theorie der Steuerung
unter dem letztgenannten Kriterium fiir zerlegbare Markovsche Ketten iibersichtlich zu entwik-
keln. Der letzte Teil des Buches bringt einige Anwendungen. Dort kann man sich iiber das Pro-
blem des zweiarmigen Banditen und iiber einige dkonomische Modelle informieren. Fiinf Anhiinge
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geben die notwendige Auskunft iiber die Borelschen Riume, iiber analytische Mengen und iiber
einige Fragen der Mafitheorie. Zum Schlug ist die Bibliographie mit historisch-bibliographischen
Bemerkungen. Das Buch ist eine Ubersetzung des russischen Originals aus dem Jahre 1975.

Prag P. Mandl

Heyer, H., Einfiihrung in die Theorie Markoffscher Prozesse, Mannheim — Wien —
Ziirich: Bibliographisches Institut 1979, 253 S., Kart., DM 28,—

Beschreiben wir zuniichst den Gegenstand des Buches anhand der Kapiteliiberschriften
mit einigen Stichworten zum jeweiligen Inhalt in Klammern:

L. Allgemeine Theorie stochastischer Prozesse (Stoppzeiten, Konstruktion von Maien in Produkt-
rdumen, (rechts)stetige Modifikationen);

II. Markoffsche Prozesse (Starke Markoffeigenschaft, Rechtsstetigkeit, Quasilinksstetigkeit, Hunt-
prozesse);

II1. Potentialtheorie des Brownschen Prozesses (Newtonsches Potential, Kapazitit, Dirichletpro-
blem, polare Mengen);

IV. Huntsche Prozesse und ihre Potentialtheorie (Eintrittszeiten, exzessive F unktionen, feine To-
pologie, Generator einer Halbgruppe).

Das Buch wendet sich laut Vorwort an Studenten eines Stochastikkurses, ist jedenfalls
aus einem Vorlesungsskriptum fiir einen solchen Horerkreis entstanden. Das Entstehungsjahr des
Skriptums (1971) steht in enger Beziehung zum Themenkatalog: es ist die Zeit der Dominanz der
Ideen von Hunt iiber Potentialtheorie und Markoffprozesse, die etwa durch das Buch von Blumen-
thal und Getoor (1968) an eine ganze Generation von Mathematikern vermittelt worden sind.

Die Kritik des Referenten richtet sich auf zwei Punkte, die aber eng miteinander zusam-
menhingen. Dies ist einmal die Form der Darlegung der Materie: Begriffe und Aussagen werden
ohne Strukturierung und Gewichtung aneinandergereiht; das Buch zihlt ca. 100 »dtze*, die
keineswegs alle gleichwertig sind. Es ist natiirlich das gute Recht des Autors, sich auf eine reine
Mitteilung von Definitionen, Sitzen und Beweisen zu beschriinken (er spricht im Vorwort von
»Rekapitulation der Vorlesung); aber: eine Einfithrung in die Theorie findet nicht statt. Der
zweite Punkt betrifft das Fehlen vieler konkreter Gegenstinde, welche in der Lage gewesen wiren,
die abstrakte Theorie zu motivieren. Genannt seien: diskretwertige Prozesse (Geburts- und Todes-
prozesse); Diffusionen; Prozesse mit unabhingigen Zuwichsen; eine Andeutung des Problems, wie
man aus einem lokalen (Differenzen- oder Differential-) Operator einen Prozef erzeugt und wel-
che Rolle Randbedingungen dabei spielen.

Heidelberg H. Rost

Rauhut, B., Schmitz, N., Zachow, E.-W., Spieltheorie — Eine Einfiilhrung in die mathe-
matische Theorie strategischer Spiele (Leitfiden der angewandten Mathematik und Mechanik,
Band 49) Stuttgart: B. G. Teubner 1979, 400 S., pb. DM 28,80

Der vorliegende Band der Teubner-Studienbiicher gibt eine breite, durch zahlreiche Bei-
spiele unterstiitzte Einfiihrung in die klassische Spieltheorie. Spiele in extensiver Form werden aus-
fihrlich behandelt. Kuhns Gleichgewichtstheorem fiir Baumspiele wird bewiesen. Bei den Zweiper-
sonen-Nullsummenspielen wird die Existenz von Gleichgewichtspunkten sowohl mittels des Fix-
punktsatzes von Brouwer als auch nach dem Iterationsverfahren von Julia Robinson bewiesen.

Die mathematisch einfachste Methode der Trennung von konvexen Mengen durch Hyperebenen
kommt implizit vor. Die Theorie wird bis zu den nichtkooperativen n-Personenspielen und den
Koalitionsspielen ausgebaut und schlieft mit einem Abschnitt iiber den Shapley-Wert. — Die
Verfasser haben — sicher absichtlich — verschiedene wichtige Punkte unausgefiihrt gelassen. Line-
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are Programme erscheinen nur in Form eines Ausblicks; die Simplexmethode wird nicht vorge-
fithrt, sondern nur erwihnt; ein Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes wird nicht gegeben.
So wird man das vorliegende Buch als vorziiglichen Einfiihrungstext beniitzen, zusitzlich aber
z. B. auch auf die Biicher
Burger, E., Einfihrung in die Theorie der Spiele. Berlin: de Gruyter 1958,
Vogel, W., Lineares Optimieren. Leipzig: Geest & Portig 1967
zuriickgreifen und fiir die Theorie der Marktspiele in die Lektiire von
Hildenbrand, W., Core and equilibria of a large economy. Princeton: University Press 1974
Rosenmiiller, J., Kooperative Spiele und Markte. Berlin: Springer 1971
einsteigen.

Erlangen K. Jacobs

Fiorini, S.; Wilson, R. J., Edge-Colourings of Graphs (Research Notes in Mathematics Series
No. 16), London — San Francisco — Melbourne: Pitman Publ. 1977, 160 pp, illustrated, paper,
£6.50

V. G. Vizing zeigte 1964, dal der chromatische Index x’(G) jedes endlichen Graphen G
gleich 7(G) oder v(G) + 1 ist, wobei ¥(G) den Maximalgrad von G bezeichne und der chromati-
sche Index x'(G) gleich der kleinsten Anzahl von Farben sei, mit denen sich die Kanten von G so far-
ben lassen, da Kanten mit gemeinsamer Ecke verschiedene Farben bekommen. Daszentrale Problem
der vorliegenden Monographie ist die Charakterisierung der Graphen G mit x'(G) =y(G) + 1. Das
Problem ist allerdings nur fiir spezielle Graphenklassen wie etwa die plittbaren Graphen G mit
v (G) 2 8 gelost. Um es in den Griff zu bekommen, werden kritische Graphen untersucht, das
sind zusammenhingende Graphen mit x'(G)=7v(G) + 1 und X' (G—k) < x'(G) fiir alle Kanten
k von G. Es werden Konstruktionen fiir kritische Graphen beschrieben, und es werden die Kanten-
zahl, die Taille und der Umfang kritischer Graphen nach oben und unten abgeschitzt. Viele der
Untersuchungen iiber spezielle Graphenklassen dienen dazu, die sogenannte “Critical graph con-
jecture” zu untermauern, die besagt, dafl jeder kritische Graph eine ungerade Anzahl von Ecken
besitzt. Diese Vermutung wird fiir alle Graphen mit héchstens zehn Ecken verifiziert. (Inzwischen
wurde die “Critical graph conjecture” durch M. K. Goldberg widerlegt, und die auf Seite 59 zitier-
te Vermutung von Evans wurde sogar in schirferer Form mittlerweile von A. Hilton und L. Ander-
sen bewiesen).

Das Buch gibt eine vollstindige Darstellung aller mit Kantenfirbungen zusammenhingen-
den Ergebnisse. Es ist besonders darauf hinzuweisen, daf viele der dargestellten Resultate bisher
nur in russischer Sprache zuginglich waren. Jeder Paragraph wird durch Ubungen abgeschlossen,
die zum Teil der Einiibung der neuen Begriffe dienen, zum Teil aber auch den Stoff wesentlich er-
weitern. So ist etwa der bekannte, schwierige Satz von Grotzsch ohne Literaturhinweis in Ubungs-
aufgabe 3e enthalten. Die Behauptung von Ubung 10b (i) (vgl. auch S. 67 (ii)) ist nicht ganz kor-
rekt, da auch der Kantengraph eines Sterns eckenkritisch ist. Auch die (druckfehlerverfalschte?)
Behauptung von S. 80, daf jeder k-chromatische, eckenkritische Graph (k —1)-fach zusammen-
hingend wire, ist nicht zutreffend; er ist im allgemeinen nur k —1)-fach kantenzusammenhéngend.
Hervorzuheben wire noch der “Guide to the bibliography”, der in iibersichtlicher Form erginzende
Literaturhinweise zu allen angeschnittenen Problemen gibt.

Hannover W. Mader

Ahlswede, R., Wegener, L., Suchprobleme (Teubner Studienbiicher), Stuttgart:
B. G. Teubner 1979, 328 S., pb.; DM 28,80

Dies Buch ist in gewisser Weise eine bahnbrechende Leistung. Es bringt eine Vielzahl von
Einzeluntersuchungen, die bisher nur in Zeitschriftenartikeln und Spezialmonographien zuging-
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lich sind, auf den als Buchtitel gewihlten Nenner und wagt zum ersten Male eine lehrbuchmifige
Darstellung. Dies Wagnis scheint mir gelungen zu sein. Die Kapitel: I. Einleitung, II. Ein exemplari-
sches Suchmodell, III. Binire Suchprobleme ohne Einschrinkungen an die Tests, IV. Alphabeti-
sche Codes und binire Suchbiume, V. Sortierprobleme, VI. Wigeprobleme und geometrische
Probleme, VII. Spezielle Suchprobleme mit irrtumsfreien Tests, VIII. Stochastische Approxima-
tion, IX. Suchprobleme mit zerfallsgestorten Antworten und Kanile mit Riickkopplung, X. Iden-
tifikations- und Rangordnungsprobleme, XI. Die Minimierung der erwarteten Suchkosten, XII.
Die Maximierung der Erfolgswahrscheinlichkeit bei beschrinkten Ressourcen, XIII. Allgemei-
nere Modelle fiir Suchprobleme mit Inspektionen. Besondere Erwihnung verdient die Einord-
nung von wesentlichen Teilen der Informationstheorie in den neuen Rahmen, sowie das starke
Gewicht, das die Verfasser auf die Diskussion von Algorithmen und Berechnungsgeschwindig-
keiten legen. Das Buch empfiehlt sich fiir alle Arten unkonventioneller Lehrveranstaltungen in

der Grenzzone von reiner und angewandter Mathematik: dem Dozenten fiir die Vorbereitung
einer viele Gebiete berithrenden Vorlesung oder als Text fiir ein Seminar solcher Zielsetzung; dem
ungewohnlich talentierten Studenten zum Zweck der Umstrukturierung und Verbindung getrennt
gelernten Materials. Ich wiinsche dem Buch eine grofle Leserschaft.

Erlangen K. Jacobs

Franklin, J., Methods of Mathematical Economics — Linear and Nonlinear Program-
ming, Fixed Point Theorems, (Undergraduate Texts in Mathematics), New York — Heidelberg —
Berlin: Springer Verlag 1980, x +297 p, cloth DM 45,—

Das Buch ist in zweifacher Hinsicht ungewéhnlich:

1. Der Stil ist lebhaft und nahert sich oft einem Gesprich mit dem Leser, viele Einzelheiten
werden sehr ausfiihrlich kommentiert und durch Beispiele erklirt.

2. Ungewdhnlich ist die Zusammensetzung des Inhalts; 2/3 Sitze iiber Optimierung und 1/3
Fixpunkt-Sitze.

Das Kapitel 1 (176 Seiten) fiihrt in die lineare, endlichdimensionale Optimierung ein.
Neben der Simplex-Methode und den Dualititsaussagen werden einfache Fille der parametri-
schen und der Vektoroptimierung besprochen. Ferner enthilt das Kapitel Abschnitte iiber
Zweipersonen-Nullsummenspiele und ganzzahliges Optimieren (nach Gomory). Von den gra-
phentheoretischen Verfahren werden der maximale Flu}, das Zuordnungsproblem, der kiirzeste
Weg und das allgemeine Transportproblem behandelt. Beweise werden gern iiber Varianten des
Farkas-Lemmas gefiihrt.

Das Kapitel 2 (47 Seiten) iiber die nichtlineare Optimierung behandelt quadratisches
Optimieren (nach Wolfe), es folgt ein kurzer Abriff der Kuhn-Tucker-Theorie. Danach wird das
Wesentlichste aus der geometrischen Optimierung erklirt.

Das Kapitel 3 (69 Seiten) iiber Fixpunkt-Sitze ist wohl als ,,Bonbon‘* gedacht. Es be-
ginnt mit dem Banach’schen Fixpunkt-Satz. Dann folgt ein Beweis des Brouwer’schen Fixpunkt-
Satzes, welcher von A. Garsia stammt und hier zum ersten Mal veroffentlicht ist. Er benutzt den
Stokes’schen Satz als Hilfsmittel und diirfte besonders den ,,Ingenieur-Mathematikern** will-.
kommen sein.

Es schlieft sich der Beweis von Milnor aus dem Jahre 1978 (iiber das ,,Hairy ball theo-
rem*) und der Beweis iiber das Sperner-Lemma an. Das Kapitel endet mit dem Schauder’schen
Fixpunkt-Satz (fiir Banach-Rdume) und Kakutanis Fixpunkt-Satz, angewendet auf Gleichge-
wichtspunkte in Mehr-Personen Spielen. Jeder Abschnitt schlieit mit Ubungsaufgaben, die noch
manche Erginzung zum Text bringen.

Typisch fir das Buch scheint mir, da meistens nur die grundlegenden Arbeiten, die
zeitlich oft weit zuriickliegen, benutzt werden. Dies gefillt mir fir das Kapitel 1, denn es erin-
nert mich dadurch im Aufbau und den Beweismethoden oft an mein 1967 erschienenes Buch
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iiber lineares Optimieren. Spitestens ab Kapitel 2 wiinsche ich mir aber die Angabe von einigen
neueren und weitergehenden Lehrbiichern. Ich glaube, dafl dadurch der Zielgruppe (laut Vor-
wort undergraduates and first year graduates), die wohl aus Studenten zwischen dem dritten
und sechsten Semester besteht, sehr geholfen wiirde. Es entsteht sonst doch ein etwas verzerrtes
Bild der hier behandelten Theorien. Ich méchte das Buch trotzdem sehr empfehlen. Ich habe es
mit grolem Vergniigen gelesen.

Bonn W. Vogel

Elliott, P. D. T. A., Probabilistic Number Theory I, Mean Value Theorems (Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften Band 239), New York—Heidelberg—Berlin: Springer-Verlag
1979, XXII + 359 pp. + XXVII, cloth DM 69,50.

Probabilistic Number Theory II, Central Limit Theorems (Grundlehren der mathemati-
schen Wissenschaften Band 240), New York—Heidelberg—Berlin: Springer-Verlag 1980, XVIII +
341 pp. + XXXIV, cloth 70,—.

Eine Abbildung f: N = R heift additiv, wenn f(ab) = f(a) + f(b) fiir teilerfremde a,bEN
gilt; f(n) = Anzahl der Primfaktoren von n ist ein Beispiel. f: N - R heifit multiplikativ, wenn
f(ab) = f(a)f(b) fiir teilerfremde a, b €N gilt; der Logarithmus einer multiplikativen Funktion ist
additiv. Ist f: N - R und setzt man N, = {alN€a <n}, so bildet f die Gleichverteilung in N, in

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung wy, in R ab. Sind py, . . . , py verschiedene Primzahlen, so lege
man auf ein k-tes Exemplar von {0, 1} die Wahrscheinlichkeitsverteilung |{ 1 —% , [Tl und
Kk

bilde die Produktverteilung my, auf {0, 1}". Identifiziert man eine Symbolfolge aus {0,1}" in
naheliegender Weise mit einem Produkt von einigen der Primzahlen p;, so werden additive Funk-
tionen zu Summen unabhingiger ZVen. Immer wenn man eine Folge wy, wy, . . . von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen in R hat, stellt sich die Frage, bei welchen Umnormierungen sie in
eine schwach-konvergente Folge iibergeht, welche Grenzverteilungen auftreten, und wie schnell
die Konvergenz ist. Entstammen die wy, W, . . . — etwa auf eine der obengenannten Arten — zah-
lentheoretischen Fragestellungen, so sind wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen iiber sie als
zahlentheoretische Ergebnisse interpretierbar. — Das vorliegende Werk berichtet umfassend iiber
die innerhalb dieses Ideenkreises bisher erreichten Ergebnisse, u. z. in der Einteilung ,,Vorberei-
tungen — Mittelwertsitze — Zentrale Grenzwertsitze*. Der Autor schreibt damit zugleich die
Geschichte der Forschungen einer internationalen Gelehrtengruppe, in der die Namen Barban,
Bombieri, Davenport, Delange, Elliott, Erdos, Fainleib, Halész, Halberstam, Hardy, Kac, Kubilius,
Linnik, Lukacs, Montgomery, Ramanujan, Rényi, Roth, Turén, Vinogradov, Wintner, Wirsing,
Zolotarev u. a. den Ton angeben. Band I beginnt mit zwei Kapiteln iiber Ma3- bzw. Wahrschein-
lichkeitstheorie (in relativ klassischer Form) und iiber additive Zahlentheorie (z. B. Siebmethoden)
und Dirichlet-Reihen. Es folgen Kapitel, die jeweils einem bedeutenden Forschungsthema gewid-
met sind: dem Kubilius-Modell, einer nach Kubilius und Turén benannten Ungleichung, dem Er-
dos-Wintner-Theorem, einer Gruppe von Sitzen, die auf Delange, Wirsing und Haldsz zuriickgehen,
sowie Gleichverteilungsfragen. Band II beschiftigt sich iiberwiegend mit Fragen vom Typ des Zen-
tralen Grenzwertsatzes: Ermittlung von Grenzverteilungen und Konvergenzgeschwindigkeits-Ab-
schitzungen. — Der Stil des Buchs entspricht der klassischen ,,harten* Analysis. Ein grundlegen-
des Werk.

Erlangen K. Jacobs
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Die axiomatische Darstellung der grundlegenden Teile der reellen linearen Algebra ist
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Der vorliegende dritte Teil ist eine Sammiung von in sich geschlossenen Anhéngen zu
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men und dienen dem vertiefenden Selbststudium und der Seminararbeit im zweiten und
dritten Studienjahr.
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This monograph provides a systematic and comprehensive account to the general theory
of locally convex spaces. It is primarily intended to serve as a textbook as well as a guide to
more advanced topics for a student with some familiarity in general topology and basic
measure theory. However, since some of the material covered here is of fairly recent
origin and partly appears for the first time in a book, and also since some well-known
topics have been given a not so well-known treatment, the book might even prove useful
to more advanced readers, for the development of seminars, and for reading courses.

The classical material on the subject is presented in a fairly complete manner and in
substantial generality. The reader will also find rather detailed discussions on topics like
Schwartz spaces, barrelled and bornological spaces, properties of continuous function
spaces, bases and Schauder bases, topological tensor products, nuclear spaces. Among
the topics treated in the book which are of more recent origin are in particular webbed
topological vector spaces and corresponding closed graph and open mapping theorems,
complete metrizability of the strong dual of a locally convex space and related material,
and an introduction to the theory of ideals of operators in Banach spaces.
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ledness and Reflexivity / Sequential Barrelledness / Bornological Spaces / Topological
Bases / Projective and Injective Tensor Products / Approximation Properties / Ideals of
Operators / Nuclear Spaces

E B. G. Teubner Stuttgart



