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Recent Results in Complex Differential Geometry*)
S. Kobayashi**), Berkeley

0 Introduction

It is a great pleasure and honor to address the meeting of the German Mathe-
matical Society. Since it is difficult to give a comprehensive survey in limited time,
I have chosen the following four topics from recent results in complex differential
geometry.

Calabi conjecture

Characterizations of the projective space

Vanishing theorems

Holomorphic geometric structures.

Complex differential geometry has played and will continue to play impor-
tant roles both in algebraic geometry and several complex variables. As you can see
from the choice I made, I will ignore completely function theoretic aspects of com-
plex differential geometry.

el o

1 Calabi conjecture

We shall be concerned here with some of the consequences of the Calabi
conjecture rather than the conjecture or its solution itself. We begin with the state-
ment of the conjecture made by Calabi in 1957 [6] and proved by Yau in 1978
[52], [53].

Theorem 1.1 Let M be a compact Kdhler manifold with Kdhler form w and
Ricci form p. Given a closed, real (1,1)-form p' cohomologous to p, there is a
unique Kdihler metric on M with Kdihler form w' cohomologous to w and with
Ricci form p'.

The uniquess part of the theorem was already known to Calabi. A closely
related problem settled by Aubin [2] and Yau [52] is the following

Theorem 1.2 Let M be a compact Kahler manifold with ¢, <0, i e., with
ample canonical bundle. Then there is a unique Einstein-Kdhler metric on M whose
Kahler form is cohomologous to the Kdahler form of the initially given metric.

*) Hauptvortrag, gehalten auf der Jahrestagung der DMV 1980 in Dortmund.
**) Partially supported by NSF Grant MCS 79-02552.
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148 S. Kobayashi

We shall mention some consequences of these two theorems; some of them
had been known to follow from these theorems even before the theorems were
proved.

In making the conjecture, Calabi was particularly interested in the special case
of Theorem 1.1 where the Ricci form p is cohomologous to zero since p represents,
up to a constant factor, the first Chern class ¢, of M. Namely he discussed conse-
quences of the following

Corollary to Theorem 1.1 Let M be a compact Kihler manifold with Kdhler
form wand c, =0 (in H? (M; R)). Then there is a unique Kihler metric on M with
Kiihler form ' and vanishing Ricci tensor,

Calabi has shown that every Ricci-flat compact Kéhler manifold M has a un-
ramified finite covering space M of the form M=V X T, where V is a Ricci-flat com-
pact Kahler manifold with first Betti number b;(V) =0 and T is a complex torus.
The corollary above allows us to replace the differential geometric condition of
“Ricci-flatness” by the algebraic geometric assumption that ¢, = 0. However, in
1969 Matsushima [36] succeeded in proving, without the then conjectural Theo-
rem 1.1, that an algebraic manifold M with ¢, = 0 (in H*(M;R)) has a unramified
covering space M of the form M=V X T described above. In 1973 Fischer and
Wolf [8] proved the following structure theorem for a Ricci-flat compact Riemann-
ian manifold.

Theorem 1.3 Let M be a Ricci-flat compact Riemannian manifold. Then
there is a finite normal Riemannian covering M =V X T of M such that V is a com-
pact simply connected Ricci-flat Riemannian manifold and T is a flat Riemannian
torus.

The Kéhlerian analogue of this theorem follows immediately and, combined
with Corollary to Theorem 1.1, yields the following

Theorem 1.4 Let M be a compact Kéihler manifold with ¢, = 0 (in H*(M;R)).
Then there is a finite normal covering M=VXT of M such that V is a compact
simply connected Kdhler manifold with ¢, = 0 and T is a complex torus.

The result of Matsushima mentioned above is related to the following con-
jecture in algebraic geometry, [48]

Conjecture Let M be an algebraic manifold and ay :M = Alb(M) its
Albanese mapping. If the Kodaira dimension k(M) = 0, then ay :M - Alb(M)isa
holomorphic fibre bundle and the Kodaira dimension k(F) of the fibre F vanishes.

The theorem of Matsushima shows that this conjecture is true when ¢, =0,
i.e., mKy = 0 for some positive intger m (where Ky denotes the canonical bundle
of M).

Theorem 1.4 reduces the study of compact Kihler manifolds with ¢, =0
to the simply connected case. The class of simply connected compact Kihler mani-
folds with c; = 0 should play an important role in the classification of algebraic
manifolds since it generalizes the class of K3 surfaces.

An integral formula of Lascoux and Berger [33] shows that a compact
Ricci-flat Kdhler manifold M with ¢, = 0 (in H* (M; R)) is flat. This, combined with
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Corollary to Theorem 1.1, implies the following algebraic geometric result:

Theorem 1.5 If M is a compact Kdihler manifold with ¢, =0 and c,=0
(in H* (M;R)), then it has a complex torus as a unramified finite covering.

It has been known for a long time that a Kihler manifold is Ricci-flat if and
only if its holonomy group is contained in SU(n); this is a simple consequence of
the fact that the Ricci form is the trace of the curvature form (up to a constant
factor). In 1955 Berger [3] classified all linear groups which can be the holonomy
group of an irreducible Riemannian manifold. He has shown that if M is an irreduc-
ible Riemannian manifold (i.e., the identity component of the holonomy group is
irreducible), then either M is locally symmetric (i.e., the curvature is parallel) or the
holonomy group of M is a closed subgroup of O(n) acting transitively on S"~%,

(n = dim M), see also Simons [46]. In the special case of a Kihler manifold, Berger’s
result reads as follows:

Theorem 1.6 If M is an n-dimensional Kdhler manifold and if the identity

component ®° of the holonomy groups is irreducible, then either M is locally her-
mitian-symmetric or is one of the following four groups:

(i) U(n), (ii) SU(n), (iii) Sp(k) ® U(l), (iv) Sp(k), where
n=2k.

Since the irreducible hermitian-symmetric space is not Ricci-flat, we obtain
the following

Corrollary to Theorem 1.6. If M is a complete, simply connected Ricci-flat
Kdhler manifold, then it is a direct product Mo X My X ... X M, where M, is a
complex Euclidean space (possibly reduced to a single point) and M;,i=1,...,1,
are irreducible Kdihler manifolds with holonomy groups SU(ny) or Sp(k;), (n;=dim M;
or 2k; = dim M;).

Recently, Bogomolov [5] has shown that Sp(k) cannot be the holonomy
group of a compact Kihler manifold of dimension n = 2k, except in dimension 2
where SU(2) = Sp(1). Hence, when M is compact in the corollary above, all M;,
i=1,...,r, have holonomy groups SU(n;).

On the other hand, it seems to be still unknown whether Sp(k) ® U(l) actu-
ally occurs as the holonomy group of a (compact) Kihler manifold.

We shall now discuss an application of Theorem 1.1 in the case ¢, > 0 (i.e.,
the anti-canonical bundle is ample). In 1961 [21] I have shown that a compact
Kihler manifold with ¢, > 0 has no unramified finite covering. For algebraic geo-
meters, this is as good as “‘simply connected” since the true universal covering space,
if noncompact, cannot be discussed by purely algebraic methods. In the same paper
I proved, using the differential geometric result of Myers, that a compact Kihler
manifold with positive Ricci tensor is simply connected and remarked that the
positive solution of the Calabi conjecture would imply the following

Theorem 1.7 A compact Kihler manifold with c,> 0 is simply connected.

In connection with the comment above, it would be interesting to find out
if every algebraic manifold admitting no unramified finite coverings is necessarily
simply connected.
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We shall now discuss two of the most important consequences Yau has
derived from Theorem 1.2. In 1952 Guggenheimer [13] proved that a compact
Einstein-Kahler surface M satisfies the inequality c¢2< 3 c, and the equality holds
if and only if M is a space of constant holomorphic sectional curvature. This was
extended by Chen and Ogiue [7] in 1975 to Einstein-Kéhler manifolds of higher
dimension. Their result states:

Theorem 1.8 Every compact Einstein-Kihler manifold M of dimension n
satisfies

€" 2(n+ 1) c,c} 2 S €"nct (e = the sign of the scalar curvature), and the
equality holds if and only if M is a space of constant holomorphic sectional curva-
tureor ¢, = 0.

The proofs of the results of Guggenheimer and Chen-Ogiue are both by

local calculation expressing ¢, and c, in terms of the curvature. Theorem 1.2 to-
gether with Guggenheimer’s inequality implies

Theorem 1.9 If M is a compact complex surface with ¢, <0, then
2 <
c1 =3¢,,

and the equality holds if and only if the universal covering space of M is biholo-
morphic to the unit ball in C2.

The inequality c? £ 3 c, was conjectured for surfaces of general type by
Van de Ven [49] who proved the weaker inequality c? € 8¢, in 1976. This was
improved by Bogomoro to ¢} £ 4 c,, [44]. About at the same time as Yau,
Miyaoka [37] obtained the proof of Van de Ven’s conjecture:

Theorem 1.10 If M is a compact complex surface of general type, then
2<
ci=3c,.

A compact complex manifold with ¢, <0 is an algebraic manifold of gen-
eral type. In dimension 2, a compact complex surface of general type free from
non-singular rational curves C with self-intersection C - C = —1 or —2 satisfies the
condition ¢, <0, [32]. So, as far as the inequality c? £ 3 ¢, is concerned, Miyaoka’s
theorem 1.10, proved in the frame-work of algebraic geometry, is more general
than Yau’s theorem 1.9. However, it does not give the characterization of M with
c? = 3 ¢, given by the differential geometric method; in fact, it is hard to see how
one could possibly characterize quotients of the unit ball by other methods. The
natural question arising from Theorems 1.9 and 1.10 is to show that a surface of
general type satisfying the equality ¢} = 3 ¢, has an ample canonical bundle and,
hence, is covered by the unit disk in C2.

For algebraic geometers working on threefolds, the problem of establishing
the inequality

3c?= 8c,c,

for all compact threefolds of general type should be a challenge. (This inequality
holds for any compact threefold with ample canonical bundle by Theorems 1.2
and 1.8).
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In 1957, Hirzebruch and Kodaira [17] (see also Morrow [40]) proved that
an n-dimensional compact Kahler manifold homeomorphic to P, C is biholomorphic
to P,Cif nis odd or if n is even and ¢, # —(n+ 1) g, where g is the positive genera-
tor of H2(M;Z) = Z. They proved that when n is even, c, is either (n+1)g or
—(n+1)g and that M is biholomorphic to P,C in the first case. Theorem 1.2 allowed
Yau to eliminate the second case. (In fact, from (n+ 1)g? =p,; =c? — 2¢,, we ob-
tain the relation nc? = 2(n+1)c, and conclude, by Theorem 1.8, that M is covered
by the unit ball if ¢, = —(n+1)g). Thus,

Theorem 1.11 If M is a compact Kdahler manifold of dimension n homeo-
morphic to P,C, then it is biholomorphic to P,C.

This leads us naturally to the following topic.

2 Characterizations of the projective space

From the Gauss-Bonnet theorem we see immediately that a compact
Riemann surface with positive curvature is the Riemann sphere. In 1961, Frankel
and Andreotti [9] proved, using the Enriques classification of algebraic surfaces,
that a compact Kihler surface with positive curvature is biholomorphic to P,C. In
his lecture note in 1970 [15], Hartshorne proved, also using the classification of
algebraic surfaces, that a compact complex surface with ample tangent bundle is
biholomorphic to P,C.

Since a hermitian vector bundle with positive holomorphic bisectional cur-
vature is ample (but the converse is unknown [22]), Hartshorne’s result is techni-
cally stronger than that of Frankel-Andreotti.

The first results in our efforts to extend Hartshorne’s theorem to the 3-dimen-
sional case were the following. Every compact complex threefold with ample tan-
gent bundle is rational (Iitaka [18]) and admits an automorphism group of complex
dimension 2 7, (Kohayashi-Ochiai [27]). Using the latter, Mabuchi proved in his
thesis [34], [35] in 1976 that every compact 3-dimensional Kihler manifold with
positive holomorphic sectional curvature is biholomorphic to P3C, generalizing the
result of Frankel and Andreotti. At about the same time, Sumihiro and Mori [39]
proved that a compact complex manifold with ample tangent bundle has the second
Betti number b, = 1, strengthening the earlier result of Bishop and Goldberg [4] that
a compact Kdhler manifold with positive holomorphic bisectional curvature has
b, =1, (see also [12]). Since Mabuchi has actually shown that a compact complex
threefold with ample tangent bundle and b, = 1 is biholomorphic to P;C, his result
together with the result of Sumihiro and Mori implies that a compact complex
threefold with ample tangent bundle is biholomorphic to P;C, thus extending the
result of Hartshorne for surfaces.

In an effort to generalize Hartshorne’s theorem to higher dimension, Ochiai
and I[28] proved, in 1971, the following characterization of P,C.

Theorem 2.1 If a compact Kdihler manifold M of dimension n satisfies
>
c;e(n+l)a,

where o is a positive element in H'(M; Z), then M is biholomorphic to P,C.



152 S.Kobayashi

This may be considered as a variation of the theorem of Hirzebruch and
Kodaira mentioned in §1. A consequence of Theorem 2.1 is that if a compact com-
plex manifold M with ample tangent bundle admits a rational curve C (which may
be singular) generating H, (M; Z), then M is biholomorphic to P, C, (see [26], [47]).

Before I comment on other results related to Theorem 2.1, I want to com-
plete the story on the generalization of Hartshorne’s result. In 1979, Mori (38] has
finally succeeded in proving

Theorem 2.2 Every n-dimensional projective manifold M with ample tan-
gent bundle over an algebraically closed field k of any characteristic is isomorphic
to P k.

His proof, valid for any characteristic, depends also on producing a rational
curve C in M with certain properties. In the course of the proof, he establishes also
the following interesting result.

Theorem 2.3 Every projective manifold M with ample anti-canonical bundle
Ky! (ie., c;>0) over an algebraically closed field of any characteristic contains a
rational curve.

Then Siu and Yau [47] have also succeeded in proving the generalization of
Frankel-Andreotti’s result to higher dimension within the frame-work of complex
differential geometry. Their idea was to produce a rational curve C generating
H, (M; Z) using harmonic maps and then apply Theorem 2.1. If we can extend the
theory of harmonic maps to (complex) Finsler manifolds, their method might yield
Theorem 2.2 for k =C.

Going back to Theorem 2.1, the assumption c; 2 (n+ 1) & means, differential
geometrically, that the Ricci tensor is “very large”. In the same paper, Ochiai and I
proved that if ¢, = na (where « is a positive element of H! (M; Z)), then M is bi-
holomorphic to a non-singular hyperquadric in P,,; C. Later, with his theory of
A-genera Fijita [10] has succeeded in treating the case where ¢, = ra with r <n at
least when r close to n. Fujita’s result played an essential role in the proof of
Mabuchi’s theorem. In a more recent paper [11], Fujita proves the following topol-
ogical characterization of complex projective spaces:

Theorem 2.4 Let M be an n-dimensional compact complex manifold with
¢y > 0 such that its cohomology ring H*(M; Z) is isomorphic to that of P,C. Then
M is biholomorphic to P,C provided n < 5.

Naturally, he conjectures that the theorem above holds for all n. It is also
unknown whether the assumption ¢, > 0 is really necessary or not.

In connection with Mori’s Theorem 2.3, it seems reasonable to expect that
if the Ricci tensor of a compact Kiahler manifold M has at least r positive eigen-
values everywhere, then M contains an (r — 1)-parameter family of rational curves.
As a related problem, we can ask if a threefold with c; >0 is unirational or not.
(A surface with ¢, >0 is rational.)

Although I have not mentioned all of the contributions made by differen-
tial geometers as well as by algebraic geometers to the problem of characterizing
the projective space, I hope I have shown amply that their joint efforts which have
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finally lead to Mori’s theorem represent a good example of differential geometry
and algebraic geometry stimulating each other to their mutual benefit.

3 Vanishing theorems

In one of the most ambitious projects, namely, that of classifying algebraic
manifolds which is being undertaken mainly in Japan and Europe, the concept of
Kodaira dimension is playing a pivotal role, (see, for example, Ueno [48] and also
the conjecture quoted in §1). The Kodaira dimension k(M) of a compact complex
manifold M measures the asymptotic behavior of dim H°(M; mKy) as m = oo,
where mKy (= K§j) denotes the m-th tensor power of the canonical bundle Ky . As
part of this classification program, Sakai [45] has been interested in a similar numer-
ical invariant one obtains by replacing dim H°(M; mKy) with dim H°(M; S™ Q1))
where S™ Q}; denotes the m-th symmetric power of the cotangent bundle Q.
Sakai has calculated this new invariant for a large number of surfaces. In particular,
he has shown that H*(M; S™ Q%) = 0 for all m 21 when M is a Kummer surface or
a quartic surface and wanted know if this holds more generally for any K3 surface.
An old theorem of Bochner (see Yano-Bochner [51]) guarantees that a compact
complex manifold M with ¢, > 0 admits no holomorphic covariant tensor fields
other than the zero field. In particular, if ¢, > 0, then H°(M; S™ Q%) = 0. But, for
a K3 surface we have c¢; = 0. This has forced me to reexamine Bochner’s vanishing
theorem.

Let M be an n-dimensional compact Kahler manifold. Lete,,..., e, bea
local field of unitary frames and 6!, . .., O™ the field of dual frames so that the

Kihler metric is given by 2 Z 0%-8*. Let
a=1
Ric=2Z R,z0%" 9P
be the Ricci tensor of M. Let
_ By...8 @ @
E"E Ea:o; 0", .. 0 pepl. . .eﬁq

be an arbitrary holomorphic tensor field of covariant degree p and contravariant
degree q. (We have omitted tensor product signs). We consider the following qua-
dratic form:

P —B1...8 ..
- _ q 1 Bq
Q(E)E) i§l z R)\u Eal...ai_l}\aiﬂ...ap Egl...ai_lyai“...ap
3 By Bj— 1 ABj+1.-.8q 5 B1--8j—1MBi+1...8
_jz:l ER}\ﬁEal...a,p 1¥1Fa Eal...a]pl iri-fa

Let || || denote the length (of any tensor field) with respect to the Kihler metric.
From

ImAUIEIY) =0,

we obtain Bochner’s formula

ImIIVEI*+ Q& § =0,
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where V & denotes the covariant derivative of &.

If the Ricci tensor and £ satisfy the inequality Q(&, £) > 0, we obtain a con-
tradiction. However, if Q(£, £) 2 0, then we can conclude only V §= 0.

If M is an Einstein-Kéhler manifold so that R,z = ¢844, Where 8,4 is the
Kronecker’s §, then Q(§, §) simplifies to

QO =clp—a Il

Consider the special case where the Ricci tensor is zero. Then Bochner’s
formula shows that any holomorphic tensor field is parallel, i.e., invariant under
the holonomy group. As we mentioned in §1, Berger’s theorem gives all possibilities
for the holonomy group. Analyzing the representation of the holonomy group on
the tensor space, we can conclude, for example, that HO(M;S™Q4)=0ifMisa
compact, simply connected Kihler manifold with zero Ricci tensor. Because of
Corollary to Theorem 1.1, this can be stated as a theorem in algebraic geometry:

Theorem 3.1 Let M be a compact, simply connected Kdihler manifold with
¢;=0. Then HOM;S™ Q) =0 for m2 1.

This answers the question raised by Sakai. For details and other results of
the same nature, see [23], [24].

Given a compact Einstein-Kihler manifold, consider a holomorphic
tensor field of covariant degree p and contravariant degree also p. Then we can
conclude again that such a tensor field is parallel. A tensor field of equal covariant
and contravariant degrees arises in connection with the concept of instability for
vector bundles. A vector bundle E of rank r over a compact complex manifold M
is said to be instable in the sense of Bogomolov if there is a representation p of
GL (r; C) with determinant 1 (i.e., a representation p which factors through
PGL (r; C)) such that the associated vector bundle E® has a nonzero section s
which vanishes at some point of M. Then

Theorem 3.2 Let M be a compact Einstein-Kahler manifold. Then its tan-
gent bundle TM is not instable in the sense of Bogomolov.

To prove this, since every representation of PGL(n; C) is fully irreducible,
it suffices to consider the case where p is irreducible. Then E®, where E = TM, is
a subbundle of the holomorphic tensor bundle T{H3}(M) of covariant and contra-
variant degrees nq for some integer . As we have seen above, a holomorphic ten-
sor field of such a type is parallel and hence cannot vanish unless it vanishes iden-
tically.

Corollary to Theorem 3.2 Let M be a compact Kihler manifold. Then its
tangent bundle TM is not instable in the sense of Bogomoloy in each of the follow-
ing three cases:

N M is simply connected and homogeneous,
(2) ¢ <0;
3) ¢, =0.

It is possible to extend Theorem 3.2 to ,,Einstein-Hermitian vector bundles*‘,
(see [24]). As a special case, we obtain
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Theorem 3.3 Let E be a homogeneous Hermitian vector bundle over a homo-
geneous compact complex manifold M = G/H, where G isa Lie group and His a
compact subgroup. If the natural representation of H on the fibre of E is irreducible,
then E is not instable in the sense of Bogomolov.

4 Holomorphic geometric structures

It was twenty-five years ago when I was a student in Seattle that the late
Professor H. C. Wang asked me whether I could determine the compact complex
manifolds which admit holomorphic affine connections. He had determined earlier
the compact complex manifolds with holomorphic absolute parallelism (i.e., holo-
morphic affine connection with trivial holonomy) and had shown that a holomorph-
ically parallelisable compact Kéhler manifold is a complex torus, [50]. Al I could
prove at the time was that if a compact Kahler manifold admits a holomorphic
affine connection, then its Chern classes ¢; all vanish, [20]. At about the same time,
Atiyah’s paper on holomorphic connections in fibre bundles containing the same
results appeared. Until a few years ago there had been little progress on the prob-
lem except in the area of holomorphic affine structures, i.e., flat holomorphic
affine connections. Shortly after I had proved vanishing of holomorphic symmetric
tensor fields (Theorem 3.1), I realized that the same method, with the aid of theo-
rems 1.1 and 1.4, could be used to establish the following theorem. However,
Ochiai pointed out a much simpler argument using Theorem 1.5, [19].

Theorem 4.1 If a compact Kihler manifold admits a holomorphic affine
connection, it is covered by a complex torus.

Since this takes care of all algebraic manifolds, it has become possible, using
Kodaira’s classification of surfaces, to determine all compact complex analytic
surfaces admitting holomorphic affine connections. Inoue, Ochiai and I [191proved
the following

Theorem 4.2 The list of compact complex surfaces admitting holomorphic
affine connections is given by
(1) the complex tori;
(2)  the hyperelliptic surfaces;
3 the minimal elliptic surfaces with odd by, py > 0 and 2 =0;
(4)  the minimal surfaces with by = 1, by, =0 and pg = 0 with the exception of
the Hopf surfaces which are covered by primary Hopf surfaces such that their gen-
erating automorphisms of C*-{0} are not affine.

Moreover, these surfaces admit holomorphic affine structure, i.e., flat holo-
morphic affine connections.

While we were completing the paper on holomorphic affine connections,
Gunning’s excellent lecture note [14] appeared. Written from a broader viewpoint,
it contained not only many results overlapping with ours but also a number of
interesting results on holomorphic projective connections and structures. Stimu-
lated by his note, Ochiai and I continued our collaboration on holomorphic con-
nections. In the projective case, the first basic result is the following [14], [29]
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Theorem 4.3 Let M be a compact complex manifold of dimension n admit-
ting a holomorphic projective connection. Then any relation that holds between
Chern numbers of P,C holds also for Chern numbers of M. If M is, moreover,
Kihler, then any relation that holds between Chern classes of P.C holds also for
Chern classes of M.

This was already essentially in Gunning’s note although not in this precise
form. From Theorems 1.8 and 4.3, we obtain the following result which may be
considered as a projective analogue of Theorem 4.1, [29]

Theorem 4.4 A compact Einstein-Kihler manifold admits a holomorphic
projective connection if and only if it has constant holomorphic sectional curva-
ture. Moreover, such a space in fact admits a holomorphic projective structure.

This together with Theorems 1.1 and 1.2 yields the following

Theorem 4.5 (1) A compact Kihler manifold M with ¢, = 0 (in H*(M;R))
admits a holomorphic projective connection if and only if it is covered by a com-
plex torus. (A complex torus admits, in fact, a holomorphic affine structure).

(2) A compact complex manifold with ¢, <0 admits a holomorphic pro-
Jective connection if and only if it is covered by the unit ball in C*. Moreover, such
a space actually admits a holomorphic projective structure.

Again, using Kodaira’s classification of surfaces, we obtained [29],

Theorem 4.6 The list of compact complex surfaces admitting holomorphic
projective connection is given by
(1)  the projective plane P,C;
2) the surfaces covered by the unit ball in C?;
3) the surfaces admitting holomorphic affine connections as classified in
Theorem 4.2.
All of these surfaces actually admit holomorphic projective structures.

The next natural holomorphic structure was the holomorphic analogue of
a conformal connection and the corresponding flat structure which is modeled
after a non-singular hyperquadric. Theorems analogous to Theorems 4.3, 4.4, and
4.5 hold and the classification can be done in dimension 2, see [30] for details. By
then, general theorems on holomorphic G-structures modeled after compact her-
mitian symmetric spaces have emerged, resulting complete generalizations of theo-
ems 4.3, 4.4 and 4.5 to such G-structures. In particular, the generalization of Theo-
rem 4.3 contains Hirzebruch’s proportionality principle [16]. It is interesting that
the proof for the generalization of Theorem 4.4 requires the method used in the
proof of Theorem 3.1 and is similar to the long and complicated proof I originally
had for Theorem 4.1 (see [31] for details).

With these four topics I hope I have illustrated the beautiful relationship
that exists between differential geometry and algebraic geometry.
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Alfred Stohr 1916-1973

E. Hirtter, Mainz

Am 4. Mirz 1916 wurde Alfred Max Helmut Stohr in Berlin-
Karlshorst als iltester Sohn des Bankrats Alfred Stohr geboren. Seine
Mutter Frieda geb. Miller, an der er sehr hing, verlor Herr Stohr schon
recht friih. Nachdem er von Januar 1922 bis Ostern 1923 eine Privatschule in Karls-
horst und dann zwei Jahre die dortige 30. Gemeindeschule besucht hatte, wechselte
er Ostern 1925 auf das Helmholtz-Realgymnasium in Berlin-Schoneberg. Da er von
den neun Gymnasialklassen eine Klasse iibersprang, legte er schon am 3. Mérz 1933
dort die Reifepriifung ab. Bereits wihrend der Schulzeit zeigte er Interesse nicht nur
fiir die Mathematik, sondern auch fiir technische Dinge.

Von Mai 1933 an studierte Herr Stohr an der Friedrich Wilhelms-Universitit
Berlin acht Semester lang Mathematik, Physik und Chemie. Zu seinen akademischen
Lehrern zihlte neben den Professoren Erhard Schmidt und Werner
Weber auchnoch Issai Schur?), bis dieser im Sommer 1935 durch die
politischen Umstinde endgiiltig von seinem Ordinariat an der Universitit Berlin
ausscheiden mufte. Am 14. Februar 1938 bestand Herr Stohr die Staatspriifung fir
das Lehramt an hoheren Schulen. Wihrend des Studiums arbeitete er u. a. als redak-
tionelle Hilfskraft bei der Schriftleitung des ,,Jahrbuchs fiir die Fortschritte der
Mathematik* und als Hilfsassistent am Mathematischen Institut der Universitét Ber-
lin. Das Thema der Dissertation von Herrn Stohr lautete: ,,Uber Zerlegungen von
Rechtecken in inkongruente Quadrate‘* (Inauguraldissertation zur Erlangung des
Doktorgrades genehmigt von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultit
der Friedrich Wilhelms-Universitit zu Berlin) [1]. Die Arbeit wurde am 18. Okto-
ber 1938 eingereicht, die Referenten waren Werner Weber und Erhard
Schmidt. Tagder miindlichen Doktorpriifung war der 23. November 1938, der
Tag der Promotion der 25. Januar 1939.

Vom 1. Dezember 1938 bis 15. September 1939 war Herr Stohr als redak-
tionelle Hilfskraft bei Prof. E. He ck e in Hamburg titig. Nach Kriegsausbruch
nahm er eine Stellung als Hochfrequenz-Ingenieur bei der Firma Telefunken GmbH
an und blieb in dieser Position bis zum Kriegsende. Am 8. Dezember 1944 erwarb
Herr Stohr an der naturwissenschaftlichen Fakultit der Deutschen Universitat Prag
den Grad eines Dr. rer. nat. habil. fiir das Fach Mathematik; die vorgelegte Arbeit
hatte den Titel ,,Uber einige lineare partielle Differenzengleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten* I, II, III ([10], [11], [12]). Anfang Mai 1945 kehrte Herr Stohr

1y vgl. hierzu auch die Widmung der Arbeit [25].
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nach Hamburg zuriick, wo er vom Wintersemester 1945/46 ab zunichst als Lehr-
beauftragter und dann vom 1. August 1946 ab als wissenschaftlicher Assistent titig
war. Am 30. Juli 1947 habilitierte er sich dort mit derselben Arbeit wie in Prag als
Privatdozent fiir das Fach Mathematik. Vom Wintersemester 1950/51 bis zum Win-
tersemester 1951/52 war er an die Georg August-Universitit Gottingen beurlaubt,
im Wintersemester 1950/51 zur Vertretung eines Ordinariats. Nach der Umhabili-
tation an die Universitat Gottingen am 29. Februar 1952 wechselte er zum Sommer-
semester 1952 endgiiltig dorthin iiber. Am Géttinger Mathematischen Institut war
er vom 10. April 1952 bis 30. September 1956 wissenschaftlicher Assistent, insbe-
sondere bei Herrn Prof. C. L. Siegel, wurde am 13. Juli 1955 zum aufierplan-
méfligen Professor ernannt und iibernahm ab 1. Oktober 1956 als Diitendozent die
Leitung des , Instituts fiir mathematische Statistik und Wirtschaftsmathematik*,
die er bis zum 31. Mirz 1958, als er einem Ruf als auferordentlicher Professor an
die Freie Universitit Berlin folgte, innehatte. Dort wurde er am 1. April 1966 zum
ordentlichen Professor ernannt. Im Sommersemester 1969 und im Wintersemester
1969/70 sowie wihrend der ersten Halfte des Wintersemesters 1971/72 hatte Herr
Stohr neben seiner Titigkeit in Berlin die Vertretung von Herrn Prof. B. Schoe-
neberg in Hamburg. Nachdem Herr Stéhr im Sommersemester 1973 noch voll
diensttitig war, befiel ihn in der vorlesungsfreien Zeit zwischen Sommersemester
und Wintersemester 1973/74 eine schwere Erkrankung, die nach kurzer Zeit zu
seinem Tode fiihrte; er starb am 10. Oktober 1973 in Berlin.

Herr Stohr war ein bescheidener, toleranter und sehr geduldiger Mensch, der
sich nicht gerne in den Mittelpunkt stellte und es vermied, in der Offentlichkeit auf
seine Stellung hinzuweisen. Jedoch verteidigte er seine Rechte, wenn er in irgend-
einer Weise seine Sphire bedroht sah. Herr Stohr pflegte verschiedene Hobbys?),
wie die Botanik — viele Pflanzen kannte er mit ihren lateinischen Namen — , Chemie,
Photographieren, Sprachen — er sprach unter anderem flieend hollindisch und
tschechisch — , und war handwerklich sehr geschickt. Die Mathematik betrachtete
er als eines seiner Hobbys.

Das wissenschaftliche Wirken von Herrn Stohr erstreckte sich auf viele Ge-
biete, hauptsichlich aber auf die Zahlentheorie und auf Differenzen- und Differen-
tialgleichungen.

In seiner Dissertation [1]3) behandelt Herr Stohr im Anschluf an eine u. a.
von M. Dehn diskutierte Frage das Problem, Rechtecke liickenlos in endlich
viele (mindestens zwei) Quadrate verschiedener Seitenlingen zu zerlegen. Solche
Rechtecke heifien zulissig zerlegt. Es wird als Ausgangspunkt der folgende Satz
bewiesen: Zu je zwei vorgegebenen Zahlen €, @ € R (e >0, q = 0) gibt es ein zu-
lassig zerlegtes Rechteck mit den Seitenlingen a und b, so daf gilt |b/a — ql<e.
Es wird dann weiter gezeigt, daf sich an die Seitenverhiltnisse solcher zulissig zer-
legter Rechtecke neben dieser Bedingung noch eine Anzahl weiterer Bedingungen
stellen 1af3t. Zu diesem Fragenkreis gehort auch die Arbeit [7], in der Zerlegungen
eines Rechtecks in Rechtecke untersucht werden.

2) Fiir die betreffenden Informationen bedanke ich mich bei Frau Ruth Schmettau.
3) Die Nummern verweisen auf das Verzeichnis der Schriften von Herrn Stohr.
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Die weiteren Arbeiten von Herrn Stohr aus den Jahren 1937-1943 (31,
[4], [6], [8)) sind hauptsichlich Fragen der additiven Zahlentheorie gewidmet.
Ist A eine Menge C Ny, so ist die Anzahlfunktion A (n) von A definiert durch

An):= X1 (n € Ng) und die (finite, Schnirelmannsche) Dichte von A
a€A: 0<a<n

durch D(A): = ina A(n)/n sowie die asymptotische Dichte D(A): = _th A(n)/n.
ne ne

h
Ferner ist fir h Mengen A4, ..., A, C N, die Summenmenge > A; definiert
j=1

h h
durch 2 A;: = { ZEN, | z= 2 a;; a € A |.Im Spezialfall
j=1 j=1

h
Aj=AG=1,...,h) schreibt man 2 A =: hA. Falls gilt hB = N, heif3t B Basis

ji=1

h-ter Ordnung. Dann wird in der Arbeit [3], als Weiterfiihrung von Untersuchungen
von H. Rohrbach, mit Hilfe von Zifferndarstellungen eine Basis B h-ter Ord-
nung mit B(n) <2h {‘/H (n € N) konstruiert und in [6] die Anzahl B(n) genauer
abgeschatzt.

In der Serie von drei Arbeiten ,,Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie*
[4], [8], [24] (letztere aus dem Jahr 1956) wird in der ersten die mittlere Ordnung
einer Menge A C N, eingefiihrt: Ist jedes z € N, als Summe von (nicht notwendig
verschiedenen) Summanden aus A darstellbar, so sei £(z) die kleinste Anzahl von
Summanden € A, mit der z dargestellt werden kann (fiir £(z) > 1 ist also z € (L(2) A,

n

aber z € (2(z) — 1)A). Dann heifit A, : = su;:‘l ;1{ > 2(z) die mittlere Ordnung
ne

z=1
von A; falls A, <oo ist, heifit A Basis von endlicher mittlerer Ordnung A, . Ferner
wird hy: = ma&( 2(z) (falls das Maximum existiert) die genaue Ordnung von A ge-
zE

nannt. Dann wird gezeigt hy, <2 A4 (falls Ay <o°) und hy= A4 genau dann, wenn
D((hy— 1)A) = 0 ist. Weiter ergibt sich eine interessante Anwendung auf wesent-
liche Komponenten.
In der zweiten [8] dieser Arbeiten werden (ankniipfend an Betrachtungen
in [6]) als Verallgemeinerung der Dichtebegriffe p(x)-Dichten einer Menge A C N,
untersucht. Sei dazu ¢(x) eine Funktion N — R, ; dann heif3t in{\| A(n)/p(n) (finite)
ne

¢(x)-Dichte und lirr:q A(n)/p(n) asymptotische ¢(x)-Dichte von A. Die dritte [24]
ne

der genannten Arbeiten bringt eine wesentliche Vereinfachung des Beweises eines
Satzes von A. Brauer (Math. Z. 44 (1939) 212—-232) iiber die Dichte der Sum-
me zweier Mengen A und B C N,, wobei die Dichte 0 <D(A) <1 und B Basis von
endlicher mittlerer Ordnung ist.

Von Herrn Stohrs Arbeiten zur additiven Zahlentheorie ist besonders her-
vorzuheben der umfangreiche Bericht [22] ,,Geloste und ungeloste Fragen iiber
Basen der.natiirlichen Zahlenreihe, I, II* aus dem Jahr 1955. Diese Arbeit enthilt
eine Fiille von interessanten Fragestellungen und offenen Problemen, die verschie-
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dene andere Mathematiker — z. B. auch P. Erd 6 s 4)—in ihren Forschungen an-
regten; viele dieser Fragen sind auch heute noch nicht beantwortet. Dieser grund-
legende Bericht hat seine Aktualitit nicht verloren und wird daher in neueren Ar-
beiten immer wieder zitiert. Fiir eine Basis B h-ter Ordnung wird definiert

~ . B(n) .= i B(n)
s = f , - = l1m

N N Y
(¢(x)-Dichten mit p(x) = /X ), sowie

~ — B ~ B P
B3z= llm h(—n)$ ﬁ4:= Sup —'E\\/.L:Ta Vi(h)=lgf Bi (1= 1,2, 31 4),

nEN n neN

wobei B hierin alle Basen h-ter Ordnung durchliuft. Diese Grofen sind fiir die Un-
tersuchung von Basen von grofem Interesse und werden in dieser Arbeit bestimmt
bzw. abgeschatzt. So werden die folgenden Resultate angegeben:

h
T‘l_, v, (h) = ¥/, vy(h) >—ﬂ'l_.
vh rir+.)

h
Weiterhin werden z. B. verschiedene Definitionen fiir den Minimalbasisbegriff dis-
kutiert, Kriterien fiir Nicht-Basen bewiesen, Produkte von Zahlenmengen eingefiihrt
und B,-Folgen und Differenzbasen behandelt.

Von zwei weiteren Arbeiten, die sich mit Fragen der additiven Zahlentheorie
befassen, hat Herr Stohr eine gemeinsam mit H. K16 te r [28] und eine zusam-
men mit E. Wirsing [29] verfaft. In der letzteren dieser beiden Arbeiten wird
ein einfacheres Konstruktionsverfahren fiir ein Ergebnisvon Linnik (Mat.
Sbornik, n. Ser. 10 (1942) 67-78) gegeben, das wesentliche Komponenten liefert,
die keine Basen sind.

Eine ganze Reihe weiterer Arbeiten von Herrn Stohr stammt aus dem Ge-
biet der Differenzen- und Differentialgleichungen. Seine Habilitationsschrift (indrei
Teilen veroffentlicht [10], [11], [12]) behandelt lineare partielle Differenzenglei-

vi(h) =

chungen mit konstanten Koeffizienten. Seien yy,...,y, € Z Variablen und
kM € Z sowie a, ¥ 0 Konstanten (u=1, . .. ,m;v=1,...,n); dabei sollen die
m-Tupel (Gitterpunkte) (k{, . . . , k%) paarweise verschieden sein. Mit einer Funk-
tion Q(yy, . . ., y,) wird definiert

m
M VOG- yi=Z 2,0+ kY, y, vk, Ly, k)

P
ferner sei

1 firy,=...=y,=0
lIIO(yl: ) YH)- - ] 0 sonst.

Dann wird die Gleichung
(2) v (D(yl,'--,yn)=‘l/(Y1,---,Yn),

*) Erdés, P.: Einige Bemerkungen zur Arbeit von A. Stohr: Geléste und ungeloste
Fragen iiber Basen der natiirlichen Zahlenreihe. J. f. d. reine angew. Math. 197 (1957) 216—219.
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die bei elektrischen Netzwerken von Bedeutung ist, zunichst bei beliebiger rechter
Seite untersucht. Es wird gezeigt, da} diese Gleichung stets 10sbar ist, und die Lo-
sung vollstindig angegeben, d. h. alle Funktionen @(y,, . . ., ya) konstruiert, die
(2) geniigen. Dies gelingt dadurch, daf} (2) als Anfangswertproblem mit willkiirli-
chen Anfangswerten aufgefaft wird. Man erhilt dabei unendlich viele Lésungen,
die sich voneinander je um eine Lésung der homogenen Gleichung

3) VOyi,...,yn)=0

unterscheiden. Wird in (2) auf der rechten Seite speziell die Funktion ¥, gesetzt,
so kann man unter einigen Einschrinkungen an den Operator V die Lésung von
(2) mit Hilfe (n—1)-dimensionaler bestimmter Integrale (also nicht nur rekursiv)
angeben. — Ist einer der Koeffizienten a, dominant, d. h. es gilt etwa |a, |+ la, | +

.+la,_,<la,l, dann gilt das ,,Prinzip vom Maximum*: Dies besagt, dafl, wenn
@ Losung der Gleichung (3) mit dieser Bedingung ist, die Funktion @ in jedem
endlichen Bereich von Gitterpunkten ihr Maximum auf den ,,Rand* annimmt. Im
zweiten Teil wird der Fall n = 2 behandelt und statt (1) speziell

@ VOy,Ly)=0,+1,y)+0(y;— 1,y)) + Oy, y, +1)
+Q)(Y1,Y2— 1) =4k @y, y,)

mit k > 1 untersucht. Eine besondere Lsung wird mit Hilfe elliptischer Funktio-
nen bzw. Tschebyscheffscher Polynome dargestellt. Der dritte Teil [12] der Habi-
litationsschrift behandelt in Gleichung (4) den Fall k = 1.

Auch die schon 1943 erschienene Arbeit ,,Oszillationstheoreme fiir die
Eigenvektoren spezieller Matrizen* [9] steht mit Randwertaufgaben bei gewdhn-
lichen linearen homogenen Differentialgleichungen zweiter Ordnung und mit Dif-
ferenzengleichungen in Verbindung: Fiir reelle symmetrische Matritzen der Form

2 (M) Kk, 0
k; 22Nk,
k, g3(N) k3
M(\): = .

Kn_2 gn—1(M) kn oy
0 kno1 gn(V)

mit monoton wachsenden stetigen Funktionen g, : R = R und Konstanten
0<k, € R werden durch det M(A) =0 , Eigenwerte* A und durch M(A\)u =0
»Eigenvektoren® u eingefithrt. Es gibt nun genau N reelle Eigenwerte, und diese
sind paarweise verschieden. Ordnet man sie nach wachsender Grofe, wodurch auch
die Eigenvektoren eine bestimmte Reihenfolge erhalten, so besitzt die F olge der
Koordinaten des n-ten Eigenvektors (n=1,2,...,N) genau n — 1 Zeichenwech-
sel (erstes Oszillationstheorem).

In den beiden Arbeiten ,,Uber die Differentialgleichungen eines dynami-
schen Weltmodells* I, II([13], [16]) untersucht Herr Stohr das Differentialglei-
chungssystem (det B) B + k B = 0 mit einer zeitabhingigen (n X n)-Matrix B und
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einer Konstanten k. Dieses System hat Beziehung zu dem Weltmodell von Milne
und Mc Crea’)und Heckmann?®).

Die unmittelbar aufeinander folgenden Arbeiten ,,Zur approximativen Lo-
sung linearer homogener Differentialgleichungssysteme* [14] und ,,Uber einen
integralartigen Grenziibergang bei Kettenbriichen* [15] stehen auch in inhaltlichem
Zusammenhang, insofern als bei der zweiten dieser Arbeiten ein Resultat der ersten
herangezogen wird. Auch die Arbeit ,,Bemerkungen iiber Kettenbruchintegrale‘
[17] ist in diesem Zusammenhang zu erwihnen.

Wihrend in der kleinen Note ,,Eine Formel fiir gewisse symmetrische Poly-
nome** [20] ein Satz aus P6lya,G.; Szegd,G.: Aufgaben und Lehrsitze aus
der Analysis, Bd. II, 1925 (S. 99 und 302, Nr. 10; S. 45 und 229, Nr. 48) verallge-
meinert wird, bringt die Arbeit ,,Neuer Beweis einer Formel iiber das reelle arithme-
tisch-geometrische Mittel*“ [23] unter Verwendung vollstindiger elliptischer Inte-
grale erster Gattung und konformer Abbildungen einen Beweis fiir die folgende auf
Gauf zuriickgehende Aussage: Sei 0 <by<a, € R und

Bme: = %(an+b..>; basri =vabr  (1=0,1,2,...).

Dann existieren lim a, =: & und lim b,=: §, und es gilt &= 8 =: M(a,, bo); dieser

n— oo n—>co
gemeinsame Grenzwert heifdt das (reelle) arithmetisch-geometrische Mittel von a,
und b,. Weiter gilt hierfiir nun beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit

2-"log 4 a, M(a,, bo)
Vas —bi M(aq, /22 — b2)

mit einem von n unabhiingigen « > 0.

In der Arbeit ,,Zur Funktionentheorie im Raum der symmetrischen Matri-
zen* [25] iibertragt Herr Stohr einige Sitze aus der Funktionentheorie, wie z. B.
das Schwarzsche Lemma, auf gewisse Funktionen, in denen unabhingige und ab-
hingige Variablen quadratische Matrizen sind, wobei die Elemente der abhéngigen
Matrix analytisch von den Elementen der unabhingigen Matrix abhingen.

Ein algebraisches Thema behandelt Herr Stohr zusammen mit L. Rédei
in der Arbeit ,,Uber ein spezielles schiefes Produkt in der Gruppentheorie® [27].
Es werden gewisse schiefe Produkte zweier Gruppen untersucht und die Isomor-
phie zu einem anderen Produkt gezeigt.

Das weite Interessenfeld von Herrn Stohr zeigt sich auch darin, daf’ eine
seiner Arbeiten [18] in einer Fachzeitschrift fiir Elektrotechnik und eine [5] in
einer Fachzeitschrift fir Anthropologie erschien.

Das breite Spektrum des Lehrangebots von Herrn Stohr spannte sich von
Vorlesungen iiber Gebiete der Zahlentheorie, Funktionentheorie, Differential-

+0 (2—ne——a2“)

=T
2

5) Milne,E. A.: A Newtonian expanding universe. Quart. J. Math. Oxford § (1934)
64—72;Mc Crea,W.H.; Milne, E. A.: Newtonian Universe and the curvature of space.
Quart. J. Math. Oxford § (1934) 73-80.

6)Heckmann,O.: Theorien der Kosmologie, Erster Teil. Berlin 1942.
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gleichungen, Differentialgeometrie bis zur Wahrscheinlichkeitstheorie. Sein Vor-
lesungsprogramm ab 1970 weist im einzelnen folgende Vorlesungen aus:

SS 1970: Klassenzahl quadratischer Formen (4std.); Seminar algebraische
Topologie (2std.);

WS 1970/71: Elliptische Modulformen (4std.); zwei Seminare, eines
davon uber additive Zahlentheorie (je 2std.);

SS 1971: Elliptische Modulformen (2std.); Seminar iiber topologische Auto-
maten (2std.);

WS 1971/72: Funktionentheorie (4std.); Thetafunktionen (2std.);

SS 1972: Funktionentheorie II (4std.); Lektiire eines mathematischen Klas-
sikers (2std.);

WS 1972/73: Funktionentheorie I mit Ubungen (6std.);

SS 1973: Funktionentheorie II mit Ubungen (6std.).

Ferner oblag ihm in Berlin iiber viele Jahre hinweg die Anfingerausbildung in an-
gewandter Mathematik. Herrn Stohrs Vorlesungen waren von hohem Niveau und
stellten an die Horer bei der Bewiltigung des Stoffes besondere Anforderungen.

In den Kollegs, die sich an Horer mit speziellen Interessen wandten, kam sein Ein-
fallsreichtum voll zur Geltung. Diese umfangreiche Lehrtitigkeit fand ihren Nieder-
schlag in der Betreuung bzw. Mitbetreuung von 31 Diplomarbeiten als Erst- oder
Zweitreferent und in der Mitwirkung an 110 Diplom-Hauptpriifungen.

Neben seiner fruchtbaren Tétigkeit in Forschung und Lehre iibte Herr Stéhr
mit Besonnenheit, Umsicht und Weitblick zahlreiche Funktionen in der akademi-
schen Selbstverwaltung der Freien Universitit Berlin aus, die einen grofien Teil sei-
ner Arbeitskraft in Anspruch nahmen. So gehorte er z. B. von Juni 1970 (der ersten
Wahl des Gremiums) ununterbrochen bis 1973 dem Fachbereichsrat des Fachbe-
reichs 19 Mathematik an (bis 1972 als stellvertretender Vorsitzender), er war von
1970—-1971 Mitglied der Ausbildungskommission, 1970—1973 Mitglied der For-
schungskommission des Fachbereichs 19 sowie Mitglied mehrerer Berufungs- und
Habilitationskommissionen. Von 19711972 war er geschiftsfithrender Direktor
des II. Mathematischen Instituts und von 1969 an fiir einige Jahre Vorsitzender
des Priifungsausschusses Mathematik. Aulerdem war Herr Stohr Mitglied des Kon-
zils der FU Berlin.

Herr Stohr hatte zwei Doktoranden:

Peter Althammer promovierte mit der Arbeit: Eine Erweiterung
des Orthogonalititsbegriffs bei Polynomen und deren Anwendung auf die
beste Approximation (Referenten: A. Stohr — H. Pachale (1961)),
Arnulf Mrose mit der Arbeit: Die Bestimmung der extremalen regu-
liren Abschnittsbasen mit Hilfe einer Klasse von Kettenbruchdeterminan-
ten (Referenten: A. Stohr — K. P. Grotemeyer (1969)).

Bei den folgenden Dissertationen wirkte Herr Stéhr als Korreferent mit:
Rohde, Hanns-Walter (Ref. A. Dinghas — A. Stohr; 1962);
Elliger, Sigurd (Ref. K. P. Grotemeyer — A. Stohr; 1963);
Stober, Ingrid Selma Klara (Ref. A. Dinghas — G. Grawert”)
— A. Stohr; 1964);

7) Institut fiir theoretische Physik der FU Berlin.
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Lenzing, Helmut (Ref. K. P. Grotemeyer — A. Stohr; 1964);
Brunner, Go6tz (Ref. K. P. Grotemeyer — A. Stohr; 1966);
Zenglin, Ginter (Ref. H Minzner — A. Stdhr; 1969);
Baierl, Rudolf Herbert (Ref H.Pachale — A. Stdhr; 1970).

Im Anschlu} an den oben erwihnten Bericht [22] sei noch ein Auszug aus
einem Brief von Herrn Stohr an Herrn H-H. O st m an n (ca. 1956) zitiert. Die-
ser Brief enthilt einige offene Fragen zur additiven Zahlentheorie, die bis heute
wohl noch nicht beantwortet sind; er war damals dem Verfasser dieses Nachrufs
in einer Kopie zugénglich. Wir vereinbaren zunichst noch folgende Bezeichnung:
Mitm € Nsei {0,1,...,m}=:[0, m]=M.

,,Definitionen:

(a) A heift Basis®) h-ter Ordnung fiir m, wenn M ¢_ h A ist.

(b) A heif3t Basis genau h-ter Ordnung fiir m, wenn M Ch A und M ¢ (h—1)A
ist.

(c) A heifst Minimalbasis h-ter Ordnung fiir m, wenn A eine Basis h-ter Ord-
nung fiir m ist, und wenn fiir jede Basis B h-ter Ordnung fiir m die Ungleichung
B(m) = A(m) gilt.

(d) Eine Minimalbasis h-ter Ordnung fiir m, die zugleich eine Basis genau
h-ter Ordnung ist, soll der Kiirze halber Minimalbasis (d) heifien.

(e) Eine Basis A genau h-ter Ordnung fiir m mit der Eigenschaft, daf fiir
jede Basis B genau h-ter Ordnung fiir m die Ungleichung B(m) = A(m) gilt, soll
kurz Minimalbasis (e) heifien®).

Jede Minimalbasis (d) ist offenbar auch eine Minimalbasis (e).
Frage: Gilt auch das Umgekehrte?

Man kann das auch so formulieren: Ist eine Minimalbasis (e) notwendig zugleich
eine Minimalbasis h-ter Ordnung fiir m im Sinne der Definition (c)?

Es gelten folgende Aussagen:

(1) Fiir 1 <m < h ist jedes A, das eine Basis h-ter Ordnung fiir m ist, bereits
eine Basis m-ter Ordnung fiir m.

Beweis. Jedenfallsist {0,1} C A alsoistm A 2m{0, 1} =[0, m].

Korollar: Fiir | < m <hgibt es keine Basis genau h-ter Ordnung fiir m, also
insbesondere auch keine Minimalbasis (d) oder (e); ferner ist dann jede Minimal-
basis h-ter Ordnung fiir m zugleich eine Minimalbasis m-ter Ordnung fiir m.

(2) Fiir 1 <h <m gibt es Basen genau h-ter Ordnung fiir m.

Be weis. Die aus der O und allen Zahlen z mit z= 1 (mod h), | <z < m beste-
hende Menge leistet das Verlangte.

8) Genauer: Abschnittsbasis (siehe [22]).
2) Zu den hier angeschnittenen Fragen vgl. auch O st mann, H.-H.: Additive Zahlen-
theorie, 1. Ergebnisse der Mathematik (1956), S. 175 ff.
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Vermutung l: Fir 1 <h<'m gibt es Minimalbasen (d).
Vermutung 2: Fir 2<h < m gibt es eine Basis B genau h-ter
Ordnung fiir m mit B(m) <h - ¥/m.

Fiir h < m < h? leistet jedenfalls das im Beweis zu (2) vorkommende Beispiel
alles in Vermutung 2 Verlangte.

(3) Es gibt eine Funktion f(h) so, dag fiir m = f(h) jede Minimalbasis h-ter
Ordnung fiir m eine Basis genau h-ter Ordnung fiir m ist (also Minimalbasis (d) ist).

Beweis. h=1 ist trivial; sei h = 2. Jede Minimalbasis h-ter Ordnung fiir m ent-
hilt weniger als ¢, \h/?n_ positive Zahlen!®); jede Basis (h—1)-ter Ordnung muf} ande-
rerseits mindestens ¢, - P ~+/m positive Zahlen enthalten, wo die ¢; > 0 nur von h
(aber nicht von m) abhingen'!). Es gibt nun ein f(h) so, da® fiir m = f(h) die Un-

gleichung ¢, - v/m<c¢, - "¥/m gilt.

Korollar zu (3): Fir m = f(h) gibt es eine Minimalbasis (d); die Vermutung 1
ist also fiir m = f(h) richtig.

Man kénnte glauben, da bereits f(h) = h das in (3) Verlangte leistet; das ist jedoch
falsch, wie die folgenden Beispiele zeigen: {0, 1, 2} und {0, 1, 3} sind Minimalba-
sen dritter Ordnung fiir 4, aber keine Basen genau dritter Ordnung fiir 4 (aber Ver-
mutung 1 wird durch diese Beispiele nicht widerlegt, denn {0, 1, 4} ist eine Mini-
malbasis (d) genau dritter Ordnung fiir 4.)*.

Verzeichnis der wissenschaftlichen Publikationen von Herrn Stohr!?)

[1] Uber Zerlegungen von Rechtecken in inkongruente Quadrate. Schriften des Mathemati-
schen Instituts und des Instituts fiir angewandte Mathematik der Universitit Berlin 4
(1939) 119—140 (Diss.); (Zbl. 20, 51; F. d. M. 65, 178)

[2] Aufgabe 224 (gestellt im Jber. d. Dt. Math.-Verein. 46 (1936) 46 kursiv. Losung: Jber.

d. Dt. Math.-Verein. 48, 49 kursiv) (F. d. M. 64, 49)

[3] Eine Basis h-ter Ordnung fiir die Menge aller natiirlichen Zahlen. Math. Z. 42 (1937)
739-743;(Zbl. 16, 348; F. d. M. 63, 129)

[4] Bemerkungen zur additiven Zahlentheorie, I. Mittlere Ordnung. J. f. d. reine angew.
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In Memoriam Friedrich Karl Schmidt

E. Kunz, Regensburg und H.-J. Nastold, Miinster*)

Friedrich Karl Schmidt wurde am 22. September 1901 in Diisseldorf geboren.
Er besuchte die Schule seiner Heimatstadt bis 1920. Schon damals fesselte ihn be-
sonders die Mathematik, doch zog ihn auch die Beschiftigung mit der Philosophie
stark an. Bei Beginn seines Studiums, 1920 in Freiburg, schwankte er noch zwischen
diesen beiden Féchern. Unter dem Einflul von Lothar Heffter entschied er sich je-
doch rasch fiir die Mathematik und studierte in der Folgezeit Mathematik und Physik,
aber auch Philosophie, in Freiburg, Marburg und danach wieder in Freiburg. Dort
promovierte er 1925 mit einer Arbeit iiber ,,Allgemeine Korper im Gebiet hoherer
Kongruenzen* bei Friedrich Loewy (vgl. Handschriftprobe). Angeregt durch den
engen wissenschaftlichen und persénlichen Kontakt mit Helmut Hasse und Wolfgang
Krull, der damals als junger Privatdozent in Freiburg wirkte, entstand in rascher Fol-
ge eine Reihe wichtiger Arbeiten, vornehmlich zur Theorie der algebraischen Funk-
tionenkorper einer Variablen, zur algebraischen Zahlentheorie und zur Bewertungs-
theorie.

Im Herbst 1926 ging F. K. Schmidt als Assistent nach Erlangen, wo er sich
1927 habilitierte und wo er eine Zeit ungestorter und befriedigender wissenschaft-
licher Arbeit erleben durfte. Er heiratete im Sommer 1927 Josefine Baumann, selbst
Mathematikerin und frithere Studienkollegin in Freiburg. Aus der Ehe gingen die
vier Kinder Christa, Ursula, Elmar und Hanno hervor, von denen Christa und Elmar
spéiter ebenfalls Mathematik studierten.

Im Oktober 1933 wurde F. K. Schmidt von Hermann Weyl als sein Vertre-
ter nach Gottingen geholt, kurze Zeit bevor dieser nach Amerika auswanderte. In

*) Wir danken allen Kollegen, die uns bei der Abfassung dieses Nachrufs beraten und
unterstiitzt haben.

0012-0456/81/04 0169013 § 02.60/0 © B. G. Teubner Stuttgart



170 E.Kunz und H.-J. Nastold

Gottingen fand F. K. Schmidt ein grofiartiges Wirkungsfeld, doch kam es schon bald
zum Konflikt mit den Nationalsozialisten, vornehmlich wegen der von ihm weiter
gepflegten Beziehungen zu den nun geichteten judischen Kollegen. So mufite er
nach einem Jahr Gottingen wieder verlassen, wurde jedoch im Oktober 1934 als Ordi-
narius nach Jena berufen. Auch hier dauerten seine Konflikte mit der Partei weiter-
hin fort. F. K. Schmidt war Nachfolger von Richard Courant als Herausgeber der
mathematischen Werke des Springer-Verlags geworden und hatte Biicher emigrierter
jidischer Autoren herausgebracht. Auch weigerte er sich, seine Treue zur katholi-
schen Kirche zu verleugnen. Dies fithrte zu seiner schrittweisen Kaltstellung als Insti-
tutsdirektor und der Entlassung aus dem Priifungsausschuf} der Universitit. Er gab
daher 1941 seine Lehrtitigkeit in Jena auf und wurde Mitarbeiter der Deutschen
Forschungsanstalt fiir Segelflug in Ainringen bei Bad Reichenhall, wohin er mit sei-
ner Familie tibersiedelte.

Nach dem Ende des Krieges kehrte F. K. Schmidt im November 1945 wieder
auf seine alte Stelle nach Jena zuriick, folgte dann aber im Herbst 1946 einer Beru-
fung nach Miinster. Einen Ruf an die Humboldt-Universitat Berlin, wo er einige Zeit
als Gastprofessor titig war, lehnte er ab, ebenso eine Berufung an die Universitit
Erlangen im Herbst 1948.

Zum Sommer-Semester 1952 nahm F. K. Schmidt einen Ruf nach Heidelberg
an, der Stadt, in der er bis zu seinem Lebensende blieb. Er wirkte beim Ausbau der
Mathematik, dem Neubau des Instituts im Neuenheimer Feld und in der naturwis-
senschaftlichen Fakultit mit grofRer Tatkraft bis zu seiner Emeritierung im Jahre
1966 trotz wachsender Behinderung durch Krankheit. Seit 1954 war er Mitglied der
Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Die Mathematisch-Naturwissenschaft-
liche Fakultit der Freien Universitit Berlin verlieh ihm 1968 die Ehrendoktorwiirde

fiir seine bedeutenden Arbeiten auf dem Gebiet der algebraischen Zahlkor-

per und der algebraischen Funktionen, fiir seine Bemithungen um die Ver-

breitung mathematischer Forschung als langjahriger wissenschaftlicher Bera-
ter des Springer-Verlags Heidelberg, und

fiir seine Hilfe nach dem Kriege, die Mathematik in Berlin auf einem hohen

Niveau zu halten*.

Nach dem Tode seiner ersten Frau im Jahre 1966 heiratete F. K. Schmidt
1968 Dr. Anna Bressau. Er setzte seine Vorlesungstitigkeit in Heidelberg auch nach
der Emeritierung noch mehrere Jahre lang fort und nahm am Institutsleben regen
Anteil. F. K. Schmidt starb am 25. Januar 1977, wenige Monate nach der Vollen-
dung seines 75. Lebensjahres.

Ein Uberblick iiber das wissenschaftliche Werk von F. K. Schmidt soll weiter
unten gegeben werden. Zuvor mochten wir einige Worte iiber seine Personlichkeit
und zu seinen Vorlesungen sagen.

F. K. Schmidt wird allen, die ihn niher gekannt haben, als liebenswerter
Mensch in dankbarer Erinnerung bleiben. Sein rheinisches Temperament, sein
Humor — gepaart mit einem Schufl Ironie —, seine spontane Hilfsbereitschaft und
seine ausgesuchte Hoflichkeit gewannen ihm viele Freunde. Wie nur wenige Men-
schen war er begeisterungsfahig und wufdte genauso zu begeistern. Seine Professo-
ren-Kollegen, wie seine Mitarbeiter und Studenten sprachen von ihm stets als ,JFK*,
ohne daB sich hierin jedoch Respektlosigkeit dufderte.
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Bei all seinen vielen Titigkeiten liebte er es doch, im Hintergrund zu bleiben,
um im Stillen um so mehr zu wirken. Dieter Puppe, Kollege von F. K. Schmidt in
Heidelberg, wiirdigte ihn in seinem Nachruf in der Heidelberger Akademie so: ,,Ich
habe sein weises Urteil kennengelernt, seine Energie beim Durchfiihren des als rich-
tig Erkannten, sein Verantwortungsgefiihl fiir die ihm anvertrauten Menschen und
seine von Herzen kommende Hoéflichkeit, die er gegen jedermann iibte .

Zu einem unvergeflichen Erlebnis pflegten fiir seine Studenten die Vorlesun-
gen F. K. Schmidts zu werden, die stets von vollendeter Form und bis ins kleinste
Detail durchdacht waren. Mit seinem ungewohnlichen Temperament und seiner
sprachlichen Brillanz verstand er es, seine Horer zu iiberzeugen und mitzureifien.
Diese Vorlesungen fanden manchmal schon um sieben Uhr in der Friihe statt, waren
aber immer gut besucht. Es ist vielleicht bemerkenswert, daf3 es aufier einigen Vor-
lesungsausarbeitungen kein Buch von F. K. Schmidt gibt. Nie konnte das geschrie-
bene Wort die Wirkung des gesprochenen Wortes bei ihm voll wiedergeben. Er hitte
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ein Manuskript, sobald es abgeschlossen war, wieder neu zu schreiben begonnen,
weil es ihm nun nicht mehr gefiel.

Im folgenden wollen wir versuchen, einen Uberblick iiber die wichtigsten
mathematischen Resultate F. K. Schmidts zu geben und einige Entwicklungen an-
zudeuten, die sich an sie angeschlossen haben.

1 Algebraische Funktionenkorper einer Variablen ([1], [4],[8],[9],[14],[16],[19])

Diesem Gebiet entstammen die meisten Veroffentlichungen F. K. Schmidts.
Beginnend mit seiner (von Krull angeregten) Dissertation [1] setzte sich F. K. Schmidt
zum Ziel, die Theorie der algebraischen Funktionenkorper einer Variablen, die fiir
Grundkorper der Charakteristik O von Dedekind und Weber [DW] rein arithmetisch
begriindet worden war, so auszubauen, daf} sie iber beliebigem Grundkorper giiltig
bleibt. Dabei ging es zunichst um die Ubertragung zahlentheoretischer Tatbestinde
auf Funktionenkorper mit endlichem Konstantenkorper (Idealtheorie, Diskriminan-
tentheorie, Einheitensatz, Endlichkeit der Klassenzahl), was auf Grund Dedekind-
scher Gedanken ohne grofiere Schwierigkeit moglich war, dann um das Auffinden
der Analoga funktionentheoretischer Ergebnisse (Riemann-Rochscher Satz, Theorie
der WeierstraBpunkte) bei beliebigem Grundkorper.

Der Riemann-Rochsche Satz fir Funktionenkdrper einer Variablen iiber voll-
kommenem Konstantenkorper wurde zuerst in [8] bewiesen und fiir die Theorie der
Kongruenz-Zetafunktion nutzbar gemacht. Der allgemeine Bewesis fiir beliebigen
Grundkorper erfolgte in [16]. Einen anderen Beweis gab auch A. Weil [W,] etwa zur
gleichen Zeit. In beiden Fillen handelt es sich (in der Sprache der algebraischen Geo-
metrie) um den Riemann-Rochschen Satz fiir singularitatenfreie algebraische Kur-
ven {iber beliebigem Grundkorper. Der Standpunkt der Kurventheorie (der heute
dieses Gebiet beherrscht) wurde allerdings im Gegensatz zu A. Weil von F. K. Schmidt
nirgends explizit eingenommen, er behandelte Funktionenkorper stets auf idealtheo-
retischer oder bewertungstheoretischer Grundlage. Seine Bestrebungen, die algebra-
ische Funktionentheorie moglichst iiber beliebigem Grundkoérper aufzubauen, ,,um
das Wesentliche der Schliisse klar hervortreten zu lassen‘ haben jedoch zweifellos
den Trend hin zur abstrakten algebraischen Geometrie gefordert. Im Zusammen-
hang mit dem Riemann-Rochschen Satz fiihrte die weitere Entwicklung zur Verall-
gemeinerung des Satzes auf Kurven mit Singularitdten durch Rosenlicht [R], dann
zum Riemann-Rochschen Satz von Grothendieck ([BS]) fiir singularitdtenfreie pro-
jektive Varietdten beliebiger Dimension und in jiingerer Zeit zur Behandlung des
singuldren Falles ([G], [F]).

Die Ubertragung von Ergebnissen der komplexen Funktionentheorie auf alge-
braische Funktionenkorper iiber beliebigem Konstantenkoérper war nicht immer so
unmittelbar moglich, wie das fiir zahlentheoretische Sétze der Fall war, z. B. weil
die Differentialrechnung in Korpern der Charakteristik p > 0 nicht in der gewohn-
ten Weise zur Verfiigung steht und wegen des Auftretens inseparabler Korpererwei-
terungen. Hier mufdte F. K. Schmidt oft wesentlich neue Methoden entwickeln. So
war es zunichst nicht klar, was das ,,richtige* Analogon zum Begriff des Weierstrafs-
punkts in Korpern der Charakteristik p > 0 ist. Es gelang F. K. Schmidt jedoch
([19)), eine befriedigende Theorie der Weierstraflpunkte fiir Funktionenkorper iiber
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beliebigem Grundkorper aufzubauen, die analoge Ergebnisse wie die klassische Theo-
rie enthilt und in die sie durch Spezialisierung iibergeht. Er definierte einfach einen
Punkt x einer projektiven algebraischen Kurve als WeierstraBpunkt, wenn es nur
endlich viele Punkte der Kurve gibt, deren Polordnungshalbgruppe mit der von x
iibereinstimmt. Es gibt dann nur endlich viele Weierstrafipunkte und diese konnen
mit einer verallgemeinerten Wronski-Determinante berechnet werden. Als Anwen-
dung dieser Theorie bewies H. L. Schmid [Sch] die Endlichkeit der Automorphis-
mengruppe beliebiger Funktionenkorper des Geschlechts > 1 mit algebraisch abge-
schlossenem Konstantenkdrper.

2 Zeta-Funktionen ([4], [8])

Das Analogon zur Riemannschen Zetafunktion in algebraischen Funktionen-
korpern war zuerst von E. Artin [A] im Fall quadratischer Erweiterungen des ratio-
nalen Funktionenkdrpers einer Variablen iiber endlichem Grundkorper eingefiihrt
und untersucht worden. In der Arbeit [8], einem Teil seiner Habilitationsschrift, ver-
allgemeinerte F. K. Schmidt die Artinschen Resultate auf den Fall beliebiger Funk-
tionenkorper K einer Variablen iiber endlichem Konstantenkorper k, wobei gleich-
zeitig wesentliche Vereinfachungen erzielt wurden. Diese beruhten darauf, dafl
N S definierte, wo-

1 —p|7"

bei p alle Primstellen des Funktionenkorpers (also auch die unendlich fernen bzgl.
einer Transzendenten von K iiber k) durchlduft (und | p| die Elementezahl des Rest-
klassenkdrpers von p ist). Mit andern Worten: Die Zetafunktion wurde fir das sin-
gularititenfreie projektive Modell des Funktionenkorpers K/k definiert. Es ergab
sich dann die bemerkenswerte Tatsache, dafd sich die wichtigsten Grundeigenschaf-
ten der Zetafunktion direkt aus dem Riemann-Rochschen Satz herleiten lassen, z. B.
daf ¢ eine rationale Funktion in q* (q = Elementezahl von k) ist, ferner die Funk-
tionalgleichung ¢ (1 — z) = q®~V (22~ V¢ (z), wo g das Geschlecht des Funktionen-
korpers ist. In derselben Arbeit gibt F. K. Schmidt auch einen eleganten Beweis mit
Hilfe der Zetafunktion fiir die Existenz von Divisorenklassen beliebigen Grades in
den betrachteten Funktionenkorpern.

Die Untersuchung der Zetafunktion einer projektiven algebraischen Kurve X,
die iiber einem endlichen Korper definiert ist, ist bedeutsam fiir die Frage nach der
Anzahl der Punkte von X mit Koordinaten in den endlichen Erweiterungskdrpern
von k. Abschitzungen der Anzahl dieser Punkte fiihrten zu dem Problem, ob das
Analogon der Riemannschen Vermutung fiir die Kongruenzzetafunktion richtig ist.
Dies wurde zunichst im Fall elliptischer Funktionenkorper von Hasse [H; ] bestitigt,
dann im allgemeinen Fall durch A. Weil ([W,], [W3]).

Auch hier ist die Entwicklung mittlerweile zum hoherdimensionalen Fall
fortgeschritten. Das Studium der Zetafunktion fiir singularitdtenfreie projektive
Varietiten, die iiber endlichen Korpern definiert sind, fithrte zu den Weilschen Ver-
mutungen und — als einer der grofien Leistungen der Mathematik der Gegenwart —
zu deren Beweis durch Deligne [D]. In seinem Bericht iiber die Weil-Vermutungen
[Di], bezeichnet J. Dieudonné F. K. Schmidt neben E. Artin, H. Hasse, A. Weil,

F. K. Schmidt die Zetafunktion von K/k durch §(z) = 11
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A. Grothendieck und P. Deligne als einen der Mathematiker, deren Ideen zum Be-
weis dieser Vermutungen gefiihrt haben.

3 Klassenkorpertheorie ([7], [9], [14])

Die Arbeit [9] (der zweite Teil der Habilitationsschrift) enthilt die Uberset-
zung der KlassenkOrpertheorie auf den Fall algebraischer Funktionenko6rper einer
Variablen mit endlichem Konstantenkorper. Die Ubertragung erfolgt in enger Anleh-
nung an die zahlentheoretischen Schlufweisen von'Takagi und Hasse [H, ], wobei
wieder die Divisorenklassengruppe des Funktionenkorpers an die Stelle der Ideal-
klassengruppe tritt. Als wichtigste Modifikation gegeniiber der Zahlentheorie erfolgt
die Summation der L-Reihen nach dem Muster von [8] mit Hilfe des Riemann-Roch-
schen-Satzes. Die moderne Entwicklung hat die Klassenk6rpertheorie algebraischer
Funktionenko6rper eingebettet in die Theorie der algebraischen Kurven und ihrer
verallgemeinerten Jacobischer Varietiaten (siehe z. B. Serre [S]).

Ebenfalls durch Fragestellungen der Klassenkorpertheorie motiviert ist die
Abhandlung [14]. Ist K ein separabel erzeugbarer algebraischer Funktionenkorper
einer Variablen iiber einem beliebigen Konstantenkérper k und L/K eine endliche
separabel algebraische Erweiterung, so wird der Regularitdtsbereich % (L) von L in
K definiert als die Menge aller Primdivisoren von K, die in L in lauter verschiedene
Primdivisoren zerfallen und unter denen mindestens einer vom Relativgrad 1 iiber K
ist. Es wird die Frage behandelt, ob analog zur Zahlentheorie eine galoissche Erwei-
terung L/K durch % (L) schon eindeutig festgelegt ist. Dies wird bewiesen im Fall,
daf} iiber dem Konstantenkorper k der Hilbertsche Irreduzibilititssatz gilt, was fol-
gendes heifden soll: Fiir ein irreduzibles Polynom f € k([X,,. .., X,, X] mit Unbe-
stimmten X, . . ., X,, X soll es unendlich viele (xy, . . . , Xx,) € k" geben, so da}

f irreduzibel bleibt, wenn man X zu x; spezialisiert.

Unter derselben Voraussetzung iiber k wird ferner gezeigt, dafl auch zwei wei-
tere Sitze der Zahlentheorie Analoga in Funktionenkoérpern liber k besitzen:

1. (Bauerscher Satz) Ist L/K galoissch und L'/K eine beliebige endliche separabel
algebraische Erweiterung, so gilt L C L' genau dann, wenn bis auf endlich viele Aus-
nahmen alle Primdivisoren aus % (L') auch zu R (L) gehéren.

2. (Frobeniusscher Existenzsatz) Ist L/K galoissch, so gibt es zu jeder Untergruppe
G der Galoisgruppe von L/K unendlich viele Primdivisoren von L, deren Zerlegungs-
gruppe mit G iibereinstimmt.

Die Beweise sind wesentlich einfacher als im Zahlkorperfall. In der Haupt-
sache ist 2 zu beweisen. Die Konstruktion der in Frage stehenden Menge von Prim-
divisoren benutzt als wesentlichstes Hilfsmittel den Irreduzibilitédtssatz.

Der lokalen Klassenkorpertheorie ist die Arbeit [7] gewidmet. Von Hasse
waren in [H;] die Hauptsitze der lokalen Klassenkorpertheorie (fiir p-adische Zahl-
kérper) formuliert und teilweise bewiesen worden. Es gelingt F. K. Schmidt in [7],
die von Hasse iibrig gelassenen Liicken auszufiillen und damit die Begriindung der
lokalen Klassenkorpertheorie abzuschlieBen. Insbesondere wird erstmals der Exi-
stenzsatz der lokalen Klassenkorpertheorie bewiesen: Ist k ein p-adischer Zahlkorper
und H eine Untergruppe von k*, die nicht nur aus Einheiten besteht und fiir die es
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ein s € N gibt, so daf alle Elemente x = 1 mod p® zu H gehoren, so gibt es einen
(und nur einen) abelschen Erweiterungskorper K/k, so daR® H die Menge der Nor-
men der Elemente aus K* ist.

Der Beweis erfolgt noch im Umweg iiber die globale Klassenkorpertheorie.
Man hat heute einfachere Beweise und es ist allgemein iiblich und niitzlich, die lokale
KlassenkoOrpertheorie der globalen voranzustellen. Im Verlauf des Beweises fiir den
Existenzsatz wird der folgende Einheitensatz fir endlich algebraische Zahlkorper k
gezeigt: Zu jeder natiirlichen Zahl n > 0 gibt es unendlich viele zu einer weiteren ge-
gebenen natiirlichen Zahl prime Zahlen m, so daf jede Einheit € von k mit € = 1
mod m eine n-te Potenz ist. Dieser Satz wurde spiter von Chevalley [C] wiederent-
deckt und veraligemeinert; er spielt in der globalen Klassenkorpertheorie eine wich-
tige Rolle (vgl. [J]).

4 Bewertungstheorie ([10], [12], [13])

In der schénen Arbeit [12], die in ihrem Stil der Vortragsweise F. K. Schmidts
in seinen Vorlesungen vielleicht am dhnlichsten ist, werden folgende Sitze bewiesen:
1. Ein Korper ist genau dann bzgl. zweier indquivalenter Rang-1-Bewertungen kom-
plett (= perfekt), wenn er algebraisch abgeschlossen ist und seine Kardinalitat k
der Gleichung k%0 = k geniigt. 2. Es gibt dann genau 2* iniquivalente Bewertungen,
hinsichtlich deren er komplett ist, und ebenso viele indquivalente Bewertungen, hin-
sichtlich deren er nicht komplett ist. 3. Ist ein Korper K fiir eine diskrete Bewertung
komplett, so ist diese bis auf Aquivalenz die einzige nichttriviale diskrete Bewertung
von K und K ist nicht komplett hinsichtlich einer weiteren Bewertung.

Die Haupthilfsmittel zum Beweis dieser Sitze sind Michtigkeitsaussagen aus
der vorhergehenden Arbeit [10] iiber die Dichte metrischer Riume und Varianten
des Henselschen Lemmas. Ahnlich wie das Henselsche Lemma selbst, ist die Aus-
sage, daf’ ein Korper algebraisch abgeschlossen ist, sofern er bzgl. zweier indquiva-
lenter Bewertungen komplett ist, zu einem Standardschluf in zahlentheoretischen
und bewertungstheoretischen Untersuchungen geworden.

Die Aussage 3 besitzt eine Analogon fiir reduzierte komplette lokale Ringe
und reduzierte analytische Algebren, das fiir die Theorie dieser Ringe von Bedeutung
ist (vgl. [BKKN], 2.3 und [KPR], 2.4).

In der mit H. Hasse gemeinsam verfafiten Arbeit [13] wird die Struktur der
kompletten diskreten Bewertungsringe bestimmt. Die Hauptsiitze der Arbeit lauten:
1. Ein kompletter diskreter Bewertungsring, der die gleiche Charakteristik besitzt
wie sein Restklassenkorper k, ist isomorph zum Ring k[ x] der formalen Potenzreihen
in einer Variablen x iber k. 2. Zu jedem Korper k der Charakteristik p > 0 gibt es
einen und bis auf Isomorphie nur einen kompletten diskreten Bewertungsring R der
Charakteristik O mit folgenden Eigenschaften: a) k ist isomorph zum Restklassen-
korper von R. b) Das maximale Ideal von R wird von p erzeugt. 3. Ist R ein kom-
pletter diskreter Bewertungsring der Charakteristik O, m sein maximales Ideal und
ist der Restklassenkorper von R von der Charakteristik p > 0, so gibt es einen kom-
pletten diskreten Bewertungsring R, C R mit folgenden Eigenschaften: a) R, be-
sitzt denselben Restklassenkorper wie R. b) Das maximale Ideal von R, wird von p
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erzeugt. c) R ist eine Eisensteinerweiterung vom Grad n von R, wobei n durch
pR = m™ definiert ist.

Die Beweise dieser Aussagen sind fiir heutige Verhiltnisse teilweise etwas
kompliziert, da die Theorie unendlicher Kérpererweiterungen zu der Zeit, als die
Arbeit geschrieben wurde, noch nicht weit genug entwickelt war. So war z. B. der
Satz noch nicht bekannt, daf} jede Erweiterung eines vollkommenen Kérpers sepa-
rabel ist. Gerade die in der Arbeit auftretenden Schwierigkeiten waren fiir F. K.
Schmidt und andere (z. B. MacLane [ML]) ein Anlaf, sich mit der Strukturtheorie
beliebiger Korpererweiterungen zu befassen.

Die Sitze von Hasse und F. K. Schmidt iiber komplette diskrete Bewertungs-
ringe wurden spéter durch Cohen [Co] auf den Fall kompletter noetherscher lokaler
Ringe verallgemeinert. Die Cohenschen Struktursitze gehoren heute zu den wichtigs-
ten Grundlagen der lokalen Algebra.

5 Galoistheorie und algebraische Gleichungen ([2], [3], [6], [11], [22])

Von den Arbeiten F. K. Schmidts zur Galoistheorie hat vor allem [11] die
Aufmerksamkeit der Zahlentheoretiker auf sich gezogen. Sie schliefft an die bewer-
tungstheoretische Arbeit [12] an und enthilt als Hauptsatz das folgede Ergebnis
(das auch fiir allgemeinere als Zahlenkorper ausgesprochen wird): Ist N eine normale
Erweiterung des Korpers Q der rationalen Zahlen und ist jede algebraische Gleichung
mit Koeffizienten aus N durch Radikale auflosbar, dann ist N der Korper Q aller
algebraischen Zahlen. Aquivalent damit ist, da} die absolute Galoisgruppe G (Q/Q)
keinen abgeschlossenen auflésbaren Normalteiler besitzt. In dieser Form kommt das
Ergebnis gelegentlich in der Strukturtheorie der Galoisgruppen zur Anwendung
(vgl. etwa [N, ]). Das Problem, eine Ubersicht zu geben, iiber die auflésbaren abge-
schlossenen Untergruppen von G (Q/Q), oder dquivalent damit, iiber die nicht not-
wendig normalen Zahlkorper, iiber denen jede Gleichung durch Radikale auflésbar
ist, ist von Neukirch [N, ] und Geyer [Ge] weiterverfolgt worden.

Die gemeinsam mit G. Preuss verfafite Arbeit [22] gibt eine grofie Klasse von
Korpern an, iiber denen der Hilbertsche Irreduzibilitatssatz gilt*). Die Korperklasse
wird axiomatisch durch bewertungstheoretische Eigenschaften beschrieben und sie
enthilt viele der damals bekannten Fille fir die Giiltigkeit des Irreduzibilitdtssatzes.
Dariiber hinaus werden erstmalig Beispiele fiir unendliche algebraische Zahlkorper
angegeben, die hilbertsch sind. Fiir einen Korper K heifst eine Menge H von Primdivi-

soren von K eine Hauptmenge, wenn &y = pQH “p eine Halbordnung von K ist. Da-

beiist &y = {x €K lxlp < 1} und es wird eine Teilmenge ¢ C K eine Halbordnung
genannt, wenn sie 0,1,-1 enthilt, multiplikativ abgeschlossen ist, jedes x € K als
Quotient zweier Elemente aus ¢ geschrieben werden kann und ein z € &'\ {0} mit
z(#+) C Cexistiert. Eine Hauptmenge H von K heifdt endlich erganzbar, wenn es

*) Die Arbeit enthilt einen Fehler: Der zweite Teil von Bemerkung 4 auf S. 359 lafdt sich
nicht aufrecht erhalten. Jedoch kann man bei etwas grofierer Vorsicht darauf verzichten, die Be-
merkung zu benutzen.
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Primdivisoren qy, ..., q, von K gibt, so daf fir H' :=H U {q,,...,q,} gilt: Fir

X € Oy \ {0} ist auch x~! € &'. Das Hauptergebnis der Arbeit lautet: Uber jedem
Korper K, der eine endlich erginzbare Hauptmenge von Primdivisoren besitzt, gilt
der Hilbertsche Irreduzibilititssatz fiir separable Polynome. Genau dann gilt er auch
fiir inseparable Polynome, wenn K unvollkommen ist. Angeregt durch die Axioma-
tik in [22] hat neuerdings Weissauer [W] allgemeinere arithmetische Kriterien fiir
Hilbertsche Korper angegeben.

6 Allgemeine Koérper- und Ringtheorie ([1], [5], [15], [20])

Mit der Frage nach der Struktur beliebiger Korpererweiterungen (insbes. in-
separabler, nicht notwendig endlich erzeugter) hat sich F. K. Schmidt immer wieder
beschiftigt. Ein frithes Resultat aus diesem Gebiet ist der Satz aus der Dissertation
[1], daf jeder algebraische Funktionenkorper einer Variablen iiber einem vollkom-
menen Konstantenkorper eine separierende Transzendente besitzt. Verallgemeine-
rungen und Varianten hiervon wurden u. a. durch MacLane [ML] und in der gemein-
samen Arbeit [20] von F. K. Schmidt und MacLane gegeben.

Fiir die algebraische Geometrie wichtig wurde der Satz aus [15], daf’ fiir jede
nullteilerfreie affine Algebra A iiber einem beliebigen Koérper k die ganze Abschlie-
flung A von A in einer endlich algebraischen Erweiterung des Quotientenkorpers von
A ein endlich erzeugter A-Modul ist, also wieder eine affine k-Algebra. Aus diesem
Satz ergab sich, daf} die von Zariski gegebene Konstruktion der Normalisierung einer
affinen oder projektiven Varietit auch bei beliebigem Grundkérper durchgefiihrt
werden kann (vgl. [Z]). In derselben Arbeit gab F. K. Schmidt auch ein raffiniertes
Beispiel eines diskreten Bewertungsrings R, dessen ganze Abschliefung R in einer
endlich algebraischen (inseparablen) Erweiterung des Quotientenkorpers kein end-
lich erzeugter R-Modul ist, also ein Beispiel fiir einen diskreten Bewertungsring, der
(in der Terminologie von Grothendieck) nicht japanisch ist. Nagata (vgl. [N]) hat
die in der Arbeit [15] angeschnittenen Fragen spiter systematisch weiterverfolgt;
ihm zu Ehren wurde von Grothendieck die obige Bezeichnung eingefiihrt. Die japa-
nischen Ringe umfassen die engere Klasse der (nach Grothendieck) exzellenten Ringe
(also der Ringe mit ,,nur guten Eigenschaften‘), iiber die Nagata wesentliche Resul-
tate bewiesen hat und denen auch gegenwirtig noch zahlreiche Veroffentlichungen
gewidmet sind.

7 Derivationen und Differentiale ([17], [18], [23])

Die Untersuchung algebraischer Funktionenkorper der Charakteristik p > 0
filhrte naturgemaf zu der Frage nach einem Ersatz fiir die bei Charakteristik O ge-
brauchlichen Differentiationsverfahren, die im allgemeinen Fall ihre Giiltigkeit ver-
lieren. In Zusammenarbeit mit Hasse wurde in [17] eine Theorie der ,,hoheren
Differentialquotienten in beliebigen Korpern K entwickelt. Ausgangspunkt ist der
Begriff der iterativen Derivation D von K: D ist eine Folge {D”},en von Abbildun-
gen D”: K = K, welche der Summenregel D”(x +y) = D”x + D"y, der Produktregel
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D”(xy)= ¥ DP(x)D°(y) und der Iterationsregel D*(D”(x)) = (*;*) D***x ge-
pto=v
niigt. Die iibliche fiir Ableitungen giiltige Iterationsregel ist durch Hinzufiigung eines
Binomialkoeffizienten verandert, wodurch verhindert wird, da® p-te Ableitungen
bei Char. p > 0 verschwinden und wodurch sich natiirlich auch die Produktregel ver-
dndert. Es zeigte sich, daf’ diese Derivationen fiir viele Zwecke in Funktionenkérpern
dieselben Dienste tun wie die iiblichen hoheren Ableitungen bei Charakteristik 0.
Insbesondere lassen sich Wronskische Determinanten ([18]) mit dhnlichen Eigen-
schaften wie in Charakteristik O einfithren, was fiir die Theorie der Weierstrafipunkte
wichtig ist. Als Hasse-Schmidt-Derivationen werden die oben beschriebenen Diffe-
rentiationen gelegentlich noch verwendet.

Es ist heute in der algebraischen Geometrie gebrduchlicher, von Kihler-Dif-
ferentialen auszugehen. Diese wurden von Kihler in [Ki] eingefiihrt, sie sind heute
als das adidquate algebraische Analogon zum analytischen Begriff des Differentials
anerkannt. In seinen Heidelberger Jahren beschiftigte sich F. K. Schmidt in seinen
Seminaren und in Vortrigen viel mit den Kihlerschen Differentialmoduln, er hat
aber aufier dem ausfiihrlichen Referat [23] nichts mehr hieriiber veréffentlicht. Je-
doch sind viele seiner Ideen in die Arbeiten seiner Schiiler eingegangen.

Nach 1945 hat F. K. Schmidt nur noch wenig veroffentlicht. Er vermittelte
seine Erkenntnisse meist in Kolloquiums-Vortrigen, in seinen Seminaren und in pri-
vaten Diskussionen mit seinen Schiilern. In dieser Zeit interessierte er sich u. a. fiir
die folgenden Themen: Charakterisierung von Bewertungstopologien auf Kérpern,
Kihler-Differentiale ([23]) und (an [17] und [18] anschliefend) die Theorie der
hoheren Differentiale. Viele seiner Ideen und Anregungen wurden von seinen Schii-
lern aufgegriffen und weiterverfolgt, z. B. in den Arbeiten [KD], [Dii], [B,], [B,1,
[Bs], [Ku,], [Ku, ], [Na] und [Hi].

Das Wirken von F. K. Schmidt als Forscher wird durch seine Publikationen
nicht vollstindig dokumentiert. So finden sich auch in der Zeit vor 1945 mehrfach
in Veroffentlichungen anderer Autoren Hinweise auf Ergebnisse von ihm, die nie
gedruckt worden sind. Charakteristisch dafiir ist vielleicht die Bemerkung Irving
Kaplanskys in den ,,Selected Papers‘ von MacLane (Springer 1979), S. 522 f.:

., - .. The introduction to I. Kaplansky, Maximal fields with valuations, Duke Math.
J. 9 (1942), 303—321, should have recorded that Krull, Aligemeine Bewertungs-
theorie, J. f. Math. 167 (1932), pages 163 and 191, said that Schmidt had extensive
unpublished results concerning maximal valuation rings. When I wrote my thesis it
was impossible to check this out. I unfortunately let the matter slide for a long
time, but I did finally write Schmidt on Jan. 8, 1971. There was a prompt and cor-
dial reply dated Febr. 15, 1971, but unfortunately all it said was that he had quite
forgotten and had no notes on this subject*.

Bei der Wiirdigung des Gesamtwerks von F. K. Schmidt muf3 man auch die
Eleganz und Klarheit seiner Schriften hervorheben, die hierin seinen vielgerilhmten
Vorlesungen kaum nachstehen. Einer schénen Theorie einen schonen Rahmen zu
geben, glaubte er sich stets verpflichtet. DaR er fithlte, was in der Mathematik be-
deutsam war, zeigt sich daran, daB so viele Zweige der Algebra und Zahlentheorie,
an deren Begriindung er wesentlichen Anteil hatte, sich spiter zur schonsten Bliite
entwickelt haben.
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Heinrich Tietze 31. 8. 1880-17. 2. 1964*)

O. Perron 1

Am 17. Februar 1964 ist der ordentliche Professor der Mathematik, Geheimer
Regierungsrat Dr. Heinrich Tietze, nach lingerer Krankheit im 84. Lebensjahr ver-
schieden. Er war am 31. August 1880 in Schleinz (Nieder-Osterreich) geboren, stu-
dierte an den Universititen Wien, Miinchen, Gottingen, wurde 1904 in Wien zum Dr.
phil. promoviert und habilitierte sich daselbst 1908 als Privatdozent fiir Mathema-
tik. Bereits 1910 kam er als ao. Professor an die Technische Hochschule in dem da-
mals dsterreichischen Briinn, wurde daselbst 1913 ordentlicher Professor, ging 1919
als solcher an die Universitidt Erlangen und kam von da 1925 an unsere Naturwissen-
schaftliche Fakultit. Im Studienjahr 1930/31 war er Dekan. 1950 wurde er emeri-
tiert, hielt aber noch weiter kleine Vorlesungen tiber Gegenstiande, die ihm am Her-
zen lagen und die auch ein weiteres Publikum interessieren konnten.

Tietze hat schon von Beginn seiner wissenschaftlichen Laufbahn an sich mit
Leidenschaft der Topologie gewidmet, wofiir man frither meistens ,,Analysis situs*
sagte. Das ist ein Zweig der Geometrie, mit dem sich damals nur wenige Mathema-
tiker ernstlich beschiftigten, wihrend die anderen sich entweder gar nicht oder allen-
falls einmal nebenbei in Muflestunden damit abgaben. Heute ist das anders, die
Topologie hat sich unter Sprengung ihres urspriinglichen Rahmens eine zentrale Stel-
lung nicht nur in der Geometrie, sondern in der gesamten Mathematik erobert, und
an diesem Aufstieg ist Tietze mafigeblich beteiligt, zundchst einmal durch Kliarung
der Begriffe in einem zusammen mit seinem Freunde Vietoris verfafiten Artikel in
der Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften (Band III. 1. 2), nachdem
vielfach dasselbe Wort von verschiedenen Autoren in verschiedenem Sinne gebraucht
worden war und umgekehrt fiir denselben Begriff verschiedene Worter sich breit ge-
macht hatten, wodurch eine sehr listige babylonische Sprachverwirrung entstanden
war. Sodann ist ihm der Nachweis verschiedener grundlegender topologischer Sitze
gelungen. Zum Beispiel konnte er 1910 in Band 19 des Jahresberichts d. Deutsch.
Math.-Vereinigung nachweisen, da® auf jeder einseitigen oder (wie man eigentlich
sagen sollte) nicht orientierbaren Fliche wenigstens sechs Nachbargebiete angege-
ben werden konnen, das heifit, sechs Gebiete, deren jedes mit jedem der fiinf ande-
ren eine gemeinsame Grenzlinie hat; vorher war nur die Moglichkeit von wenigstens
finf Nachbargebieten bekannt. Tietze konnte aber bei dieser Gelegenheit noch weiter
zeigen, daf speziell auf dem Mébiusschen Band und auf der projektiven Ebene auch

*) Nachdruck mit freundlicher Genehmigung von Frau Hedwig Perron, Miinchen. Erst-
mals erschienen in der Jahreschronik 1963/64 der Universitit Miinchen.
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nicht mehr als sechs Nachbargebiete moglich sind. Und daraus konnte er weiter fol-
gern, dafy, wenn man bei einer beliebigen Gebietsteilung auf einer dieser Flichen
zwei aneinander grenzende Gebiete verschieden firben will, man mit sechs Farben
auskommt. Das ist sehr merkwiirdig, weil sich bei einer viel einfacheren Fliache,
namlich gewohnliche Ebene oder Kugel, wo leicht zu sehen ist, dafl es nur vier
Nachbargebiete geben kann, daraus (mit einiger Miihe) nur folgern 14t, dafs man
bei jeder Gebietsteilung mit fiinf Farben auskommt. Daf} es auch mit vier Farben
geht, also die Maximalzahl der Farben gleich der Maximalzahl der Nachbargebiete
ist, ist eine durch Erfahrung nahegelegte, aber meines Wissens auch heute noch
nicht bewiesene Vermutung.

Wie liegt nun die Sache im (dreidimensionalen) Raum? Da war seit langem
bekannt, daf} man nicht nur vier oder fiinf oder sechs, sondern beliebig viele Kor-
per angeben kann, von denen jeder an jeden andern mit einer Flidche angrenzt. Man
braucht ja nur etwa 100 getrennt liegende Kugeln zu nehmen und 148t an jede
99 Polypenarme gegen die 99 anderen Kugeln hin anwachsen. Zwei sich entgegen-
wachsende Polypenarme 1}t man dann etwa auf halbem Wege an einer gemeinsa-
men Grenzfliche enden. Dann hat man 100 Kérper, von denen je zwei eine gemein-
same Grenzfliche haben. Aber diese Korper werden von sehr bizarrer Gestalt sein,
da die nicht zusammengewachsenen Polypenarme sich wohl auf sehr verschlunge-
nen Wegen aneinander vorbeischlingeln miissen. Es war die Frage, ob es nicht auch
mit einfacher gestalteten Korpern geht. Man fand allerhand Einfacheres. Aber erst
Tietze fand gleich das Maximum an Einfachheit: In Band 16 der Monatshefte fiir
Mathem. u. Phys. konnte er zeigen, was sehr iiberraschend war und zunichst kaum
glaublich scheint, daf} es sogar mit lauter konvexen Korpern geht.

Als Topologe hat sich Tietze natiirlich auch mit stetigen Abbildungen be-
fafit. Da ist ihm z.B. in Band 38 der Rendiconti del Circ. mat. di Palermo der Beweis
des folgenden grundlegenden Satzes gelungen: Jedes umkehrbar eindeutige stetige
Abbild eines einfach zusammenhingenden Flichenstiickes auf sich selbst mit gleicher
Indikatrix wie das Original kann durch stetige Deformation, bei der das Flichenstiick
als ganzes unverindert bleibt, gewonnen werden. In etwas anderer Richtung liegt
folgender Satz (Journal f. d. r. u. a. Math. 145): Eine auf einer abgeschlossenen
Menge des n-dimensionalen Euklidischen Raumes erklirte und beschrinkte stetige
Funktion 1dfit sich in den ganzen Raum als stetige Funktion fortsetzen. Man kann
das leicht fiir selbstverstidndlich halten; aber von da bis zu einem wirklichen Be-
weis ist noch ein weiter Weg und so ist es noch bei vielen Sitzen der Topologie.
Ubrigens bleibt der Satz, wie Tietze gleich bemerkt hat, auch bei viel allgemeineren
topologischen Riaumen richtig.

Ein interessanter Zweig der Topologie ist die Theorie der Verknotung und
Verkettung von Schniiren, wo besonders die Frage interessiert, ob zwei solche Ge-
bilde dquivalent sind, daf heifdt, ohne Zerschneidung ineinander iibergefiihrt wer-
den konnen. Wenn man diese Frage spielerisch experimentell anpackt, mag die
Uberfiihrung wohl einmal gelingen; aber wenn sie nach langem Probieren einmal
nicht gelingt, ist damit nie bewiesen, daf es wirklich unmoglich ist. Man braucht
Kriterien, und da kommen scheinbar weit abgelegene mathematische Disziplinen
zu Hilfe wie Gruppentheorie und sogar Zahlentheorie. Tietze hat seit 1942 in den
Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie und in den Monatsheften hauptsich-
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lich die zahlentheoretischen Zusammenhinge ausgenutzt, und es gelang ihm, die
Existenz unendlich vieler nichtdquivalenter sogenannter Torus- oder Simony-
Knoten nachzuweisen.

Soviel iiber Topologie. Aber Tietze war durchaus nicht nur Topologe, son-
dern hat auch auf anderen Gebieten Hervorragendes geleistet. So hat er schon 1905
in Band 16 der Monatshefte den Nachweis fithren kdnnen, da® eine Besselsche
Funktion als Funktion des Index keiner algebraischen Differentialgleichung ge-
niigt. Fiir die Theorie der halbregelmifigen Kettenbriiche hat er das entschei-
dende Konvergenzkriterium beigebracht, und zwar als Geometer auf geometri-
schem Weg. In der Theorie der numerischen algebraischen Gleichungen hat er
die bekannten Vorzeichenregeln von Descartes und Fourier auf neue Art bewie-
sen und auf nicht rationale analytische Funktionen ausgedehnt. Fiir den Funda-
mentalsatz iiber symmetrische Funktionen hat er einen besonders durchsichtigen
Beweis geliefert und dabei auch den vorher nicht beachteten Fall von unendlich
vielen Variablen behandelt. Dem Problem der geometrischen Konstruktion mit
Lineal und Zirkel wufite er eine ganz neue Wendung zu geben. Lingst bekannt
war ja das fiir die Konstruierbarkeit eines Punktes notwendige und hinreichende
Kriterium, dafd seine Koordination sich aus den Koordinaten der gegebenen
Punkte rational oder durch Adjunktion von Quadratwurzeln ergeben. Aber da
sagt nun der dufderst kritische Tietze schon 1909 in den Sitzungsberichten der
Wiener Akademie und mit Nachdruck 1944 noch einmal in den Sitzungsberich-
ten der Bayerischen Akademie, dafd das nicht stimmt, wenn man wirklich kein
Konstruktionsmittel aufder Lineal und Zirkel zulassen will. Denn wenn da viele
Quadratwurzeln vorkommen und man macht die Konstruktion, dann bekommt
man als Resultat eine ganze Anzahl von Punkten, unter denen auch der gesuchte
ist. Aber welches nun der richtige ist, dariiber geben die Instrumente Lineal und
Zirkel keine Auskunft. Dazu bedarf es vielmehr eines gewissen Unterscheidungs-
vermogens des Zeichners, und dieses Vermogen ist als ein weiteres Hilfsmittel
fir die Konstruktion zu werten. Wenn man auf seine Anwendung verzichtet, ist
die Konstruktion nicht mehr restlos durchfithrbar. Sind z. B. vier Punkte A, B,
C, D gegeben und sucht man auf der mit dem Lineal zu zeichnenden Verbindungs-
linie von A und B einen Punkt E derart, dafd die Strecke AE so lang ist wie AB
und CD zusammengenommen, so wird man die Strecke CD in den Zirkel neh-
men und mit diesem Radius einen Kreis mit dem Mittelpunkt B zeichnen. Die-
ser schneidet die genannte Verbindungsgerade in zwei Punkten; aber nur einer
der beiden hat die vom Punkt E verlangte Eigenschaft. Bei diesem einfachen
Beispiel wird sich der Zeichner wohl nicht lange besinnen brauchen, welches der
richtige Punkt ist, er sieht es eben. Aber bei komplizierteren Konstruktionen
wird er schon nachdenken miissen. Und nun kann man sich prinzipiell die Frage
stellen, welche Konstruktionen sich noch ausfithren lassen, wenn man wirklich
nur Lineal und Zirkel als Roboter arbeiten lifit und das Unterscheidungsvermo-
gen des Zeichners nicht als weiteres Instrument zu Hilfe nimmt. Tietze konnte
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir genau angeben, sie sind
natiirlich viel einschneidender als die fritheren.

Noch vieles andere wire zu sagen, um Tietzes wissenschaftliches Werk
vollig auszuschopfen. Dazu reicht der Raum hier nicht. Nur auf eine auf ganz
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anderem Gebiet liegende Arbeit sei noch hingewiesen. Im Jahr 1923 hat er in
Band 3 der Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik den mathe-
matischen Folgen der Mendelschen Vererbungsgesetze nachgespiirt und sich da-
mit auf ein Gebiet begeben, das es damals eigentlich noch gar nicht gab und das
erst in jingster Zeit zaghaft auf den Namen Biomathematik getauft wurde. Er
konnte dabei, so lange es sich um Monohybridismus handelt, wohl alles besti-
tigen, was vorher schon Zoologen gefolgert hatten; aber bei Polyhybridismus
war doch manches nur mit starken Einschrinkungen richtig und mufite modifi-
ziert werden.

Den Gelehrten und in besonderem Maf’e wohl den Mathematikern wird
vielfach nachgesagt, dafd sie sich von der Auflenwelt abkapseln, sich in den Elfen-
beinturm ihrer Wissenschaft einsperren, weil die Laien von den geheimnisvollen
mathematischen Formln doch nichts verstiinden. Aber bei Tietze kann man die-
sen Vorwurf gewifs nicht erheben. Im Gegenteil liebte er es aus dem Elfenbein-
turm herauszutreten. Er hat mehrfach Vorlesungen fiir ein breiteres Publikum
gehalten und diese dann in einem zweibidndigen Werk mit dem Titel ,,Geldste
und ungeldste mathematische Probleme aus alter und neuer Zeit* herausgegeben.
Hier ist es ihm gelungen, auch fiir schwierige mathematische Fragen Interesse
und Verstdndnis bei seinen Horern und Lesern zu wecken und ihnen ohne einen
gelehrten Formelapparat doch einen tiefen Einblick in das Wesen der Dinge zu
vermitteln, ja sie bis an die Grenzen unseres Wissens heranzufiihren.

Auch den rein menschlichen Kontakt mit den Studierenden hat Tietze
stets gesucht. Beriihmt wurden die von ihm organisierten ein- oder auch zweitigigen
Seminarausfliige, wo alles aufs gewissenhafteste vorbereitet war. Gewodhnlich
machte er mit einem Assistenten oder Studenten einige Zeit vorher eine Probe-
tour, wobei die Unterkunft ausgekundschaftet und alles mit den in Frage kom-
menden Wirten verhandelt wurde. Dann gab es in der nichsten Seminarstunde
eine griindliche Belehrung der Teilnehmer, da® man solides Schuhwerk braucht
und auch gegen allenfalsige Unbilden der Witterung sich vorsehen soll. Am Tag
vor der Tour mufiten einige Studenten mit groflen Rucksicken zu ihm kommen,
worin die von Frau Tietze gebackenen Kuchen verstaut wurden. Und dann ging
es los. Manchmal waren es nur bescheidene Ziele wie Kloster Andechs oder
Hohenpeiflenberg. Zumeist aber wurden doch richtige Gipfel in den Voralpen
bestiegen wie Benediktenwand, Rotwand, Bodenschneid, Notkarspitze, einmal
auch das Kellerjoch bei Schwaz, wo beim 1800 Meter tiefen Abstieg ins Zillertal
auch manch jiingerer bergungewohnter Teilnehmer lernen konnte, was ein aus-
gewachsener Muskelkater ist. An diese schonen und stets harmonisch verlaufenen
Ausfliige werden sich die Teilnehmer, die jetzt in ganz Bayern und dariiber hin-
aus verstreut sind, gewifd auch heute noch gerne erinnern.



Jber. d. Dt. Math.-Verein
83 (1981) 186—191
AMS subject classification: 01 A 70

(1
[2]
(3]
(4]
(5]

(6]
(7]
(8]

(1]
[2]

(31
(4]

Verzeichnis der unter H. Tietze angefertigten
Dissertationen und Verzeichnis der Verdéffentlichungen

Zusammengestellt von K. Seebach, Miinchen, und K. Jacobs, Erlangen

Unter H. Tietze angefertigte Dissertationen

B ilz, Emst: Beitrag zu den Grundlagen der kombinatorischen Analysis situs, 1922,
Univ. Erlangen

Kiinneth, Hermann Lorenz: Uber die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltig-
keit, 1922, Math. Ann. 90; Univ. Erlangen

Wolkenstorfer Hans: Probleme der Erweiterung von topologischen Abbildun-
gen ebener Punktmengen, 1929, Univ. Miinchen, U30.5677

A um an n, Georg: Beitrige zur Theorie der Zerlegungsriume, 1931, Math. Ann. 106;
Univ. Miinchen, U32.6584

H am m e r, Hans Karl: Zu einer Theorie der Versuchszahlen. Uber die wahrschein-
lichste Anzahl von Versuchen, die zur Erreichung einer bestinmten Anzahl giinstiger
Ergebnisse notig ist, 1938, Univ. Miinchen, U 38.7889

E t z e 1, Paul: Uber eine mehrdimensionale Verallgemeinerung der Gruppe des Doppel-
verhiltnisses, 1939, Univ. Miinchen, U39.7930

Seebach, Karl: Uber die Erweiterung des Definitionsbereiches differenzierbarer
Funktionen, 1939, Math. Ann. 116; Univ. Miinchen, U 39.7962

Apfelbacher, Kar: Uber die Beziehungen zwischen Umgebungsriumen und
Hiufungsriumen, 1940, Monatsh. f. Math. u. Phys. 49; Univ. Miinchen, U40.6051

Lehrbiicher

Hahn, H; Tietze, H.: Einfiihrung in die Elemente der hoheren Mathematik.

332 S., 83 Fig. Hirzel, Leipzig 1925

Tietze H; Vietoris, L.: Beziechungen zwischen den verschiedenen Zweigen
der Topologie. Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluf ihrer
Anwendungen, III AB 13; S. 141-237. B. G. Teubner, Leipzig 1930

Tietze, H: Ein Kapitel Topologie. Zur Einfilhrung in die Lehre von den verknoteten
Linien. Hamburger Math. Einzelschriften 36, VII + 47 S., B. G. Teubner, Leipzig 1942
Tietze, H.: Geloste und ungeldste mathematische Probleme aus alter und neuer Zeit.
Vierzehn Vorlesungen fiir Laien und fiir Freunde der Mathematik. Bd. 1, 2; 256 S.,

115 Fig. und 10 Taf.; 303 S., 41 Fig. und 8 Taf. Biederstein Verlag, Miinchen 1949.

2. durchgearb. Aufl.,, XX, 256 S., 115 Fig. im Text, 10 Taf.; VIII, 297 S., 41 Fig. im
Text, 8 Taf., C. H. Becksche Verlagsbuchhandlung, Miinchen 1959. 3. Aufl,, XX, 554 S.
mit 156 Abb. im Text und 16 Taf., C. H. Becksche Verlagsbuchhandlung, Miinchen

und Berlin 1964

0012—0456/81/04 0186—06 $01.20/0 © 1981 B. G. Teubner Stuttgart



Dissertationen unter H. Tietze und Verzeichnis der Veroffentlichungen 187

[S] Tietze, H.: Problemen uit de Wiskunde. Nederlandse Bewerking door Bruno Ernst.
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XVI, 367 p., Graylock Press, New York 1965
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Buchbesprechungen

Robinson, A., Selected Papers (ed. by H. J. Keisler, S. Korner, W. A. J. Luxemburg and
A.D. Young) Amsterdam — New York: North Holland Publ. Comp. 1979, Vol. 1: Model Theory
and Algebra, XXXVIII + 694 p., $ 56.00, Vol. 2: Nonstandard Analysis and Philosophy, XVI
+582 p., $ 48.75, Vol. 3: Aeronautics, XXXII + 270 p., $ 36.50 — set price $ 122.00

Von den insgesamt 134 hinterlassenen Arbeiten von Abraham Robinson ist die iiberwie-
gende Mehrzahl, nimlich 98, auf die vorliegenden drei Binde verteilt. Die in diesen Bénden er- -
faiten Arbeiten stellen neben 9 Biichern (von denen 3 mit Koautoren geschrieben worden sind)
im wesentlichen sein mathematisches und philosophisches Lebenswerk dar. Sie lassen sich in die
Gebiete Angewandte Mathematik (14), Analysis (3), Modelltheorie (45), Nonstandard Analysis
(27), Computer Science (3) und Philosophie (6) aufteilen. ‘

Die zu Kriegsende und in den Jahren unmittelbar danach aufgrund seiner Titigkeit am
,,Royal Aircraft Establishment* in Farnborough, England, entstandenen Arbeiten iiber Aeronautik
sind in Band 3 mit dem Titel ,,Aeronautics* in chronologischer Reihenfolge zusammengefafdt. Sie
beschiftigen sich hauptsichlich mit Tragfliigeltheorie und Uberschallstrdmung. Der Band 3 ent-
hilt neben Robinsons Biographie (verfa3t von George B. Seligman) und seiner vollstindigen
Publikationsliste eine Einfilhrung von A. D. Young. In dieser Einfilhrung wird der Beitrag von
A. Robinson zur Angewandten Mathematik gewiirdigt — Young schlieft seine Ausfiihrungen mit
dem Satz ,,I feel sure that there will be many occasions in the future for which workers will turn
to one or another of Robinson’s pioneering paper for guidance, illumination and example®.

Robinsons Beitrige zur Modelltheorie findet man zusammen mit drei Artikeln aus Com-
puter Science (die er wihrend seiner Beratertitigkeit bei IBM schrieb) in Band 1 mit dem Titel
,,Model Theory and Algebra“. Die Artikel dieses Bandes sind in die folgenden Stichworte aufge-
teilt: 1. Expository Papers — 2. Pure Model Theory — 3. Applications of Model Theory to
Algebra — 4. Pure Algebra — 5. IBM Papers.

Allein diese Titel belegen schon in eindrucksvoller Weise die Vielseitigkeit von Robinsons
Schaffen, das in diesem Band wohl am besten zum Ausdruck kommt. Neben der Biographie und
dem vollstindigen Publikationsverzeichnis enthilt Band 1 eine Einfihrung von H. J. Keisler, in
der Robinsons zentrale Bedeutung fiir die Entwicklung der Modelltheorie, und insbesondere der
Anwendungen der Modelltheorie in der Algebra, hervorgehoben wird.

Die um 1960 und danach entstandenen Arbeiten iiber Nonstandard Analysis findet man
in chronologischer Reihenfolge in Band 2 mit dem Titel ,,Nonstandard Analysis und Philosophy“.
Dieser Band enthilt zusitzlich drei Arbeiten aus dem Gebiet der klassischen Analysis (die sich so-
wohl zeitlich als auch inhaltlich ebenso gut in Band 3 hitten einordnen lassen) und sechs Beitrige
zur Philosophie und Geschichte der Mathematik. Wie schon die vorher besprochenen Binde, so
enthilt auch dieser Robinsons Biographie und seine vollstindige Publikationsliste. In einer Einfiih-
rung wiirdigt W. A. J. Luxemburg Robinsons grofartige Schopfung der Nonstandard Analysis —
am Ende seiner Ausfiilhrungen sagt er: ,,We are certain that his ideas will remain a vital source of
inspiration for many generations of mathematicians.* Neben dieser enthilt Band 2 eine weitere
Einfiihrung von S. Kérner, die Robinsons Einstellung zur Mathematik analysiert und seine philo-
sophischen Prinzipien darlegt.

Insgesamt halte ich die drei Binde fiir eine sehr gelungene Darstellung von Abraham Ro-
binsons Schaffen. Sie ist durchaus in der Lage, jemandem, der wie ich Robinson selbst leider nie
kennengelernt hat, von seinem Werk jedoch tief beeindruckt ist, ein lebendiges Bild von ihm zu
vermitteln.

Konstanz A. Prestel
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Schiitte, K., Proof Theory (translated by J. N. Crossley) (Grundlehren der Math. Wiss.,
Bd. 225), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1977, XII + 299 p-, cloth, DM 78,—

Im Jahre 1960 ist als Band 103 derselben Grundlehren die ,,Beweistheorie* des Verf.
erschienen. Das vorliegende Buch ist, von einigen Anfangsstiicken abgesehen, ein neues Werk,
das die erheblichen Fortschritte darstellt, welche die Beweistheorie ssither, und unter wesent-
licher Mitwirkung des Verf., erfahren hat. Es ist im Prinzip ohne Vorkenntnisse lesbar und ent-
halt im Teil A eine Einfiihrung in die klassische und die intuitionistische Pradikatenlogik sowie
in die einfache Typenlogik nebst ihrer Semantik. Die in den spiteren Teilen B und C oftmals
nicht einfachen Beweise sind vom Verf. in bewundernswerter Weise organisiert worden; im Zu-
sammenwirken von Hilfsdefinitionen und Lemmata treten dem Leser, welcher sie erarbeitet, die
Beweisgedanken in allen ihren Dimensionen vor Augen. Angesichts der Bedeutung, welche dieses
Buch fiir seinen Gegenstand, die mathematischen Grundlagen der Mathematik hat, sei sein Inhalt
etwas ausfiihrlicher besprochen, als das sonst auf diesen Seiten iiblich ist.

Die Beweistheorie befat sich mit der Ausfiihrung des Hilbertschen Programms, Konsi-
stenzbeweise fir mathematische Theorien zu fithren. Konsistenz einer Theorie T besagt, daf es
keine Herleitung (in einem der iiblichen logischen Kalkiile) gibt, die aus den Axionen und Re-
geln von T eine ,,offenbar absurde‘ Aussage, z. B. ,,0 = 1“, produziert. Eine solche Herleitung
ist selbst ein mathematisches Objekt, das man sich am bequemsten als eine baumformige Figur
vorstellt, und ein Konsistenzbeweis fiir T hat zu zeigen, daB es bestimmte solcher Figuren, nim-
lich die Herleitungen absurder Aussagen, auf Grund der allgemeinen Struktur der Herleitungsfi-
guren, wie T sie bestimmt, nicht geben kann. Die Untersuchung der Struktur solcher Herleitun-
gen ist von kombinatorischem Charakter; man muf} eine Komplexitét von Herleitungen definie-
ren, und Beweise iiber die Existenz oder Nicht-Existenz von Herleitungen werden durch Induk-
tion iiber jene Komplexitit gefiihrt. Die Reichhaltigkeit der kombinatorisch-graphentheoreti-
schen Umformungsmoéglichkeiten fir Herleitungsfiguren bringt es mit sich, daB als Komplexitits-
mafe die natiirlichen Zahlen nicht ausreichen, sondern Ordinalzahlen (etwa der zweiten Zahlen-
klasse) gebraucht werden; folglich benétigen auch jene Induktionsbeweise nicht blof die voll-
stindige, sondem eine transfinite (Ordinalzahl-) Induktion. Gelingt es, einen Konsistenzbeweis
fiir die Theorie T zu fiithren, so gibt es eine Ordinalzahl « derart, da8 dabei nur Induktion iiber
den durch a bestimmten Abschnitt der Ordinalzahlreihe verwendet wird. Umgekehrt mag man
Formeln v(x,y) von T finden, welche eine Totalordnung definieren, von der auf Grund allgemei-
nerer mengentheoretischer Uberlegungen klar ist, daB sie sogar Wohlordnung ist; und fiir eine
Ordinalzahl 8 mag es bereits in der Theorie T herleitbar sein, daB jene Totalordnung die trans-
finite Induktion auf dem durch 8 bestimmten Abschnitt der Ordinalzahlreihe gestattet. Nach
einem Satz von Godel 1931 muf dann § notwendig kleiner als die zum Konsistenzbeweis geho-
rende Zahl « sein; gelingt es, fiir jedes § unterhalb von a in T die transfinite Induktion bis 8 her-
zuleiten, so muB « die kleinste fiir einen Konsistenzbeweis ausreichende Zahl sein und ist damit
charakteristisch fiir T. So enthilt z. B. die Peano-Arithmetik PN die Induktion bis w bereits als
Axiomenschema (nimlich die vollstindige Induktion); es folgt aus Sitzen von Gentzen 1935
und 1943, dal die charakteristische Zahl von PN die erste Cantorsche e-Zahl € ist.

Ordinalzahlen werden gewohnlich im Rahmen der Mengenlehre erklirt, die eine maflos
starke Theorie ist; da sich Arithmetik und Analysis aber direkt und einfach in der Mengenlehre
modellieren lassen, wiirde ein eigener Konsistenzbeweis, der doch die volle Mengenlehre als
Hilfsmittel zum Verfiigen iiber die Ordinalzahlen heranzége, in der Tat nur die Uberzeugungs-
kraft eines € besitzen. Und erst recht bedarf es einer nicht-mengentheoretischen Beschreibung
derjenigen Ordinalzahlen B, fiir die in einer der in Rede stehenden Theorien T die transfinite
Induktion bis 8 hergeleitet werden soll — als mathematisches Objekt muf 8 dann auch mit den
Mitteln von T beschrieben worden sein. Nun lernt man in den Anfingen der Mengenlehre, dafl
jede Ordinalzahl § eindeutig in Cantorscher Normalform «w®1c +...+ w*ncy, 0> 0> ... > a2 0,
mit positiven, endlichen c; zu schreiben ist, und im Falle § <e¢ sind auch die ¢; echt kleiner als
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B; jedes B unterhalb von €o 14Bt sich also aus kleineren Zahlen durch die Operationen der Addition,
Multiplikation und Exponentiation von w zusammensetzen. Diesen Sachverhalt nimmt man zum
Anlal, um nun umgekehrt durch Rekursion eine Gesamtheit von ordinalen Termen als Bezeich-
nungen der Ordinalzahlen unterhalb von €, zu definieren, indem man jenen Prozes der Zusam-
mensetzung formal imitiert. Vermoge einer Kodierung durch Primzahlpotenzen und deren Pro-
dukte lassen sich solche Terme durch natiirliche Zahlen und mit den Ausdrucksmitteln der
Arithmetik reprisentieren, und auch eine Totalordnung zwischen solchen Termen lafit sich durch
Rekursion iiber ihren Aufbau erkliren; als spezifische Aufgabe der jeweiligen Theorie T bleibt
allein der Nachweis, da die Abschnitte jener Totalordnung auch die transfinite Rekursion erlau-
ben. Jenseits von €, versagt die Cantorsche Normalform ihren Dienst, da dann «; gleich § werden
kann; nach einer zuerst von Veblen 1908 (bei Versuchen zur Losung des Cantorschen Kontinuum-
problems) entwickelten Methode kann man jedoch weiter in die zweite Zahlklasse vorstofien, in-
dem man zur Zusammensetzung von Ordinalzahlen aus ihnen vorangehenden auch noch die Dar-
stellung durch gewisse Normalfunktionen N (ausgehend etwa von N(x) = w”), deren Ableitungen
N? (nidmlich N° = N und N?%, z > o, als der Aufzihlung aller simultanen Fixpunkte simtlicher

NY mit y < z) und Diagonalfunktionen (z. B. D(x) = N*(0)) verwendet. Auch diese allgemeine-
ren Bildungsprozesse lassen sich wieder zur rekursiven Konstruktion ordinaler Terme verwenden,
und in den vergangenen Jahrzehnten haben namentlich der Verf. und seine Schiiler weitreichende
solcher Bezeichnungssysteme entwickelt.

Der Teil B des Buches enthilt Untersuchungen zur Peano-Arithmetik und ihrer Charakte-
risierung durch €,. Voran geht ein mengentheoretischer Abrifl iiber Ordinalzahlen und Normal-
funktionen, dem die Aufstellung eines Systems ordinaler Terme folgt, das auch noch fiir die erste
Hilfte des Teiles C benotigt wird (ein gleichartiges Bezeichnungssystem findet sich, von vorn
herein in seiner Kodierung mit natiirlichen Zahlen aufgestellt und daher besonders frappierend,
im § 11 der ,,Beweistheorie* von 1960). Im Gentzenschen Konsistenzbeweis von 1935 wurden
den verschiedenen Schluregeln, mit denen Herleitungsfiguren aufgebaut werden, Ordinalzahl-
funktionen zugeordnet, welche den entsprechenden Aufbau der Herleitungskomplexitit beschrie-
ben; die Hauptarbeit des Beweises besteht dann in einer scharfsinnigen, jedoch den speziellen Um-
stinden angepafSten Analyse der Herleitungsumformungen, welche zum Beweis des sogenannten
Schnitteliminations-Theorems gebraucht werden. An Stelle dieser Gentzenschen Methode ver-
wendet der Verf. hier das allgemeinere, systematische Verfahren der von Godel 1958 entwickel-
ten Funktionalinterpretation, das seitdem in zahlreichen dhnlichen Situationen Anwendung ge-
funden hat; es handelt sich dabei um gewisse (héhere) Arithmetisierung der PN-Herleitungen,
wozu nun nicht mehr, wie noch in der reinen Logik, die rekursiven Funktionen hinreichen, son-
dern die Funktionale endlichen Typs (Funktionen-Funktionen und deren entsprechend interier-
ten Funktionale) benotigt werden. Formal werden die Funktionale endlichen Typs als gewisse
Terme beschrieben, fiir die ein einfacher Kalkiil FT erklirt ist; die Herleitung einer Formel v von
PN kann explizit in eine Herleitung einer FT-Formel v* in FT transformiert werden. Die Nicht-
Herleitbarkeit von ,,0 = 1* in PN beruht dann auf der Nicht-Herleitbarkeit der transformierten
Aussage in FT; diese Nicht-Herleitbarkeit aber folgt aus der Existenz einer Normalform v(t)
einesjeden FT-Terms t (derart, daf v(t) eine explizite Berechnungsvorschrift fiir das von t représen-
tierte Funktional darstellt). Die Existenz der Normalform wird durch eine transfinite Induktion
bis € bewiesen; die dafiir nétige Zuordnung von Ordinalzahlen zu FT-Termen geht auf Howard
1970 zuriick.

Der Teil C des Buches ist Untersuchungen iiber Teilsysteme der Analysis gewidmet. Faf3t
man reelle Zahlen als Unterklassen Dedekindscher Schnitte auf, so lassen sich die meisten Unter-
suchungen der klassischen Analysis schon in einem Begriffsrahmen fithren, dem neben der Menge
der rationalen Zahlen noch ein System von Teilmengen rationaler Zahlen zu Grunde liegt, das,
den Konstruktionen mit reellen Zahlen entsprechend, unter gewissen Verfahren der Mengenbil-
dung abgeschlossen sein muf. Da man aber rationale Zahlen sogleich noch durch natiirliche Zah-
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len kodieren kann, gelangt man so zur Betrachtung eines logischen Systems CA, welches Varia-
blenx,y, ... lter Stufe fiir Zahlen und Variablen X, Y, . . . 2ter Stufe fiir Mengen von Zahlen
enthilt; fir die Zahlen sollen die Axiome der Arithmetik PN gelten, fiir die Mengen das Kompre-
hensionsschema: jede einschligige Formel v definiert die Menge aller (natiirlichen) Zahlen mit
der Eigenschaft v. Das System CA bezeichnet man als das der vollen klassischen Analysis; es ent-
zieht sich einer beweistheoretischen Analyse.

Eine Formel v von CA wird in der Regel auch (durch Quantoren ,,fiir alle* und , es
existiert*) gebundene Mengenvariablen enthalten; sie nimmt damit Beziehung auf das als fertig
vorliegend aufgefafite System aller derjenigen Mengen natiirlicher Zahlen, von denen in CA ge-
sprochen wird. Eine Mengenbildung durch Komprehension der Formel v erschafft nicht etwa
eine neue Menge, sondern stellt nur eine Beziehung zwischen v und einer schon vorhandenen
Menge her: eben die Beziehung, Komprehension von v zu sein. — Der andere mégliche Gesichts-
punkt, die Mengenbildung durch Komprehension als die Produktion neuer Mengen anzusehen,
wird in dem (schon von Whitehead-Russell in den Principia Mathematica entwickelten) System
RA der verzweigten oder pradikativen Analysis beschrieben. Dazu bezeichne man als Schichten
die Elemente eines gegebenen, hinreichend groBen Abschnittes der Ordinalzahlreihe; fiir jede
Schicht y habe RA eine eigene Familie von Mengenvariablen X?, Y?, . .. und das pridikative
Komprehensionsschema liefert eine Menge der Schicht vy, wenn vy das Maximum aller derjenigen
8 ist, fir welche die Formel v freie Mengenvariablen X® oder gebundene Mengenvariablen X¢,

8 =€+ 1, enthilt (so dafl die Bezugnahme auf alle Mengen der Schicht e dann die Schicht der
damit definierten Menge iiber € hinaustreibt). Konsistenzbeweise fiir RA haben Lorenzen 1951
und Schiitte 1952 angegeben, und Schiitte hat die charakteristische, als I’ bezeichnete Ordinal-
zahl von RA bestimmt (vergleiche auch die ,,Beweistheorie‘ von 1960, §§ 28—29).

Die Unterscheidung der Schichten bringt es mit sich, da8 das pridikative System RA bei
praktischen Anwendungen nur mit Aufwand zu handhaben ist. Eine andere Méglichkeit, aus der
vollen Analysis CA Teilsysteme auszusondern, erhilt man durch die Einschrinkung des Kompre-
hensionsschemas auf Formeln v besonders einfacher Bauart. In der ersten Hilfte des Teiles C
werden zwei solcher Teilsysteme besprochen. Im System EA muf} die Formel v des Komprehen-
sionsschemas arithmetisch sein, d. h. sie darf keine gebundenen Mengenvariablen enthalten. Im
System DA muf} v eine A:-Formel sein, d. h. v muf} sowohl einer Formel V Xw mit arithmeti-
schem w (solche Formeln heiflen auch I1 i—Formeln) als auch einer Formel 3Xu mit arithmeti-
schem u (solche Formeln heiflien i-Formeln) beweisbar dquivalent sein; ein drittes System EN
ohne Komprehensionsschema ist nur eine Variante der Arithmetik PN. Schon das System EA der
elementaren Analysis erlaubt es, ein gutes Stiick der reellen und komplexen Analysis zu entwik-
keln (fir Einzelheiten vergleiche man G. Takeuti ,,Two Applications of Logic to Mathematics*,
Princeton 1978). Das System DA der A: -Analysis a8t sich nun nach S. Feferman in der pradi-
kativen Analysis RA interpretieren, so daf mit RA auch DA (und also EA) konsistent ist; zur
Ausfiihrung dieses Verfahrens verwendet der Verf. (wie schon in ,,Beweistheorie‘‘ 1960) statt
RA ein sog. halbformales System RA*, dessen Unterschied zu RA darin besteht, daf u. a. die
arithmetische Induktionsregel (die RA von PN her enthilt) durch eine sog. w-Regel mit unendlich
vielen Pramissen ersetzt wird. Alsdann werden (i) die charakteristischen Zahlen von EN, EA,

DA und (i) fir die halbformalen Systeme EN*, EA*, DA* (deren Bildung in Analogie zu derjeni-
gen von RA* geschieht) gewisse, den charakteristischen eng verwandte Zahlen Aut(—) bestimmt;
dabei stellt es sich heraus, da Aut(RA*) = Aut(DA*) gilt. Dies lehrt, daR die A}-Komprehen-
sion von DA (und von DA¥*) in diesem Sinne eine stirkste der noch priadikativ zu deutenden For-
men von Komprehension ist.

Die zweite Hilfte des Teiles C ist der H}-Ana.lysis gewidmet, also demjenigen (nicht
mehr pridikativen) Teilsystem von CA, in dem auch I1}-Formeln zur Komprehension zugelas-
sen sind. Ein Konsistenzbeweis fiir ein solches System wurde 1967 von Takeuti gefunden (man
vergleiche auch Takeutis ,,Proof Theory* 1975), der Gentzens Schnittelimination fir PN auf
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diesen, ungleich komplizierteren Fall ausdehnte. Die Verschachtelung der Reduktionen im Schnitt-
eliminationsbeweis macht es notig, den diversen SchluBregeln stark wachsende Ordinalzahlfunk-
tionen zuzuordnen, so daB die damit erklarten Herleitungskomplexititen sehr groff werden. Da
die zu ihrer konstruktiven Beschreibung notigen Stationen im Transfiniten zunichst fehlten,
verwandte Takeuti als Komplexititsmafe nicht mehr Ordinalzahlen, sondern andere Objekte,
die ordinalen Diagramme (die sich dann auch wieder in Beziehung zur Herleitbarkeit der trans-
finiten Induktion setzen lieBen). Erst Feferman und Aczel haben anfangs der 70er Jahre in
unpublizierten Noten eine neue Hierarchie von Normalfunktionen, den Thetafunktionen, be-
schrieben, deren Gesetzmifigkeiten dann die Aufstellung geeigneter ordinaler Bezeichnungssy-
steme ermoglichten. Der Verf. stellt zuerst die Thetafunktionen (mit auf W. Buchholz zuriick-
gehenden Vereinfachungen) dar und entwickelt dann ein Bezeichnungssystem. Darauf folgt Zu-
nichst eine Darlegung im wesentlichen des Takeutlschen Satzes fiir ein System GPA der [l -Ana-
lysis, in dem dann ein schwicheres, immer noch I1 -Komprehenswnen ermoglichendes System
PA,, ausgesondert wird, dessen charakteristische Ordinalzahl bestimmt wird; bei dieser Gelegen-
heit wird auch das neuerdings wichtig gewordene Hilfsmittel der Theorien ID,, n-fach iterierter
induktiver Definitionen entwickelt. Der Teil C endet mit dem Hinweis auf die weitergehenden
Resultate von W. Buchholz und W. Pohlers iiber die charakteristischen Zahlen von GPA und an-
deren Systemen, die demnichst in einem Band der Lecture Notes erscheinen sollen.

Es erscheint als angemessen, dieses Werk die summa theoriae demonstrationis zu nennen.

Tiibingen W. Felscher

Dreben, B., Goldfarb, W., The Decision Problem: Solvable Classes of Quantificational
Formulas, Reading (Mass.): Addison-Wesley Publ. Comp. 1979, 283 pp, illustr., cloth $ 38,50

Lewis, H. R., Unsolvable Classes of Quantificational Formulas, Reading (Mass.): Addi-
son-Wesley Publ. Comp. 1979, 198 pp, 29 illustr., paper $ 18,90

Die beiden Biicher behandeln das Gebiet der Entscheidungsprobleme fiir Klassen von
Formeln der Pridikatenlogik erster Stufe. Eine Formelklasse nennt man entscheidbar, wenn es
einen Algorithmus gibt, der fiir beliebige Ausdriicke dieser Klasse entscheidet, ob sie erfiillbar
sind (d. h. mindestens ein Modell besitzen) oder nicht. Andernfalls nennt man Formelklassen
unentscheidbar. Unter dem Entscheidungsproblem einer Formelklasse versteht man die Frage,
ob diese Klasse entscheidbar ist oder nicht. Im ersten Fall nennt man das Entscheidungsproblem
dieser Klasse (gemeint ist: rekursiv) 16sbar, im zweiten unlésbar.

Seit Beginn der Untersuchungen zur Logik hat ein Hauptaugenmerk auf dem Entschei-
dungsproblem logischer Formelmengen gelegen. Einerseits fand man recht friih entscheidbare
Teilklassen der Pridikatenlogik, z. B. die Klasse aller identitits- und funktionsfreien Formeln
mit nur einstelligen Pradikatensymbolen (Lowenheim, Skolem, Behmann) und die Klasse aller
abgeschlossenen prinexen Formeln mit Prifix der Form E . . . EA . .. A (Bernays, Schonfinkel)
oder E. .. EAAE. .. E (Godel, Kalmar, Schiitte) ohne Funktions- oder Identititssymbol. Ande-
rerseits bemithte man sich seit Beginn des Jahrhunderts intensiv um Reduktion des Entscheidungs-
problems fiir die Klasse aller Formeln auf das Entscheidungsproblem kleinerer Klassen, die ,,ein-
facher* schienen, da ihre Elemente starken syntaktischen Einschrinkungen wie iiber die Form
ihres Prifixes, Anzahl und Stellenzahl der in ihnen auftretenden Pridikatenzeichen u. 4. unter-
worfen waren. Eine grofle Zahl derartiger Reduktionen wurden in der ersten Hilfte dieses Jahr-
hunderts gefunden. Nach dem Unentscheidbarkeitsnachweis fiir die gesamte Pridikatenlogik
durch Church und Turing sind derartige sog. Reduktionsklassen ebenfalls unentscheidbar.

Die Forschungen auf dem Gebiet 16sbarer und unlosbarer logischer Entscheidungspro-
bleme in der ersten Hilfte dieses Jahrhunderts wurden durch die folgenden beiden Biicher zu-
sammengefafit: W. Ackermann: Solvable cases of the decision problem (Amsterdam 1954) und
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J. Suranyi: Reduktionstheorie des Entscheidungsproblems im Pridikatenkalkiil der ersten Stufe
(Budapest 1959). Es lagen starke Ergebnisse vor, wie z. B. die Unlosbarkeit des Entscheidungs-
problems fiir Formeln mit Prafix AAAE und nur einem (némlich 2-stelligen) Relationssymbol
bei beliebig vielen einstelligen Pridikatensymbolen, oder fiir Formeln mit Prifix A . .. AE bzw.
AAAE . .. E und nur einem einzigen Pridikatensymbol (einem 2-stelligen). Aber mehrere der-
artige durch Prifixform und Zahl und Stellenzahl der Priidikate definierte ,,Standardklassen®
blieben ungelost.

1962 brachte eine epochemachende Arbeit von J. R. Biichi in den Math. Annalen den
Durchbruch (,,Turing-machines and the Entscheidungsproblem*). Biichi entwickelt dort (durch
geschickte Kombination von Ideen von Turing und Skolem) eine Methode, die es gestattet, be-
liebige kombinatorische Systeme auf besonders einfache Art durch priidikatenlogische Ausdriicke
zu beschreiben in dem Sinne, da die kombinatorischen Probleme dadurch in logische Entschei-
dungsprobleme iibersetzt werden. Die Einfachheit dieser Ubersetzungsmethode zahlte sich inso-
fern aus, als dadurch ,,einfachen* universellen Berechnungsformalismen syntaktisch besonders
einfache Formelklassen mit unlésbarem Entscheidungsproblem zugeordnet werden konnten.

In der Tat lie sich durch Verfeinerung des Biichischen Ansatzes in kurzer Zeit das Ent-
scheidungsproblem aller Standardklassen 16sen. Dariiber hinaus konnten nun mit Erfolg die syn-
taktischen Kriterien verfeinert werden, nach denen Kompliziertheit logischer Formeln gemessen
wurde. Man erzielte immer schirfere Unentscheidbarkeitssitze, indem auch noch die aussagen-
logische Struktur von Formeln sowie die Variablenverteilung in den atomaren Formeln wie auch
die Anzahl dieser atomaren Formeln starken Einschrinkungen unterworfen wurden. Auf der
anderen Seite erreichte man in vielen Fillen, daf eine weitere Einschrankung der Ausdrucksmog-
lichkeiten als unentscheidbar nachgewiesener Klassen nachweislich zu entscheidbaren Klassen
fiihrt. Damit konnte in vielen Fillen eine scharfe und bzgl. der gewihlten Kriterien vollstindige
Abgrenzung zwischen entscheidbaren und unentscheidbaren Ausdrucksklassen erreicht werden.

Beziiglich der oben erwihnten (im wesentlichen 5) Typen syntaktischer Klassifikations-
kriterien behandeln die beiden hier zur Rezension anstehenden Biicher einen reprisentativen und
in gewisser Hinsicht vollstindigen Teil des heute auf diesem Gebiet bekannten Wissens. Es handelt
sich um die erste systematische zusammenhiangende Behandlung dieser Fragen seit den Biichern
von Ackermann und Suranyi, getrennt in die Behandlung entscheidbarer und unentscheidbarer
Fille. Fiir jeden, der in dieses Forschungsgebiet einsteigen will, ist die Lektiire dieser Biicher von
grofiem Nutzen und kann nur empfohlen werden. Auf eine zusammenfassende Detailiibersicht
méchte ich hier verzichten, da sie den ausgezeichneten Inhaltsverzeichnissen bzw. Ubersichten in
den Biichern entnommen werden kann. (Das Dreben/Goldfarbsche Buch ist besonders schwer zu-
ginglich, was z. T. an der extremen Systematik insbesondere in puncto Allgemeinheit und Durch-
gingigkeit der Methode liegt.)

Beide Biicher konnen im Prinzip auf der Grundlage der Kenntnisse einer einfiihrenden
Vorlesung in Pridikatenlogik und Rekursionstheorie verstanden werden. Beide Biicher sind sehr
sorgfiltig, mit vollstindigen, prizisen Definitionen und wohliiberlegten Erliuterungen bzw. Bei-
spielen zu Beweisen geschrieben. Dennoch setzen sie einen nicht geringen Grad mathematischer
Reife voraus, was die Fihigkeit betrifft, komplexe kombinatorische Zusammenhinge zu begrei-
fen. Jedes Buch fiillt einen einsemestrigen Seminarkurs.

Dortmund E. Borger

Bochner, S., The Role of Mathematics in the Rise of Science, Princeton (N. J.): Princeton
University Press 1966, 386 pp, cloth $ 20.00

Dies Buch ist durch Verschmelzung und Erweiterung aus einer Reihe von Einzel-Essays
entstanden, die der Verfasser (*1899) ab 1961 publizierte. Unter den Erweiterungen ist vor allem
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der biographische Anhang zu nennen. Mit diesem Werk erhilt der gebildete Laie (Mathematiker
haben natiirlich Vorteile) Gelegenheit, Mathematik- und Philosophie-Geschichte mit den Augen
eines der bedeutenden Mathematikers unseres Jahrhunderts zu sehen. Die Lektiire ist belehrend
und vergniiglich. Inhalt (Kapiteliiberschriften in freier Ubersetzung): 1. Vom Mythos iiber die
Mathematik zum Wissen, II. Der Unterschied zwischen Allgemeingeschichte und Wissenschafts-
geschichte, III. Umwilzungen in der Physik und Krisen in der Mathematik, IV. Uber das Verhilt-
nis von aristotelischer und heutiger Physik, V. Die Rolle der Mathematik beim Aufstieg der Mecha-
nik, VI. Die Bedeutung einiger mathematischer Grundbegriffe fiir die Physik, VIL Das Wesen der
Mathematik, VIII. Das Wesen der Analysis. Einige Zitate, ebenfalls in freier Ubersetzung: ,,Die
griechische Mathematik mag inspirativ und vielseitig gewesen sein; dennoch war sie langsam, unge-
schickt . . . und irgendwie steril*, ,,Viel erstaunlicher als die Entwicklung der griechischen Mathe-
matik durch 400 Jahre hindurch war die Umorientierung der Physik des 20. Jahrhunderts, die in
ganzen 4 Jahren, 1925—1928, durch eine kleine Schar junger Leute bewirkt wurde*, ,,Mathematik
ist eine Form der Poesie, die iiber Poesie hinausgeht, weil sie Wahrheit verkiindet®, ,,Die Mathema-
tik ist keine Handlangerin der Naturwissenschaften; man kann wesentliche Mathematik machen,
ohne an die Naturwissenschaften iiberhaupt zu denken; philosophische Bemithungen, die Urspriin-
ge der Mathematik auf Niitzlichkeitserwagungen zu reduzieren, haben keinerlei Uberzeugungs-
kraft*, ,,Weyl . . . , prominenter Mathematiker und connaisseur der Physik; die Plastizitit seines
Denkens kam in seinen Biichern . . . klarer heraus, als in seinen Abhandlungen; das kommt bei
Mathematikern selten vor.*

Mit diesen Zitaten hoffe ich moglichst viele Kollegen zu genufireicher Lektiire zu ver-
locken.

Erlangen K. Jacobs

Steen, L. A., Mathematics Today — Twelve Informal Essays, Berlin-Heidelberg-New York:
Springer Verlag 1978, 367 pp, cloth, DM 27,—

Der erste Satz des Vorworts dieses Buches lautet:

The objective of the present book of essays is to convey to the intelligent nonmathemati-
cian something of the nature, development, and use of mathematical concepts, particularly those
that have found application in current scientific research.

Diesem Vorsatz dienten sorgfiltige Vorarbeiten eines Kommitees namhafter Mathemati-
ker, unter der Schirmherrschaft von AMS, MAA und SIAM. Hervorragende Autoren, die z. T.
iiber Erfahrungen in der innermathematischen Publizistik verfiigten, wurden fiir die einzelnen
Essays gewonnen. Ich glaube dennoch nicht, da dies Buch den gebildeten Laien erreichen wird,
obwohl er aus verschiedenen Teilabschnitten groen Gewinn ziehen konnte. Die Bereitschaft von
Nichtmathematikern, sich in eine ungewohnte, wenn auch noch so einfache Formel hineinzu-
denken, kann m. E. nicht niedrig genug eingeschitzt werden. Man darf gespannt sein, ob Gymna-
siallehrer die Sprachhiirde nehmen und die sich hier ausgezeichnet bietende Gelegenheit, ihre ma-
thematische Bildung aufzufrischen, niitzen werden; ich bin auch hier pessimistisch. Hervorragend
geeignet ist das Buch als bildende Lektiire fir Hochschulmathematiker, die iiber die Grenzen der
eigenen Spezialdisziplin hinausschauen wollen. Ich finde die Dialoge in Hammonds Beitrag ,,Math-
ematics — our invisible culture*, Penrose’s Essay ,,The geometry of the universe* und den Arti-
kel ,,The four-color problem* von Appel-Haken besonders reizvoll, mochte aber auch die iibrigen
Beitrige — mit den Autoren J. Alperin, F. Browder, M. Davis, R. Graham, F. C. Hoppensteadt,

S. Mac Lane, D. S. Moore, L. Richards, J. Schwartz und P. Thompson — dem Leser besonders ans
Herz legen.
Ein verdienstvolles Buch.

Erlangen K. Jacobs
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Tropfke, Johannes, Geschichte der Elementarmathematik. 4. Auflage, Band 1: Arith-
metik und Algebra. Vollstindig neu bearbeitet von Kurt Vogel, Karin Reich, Helmuth Gericke.
Berlin — New York: Walter de Gruyter 1980, XIII + 742 S., DM 184,—

J. Tropfkes ,,Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer Darstellung* war
lingst zu einem Begriff geworden; kein an der Geschichte seiner Wissenschaft interessierter Ma-
thematiklehrer kam in den letzten Jahrzehnten ohne sie aus — eben weil sie im Gegensatz zu
anderen Darstellungen infolge ihres systematischen Aufbaus als eine Art Nachschlagewerk auf
Fragen nach dem Auftreten und der Entwicklung bestimmter Probleme aus dem Gebiet der
Elementarmathematik sofort Antwort zu geben vermochte. Zuerst bescheiden in zwei Biinden
1902 verdffentlicht, gab sie der Berliner Oberstudiendirektor Tropfke von 1921—1924 in einer
auf sieben Binde angewachsenen zweiten Auflage heraus. Zwischen 1930 und 1940 erschienen
die ersten vier Binde, vom Verfasser erneut griindlich erginzt, in dritter Auflage, doch die Manu-
skripte der weiteren Binde, welche der Verfasser hinterlassen hatte, gingen bei Kriegsende ver-
loren.

Nach jahrelanger Vorbereitung am Institut fiir Geschichte der Naturwissenschaften der
Universitit Miinchen haben die Bearbeiter des jetzt erschienenen ersten Bandes der vierten Auf-
lage eigentlich einen ganz neuen ,,Tropfke* vorgelegt. Einerseits hat die in vielen Lindern inten-
sivierte mathematikhistorische Forschung inzwischen eine Fiille von Material neu erschlossen,
das beriicksichtigt werden mufSte, andererseits nahm man eine Straffung und Neugliederung im
Interesse einer groferen Ubersichtlichkeit vor. So ist diese Neuauflage nur noch auf drei Binde
berechnet. Im wesentlichen enthilt Band 1 den Stoff der ersten drei Béinde der vorangegangenen
Auflage, auf etwa ebenso vielen Seiten. Er ist jetzt auf vier Kapitel verteilt.

Das erste, rund 150 Seiten umfassende, handelt von den Zahlen: Zahlworter, Zahlzei-
chen, Zahl- und Mafsysteme in vielen Kulturen werden vorgestellt, die Sonderstellung der Null
und der Eins beschrieben und die Systematisierung bei den Griechen behandelt, schlieBlich die
modernen Definitionen (algebraisch, transzendent, komplex usw.) angefiihrt. Das zweite Kapitel
beschreibt auf rund 200 Seiten die Entwicklung der Rechenoperationen: zunichst Allgemeines,
Fachwaorter, Symbole, dann die elementaren Operationen (Kopf-, Finger-, Abacusrechnen sowie
die vier Grundrechenarten in schriftlicher Form). Das dritte Kapitel iiber die Algebra (rund 150
Seiten) ist in fiinf Abschnitte gegliedert: Algebra ohne Symbole (Dreisatz, einfacher und doppel-
ter falscher Ansatz und dhnliches), die algebraische Ausdrucksweise (Bezeichnungen und Sym-
bole), Gleichungen (von den linearen mit einer Unbekannten bis zu den hoheren mit mehreren
Unbekannten), allgemeine Gleichungstheorie (von Cardano bis zum Fundamentalsatz der Alge-
bra) und schlieBlich Methoden zur niherungsweisen Losung. Sehr stark erweitert gegeniiber den
friiheren Auflagen wurde der Inhalt des vierten Kapitels, das angewandte Rechnen (rund 150 Sei-
ten): im ersten Abschnitt werden fiinfzehn verschiedene Aufgabentypen aus dem tiglichen Leben,
im zweiten unter fast vierzig Zwischeniiberschriften Probleme der Unterhaltungsmathematik vor-
gestellt. Es darf wohl hier gesagt werden, dal ohne die unermiidliche Mitarbeit des inzwischen
iiber 90jahrigen Kurt Vogel, der bereits den letzten erschienenen Band der vorigen Auflage zum
Druck befordert hatte, eine solche Reichhaltigkeit kaum hitte erzielt werden konnen.

Am Beispiel der quadratischen Gleichungen (Abschnitt 3.3.4, S. 406—425) sei skizziert,
in welcher Weise die Fiille der genannten Themen in dieser Neubearbeitung gemeistert wird. Zu-
nichst werden Beispiele aus der dgyptischen und babylonischen Mathematik erldutert, dann sol-
che aus Euklid, Diophant, aus indischen und arabischen Quellen (einschlieflich geometrischer
Interpretationen). Hinweise auf gegenseitige Beeinflussung fehlen ebensowenig wie kurze Ver-
weise auf dhnliche Texte anderer Autoren, denn natiirlich konnen iiberall nur ausgewihlte, fir
die jeweilige Zeit oder Behandlungsart besonders charakteristische Beispiele gebracht werden.
Der Schlu8abschnitt iiber die quadratische Gleichung im Abendland wird eréffnet durch Auf-
zihlung der drei hier erzielten Fortschritte (Anerkennung der Null und der negativen Zahlen als
Koeffizienten ermoglicht Zusammenfassung in einer Normalform; Anerkennung derselben Zah-
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len als Losungen; Einfihrung der komplexen Zahlen leitet zum Fundamentalsatz der Algebra
iiber), dann folgen Beispiele aus Stifel, Cardano, Viéte und Descartes.

Uberall findet der Benutzer genaue Verweise auf das umfangreiche Literaturverzeichnis,
das sowohl die weiterfiihrende neuere Sekundirliteratur wie eine Fiille von Originalquellen auf-
fiihrt — insgesamt weit iiber tausend. Der Druck ist dank der Verwendung verschiedener Schrift-
arten und eines ansprechenden Satzes sehr iibersichtlich, nur wurde aus Kostengriinden auf den
Randausgleich verzichtet. Zahlreiche in den Text eingestreute Abbildungen tragen zum besseren
Verstindnis bei und erhohen die Brauchbarkeit dieses Werkes, das fiir weitere Jahrzehnte als
,,der Tropfke* das Nachschlagewerk zur Elementarmathematik bleiben wird.

Hamburg C. J. Scriba

Leibniz, Gottfried Wilhelm, Simtliche Schriften und Briefe. Dritte Reihe: Mathemati-
scher, Naturwissenschaftlicher und Technischer Briefwechsel, 1. Band, 1672—1676. Herausge-
geben von dem Leibniz-Archiv der Niedersichsischen Landesbibliothek Hannover. Berlin (Ost):
Akademie-Verlag 1976, LXXV + 861 S., geb., DM 180,—

Hofmann, Joseph Ehrenfried, Register zu Gottfried Wilhelm Leibniz: , Mathematische
Schriften und ,,Der Briefwechsel mit Mathematikern* (herausgegeben von C. I. Gerhardt)
(Olms Paperbacks, Bd. 49). Hildesheim — New York: Georg Olms Verlag 1979, 312 S., Kart.,
DM 39,80

Innerhalb der sog. Akademie-Ausgabe der simtlichen Schriften und Briefe von G. W.
Leibniz, deren Reihen I—III den Briefwechsel, IV—VII die Schriften enthalten, ist die Mathe-
matik bisher sehr schlecht weggekommen. Gemif der Planung wird sie zusammen mit den
Naturwissenschaften und der Technik in Reihe III durch den Briefwechsel, in Reihe VII durch
die Schriften vertreten sein. Wihrend sich bei Reihe VII die ersten Biande noch in der Vorberei-
tung befinden, liegt in Reihe III der erste Band mit dem Briefwechsel der Jahre 1672—1676 vor.
Fiir die Bearbeitung war urspriinglich Dietrich Manke vorgesehen. Nach seinem frithen Tod im
Jahre 1939 wurde als sein Nachfolger J. E. Hofmann von der Preufischen Akademie der Wissen-
schaften mit der Vorbereitung der Briefe aus der Pariser Zeit fiir den Druck beauftragt. Kriegs-
und Nachkriegsjahre fiihrten zu grofer Verzogerung, da der neue Herausgeber die Arbeit nur
neben seiner Berufstitigkeit ausfiihren konnte. Das Manuskript des Bandes hatte er noch fertig-
gestellt, das Erscheinen aber nicht mehr erlebt, da er 1973 infolge eines erlittenen Verkehrsun-
falles verstarb. Unter Mitwirkung einiger seiner Freunde besorgte Dr. Heinz-Jiirgen Hef vom
Leibniz-Archiv in Hannover die Endredaktion, das Korrekturlesen und die Registerherstellung
dieses Bandes.

J. E. Hofmann besa8 dank seiner jahrzehntelangen Beschiftigung mit Leibniz, die sich
auch in vielen Veroffentlichungen niederschlug, einen einmaligen Uberblick iiber das mathema-
tische Schaffen des grofen Gelehrten. Daher hat er, abweichend von den iibrigen Reihen, der
Briefedition ausfiihrliche sachliche Erlduterungen beigegeben, worin insbesondere die Entwick-
lung der mathematischen Ideen von Leibniz wihrend der kritischen Zeit seines Pariser Aufent-
haltes (1672—1676) sorgfiltig dokumentiert, interpretiert und in den zeitgendssischen Wissens-
stand eingeordnet wird. In der 50seitigen Einleitung geht er dariiberhinaus auf den bekannten
Prioritdtsstreit um die Erfindung der Infinitesimalrechnung zwischen Newton und Leibniz ein,
fallen doch in die genannte Zeitspanne die beiden Besuche von Leibniz in London, wo dieser
Gelegenheit hatte, in einige Manuskripte Newtons Einblick zu nehmen und sich Notizen daraus
zu machen. Auch diese sind im vorliegenden Band abgedruckt. Ausfiihrliche Register sowie
Wort- und Sachverzeichnisse fiir die englischen, die franzdsischen und lateinischen Texte sowie
ein sehr detailliertes Sachregister beschliefen den Band und machen ihn zu einem unentbehrli-
chen Hilfsmittel fiir die weitere Forschung.
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Da aber mit Sicherheit bei der Fiille der erhaltenen Briefe und Manuskripte noch Jahr-
zehnte vergehen werden, bevor die Reihen I1T und VII einmal abgeschlossen sind, behalten vor-
erst die beiden von C. I. Gerhardt im 19. Jahrhundert veranstalteten Auswahlausgaben ,,G. W.
Leibniz: Mathematische Schriften*, 7 Binde, Berlin und Halle 1849—1863 und ,,Der Briefwech-
sel von G. W. Leibniz mit Mathematikern®, Bd. 1 (mehr nicht erschienen), Berlin 1899 (beide
nachgedruckt im Verlag Olms, Hildesheim, 1962) trotz vieler Unzulinglichkeiten noch ihren
Wert. Deshalb wurde als Erginzung dazu vom Referenten das von J. E. Hofmann fiir seinen pri-
vaten Gebrauch erstellte Register herausgegeben. Die beiden eben zitierten Ausgaben sind darin
getrennt erfafit. Im jeweiligen Namenregister finden sich nicht nur Personen, sondern auch deren
Schriften — oft aufgrund von Anspielungen miihsam identifiziert — , wodurch z. B. die Hinweise
auf Johann 1. Bernoulli allein 20 Seiten fiillen. Wo in den Briefen ein Anonymus, Amicus, Anglus
quidam usw. erwihnt wird, konnte Prof. Hofmann in vielen Fillen ebenfalls den Namen ausfin-
dig machen. Die auftretenden Zeitschriften sind in einem eigenen Alphabet erfaft. Im Gegensatz
zu einem rein mechanisch erstellten Register handelt es sich also hier um das Resultat einer jahr-
zehntelangen Beschiftigung mit der Materie. Dieser wertvolle Schliissel zur Originalliteratur wird
erst dann veraltet sein, wenn die Akademie-Ausgabe einmal vollstindig vorliegen wird. Bei den
geringen Finanzmitteln, die unsere Gesellschaft fiir derartige Vorhaben aufzubringen bereit ist,
mag dieses Ereignis vielleicht zu Lebzeiten unserer Enkel, vielleicht auch noch spiter eintreten.
Gegenwiirtig wird am Leibniz-Archiv in Hannover am folgenden Band sowie am ersten Band der
Reihe VII gearbeitet.

SchliefSlich sei in diesem Zusammenhang noch hingewiesen auf die dritte posthume Buch-
verdffentlichung J. E. Hofmanns, die englische Ausgabe des bekannten, seit langem vergriffenen
Leibniz-Buches ,,Die Entwicklungsgeschichte der Leibnizschen Mathematik wihrend des Aufent-
haltes in Paris (1672—1676)*, Miinchen 1949. Die noch vom Verfasser durchgesehene, von Adolf
Prag (Oxford) angefertigte revidierte Ubersetzung erschien 1974 bei der Cambridge University
Press unter dem Titel ,,Leibniz in Paris, 1672—1676. His growth to mathematical maturity*. Wie
der fiinfteilige chronologische Index sofort zeigt (er fiihrt allein etwa 100 Briefe der Jahre 1638
bis 1669 auf), behandelt der Verf. in dieser Monographie nicht nur die Pariser Jahre, sondern er
bezieht die umfangreiche und verwickelte Vorgeschichte der entscheidenden mathematischen
Probleme aufgrund eingehender Kenntnis der Originalquellen mit ein. So ist diese Darstellung
zugleich hervorragend geeignet als Einfiihrung in die von Leibniz wihrend seines Parisaufenthal-
tes mit Mathematikern und Naturwissenschaftlern gefiihrte Korrespondenz.

Hamburg C.J. Scriba

Euler, Leonhard, Opera Omnia. Series Secunda, Vol. 16: Commentationes mechanicae
ad theoriam machinarum pertinentes. Hg. von Ch. Blanc und P. de Haller. 1979, XX + 327 S. —
Vol. 20 und 21: Commentationes mechanicae et astronomicae ad scientiam navalem pertinentes,
1. bzw. 2. Teil. Hg. von W. Habicht. 1974, LX + 275 S. bzw. 1978, CCXLIV + 241 S. Series
Tertia, Vol. 9: Commentationes opticae. Hg. von W. Habicht und E. A. Fellmann. 1973, LXIV
+ 328 S. — Ziirich: Orell Fiissli Verlag. Je Band sFr 135.—

Die Serien II (Opera mechanica et astronomica) und III (Opera physica, Miscellanea)
nihern sich allméhlich der Vollendung. Mit den Bianden II, 20 und 21 liegen alle Verdffentli-
chungen zur Schiffstheorie vor, nachdem Eulers zweiteiliges Werk ,,Scientia navalis* aus dem
Jahre 1749 schon frither in den Béinden II, 18 und 19 neu herausgegeben worden war. Vor allen
Dingen ist sehr zu begriien, daf® der Herausgeber der Binde 20 und 21, Walter Habicht, in
Band 21 einen sehr umfangreichen deutschsprachigen Kommentar aufgenommen hat. Dort er-
lautert er auf fast 200 Seiten Eulers groBes Werk und auf weiteren 50 Seiten die spiteren, in
Band 21 enthaltenen Einzelarbeiten Eulers zum Schiffswesen, nachdem er gleiches in der Ein-
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leitung zu Band 20 schon fiir die fritheren, dort versammelten Arbeiten getan hatte. Die ,,Scien-
tia navalis* trennt nimlich zugleich zwei Schaffensperioden Eulers auf dem Gebiet der Hydro-
mechanik voneinander — wihrend der ersten suchte Euler nach den einfachen und allgemeinen
Prinzipien, wihrend der zweiten erweist er sich als der Meister, der die selbstgeschaffenen Hilfs-
mittel souverin anwendet. Neben der ,,Mechanica“ stellt die ,,Scientia navalis‘‘ einen Meilenstein
auf dem Weg zur modernen rationalen Mechanik dar, werden doch in den ersten Kapiteln die
Grundlagen der Hydrostatik gelegt, in den folgenden die Theorie des Wasserwiderstandes und
der Fortbewegung von Kérpern im widerstehenden Medium erarbeitet. Auler den Einleitungen
Habichts wird man deshalb auch den iiber 100 Seiten umfassenden Bericht , Rational fluid
mechanics 1687—1765 von C. A. Truesdell heranzuziehen haben, der 1954 in Bd. II, 12 publi-
ziert wurde, die Einleitung Truesdells zu Bd. II, 13 aus dem folgenden Jahr und schlieBlich die
hervorragende, als selbstindiger Teilband II, 11/2 erschienene Studie des gleichen Verfassers aus
dem Jahre 1960 ,,The rational mechanics of flexible or elastic bodies*, 435 Seiten umfassend.

Der 1979 erschienene Band II, 16 enthilt Arbeiten Eulers zur Maschinentheorie. Vor-
ausgegangen war schon 1957 mit Band II, 15 ein erster Band derartiger Arbeiten, wihrend der
dritte und letzte diesem Thema gewidmete Band II, 17 bisher noch aussteht. Der von den Heraus-
gebern gewihlte Begriff ,,Theoria machinarum‘ kénnte etwas in die Irre fithren: in den in Band
II, 16 vereinigten Arbeiten Eulers und seines Sohnes Johann Albrecht werden Anwendungen der
Hydromechanik behandelt: man findet hier Untersuchungen der Stromungsverhiltnisse und auf-
tretenden Krifte bei Windmiihlen und Drachen (letztere wurden damals von den Physikern bei
der Erforschung der Gewitterelektrizitit verwendet), bei Ballons (es war die Zeit der Montgol-
fieren!), man liest Studien iiber die Verbesserung der Wasserrider, iiber archimedische Schrauben,
iiber die Konstruktion eines Manometers und die Bewegung des Blutes in den Arterien (aufge-
fadt als eine Stromung durch eine elastische Rohre). Da3 sich diese Studien oft nicht unmittel-
bar fiir die Praxis nutzbar machen lielen, hatte zwei, von Euler selbst erkannte Griinde: einer-
seits wihlte er in Ermangelung einer besseren, empirisch gestiitzten Hypothese fiir die Wirkung
des Windes oder einer stromenden Fliissigkeit auf eine geneigte Ebene das Newtonsche Sinus-
quadratgesetz, das die Verhiltnisse nur unzureichend beschreibt, andererseits fiihrten die dyna-
mischen Untersuchungen oft auf so komplizierte Gleichungen, dafl ihre Lésung auierhalb des
Bereichs der damals bekannten mathematischen Methoden lag.

In Serie III, in der jetzt lediglich noch Bd. 10 mit Arbeiten iiber Magnetismus, Elektri-
zitit und Wirme fehlt, wurde 1973 mit Band 9 die lange Reihe jener Binde abgeschlossen, die
der Optik gewidmet sind: schon 1911/12 war in den Binden III, 3 und 4 Eulers dreiteilige
»Dioptrica* aus den Jahren 1769—71 neu herausgegeben worden. Zwischen 1963 und 1969 folg-
ten die Bande III, 5—8 mit Abhandlungen aus der Theorie der Optik; dazu hatten die verschiede-
nen Herausgeber kiirzere Einleitungen beigesteuert. In allen in III, 9 zusammengefaten Arbeiten
untersuchte Euler Probleme aus dem Gebiet der geometrischen Optik. Einige Abhandlungen ver-
bessern die allgemeine Theorie, andere behandeln die Konstruktion wirksamer Linsensysteme,
Teleskope und Mikroskope, wobei das Hauptproblem die Korrektur der sphirischen und chroma-
tischen Aberration darstellte. Auch dieser ein Thema abschlieRende Band zeichnet sich aus durch
besonders ausfiihrliche Kommentare der Herausgeber. W. Habicht gibt auf 60 Seiten eine ein-
dringliche mathematische Analyse der Eulerschen Arbeiten zur geometrischen Optik vom moder-
nen Standpunkt aus. Wihrend Euler Miflerfolge bei Anwendung seiner Theorie in der Praxis auf
ungeniigende Qualitit der optischen Gliser, mangelhafte Bearbeitung und unvollstindige Kennt-
nis der Dispersionsgesetze zuriickfiihrte, lag der Hauptgrund seiner Enttiuschung — wie die mo-
derne Analyse zeigt — darin, da er sich auf die Untersuchung der Abbilder von Objekten auf
der optischen Achse beschrinkte, die Storeffekte weiter davon entfernt liegender Gegenstinde
unterschitzend. Erst die von Gauf einige Jahrzehnte spiter entwickelte Theorie erwies sich bei
der Verbesserung optischer Instrumente als erfolgreich. W. Habicht zeigt in seiner Einleitung, wie
der Anschlu8 von Eulers Untersuchungen an die in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts ent-
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wickelte allgemeine Abbildungstheorie durch Hinzufiigung einiger wichtiger Ideen hergestellt wer-
den kann. Am Schlu} des Bandes beleuchtet E. A. Fellmann in einem historischen Kommentar
Eulers Stellung in der Geschichte der Optik. Er skizziert die Ansichten Keplers und Newtons,
geht auf die praktischen Versuche der Konstruktion achromatischer Linsen ein, auf Eulers und
Klingenstjernas theoretische Bemithungen sowie auf die Fortschritte, welche Clairaut und
d’Alembert gelangen. Zum Schluf streift er Eulers Uberzeugung, da8 optische, elektrische und
magnetische Erscheinungen als verschiedene Atherzustinde eng miteinander zusammenhingen
und deshalb eine simultane Behandlung erfahren miiiten. Neben einem Literaturverzeichnis
enthilt der Band auch ein chronologisches Verzeichnis aller optischen Schriften Eulers, die in

den Binden III, 3-9 jetzt vorliegen.

Abschliefend sei noch einmal betont, wie stark sich die Ausgabe der ,,Opera Omnia“
des groRen Schweizers in den letzten Jahren dadurch gewandelt hat, daff durch die Aufnahme
fachkundiger und wissenschaftshistorischer Kommentare dem Benutzer weit mehr als der bloie
Abdruck des Originaltextes der Eulerschen Abhandlungen geboten wird. Die Anspriiche an
wissenschaftliche Editionen sind in den letzten hundert Jahren erheblich gestiegen. Am zu An-
fang des Jahrhunderts dieser Ausgabe zugrundegelegten Prinzip, die publizierten Arbeiten Eulers
unverindert in den Reihen I-III abzudrucken, wurde festgehalten: auf Entwiirfe und Handschrif-
ten wird nicht Bezug genommen, die Entstehung einzelner Arbeiten nicht naher dokumentiert.
Aber die inzwischen aufgenommenen lingeren Einleitungen, Kommentare und Analysen erleich-
tern ganz wesentlich das Verstindnis der Eulerschen Arbeiten, ja sie bieten teilweise Ergebnisse
wissenschaftshistorischer Forschung dar, die anderswo nicht zu finden sind. Wer immer sich mit
der Mathematik und der Naturwissenschaft des 18. Jahrhunderts beschiftigt, sollte darum bei
Eulers ,,Opera“ nicht nur an dessen eigene Arbeiten denken, sondern auch an die wertvollen Bei-
trige der Herausgeber. Es wire der Miihe wert, an geeigneter Stelle der neu begonnenen Serie IV
eine Ubersicht iiber dieselben abzudrucken.

Hamburg C. J. Scriba

Euler, L., Opera omnia. Series quarta A, Commercium epistolicum, Volumen quintum:
Commercium cum A. C. Clairaut, J. d’Alembert et J. L. Lagrange Correspondance de Leonhard
Euler avec A. C. Clairaut, J. d’Alembert et J. L. Lagrange, edd. Adolf P. Juskevi¢ et René Taton,
Basel: Birkhiuser Verlag 1980, VIII + 611 S. DM 160,—

Die Briefwechselreihe IV A der Eulerschen Opera omnia Ausgabe ist auf sieben Binde
geplant. Wiihrend der 1975 erschienene Band 1 die Beschreibung des gesamten erhaltenen Euler-
schen Briefwechsels enthielt, ist in dem vorliegenden Band, der als zweiter dieser Reihe erschie-
nen ist, zum ersten Mal in einer mustergiiltigen Edition die gesamte bekannte Korrespondenz
Eulers mit A. Clairaut, Jean d’Alembert und J. L. Lagrange veroffentlicht, von den 138 Briefen
90 zum ersten Mal. Hinzu kommen anhangsweise 12 Briefe Clairauts an K. G. Razumovskij, J. D.
Schumacher, A. N. Grischow und G. F. Miiller, 6 Schriften bzw. Briefe d’Alemberts an S. Formey
und J. A. Euler (Eulers Sohn) bzw. zwei Briefe von Lagrange an S. Formey und A.-J. Lexell. Der
einzige bekannte Brief zwischen Laplace und Euler soll im letzten Band der Reihe IV A erschei-
nen, mit Monge hat Euler nie korrespondiert.

Die.Gliederung des Bandes, iiber die das Vorwort Auskunft gibt, ist bis ins kleinste De-
tail durchdacht. Die Herausgeber haben alles getan, um das iiberreiche, wissenschaftliche Material
der Forschung zu erschliefen und zuginglich zu machen, das eine kurze Besprechung kaum ange-
messen aufzeigen kann. Eine umfangreiche Einfihrung (63 Seiten) zu allen drei Korrespondenzen
charakterisiert die Briefwechsel und erméglicht, den historischen Wert der verdffentlichten Texte
einzuschitzen.
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Jeder chronologisch geordneten Korrespondenz geht eine Liste der Briefe und Ausziige aus
den verdffentlichten Briefen voraus, die einzelnen Briefe sind ausfiihrlich in vorziiglicher Weise
nach inhaltlichen und historischen Gesichtspunkten kommentiert. Allen drei Korrespondenzen
ist das Faksimile eines Briefes des Korrespondenten an einen anderen Briefpartner als Euler bei-
gegeben. Den nichtfranzosischen Briefen ist eine franzosische Ubersetzung beigefugt.

Der Eulersche Briefwechsel mit Clairaut erstreckt sich iiber die Zeit 1740—1764 und
umfalt 61 Briefe. Er behandelt zahlreiche Probleme, Lift sich aber in drei Abschnitte gliedern:
1. 1740—1744 geht es vorwiegend um Fragen der reinen Mathematik und der Mechanik, insbe-
sondere der Hydromechanik, 2. 1744—1752 steht die Behandlung der Theorie der Mondbewegung
und anderer Fragen der Himmelsmechanik im Vordergrund, 3. 1763/4 geht es um die Theorie und
Konstruktion optischer Instrumente. In vielen Briefen gibt Euler Clairaut Andeutungen iiber seine
jiingsten, noch unedierten Forschungen. Eulers Briefwechsel mit d’Alembert erstreckt sich iiber
die Zeit 1746—1773 und umfait 40 Briefe. Zu den dauernden Streitpunkten zwischen beiden
Briefpartnern gehorten 1. die Logarithmen negativer Zahlen, 2. die Ansitze zum Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra, 3. die Integrale partieller Differentialgleichungen. Hinzu kamen
andere, personliche Streitpunkte. Sie hingen damit zusammen, dal d’Alembert ein Freund von
Maupertuis war, dem Priisidenten der Akademie der Wissenschaften in Berlin (1746—1759) und
Freund von Kénig Friedrich II. Dieser versuchte vergeblich, d’Alembert zu iiberreden, Nachfol-
ger von Maupertuis zu werden.

Themen, in denen d’Alembert und Euler miteinander wetteiferten, waren die Himmels-
mechanik (Mondtheorie), das Problem der Aquinoktien und der Nutation der Erdachse, die
Hydromechanik (Widerstand der Fliissigkeiten) sowie die Diskussion iiber die schwingende Saite.
Euler opponierte dagegen, daf d’Alembert die Prioritit der Losung beanspruchte. Die Heraus-
geber stellen richtig, dafd d’Alembert nicht bis zu seinem Lebensende unstetige Funktionen (im
Sinne des 18. Jahrhunderts) bei Losungen von partiellen Differentialgleichungen zuriickwies
(zur Problematik s. Th. Hawkins, Lebesgue’s theory of integration, New York 21975, S. 4).

Die letzten Briefe dieser Korrespondenz geben iiber die personlichen Beziehungen der beiden
Briefpartner und Eulers Privatleben Auskunft. Wahrend sich seit d’Alemberts Berlinbesuch im
Jahre 1763 deren Beziehungen freundschaftlich entwickelten, brach die Korrespondenz zwi-
schen ihnen nach Eulers Riickkehr nach Petersburg im Jahre 1766 fiir immer ab.

Eulers Briefwechsel mit Lagrange umfafit 37 Briefe und betrifft die Zeit 1754—1775.
Mit diesem geistig ebenbiirtigen Partner korrespondierte er iiber die gesamte reine und ange-
wandte Mathematik, insbesondere iiber die Zahlentheorie. Lagrange prizisierte und verallge-
meinerte Eulers Ergebnisse — die Herausgeber nehmen eine hochst interessante Synkrisis zwi-
schen beiden Forschern vor. Zu den wichtigsten Themen gehorte die Variationsrechnung, deren
Erfindung Euler ausdriicklich Lagrange zuschrieb. Zu den weiteren Themen sind vor allem par-
tielle Differentialgleichungen von Kreis- und zylindrischen Wellen zu zihlen, die schwingende
Saite, Probleme der Mechanik (Tautochronenproblem), Integrabilititskriterien sowie die Him-
melsmechanik und Astronomie (Mondtheorie). Dieser Briefwechsel erklirt in der Tat viele
wichtige Aspekte der Arbeiten zwei der bedeutendsten Reprisentanten der europiischen Wis-
senschaft wihrend der betreffenden Periode 1754—1775.

Die umfangreichen dokumentarischen Anhiinge enthalten acht wertvolle Verzeichnisse,
darunter Register der erwihnten Eulerschen Versffentlichungen und Handschriften, eine dufierst
niitzliche Konkordanztafel der Eulerschen Schriften innerhalb der Opera omnia Ausgabe, der
Veroffentlichungen anderer Autoren und der Personennamen. Auch die duerst gediegene Band-
gestaltung verdient besonders hervorgehoben zu werden. Mit diesem Band hat die Wissenschafts-
geschichte, speziell zum 18. Jahrhundert, einen erheblichen Schritt nach vorn getan.

Berlin E. Knobloch
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Dieudonné, J., avec la collaboration de P. Dugac, W. J. et F. Ellison, J. Guérindon,

M. Guillaume, G. Hirsch, C. Houzel, P. Libermann, M. Loéve, J.-L. Verley: Abrégé d’histoire
des mathématiques 1700—1900. Paris: Hermann 1978. Bd. 1: X + 267 S.,,Bd. 2: VII +4728S.,
ffr272.—

Laut Titel will dieses Werk einen Abril der Geschichte der Mathematik von 1700—1900
geben. Aber was wird wirklich geboten? Die 13 Kapitel, deren Linge zwischen 10 und 170 Seiten
schwankt, sind iiberschrieben: Mathematische Analysis im 18. Jahrhundert, Algebra und Geome-
trie bis 1840, Algebra seit 1840, analytische Funktionen, Zahlentheorie, Grundlagen der Analy-
sis, elliptische Funktionen und abelsche Integrale, Funktionalanalysis, Differentialgeometrie,
Maf} und Integration, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Axiomatik und Logik. Hinzu kommen eine
Einleitung von 16 Seiten, ein 30seitiger , historischer Index‘ (Kurzbiographien von rund 330
Mathematikern von durchschnittlich 4—5 Zeilen!) und ein 9seitiges Register mathematischer
Begriffe. Das Inhaltsverzeichnis fiihrt neben den Uberschriften der Kapitel auch diejenigen der
Abschnitte auf, nennt aber nicht die Verfasser der einzelnen Kapitel — interessiert man sich da-
fiir, welche Kapitel ein bestimmter Mitarbeiter geschrieben hat, muf man bei simtlichen Kapi-
telanfingen nachschlagen.

Nachdem das 17. Jahrhundert mit der Erfindung der analytischen Geometrie und der
Infinitesimalrechnung wichtige neue Gebiete erschlossen hatte, war bekanntlich die Mathematik
des 18. Jahrhunderts, zu erheblichen Teilen aber auch noch diejenige des 19. Jahrhunderts von
den Anwendungen gepragt, um nicht zu sagen: mit ihnen untrennbar verbunden. Doch Kapitel
iiber die Mechanik, die Hydromechanik, die Himmelsmechanik, die Warmetheorie, die Optik
usw. fehlen. Man sehe sich die gesammelten Werke Eulers oder der groen Franzosen an, man
gehe die Liste der Preisaufgaben der Akademien durch, man schaue in die wissenschaftlichen
Korrespondenzen des 18. und 19. Jahrhunderts: wie sehr stehen da iiberall die Anwendungen
und ihre speziellen Probleme im Vordergrund. Was J. Dieudonné und seine Mitarbeiter bieten,
ist nur eine Auswahl aus dem damaligen mathematischen Universum, gesehen durch die Brille
des heutigen reinen Mathematikers. Es handelt sich eher um einen Ausschnitt denn um einen
Abrif} der Geschichte der Mathematik, wobei viele der wesentlichen Querverbindungen zu den
Anwendungen verlorengingen.

Dann der Zeitraum: Abgesehen von den beiden ersten Kapiteln wird das 18. Jahrhun-
dert gegeniiber dem 19. recht stiefmiitterlich behandelt. Auf der anderen Seite gehen viele Auto-
ren iiber das 19. Jahrhundert hinaus und beziehen die spitere Entwicklung mit ein. (Fast 25%
der im historischen Index aufgefiihrten Personen sind nach 1875 geboren, kénnen also zur
Mathematik des 19. Jahrhunderts kaum noch beigetragen haben.) Dies ist freilich kein Zufall,
sondern in vielen Fillen bedingt durch die Konzeption der Kapitel: Angelegt als Ubersichts-
artikel auf der Grundlage des heutigen Mathematikverstindnisses, sehen sie in der Geschichte
der Mathematik vor allem jene Entwicklungslinien, aus denen die moderne, abstrakt-axioma-
tisch-strukturelle Auffassung von Mathematik hervorging. Wo ,,Vorlidufer* nur ,,Einzelproble-
me* behandelten, werden diese bestenfalls gelegentlich im Voriibergehen erwidhnt; im Vorder-
grund steht bei vielen Beitrigen die Darlegung der mathematischen Strukturen und Theorien
in heutiger Ausdrucksweise, verbunden mit historischen Hinweisen auf jene Mathematiker und
ihre Publikationen, die im 18., 19. und 20. Jahrhundert zu deren Entwicklung wichtige Beitrige
leisteten. (Eine der wenigen Ausnahmen stellt z. B. das von P. Dugac verfate Kapitel iiber die
Grundlagen der Analysis dar, das in seinem Aufbau den Originalquellen folgt und diese referiert
und interpretiert.)

Man verstehe mich nicht falsch: Ich bezweifle keineswegs den Wert von Ubersichten
iiber Teilgebiete der Mathematik, in denen nicht wie in einem Lehrbuch jeder Satz auch bewie-
sen wird — im Gegenteil, ich schitze deren Bedeutung sehr hoch ein. Aber ich wehre mich gegen
die mibrauchliche Benutzung des Wortes Geschichte (histoire). Wenn ein Philosoph eine syste-
matisch gegliederte Einfiihrung in seine Disziplin schreibt, kann er natiirlich wesentliche philo-
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sophische Grundpositionen am Werk grofler Denker exemplifizieren; doch es wire ein Miver-
stindnis, allein deshalb sein Buch als ,,Geschichte der Philosophie* zu betiteln.

Die mathematikhistorische Forschung der letzten Jahrzehnte hat groe Fortschritte ge-
macht in der ErschlieBung von Quellen (wovon die Autoren leider nur teilweise Kenntnis genom-
men haben) wie auch in ihrer wissenschaftlichen Methodik. Mit zunehmendem Interesse, das ihr
in jingster Zeit auch von Nichtmathematikern entgegengebracht wurde, stand sie (und steht sie
noch) in der Gefahr, in eine einseitig durch soziologische Fragestellungen bestimmte Richtung
gedringt zu werden, wo doch nach meiner Auffassung ihr Hauptobjekt die Entwicklung der
mathematischen Probleme und Theorien sein muf. Jene Art von Fragestellungen, die sicher
auch dazugehort, kommt im vorliegenden Werk praktisch nur in der Einleitung des Herausgebers
zur Sprache. In den einzelnen Kapiteln findet man kaum einmal ein Wort dariiber, inwiefern
etwa die Titigkeit eines Mathematikers an einer Akademie, Universitit, Technischen Hochschule
oder als Gymnasiallehrer den Fortschritt seiner mathematischen Ideen gehemmt, gefordert oder
in bestimmte Richtung gelenkt hat. Das von J. Dieudonné herausgegebene Werk beweist anderer-
seits, daB} neben der einen Bedrohung, der Uberfremdung durch allgemeine gesellschaftswissen-
schaftliche Aspekte, die Mathematikgeschichte der anderen Bedrohung noch keineswegs entron-
nen ist, dem Miverstindnis nimlich, die Uminterpretation élterer mathematischer Ergebnisse
im Sinne der modernen Auffassung und ihre Anpassung in die jetzige Form der Theorie sei
Mathematikgeschichte. So wenig wie es statthaft ist, in der politischen Geschichtsschreibung aus
dem Geschehen der Vergangenheit nur jeweils das herauszugreifen, was den Tendenzen der Ge-
genwart oder den eigenen Intentionen forderlich ist, so wenig darf die Geschichtsschreibung der
Mathematik ausgehen von einer vorgefaiten Meinung, was Mathematik ist oder wie sie zu sein
habe, um dann in der Vergangenheit allein nach jenen Elementen zu suchen, die sich in das
gegenwirtige Theoriengebiude an geeigneter Stelle einbauen lassen. Es ist Aufgabe der Mathe-
matikgeschichtsschreibung, die ganze Vielfalt der Entwicklung in der Vergangenheit sina ira et
studio herauszuarbeiten und zu beschreiben. Der schwierige Kurs zwischen Skylla und Charyb-
dis bleibt weiterhin zu suchen.

Hamburg C.J. Scriba

Dieudonné, J., History of Functional Analysis (North Holland Mathematics Studies,
vol. 49), Amsterdam — New York: North Holland Publ. Comp. 1981, VI + 312 pp-

Verfasser beginnt sein Buch mit der folgenden Definition: Funktionalanalysis ist die
Lehre von den topologischen Vektorrdumen und von den Abbildungen eines Teiles eines topo-
logischen Vektorraumes E in einen topologischen Vektorraum F, wobei diese Abbildungen ver-
schiedenen algebraischen und topologischen Bedingungen geniigen. Selbst unter diese relativ enge
Definition fillt ein groBer Teil der Analysis, insbesondere die heutige Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen.

Kap. I berichtet iiber die Anfinge der Theorie der Fourierreihen und das Sturm-Liouville-
sche Problem, das die ersten Ergebnisse der spiteren Spektraltheorie enthilt. Kap. II trigt die
Uberschrift ,,The crypto-integral equations“. Es enthilt eine Skizze der Losungsmethoden ge-
wohnlicher und partieller Differentialgleichungen, die im 19. Jahrhundert entwickelt wurden.
Ausfiihrlich werden die Anfinge der Potentialtheorie diskutiert, die Resultate von Laplace, Gauf3,
Green, Poisson, die Integrale zur Darstellung der Losung verwenden. Zwei Paragraphen sind der
Geschichte des Dirichletschen Prinzips gewidmet. Ausfiihrlich wird die Methode von Beer-Neu-
mann geschildert, die auf die Losung einer Fredholmschen Integralgleichung 2. Art fiihrt.

Kap. III bringt die originellen Ideen von H. A. Schwarz, die er zur Losung der Gleichung der
schwingenden Membran entwickelt hat, und die tiefen und vielseitigen Gedanken von H. Poincaré
iiber Eigenwerte und Eigenfunktionen desselben und verwandter Probleme. Bei ihm findet man
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die erste a priori Abschitzung. Kap. IV beginnt mit einem kurzen Riickblick auf die Entwicklung
der linearen Algebra im 19. Jahrhundert, die der Verfasser mit Recht als ungliicklich bezeichnet.
Das erste System unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten
erscheint schon bei Fourier. Aufbauend auf Ergebnissen von Poincaré fiihrt H. von Koch unend-
liche Determinanten ein. Die ersten Schritte von Pincherle und Volterra in die Funktionalanaly-
sis blieben vage, Le Roux und Volterra haben aber spiter die erste allgemeine Theorie der Inte-
gralgleichungen aufgestellt, die der Volterraschen Integralgleichungen. Kap. V trigt die Uber-
schrift: ,,The crucial years and the definition of Hilbert space®. Verfasser fiihrt die damalige
stirmische Entwicklung auf vier fundamentale Arbeiten zuriick, die von Fredholm iiber Integral-
gleichungen (1900), Hilberts Arbeit iiber Spektraltheorie (1906), die Thése von Lebesgue iiber
Integration (1902), Frechéts Thése iiber metrische Riume (1906). Hervorgehoben wird noch
die geometrische Betrachtungsweise des Hilbertraumes und der Satz von Fischer-Riesz. Kap. VI
heifdt ,,Duality and the definition of normed spaces*. Es beginnt mit den Ergebnissen von

F. Riesz iiber die stetigen Linearfunktionen auf dem Raum C [a, b], iiber die L und die IP und
ihre Dualitit und das Momentenproblem. Ausfiihrlich werden die Arbeiten von Helly bespro-
chen, der fiir eine grofie Klasse normierter Rdume eine Gleichungstheorie entwickelt und dabei
einen Spezialfall des Satzes von Hahn-Banach beweist. Die grundlegenden Arbeiten von Hahn
und Banach werden kurz erldutert. Das Kapitel schlieBt mit dem Banachschen Buch, auf die
spitere Entwicklung der Theorie der Banachrdume wird nur verwiesen. Kap. VII berichtet iiber
die Entwicklung der Spektraltheorie nach 1900. § 1 behandelt die Rieszsche Theorie der kom-
pakten Operatoren, § 2 geht ausfiihrlich auf die Spektraltheorie von Hilbert ein, § 3 berichtet
iiber Weyls Arbeiten iiber singulire Integralgleichungen und die Spektren der Sturm-Liouville-
Operatoren, ferner iiber Carlemans Ergebnisse iiber singulire Integralgleichungen. § 4 zeigt, wie
sich diese Ergebnisse einordnen in die von Neumannsche Spektraltheorie unbeschrinkter Opera-
toren, deren Resultate ausfilhrlich dargestellt werden. § 5 erwihnt kurz die Theorie der von Neu-
mannschen Algebren und geht auf die Grundbegriffe der Theorie der Banach-Algebren ein. § 6
gibt einen kurzen Uberblick iiber spitere Entwicklungen der Spektraltheorie: Struktur der
Banach-Algebren, Banach-Algebren von stetigen Funktionen, harmonische Analysis, Satz von
Peter-Weyl, Darstellungstheorie Liescher Gruppen, Halbgruppen von Operatoren. Kap. VIII
bringt auf nur 12 Seiten die Entwicklung der lokalkonvexen Riume und der Distributionen,
wobei der entscheidende Anteil des Verfassers (und Bourbakis) an der endgiltigen Form dieser
Theorien leider nicht klar wird. Das letzte Kapitel gibt Anwendungen der Funktionalanalysis
auf Differentialgleichungen wieder. Fixpunktsitze, die Methode von Leray-Schauder, Carleman-
operatoren und verallgemeinerte Eigenvektoren, Randwertprobleme fiir gewohnliche Differen-
tialgleichungen stehen am Beginn. Es folgen Sobolevriume, a priori Ungleichungen und die
Existenz der Elementarldsung fiir lineare partielle Differentialoperatoren beliebiger Ordnung.
Das Buch schliefit mit einer relativ ausfiihrlichen Skizze der Theorie der Pseudodifferentialope-
ratoren.

Frankfurt am Main G. Kothe

Dieudonné, J., Grundziige der modernen Analysis, Band 5/6 (aus dem Franz. iibers. von
Ludwig Boll), (Logik und Grundl. der Mathematik, Band 21), Wiesbaden: Vieweg Verlag 1979,
450 S., Gbd. DM 76,—

Aus der wohl allgemein bekannten, im Entstehen begriffenen Serie von J. Dieudonné
(die gegenwirtig acht Biande umfafit) sind nunmehr zwei weitere Binde ins Deutsche iibersetzt.
Diese beiden Binde entsprechen den Kapiteln 21 (Kompakte Liesche Gruppen) und 22 (Harmo-
nische Analysis) im Rahmen des Gesamtvorhabens und sind in der deutschen Ausgabe zu einem
Buch zusammengefafit. Die Schweifinaht zwischen den beiden Kapiteln bildet der Begriff der
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(stetigen) linearen Darstellung einer Gruppe. In Kapitel 21 wird die Struktur- und Darstellungs-
theorie kompakter Liescher Gruppen behandelt. Beim Aufbau dieser klassischen Theorie kann
man unterschiedliche Akzente setzen. Hier werden die Struktursitze unter weitgehendem Ver-
zicht auf algebraische Methoden, d. h. einer detaillierten Untersuchung der Lieschen Algebra der
kompakten Gruppe bzw. ihrer Komplexifizierung hergeleitet. Stattdessen wird das Schwerge-
wicht auf differentialgeometrische Betrachtungen und das Studium der adjungierten Darstellung
gelegt. Erst gegen Ende des Kapitels wird gezeigt, da es zu jeder halbeinfachen komplexen
Lieschen Algebra genau eine kompakte halbeinfache zusammenhingende Liesche Gruppe derart
gibt, dafl die Komplexifizierung der Lieschen Algebra der Gruppe isomorph zu der gegebenen
Algebra ist. Im Beweis des Hauptsatzes der Darstellungstheorie kompakter Liescher Gruppen,
d.h. des sogenannten Satzes vom hochsten Gewicht, wird die irreduzible Darstellung zu vorge-
gebenem hochsten Gewicht als Quotient der universellen Einhiillenden der zugehorigen Lieschen
Algebra konstruiert. — Im Kapitel 22 werden zunichst Gelfandsche Paare und die zugehorigen
Kugelfunktionen untersucht. Durch Spezialisieren erhilt man die fundamentalen Sitze der har-
monischen Analysis auf lokalkompakten abelschen Gruppen. Den Abschlufl des Buches bildet
die Theorie der Distributionen einschlieBlich eines kurzen Abrisses iiber Sobolewsche Riume.

Zu jedem Paragraphen gibt es eine groie Zahl von Aufgaben, die von recht unterschied-
licher Art sind. Einige schlieBen sich eng an den Aufbau der zuvor dargestellten Theorie an, be-
handeln Beispiele, bringen einige zusitzliche theoretische Einsichten. Andere hingegen enthalten
wirklich neuen Stoff. So sind z. B. die Grundziige der Dixmier-Kirillowschen Darstellungstheorie
nilpotenter Liescher Gruppen in eine Reihe von Aufgaben verpackt.

Das Buch ist sehr klar geschrieben, sowohl im Hinblick auf die Strukturierung der
Theorie als auch im Detail. Fiir meinen personlichen Geschmack ist der Stil etwas zu ,,franzo-
sisch, d. h. zu niichtern und sachlich, auf Kommentierung (einschl. Bewertung) einzelner Er-
gebnisse zu oft verzichtend. Im Gegensatz dazu stehen die Einleitungen der beiden Kapitel, die
in einem v6llig anderen Stil geschrieben sind und mir ganz ausgezeichnet gefallen haben.

Da es sich bei diesem Buch um einen Teil eines monumentalen Werkes handelt, ergeben
sich naturgemi beim Gebrauch Schwierigkeiten in Form hiufiger Riickverweise auf frithere
Binde. Da man (leider) bei einem Durchschnittsstudenten (auch héheren Semesters) wohl kaum
unterstellen kann, da} er die vorigen Biinde gelesen hat oder die entsprechenden Kenntnisse aus
anderen Quellen gewonnen hat, erscheint mir das Buch zum selbstindigen Einarbeiten in die
Theorie fiir Studenten in der Regel als problematisch. Sehr wohl kann man Teile des Buches zur
Grundlage eines Seminars machen. Des weiteren sollte ein Dozent einer Vorlesung mit ein-
schligigem Thema an diesem Buch nicht vorbeigehen.

Zum AbschluB noch ein Wort zur Ubersetzung. Bei der Ubertragung eines fremdsprachi-
gen Buches ins Deutsche kann man zwei extreme Prinzipien verwenden. Man kann mehr oder
weniger Wort fiir Wort iibersetzen und so den urspriinglichen Stil weitestgehend zu erhalten ver-
suchen. Oder man nimmt die Inhalte in dem vorgegebenen Aufbau her und schreibt auf dieser
Basis gleichsam ein neues Buch. Der Ubersetzer hat sich ziemlich genau an das erstgenannte Prinzip
gehalten, was gelegentlich zu etwas merkwiirdigen Satzungetiimen fiihrte, die mich dann lebhaft an
in lateinischen Klassenarbeiten sehr beliebte Ubersetzungen antiker Autoren erinnerte.

Bielefeld D. Poguntke

Brocker, Th., Analysis in mehreren Variablen — einschlieflich gewohnlicher Differential-
gleichungen und des Satzes von Stokes (Teubner Studienbiicher) Stuttgart: B. G. Teubner Verlag
1980, VI + 361 S., 114 Abb., kart. DM 29,80

Das vorliegende Buch ist fiir Studenten vom zweiten bis zum vierten Semester geschrie-
ben worden und aus Vorlesungen des Verfassers in Regensburg entstanden. Der Text umfaft den
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klassischen Bestand der Differential-Rechnung in mehreren Variablen, soweit er ins Grundstudium
gehort. Behandelt werden Taylor-Entwicklungen, der Satz iiber implizite Funktionen, die lokale
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen, dazu kommen ein Kapitel iiber Analysis auf
Mannigfaltigkeiten und eines iiber die klassischen Integralsitze. Die Behandlung der gewohnli-
chen Differentialgleichungen ist ausfiihrlich und betont nach Arnolds Vorbild die Geometrie der
Integralkurven, statt nur Formeln zur Integration der Gleichungen zu geben. Der Stokessche Satz
wird fiir Formen bewiesen, aber auch in der Sprache der Vektoranalysis erldutert.

Das Buch lebt auf eine auBerordentliche Weise vom Bemiihen, die Studenten fiir die
Mathematik zu gewinnen, und von der Liebe des Autors zum Detail. Alle Beweise sind sorgfiltig
ausgefiihrt, die Erlduterungen klar, und manche der vielen Beispiele sind wahrhaft lustig, etwa
das iiber kontrahierende Abbildungen: ,,Breitet man zum Beispiel hier im Horsaal einen vorziig-
lichen Stadtplan von Regensburg aus, so stimmt genau ein Punkt auf dem Plan mit dem dort ab-
gebildeten Punkt der Stadt iiberein, er liegt ungefihr dort, wo der Plan den Horsaal abbildet, ge-
nauer wo der Plan den Plan abbildet, genauer wo der Plan das Bild des Plans abbildet . . . “. Esist
ein ernsthaftes Buch, dasiiberall den geometrischen Gehalt der Analysis betont und den topologi-
schen Kern der Integralsitze sucht.

Der Autor nimmt einen definierten Standpunkt in der Auswahl des Stoffes ein. Dies
scheint mir kein Fehler; jeder Student wird noch weitere Biicher in seinem Studium lesen und
lesen miissen. Nicht behandelt werden das Messen von Mengen im R", die Konvergenzsitze der
Lebesgueschen Theorie, die Fourier-Transformation, und es enthilt nur wenige Ubungsaufgaben.
Das Buch ist — wenigstens fiir einen Schreibmaschinentext — sehr gut gestaltet und enthilt iiber
hundert vorziigliche Skizzen und Abbildungen.

Bochum R. B6hme

Okonek, Ch., Schneider, M., Spindler, H., Vector bundles on complex projective spaces
(Progress in Mathematics, vol. 3), Basel-Boston-Stuttgart: Birkhiuser Verlag 1980, 389 pp, paper
DM 40,—

Dieses Buch ist die Ausarbeitung einer Vorlesung, gehalten vom Mitautor M. Schneider,
welche auf einem Ubersichtsvortrag im Séminaire Bourbaki, 1978, basierte. Dadurch ist das Buch
einerseits lesbar fiir Studenten (mit Vorbildung in algebraischer oder analytischer Geometrie)
und fihrt andererseits mitten in ein sehr aktuelles Forschungsgebiet. Der Aufbau ist klar und,
bis auf Standard-Literaturhinweise, in sich abgeschlossen. So hat das Buch mehr den Charakter
eines Lehrbuches als den eines ,,Lecture Notes*-Bandes. Der Inhalt entstammt Originalarbeiten,
und es ist das erste Mal, da er in Buchform prisentiert wird.

Das Buch besteht aus zwei Kapiteln. Kapitel I (Holomorphic vector bundles and the
geometry of Pp) enthilt Methoden zur Konstruktion von Biindeln, und Kapitel II (Stability and
moduli spaces) befaB3t sich mit dem Klassifikationsproblem. Der Inhalt, die ,historischen* Be-
merkungen am SchluB eines jeden Paragraphen, und das Literaturverzeichnis (138 Titel) geben
einen umfassenden Uberblick iiber den gegenwirtigen Stand der Theorie algebraischer Vektor-
biindel auf projektiven Rdumen.

Erlangen Wolf Barth
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