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Capacity Methods in the Theory of Partial
Differential Equations

J. Frehse, Bonn

This paper is directed to younger scientists working in the field of partial
differential equations and it intends to give a first idea of the numerous applica-
tions of the notion of capacity in the theory of partial differential equations. The
paper is not intended as a review of the literature on capacity theory which is too
extensive to make a readable review possible. Rather it is hoped that it will provide
the reader with a minimum of knowledge in order to use capacity methods in the
field of “‘soft” non linear analysis. We mainly deal with the ‘variational” capacity;
only a few classical results about potential theory and potential capacity are presented.

Contents

Definition and Geometric Properties of Capacity

Sobolev Spaces and Capacity

Capacity and the Regularity of Solutions of Elliptic Equations

Existence of Weak Solutions to Non-Linear Problems by capacity Methods

©on LoD LO? won
P WR -

§1 Definition and Geometric Properties of Capacity
The capacity of a compact set Let K be a compact subset of R® and

Q C R" an open subset containing K. The p-capacity of the set K with respect
to the set Q is defined by

p-cap (K, Q) =inf

[17¢lPdx|9 € C7 (@), 9> 1 onK|.
Q

We shall write p-cap K or cap K for p-cap (K, Q) if it is clear from the context that
Qand p €1, =) is fixed. Usually one may think that Q = R" or that Q is a large
ball while K will stand for “complicated’ sets. For p = n we always assume that

Q C C R% i.e. Qis compactly contained in R, since p-cap (K, R*) =0 for p =>n.
The capacity measures the thickness of sets of R® With the notion of capacity one
frequently succeeds to give very precise statements in the theory of partial differen-
tial equations. The capacity of more general sets and other capacities are treated
below.
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2 J. Frehse

Physical interpretation Let p = 2, n = 3, and imagine K and Q to be metal-
lic conductors. Up to a constant factor, the capacity 2-cap (K, Q) gives the amount
of electrical charge which is carried by this configuration provided the electric po-
tential at K is one and is zero at 9Q.

The potential theoretic capacity Let u be a measure on R" with support
in the compact set K. The Riesz potential U} is defined by

U = —S0)_
Ix—yl"=¢

and the energy of u (of order ) by
I(p) = | UL(x)du(x).
Let V =inf {I(w)|supp u C K, u(R*) = 1}.

0<a<n

Then one defines the potential theoretic capacity of K by

cap, K= \1,—
(for & = n = 2 the logarithmic potential is used, cf. [8], Ch. I, § 3).
It has been proved by Frostman [5] that the infimum in the definition of V is
attained. For p = 2, n = 3, the potential theoretical and variational capacity coin-
cide (up to a factor). It has been shown by Mazzeu [12] that for p = 2 the defini-
tion of variational capacity and potential theoretical capacity are dual in the sense
of Fenchel’s duality theory for convex functions.

Other capacities Mazja [10], § 2.3 defines the (p, ®)-capacity of a compact
set by

(p, D)cap (K, Q) = inf ] j ®(x, T)Pdx|p € CT(Q) 9> 1on K
Q

Choquet [4] presents

f-cap (K, Q) = inf l [ f(x, ¢, Vp)dx|p ECF(Q), ¢ =1 0n K
Q

as an example of his general theory about capacity.
In § 2 the f-capacity with f(x, ¢, V) = lpI|P + | V[P will be important for the study
of Sobolev spaces. Its relation to p-capacity has been studied in [3].

“Every problem has its own capacity”. Clearly, certain properties of ® and
f are assumed so that these general capacities share the properties listed below. We
note that an equivalent definition of the variational p-capacity is

p-cap (K, Q) =inf

§ IVsol"dx|¢ €C3(Q), ¢=0,9=10nK
Q

Here Cg’ (Q) is the space of Lipschitz continuous functions on Q which vanish

at 0Q.
This equivalence can be established for higher order capacities, say

(p, m)-cap (K, Q) =inf

j T 10%ePdxlp€C@, 9> 10K
Q lal=m
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and different classes of admissible function have been used, cf. [10], pp. 144, [11].
In this paper we deal only with first order capacities (m = 1).

General properties of capacity In the following theorem, cap K stands for
p-cap (K, Q) or f-cap (K, Q) with f(x, ¢, V9) = lp[’ +[VelP.

Theorem 1.1 The non-negative set function cap defined on the compact
subsets K of Q has the following properties:
(1.1) cap @ =0and K, C K, implies cap K, < cap K,
(1.2) For every antitone sequence (K;) of compact subsets of Q we have

cap () K= lim cap K|

i=1 jo> e
(1.3) capK, UK, +cap K, NK, <capK, +capKk,.

Remark. A set function with the property (1.3) is called convex.
Clearly, this implies super additivity.

A non negative function which is defined on compact sets and satisfies the
properties (1.1)—(1.3) is called Choquet-capacity. The importance of this notion
consists in the fact that the capacity function can be extended in a natural way to
very general sets.

Proof of theorem 1.1 Property (1.1) is obvious, (1.2) can be proved in
the following way:
It is clear that

cap () K;< lim cap K|
j:l j—»m

For proving the reverse inequality let ¢ € Cg(Q) such that

¢=>1onK=) K; and [|VplPdx=capK+e
i=1

Setting Y = ap, a> 1, we have | |V y|Pdx = aP(cap K + €) and | [V [Pdx = cap K;,
j=jo. The result follows as j > o0, a > 1, € > 0. Property (1.3) follows from the
fact that

[ 19(py v @2)PAx + [ |V(py A@p)IPdx = [ [V Pdx + [ [V, [Pdx
Q Q Q Q

where @, V ¢, = max (¢, , 92) and ¢; Ay, = min (9y, ¥3).

Extension of Choquet-capacities The inner capacity of a set E is defined

by
caps E =sup {cap K | K CE, K is compact}.

The capacity of an open set S is defined by
cap § = capx S2.

The outer capacity of a set E is defined by
cap* E = inf {cap | D E, Q is open}
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The outer capacity satisfies

(1.4)  For every monotone increasing sequence of sets E;C Q we have

cap* [ U E;| = lim cap* E;
i=1

i—> oo

A set E is capacitable if
cap* E = capy E;

in this case its capacity is defined by
cap E =capy E=cap* E.

With this definition, open and closed sets are capacitable, furthermore we have

Choquet’s Theorem Analytic sets are capacitable if the capacity function
is the above extension of a Choquet-capacity.

This implies that Borel sets and level sets of functions in Sobolev spaces are capac-
itable. (One has to take the approach of § 2 to Sobolev spaces).

Recall that the system of Borel sets is the smallest o-algebra of subsets of R® which
contains the compact sets. For the definition of the more general analytic sets see
e.g. [6], § 7.5. For the proof of Choquet’s theorem see [4] and books about poten-
tial theory say [8], [6].

Explicit calculation of the variational-capacity of simple sets

(i) The 2-capacity of a point in R? is zero. The 2-capacity of an (n — 2)-
dimensional set in R is zero.

(ii) The p-capacity of a countable set in R" is zero for p < n.

(iii) The p-capacity of a point in R™ does not vanish for p > n. (Recall
QC CR»)

(iv) Let Bg and B, concentric balls of radius R and r, R>r>0. Then, forn=p,

—n
p-cap (B, Br) = w,lq[P~ 1R — 9|1 9, q=§—1
and, for p =n,

R 1—n
p-cap (B, BR)=wn(log—r)

Here w,, is the (n — 1)-dimensional volume of the surface of the unit ball.

Statement (i) follows by constructing a minimizing sequence, (ii) follows
from (i) via the countable subadditivity of capacity. Statement (iii) follows from
Sobolev’s theorem about the imbedding of the space C* of Holder continuous
functions into the Sobolev space H»?, a =1 — %

The proof of (iv) can be found in Mazja [10], § 2.3.4, where also the capac-
ity of (n — 1)-dimensional balls in R" is calculated (Lemma 4.2 of [10]). Mazja’s
book [10] contains a lot of interesting inequalities about capacity.
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In [8], Ch. IL. § 3, pp. 165, explicit formulas of the 2-capacity of several
geometric objects (ellipsoid, torus, disc etc.) in R3 are listed.

Sets of capacity zero A set with inner capacity zero is called a polar set
[6], [8]. This notion is of particular importance; just as in measure theory where
certain equations or properties may hold “‘up to a set of measure zero” it frequently
happens in the theory of partial differential equations that a certain equation or
property holds “‘up to a set of capacity zero”. If an equation or property holds in
a set  with the possible exception of a set of capacity zero one says that it holds
“approximately everywhere in £ or also ‘“‘quasi everywhere in Q.
Some books about potential theory define the notion of polarity without using
capacity, cf. [6], § 7.1.

Capacity and Hausdorff measure Sets of capacity zero must have the
n-dimensional Lebesgue measure zero but the converse need not be true. In fact,
for n > p, the following estimate holds

_ p—1

p-cap (E, R") > wh/"n' =P/ ( E_—‘l’) ma(E)' ~P/"
(m, = n-dim. Lebesgue measure)
For the proof, see [10], § 2.3, where also the case p = n is presented.

We recall the definition of Hausdorff measure and Hausdorff dimension.
Let h be a monotone increasing function and h(0) = 0. The h-Hausdorff measure
H,(E) of a set E C R" is defined by

Hy(E) = lim inf{Y h(r)|UB(x;, 1) DE, r; <t

i i

t—>0

B(x;, r;) = ball of radius r; with center x;, and the Hausdorff-dimension of E by
dimy E = inf {a > O|H,(E) = 0, h(r) =1*}.

It is known, see [6] and [14] that
p-cap (E, Q) = 0 implies dimy E<n - p, ECQ.

This result can be strengthened by assuming that the capacity density function
vanishes, i.e.

p-cap (x, E) = lim r?~ "p-cap (B(x, r) N E, B(x, 2r)) =0
r—=>0

Conversely, if Hy(E) <o where h(r) ="~ P for p € (1, n) and h(r) = (In (1/r)! ~ "
for p =n, 0 <r < 1/2 then p-cap E = 0. For the proof, cf. [9], [6].

The 1-capacity can be used for the definition of the perimeter of a set, see [10],
2.3.5.

The potential theoretical capacity cap, K of a compact set K can be shown to be
equal to the so called generalized transfinite diameter of K (up to a factor A(n, )).
With this the capacity cap K could be defined without using derivatives or mea-
sures, see [8].

Comparison of variational and potential theoretical capacity Wallin [15]
proved that
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cap, E=0 implies(n —a)}capE=0 for0<a<n-2
and (h—oa—e)rcapE=0 for0<n-2<a<n-1, €>0.
Furthermore he proved that, for | <p<n

p-cap E=0 implies cap,_,E=0 ifI<p<2
and cap,_,+.E=0 if2<p<n,e>0.

Brief historical and bibliographical remarks to § 1

The physical problem of the capacity of a condenser dates to the 19th cen-
tury. The first mathematical application of capacity was done by Norbert Wiener
1923. He found a characterization of the so-called irregular points of the boundary
of a region (i. e. the points at which the continuity of the solution of the Dirichlet
problem may be violated) using the notion of capacity, see [2]. For the systematic
treatment of capacities as set functions in potential theory see Kellogg [7], 1929.
Frostman’s thesis [5], 1935, may be seen as the beginning of capacity theory. The
notion of inner and outer capacity is due to Brelot [1], 1940, cf. also Monna [13].
Choquet [4], 1954, developed his general theory of capacity.

A lot of important names has not been mentioned here; we refer the reader
to books on potential theory [6], [8], for literature from 1940 up to 1965 see
also [2], for a survey on higher order capacities see the paper of Mazja-Khavin [11].
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§2 Sobolev Spaces and Capacity

Let 2 be an open subset of R™ and ﬁ"P(Q) be the space

HYP(Q) = {u € CYQ) N LAQ)| | [VulPdx < oo
Q

with norm
lully,p = llull, + I Vull,.

Here |lull, = (f lulPdx)"/? denotes the usual LP(Q)-norm and p € ]1, o9[.

Let #(H>P(£2)) be the space of Cauchy-sequences in HP and N C @ (H"P(§2)) the
space of null sequences. A common way of introducing the Sobolev space HP(2)
is to define it as the quotient space

HYP(Q) := #(HYP(R2))/N

equipped with the induced norm which is also denoted by ||. Il3,p - The elements of
HYP(2) are equivalence classes of Cauchy sequences (up, )y = - Thus (u,, ) converges
in LP(£2) to an element u € LP(2) and if (ii,) is equivalent to (uy,)i.e. (i, — upy, ):, -1EN
then we have also i, = u in LP(2). This fact allows a natural imbedding of H»?(Q)
into LP(£2), and if one does so, elements of HP(2) may be considered as classes of
functions which are defined up to a set of Lebesgue measure zero and have gener-
alized first derivatives in LP.

However, it is well known that one can prove by a more careful analysis
that the elements of H'P may considered as classes of functions which are defined
up to a set of p-capacity zero, cf. [5].

This fact is useful for many purposes. One frequently has to deal with the
restriction of an element u € H*?(Q) onto a set E C  of non vanishing capacity.
If E has Lebesgue measure zero and u is a class of functions defined up to a set of
measure zero it is not possible to define u|g or — if u € H»P(£2) — one has to con-
struct a restriction operator. This is not necessary if H-P(2) is defined via the
notion of capacity. The first part of this chapter is devoted to this matter.

Definition A4 sequence (uy, ) - of Borel functions Uy, : - Ris said to
converge quasi-uniformly to the function u: Q - R if for every
€ > 0 there exists a set E C Q such

(@) capE<e
() uy, = u uniformly on Q — E(m — o)

Here cap stands for any Choquet-capacity; clearly, the notion “quasi-uniform”
depends on which capacity is used.

The following definition is an analogue to “convergence in measure”’

Definition A sequence (uy, ), -, of Borel functions Up, : £~ Ris said to
be capacity-convergent to the function u : & —> R if for every € > 0

cap xenlnum_u|(x)>e -0 (m- ).

We also say “u,, > u in the capacity-sense”’.
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Lemma 2.1 Let (uy)m -, be a sequence of Borel functions up, : 2> R
such that

Up > U, Uy > U (m — o)
in the capacity sense. Then u = U approximately everywhere in .

Proof. If u+1on aset of non vanishing capaéity then one of the sets

El/k= X € Qo

1u—a|(x)>H, k=1,2,...,

must have non vanishing capacity. This is true on account of the countable sub-
additivity of capacity. Hence cap E,= 8 > 0 for some € > 0.
Let Gy = {x € Ec|Ii — up| (X) > €/2}. Then

E.— G,=i{x€E,

ﬁ—uml(x)<%‘
and

2.1 Ee—GmClere

lu — uml(x)>%1.

Since cap G, = 0 (m = %) we obtain that cap (E — Gy, ) ~> cap E, > 0. This con-
tradicts (2.1) since the capacity of the right hand side of (2.1) tends to zero
(m = o0), L

Remark If u,, = u quasi-uniformly (m - ) then uy, — u pointwise except
a set of capacity zero.

In the following we treat the two cases
(2.2) cap E=p-cap (E, Q) =inf ‘ [ 1VelPdx
Q

and

¢€C;(Q),p=>10nE

(2.3) cap E =p-capg E=inf

[ [P+ |VelPldx
Q

Pp€ECT(Q),¢=10nE

for compact sets E € € and a fixed openset Q D D , say, Q =R"if p<n.
Theorem 2.1 Let (U ) =1 be a Cauchy sequence in ﬁ"p(Q). Then there
is a function u : Q — R with the following properties:

(i) For every compact set K C Q we have uy, > uin the capacity sense
(m — o).

(ii) There exists a subsequence (uy ; k € A) such that uy ~>u (k> kEA)
quasi-uniformly on every compact set K C Q.

(i) If Ui is @ function which shares the properties (i) or (ii) ofuthenu=1
on S with the possible exception of a set of capacity zero.

(iv) If 382 is Lipschitz or if the notion (2.3) of capacity is used then the
convergence in (i) and (ii) holds on SL.

(v) The function u has first generalized derivatives in LP(S2).

Proof. We first prove (ii). Since (uy) is a Cauchy sequence in 308
there is a subsequence still denoted by (U, )m =1 such that
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oo

Y [2™P|Vupy — Vug 4+ Pdx <ee

m=1

and for ¢y € C5(R"), ¢y =1 onK, v, = Yu,,

Y 2P UV, — Vg e Pdx <ee

m=1
Thus, for every € > 0 there exists an m, such that

oo

Y J2mP Vv, — Vg Pdx <€

m=mg
Obviously, using (2.2),
p-cap (X EK||up — U+ (X)) =27™} < [ 2™P|Vv,, — Vg 44 [Pdx

and from the subadditivity of capacity

p—cap E. <e
where E.={Xx€K|lup —Up+11(X)=2"™ m=my, mg+1,..... 3.
On K — E, we have

U — e <2.27m, k=2m=m,,

i.e. (uy ) converges uniformly on K — E,. This proves (ii). By (ii) there is a sub-
sequence (Upmg) )iz and a function u : € - R such that Up iy = u uniformly on

K — E. with E. C K, p-cap E, <e. From this one concludes easily that Um@i) > U
on K in the capacity-sense. Since ||u; — Upyi)lly,p = O it follows that u; — Uiy 0
on K in the capacity-sense and statement (i) follows from the additivity of con-
vergence in the sense of capacity.

If Ui is another function satisfying (i) we conclude from (ii) that there is a sub-
sequence (ux) such that uy, = u and u, —> U quasi-uniformly on all compact sets

K CQ, (k =0, k € A). From this we obtain the equality u = i approximately
everywhere.

The proof of (iv) works analogously to (i)—(iii), or (in the case that 8 is Lip-
schitz) results of [4] are used.

Statement (v) follows since (Vup, ), -, converges in LP(2).

If (up,) and (v, ) are two Cauchy sequences in HP(Q2) such that u,, — v,, > 0 in
H"? and u,, = u, v, = v in the sense of capacity, then it now is easy to prove that
u = v approximately everywhere. B

Thus we may assign to every element of H"P(2) = #(H"P(£2))/N an equivalence
class of functions u + . # where . # consists of the space of functions which vanish
approximately everywhere. The assignment is the natural one via the defining
Cauchy sequence as stated in theorem 2.1.

From theorem 2.1, part (ii) one obtains the capacity analogue of Lusin’s theorem
for measurable functions. L]

Definition A functionu: Q,—> Riscalled quasi-continuous if
Jor every € > 0 there exists a set E, C Q, of capacity smaller than € such that the
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restricted function u : Q4 — E. — R is uniformly continuous on bounded subsets
of o — E..

Theorem 2.2 Let u € H'?(2). Then u can be represented by a function
which is quasi-continuous on compact subsets of Q. If 9Q is Lipschitz or the
capacity (2.3) is used then u can be represented by a function which is quasi-
continuous on Q.

The following theorem is an analogue to Egoroff’s theorem in measure
theory.

Theorem 2.3 Let (u,, )i -, be a convergent sequence in H? (Q2). Then
there exists a subsequence (up, ; m € \) which converges quasi-uniformly on
compact subsets of S2.

If 982 is Lipschitz or the capacity (2.3) is used the subsequence can be selected
such that u,, converges quasi-uniformly on .

The question arises whether the weak convergence of a sequence in H"?
implies the existence of a quasi-uniformly convergent subsequence. Such a the-
orem would have great importance for non linear analysis (see § 4) but unfor-
tunately is not true, cf. [7].

In the following we use only the capacity (2.2).

Theorem 2.4 Let E be a capacitable subset of the open set Qand Q D D E.
Then there is a “capacity potential” o € Hy® such that

| IVplPdx = p-cap (E, Q)
Q

and ¢ = 1 on E approximately everywhere.

Proof. (i) Let E be compact. Then there exists a sequence of Lipschitz
continuous functions ¢y, such that ¢, =1 on E, o, € HYP(Q) and [ 1Vop|Pdx ~>
cap E. We may assume that ¢, = ¢ weakly in H-P(Q). By the Banach-Saks theo-
rem a subsequence of convex combinations vy, of the g, exists such that vy, > ¢
strongly in H*P(Q). We have v, = 1 on E, | [V |Pdx = cap E, and by theorem 2.3.
that ¢ = 1 on E approximately everywhere.

(ii) Let E be open and E = ¢ C C Q. Since & is capacitable we have
cap @ =sup cap {K|# D K, K compact}.

Hence there exists a monotone increasing sequence of compact sets K; C & such
that
cap K; > cap @ (i > o).
Let ¢; € HyP(Q) and | |Vy;IPdx = cap K;, assume g; ~> ¢ weakly in HUP, Similar as
in (i) we obtain ¢ = 1 on E approximately everywhere. By lower semicontinuity
{ IVplPdx < cap & and the reverse inequality follows from the variational inequality

n
Y (VP 2, Vo — VW) <O

i=1

setting w = @, + ¢ and passing to the limit k = oo,
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(iii) For general capacitable E there is a monotone decreasing sequence of
open sets &; D E such that cap &; > cap E. Let ¢ be a weak H!P-limit of the gener-
alized capacity potentials of &; which exist on account of (ii). As before one
proves | |Vp|Pdx = cap E, ¢ = 1 on E approximately everywhere. L]

As an example of the importance of the above approach to Sobolev spaces
we mention

Theorem 2.5 Let §2 C R™be a domain and u € H*? (R™). Then u € Hy?(2)
if and only if u vanishes approximately everywhere on 3S2. Here HyP(2) denotes
the closure of the space Cq(R2) of test functions in HP,

Pro of. The “only-if-part” follows from theorem 2.3. For the “if-part”™
let u be a representative from HP(R™) such that u = 0 on 3§2. We confine our-
selves to the case that 32 is compact. By a truncation argument we may assume
u=0.

Let ug = min {u, . By theorem 2.2 we know that to every € > O there exists an
open set E, such that cap E, <e€ and ug : £ — E.~ R is uniformly continuous.
Hence there is a neighbourhood U of 92 such that uy <8 on Us — E, where

8 > 0 is given. Thus vg := max {ug — 8, 0} =0 on U; — E.. Let . € Hy?(Q),

Q D D Q, be the capacity potential of E, whose existence is guaranteed by theorem
2.4. Then 1 — ¢, = 0 approximately every where on E, and we conclude that

(1 — p.)ves has compact support in §2. Since this function is contained in HP(2)
we obtain (1 — p,)Ves € HyP(S2). Passing to the limit § > 0, € = 0 and finally £ > oo
we obtain u € Hy?(2). =

Theorem 2.5*% Let u € H"P(R"), u = 0 on C where 3Q = 8§ and
(3.20) holds quasi-everywhere on dS2. Then u € Hy'P(S2).

This theorem plays an important role in the theory of Grigorieff [9] and
Stummel [16], [17] concerning the approximation and pertubation theory of
elliptic boundary value problems. In this theory one frequently has to deal with
the situation that a function u € H*?(R") is the weak limit of the solutions to
approximations of a Dirichlet problem and that one wants to prove that u satisfies
the zero boundary condition. For this the above theorem is useful. Grigorieff and
Stummel use the stronger condition that £ has the segment-property (cf. [1]).
The condition 0§2 = dC£2 or 382 = 352 defines the so called Caratheodory domains
which is a common hypothesis in the stability theory of the Dirichlet problem in
potential theory, cf. [10], § 5, No. 16—22.

We illustrate the above discussion by a simple example:

Theorem 2.6 Let  C R" be a bounded domain satisfying the conditions
of theorem 2.5* and Q,, be a sequence of bounded domains such that

(i) For every compact set K C Q we have K C Q,, for almost all m.

(ii) The Lebesgue measure of S0y, — 2, N K tends to zero (m = o),
Then the solutions u,, € HY 2(Q,) of

—Au,=f€l?
converge weakly in H"*(R™) to the solution u € H“,’z(ﬂ) of — Au=f (m = o).
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Theorem 2.6 holds, e.g., if the Laplace operator A is replaced by a general
coercive second order operator. We note that for the non homogenous boundary
condition u = g on 8S2 with continuous g a necessary and sufficient condition for
the stability of the Dirichlet problem is the Wiener condition, cf. [10], § 5.5.
Note that theorem 2.6 does not cover the case 2, = — E,, where E_,, EQ is
closed and lower dimensional. This case can be treated by assuming a uniform
Wiener condition. We state a general condition for £ and £, which covers this
case and yields the above stability result.

Definition We say that the point x, € R" satisfiesa uniform Wie-
ner condition with respect to the sequence (082 )m = if the series

o7

™M

1

j]
where 87 = R;_ "(2-cap (Brgjy N 2m»Bar ())): Brej) = BrejXo)s B2rj) = Barj)(Xo)s
R; = R(G) = 274, diverges uniformly with respect to almostallm=1,2,... .

By this we mean that to any C > 0 there exists a number N = N(x,, C) such

that N

Y, 87 =C foralmost all m.
i=1

Remark A sufficient condition for the above property is that
2-cap (Bg N 08y, , Bor) =cR* ™2, Bgr = Br(Xo), B2r = Bar(Xo),

uniformly for m 2 m,, 0 <R <R, with some constant ¢ > 0.
The following condition will replace Caratheodory’s condition:

2.4) Q=90QUT

where I is closed and the points of T satisfy (with the possible exception of a
set of capacity zero) a uniform Wiener condition with respect to (082y,).

Theorem 2.7 The statement of theorem 2.6 remains valid if condition
(2.4) holds and 952 satisfies (3.20) quasi-everywhere.

Proof. Weassume f € L. By a standard argument we prove u, > u
weakly in H'(R™) for a subsequence and — Au = f in Q weakly. With the preceed-
ing methods and those of [9], [16], we obtain u € H(‘,(S_l) since u,, € H},(ﬂm ). (We
consider H(‘,(Q), H},(ﬁ) as subspaces of H'(R") by extending H},-functions by zero).
Thus u = o on 382 approximately everywhere.

Let G = G, be the fundamental solution of — A, i.e.

—AG=86 inR", n=3

where 8 = 8, is the Dirac functional. Let 8° = 0 on R® — B,(z) and 8 = |B,|"" on

B,(2).
Define the “discrete’” fundamental solution by

—AG,=8” inR", n=3,

where G,(x) > 0 as | x| = o0. For n = 2 we require G,(x) = O(log | x|).
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Let 7: R"— [0, 1] be a Lipschitz function such that 7 =1 on Bg(x,), 7=0 on
CB,r(X0), V7| < R™1. We choose the function uy, G,72 as test function and obtain
(2.6) (Vup, V(umG,7®) = (f, un G,72).

Note that u, € L= since f € L™. We take into account that G, = 0 and

(V(u27?), VG,) = IB,I"! | ulr?dz~>ul(z)
By(z)

as p > 0if z € By (x,) which we want to assume.
By simple calculations we obtain from (2.6) that

I|VumlzG1'2dx+2lu“2,(z)
<2 qumlluml‘rIVTIde+ju},‘errllVGldx + [ Ifllug | 72Gdx;

The last inequality implies

u2(z) <KR™ | uZdx + KR2.
R

Here f denotes integration over B, (xo) — Br(Xo).
R
Note that we used the fact that ||uy ||l < K uniformly and |VG| <KR!~"on

B,r(X0) — Br(X0). We now apply Poincaré’s inequality which is discussed later.
Since uy, = 0 approximately everywhere on 92 we derive from theorem 2.9 that

K o K *
8_mR2 "I{IVumlzdx<—l{|\7uml2Gdex

-
R™ fuldx < —
R j 81

where 87 =R}~ ™. (2-cap (Br(jyN 3 2, Borgj))s Br(j) = Brgj)(Xo)-
Hence 8%u2(z) <K j |V up > Gy dx + KR267, R = R(j).
R
We perform the summation from j, up to J > j, and obtain
( i BT)u,g(z) <K [ |Vupl?Gydx + KR} 5 5m
i=io B2Ry(xg) i=io

Choosing u, G, as a test function we derive that the quantities | |Vup,[>?Gdx are
uniformly bounded: Qm

1
[ 1Vugy>Gydx + 3 (V@) VGy) = (Vugy, V(uy,Gp)) = (f, u, G,) <K.

_[ 3 -1 ~
Hence u2(z) < K( Y 8'}‘) + KR3.
i=io
Choosing Rg small and J large we obtain in view of the uniform Wiener condition
for xy €T that

uz(z) <e?, z€E€Bg(x), R=Ry277-1,
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Therefore
u2(z) < 62’ EAS BR(XO)’ R= R02—j_l .

Employing the capacity-analogue of Lusin’s theorem and the methods of proving

theorem 2.5 we obtain from this that u = 0 approximately everywhere on I'. Thus
u=0on 082 U I" approximately everywhere and, in view of theorem 2.5, we have
u € Hy(2) which concludes the proof of theorem 2.7. (For f € L? see the follow-

ing remark.)

Remarks (i) Theorem 2.7 can be extended to the case that the right hand
n

side f has the form f = ) 9;g;, g; € L2. For this, one has to approximate g; by Lip-
i=1
schitz functions g§ such that ||g; — g5ll;2 <e.
Since the stability theorem holds for the solutions u§,, u of — Au = Z 0;g{ and
i=1

since the errors ||uy, — uf, Il are uniformly small for € > 0 we can treat also the
case f € H ().

(ii) Condition (2.4) is satisfied in the case ., = £ — (I" + €,,) where £ is
a Caratheodory domain and I is an (n — 1)-dimensional smooth manifold with
boundary and (€, ) is a sequence of vectors € R™ tending to zero (m —> o). (In fact,
no condition on 9£2 is necessary.)

(iii) Grigorieff [9] and Stummel [16], [17] have a general theory for obtain-
ing a stability theory for the eigenvalue problem, say,

—Au=2\u, u€H}Q),

with £ bounded. The “capacity-techniques’ presented here can be applied in
order to prove that the conditions of Grigorieff-Stummel are satisfied also in the
case (2.4) where the segment property may be violated.

Poincaré’s inequality An important technical tool for many considerations
is Poincaré’s inequality of which we want to give two versions, the second one say-
ing something about the asymptotic behaviour of the constant in Poincaré’s inequality.
In the following we shall denote the set of zeros of an H%?()-function u by

N =N(u) ={x € Q|u(x) = 0}.

By a Sobolev domain we mean a connected open subset of R™ such that the imbed-
ding of H-?(£2) into LP(£2) is compact. Conditions on 982 which guarantee that £
is a Sobolev domain are well known cf. [1], [12] and the discussion of Mazja’s result
below.

Theorem 2.8 Let S be a bounded Sobolev domain, p €[1, o), and €* be
the class of all H¥?(Q)-functions u such that

p-cap N(u) =€
Then there exists a constant K = K(§2, n, p, €) such that
@7 flulPdx<K f IvuPdx

Q Q

forallu € €°%.
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Proof. Otherwise there is a sequence of functions u,, € H"P(£2) with
the properties

fluplPdx=1, [|Vu,[Pdx>0 (m~— o)
Q Q

and  p-cap N(up) =e.

Since 2 is a Sobolev domain we may assume that uy, = u in H-P(§2). We have

j |lulPdx =1 and j |[Vul|Pdx = 0. Thus u = const # 0 in §2. By the capacity analogue
of Egoroff’s theorem (cf. theorem 2.3) we have for a subsequence u,, = u uniform-
ly in  — E with some exceptional set E whose capacity satisfies p-cap E <¢€/2.
Since u = const. # 0 it follows that N(u,,) C E for almost all m of the subsequence
which contradicts the hypothesis u, € ¢%. L

R e mark. Choose the capacity (2.3) if 982 is not Lipschitz.

It can be shown that the constant K = K(£2, n, p, €) in theorem 2.8 behaves like

e !. For this we restrict ourselves to the case that £ is the unit ball B; more general
situations can be obtained easily by using diffeomorphisms or adapting the method
of the following proof.

Theorem 2.9 Let p €[1, o). There exists a constant K = K(p, n) such that

K _ [ |vupax

U< ———
@8 JluPdx< S |

for all u € H“?(B), (|Vull, # 0.

Pro of. We shall use an inhomogenous form of Poincaré’s inequality,
namely
29) [lu—ulPdx<C ||VulPdx, u€ HYP(B),

B B
where u is the (n — 1)-dimensional mean value of u taken over the boundary 0B.
The set N(u) does not occur in (2.9). This inequality can be proved indirectly:
Suppose that (2.9) were not true. Then there exist functions up, such that u,, =0,
[lupPdx =1, | |Vuy[Pdx = 0. For a subsequence we obtain u,, = u weakly in
HYP(B) and u has the properties | |u|Pdx = 1, u = const, u = 0 which contradict
each other. Thus (2.9) is established. Clearly, the above proof gives no estimate
for the constant in (2.9), however it is also easy to give direct proofs of (2.9)
which give some estimate for this constant.
Because of homogeneity, it suffices to prove (2.8) for all u € H-P(B) such that
u =1 where U always mean the mean value of u taken over 9B.
We now use the fact that every function u € H"P(B) has an extension U onto the
ball B, ={x € R"||x| < 2} such that

(2. 1 0) ” VG”LP(B» < Ko ” VuIILp(B).

This can be proved by some reflection argument. Let 7 : B, > [0, 1] be a Lipschitz
function such that 7 =1 on B and 7 = 0 on 9B,. Obviously, the function

y=70-u)
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is equal to 1 on N(u) and O on 9B,. Hence
(2.11) p-cap (N(u), B;)< [ |V(7(T — u))[Pdx
By
<K [ IviPdx+K [ |G- ulPdx <K [ |Vu[Pdx.
By B2 B
Note that we have used (2.10) and an analogue of (2.9), namely

[ Iv-vIPdx<K [ |Vv[Pdx, v EHVP(B,),

By By
where V again stands for the mean value of v taken over 9B.
From inequality (2.11) we obtain

K fIvulPdx

G<_ K
(2.12) u p-cap N@) J

for all u € HP(B), [|Vull, # 0, and we have replaced p-cap (N(u), B,) by

p-cap N(u) = p-cap (N(u), Q), Q O D B, and Q C C R"if p <n. This is possible
because of the corresponding equivalence theorems which state estimates between
different relative p-capacities (or just by adapting our proof).

From (2.9) and (2.12) we obtain

flulPdx<2P~!} | lu—1ulPdx + | |§|Pdx
B B B

K
< + vulP
[K p-capN(u)] gl ulPdx

which proves the theorem.

Remark. In [13], Nikodym constructs a bounded domain £ and a func-
tion u € L(§2) such that u is not contained in L%*(2) but Vu € L2. Nikodym’s
function vanishes on a set of positive capacity and can be proved to be the limit
of a sequence of H"2()-functions which vanish on a (uniform) set of positive
capacity. This shows that theorem 2.8 does not hold for arbitrary bounded domains.
A convenient reference for Nikodym’s example is Mazja’s book [12], § 3.4, pp. 182.

Another, somewhat related question, concerns Poincaré’s inequality for
functions u € HyP(§2) where Q is unbounded, i.e. we ask for inequalities of the
type

(2.13) { |ulPdx <K [ |Vul|Pdx
Q Q

for, say, u € Cg(§2). It is well known that such an inequality does not hold, in
general, for unbounded £2, for example if £ = R™. Inequality (2.13) holds if
is bounded in one direction or if the measure of £ N (R™ — By) tends sufficiently
fast to zero as R = oo, Furthermore one is interested in inequalities of the type

(2.14) | julPu(dx) <K [ [VulPdx
Q Q

and more general

a/p
(2.14") | lul%u(dx) <K ( j|Vu|de)
Q Q
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with a measure u different from the Lebesgue measure. If = R", inequality (2.14)
holds with

u(dx) = p(x)dx,  p(x) =min {1, |x — Xo|"9®™M}, uECy(R™).

It is clear that inequalities of the above type are of interest for spectral theory of
elliptic operators. For p = 2 inequality (2.13) implies that the operators. — A is
bounded from below on Cg(£2) (in the sense of bilinear forms).

In his book [12], Mazja gives necessary and sufficient conditions for the domain
such that inequality (2.14') holds. In his criteria, the notion of capacity is impor-
tant. For illustration we present a special case of his results:

Let p=2and

w(F)
cap (F, )

Note that g might be infinite. With this he proves the following theorem (see [12],
§ 2.5, theorem 6.11, page 126).

B = sup F C Q, F is compact | .

Theorem 2.10 (i) For all u € Cy (2) the inequality
(2.15) [ |ul?u(dx) <C [ |Vul?dx
Q Q

holds with C < 4.
(ii) If (2.15) holds for all u € C4(2) then 8 < C.

Furthermore, Mazja [12], § 2.5, p. 118, gives criteria which are equivalent
to the compactness of bounded sets in H(',’ %(2) for unbounded 2. One of his
criteria is
u(F)

li 7
im sup e (. 9)

p—>eo

FCQ NCB,, diam F< 1, F compact { = 0.

Bibliographical remarks to § 2

The fact that functions from Sobolev spaces are defined up to a set of
capacity zero was worked out first in Deny-Lions [5], 1953. A very general setting
about this subject is presented in the paper of Aronszajn-Smith [2], where many
types of spaces and capacities are studied. Before the work of Deny-Lions it was
known that the space H?(£2) can be defined as the space of functions which are
absolutely continuous on almost all parallel coordinate axes (see Beppo Levi [11]
and Nikodym [13]). Theorem 2.2 and 2.3 are proved in [5].

The capacity analogue (2.3) of Egoroff’s theorem implies that a sequence
(up) of functions which converges strongly in H"P has a subsequence which con-
verges pointwise except a set of capacity zero. For Fourier series of HY 2-functions
one need not select a subsequence, the whole series converges pointwise except
a set of capacity zero (see [20], pp. 194). This well known theorem can be seen as
capacity analogue of the famous theorem of Carleson [3] about the almost every-
where convergence of the Fourier series of an L2-function although Carleson’s
theorem is much more difficult to prove.
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The earliest reference for Poincaré’s inequality seems to be his paper [14]
from 1894. There are some variants of Poincaré’s inequality, usually one refers to
the inequality

f lulPdx <K [ |VulPdx + K P
Q Q

fudx
Q

which holds for a general class of domains £2, the so called Poincaré’s domains
(see [5]). In this paper we have only been interested in the inequality

flulPdx <K | |VulPdx
Q Q

where the capacity of the set of zeros of u enters.

According to [6], [18] theorem 2.8 and 2.9 have been conjectured by
Stampacchia (he certainly must have known the simple proof of theorem 2.8).
For p = 2 theorem 2.9 was first proved by Donoghue [6]. He gave good estimates
for the constants.

The case p # 2 was done by Gariepy-Ziemer [8] and independently but later by
Terreni [18].

For the bibliography concerning the stability of the Dirichlet problem we refer to
Stummel’s work [17] and to the references in Landkof’s book [10], Ch. V, § 5.

Many interesting references to the subjects discussed can be found in the
book of Schulze-Wildenhain [15].
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§3 Capacity and the Regularity of Solutions of Elliptic Equations

The first mathematical application of the notion of capacity has been given
by Norbert Wiener 1923. He used it to state a precise condition on the boundary of
a domain £ in order to guarantee the continuity of generalized solutions to Dirich-
let’s problem. Thus one may say that the first application of capacity has been
given in the regularity theory of elliptic equations. A “simple” proof of Wiener’s
criterion is given later.

Another important application of capacity are the theorems about the
removability of singularities of solutions of elliptic equations. There are numerous
papers containing results of the type: “If u is a solution of an elliptic equation in
an open set £ — K where £ C R" is open and K C £ compact and cap K = 0 then
under certain conditions u can be extended as a solution of the equation in all of
€. As an example, we present a theorem of this type which can be proved by
“soft”” methods.

We consider the following system of elliptic equations with diagonal prin-
cipal part

n
@B.1) - Y §FY+Fy=0, wv=1,...,r
i=1
n

where F{=Fi(x,u, Vu) = Y ap(x,u)deu,, i=1,...,mv=1,...,71,
k=1
Fy=F§(x,u,Vu), u=Qy,...,u),»=1,...,1
We shall assume fori, k=1,...,n,andv=1,...,r1

(3.2)  a;(x, u) and F;(x, u, n) is measurable in x and continuous in (u, n)
(3.3) IFs(x,u, )| <K+K|nl>, x€Q,lul<C neER™
(3.4) Jax(x,u)I<K, x€Q,jul<C

n

(3'5) z aik(x) u)Ei£k>)\|£|29 XEQ,IUI<C’E=(EI$"" En)eRn5

Lk=1
with a, K, A > 0 some constants.
. .
(3.6) Y Fox,u,mpu’=—clnl*—K,, x€Q,|ul<C,nER™,
v=1

with Ky and ¢ <\ some constants.
By a local weak solution u of the system (3.1) in a domain D we mean an
1,2 . P
H,.c(D)-function satisfying
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n
Y [Fidipdx=0, w»=1,...,r1
i=o D

for all p € Cy(D).

Theorem 3.1 Letu € H,oc(D) N L7(D) be a local weak solution of (3.1)
in the domain D = ) — K where 2 C R is open and K is compact and has 2-capac-
ity zero. In addition, let the regularity, growth and ellipticity conditions (3.2)—(3.6)
for the data be satisfied. Then u can be extended to a function u € H},’,i(Q) N L*(Q)
which is a weak solution of (3.1) in Q.

Proof. Since 2-cap K = 2-cap* K = 0 there is a compact set K, D DK
such that 2-cap K, <e. Let g, be the capacity potentla] of K, which exists on
account of theorem 2.4. Since u € L”(D) N H22(D) and 1 — ¢, = 0 in a neighbour-
hood of K the functions u. = u(l — g,) and u.(1 — ) can be extended as func-
tions of H22(£2) N L™(£2). Since u is a weak solution of (3.1) we have in view of
the growth conditions for the F; that

3.7 i [ Fidi(ue(1 — @ )y?)dx =0

i=0 Q

where Yy €Cy(Q), ¥ =0, ¢ =1 in UKK).

From (3.7) and the conditions (3.5) and (3.6) we deduce a uniform bound for the
H%2(Q)-norms of u(l — @)y, ¥ fixed, as € = 0. We may select a subsequence such
that

(3.8) u.y —~vweakly in H"2(Q),

(¢ = 0) with some limit function v € H"»2(£2). We define i =v + (1 — Y)u.
We intend to prove that the convergence (3.8) holds strongly in H>2(2).
From (3.1) we obtain

Y [ Failu(l — g —1+95)*¢2ldx =0
i=0 Q
and from (3.5), (3.6) and the hypotheses u € L*(D) we obtain

(3.9) [ |Vu.— Vus|2y2dx <K(5 +¢)
Q

Note that we used the uniform boundedness of u.y in H*2(2) and the fact that
§p2dx <K [ |Vp > <Ke etc.
Q o

Inequality (3.9) implies that (uy)- ¢ is a Cauchy sequence in H»2(£) and, hence,
the convergence (3.8) holds in the strong sense. Now we show that U is a local weak
solution of (3.1) in 2. For this, it suffices to prove that

(3.10) i | Fi(x, 0, Vu)d;rdx =0 for 7 € Cg(U(K))

i=0 Q

where U(K) ={x € Q| y(x) = 1}.
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From (3.1) we conclude

i § Fid;(7(1 — p)Hdx =0

i=0 Q
from which we deduce that

n

(G.11) Y ap(x, wduds[r(1 — @e)ldx + | Fo(x, u,Vu) (1 — g )?rdx = 0G/€)
ik=1 9)
For the sake of a simple notation, u.r and Fy7 has to be understood as a scalar
productin R, 7= (74, ..., 7).

We now use the fact that u =l almost everywhere in £ and, as a consequence of

the strong Hj32(S2)-convergence u, — 1, that

Fo(x, u,Vu) (1 — 9)* > Fo(x, T,Vh)  in Lioc(£2)
In equation (3.11) we pass to the limit € = 0 and obtain (3.10). L]

Remark Theorem 3.1 can be formulated as a theorem about ‘“removable
singularities” if an interior regularity theorem is available for Hj32 () N L™(2)
solutions. In our case, C*-regularity follows from the condition

(3.12) llullea <A

cf. Hildebrandt-Widman [26], Wiegner [42], and C““‘-regulam’ty follows if
(3.13) ayy is Lipschitz continuous

(3.14) FyecC.

For an elegant new method of proving C?* “regularity cf. [15].

Theorem 3.1 implies in particular that any solution u € C2( —K) N L*(2 — K) of
(3.1) can be extended to a solution U € C%(2) of (3.1) provided that K is compact,
2-cap K = 0 and that the conditions (3.2)—(3.6) and (3.12)—(3.14) hold.

There are many results on the removability of singularities of solution of
elliptic equations. Given a certain a-priori regularity of a solution of an elliptic
equation one wants to conclude that sets of singularities with vanishing s-capacity
are removable where s depends on the structure of the data and the a-priori regu-
larity of the solution. (It has turned out that capacity is the adequate notion for
“measuring” the set of singularities). Early results on this subject can be found in
Carlesons book [9]; it also contains a complete list of the older bibliography about
this subject. A short survey containing more recent results on the removability of
singularities (also for higher order equations) is presented in [38], chap. IX, § 8.3.
Here, we state only a result of Serrin [39], 1966. Serrin considers (as special case)
the equation

3.15) — Y 9a(x,Vu)=0

i=1

and assumes that there exists a number p € ]1, oo and constants K, ¢ > 0 such that
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(3.16) lai(x, &)I <KI|¢P~'+K, ¢€R",x€Q,i=1,...,n,
and

G17) Y alx, HE=>clEP

i=1
He then proves

Theorem 3.2 Let Q be a domain of R™ and Q C § be a compact set with
s-cap Q = 0 for some s € [p, n]. Let ¢ >s(p — 1)/(s — p)and u €LI(Q)} Q) N
H{:2(Q — Q) be a local weak solution of equ. 3.15. Then u can be extended to a
continuous local solution of (3.15).

Note that this theorem is not as trivial as theorem 3.1 whose proof is based
on the fact that up € H32(2 — Q) if u € L” N Hz;2(2 — Q) and ¢ € H(R).
With the method of the proof of theorem 3.1 one obtains only that sets of singu-

larities of vanishing s-capacity are removable provided thatu € LY(Q — Q), q = siﬁ
i.e. qis such that uvp € LP if Vp € L.

For proving the stronger result as stated in theorem 3.2 one has to analyse the
growth of the singularity of u near the set Q. One should try to extend Serrin’s
result to the case of elliptic systems under the conditions of theorem 3.1, the
hypothesis u € L™ replaced by u € L4,

The minimal surface equation

2
o;u
3.18) — Y 9| ———|=0
i 1+ |Vul?
has the interesting property that the analogue of theorem 3.1 is true even without
the assumption u € L* oru € L9;

Theorem 3.3 Let Q be a domain of R? and Q C § be a compact set with
vanishing linear Hausdorff measure. Let u € C*(2 — Q) be a solution of (3.18).
Then u can be extended to a solution € C*(2) of (3.18).

Theorem 3.3 was first stated by Bers [6] for the case that Q consists of a
single point. This case was generalized to other equations, e.g. [12], [33], and in
1965 the case 1-cap Q = 0 was treated independently by De Giorgi-Stampacchia
(see [34]) and J. C. C. Nitsche [34] (Nitsche allowed Q C §). The proof is based
on an extension of the maximum principle. It states that any solution u of (3.18)
in  — Q is bounded by the values of u on 92 which gives an L*-estimate. From
here one can proceed as in the proof of theorem 3.1 (with some additional diffi-
culties due to the fact that p = 1). For a recent survey on this subject see [35].

Wiener’s criterion and the continuity of the solution of Dirichlet’s problem
at the boundary Let 2 be a bounded domain of R” and g : 382 > R be con-
tinuous. We consider the Dirichlet problem: Find u € C2(£2) N C(R) such that

(3.19) Au=0 in £, u=g ondf.

Wiener’s criterion [43] from 1923 gives a necessary and sufficient condition on the
points of 9£2 such that there exists a solution of (3.19) for all continuous functions
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g : 98 ~> R. Furthermore this criterion gives a necessary and sufficient condition
on single points x, of 0§2 such that generalized solutions of (3.19) are continuous
at x,.

For a generalized solution several definitions are possible. The “Sobolev
space solution” is defined by

uEH"*(Q), u-gE€HF} Q)
[Vuvpdx =0 forall p € Cy(2).
Q

Here g, is a function € H"2() such that g0 = g on aS2 approximately everywhere.
The “potential theoretical solution” is defined as the supremum of all
subharmonic functions v such that v < g on 9£2. Here, we refer only to the “Sobolev
space solution”. The case where g is not a restriction of a function g, € H**() can
be treated by an approximation argument. Wiener’s criterion holds for a general

class of linear and nonlinear elliptic equations.
We present it in an equivalent form using the variational capacity. Let
Xo € @ 2 and let (B') be a sequence of concentric balls B! = B(x,, p') with center
Xo and radius p! where p €10, 1[, say p = 1/2.
Define

8i(xo) = ;= p'®~ ™(2-cap (B' — B'*) N C Q, B~ 1.

We say that Wiener’s condition is satisfied at the point x, with respect to § if

(3.20) 3 8i(xo) =00

i=1

Remarks (i) It was shown in [27] that one can use the full balls Bl rather
than the crowns B' — B'*! for the definition of §;:

8;=2-cap (Bi N CQ, Bi—1). pi@-n)
The conditions (3.20) and . Si = oo are equivalent (see [27]). Several other con-
i=1
ditions can be shown to be equivalent to condition (3.20), see books about poten-
tial theory [29], Ch. V, or [25], § 10.5.

Condition (3.20) can also be formulated using integrals rather than sums.

(ii) Condition (3.20) can be used for the definition of regular points. A
point x, € 982 is called a regular point of 98 if (3.20) holds and it is called irregu-
lar if the converse is true.

In books about potential theory the regularity of a point x, € 92 frequently is
defined in a different way, for example if the generalized “potential theoretical’
solutions of Dirichlets problem are continuous at X for all g € C(082).

For the definition of regular points in a general setting cf. below.

Theorem 3.4 (Wiener) Let Q be a bounded domain of R". The
Dirichlet problem (3.19) has a solution for all continuous functions g:02—>R
if and only if condition (3.20) is satisfied for all Xo € 082.
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Theorem 3.5 (Wiener) Let Q2 be a bounded domain of R™. The gener-
alized solutions of Dirichlet’s problem (3.19) are continuous at x4 € 052 for all con-
tinuous functions g : 0§ = R, if and only if condition (3.20) is satisfied at the
point X,.

(For the ““Sobolev space solution™ we require also g = golaq, 8o € H2(£2)).

We give a simple proof of the statement that Wiener’s condition implies
continuity. For the reverse part we refer the reader to books about potential
theory [29], [25].

First we remark that it suffices to prove theorem 3.4 for functions g which are the
restrictions of Lipschitz continuous functions g, : R = R. For general continuous
g there is a sequence of Lipschitz continuous functions g; : R® = R such that

llg — gillL=@a)>0 G —>=).

From the maximum principle it follows that for the corresponding solutions u; of
Au; =0, y; = g; on 982 we have

hu; — uglli=a) < llgi — gkllL=pa) >0 @, k—>o0).
Hence u; = u uniformly and u € C(82) since y; € C(82). Furthermore, it is well
known how to establish that u € C*(2) and Au = 0, see [29], [25].
Thus it suffices to prove theorem 3.5 in the case that g, is Lipschitz. (The general
case stated in theorem 3.5 can also be proved by an approximation argument, but
this is more involved.) Thus we assume that x, is a point satisfying (3.20) and

g = golaq» 8o Lipschitz. Let G be the fundamental solution of the Laplacean with
singularity at Xo and G, be the one with singularity at z. This means that

—AG=8(.—xq), —AG,=6(—12)
where (8(. — Xg), ¢ = ¢(X,) etc. Furthermore, let
—AG =68,(. —xq), —AGL=8(—12)
where (8,(. — Xo), ¢) = | B;|™? j wx(B(x0))dx, etc., with X being the characteristic

function.
We have the following properties

G>0, G,>0, G>0, G;>0

in R, n = 3, or in the interior of B(x,, p) for z € B(xe, 1 — p)if n = 2. Forr >0
the convergences G* = G or G} = G hold pointwise and in H%4, q <n/(n — 1), and
in Hiz5(R™ — x,) or Hi3Z(R™ — 2).

Furthermore, G*, Gt € Hj:%(R™), but not uniformly as r = 0. From the differential
equation we obtain

(3.21) (Vu,V[(u — g)r*GL) =0

where 7 is a Lipschitz function such that 7 = 1 on B(xy, o' **), 7= 0 on CB(x,, ")
and |V7| <Kp~ L
From (3.21) we conclude

{ IVul?r2Gidx + % [V(u —g)?V(r2Gy)dx = [ Vg(u —- g)V (72Gh)dx
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and | |Vul*72Gidx + % [ V[r%(u — 8)*] VGLdx

=—[V(u—g)?*7VrGidx + [ (u — g)>7V7VGLdx + [ Vg(u — g)V(r2Gl)dx.
By the definition of G} we have
V7% (u — £)*]VGidx = |B,I7! | 72(u — g)* X(B,(2))dx.

(We have set u — g = 0 on C2). We now assume that
|0 — 2z <% pitl zeQ.

Since V7 = 0 on B(x,, p'*!) we then obtain
VTVG; > VTVG, in Li.(R™) (r > 0).

(Note that the singularity z is contained in the interior of B(x,, p'*!) where
V7 = 0). So we may pass to the limit r > 0 and arrive at the inequality

{1Vu?r2G,dx + % (u - g)%(z)

<— [V(u—g)*7VrG,dx + [ (u — 8)*7|V7|VG,dx + (Vg — g)V(7*G,)dx.

We have used Fatou’s lemma and the fact that u — g € C(§2) and u € L>(£2). Using
Young’s inequality we obtain

(3.22) % [ IVul?27*G,dx +—;— (u—g)2%(@2)
<2 [(u-g?I971PGdx + [ (u— g)*7|V7|IVG,ldx + | |Vgllu — g||V(r2G,)|dx
If |xo — z| <% p**! we have on the set B(x, p') — B(xq, p'*!) that
(3.23) K''R?7°<G, <KR?™ ", R=p'*! forn=>3
and K“log%<Gz<Klog%, R=pi*! forn=2
and further
(3.24) |VG,| <KR!-n, R=pi*l,
Thus we obtain from (3.22) with R = pi*1
(3.25) % (u—g)?@Z) <KR™™" {lu—glPX¥dx + KR
if n 2 3 and an additional factor In (1/R) on the right hand side of (3.25)ifn=2.
Here X* = X(B(xq, p') — B(x, p'*1)). Note that we have estimated the last summand

in inequality (3.22) by KR or KE In (1/R), respectively.
From Poincaré’s inequality (cf. theorem 2.9) we obtain the estimate

(3.26) §;R™" [ |u—g’XFdx <KR?~" [|Vu —Vg[?X}¥dx, R =pi,
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Here the basic domain where Poincaré’s inequality is applied is the crown B(x,, o
— B(Xo, p'*1). On can prove this variant by first treating the case with basic domain
B(x¢, 1) — B(Xg, p) similar to the proof of theorem 2.9 and then performing a
homothety which yields the factor R? in Poincaré’s inequality. The 2-capacity is
transformed with the factor R2— ",

From (3.23), (3.25) and (3.26) we obtain

(3.27) 8;(u—g)*(z) <K [|Vu —Vg|*GXfdx + KR log }l{
with R = pi. This holds for all z € B(x,, o' *1/2).
We are now in the position to prove the continuity of u at x,. Let € > 0 be given.

Choose an integer j such that KR log (1/R) < €2/2 where R = p and K is the con-
stant in (3.27). Performing in (3.27) the summation i =j, . .., m we obtain

2
=P - ?@ <K | [Tu-vgPGdx+ED 5
Q
m
where 2T = ) §;.
i=j
Since Z‘}‘ - oo (m = =) on account of (3.20) there exists an m = m(€) such that

2
(ST 'K [ 1Vu - Vg[*Gdx <€2—.
Q

Note that the integral | |Vu — Vg|?Gdx is finite on account of (3.22) with z = X,.
Thus L

(u-—g?2@z)<e* forz€B

1
Xo,'z‘pm+l)

and the continuity of u at x4 has been proved.
The above proof works also for uniformly elliptic equations with measurable coef-
ficients, say

- i 9;(a; (x)9;u) + B(x, u, Vu) =0

ib,k=1

and quasilinear elliptic equations

(3.28) — Y di(ai(x, u,Vu)) + B(u,u,vu) =0
i=1
n
One has to use the fundamental solution of the operator — Y. 9;(ajx(x)d;u) or
i,k=1
the fundamental solution of the linearized principal part in (3.28). For the lower
order term quadratic growth in Vu is admissible. For details we refer the reader to
[17], [18].

Variational inequalities with irregular obstacles Let us consider the simple
variational inequality:
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Find u € Hy 2(2) such that

u € K :={w € Hy%(Q)|w = ¥ approximately everywhere in §2}
and
(3.29) [[Vu-V(u—v)+f(u—-v)]dx<0 forallvekK.

Q

Here £ is a bounded domain of R®, f € L™, and the obstacle Y : £ = R is a func-
tion such that K # @ (which implies some compatibility condition at the bound-
ary 92). It is well known that the solution of (3.29) has Lipschitz continuous first
derivatives if the same holds for . Furthermore, continuity of ¢ implies conti-
nuity of u. We refer to books about variational inequalities [28], [2] or the survey
[14]. However, recent developments in the theory and applications of variational
inequalities have brought some motivation to the study of regularity-problems for
variational inequalities with irregular obstacles. We refer, in particular, to the so
called quasi-variational inequalities of obstacle type, see [4], [5]. These problems
exhibit the special feature that the obstacle y is not prescribed a priori by the data
but it can only be specified ex post from the solution u itself, via some mapping

¥ = M(u).

It frequently happens that the mapping M behaves badly in Sobolev spaces and
that for u € Hy *(2) the function Mu is not continuous. In order to obtain exist-
ence results thus one needs regularity results and a-priori-estimates for variational
inequalities with irregular obstacles. The first result in this setting which was
applied to quasi-variational inequalities has been presented in [16],[17] and [S].
Clearly, the classical case of a variational inequality with an irregular obstacle is
the one which satisfied by capacity potentials. If the points of a compact set

E C R™ are all regular in the sense of Wiener then the corresponding capacity poten-
tial is continuous. This gives an example of a variational inequality with a discon-
tinuous obstacle ¥ = X(E) (i.e. the characteristic function of E) but with contin-
uous solution.

In [16] it was proved that the solution of (3.29) is Holder continuous provided
that the obstacle is monotone in n linearly independent directions or if it satisfies
a one-sided Holder condition.

In [18] a more general class of obstacles — the so-called Wiener obstacles —
is presented for which the continuity of the solution of the variational inequality
can be proved. The Wiener obstacles are defined by the following condition which
has to hold for each x,:

There exist numbers p €10, 1[, a=1, =0, a > B, such that for all e >0
and all xy € S the sets

T(R) =T(e, R, Xo)
= {X € B(xo, @ R) — B(Xo, BR)[Y(¥) < ¥(x) *+ €,y € B(xo, R)}

satisfy the “Wiener condition”

(3.30) Y &;=o0
i=1

where 8;=p@?~™i(2-cap (T(p"), B(xq, 20p")).
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We cite here only the local result from [18]; it holds for a fairly general
class of elliptic differential operators but we confine ourselves to the case (3.29).

Theorem 3.6 Letu € H(’,’z(Q) be the solution of the variational inequality
(3.29), let £ € L™(82) and Y be a Wiener obstacle. Then u € C(2).

Due to the classical results of Wiener it is clear that condition (3.30) is the
weakest general condition which still yields continuity of the solution of the vari-
ational inequality.

For the regularity up to the boundary and other generalizations we refer the reader
to [18].

Thin sets and the fine topology A set E C R" is called to be thin at the
point x, € R" if there exists a number p € ]0, 1] such that

2 §;<e

i=1
where §; = p2~ ™icap*(B(xo,0') N E, B(xo, o'~ 1)

or, equivalently,
8; = p@~ Micap*((B(xo, p') — B(xg, p'* 1)) N E, B(xo, p' ™ ).

In potential theory, usually a less technical definition is given, for example by
requiring that a potential has a strict discontinuity at x,.
If  is an open set of R™ then a point X, is an irregular point of 92 if C£2 is thin
at Xo.

The following theorem is fundamental for potential theory.

Theorem 3.7 Let E C R™ The sets of points of E where E is thin has
capacity zero.

Here, “capacity’ is understood in the potential theoretic sense. For the
proof see e.g. [25], § 10, or [29], Ch. V.
As a consequence of theorem 3.7 and 3.5 one obtains that the set of points x, € 92
where the generalized solution of Dirichlet’s problem (3.19) with continuous bound-
ary data may be discontinuous has 2-capacity zero.
The concept of “thinness” leads to the definition of the fine topology in R™.
A set U C R" is called a “fine” neighbourhood of the point x, if the set R® — U
is thin at x,. The system of “fine” neighbourhoods defines the fine topology. One
can prove that the fine topology is the weakest topology for which the potentials
(corresponding to the capacity which is used) are continuous functions. If 2-capac-
ity is used the fine topology is also the weakest topology for which subharmonic
functions are continuous, see [25]. The following theorem is due to Fuglede [20]:

Theorem 3.8 Let 2 C R" be open and u : §2 > R" be quasi-continuous.
Then u is continuous with respect to the fine topology.
A convenient reference for the proof is [38].

The set of singularities of solutions of nonlinear elliptic systems As model
problem we consider the elliptic system
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n
(3.31) Z 9;3;(Vu)=0
i=1
in a domain £ C R", where
(3.32) a; €CY{(R™, R")

and

(3.33) ‘al a(m)|<K, neR™
n

(3:34) ¥ ¥ @/on)aimEiubw =clE? G k=1,..,npv=1,...1), §nER™,
ik uv
Here ¢ > 0 and K are constants not depending on £ and 7.

It is well known (see the survey [22]) that for r = 2 even bounded singulari-
ties of weak solutions u € H"2(2) RF) are not necessarily removable, i.e. there are
examples of systems of type (3.31) whose solution is bounded or Lipschitz but not
€ C2(Q).

One has to confine oneselve to prove partial regularity results. These results are of
the type that a solution u € H»2(£2) of (3.31) is regular, say € C2, in an open sub-
set £2o C Q where the exception set £ — £, is “small”.

In the simple case discussed here the following holds (see [23], theorem
7.1).

Theorem 3.8 Let u € H>2(Q2, R") be a solution of the elliptic system (3.31)
whose data are assumed to satisfy (3.32)—(3.34). Then there is an open set §2, C 2
such that ulg, € C%(Q2,) and for the exception set we have

Q-9,Cz,Uz,

where X, = xesz:1iminffR|Vu—(‘vT1)R|2dx>o]
R—>0
z,= xGQ:sgp(luRHI(VU)Rl):“

Here fg f dx = fg = fr(x) denotes the mean value of the function f, taken over By (x).

The above theorem holds also in cases where a; depends on x and u.

For the proof we refer to the work of Morrey, Giusti, Miranda, Nedas,
Giacquinta, Modica, which is discussed in Giacquinta’s survey [22] on elliptic
systems. Here our concern is to illustrate the proof that the sets 2, and 2, have
2-capacity zero. Up to now the authors draw the weaker conclusion that Z,UZ%,
has (n — 2 + €)-dimensional vanishing Hausdorff measure, see [24]. For proving
that the (n — 2)-dimensional Hausdorff measure vanishes, Giacquinta-Modica and
others established an HZ:P (£2)-regularity for the solution u, with some p > 2.

Theorem 3.9 Let v € Hig2(Q2) N L™(82) and let
3, = [ X Eﬂ'lim sup frlv — Vg Pdx £ 0| |
R = oo

Then 2-cap £, =0.
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Proof. By theorem 2.2 the function v is quasi continuous in §2 and by
Fuglede’s theorem there is a set E of capacity zero such that v is fine-continuous
in £ — E. We may assume that the mean values Vg (X,) of v taken over the ball
Bgr(Xo) converge to v(x,) for xo € 2 — E, (R = 0), R € A). This follows since
g = vin H22(R), (R > 0).

We intend to prove that for xo €2 — E
lim inf fg|v — Ve (Xg)|?dx =0 (R~ 0)

where the mean value f§ is taken over Bg (xg).
Since v is fine-continuous at x, there is a set V = V(X,) which is thin at x, and has
the property

(3.35) |v(x) — vr(xg)|12<e forx €Bg(xe) — V,0 <R <R(e), REA.

Since V is thin at X, there is a sequence of capacity potentials 7; € H(l,’z(B(xo, i~
such that 7; = 1 on V A B(x,, p') and

P [ |V7;12dx >0 (i~ 0).
We may assume that A C {p, p2, .. .}. From Poincaré’s inequality we obtain
P | r3dx <Kp'®= 2 [|V7]2dx >0  (i—>o).
This and (3.35) imply with R = pi € A, R <R(e)
frIV — Vr(Xg)12dx = frlv — Vr(%) 2 (1 — 7H)dx + frlv — VR(Xo) [*7}dx
<e+ 2K|[IVllepi® [T3dx >€ (i —>oo).
This concludes the proof of the theorem. -

We now want to get rid of the hypothesis that v € L™ and want to replace
this condition by one which can be derived from the differential equation. Since
Vg = vin H32(Q), (R - 0) it is clear that the set

X0 E

Vr(Xp)| =2

lim inf
R—0

has vanishing 2-capacity. For the stronger statement that the set

Zo={Xo €N

i sprf e =

has vanishing 2-capacity the following theorem is applicable.
Theorem 3.10 Let v € H3X(Q2) and

[ 1Vv]2dx <KR™2 | |v— vy [2dx + KoR" ™2
Br B2r

for all concentric balls Bg C B,z C & and K, K, some constants. Then 2-cap Z,=0.
We omit the proof which uses ideas of the following
Theorem 3.11 Let v € H}2(Q) and

j |VV|2dX<KR—2 j IV—V2R‘2dX+KoRn—2
Br Bar

for all concentric balls Bg C Byg C Q and K, K, some constants.
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Then the set

Z,={XEN

liminf fglv— vg|?dx =0
R0

has vanishing 2-capacity.
Pro o f. Itsuffices to prove that
2-capZ; N y=0, ,CCAQ.
We know that
Vr(.)=>v in HY() (R~ 0)
and from § 2 we conclude that
vr(.) 2> v in the capacity-sense (R = 0)
for the full sequence R = 0. Hence
2-cap {Xo € Qo |Vr(Xo) — V(Xo)| =€} >0 (R—>0)
and there exists a subsequence A C (R = +0) such that
VR(Xo) = V(Xo)

for all xo € Q45— E, 2-cap E=0.
We now proceed as in the proof of theorem 3.9 (with some modifications).
We assume n = 3. The case n = 2 can be treated similarly.

(3.36) frlv—Vr(x¢)12dx =fr|v— Vr(Xo)[2(1 — 73)dx + fr |V — VR (xo)|*73dx

=A +B
We have

B < (fr71dx) ¥ (fr [V — Vg (%) [P0~ Ddx)®~ D/n < KSUnR2fy | Vv [2dx

where &;=R2~™ | |Vr;|2dx, pi* ' <R <pl,i>1,.
From the hypothesis we obtain

(3.37) B<K8¥f,p|v — vor(Xe)[2dx + K&2/™,
With  ®f(x,) = sup {frlV — Vr(X¢)|?dx|h <R <r}
we obtain from the above inequalities that
Ph(xo) - (1 — K8F™) < sup  frlv— vr(xo)12(1 — 7})dx + K&¥",
h<R<r
Since v is fine-continuous at x, €  — E, 2-cap E = 0, we have that fg|v|*(1 — 72)dx
is bounded as R = 0.

Together with theorem 3.10 we obtain that ®}(x,) remains bounded as r, h = 0.
Thus we obtain that

®(xg) = lim sup fr|v — vg(Xg)|2dx < oo
R—0

for xo € Qo — E’, 2-cap E' = 0.
From (3.37) it follows that B = 0 as R = 0 and from (3.36) for R € A, R<R(e),

FIv = vr(x) I2dx < 2fr|v — v(X0) [2(1 — 73)dx + 2R [V(Xo) — VR (Xo)|2dx +e€.
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We conclude fglv — V(X0 )|2dx <ee, R = 0, R € A since v is fine continuous.
The theorem follows. ]

As an application we obtain from theorem 3.8-3.11

Theorem 3.12 Under the assumptions (3.31)—(3.34) there is an open set

Qo € QL such that for every solution u € H-2(Q, R™) we have the partial regularity
result

ul|Q, € C3(Q)
and 2-cap (2 — §24) =0.

Pro of. One has to apply theorem 3.9 and 3.10 to the function v =Vu.
The assumption

[ 1v2u|?dx <KR? [ |[Vu— (Vu)gl?dx + KoR" "2
Br Bar

can be derived easily from the assumption (3.33) and (3.34) with K, =0 L]

Bibliographical remarks to § 3

The first results about the removability of singularities of solutions of ellip-
tic equations date back to the nineteenth century, namely the fact that isolated
singularities of bounded holomorphic functions are removable.

Important papers on the removability of singularities of solutions of elliptic
equations except the ones which have been mentioned in the text are (among
others) Serrin [40], Littmann [30, 31], Adams—Polking [1].

The Wiener criterion for the Laplace operator has been stated and proved in
several ways by Kellogg— Vasilesco [27], De la Vallée Poussin [11], Frostman [19],
Brelot [7, 8]. More general operators have been treated by Piischel [37], Tautz [41],
Oleinik [36]. The case of operators with measurable coefficients was treated by Lit-
man—Stampacchia—Weinberger [32], the non-linear case in the LP-setting was
partially treated by Gariepy—Ziemer [21].

The notion of thinness is due to Brelot [7]. The fine topology was intro-
duced by Cartan [10] already in 1946. These notions are important in modern
potential theory and also in the axiomatic approach [3], [7].

For bibliography on the singular set of non linear elliptic systems we refer
the reader to Giacquinta’s survey [22].
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§4 Existence of Weak Solutions to Non-Linear Problems by Capacity Methods

The purpose of this chapter is to illustrate the importance of the notion
of quasi-uniform convergence for non-linear problems.

Lower semi-continuity of variational integrals Let £2 be a bounded domain
of R™ and let

J(u) = | F(x, u, Vu)dx,

' Q
where F :  x R x R > R! is continuous and u € H*2(§2, R"), i.e. u is an r-vector
function with components in H2. For simplicity we assume that F(x, u, Vu) has

at most quadratic growth in (u, Vu). The J : H-2(£2, R") > R. We consider the vari-
ational problem

4.1) J(w)=min!, u€HF*,R").

It is well known that (4.1) is solvable if J is coercive, i.e.

4.2) J()—>oeif flully,, >

and if J is lower semi-continuous with respect to weak convergence in Hy?, ie.
(4.3) J) <liminfJ(y) (@A)

for every sequence (u; € Hy %) which converges weakly to u.
The following conditions are sufficient for (4.3):

(4.4) FeCK xRxR™
4.5 F=Z-K on& xR xR
(4.6) F(x,u, n) is convex with respect to n € R™.

For the proof cf. Morrey’s book, § 4, [8]. A “simple” proof is also contained in [3].
Condition (4.6) is reasonable in the case r = 1 but for r > 1 it is not satisfied in
many applications. Another condition which is more adequate for r> 1 is

4.7 Ju)=- [gx, uwdx, F(x,u,Vu)quadraticin Vu,
Q

where g is continuous and has, say, quadratic growth at infinity with respect to
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the second argument u. Condition (4.6) together with (4.4) guarantee that J is
lower semicontinuous in the weak topology of H2(§).

Unfortunately, condition (4.6) is still not general enough to treat the cases where
some experts conjecture lower semi-continuity.

In fact, there are examples of problems coming from elasticity theory where lower
semi-continuity has been established under conditions not covered by (4.6) or
(4.7), see [1]. One of the open problems consists in the question whether the
Legendre-Hadamard condition implies lower semi-continuity in the weak topology
of H2. The function F is said to satisfy the Legendre-Hadamard condition if

(4.8)  (3%/0midm)F(x, u, MEE NN, = clEPINP

for all x € £, u € R', n € R™, £ € R", X € R" with ¢ some positive constants. Here
a summation conventioni, k=1,...,n,»,u=1,..., risassumed. If F(x, u, n) is
constant in x and u and quadratic with respect to n then (4.8) implies (by Fourier
transform)

Juw)>co [ IVul?dx, u€HF*(Q)

(co > 0) and hence the quadratic functional is convex and, therefore, lower semi-
continuous in the weak topology. If F(x, u, n) is continuous with respect to x,
constant with respect to u and satisfies (4,8) than one can use a partition of unity
and can prove “Garding’s inequality”

J)=c [ IVul?dx — K f u?dx
with cq, K > 0 some constants. Thus J(u) is the difference of a lower semi-con-
tinuous functional J(u) + K | u2?dx and a continuous functional K j u?dx (always
with respect to the weak topology of H2(£). Hence J(u) itself is lower semi-con-

tinuous.
We now consider the case

(4.9)  F(x,u,n) = al/(x, Wiy

(n;, stands for (9/90x;)u,.) For the a;; we assume

(4.10) aly € C(£2, R") N L™(L, R")

We always assume the summation conventioni, k=1,... . nu,v=1,...1.
The Legendre-Hadamard condition then has the form

(4.11) af(x, WEEAN, = cl PN

with ¢ > 0 some constant. It is not known yet whether the functional J is lower
semi-continuous under the conditions (4.9), (4.10), (4.11).
However one can prove

Lemma 4.1 Let u,, € H"2(£2, RF) be a sequence which has the following
properties

(4.12) u,, = u weakly in H"?
(4.13) u,, ~ u quasi-uniformly in 2
4.14) [|Vup,|?dx <8

E
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uniformly with respect to m if
2-cap E < ¢(6)

c(8)>0.

(4.15) fluplle <K.

Then the conditions (4.9), (4.10), (4.11) imply
J) <liminfJ(u,) (m— ).

Proof. Since uy, = u quasi-uniformly there is a set E such that 2-cap
E <€ and uy, = u uniformly on £ — E. We may assume that ulg, _ g is uniformly
continuous. We have

(4.16) J(up) =J(um(l — ¢)) + 0G/€)

since [|upy lle + llupy ll;,, <K uniformly as m — oo,
The coefficients afy (x, uy, ) have the property that for every x, € 2, 8 > 0, there
exists a neighbourhood U(x,) and a constant c(x,) such that

lafif(x, up (X)) — c(x0)] <8, xE€U(xe) N —E.
Since 1— ¢ = 0 on E we obtain via partition of unity and Fourier transform
JV(I =) = [ IV(V(1 = p)Pdx — K [ [v(1 — p)|2dx

for all v € Hy %(€, R") with K, Co > 0 some constants. Hence the functional
Jo(v(1 — o)) is lower semi-continuous and thus, in view of (4.16),

Ju(l - ¢)) Zliminf J(uy,) + OG/€)  (m—> )

The lemma follows by passing to the limit e = 0. -

Remark The condition |u, |l <K can be replaced by the condition
(4.17) |al(x, wu,| + |alf(x, uu,| <K

(no summation convention!) uniformly for x € Q, u € R".

Unfortunately, the additional hypothesis is difficult to verify if one wants
to apply the lemma to a minimizing sequence of a variational problem. An example
where the conditions are satified is the following.

Let

J() = | af(x, u)d;u,d,u, dx
Q
with a summation conventioni, k=1,...,n,u,»=1, ..., r. Consider the vari-
ational problem
Minimize
(4.18) J(u) — | fudx
Q

for u€K={veEH*Q,R)|||VvIPdx<C
Q
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where

(4.19) fELYK, R")
and

(4.20) p>2

are given.

Theorem 4.1 Under the assumptions (4.9)—(4.11), (4.17) and (4.19),
(4.20) there exists a minimum u € K of the variational problem (4.1 8).

Proof The conditions of Lemma 4.1 with (4.15) replaced by (4.17)
are satisfied for a minimizing sequence (up, ) of problem (4.18). Hypothesis (4.14)
follows from the uniform boundedness of the numbers | [Vuy, [Pdx via Holder’s
inequality and the fact that a set with small capacity has small measure, see §1.
The quasi-uniform convergence follows from a refinement of Rellich’s theorem
below. Since the lower semi-continuity of a minimizing sequence is established,
the theorem follows via the classical direct methods. ]

Remark It would be of interest to generalize theorem 4.1 to the case
p = 2 which will be less trivial.

The following theorem can be considered as a refinement of Rellich’s theorem.

Theorem 4.2 Let L be a bounded domain of R™ and (U, )m =1 be a bounded
sequence in Hy?(2).
Then there exists a subsequence A such that

u, >u(m—>°, meA)

qrquasi-uniformly for all q <p.
Proof. It suffices to prove that for every € > 0 the q-capacity of the set
E™={x €Q|lu, —ulx)=¢€}

tends to zero as m = oo. For proving this let ¢, be the g-capacity potential of E™ .
It satisfies the variational inequality

U1Voml¥™ 2Veom, Vom — VW) <O

for all w € HY%(Q), Q D D Q, such that w > 1 approximately everywhere on E, .
We choose the function

w = (2/€) max {Ju, — ul| — €/2,0}

as test function. This is possible since w € Hy?(Q) and w = 1 on E™. We obtain
17 mlld < UV 0m 1™ * Vo, VW) <1V I~ 1l T wllq

and by Holder’s inequality
NV omllg <NIVWllg < |W[Ya= 1P|V wl|,

where |W| is the Lebesgue measure of the set

W= {x € Q|Vw(x)# 0}.
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With the above choice of w we obtain
1V omllg <I{lum — ul =e€/2}|9= Y2 || Ty, — Vull,
where {luy, —ul=¢€/2} ={x € Ql|u, — ul(x) =€/2}.

By Rellich’s theorem there is a subsequence A such that U, > uin LP()
(m —> o0, m € A).

Hence [{luy, —ul=€/2}|>0 (m—>o, mEA)

and Vg, > 0in L9, (m = o0, m € A). ]
Remark (i) It is not true that every bounded sequence (un € HYP(82)),

2 bounded, has a subsequence which converges p-quasi-uniformly, see [6].

(ii) Another refinement of Rellich’s theorem is due to Stampacchia [9],
who applied it to the calculus of variations and corresponding lower semi-continu-
ity theorems. Stampacchia [9] proved that every bounded sequence in HYP(S2) has
a subsequence which converges uniformly on the set £ — E where the exceptional
set E has s-dimensional projections with arbitrarly small s-dimensional Lebesgue-
measure, s = s(p, n).

A further refinement of Rellich’s theorem is presented at the end of § 4.

Solvability of non linear elliptic boundary value problems We consider
the system of equation
4.21) Auj=Fi(x, u,Vu), j=1,...,r
in a bounded domain £ C R™. The functions FJ are supposed to have the follow-
ing properties
(4.22) Fi(x, u, n) is measurable with respect to X € Q and continuous with respect
to (u, ) R*x R™,
(4.23) |Fi(x, b, m)I <K|7| + g(x)

forallj=1,...,1,x €Q, u €R", nE€R™, with K some constant and g € L3(Q)
some function.
r

(4.24) Y Fix, umm=— (1 - 8p)Inl? - gx)

i=1
forall x €Q, u € R", n € R with §, € 10, 1[ some constant.

For u € Hg*(22; R") and v € L™ N HY%(£2, RY)
we define

(Au, v) = [ Vu-9Yvdx + | F(x, u,Vu) - v dx.
Q Q

A weak solution u € Hy 2(£2; R") satisfies, by definition,
(4.25) (Au, 9)=0 forallp € L™ N HE2(S2; RY).
Condition (4.24) implies that A is coercive on

Hg%(Q; RY), ie.
(4.26) (Au, u)/llully,, > (llully,, >, u €L).
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Property (4.26) and the other conditions (4.21)—(4.24) imply that finite
dimensional approximations of (4.25) have solutions, i.e. if V is a finite dimen-
sional linear subspace of L™ N Hy ?(2; R) then there is a solution of the problem:

Find u € V such that

(4.27) (Au,)=0 forallpE V.

The passage to the limit as dim V - eo however cannot be justified easily.
This is due to the fact that the theory of Leray-Lions and the theory of pseudo-
monotone operators is not applicable in the above setting. The following terms
do not necessarily converge to zero as m = o

B = | F(x, u™) vulm)y. (uim) _ wim)ygqy

Q

Here u(™) w(m) € L” N Hy?(2; R") and u™) ~ u weakly in H! and wi™ -y
strongly in H!.
Otherwise we could argue in the following standard way: Let un € V,, be a solu-
tion of (4.27). For a subsequence we have u,, = u weakly in H! and there is a
sequence Wy, € Vi, such that wy, = u strongly in H!. (The spaces V,, have to be
chosen appropriately.) Then

(Aug,up —wR)=0
and if we knew that B,, = O we could conclude that

§ Vum - (Vug — Ywg )dx = (Aug, , Uy — W) — B, = 0
and [ |Vuy —Vwg[’dx=>0 (m~-0)

and hence Vu,, = Vu strongly in L2,

This would allow the passage to the limit 0 = Aup, = Au weakly (m = o).
Unfortunately this argument cannot be applied on account of the growth behaviour
(4.23) which does not imply that B, = 0. Therefore, it is better to use another
approximation of equation (4.21) where more additional properties of the approxi-
mate solution u,, can be expected.

We approximate equation (4.21) by

(4.28) Auy =mFy/(m+|Fy))
where F, = (Fp, ..., FL), Fi =Fi (x, up,, Vu,).

Since the right hand side of (4.28) is bounded in L™ for fixed m we obtain the
existence of a weak solution u, € L™ N HY?(Q; R") of (4.28) via the theory of
Leray-Lions [7]. By (4.24) we have that .

lumlly,2 <Ko  (m—>e0)
and if

(4.29) geL”

also [lupy lle < Kq, (m = o0),
The latter estimate follows from the differential inequality

1
EAu,f,?g-um.
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We may assume that u,, —u weakly in H* (for a subsequence, m = o). In order

to justify the passage to the limit m - oo it would suffice to have the quasi-uniform
convergence uy —> u:

Lemma 4.2 Letu, € H(l,’z(Q ; RY) be a solution of (4.28) such that u, >u
quasi-uniformly in S) for some subsequence (m — ). Suppose that (4.22), (4.23)
and (4.24) is satisfied. Then u,, = u strongly in H and u is a weak solution of (4.21).

Proof. By the assumption there exists a set E. € £ such that 2-cap E. < e
and uy, > u uniformly on & — Ec(m =, m € A). Let p. € Hy%(Q),QDDQbe
the capacity potential of E..

Then [Fi(l —¢) (Up—wdx—>0 (m->oco,mEA)
and hence, in view of (4.28),

(Vug, V(1 = ¢e)* (U — u))) > 0
and thus
(4.29) [|1Vup—Vul2(1 —)?dx >0 (m—>o, mEA)
From equation (4.28) we obtain for Y € Cg(£2)

5 Vum . V(‘IJ(I - ‘pe)2)dx + 5 Fm : ‘I/(l - ‘pe)zdx =0
Q 7
and by (4.29) we may pass to the limit m and obtain
§ uv(p( — p)?)dx + [ F- P(1 — ¢)?dx = 0.
Q Q

Passing to the limit € = 0 we conclude that u is a weak solution of (4.21). ]

Note that our discussion holds also for more general principal parts, say

n
(Lu)j == Z ai(aik(xs u)akuj)s .] = 1’ BEIPS ¥
k=1
where the a;, are Lipschitz and satisfy the condition of uniform ellipticity. For the
sake of simplicity we confine ourselves to the case (Lu); = Au;. Furthermore it is
sufficient to require growth conditions for F only for |u| < C where C is an a-priori-
estimate for ||ul|e .
Up to now existence theorems for equ. (4.21) have been obtained mainly by proving
that the sequence (uy, ) occuring in Lemma 4.2 satisfies a uniform Holder condition
as m = o, Hence u,, — u uniformly for a subsequence and the quasi-uniform con-
vergence is established. For our model problem this has been done only in the case
of two dimensions [4] although we expect that the existence of weak solutions of
(4.21) can be obtained via capacity methods for all dimensions. Up to now, the
solvability of (4.21) has been obtained only in cases where “full” regularity (i.e.
u € C2*9) for the solution can be derived (besides the case that (4.21) comes from
an Euler equation of a regular variational integral). Examples of elliptic systems of
type (4.21) for which the solvability is derived via C*-a-priori estimates (which
implies full C?* “regularity) can be found in papers of Hildebrandt-Widman, Wieg-
ner-Hildebrandt-Giaquinta, and others. Another class of equations (always of type
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(4.21)) coming from stochastic game theory will be presented in a paper of Ben-
soussan and the author [2]. It contains a class of elliptic systems where the one-

sided condition (4.24) may be violated but where still L™- and C*estimates can

be obtained.

In the following we present a model problem where the condition of
Lemma 4.2 and thus an existence theorem for equation (4.21) can be established
although the solution need not be regular.

We consider the system

(4.30) — Auy +alVuy [Puy/(1 + [ul?)? + 2Vu, Vuyu,/(1 + [uf?)? =1,
— Auy + blVu, Puy/(1 + [ul?)? + 2V, Vuyu, /(1 + [uf?)2 =,

with the boundary condition
u € Hy%(Q).

Here a and b are numbers such that

(4.31) a>1, b>1

and the functions f,, f, satisfy

4.32) f,,f,€L¥Q), f£=>0,f,=>0.

If, in addition, f,, f; € L™ then the results of Bensoussan and the author [2] imply

that the above system has a non-negative solution (uy, uy) EC*N HZP(Q), p < oo

Since we assume merely f,, f, € L? we cannot expect that u € C* for n = 4 and the
solvability of (4.21) cannot be established via C*-a-priori-estimates. We shall prove
the solvability via capacity methods and obtain

Theorem 4.3 Under the assumptions (4.31) and (4.32) the system (4.30)
has a weak solution u € H(l,’z(Q).

Proof. Let ' =min {f,, m}, f§' = min {f,, m} and u?, ul € Hy2(R) be
a solution of (4.21) with f;, f, replaced by f*, f*. The results of [2] guarantee
that uf’, u3' exist and are Holder continuous. For simplicity we assume some bound-
ary regularity which implies that u*, uj* are Holder continuous up to the boundary
although this is not necessary for the proof.
From the maximum principle and (4.32) we obtain that u?', u3 =0 and from (4.31)
we obtain by choosing uf* and u?" as testfunctions that the sequences (uf') and (uj")
are uniformly bounded in H! as m — oo, We select a subsequence A such that

ur ~u;, uy-=u, (m-o,meEA)

weakly in HY 2(2).
Since u € Hy ?(2) there exists a set F, with 2-cap E, < € such that

lul<L=L(e) on& — E.
Letp=¢p. € H(l,'z(Q), Q O D Q be the capacity potential of E.. We choose
Yi=U -l —u)exp (1+[uP P)™!,  g¥) =exp (A arctg ) — 1,
as test function for the first equation (4.21) and
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¥, =(1 — p)guy —uy)exp (1 + |ug 7)™

as test function in the second one.
We then obtain

(Vulln, V) + (Fy, ¥y ) =, ¥1)

where F; is the lower order term in (4.30).
We take into account that y, = 0 weakly in H', (m — o), and obtain with

v =ul —u;, exp=exp (1/(1 +uf'[?). exp (X arctg(vy' — vy)).
(4.33) A fexp- (1 —@)|VvP 21+ VPP tdx
<K [exp- (1 =)V 21 + uT )~ 'dx +0(1)

as m — oo,

We use the fact that |u| < L on the set where (1 — ¢) # 0. Hence we may estimate
(1 + a1 <K(1 + v~ Choosing X = A(K) sufficiently large we obtain
from (4.33) that

(4.34) fexp (1 +1up Py (= @DIWP P+ VPP Tdx >0 (m—>co)
and a similar convergence for v5'. We estimate
exp (1 + [um?)™) <exp (K1 (1 +1vn D™
on the set where (1 — ) # 0 and set
h(§) = (1 + 1§17  exp (K™Y/(1 + |£P).
We then obtain
(4.35) [ 19V IPh(vP) (1 — 9)?dx >0 (m > o).

¢
Let H($) = | 4/h(¥)d¢. By (4.35)
0

[ IVHET) (1 —o)IPdx >0 (m—> )

and HET) (1 —¢)—~> 0 quasi-uniformly.
Since cap {ylp =€} < /e

we obtain that

H(v?) >0 quasi-uniformly

on a set with capacity smaller /€. Since H is strictly monotone and H(0) = 0 we
conclude that v, = 0 quasi-uniformly except on a set with capacity smaller than
/€. This implies that uy, > u' quasi-uniformly in . The convergence uz > u?is
proved analogously. The theorem follows in view of Lemma 4.2.

Remark It is not hard to generalize theorem 4.3 by using more general
test functions, say

Y1 =exp Aw(vT")) exp (a(u)).
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We hope that the quasi-uniform convergence up, = u can be shown in the
general setting of Lemma 4.2 by a refinement of Rellich’s theorem [6]. We state
this theorem in the limiting case p = n.

For the formulation we need some abbreviations and definitions. Let £ be a
bounded domain of R™ and (u, |m € \) be a sequence in H"?(Q), p > 1.

Let El={(x€Q|luy—ul=e}

Rp = {x = (myh, .. ., myh)|m; integers}

i 2’Y1

€Rn
y 2

Qu(x) = Vi€

Where X = (xla .oy Xn), y= (YI5 LIRS Yn)'
Let .# (m, h, 8, €) be the set of cubes Q,(x), x € Ry, such that

p-cap (Qn(x) N EX; Qun(x)) = 8h"~ 2,

We say that the sequence (u,, |m € A) converges partially quasi-uniformly to the
function u if the following property holds: To every € > 0, 6 > 0, €, > O there
exists a number hy > 0 such that

Qn(x) N E¢

p-cap U XE .#(m,h, 8, e)<e

for all h € 10, hy ] and all m = my(h, 6, €, €).

Roughly spoken if u, = u partially quasi-uniformly then the set E™ is not too
large in the sense that either Q,(x) N EZ" has small relative capacity (< §) or that
all the other sets Qu(x) N ET* are contained in a set of capacity smaller €.

Theorem 4.4 Let S be a bounded domain of R™ and (uy,) be a bounded
sequence of H},"’(Q) with p = n. Then there is a subsequence (uy, |m € A) which
converges partially quasi-uniformly to a function u € HyP(2).

We do not present the proof since we believe that the final version for
theorems of the above type have not yet been found.
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Emanuel Sperner

in memoriam

F. Bachmann, Kiel

Emanuel Sperner war Schlesier, am 9. Dezember 1905 in Waltdorf, einem
kleinen Ort im Einzugsgebiet der vom Schneegebirge kommenden Glatzer Neifde,
fluBabwirts von der Stadt Neifde, geboren. Den auf alttestamentarische Weissa-
gung zuriickgehenden Vornamen Emanuel, ,,Gott mit uns*, fithrte Sperner mit
einem gewissen Stolz und empfand dabei auch eine Gemeinsamkeit mit Immanuel
Kant, zu dessen Bewunderern er gehorte.

Aufgewachsen ist Sperner als Sohn eines Grundstiicksmaklers in Neifde;
dort besuchte er das humanistische Gymnasium Carolinum. Sein Leben lang hat er
dankbar der Forderung gedacht, die er durch seinen Mathematiklehrer K. Blaschke
und, was logische Gedankenfithrung und deutliches Argumentieren anlangt, durch
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seinen Deutschlehrer G. Janocha erfahren hat. Studium und Beruf haben Sperner
von Schlesien fortgefiihrt. Er sprach aber mit Anhinglichkeit von seiner Heimat,
,,dem Land Eichendorffs*!). Sperners Jugend fiel in den Zeitraum der zweihundert
Jahre, in denen Schlesien eine preufdische Provinz war. Was die Preuflen-Konige an-
geht, so sprach Sperner mit Anerkennung von Friedrich Wilhelm I, dessen Verdien-
ste zu Unrecht durch den Ruhm des Sohnes verdunkelt seien; in dem Vater erblick-
te er den Staatsgriinder, der mit den Tugenden eines guten Hausvaters Fundamente
geschaffen hat.

Als junger Student hatte Sperner eine Krankheit zu iiberwinden. Trotzdem
erwarb er bereits im Alter von 22 Jahren, am 15. November 1928, mit seiner Ar-
beit ,,Neuer Beweis fiir die Invarianz der Dimensionszahl und des Gebietes‘‘ den
Doktorgrad, nachdem er von 1925 an zunichst an der Universitit Freiburg und
dann an der jungen Universitit Hamburg studiert hatte, die in kurzer Zeit ein Zen-
trum der Mathematik geworden war.

Sperner besaB eine starke kombinatorische Begabung. In seiner Disserta-
tion verwendete er das ,,Spernersche Lemma*“‘:

Im reellen affinen Raum seien ein n-Simplex S mit Ecken 0, 1, ..., n und
eine simpliziale Zerlegung von S in n-Simplexe

(*) SlaS2""’Sm

gegeben (Der Durchschnitt von je zwei verschiedenen Simplexen der Zerlegung

sei leer oder ein gemeinsames Seitensimplex). Die Eckpunkte der Zerlegung mégen
nun mit Zahlen aus der Menge {0, 1, . . ., n} beziffert werden; einzige Bedingungen
sind: Die Ecken von S behalten ihre urspriingliche Bezifferung, und die auf der Ge-
genseite des Punktes i von S liegenden Eckpunkte der Zerlegung werden mit Zahlen
# i beziffert. Dann hat von den Simplexen (*) wenigstens eines die Eigenschaft,
daf} seine Ecken mit simtlichen Zahlen O, 1, . . ., n beziffert sind.

Der Beweis wird durch Induktion nach n gefiihrt; zu diesem Zweck wird
die Behauptung wie folgt verstirkt: Die Anzahl a der Simplexe (*), welche die
in der Behauptung genannte Eigenschaft haben, ist ungerade. Zum Nachweis hier-
von betrachte man diejenigen (n — 1)-dimensionalen Seiten von Simplexen (*),
deren Ecken mit allen Zahlen O, 1, ..., n — 1 beziffert sind. Diese Seiten mé6gen
ausgezeichnete Seiten heiflen. Die Anzahl a’ der ausgezeichneten Seiten, welche
in der ,,Grundseite‘ von S (der Gegenseite des Punktes n) enthalten sind, ist nach
Induktionsannahme ungerade, und eine abzihlende Uberlegung lehrt, daR a =a’
mod 2 ist.

Mit Hilfe seines Lemmas fithrte Sperner elementare Beweise fiir Satze der
Dimensionstheorie: fiir den Lebesgueschen Pflastersatz, fiir den Satz von der In-
varianz der Dimension, auch fiir den Satz von der Invarianz des Gebietes. Damit
erregte er in der Zeit des Aufblithens der Topologie Aufsehen. B. Knaster, C. Ku-
ratowski und S. Mazurkiewicz griffen alsbald das Spernersche Lemma auf und be-
wiesen mit ihm den Brouwerschen Fixpunktsatz’).

l) Eichendorff, im siidlichsten Schlesien geboren, verbrachte seine letzten Lebensjahre
in Neifde.

2) P. Alexandroff und H. Hopf, Topologie L. Springer 1935. — Hingewiesen sei auf
Sperners Vortrag ,,Fifty Years of Further Development of a Combinatorial Lemma* von 1979
und die dort zusammengestellte Literatur ([34], [35]).
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Uber die Vorgeschichte seiner Promotion hat Sperner erzihit: Als er sich
im Sommer 1927 zu einer Kur in Gérbersdorf in Schlesien aufhielt, schrieb ihm
O. Schreier, da} in einem von ihm, Schreier, und E. Artin veranstalteten Seminar
Lebesgues Note ,,Sur la non-applicabilité de deux domaines appartenant respectiv-
ement a des espaces 4 n et n + p dimensions‘‘?) behandelt werden sollte, dafd man
die Note aber unverstindlich finde. Sperner nahm dies als Anregung auf und ent-
wickelte noch wihrend der Kur den Kern seiner spateren Dissertation. Eine schrift-
liche Darlegung, die er an Schreier sandte, legte dieser als gleichfalls unverstind-
lich beiseite. Als Sperner dann, nach Hamburg zuriickgekehrt, Schreier seine Uber-
legungen miindlich vortrug, war Schreier so beeindruckt, dad er vorschlug, sie un-
verziiglich als Dissertation einzureichen. W. Blaschke, dem Sperner vorgestellt
wurde, unterstiitzte den Vorschlag. Schreier iibernahm das Referat, Artin das Kor-
referat.

Ein anderes kombinatorisches Lemma hatte Sperner zu Anfang des Jahres
1927 der Mathematischen Zeitschrift eingereicht. Eine Teilmenge U einer teilweise
geordneten Menge werde eine Antikette genannt, wenn je zwei verschiedene Ele-
mente aus U unvergleichbar sind (U enthalte nicht Elemente a, b mit a <b). In
dem Booleschen Verband V(n), C aller Teilmengen einer n-elementigen Menge bil-

den sowohl alle %] -elementigen als alle (n — %] ) -elementigen Teilmengen Anti-
ketten der Machtigkeit

n

n

2

Sperners Lemma sagt, da alle anderen Antiketten aus V(n), C kleinere Michtig-
keit haben?).

Im Winter 1929/30 hielt Sperner seine erste Vorlesung ,,Analytische Geo-
metrie und Algebra II* an der Universitit Hamburg, auf Grund eines Lehrauftra-
ges, der bis zu seiner Habilitation im Sommer 1932 erneuert wurde. Im Sommer
1929 war Schreier gestorben. Den Plan, seine Vorlesungen iiber Analytische Geo--
metrie und Algebra in Buchform herauszugeben, hatte er nicht verwirklichen kon-
nen. Sperner iibernahm es nun, dies Vorhaben seines Lehrers durchzufithren und
konnte dabei eigene Vorlesungs-Erfahrungen mit einbringen. 1931 und 1935 er-
schienen die beiden Bande von O. Schreier und E. Sperner, ,,Einfithrung in die
Analytische Geometrie und Algebra‘). Dies Werk hat eine tiefgreifende Wirkung
gehabt und wesentlich dazu beigetragen, dad an unseren Universititen die Anfinger-
Vorlesungen iiber Analytische Geometrie durch eine algebraische Grundvorlesung
ersetzt wurden, die vorwiegend von Linearer Algebra handelt.

Im Jahre 1932 wurde Sperner von der China Foundation for the Promo-
tion of Education and Culture eingeladen, an die National University of Peking zu
kommen. Mitte August 1932 trat er iiber Nordamerika und Japan die Reise nach

3) Math. Ann. 70 (1911), 166—168.
4) H. Liineburg, Kombinatorik. Birkhduser 1971. S.21 ff. — M. Aigner, Kombinatorik II.
Springer 1976. Abschnitt VIIL,3: Sperner Theorie.

5) Als Vorldufer von Band II erschienen 1932 die ,,Vorlesungen iiber Matrizen*‘.
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China an, wo er Ende September eintraf. In Peking genof er in den Jahren 1932

bis 1934 die zuvorkommende Gastlichkeit der Chinesen und hielt an der genannten
staatlichen Universitit eine Reihe mathematischer Vorlesungen vor rein chinesischem
Horerkreis. Auf diesem Aufenthalt basierte seine Verbindung mit Ky Fan und

S. S. Chern.

Im Herbst 1934 wurde Sperner als Nachfolger von K. Reidemeister an die
Universitdt Konigsberg berufen. Kurz nach seiner Ernennung heiratete er Anne-
marie Voss aus Rinkerode im Miinsterland, die in Hamburg Mathematik studiert
hatte und die ihn bei der Arbeit am ,,Schreier-Sperner** unterstiitzt hat. In der Ko6-
nigsberger Zeit wandte Sperner sein Interesse den Grundlagen der Geometrie zu.

1940 verlor Sperner seine Frau; sie starb nach der Geburt einer Tochter an
einer Blutkrankheit. Im Sommer 1941 erhielt der Chronist auf Betreiben von Sper-
ner einen Lehrauftrag an der Universitit Konigsberg. Sperner, der selbst eine na-
tiirliche Lehrbegabung hatte, riet ihm, eine gut verstindliche Vorlesung zu halten,
aber in den Ubungen die Ziigel umso straffer anzuziehen und iiberreichte ihm eine
Sammlung hinreichend harter Aufgaben. Sperner konnte sich an Aufgaben inspi-
rieren. Zu jener Zeit traf er sich regelmiflig mit dem Indologen H. v. Glasenapp
zum Studium fernostlicher Weisheit und besuchte die Sitzungen der Konigsberger
Kant-Gesellschaft; er hielt dort einmal einen Vortrag iiber Unmoglichkeits-Beweise
und beteiligte sich an Diskussionen iiber den Raum als Anschauungsform. In der
Kant-Gesellschaft ging es mitunter recht lebhaft zu. Zu Anfang des Jahres 1941
war der Verhaltensforscher und spitere Nobelpreistrager K. Lorenz nach Konigs-
berg berufen. Kants Lehren wurden nun mit den Positionen eine Naturforschers
konfrontiert, der von der Evolution ausging. Man diskutierte etwa die Frage, ob
das, was Kant apriorisch nannte, der donenhaften stammesgeschichtlichen Anpas-
sung zuzuschreiben sei®).

Am 22. Juni 1941, einem strahlenden Sommertag, begann der Rufiland-
Feldzug. Kurz nach ihrem 400jihrigen Jubilium ging die 1544 im Zeichen der Re-
formation gegriindete Albertus-Universitdt zu Konigsberg in Preufien unter.

Sperner arbeitete vom Frithjahr 1942 an als Hilfsregierungsrat bei der Me-
teorologischen Versuchsgruppe des Marine-Wetterdienstes. Wahrend dieser
Kriegstitigkeit nahm er 1943 einen Ruf an die Universitit StraRburg an. Im
Herbst 1944 wurde er von der Marine entlassen und unabkommlich gestellt fiir
das Mathematische Forschungsinstitut in Oberwolfach, dem er dann mehrere Jahre
lang als Mitarbeiter und stellvertretender Direktor angeh6rt hat. Er stand damals
in enger Verbindung mit W. Siiss und wurde einer der Pioniere des Oberwolfacher
Instituts. Von 1946 wirkte er gleichzeitig als Gastprofessor an der Universitit
Freiburg. 1942 hatte er in zweiter Ehe Antonie Schworer aus Biberach an der
Riss geheiratet; aus dieser Ehe sind zwei Mathematiker hervorgegangen.

In jener Zeit entwarf Sperner seine Theorie der Ordnungsfunktionen, deren
Ziel es zunichst war, den Umgang mit geometrischer Anordnung durch einen Kal-
kiil zu organisieren.

6) K. Lorenz hat sein Buch ,,Die Riickseite des Spiegels* der Erinnerung an Konigs-
berg und seine Konigsberger Freunde gewidmet. Vermutlich wurde Kants Lehrstuhl verdoppelt
und am 1. Januar 1941 mit E. Baumgarten als Philosoph und K. Lorenz als Psychologen be-
setzt, so daf sie zusammen die letzten Inhaber des Kantischen Lehrstuhles waren.
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In einer affinen Ebene ist eine Ordnungsfunktion eine Abbildung o der
Menge der Paare (g, A), wobei g eine Gerade und A ein nicht auf ihr liegender Punkt
ist, in die multiplikative Gruppe der ganzen Zahlen 1, —1. Bei gegebener Ordnungs-
funktion o definiert man fur nicht auf g liegende Punkte A, B:

g liegt zwischen A und B, wenn o(g, A) - o(g, B) = —1 ist.

(Man sagt hierfiir auch: A und B liegen auf verschiedenen Seiten von g.) Aus dieser
Definition ergibt sich sogleich folgende mit dem Paschaxiom verwandte Aussage:
Sind A, B, C Punkte, die nicht mit g inzidieren, und liegt g zwischen A und B, so
liegt g entweder zwischen A und C oder zwischen B und C. Eine Ordnungsfunktion
o heidt regulir, wenn gilt: Sind A, B, C kollineare Punkte und g, h Geraden durch
B, die nicht mit A oder C inzidieren, so ist

o(g, A) - o(g, C) = o(h, A) - o(h, C).

Liegt etwa g zwischen A und C, so gilt hiernach dasselbe fiir h. Ist eine regulire
Ordnungsfunktion gegeben, so definiert man fiir kollineare Punkte A, B, C mit

A, C # B: B liegt zwischen A und C, wenn wenigstens eine durch B gehende Gerade
zwischen A und C liegt.

In den ersten Nachkriegsjahren fithrte Sperner in Vortriagen vor, mit welch
,,spielerischer Leichtigkeit* sich Anordnungssidtze durch Rechnen mit Ordnungs-
funktionen beweisen liefien. In den Jahren 1948/49 erschienen von ihm fiinf Ar-
beiten iiber Ordnungsfunktionen. Spater haben vor allem H. Karzel, W. Junkers
und J. Joussen die Theorie der Ordnungsfunktionen angewendet und weiter ent-
wickelt.

In den Jahren 1948 und 1951 erschienen die beiden Binde der Sperner-
schen Version des ,,Schreier-Sperner‘‘ — unter dem alten Titel, aber nun, als ver-
andertes Werk, nur mit einem Autor. Dies Lehrbuch wurde inzwischen mehrmals
neu aufgelegt.

1949 erhielt Sperner Rufe der Universititen Bonn und Heidelberg. Er nahm
den Bonner Ruf an, blieb dort fiinf Jahre und folgte 1954 dem ehrenvollen Angebot,
in Hamburg die Nachfolge von W. Blaschke zu iibernehmen. In Hamburg hat er
dann 20 Jahre lang bis zu seiner Emeritierung gewirkt.

In diesem Zeitraum von insgesamt 25 Jahren sind in Sperners Umgebung eine
stattliche Anzahl von Schiilern, Enkelschiilern und Mitarbeitern aufgewachsen, von
denen inzwischen eine Reihe Professuren innehaben. Sperners erster Bonner Pro-
movend war G. Ringel.

Im akademischen Jahr 1961/62 war Sperner als Visiting Andrew W. Mellon
Professor an der University of Pittsburgh, Pennsylvania, titig. Im Herbst 1966 war
er Gastprofessor an der University of South Africa in Pretoria, im Herbst 1969 an
der University of the Witwatersrand in Johannesburg und im Winter 1970 an der
University of California in Berkeley. Auch als Emeritus hat Sperner Vortrige auf
Kongressen gehalten, so in Israel und der Tiirkei.

Aus Sperners Bonner Zeit stammt ein Beitrag zur spiegelungsgeometrischen
Begriindung der ebenen absoluten Geometrie. Sei G eine Gruppe, S eine Menge
von involutorischen Elementen von G, welche G erzeugt. Dem Paar (G, S) ordne
man wie folgt eine geometrische Struktur zu: Man nenne die Elemente a, b, . . .
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von S Geraden und definiere: Drei Geraden a, b, ¢ liegen im Biischel, wenn
*) abc €S

gilt; bei a # b heile die Menge {c € S: abc € S} das durch a, b bestimmte Geraden-
biischel. Es wird nun gefordert, da} jedes involutorische Produkt abc in S liegt?),
ferner die ,,Transitivitit* der Relation (*):

(T) Aus a # b und abc, abd € S folgt acd € S.

Dann haben zwei verschiedene Geradenbiischel hochstens eine Gerade gemein. Ein
Geradenbiischel, das mit jedem anderen genau eine Gerade gemein hat, heifdt eigent-
lich.

Wenn S invariant ist, ist bekanntlich der Transitivititssatz (T) mit dem Hes-
senbergschen Gegenpaarungssatz dquivalent®), und durch dreimalige Anwendung
des Gegenpaarungssatzes hat Hessenberg einen ,,Realfall*‘ des Satzes von Pappus
bewiesen (Um Hilfsgeraden zu konstruieren, brauchte er, daB einige Konfigura-
tionsgeraden eigentliche Geradenbiischel bestimmen). Unter den genannten axio-
matischen Voraussetzungen und gewissen Eigentlichkeits-Voraussetzungen hat
nun Sperner einen Realfall des Satzes von Desargues bewiesen?). Der Beweis ist
ein bewunderungswiirdiges Beispiel Spernerscher Beweiskunst; freilich konnte —
und das diirfte in der Natur des Problems liegen — auch nach eigenen Auflerungen
von Sperner die geometrische Klarheit von Hessenbergs Beweis des Satzes von
Pappus nicht erreicht werden. Gleichwohl hat sich die Untersuchung der unter
den obigen axiomatischen Voraussetzungen definierten ,,Ebenen der Geraden und
Geradenbiischel*‘ dank Arbeiten von H. Karzel, E. Ellers und Sperner, R. Lingen-
berg, U. Ott, W. Nolte zu einem Teilgebiet der Spiegelungsgeometrie mit schonen
und eindrucksvollen Resultaten entwickelt!'©).

Aus Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie** weifd man: Es gibt nicht-des-
arguessche affine Ebenen, aber sie sind nicht Ebenen eines affinen Raumes. Um
nicht-desarguessche affine Ebenen in raumartige Strukturen einbetten zu kénnen,
betrachtete Sperner eine Verallgemeinerung des Begriffs ,,affiner Raum*. Ein ,,ver-
allgemeinerter affiner Raum*‘ im Sinne von Sperner ist eine Inzidenzstruktur (be-
stehend aus einer Punktmenge, einer Geradenmenge, einer Inzidenzrelation), auf
deren Geradenmenge zusitzlich eine Aquivalenzrelation ,,parallel* gegeben ist
und fiir die folgende Axiome gelten: 1) Je zwei verschiedene Punkte inzidieren
mit genau einer Geraden; 2) alle Geraden inzidieren mit gleichviel Punkten, es
gibt zwei Punkte; 3) zu jeder Geraden gibt es durch jeden Punkt genau eine Par-
allele. Uber diese Strukturen berichtete Sperner zum ersten Mal 1959 auf einer
Tagung in Utrecht, auf der G. Ewald iiber beinahe dasselbe Problem sprach. Die
Idee, verallgemeinerte affine Rdume zu studieren, wurde kurz darauf von italie-
nischen Geometern, zuerst von A. Barlotti, M. Curzio, R. Permutti, L. A. Rosati
aufgegriffen und diesseits der Alpen von H. J. Arnold.

7) Hieraus folgt insbesondere, daf S invariant gegen innere Automorphismen von G ist.
8) F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff. 2. Aufl. Springer
1973, S. 306.
) Der Satz von Desargues handelt von zehn Elementen aus S und zehn Aussagen vom
Typ (*); er sagt, da® aus neun von diesen Aussagen die zehnte folgt.
) R. Lingenberg, Metric Planes and Metric Vector Spaces. New York etc. 1979.
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In seiner Rektoratsrede ,,Moderne Denkweisen der Mathematik‘ hat Sper-
ner iiber Hilberts Neubegriindung der Geometrie gesprochen; wir zitieren daraus:

,» Sie war die entscheidende Siegestat iiber eine Menge von Schwierigkeiten und Vorurtei-

len, eine geistige Grof3tat, welche trotz ihres damaligen speziellen Zweckes durch die

Allgemeingiiltigkeit ihrer Methoden und Denkweisen der modernen Axiomatik die Tore

zu allen Zweigen der Mathematik 6ffnete.

Nicht minder eindrucksvoll hatte schon frither W. Siiss, der Griinder des Oberwol-
facher Institutes, aus anderer Perspektive von dem Aufbruch gesprochen, den Hil-
berts Neubegriindung der Geometrie bewirkt hat!!). Es war ein Wunsch von Siiss,
dafl in Oberwolfach, neben der traditionellen Geometrie-Tagung, Tagungen iiber
die Grundlagen der Geometrie abgehalten werden. Solche Tagungen haben dann,
auch nachdem Th. Schneider, spiter M. Barner die Leitung des Instituts iibernom-
men haben, jahrlich stattgefunden. Tagungsleiter waren, von gelegentlichen Koop-
tionen abgesehen, R. Baer, H. Freudenthal, Sperner und der Chronist; erst vor we-
nigen Jahren wurde der Turnus gelockert und die Leitung in jiingere Hinde gelegt.
Fiir nicht wenige Mathematiker wird die Erinnerung an Sperner verkniipft bleiben
mit der Erinnerung an die Tage, die sie zusammen mit ihm in Oberwolfach ver-
lebt haben.

Sperner war nicht nur ein ordentlicher Professor, sondern, wie es in der
alten Dienstbezeichnung hief, ein ordentlicher 6ffentlicher Professor. Er wollte
in eine Offentlichkeit hineinwirken; gern ergriff er bei allerlei Zusammenkiinften
das Wort und liebte es, einen Kreis von Gesprichspartnern um sich zu scharen.

Sperner ist viel Vertrauen entgegengebracht worden: von Fakultiten, die
seinen Namen auf Berufungslisten setzten, von akademischen Gremien, die ihm
Funktionen in der Selbstverwaltung ibertragen haben, von der Deutschen Mathe-
matiker-Vereinigung, die ihn in ihren Vorstand wihlte!?), von Kollegen und Stu-
denten. Dem Dienst an gemeinsamen Anliegen wollte er sich nicht entziehen. Die
Amter, die er im Laufe seines Lebens iibernommen hat, sind zahlreich. In den
Jahren 1963/65 war er Rektor der Universitit Hamburg. Wihrend seines Rekto-
rats konnte ein Haus in der Rothenbaumchaussee als Gistehaus der Universitit
eingerichtet werden.

Sperner war ein kritischer Betrachter. Abwigende Bedachtsamkeit ver-
band sich in ihm mit Initiative, ja Dynamik. Man kannte ihn als einen Mann von
gutem Mute. Es steckte eine Lebensfreude in ihm, und es ist viel Ermutigung von
ihm und von seiner Freude an der Mathematik ausgegangen.

Sperner hat auch viel Anerkennung gefunden. Er wurde vielfach geehrt.
Er war Mitglied der Kénigsberger Gelehrten Gesellschaft, der Arbeitsgemeinschaft
fur Forschung des Landes Nordrhein-Westfalen, der spiteren Rheinisch-Westfili-
schen Akademie der Wissenschaften, der Joachim-J ungius-Gesellschaft der Wissen-
schaften zu Hamburg. 1958 wurde ihm die Medaille der Universitit Helsinki ver-
liehen, 1973 die Ehrenmitgliedschaft der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg
1975 die Ehrendoktorwiirde des Fachbereichs Mathematik der F reien Universitit

ll) Siiss hat nebenbei erzihlt, daB er wihrend des Ersten Weltkrieges ein Exemplar von
Hilberts ,,Grundlagen der Geometrie* im Marschgepick mit sich gefiihrt hat.

12) 1935—1936 war er Schriftfithrer, dann bis 1944 Herausgeber des Jahresberichts,
1957 Vorsitzender der DMV.
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Berlin. 1978 wurde sein Goldenes Doktor-Jubildum mit einem Colloquium und einer
Feier begangen.

Deutschlands siidwestlicher Ecke, der Schwarzwald-Gegend, hat Sperner
seit langem eine besondere Sympathie entgegengebracht. Dort hat er sich nach
seiner Emeritierung in Sulzburg-Laufen, in der Nihe von Badenweiler, einen Al-
terssitz gebaut, und dort ist er am 31. Januar 1980, am Vorabend einer geplanten
Reise, einem Herzinfarkt erlegen.

Wie eines Stromes Dringen
Geht unser Lebenslauf.

Kein Bett darf er hier finden.

Wohl in den Tilern schon

Siehst du sein Gold sich winden,

Dann plétzlich meerwirts drehn.  (J. v. Eichendorff)

Der Verfasser dankt allen, die ihn durch Rat und Hilfe unterstiitzt haben, vor allem
Frau A. Spemer und den Herren W. Benz, H. Karzel, B. Schoeneberg, P. Sperner.

Fiir E. Sperner haben zwei Gedenk-Colloquien stattgefunden, am 2. Juli 1980 in Bay-
reuth und am 15. November 1980 in Hamburg. Die beim ersten Colloquium gehaltenen Vor-
trige von W. Benz ,,Begegnungen mit Emanuel Spemer* und H. Karzel ,,Zum mathematischen
Werk E. Sperners: Emanuel Sperner als Begriinder einer neuen Anordnungstheorie* hat die
Universitit Bayreuth verdffentlicht (Gedenkkolloquium Emanuel Sperer 1980).

Liste der bei E. Sperner entstandenen Dissertationen!??)

Ringel, Gerhard, geb. 28. 10. 1919 Kollnbrunn/Niederosterreich

Datum des Rigorosums: 17. 2. 1951; Ort: Univ. Bonn

Thema: Farbensatz fiir nicht-orientierbare Flichen beliebigen Geschlechts

Karzel, Helmut, geb. 15. 1. 1928 Schoneck/Westpreuien

Datum des Rigorosums: 23. 7. 1951; Ort: Univ. Bonn

Thema: Beziehungen zwischen Ordnungsfunktionen, Normierungen und Zweiteilungen

Meisel, Wolf-Dietrich, geb. 1.5.1928 K6tzschenbroda/Sachsen

Datum des Rigorosums: 26. 2. 1954, Ort: Univ. Bonn

Thema: Ordnungsfunktionen und Polyeder

Kannenberg, Ridiger, geb. 17. 4. 1928 Reinfeld

Datum des Rigorosums: 28. 7. 1954; Ort: Univ. Bonn

Thema: Grundgedanken einer Theorie der Gebilde zweiter Ordnung in Schiefkorpergeo-
metrien

Ellers, Erich, geb. 11.9. 1928 Berlin

Datum des Rigorosums: 25. 8. 1959; Ort: Univ. Hamburg

Thema: Einbettung einer gruppentheoretisch-absoluten Ebene in ein projektive

Joussen, Jakob, geb. 28. 4. 1931 Diisseldorf

Datum des Rigorosums: 25. 6.1960;  Ort: Univ. Hamburg

Thema: Ordnungsfunktionen in freien Ebenen

Arnold, Hans-Joachim, geb. 31. 3. 1932 Berlin

Datum des Rigorosums: 24. 7.1965;  Ort: Univ. Hamburg

Thema: Die Fernraume schwach affiner Raume

123) Zusammengestellt von H. Karzel.
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Biallas, Dieter, geb. 19. 6. 1936 Eydtkuhnen/Ostpreufien
Datum des Rigorosums: 24. 7.1965;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Verallgemeinerte Doppelverhiltnisse und Endomorphismen von Vektorraiumen

Junkers, Wilhelm, geb. 1. 8. 1928 Rheydt

Datum des Rigorosums: 15. 7. 1969; Ort: Univ. Bonn
Thema: Mehrwertige Ordnungsfunktionen

Seier, Wemer, geb. 8. 12. 1941 Hamburg

Datum des Rigorosums: 18.2.1971;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Kollineationen verallgemeinerter affiner Riume

Diihl, Gerd, geb. 20. 12. 1942 Norden/Ostfriesland
Datum des Rigorosums: 25.2.1972;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Eine Algebraisierung der affinen Ebenen durch verallgemeinerte Vektorrdume

Khalifah, Mohammed Fayez, geb. 14. 1. 1942 Al-Zaafaran/Agypten
Datum des Rigorosums: 13.5.1974;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Verallgemeinerte Mobiusrdume und ihre Darstellung in halbprojektiven Raumen

Peters, Thomas, geb.5.2. 1950 Hamburg
Datum des Rigarosums: 26. 5.1976;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Uber die Struktur der Semimoduln

Jaballa, Ibrahim, geb. 4. 5. 1952 Sousse/Tunesien
Datum des Rigorosums: 29. 6. 1977;  Ort: Univ. Hamburg
Thema: Konstruktion schwach affiner Raume

Sies, Hermann, geb. 18. 7. 1947 Bohlenberge (Kreis Friesland)
Datum des Rigorosums: Juli 1979; Ort: Univ. Hamburg
Thema: Abbildungsgrad und Spernersches Lemma
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Buchbesprechungen

Aumann, G., Haupt, O., Einfilhrung in die reelle Analysis, Band II: Differential-
rechnung der Funktionen mehrerer Verinderlicher, Berlin — New York: de Gruyter Verlag 1979,
313 S., gebunden, DM 128,—

Dies ist der zweite Band eines auf 3 Binde gelegten Werkes, der Neufassung des alten
Haupt-Aumann-Pauc. Als der Rezensent vor 26 Jahren das Studium begann, wurde jener als Li-
teratur ,,fiir hohere Anspriiche* genannt. Dieses Attribut trifft auch fiir die Neufassung zu: Es
handelt sich um ein Werk, das nicht mit der Elle des Standardkurses in Analysis gemessen werden
kann und wohl auch nicht so gemeint ist.

Doch zunichst zum Inhalt: Es beginnt mit 34 Seiten iiber Lineare Algebra (von der Vek-
torraum-Definition bis zu alternierenden Multilinearformen) und 30 Seiten iiber Topologie (von
»Rastern im weiteren Sinn‘ bis zur Aquivalenz aller Normen auf endlich-dimensionalen reellen
Vektorrdumen). Der Zweite Teil ist der Untersuchung von Abbildungen aus dem R™ in den R™
ohne Differentialrechnung gewidmet: Lipschitz-Abbildungen, Ungleichungen und Konvexitit
sowie eine recht abstrakt-grundsitzliche Abhandlung iiber Vertauschung von Grenziibergingen.
Der Dritte Teil, der die zweite Hilfte des Buchs einnimmt, behandelt die Differentialrechnung
von R™-wertigen Abbildungen aus dem R™. Auf eine ausfiihrliche Diskussion des Differenzier-
barkeitsbegriffes — auch fir Randpunkte des Definitionsbereichs — (Stichworte: Differenzierbar-
keit (=: D.), gelockerte D., partielle D., Richtungsableitung, Derivativ und Funktionalmatrix,
halbfrei partielle Ableitungen, freie D. (nach einem Vektor bzw. in einem Punkt), stetige D.,
gleichmifige D., laterale Ableitungen) folgen die Untersuchung von impliziten Funktionen (die-
ser Terminus wird nicht benutzt) und von Extremumproblemen (bis zu hinreichenden Bedin-
gungen fiir das Vorliegen echter lokaler Extrema bei reguliren Nebenbedingungen), Existenz-,
Eindeutigkeits- und Abhingigkeitssitze fiir gewohnliche Differentialgleichungen sowie etliche
das Vorstehende anwendende Paragraphen, u. a. iiber das Gaufsche Prinzip des kleinsten Zwangs,
Einhiillende von Kurven- und Flachenscharen, Interpolation.

Das Buch ist also fiir eine “Einfilhrung® ungewohnlich inhaltsreich. Hinzu kommt, daf}
die Autoren stets bestrebt sind, die Sitze unter moglichst schwachen Voraussetzungen zu bewei-
sen und die Begriffsbildungen in einen recht (manchmal: zu) allgemein-abstrakten Rahmen zu
fassen. Andererseits bleiben sie in der Beschrinkung der eigentlichen Analysis aufs Endlichdi-
mensionale durchaus Klassisch-,,konkret”.

Multum et multa auf 300 Seiten zu bringen, gelingt den Autoren mit Hilfe einer klaren,
aber sehr gedringten Sprache, komprimierter Beweise, reichlicher Verwendung von Abkiirzungen
(wie VR, rat. konv.) und Symbolen im Text sowie von Quantoren in den Formeln, und weitge-
hendem Verzicht auf konkrete Beispiele. Die Bezeichnungen entfernen sich dabei gelegentlich
vom Ublichen; das Bemiihen um priignante und gleichzeitig exakte Symbolik liRt diese manch-
mal etwas schwerfillig und iiberladen werden — die Druckfehler-Anfilligkeit erhoht sich! Jeden-
falls erfordert die Lektiire einige Anstrengung — auch vom Kenner, sofern er nur isolierte Ab-
schnitte lesen will (vollstiandigere Register wiirden solches erleichtern).

Einem durchschnittlichen Mathematik-Studienanfinger kann der Rezensent dieses Buch
kaum empfehlen: Es ist zu ,,schwer, die Sprechweise ist vom Stil der sonstigen, auch der weiter-
fiihrenden Literatur zu verschieden, und — vor allem — die Gefahr, daf ein solcher Leser sich in
dem Reichtum des Buches verirrt und nicht merkt, welche Begriffe, Zusammenhiinge, Theoreme
die fiir ihn wichtigen sind, ist zu groB.

Hingegen findet ein guter fortgeschrittener Student, der sich genau und grundsitzlich
iiber Analysis informieren will, hier eine griindliche und (bis auf Druckfehler) verliliche Hilfe
zu einem vertieften Verstindnis der Begriffe und zu einer prézisierten Kenntnis der Sachverhalte.
Auch als Dozent wird man dem Buch noch manche Anregung entnehmen konnen.



2 Buchbesprechungen

Ein Wort noch zum Auf8eren: Es ist ein Genuf, in einem wirklich schon und sorgfiltig
gesetzten Buch wie diesem zu lesen. Leider triben mehrere hundert Druckfehler (oft drgerliche
in Formeln), inkonsequent durchgefiihrtes Lay-out und die Unsitte, auch kiirzere Formeln im
Text ggf. auf zwei Zeilen zu verteilen, diesen Genuf mehr, als man bei einem Buch in dieser
Preislage erwarten mochte.

Bremen W. Fischer

Leichtweif, K., Konvexe Mengen, Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1980,
330S., 40 Abb., Gbd. DM 48,— (DDR-Ausgabe: Berlin: VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften)

Wer sich in Lehrveranstaltungen mit verschiedenen Aspekten der Konvexitit befaBt hat,
wird das Fehlen passender neuerer Lehrbiicher eines allgemeinen, systematisch einfiihrenden
Charakters sicher gelegentlich empfunden haben. Fiir den klassischen Bereich der Geometrie der
konvexen Korper im euklidischen Raum wird eine derartige Einfiihrung hier vorgelegt. Die Kapi-
teliiberschriften lauten: Geometrische Eigenschaften konvexer Mengen, Analytische Darstellung
konvexer Mengen, Funktionale kompakter konvexer Mengen, Symmetrisierung, Ungleichungen
in der Theorie der konvexen Mengen. Den Standard-Stoff, den der Kundige in diesen Zusammen-
hiingen erwarten mag, wird er im vorliegenden Buch in ausfiihrlicher Darstellung finden. Aus den
behandelten Gegenstinden seien daher im folgenden nur einige derjenigen herausgegriffen, die
iiber das zu Erwartende hinausgehen und teilweise vielleicht nicht so zum Allgemeingut der Kon-
vexgeometer gehoren: In Kap. I die von P. C. Hammer eingefithrten Semirdume und eine von
Dvoretzky stammende Umkehrung des Satzes von Helly; in Kap. II zwei geometrische Unglei-
chungen in Minkowski-Rdumen, die analytische Beschreibung konvexer Korper vermdge der
Stiitzelemente durch die vom Verfasser eingefiihrte Halbachsenfunktion, Minkowski-Rédume mit
symmetrischer Transversalitit; in Kap. III die vektoriellen Gegenstiicke der gemischten Volumina
und QuermaBintegrale; in Kap. IV die Ungleichung von Rogers und Shephard fiir das Volumen
des Differenzenkorpers; in Kap. V der Busemannsche Satz vom Brunn-Minkowskischen Typ,
isoperimetrische und isodiametrische Ungleichung der Minkowski-Geometrie, die Fenchel-
Aleksandrovschen Ungleichungen fiir die gemischten Volumina und der allgemeine Brunn-Min-
kowskische Satz sowie der Satz von Aleksandrov-Fenchel-Jessen iiber konvexe Korper mit iiber-
einstimmenden m-ten Kriimmungsfunktionen. )

Es war der erklirte Wille des Verfassers, sich bei seiner Einfiihrung in die Theorie der
konvexen Mengen zu beschrinken auf einen Stoff, der als der klassische Bestand der Geometrie
der konvexen Korper im R" und der wichtigen einschligigen Ungleichungen und Extremalpro-
bleme umrissen werden kann. (Eine allgemeiner gehaltene Einfihrung in die Konvexitit unter
Beriicksichtigung auch der Anwendungen und etwa funktionalanalytischer Aspekte wiirde also
auch neben diesem Werk noch ihren Platz haben.) In diesem Rahmen ist ein wohliiberlegtes,
inhaltsreiches und griindliches Lehrbuch entstanden. Dabei ist die Absicht des Autors erkennbar,
das Schwergewicht auf eine lickenlose und auch in Einzelheiten ausformulierte Darstellung der
Beweise zu legen. Diese Sorgfalt wird mancher Lernende sicher dankbar begriilen. Gegeniiber
Genauigkeit und Ausfihrlichkeit der Darstellung treten Einfachheit und Eleganz eher in den
Hintergrund. Neben einer gewissen Tendenz zu komplizierten Formulierungen und Bezeichnun-
gen fillt ins Auge, daB bisweilen von mehreren méglichen Zugingen ein aufwendigerer gewihit
wurde und daB wohl nicht jede Gelegenheit zur Vereinfachung der Darstellung und zur Verkiir-
zung der Beweise (ohne Preisgabe der Exaktheit) ausgenutzt wurde. Wenn dies auch gegeniiber
den Verdiensten des Buches natiirlich weniger ins Gewicht fillt, so wire es doch schade, wenn
hierdurch dem Lernenden der Blick auf die geometrische Eleganz der dargestellten Gegenstinde
verschleiert wiirde.
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Besonders zu begriifien ist die vollstindige Darstellung von Aleksandrovs erstem Beweis
fiir die Fenchel-Aleksandrovschen Ungleichungen und der anschlieBenden Folgerungen, wie der
Verallgemeinerung des Satzes von Brunn-Minkowski mit Gleichheitsdiskussion und des Eindeu-
tigkeitssatzes von Aleksandrov-Fenchel-Jessen. Es wire zu wiinschen, daB die nunmehr leichtere
Zuginglichkeit dieser schonen Theorie auch zu deren Weiterentwicklung beitragen moge.

Freiburg R. Schneider

Marti, J., Konvexe Analysis (Mathematische Reihe, Band 54), Basel — Boston — Stuttgart:
Birkhiuser Verlag 1977, 274 S., Gbd. DM 68,—

Das Buch gibt eine Einfiihrung in die Theorie der konvexen Mengen und einen Uberblick
liber deren Zusammenhang mit verschiedenen Problemen der reinen und angewandten Mathematik.

Nach Behandlung der elementaren Eigenschaften werden Trennungssitze fiir disjunkte
konvexe Mengen bewiesen, die dann auf Fragen iiber die Existenz von Losungen von Gleichungs-
und Ungleichungssystemen angewandt werden. Die Extremalpunkte konvexer Mengen werden
eingehend untersucht, insbesondere wird der Satz von Krein-Milman bewiesen. Anhand gewisser
Sitze iiber Funktionenriume, deren Beweis auf der Bestimmung von Extremalpunkten beruht,
wird die Bedeutung der Extremalpunkte klar. Unter anderem werden der Satz von Banach-Stone
und der Satz von Haar-Kolmogoroff (iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer besten Approxi-
mation im Raum C(S) der stetigen Funktionen auf einem kompakten Raum S) bewiesen.

Die Stiitzpunkte konvexer Mengen in Banachriumen werden ausfiihrlich untersucht, be-
sonders beziiglich ihrer Reichhaltigkeit. Ferner werden spezielle Stiitzpunkte (die exponierten
und die reguliiren Punkte) behandelt. Ein Kapitel wird den Fixpunktsitzen von Brouwer, Schau-
der-Tychonoff und Markoff-Kakutani gewidmet, wobei auch ihre Anwendungen in der Approxi-
mationstheorie und auf Existenzfragen fiir Losungen von Differentialgleichungen besprochen
werden. Ferner werden Charakterisierungen von konvexen Mengen durch die Eindeutigkeit von
nichsten Punkten und die Reichhaltigkeit der reguliren Punkte gegeben.

Sehr ausfiihrlich werden die konvexen Funktionen auf Teilmengen von R™ behandelt.
Dabei werden Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften diskutiert und Sitze iiber die
Konvergenz von Folgen von konvexen Funktionen bewiesen. Ferner werden einige Resultate
iiber Minima konvexer Funktionen hergeleitet, die fiir die Optimierungstheorie wichtig sind.

Ein besonderer Schwerpunkt liegt in der Untersuchung der endlich-dimensionalen kon-
vexen Mengen. So werden die Sitze von Carathéodory und Helly bewiesen und mehrere Anwen-
dungen davon angegeben, unter anderem Sitze iiber die Existenz von Losungen von Ungleichungs-
systemen. Der Raum der kompakten konvexen Teilmengen von R® mit der Hausdorffschen
Metrik wird betrachtet und der Auswahlsatz von Blaschke wird bewiesen. Im letzten Kapitel wird
die Approximation konvexer Mengen durch konvexe Polyeder bzw. durch regulire konvexe Men-
gen sowie die dadurch erreichte Berechnung von Volumen und Oberflichen behandelt.

Der Stoff wird durch eine Vielzahl von gut ausgewihlten Aufgaben erginzt, die oft sehr
interessante Anwendungen der Theorie enthalten.

Das Buch ist im groBen und ganzen sehr klar geschrieben und auch Studenten in den
ersten Semestern zuginglich. Die Beweise sind im allgemeinen ausfiihrlich und gut gegliedert.
Man vermifit aber oft eine geometrische Veranschaulichung. Leider erschwert eine groie Anzahl
von Druckfehlern die Lektiire des Buches. Auerdem sind einige wenige falsche Behauptungen
und Unklarheiten (besonders im Kapitel iiber die konvexen Funktionen) zu beklagen.

Stil und Stoffauswahl lassen dieses Buch als Grundlage fiir Proseminare besonders ge-
eignet erscheinen.

Erlangen S. Papadopoulou
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Kéthe, G., Topological Vector Spaces Il (Grundlehren der mathem. Wissensch.,
Band 237), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1979, 2 Fig., xii + 3318,
cloth, DM 79,50

Die Monographie ,, Topologische lineare Raume I erschien 1960 und etablierte sich
innerhalb kurzer Zeit als einflufireiches Standardwerk dieses Gebietes. In der Einleitung ver-
sprach der Autor einen zweiten Band, der sich mit der Theorie der linearen Abbildungen befas-
sen sollte sowie mit Raumklassen, die fir die Analysis wichtig sind. Dieses Versprechen hat er
nach zwanzig Jahren eingelost, wobei ihm die in der Zwischenzeit eingetretene Entwicklung zu
einer Anderung der urspriinglichen Inhaltsplanung veranlaite. Daher vorab einige Bemerkungen
zur Entwicklung des Gebietes.

Die Theorie der lokalkonvexen Vektorriume wurde in den vierziger und fiinfziger Jah-
ren entscheidend vorangetrieben und geprigt durch die Arbeiten von Dieudonné, Grothendieck,
Schwartz und den Autor. Wesentliche Impulse ergaben sich durch die Einfihrung der Distribu-
tionen und Untersuchungen von Vektorraumen holomorpher bzw. stetiger Funktionen. Dabei
erwies sich die von der Banachschen Schule entwickelte Theorie als unzureichend, so daf neue
Konzepte nétig wurden. Die Grundlagen fiir eine umfassende Theorie, welche viele klassischen
Resultate umfaBte und in allgemeinem Rahmen neu einordnete, waren Anfang der fiinfziger
Jahre gelegt. Inre Tragfihigkeit wurde eindrucksvoll demonstriert durch die Arbeiten Grothen-
diecks, dessen Untersuchungen zum Schwartzschen Satz vom Kern zur Entwicklung der topolo-
gischen Tensorprodukte und der nuklearen Rdume fithrte. Als Grothendieck sich anderen Fra-
gen zuwendete, hinterlieB er eine Reihe ungeloster Probleme und weite Bereiche, die zwar er-
kundet waren, aber noch besser verstanden und zuginglich gemacht werden mufiten. Wesent-
liche Fortschritte und Losungen der Grothendieckschen Probleme ergaben sich bei der Charak-
terisierung der nuklearen Raume in der ersten Hilfte der sechziger Jahre; optimale Graphen-
sitze wurden ebenfalls in den sechziger Jahren entwickelt. 1972 16ste Enflo das Approximations-
problem und gleichzeitig das noch éltere Basisproblem negativ. Mit der Konstruktion nuklearer
Fréchetriume ohne beschrinkte Approximationseigenschaft durch Dubinsky 1978 waren dann
die in Grothendiecks Thése gestellten Probleme im wesentlichen gelost.

Daraus sollte man aber nicht folgern, daB das Gebiet nun abgeschlossen ist. Denn seit
geraumer Zeit hat bei den nuklearen Fréchetrdumen eine sich beschleunigende Entwicklung ein-
gesetzt, bei der die nach dem Autor benannten Folgenraume eine zentrale Rolle spielen. Hier
wurden Methoden entwickelt und tiefliegende Resultate gewonnen, die iiber Grothendieck hinaus-
gehen, und die vielfiltige Beziehungen zu Fragen aus Gebieten der Analysis haben.

Aus den angesprochenen Themenkreisen hat der Autor diejenigen ausgewihlt, die mit
linearen und multilinearen Abbildungen zu tun haben und sie als Kapitel sieben und acht dem
ersten Band hinzugefugt.

Kapitel sieben beginnt mit der dualen Charakterisierung von Homomorphismen, d. h.
stetigen linearen Abbildungen, fiir welche die zugehorige kanonische Injektion ein Isomorphismus
auf das Bild ist. Danach werden die klassischen Charakterisierungen fiir Homomorphismen zwi-
schen Banach- und Fréchetriumen hergeleitet. Zwei Abschnitte sind den verschiedenen Mdglich-
keiten gewidmet, wie man den Satz von der offenen Abbildung bzw. dem abgeschlossenen Gra-
phen fiir Fréchetrdume auf andere Raumklassen ausdehnen kann. Die Ansitze von Ptdk bzw.

Y. Komura hierzu und damit zusammenhingende Fragen und Resultate werden ausfiihrlich dis-
Kkutiert. Dann wird die Theorie de Wildes vorgestellt, welche fiir die Anwendungen wohl die be-
sten Resultate bringt. In ihr werden in Verfeinerung klassischer Ansitze Riume mit Gewebe
(webbed spaces) eingefiihrt. Diese Raumklasse umfafst die Fréchetriume und zeichnet sich aus
durch gute Vererbungseigenschaften und die Giiltigkeit folgender Aussagen: Ist E ein induktiver
Limes von Banachriumen und hat F ein Gewebe, so ist jede folgenabgeschlossene lineare Abbil-
dung A : E > F stetig und jede stetige lineare Surjektion B : F > E ein Homomorphismus. Damit
ist insbesondere eine Vermutung von Grothendieck bewiesen, andere Beweise fiir die Richtigkeit
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dieser Vermutung gehen zuriick auf Raikow, Schwartz und Martineau. Das siebte Kapitel schlieft
mit Untersuchungen iber lineare Abbildungen, die nicht notwendigerweise stetig sind und ent-
hilt Ergebnisse, welche die fur Hilbertrdaume bekannten verallgemeinern.

In dem achten Kapitel werden zunichst lokalkonvexe Topologien auf Rdumen stetiger
linearer bzw. hypostetiger bilinearer Abbildungen eingefiihrt und die klassischen Aussagen aus
diesem Bereich bewiesen. Sie bilden die Grundlagen fiir die Einfiihrung des projektiven und des
injektiven Tensorproduktes nach Grothendieck und des e-Produktes nach Schwartz. Im Zusam-
menhang damit stehen ein Abschnitt iiber kompakte und nukleare Operatoren sowie ein Ab-
schnitt iiber die Approximationseigenschaft (A.E.). Letzterer enthilt verschiedene Interpreta-
tionen der A.E., geht auf Riume mit Basis ein und gibt die klassischen Beispiele fiir Rdume mit
A_.E. Das Gegenbeispiel von Enflo wurde leider nicht aufgenommen, stattdessen ist Johnsons
universeller Raum aufgefiihrt, der aufgrund von Enflos Ergebnis ebenfalls ein Gegenbeispiel ist.
Das achte Kapitel schlieft mit einem Abschnitt iiber die Dualitat topologischer Tensorprodukte,
in dem auch integrale lineare Abbildungen und die klassische Situation des Hilbertraumes behan-
delt werden.

Einen Abschnitt iiber nukleare Rdume und die abstrakte Fassung des Satzes von Kern
mittels topologischer Tensorprodukte hat der Autor nicht aufgenommen, sondern hierzu auf
das Buch von Pietsch und ein geplantes Buch von Mityagin verwiesen. Damit fehlt in dem breit
angelegten Werk leider eine Raumklasse, die durch ihre Querverbindungen zu vielen anderen Be-
reichen auch fiir Nicht-Spezialisten interessant ist.

Neben den oben erwihnten Themen enthilt das Buch noch eine ganze Reihe schoner,
bisher noch nicht zuginglicher Einzelergebnisse und Beispiele. Fiir die behandelten Gebiete lie-
fert es einen umfassenden Uberblick iiber die Entwicklung bis etwa 1977, ist aber auch als Ein-
filhrung gut geeignet. Daher wird es ebenso wie der erste Band eine vielbenutzte Hilfe in Lehre
und Forschung sein.

Diisseldorf R. Meise

Targonski, G., Topics in Iteration Theory (Studia Mathematica, Skript 6), Gottingen —
Ziirich: Vandenhoeck & Ruprecht 1981, 292 S., kart., DM 45,—

Dieses Buch, das aus einer Jahresvorlesung an der Universitit Marburg hervorgmg, fithrt
den Leser in vielen Fragestellungen der Iterationstheorie bis an den aktuellen Stand der Forschung
heran. Da der Autor regelmafig die heuristischen Gedankenginge schildert, die zu den formulierten
Ergebnissen gefithrt haben, ist es ausgezeichnet geeignet, den Leser zu eigener Forschung anzure-
gen. Im folgenden sollen an Hand ausgewihlter Ergebnisse der einzelnen Kapitel die im Buch be-
handelten Fragestellungen vorgestellt werden. Gleich hier sei festgehalten, daf der Autor die An-
wendungen der Iterationstheorie in der Numerik nicht behandelt.

Das 1. Kapitel ist dem Studium der Orbits einer Abbildung f gewidmet, das sind die
Aquivalenzklassen unter der Relation ,,x Ty 3(m, n EN)M(x) = £ (y)".

Die Untersuchungen sind von Bedeutung fir die ,,Abelsche Funktionalgleichung®
V(f(x)) = Y(x) + 1; diese besitzt eine Losung y (dann gleich unendlich viele) genau dann wenn
kein Orbit von f einen Zyklus unter f enthiilt.

Die Orbitstruktur einer Abbildung einer endlichen Menge in sich kann mit Hilfe des
charakteristischen Polynoms der ,,Abbildungsmatrix” recht gut beschrieben werden. Die F rage
der Anzahl (wesentlich) verschiedener Orbitstrukturen auf einer Menge wird nur angeschnitten.

Es folgt ein Kapitel iiber iterative Wurzeln von Funktionen. Einer der Urspriinge der
Iterationstheorie liegt ja in dem von Babbage 1815 gestellten Problem der Charakterisierung
der iterativen Wurzeln der Identitit, i.e., der Funktionen ¢: R > R mit p™: = o™ 0y = id. Die
Existenz iterativer Wurzeln ist wichtig fiir das spiter behandelte Problem der Einbettbarkeit der
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(diskreten) Iterierten einer Funktion in eine (von einem kontinuierlichen Parameter abhangigen)
Iterationshalbgruppe. Es werden hauptsichlich Resultate angegeben, deren Wert darin liegt, zu
erkennen, wann iterative Wurzeln nicht existieren. Bemerkenswerte Ausnahmen sind folgende
Satze:

a) Eine bijektive strikte Kontraktion in einem iiberabzahlbaren metrischen Raum besitzt iterative
Wurzeln jeder Ordnung.

b) Eine streng monoton wachsende stetige bijektive Selbstabbildung von R besitzt iterative Wur-
zeln jeder Ordnung,.

¢) Das Tschebyscheffpolynom T, (n > 2) hat eine iterative Wurzel der Ordnung p¥ (p prim) ge-
nau dann, wenn nP =n (mod p**!) und p¥* <n — 1.

Firr die Behandlung der i. a. ungelosten Frage der Konstruktion iterativer Wurzeln schligt
der Autor die Verwendung der Abbildungsmatrix (im Fall endlicher Mengen) vor.

Das 3. Kapitel behandelt das schon erwihnte Problem, die Iterierten f* einer Funktion f
in eine ,,Iterationshalbgruppe* f* (-), die die ,,Translationsgleichung* f* o f$ = f** erfiillt, einzu-
betten. Dazu werden Eigenschaften von Losungen der Translationsgleichung studiert, wobei teil-
weise zugelassen wird, dafd der Parameter eine beliebige Halbgruppe durchliuft.

Eng zusammenhingend mit den Losungen der Translationsgleichung sind Losungen der
Abelschen (siehe oben) und der Schroderschen Funktionalgleichung o(f(x)) = Ap(x). Ist beispiels-
weise ¢ eine bijektive Losung der letzteren Gleichung, so ist f*(x): = ¢~ ! [A%o(x)] eine Iterations-
halbgruppe.

Ein Abschnitt dieses Kapitels ist einer schwer zuginglichen Arbeit von M. Zdun iiber
Iterationshalbgruppen auf R gewidmet. Dabei werden verschiedene Arten der Abhingigkeit der
Halbgruppe von t und x (mefbar, stetig, differenzierbar) und deren Zusammenhinge untersucht.
Beispielsweise gilt fiir eine Iterationshalbgruppe f: Falls fiir alle x die Abbildung t - f*(x) mefbar
ist, so ist diese Abbildung sogar stetig.

Eine genaue Beschreibung solcher ,,stetiger Iterationshalbgruppen* liefert gute notwen-
dige Bedingungen fiir die Einbettbarkeit von Iterationsfolgen. Ein bemerkenswertes Resultat ist
ferner, dafs aus der Differenzierbarkeit (in x) aller f* die Differenzierbarkeit aller Funktionen
t - f*(x) (in t) folgt.

SchlieBlich werden Iterationshalbgruppen in der Ebene behandelt und ein auf S. Andrea
zuriickgehender Einbettungssatz fiir fixpunktfreie Homéomorphismen angegeben.

Das folgende Kapitel ist einem Verfahren zur Lésung der Translationsgleichung gewid-
met, das die von R. Liedl definierte ,,Pilgerschritttransformation‘ verwendet:

Sei a: [0, 1]~ R™ stetig mit a(0) = 1 (,,Pfad**). Die Pilgerschritttransformation von a ist
definiert als m(1), wobei m (in Abhingigkeit von t) definiert ist als Losung des Anfangswert-
problems

m'()=t- g(%l - m(r), m(0) = 1.

Die Losung ist der Pfad a(1)t, der vom speziellen Pfad a nicht abhingt (sondern nur von seinem
Endpunkt) und die Translationsgleichung erfiillt.

Durch formale Anwendung der Eulermethode zur Losung des obigen Anfangswertpro-
blems kann man die Pilgerschritttransformation einfiihren fiir Pfade in beliebigen topologischen
Gruppen. Motiviert durch den eindimensionalen Fall lautet die ,,Hauptvermutung®: Falls die
Folge der Iterierten, die durch wiederholte Anwendung der Pilgerschritttransformation auf einen
Pfad entsteht, gleichmifig konvergiert, so erfiillt der Grenzpfad die Translationsgleichung. Die
Hauptvermutung ist fiir zusammenhéngende kommutative endlichdimensionale reelle Liegrup-
pen richtig (die Iteration fiihrt sogar in einem Schritt zu einer Losung der Translationsgleichung).
AnschlieRend an dieses Resultat werden lokale Ergebnisse (bei denen die ,,Startpfade* in einer
Umgebung des Einselements liegen miissen) fiir die Hauptvermutung in Matrizengruppen angegeben.
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In Kapitel 5 wird eine spezielle Anwendung in der Funktionalanalysis behandelt. Zuerst
wird gezeigt, da (unter gewissen Bedingungen) ein linearer Operator A auf LP mit A (xy) =
(Ax) - (Ay) (fiir x, y, x - y € LP) von der Form eines ,,Substitutionsoperators” Ax: = x O h ist.
Davon ausgehend werden Halbgruppen multiplikativer linearer Operatoren auf LP studiert, die
wegen obigem Resultat als ,,Substitutionshalbgruppen* Atx: = x o h, darstellbar sind. Damit las-
sen sich Ergebnisse aus Kapitel 3 auf diese Situation iibertragen. Insbesondere erhilt man einen
Satz iiber Einbettbarkeit eines Substitutionsoperators in eine Substitutionshalbgruppe. Schlief3-
lich werden infinitesimale Generatoren solcher Halbgruppen in LP und in C[a, b] untersucht.

Es schliefit ein kurzes Kapitel iiber analytische Iteration an. Hier geht es im wesent-
lichen um Losungen f*(z) der Translationsgleichung, die in z analytisch sind. Der Autor begniigt
sich mit Literaturhinweisen und dem Referieren ausgewihlter Ergebnisse, wie etwa zum von
L. Reich behandelten Problem der analytischen Iteration (formal biholomorpher) formaler Po-
tenzreijhen,

Nun kehrt der Autor wieder zuriick zum Studium von diskreter Iteration. Im 7. Kapitel
untersucht er hauptsichlich Eigenschaften der Menge L(x) der Haufungspunkte einer Iterations-
folge f" (x). Ein Resultat von M. Kuczma gibt beispielsweise an, daf in einem lokalkompakten
T,-Raum mit 1. Abzahlbarkeitsaxiom gilt: Ist f auf L(x) stetig, so bildet L(x) einen Zyklus unter
f, falls es endlich ist; ist L(x) unendlich und diskret, so enthilt es keinen Zyklus unter f.

Kapitel 8 ist den Beziehungen der Iterationstheorie zur topologischen Dynamik gewid-
met. Einleitend wird der Begriff der (topologischen) Entropie zuerst anschaulich erklirt, dann
formal definiert. Darauf folgt das bekannte Resultat von A. §arkovskii, das u.a. besagt, da} eine
stetige Selbstabbildung eines Intervalls Zyklen aller Lingen besitzt, falls sie einen Zyklus der
Linge 3 hat. Es wird ein graphentheoretischer Beweis angegeben. Darauf folgen eine R™-Version
des Sarkovskiischen Satzes und das beriihmte Resultat von T. Li und J. Yorke, daf die Existenz
eines Zyklus der Linge 3 Chaos impliziert. Dabei bedeutet ,,Chaos* die Existenz von Zyklen aller
Lingen und die Existenz einer iiberabzihlbaren Menge von Startwerten so, da8 die entstehenden
Iterationsfolgen nicht asymptotisch periodisch sind und je zwei solcher Folgen einander beliebig
nahe kommen, ohne gegeneinander zu konvergieren. Chaos ist iibrigens generisch in C[a, b}, i.e.,
die Menge der chaotischen Funktionen enthilt eine offene dichte Menge.

Es folgen kurze Bemerkungen iiber Anwendungen zur Generierung von Pseudozufalls-
zahlen. Dann wird bewiesen, daB auch die Existenz eine Zyklus der Linge k # 2™ Chaos impli-
ziert. SchlieBlich werden Zusammenhinge zwischen Chaos und Entropie studiert. Chaos impli-
ziert positive Entropie, die Giiltigkeit der Umkehrung ist Inhalt einer Vermutung von J. Milnor
und W. Thurnston. Fiir eine eingeschriinkte Funktionenklasse gilt diese Vermutung,

Abschlieend werden globale Eigenschaften der Funktionenfolge f™ untersucht. In Ka-
pitel 9 werden die Anderung des Iterationsverhaltens (insbesondere in Hinblick auf Chaos) bei
Anderung der Funktion studiert (und etwas zégernd mit dem Wort ,,Bifurkation umschrieben)
und Stetigkeitseigenschaften der Entropie in Abhingigkeit von der Abbildung herausgearbeitet.

Das nichste Kapitel beschaftigt sich kurz mit ausgewihlten aufiermathematischen An-
wendungen, insbesondere in der Okologie (Fibonaccis Modell des Bevolkerungswachstums, ein
Réuber-Beute-Modell, Epidemologie). Das letzte Kapitel untersucht die Iteration von durch
spezielle Automaten definierten Funktionen. Das Literaturverzeichnis ist umfangreich und um-
fait sogar noch eine Arbeit aus dem Erscheinungsjahr des Buches (1981).

Als im Zentrum des Interesses stehend kann man riickschauend einerseits das Problem
der Einbettung diskreter in kontinuierliche Iterationen erkennen, andererseits die Untersuchung
von Eigenschaften der bei diskreter Iteration entstehenden Mengen, wie etwa Chaos. Die beiden
Themenkreisen gewidmeten Kapitel sind (fast) unabhingig voneinander lesbar.

Das Buch kann jedem, der in den angegebenen Gebieten an den Stand der Forschung
herangefiihrt werden mochte und der bereit ist, fiir viele Beweise die angegebene Literatur zu
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konsultieren, uneingeschriankt empfohlen werden. Numerische Anwendungen gehoren allerdings
nicht zu den hier behandelten “Topics in Iteration Theory”.

Linz H. Engl

Schmeifler, G., Schirmeier, H., Praktische Mathematik (de Gruyter Lehrbuch), Berlin —
New York: W. de Gruyter Verlag 1976, 314 S., DM 36,—

Der Verlag de Gruyter setzt mit der Herausgabe dieses Lehrbuches eine gute Tradition
fort, die nach 1945 mit dem Erscheinen der zweiten Auflage (1950) der ,,Methoden der prakti-
schen Analysis“ von F. A. Willers in dieser Reihe wieder begonnen wurde.

Vieles hat sich seit dieser Zeit auf dem Gebiet der praktischen Mathematik getan. Die
modernen Grofirechenanlagen haben neue Dimensionen in der Grofienordnung der behandel-
baren Probleme gesetzt, alte Losungsverfahren — etwa die graphischen — in ihrer Bedeutung ver-
dringt, neue Methoden in ihrer Entwicklung geprégt und hochste Anforderungen in der Genau-
igkeitsfrage gestellt. In dieser Situation ist es kein leichtes Unterfangen, mit einem Lehrbuch in
mathematisch sauberer Form die stiirmischen Entwicklungen der letzten zwanzig Jahre systema-
tisch darzustellen. Den Autoren ist es gelungen, frei von augenblicklichen Modeerscheinungen,
die Grundlagen der praktischen Mathematik in der heute iiblichen Sprechweise und der nétigen
Exaktheit, dem etwa durch die Anfingervorlesungen der ersten zwei Semester vorgebildeten
Leser verstindlich zu prisentieren. So flieen in der Auswahl und Darstellung des Stoffes sowohl
einfache funktionalanalytische Gesichtspunkte wie auch mehr algorithmisch orientierte Gedan-
ken ein. Das Buch vereint in einer gelungenen Synthese den klassichen Stoff der praktischen Ma-
thematik mit bereits bewihrten neueren Entwicklungen aus theoretischer Sicht, ohne praktische
Gesichtspunkte zu vernachléssigen.

Nach einer kurzen Einfiihrung iiber mogliche Fehlerquellen beim numerischen Rechnen
werden Iterationsverfahren, bei denen der Banach’sche Fixpunktsatz im Mittelpunkt steht, wie
das Newton-Verfahren und die Regula falsi, behandelt. Es schliefen sich Verfahren zur Berech-
nung von Nullstellen bei Polynomen an. Der Stoff ist hier klassisch — Sturmsche Kette, Verfah-
ren von Newton, Bairstow und Graeffe. [hrer Bedeutung entsprechend nimmt die numerische
lineare Algebra (lineare Gleichungssysteme, lineare Optimierung, Eigenwerte bei Matrizen) einen
breiten Raum in diesem Buch ein. Teilweise wird der Versuch unternommen, zu einer Beurtei-
lung der Verfahren durch eine Aufwandsanalyse zu kommen. Am Schluf eines jeden Kapitels
stellen die Autoren in Anmerkungen (Kleindruck) den gebotenen Stoff nochmals in gréfiere Zu-
sammenhinge und geben weitere Ausblicke. Der Abschnitt iiber Interpolation enthilt neben der
Hermite- und Lagrange-Interpolation auch einen einfiihrenden Exkurs iiber die Grundbegriffe
der Spline-Interpolation mit Fehlerabschitzungen und einem algorithmischen Berechnungssche-
ma. Wie auch in allen anderen Paragraphen bringen die Verfasser umfangreiches Beispielmaterial,
das bis zu abschlieBenden numerischen Resultaten und anschaulichen Plots die Verfahren ein-
drucksvoll illustriert. Die klassische Theorie der numerischen Integration wird im Abschnitt 8
dargestellt und durch Uberlegungen zur Konvergenzbeschleunigung in Abschnitt 9 teilweise
erginzt (Richardson Extrapolation — Romberg Verfahren). Den Abschluf§ des Buches bildet
eine Kompaktdarstellung der Diskretisierungsprinzipien zur numerischen Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen, wobei in den Anmerkungen wertvolle Hinweise zu einer detaillierteren
Beschiftigung mit dieser Materie enthalten sind.

Das Buch stellt in seiner Betonung der mathematischen Ideenin der praktischen
(numerischen) Mathematik eine wertvolle Ergiinzung zur bereits existierenden Literatur dar. Es
wird als Quelle, neben den Standardvorlesungen in numerischer Mathematik zu benutzen, sicher
seinen Platz einnehmen.

Berlin K.-H. Hoffmann
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Hinweise fiir Autoren

Fiir den Abdruck vorgesehene Manuskripte sind in einwandfrei leserlicher und véllig satz-
fertiger Form (einseitig beschriebenes Manuskript, Schreibmaschinenschrift 1 1/2-zeilig) und ent-
sprechend den nachstehenden Richtlinien ausgezeichnet einzureichen.

Der Beginn von Absitzen oder neuen Abschnitten sollte deutlich durch Einriicken ge-
kennzeichnet sein. In jedem Fall sollte ein Hinweis fiir den Setzer, in dem alle Besonderheiten
aufgefiihrt sind, beigefiigt werden.

Ferner sollten die Manuskripte entsprechend dem Subject Classification Schemes der
Mathematical Reviews (AMS/MOS) klassifiziert sein. Am Ende der Manuskripte sollte die genaue
Anschrift des oder der Verfasser angegeben werden. Zuschriften sowie die Versendung der Kor-
rekturabziige erfolgen, sofern nicht anders vermerkt, immer an den erstgenannten Autor.

Zeichnungen sollten fortlaufend numeriert werden und auf gesonderten Blittern in Form
von klaren Bleistiftzeichnungen im richtigen mafistiblichen Verhiltnis moglichst in doppelter
Grofle dem Manuskript beigefiigt werden. Am linken Rand des Textes sollte ein Hinweis auf die
jeweils einzufiigende Figur angebracht werden.

Fufinoten sollten auf der jeweiligen Seite, auf die sie Bezug nehmen, angebracht werden
(nicht am Ende des Textes). Literatur sollte in folgender Weise zitiert [1] und dann am Ende des
Textes in alphabetischer Reihenfolge zusammengestellt werden. Verweise sollten in folgender
Form vorgenommen werden:

(1] Neven,J.: Martingale Problems. Jber. d. Dt. Math.-Verein. 79 (1957) 175—180

[2] Wittenburg,J.: Dynamics of Systems of Rigid Bodies. Stuttgart: Teubner 1977. =
Leitfiden der Angewandten Mathematik und Mechanik Bd. 33.

Um eine rasche Veroffentlichung zu erreichen, erhalten die Autoren nur einen Korrek-
turabzug. Die Autoren werden gebeten, nur Druckfehler zu korrigieren. Sollten weitere Korrek-
turen wie Einfiigungen oder Streichungen vorgenommen werden, miissen diese dem Autor be-
rechnet werden. Die von den Autoren durchgesehenen Korrekturabziige sind umgehend an den
Herausgeber zuriickzusenden.

Die Autoren erhalten von ihren Arbeiten nach Veroffentlichung 75, von Buchbesprechun-
gen 2 Sonderdrucke unentgeltlich. Zusitzliche Sonderdrucke kénnen gegen entsprechende Be-
rechnung zum Zeitpunkt der Riickgabe der Korrekturen bestellt werden.
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Auszeichnungen fiir den Satz

Die im Manuskript enthaltenen Formelbuchstaben werden generell steil gesetzt. Beson-
dere Schriftarten sind entsprechend den folgenden Richtlinien farblich auszuzeichnen.

gestrichelte schwarze Unterstreichung — Sperrung

doppelte schwarze Unterstreichung ~ — halbfett (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in Formeln)

griilne Unterstreichung — kursiv (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in den Formeln)

doppelte griine Unterstreichung — halbfette lateinische Buchstaben (in Formeln)

rote Unterstreichung — griechische Buchstaben

lila Unterstreichung — Groteskbuchstaben

doppelte lila Unterstreichung — halbfette Groteskbuchstaben z. B. fiir
R, N, C usw.

blaue Unterstreichung*) — Fraktur

gelbe Unterstreichung — Gro3buchstabe O (zur Unterscheidung von der
Ziffer Null)

gelb eingekastelt*) — Skript

lila eingekastelt — logische und mengentheoretische Symbole wie

z.B. 3, V, v,a 1, sowie Malkreuz x und Ver-
kniipfungszeichen O
griin eingekastelt — Kleinbuchstabe £ (zur Unterscheidung zur
. Ziffer eins (1))

Die Bezeichnungen Theorem, Lemma, Korollar, Proposition, Definition usw. werden
iiblicherweise halbfett gesetzt. Der danach folgende Text (bis auf Formelbuchstaben) wird kur-
siv gesetzt. Die Bezeichnungen Beweis, Bemerkung, Hinweis usw. werden normal gesetzt, jedoch
gesperrt. Der nachfolgende Text wird in normaler Schrift gesetzt.

Mathematische Formeln sollten so deutlich geschrieben werden, dal kein Miflverstind-
nis moglich ist. Die Autoren werden gebeten, insbesondere deutlich zu unterscheiden zwischen
Grofibuchstaben und Kleinbuchstaben, Null sowie kleinem o und groflem O, griechischen Buch-
staben g, @, k, K, 8, ©, Strich (z. B. Ableitungsstrich) und Apostroph. Ferner sollte darauf geach-
tet werden, daf keine Verwechslung zwischen k, K, r, u, v (lateinisch) und &, u, v (griechisch)
sowie € und € (griechisch) moglich ist.

*) Von der Verwendung dieser Schriftarten ist beim Composersatz nach Moglichkeit
abzusehen.

E B. G. Teubner, Postfach 801069, D-7000 Stuttgart 80
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