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Die Lagrange-Biirmannsche Formel
bei formalen Potenzreihen

P. Henrici, Ziirich

§1 Einfithrung

Fiir natiirliche Zahlen n sei Z" die Menge der Indexvektoren k =(k;, ks, . . ., Kp)
mit ganzzahligen Komponenten k;, und Z} die Menge der Indexvektoren keZ”,
deren Komponenten k; simtlich nichtnegativ sind. Es bezeichne ferner

|k|:=k1+k2+...+kn

das Gewicht des Indexvektors k.
Sei F ein Korper. Eine formale Potenzreihe (fPR) iiber F in n Unbestimmten

ist eine Abbildung
P:72%~>F

welche unter Verwendung des Vektors der Unbestimmten x = (X, Xa, . . ., Xp) in
suggestiver Weise wie folgt beschrieben wird: Fir k € Z" wird

(1.1) E=xbixke |y

gesetzt. Mit py := P(k) wird dann
(12) P= Y px*
kezl

geschrieben. Die py heiflen die Koeffizienten von P. Wir bezeichnen mit P, die
Menge der fPR in n Unbestimmten iiber F; da die Abhingigkeit von F im folgenden
keine besondere Rolle spielt, scheint es unnotig, diese in der Notation besonders
hervorzuheben.

Durch die Schreibweise (1.1), (1.2) wird in natiirlicher Weise eine Addition
und eine Multiplikation von Reihen in P, suggeriert. Mit diesen Operationen bildet
P, bekanntlich einen Integrititsbereich. Erkliren wir die Ordnung einer fPR P durch

(1.3) ordP:=min {|k|: px# 0},

so sind die Einheiten des Integrititsbereichs P, genau die fPR P mit Ord P=0, d. h.
mit pe # 0; hier ist 0 := (0, 0, . . ., 0) gesetzt.
Wir bezeichnen mit P® die Menge aller m-Tupel P = (Py, P,, ..., Py) von
Elementen P; € P,. Sind die Elemente eines n-Tupels P € P} Nicht-Einheiten und ist
Q= X qux*

ke z}
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eine beliebige fPR aus P, so kann die Zusammensetzung Q © P von Q mit P alge-
braisch wie folgt erklirt werden: Man setzt

pk:=pipkz  pka
bildet

2 qeP*
ke z?
und faBt Glieder mit gleichem Exponenten m zusammen. Wegen ord P;> 1,
i=1,... n,ist

ord P¥> |k|,

und es fallen bei der letzten Operation fiir eine feste Potenz x™ nur die endlich
vielen Summanden k € Z} mit |k| < |m| in Betracht. — Fiir Systeme Q € P™ jst
die Zusammensetzung Q © P komponentenweise definiert.

Eine fPR P € P, mit ord P = 1 heif3t Fasteinheit. Ein System
P=(P,,..., P,) von Fasteinheiten

Pi= ¥ b, KxX

k> 1

heifdt nichtsinguldr, falls die Matrix (p; ¢.) (e; := j-ter Einheitsvektor) nicht singulir
ist. Es ist leicht zu sehen, da} die nichtsinguliren Systeme P von Fasteinheiten,
P € P}, unter der Operation der Zusammensetzung eine Gruppe bilden. Wir
bezeichnen diese Gruppe mit G,. Neutrales Element von G, ist das System
X =(Xy, X3, ..., X,) der Fasteinheiten

Xi=x;, 1i=1,2,...,n
Zu gegebenem P € G, existiert demnach genau ein P[-11€ G, mit
PFllop=PoPiFll=X.

Wir nennen P11 das zu P inverse System. Sind die Koeffizienten der Reihen des
Systems P gegeben, so ist die Bestimmung der Koeffizienten der Reihen von P!
im Prinzip eine elementare, durch Induktion nach |k | und Koeffizientenvergleich
16sbare Aufgabe. Jedoch ist dieses Verfahren rechnerisch sehr umstindlich.

Im Falle n = 1 ermdglicht dagegen eine klassische Formel von Lagrange
[1770], die von Biirmann um 1799 wiederentdeckt, neu bewiesen und etwas
erweitert wurde, die Koeffizienten der Reihe P! oder allgemeiner diejenigen
von R 0 P11 bej beliebigem R € P,, rekursionsfrei durch die Koeffizienten von P
auszudriicken. In der vorliegenden Arbeit werden Verallgemeinerungen der
Lagrange-Biirmannschen Formel nach den folgenden drei Richtungen betrachtet:

Hn>1;

(ii) die vorkommenden Potenzreihen sind lediglich formal;

(iii) die Reihe R in der Lagrange-Birmannschen Formel darf singulir sein.

Auf Beziehungen zu historisch gewachsenen Resultaten wird an Ort und
Stelle eingegangen. Hier sei lediglich auf die Bedeutung von (ii) hingewiesen. Die
Beschrinkung auf formale Reihen zwingt uns, auch abgesehen von ihrem formalen
Interesse, zur Konzentration auf das zur Bestimmung von P11 oder R o PI=11 zy
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16sende Rechenproblem. Unser eigentliches Ziel ist die Bereitstellung eines trans-
parenten Kalkiils, dessen vielseitige Anwendbarkeit durch eine Reihe von Beispielen
belegt werden kann. In diesem Sinne moge die vorliegende Arbeit als ein Beitrag
zur algorithmischen Mathematik verstanden werden.

Der Autor dankt H. Bass, J. Hofbauer, M. Knus, G. Meyer, R. Remmert
und St. Ruscheweyh fiir Anregungen und erginzende Angaben. Fiir die historischen
Notizen am Ende jedes Paragraphen ist der Autor stark der Dissertation von
M.-L. Henrici [1976] verpflichtet.

Historische Notizen zu § 1 Nach einer von Brill und M. Noether [1892] gedufierten
Ansicht, der sich Osgood [1901] anschlieit, bildete die berihmte Lagrangesche Arbeit [1770]
den Ausgangspunkt fiir die Cauchysche Theorie der analytischen Funktionen. Aber auch
Rouchés Arbeit [1862] (mit dem ,,Satz von Rouché*) ist noch durch die Lagrangesche Reihe
motiviert. Der Biirmannsche Beitrag wird von Laplace und Legendre [1799] gewiirdigt. Von
Biirmann, der sich um 1807 vergeblich um eine Stelle als Mathematiklehrer am neugeschaffenen
Lyceum in Mannheim bemiihte, ist nicht einmal der Vorname bekannt; siehe Cantor [1872],
Caspari [1873].

§2 DerFalln=1

Zur Herausstellung der Methode scheint es zweckmifig, auf den Falln =1
gesondert einzugehen. Hier kann auf die Vektor- und Multiindexschreibweise ver-
zichtet werden; auch schreiben wir P anstelle von P, und P}, etc. Eine fPR P € P
erscheint deshalb jetzt in der Form

P= Z kak;
k=0

die Elemente der Gruppe G sind die Fasteinheiten in P,

P= Y px* p;#0.
k=1
Die Schliisselbegriffe zur formalen Lagrange-Biirmann-Formel im Falle
n = 1 sind formale Laurentreihen und ihr Residuum. Eine formale Laurentreihe
(fLR) in einer Unbestimmten ist eine Abbildung R : Z = F, geschrieben als

.1 = Y rnxk

k = —o0
mit der Auflage, da} nur endlich viele r, mit k < 0 von Null verschieden sind.
Aufgrund der letzten Bedingung kann das Produkt zweier fLR in algebraischer
Weise definiert werden. Die fLR in einer Unbestimmten bilden somit einen Inte-
grititsbereich. Dieser ist aber sogar ein Kérper. Jede fLR R # 0 kann nimlich in
der Form

R =XmQ

dargestellt werden, wo m eine passende ganze Zahl und Q eine Einheit in P ist; sie
besitzt also die Reziproke

R™1=XmQ!,
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Wir bezeichnen den Korper der fLR in einer Unbestimmten mit L. L ist isomorph
zum Quotientenkdrper des Integrititsbereichs P.

Ist R € L und ist Q # 0 eine Nichteinheit in P, so kann offensichtlich die
Zusammensetzung R 0 Q in rein algebraischer Weise gebildet werden, und das
Resultat ist wieder in L.

Die Ableitung der fLR (2.1) ist formal durch

(22) R':= Y krxk?
k = —o

definiert, wo wie iiblich kry fiir k >0 alsr, + . +. . . + 1y (k Summanden) und fiir

k <0 als —|k |1y zu verstehen ist. Offenbar ist R’ € L. Man verifiziert leicht, daf®

die iiblichen Regeln der Differentialrechnung, wie z. B. (RS)' = R'S + RS/, gelten.
Ist R=Y r.xk €L, so heifdt r_, das Residuum von R, und wir schreiben

r_;=ResR.

Aus (2.2) folgt sofort, daR® die Ableitung einer fLR das Residuum 0O hat. Hat auf3er-
dem, wie wir von jetzt an voraussetzen wollen, F die Charakteristik 0, so gilt offen-
bar auch die Umkehrung. Trotz der Trivialitit des Resultates halten wir fest:

Lemma 2.1 Das Residuum einer fLR R in einer Unbestimmten iiber einem
Kérper der Charakteristik Q ist dann und nur dann 0, wenn R eine Ableitung ist,
d. h. wenn es ein S € L gibt mitS'=R.

Wegen (RS)' = R'S + RS’ ergibt sich sofort
Korollar 2.2 Fiir beliebige R, S € L gilt
(2.3) Res(R'S)=—Res (RS").

Eine formale Version der klassischen Lagrange-Biirmann-Formel kann
jetzt fast sofort angegeben werden. Sei R € L, und sei P eine Fasteinheit in P,
Q := PI"1], Es handelt sich um die Bestimmung der Koeffizienten c in der Reihe

RoQ=Y cexk.
Durch Zusammensetzung mit P = Q=) erhalten wir
R= 2 ckPk.

Sei m € Z. Wir multiplizieren mit der fLR P~™ ~!P’. Rechts darf die Multiplikation
gliedweise erfolgen, da nur endlich viele Glieder zu einer festen Potenz xX beitragen
koénnen:

Rpm-1p'=} ¢ Pk~m-1p’
Wir bilden das Residuum. Fiir k # m ist

1
k—m

pk-m-lp’'= (Pk—m),

eine Ableitung; das Residuum ist also 0. Es verschwinden also auf der rechten
Seite alle Glieder mit k # m. Fiir k = m stellt man leicht fest:

ResP~'P'=1.
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Es folgt
m = Res (RP™™ 7 1P’),
und da m beliebig war, haben wir bewiesen:

Satz 2.3 Sei F ein Kérper der Charakteristik O, sei R eine fLR in einer
Unbestimmten iiber F, sei P eine Fasteinheit im Integrititsbereich der fPR iiber F,
und sei Q := P11, Dann gilt

(24) RoQ =% Res (RPX~1P")xk,
Wegen Korollar 2.2 ist fir k #0
Res (RP~k~1P’) = i Res (R'P7%);
das Resultat kann also auch

1
(2.5 RoQ=Res(RP!'P)+ ) E Res (R'PF)xk
k#0
geschrieben werden.

Wir gewinnen aus (2.5) leicht die in den Lehrbiichern zu findende Gestalt
der Lagrange-Biirmann-Formel. Sei F = C, und seien P und R konvergente Potenz-
reihen, die also in einer gewissen Umgebung von O analytische Funktionen dar-
stellen:

oo

w=Pz)= Y bz, R@= XL nzt
k=1

Da P Fasteinheit ist, gilt P'(0) # 0, und es existiert in einer Umgebung von 0 die
Umkehrfunktion z = PlI=1}(w) = Q(w). Die nach z zu 16sende Gleichung w = P(z)
wird nun in der Form z = wH(z) geschrieben, so daf also

z_
H(z)

gesetzt ist, H(0) # 0. Damit wird

P(z) =

Res (R'P¥) = Res (R'z7*HF).

Das Residuum ist also gleich dem Koeffizienten von zX~! in der Entwicklung von
R’HE. Dieser kann als Ableitung geschrieben werden:
k-1

1 d
Res (R'Z_ka) = — 1)' de 1 {R (Z)[H(Z)]k}z =0

(k
und es ergibt sich die Lagrange-Biirmann-Formel in der herkommlichen Gestalt
k—1

1d
R(Q(w)) =R(0) + Z K1 agk—1 (R '@[H@)]*}; = oWH

k=1
siehe z. B. Polya und Szego [1925], p. 125. Die Darstellung des Lagrange-Biirmann-
schen Resultates vermittels Ableitungen ist nicht nur recht umstédndlich, sondern
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sie versagt, wenn R eine echte Laurentreihe ist, da dann die Residuen nicht durch
Ableitungen ausgedriickt werden konnen.

Von den zahlreichen bekannten Anwendungen zu Satz 2.3 erwihnen wir
den prinzipiell wichtigen Fall R = X™ m € Z. Wir schreiben fiir Fasteinheiten
PEPundk€e€Z

Pk= ¥ afxh.
h=k

Es ist dann
Res (R'P™%) = m Res (x™ ~1P7k)
= m - Koeffizient von x™ in P~* = ma&¥,
und es folgt
Satz 2.4 Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt firm € Z, m >0

26 Qu= ¥ Zaekuk
k=m k

Die gleiche Formel gilt fiir m < 0, wenn das Glied mit k = 0 durch
Res (X™P~1P")
ersetzt wird.

Historische Notizen zu § 2 Fiir den hier gegebenen Beweis von Satz 2.3 siche Henrici
[1983], aber der Beweis bei Jacobi [1830] beruht im Grunde auf dem gleichen Gedanken,
obgleich dort natiirlich nicht scharf zwischen konvergenten und formalen Reihen unterschieden
wird. Auch die noch unpublizierten Arbeiten von Garsia [1980] und Hofbauer [1982] bringen
diesen Beweis. Henrici [1964, 1974] beweist zuerst Satz 2.4 mittels eines Matrix-Isomorphismus
von G und darauf aufbauend Satz 2.3 fiir R € P, shnlich Tyrrell [1962] fiir R = X. Raney [1960]
gibt einen kombinatorischen Beweis von Satz 2.3 fir R = X durch Verallgemeinerung der
Cayleyschen Abzihlung nichtassoziativer Produkte. Mittels eines , lifting theorem‘‘ von Bender
[1974] kann die Richtigkeit von Satz 2.3 fiir formale Reihen auch aus der Richtigkeit fiir kon-
vergente Reihen geschlossen werden; auch Tyrrell [1962] bemerkt dies. Fiir Satz 2.4 im Falle
konvergenter Reihen siehe Schur [1947] (m > 0) und Jabotinsky [1953] (m € Z). Beispiele zu
Satz 2.3 im konvergenten Fall, die aber auch vom formalen Standpunkt aus von Interesse sind,
bei Schlémilch [1865], S. 96—111; Polya und Szegé [1924], S. 124127, Whittaker und
Watson [1927], S. 128—133; Hurwitz und Courant [1929], S. 135—145; und, auf die formale
Theorie zugeschnitten, Henrici [1974], S. 55—64. Der Fall singuldrer Reihen wurde im Rahmen
der analytischen Theorie zuerst von Teixeira [1900] betrachtet. Hofbauer [1982] erwihnt
q-Analoga der Lagrange-Biirmann-Formel, mit zahlreichen Literaturangaben.

§3 Formale Laurentreihen in n Unbestimmten

Der Schliissel zur mehrdimensionalen Lagrange-Biirmann-Formel liegt in
folgender Definition: Eine formale Laurentreihe in n Unbestimmten {iber dem
Korper F ist eine Funktion

R:Z"—>F,




Die Lagrange-Biirmannsche Formel bei formalen Potenzreihen 121

geschrieben als
(B.1) R= Y nxk

ke z"
mit der Auflage, da fiir jedes m € Z nur endlich viele ry mit |k| < m von Null ver-

schieden sind. Wir bezeichnen die Gesamtheit dieser fLR mit L,,.
Beispiele Sein = 2; wir schreiben x := x;, y := x,. Die Reihe
T+xy t+x%y2+...

ist nicht in L,, da sie unendlich viele Glieder vom Gewicht 0 hat. Dagegen ist die
Reihe
(3.2) 1+x%>yl+x%y2+...

in L,, da sie fiir jedes m € Z nur endlich viele, nimlich max (0, m) Glieder vom
Gewicht < m besitzt. —

Wir sehen am zweiten Beispiel, da® im Falle n > 1 bei einer fLR keine
untere Schranke fiir die Exponenten der einzelnen Unbestimmten zu existieren
braucht. (In dieser Hinsicht unterscheidet sich unsere Definition von derjenigen
von Garsia [1980].) Dagegen ist wegen unserer Endlichkeitsvoraussetzung fiir jedes
ReL,,R#0

ord R :=min {|k|: g # 0} > —oo,

Wir nennen diese ganze Zahl (die negativ sein kann) die Ordnung von R.

Durch die Schreibweise (3.1) werden Summe und Produkt von Reihen in
L, in natirlicher Weise erklért. Es ist leicht zu sehen, da8 L, unter beiden Opera-
tionen abgeschlossen ist und daf} L, sogar ein Integrititsbereich ist.

Welches sind nun die Einheiten dieses Integrititsbereiches? Im Falle n = 1
sahen wir, da} jedes von der Nullreihe verschiedene R € L = L, Einheit ist und daf®
L, daher ein Kérper ist. Diese Aussage gilt jedoch nicht fiirn > 1: Beispielsweise
ist die Reihe

R= X‘1 —y‘l € L2
keine Einheit; ihr formal berechnetes Reziprokes ist entweder
x+x%y '+ x3y 2+ ... oder -—y-yXxl-yx?-..

und keine dieser Reihen ist in L,, da sie beide unendlich viele Glieder vom Gewicht
1 haben.

Satz 3.1 Die Menge der Einheiten in L, besteht aus denjenigen R # 0, die
genau ein Glied niedrigsten Gewichtes besitzen.

B e weis. Wieim obigen Beispiel zeigt man leicht, daf eine fLR mit
mehreren Gliedern niedrigsten Gewichtes keine Reziproke in L, besitzt. Es besitze
nun die fLR

R=Y nxk
genau ein Glied niedrigsten Gewichtes, und es sei Tk, dessen Koeffizient. Dann ist
R = 1, x°(1 - P),
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wo P:= ¥ ri;(:rkxk_k"
Iki> kgl

eine fLR mit ord P > 0 ist. Wir behaupten, daf’ die zu R reziproke Reihe durch
R =1l “O(1 +P+P2+.. )

gegeben ist. Hier ist die geometrische Reihe wohldefiniert, da wegen ord PX>k
jeweils nur endlich viele Glieder einen Beitrag zu einer festen Potenz x™ leisten
kénnen. Aus dem gleichen Grunde kann das Produkt RR™? formal berechnet wer-
den; sein Wert ist natiirlich die fLR 1.

Bei der Zusammensetzung einer fLR R € L mit einem System
P=(P,, ..., P, von Nichteinheiten in P, gemif}

(3.3) ROP=ZrkPk
k

ist Vorsicht am Platze, da auch Potenzen P?i mit negativen Exponenten k; auftre-
ten kénnen. Die Zusammensetzung ist also i. A. sicher nur dann moglich, wenn
jedes P; Einheit in L, ist, wenn es also genau ein Glied niedrigsten Gewichtes hat.
Aber auch diese Bedingung ist noch nicht hinreichend dafiir, daB (3.3) in L, ist.
Setzen wir nimlich die Reihe (3.2) mit dem System der Einheiten

Pi=x, Py=y?
zusammen, so ergibt sich die Reihe

T+x%y 2 +x%y 4+, ..
mit unendlich vielen Gliedern vom Gewicht 0. Dagegen gilt:

Satz 3.2 Die Zusammensetzung (3.3) ist fiir beliebige R € L, sinnvoll und
ergibt eine Reihe in L, fiir Systeme P = (Py, . . ., P,), deren Komponenten P; Ein-
heiten in L, sind mit ord P; = 1. (Dagegen wird nicht verlangt, daf die P; auch in
P, sind.)

Beweis. Bei Systemen mit der verlangten Eigenschaft gilt ord P?‘ =k;
fiir beliebige k; € Z, folglich ord Pk = | k| fiir beliebige k € Z". Zu jeder festen Potenz
x™ mit m € Z" kénnen in (3.3) also nur die endlich vielen Glieder mit |k| < |m|
einen Beitrag leisten.

Beispiel Die Zusammensetzung der Reihe (3.2) mit dem System der
Reihen der Ordnung 1,

Pi=x, Pp=x7ly?,
ergibt die Reihe
1+x3y 2+ xSy 4+ x%y 0+ ..,

die offenbar in L, ist.
Wir haben schlieflich die Differentiation von Reihen in L, zu betrachten.
Sei

34) R=Yqnx*

in L,. Die partielle Ableitung von R nach x; ist formal durch
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DiR = z kirkxk—ei
k

definiert, wo k = (ky, . . ., k) gesetzt ist und e; den i-ten Einheitsvektor bedeutet.
Offensichtlich ist D;R € L, und es gelten die iiblichen Differentiationsregeln.

Wir bendtigen nun ein Analogon zu Lemma 2.1, welches besagt, da® das
Residuum der Ableitung einer fLR in L, Null ist. Zunichst gilt es, den Begriff des
Residuums einer Reihe in L, zu definieren. Unter dem Residuum der Reihe (3.4)
verstehen wir den Koeffizienten

ResR :=r_
mite :=(1,1,...,1). Esist dann klar,da firi=1,...,n
(3.5) ResD,R=0

gilt, da nach der Differentiation nach x; alle Glieder, bei denen x; in der Form x;*
vorkommt, und mit ihnen also auch x7'x;' ... X,', verschwunden sind. Wir beno-
tigen jedoch ein etwas weniger triviales Resultat.

Satz3.3 SeiR=(R,,...,R))ein S‘ystem von fLR in L, und sei
R’ :=det (D;R;)
seine (formal gebildete) Jacobische Determinante. Dann ist
ResR'=0.
Beweis. Sei

_ kK-
Ri=Yrx, j=1,...,n.
k

Nach dem Additionssatz fiir Determinanten ist R’ gleich der Summe der Determi-
nanten

erstreckt iiber alle n-Tupel von Indexvektoren (k(1), . . ., k(n)). Nach Ausfiihrung
der Differentiationen und Herausziehen gemeinsamer Faktoren ergibt (3.6)

n
2 k(i)-e g
x" =1 l—[ rj,k(j) det (kll)’
i=1

wo k() = (kyj, kgj, - - o, kp;) gesetzt ist. Ein Beitrag zum Residuum wird nur von
den Summanden mit

n

BN XY k(@=0

i=1
geleistet. Fiir diese ist aber det (k;;) = 0, da wegen (3.7) die Kolonnen offensichtlich
linear abhangig sind. Also sind die betreffenden Determinanten (3.6) simtlich O.

Historische Notizen zu § 3 Zum hier verwendeten Begriff der formalen Laurentreihen
in n Unbestimmten vgl. Henrici [1983]. Wihrend jedoch die Reihen in P, fiir die Theorie der
analytischen Funktionen mehrerer komplexer Verinderlicher grundlegend sind, spielen, laut
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einer Mitteilung von R. Remmert, die Reihen in L, fir n > 1 in dieser Theorie keine Rolle.
(Fiir n = 1 stellen sie meromorphe Funktionen dar.) Satz 3.2 korrigiert eine ungenaue Aussage
bei Henrici [1983]. Jacobi [1830] beweist eine spezielle Version von Satz 3.4 firn=1, 2, 3.
Unser Beweis schlieBt sich an M.-L. Henrici [1976] an, wo allerdings speziellere Laurentreihen
betrachtet werden. Siehe auch Garsia [1980], Hofbauer [1982]. Die meisten Autoren sehen
keinen AnlaB, die spezielle Rolle des Residuums von Reihen in L, besonders herauszustellen;
eine Ausnahme bildet Goldstein [1975].

§4 Das Hauptresultat

Die Werkzeuge zur Durchfithrung des in § 1 angekiindigten Programms sind
jetzt bereitgestellt. Dort betrachteten wir die Gruppe G, von nichtsinguliren
Systemen von Fasteinheiten in P,, und es wurde die Aufgabe betrachtet, das inverse
System PI~!] eines Systems P € G, durch P auszudriicken. Nun erfordert die
Lagrange-Biirmannsche Formel aber schon im Falle n = 1 die Bildung beliebiger
Potenzen von P. Damit dies im Fall n > 1 moglich ist, miissen wir verlangen, daf}
die Komponenten P; des Systems P Einheiten in L, sind, d. h. genau ein Glied des
Gewichtes 1 haben. Bei geeigneter Numerierung der Unbestimmten miissen also
die P;firj=1,...,ndie Form
“4.1) Pj = GiX; + Sj, Sj c Pn) ord Sj =2
mit ¢; # 0 haben. Systeme P = (P, ..., P,) mit der Eigenschaft (4.1) nennen wir
diagonal. Ein diagonales System ist nichtsinguldr genau dann, wenn alle ¢; # 0
sind. Es ist klar, daR die nichtsingulidren diagonalen Systeme P eine Untergruppe
Gf,d) von G, bilden. Fiir Systeme P € Gf,d) koénnte nun eine Lagrange-Biirmann-Formel
leicht hergeleitet werden.

Jedoch ist ohne groe Miihe noch eine Verallgemeinerung moglich, die
wichtige zusitzliche Anwendungen erschliefit (vgl. § 5.4). Bei niherem Zusehen
zeigt sich namlich, da in (4.1) die Bedingung S; € P, durch S; € L, ersetzt werden
kann. Wir betrachten demnach Systeme P = (P,, . . ., P,) von formalen Laurent-
reihen mit

42) Pi=c¢x;*+S;, #0, S;€L,, ord§=>2.

Solche Systeme nennen wir zuldssig. Im Falle n = 2 ist also nicht nur das System
u=x-y%, v=y+x5

zulissig, sondern etwa auch
u=x-yx7!, v=y-—-x%2

Wir bezeichnen die Gesamtheit der zulissigen Systeme mit Gy.
Satz 4.1 G} bildet unter der Operation O eine Gruppe.

Schwierigkeiten beim Beweis macht einzig die Existenz des inversen Ele-
mentes. Sei also P = (P,, . .., P,) EGY,

Pi= 2 pi,kxk3 i= l’ S
ki=>1
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wir suchen Q = (Qy, . . ., Q,) mit P 0 Q = X. Wenn wir

Q= Z Qj,kxk
ki>» 1

ansetzen, so ist klar, da in der Schreibweise (4.2)
', i=j

Ye” | o sonst

sein muf. Seien nun fiir ein w = 2 die Koeffizienten q; x mit |k| < w bestimmt,
und es seien nur endlich viele dieser q;, x von Null verschieden. Sei nun |m|= w;
wir vergleichen in

43) PoQ= Y pkQc=x
ki>1

die Koeffizienten von x™. Ist |k|> 1, so hidngt in QX der Koeffizient von x™ nur
von den q; , mit |k | <w ab, ist also bereits bekannt. Es folgt also aus (4.3) unter
Beriicksichtigung von (4.2)

CiQi, m = — Koeffizient von x™ in ) Y pi QX
ki> 2

was wegen ¢; # 0 sofort nach q; ,, aufgelost werden kann. Als Folge der Induk-
tionsannahme sind auf der rechten Seite nur endlich viele Koeffizienten mit
Im| = w von Null verschieden. Dasselbe gilt also auch fiir die q; m, und es folgt
Qi € Ln- -

Sei nun P €G}, sei Q := PI~!) und sei R € L,,. Wir suchen die Koeffizienten
Ck in

(44) RoQ=Y cxk
k

Zusammensetzung mit P gibt

R =) c Pk
k

Sei m € Z" beliebig. Multiplikation mit P™™ ~¢P’ gibt
RP™~¢P' =Y ¢ Pk—m—ep’,
Kk

Wir nehmen auf beiden Seiten das Residuum. Kann gezeigt werden, daf}
1 k=m;
4.5) RespPk-m-cp'={ "’ ’
@.5) 0, k+m,
so folgt sofort

Cm = Res (RP™™ ~¢P’),
und wir erhalten

Satz 4.2 (Hauptsatz) Fir R € L, und P €GP gilt mit Q :=Pl-1!
(46) RoQ=Y Res(RPk—cp’)xk,
K
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Zum Beweis von (4.5) darf 0. B. d. A. m = 0 angenommen werden. Mit
k=(ky,...,ky)ist

n
Pk=cp'= ] Py*i~!det (D;P)
i=1

oder, indem wir die Faktoren P;*i~! auf die Kolonnen der Determinante verteilen,
(4.7) P7k=°P’ = det (P; 5" 'D;P)).

Im Hinblick auf Satz 3.3 versuchen wir, die Determinante als Jacobideterminante
zu schreiben. Es gilt daher, fiir jedes j eine fLR F; mit

(4.8) PyN7'D,P; = DiF;

zu finden. Dies ist problemlos méglich im Falle k; # 0, denn dann gilt (4.8) offen-
bar fir

1
. =——Pr ki;
i k’_ i
einmal mehr wird die Annahme beniitzt, da} F Charakteristik O hat.

Im Falle k; = 0 ist eine etwas kompliziertere Konstruktion erforderlich.

Wir lassen uns vom klassischen Fall konvergenter Reihen leiten und haben also
den Logarithmus einer Einheit in L, zu definieren. Nach (4.2) kann

Py=cxi(1 +Tj)
mit T; € L, ord T; > 1 geschrieben werden. Sei

F; 2=T,-—-;—T,-2+§-Tf—;1{T;‘+. o
(Wieder wird char F = 0 beniitzt.) Es gilt

DFj=(1 -T;+ T} - T} +.. )D;T; = (1 + T)~'D;T;.
Mit dem Kroneckersymbol §;; folgt

D;P; = 8;;¢;(1 + T;) + ¢;x;D;T;

= 8;6,(1 +T)) + ¢;x;(1 + T))D,F; = P(8;;x; ' + D;F))

und damit also

P;'DP;= 8;;x;" + D;F;,
womit das Ziel (4.8) beinahe, aber nicht ganz, erreicht ist. Sei
1, k=0;
0, Kk#0.

Ej—

Dann ist
det (Py*i™'D;P)) = det (8;;¢;x; " + D;F)).

Wir setzen W := {1, 2,...,n}, V:= {j EW . ¢ = 1}. Nach dem Additionssatz ist
dann der Wert der Determinante
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49 Y T x; ' det (D;F))ij e ww

UCV i€u
wobei die Summe iiber alle Teilmengen U von W zu erstrecken ist. Wir berechnen
das Residuum von (4.9) gliedweise. In jedem Summanden mit U # W ist der Koef-
fizient von x~¢ wegen des Faktors
I x*
ievu
gleich dem Residuum von

det (D;Fj)i,jew\u

in bezug auf die Unbestimmten x; mit i € W\U. Wegen Satz 3.3 ist dieses Residuum
aber 0. Ein von Null verschiedenes Residuum kann also nur fiir U =W auftreten.
Dieser Fall kann nur fiir V=W, d. h. fir k = 0 eintreten. In diesem einen Fall ist
also das Residuum

n
Res (P °P") =Res [] xj'=1.

i=1
Relation (4.5) und der Hauptsatz sind damit bewiesen.
Historische Notizen zu § 4 Satz 4.2 ist bekannt fiir Systeme P = (Py, . . ., P;) mit
Pi=xiSi, i=1,...,n,

S, eine Einheit in P,. Solche Systeme nennen wir normal. Bei normalen Systemen konvergenter
Reihen wird gewdhnlich S; =T; ! geschrieben, und die Residuen in (4.6) werden durch Ablei-
tungen der T; ausgedriickt. Spuren davon bei Laplace [1780], S. 332; sehr deutlich bei Jacobi
[1830] (R = x;, formaler Beweis), Darboux [1869] (n = 2, kein Beweis), Stieltjes [1885]
(Beweis durch ,,Residuentransformationsformel®, siche § 5.1), Goursat [1925] (Beweis mittels
Cauchyscher Formel). Auch Good [1960], Perkus [1962], Sack [1965a, b; 1966] behandeln nur
normale Systeme konvergenter Reihen.

Fiir normale Systeme formaler Reihen ist Satz 4.2 bewiesen bei Goldstein [1975]
(Beweis durch R esiduentransformationsformel), Tutte [1975] (kombinatorische Argumente,
R =x;), M.-L. Henrici [1976] (Matrixisomorphismus der Gruppe normaler Systeme), Hofbauer
[1979], Garsia [1980] (nur R = x;), und fiir nicht notwendig normale Systeme P beliebiger
Reihen P; € P, bei Henrici [1983] (siehe auch Joni [1978]). Satz 4.2 ist neu.

§5s Anwendungen

Aus Raumgriinden verbietet sich die Darstellung spezieller Rechenbeispiele
zu Satz 4.2. Wir beschrinken uns auf einige theoretische Anwendungen.

5.1 Residuentransformationsformel

Satz 5.1 Sei R € L, und sei Q €GX. Dann gilt
(5.1) ResR=Res(RoQ:Q".

Beweis. SeiP:=QI[1] Aus

PoQ=X
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folgt durch Bildung der Funktionaldeterminante
(52) P'=(Q'opP)L,

Wir ersetzen in (4.6) R durch RP'~!. Wegen (5.2) ergibt sich links (RP~!) 0 Q
=(RoQ)-(P1oQ)=(RoQ)Q’, und es folgt die auch an sich bemerkenswerte
Beziehung

(RoQ)Q’' =Y Res (RPk¢)xk,
k
Betrachtung des Residuums (k = —e) ergibt (5.1) —

Aus Satz 5.1 kann die Lagrange-Biirmann-Formel (Satz 4.2) leicht zuriick-
gewonnen werden. Nach Definition des Residuums ist

RoQ=Y Res(R0oQ-X"k-e)xk
k

Nach Satz 5.1 folgt, indem wir Q durch P = Q= ersetzen,
Res(RoQ-xk"¢)=Res(RO QOP-Pk~¢P') = Res (RPk—¢p’),

und es ergibt sich (4.6). —
Als weitere Anwendung von Satz 5.1 beweisen wir eine formale Verall-
gemeinerung eines Resultates von Ruscheweyh [1973].

Satz 5.2 Seien R,S € L,,P EGY. Dann gilt
(5.3) Res(RS)=Y Res (RP%~¢P’) Res (SP¥).
K

Beweis. AusSatz 5.1 folgt mit Q := P-1!
Res (RS) =Res {(R0Q)S©Q) - Q'}.

Wir berechnen den Koeffizienten von x™¢ wie in einem Cauchyprodukt. Dies gibt
‘é Res {(R 0 Q)X ¥~¢} Res {(S 0 Q)Q'Xk}.

Beniitzung der Residuentransformationsformel mit P := Q=] anstelle von Q in
jedem der beiden Faktoren rechts gibt

Y Res {R 0 Q 0 P)Pk—<p’} Res {(S 0 Q 0 P)(Q' o P)PkP'},
k
was sich wegen (5.2) zu (5.3) vereinfacht.

5.2 Die Formel von Abhyankar

Wir definieren Potenzen der partiellen Differentialoperatoren D; wie iiblich

als
D™ :=DD>2...Dpn,
FirP €P,,
P= Y puxk
ke z}

sei (D™P), das konstante Glied der Reihe D™P, d. h.
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(54) (D™P)o:=m!py
mit
(5.5 m!:=m;'m,! ... m,l

Die Taylorsche Formel,

(56) P= Y —1—,(D“‘P)oxm,
m € ZE m.
ist dann eine Tautologie.
Mit den obigen Bezeichnungen gestattet Satz 4.2 einen kurzen Beweis
einer Formel von Abhyankar [1974], die sich kiirzlich in einer Diskussion der
,,Jacobivermutung‘ (Bass, Connell, Wright [1982]) als niitzlich erwiesen hat.

Satz 5.3 (Abhyankar) Essei R €P,,und es seiP=(P,,.. ., P,)ein
System von Fasteinheiten in P, der speziellen FormP =X -HmitH=(H,,.. ., H,)
€ P? und ord H; = 2. Dann gilt mit Q := P!}
1
(57 RoQ= Y - D™(RP'H™).
mE 22 :
Es handelt sich bei (5.7) also nicht um eine Entwicklung von R © Q nach
Potenzen der Unbestimmten, sondern nach einem andern Reihensystem. Das

System P ist nicht als normal vorausgesetzt, jedoch sind die Reihen P; in P, und
nicht blof in L,,.

Beweis von Satz 5.3. Nach dem Hauptsatz gilt
(5.8) RoQ= 2 Res(RPk-¢p’)xk

kez}

Wir schreiten zur Berechnung der Residuen. Aus P; = x; — H; folgt
PrNT = xR - Hy) TR

Es ist x; 'H; eine Reihe positiver Ordnung in L,. Es kann also der binomische Lehr-
satz angewandt werden mit dem Resultat

- —ki— i (ki+1)m
(l—inHi) ki—1 Y —_—

m=0

x; "H".
[Es wurde wie iiblich

{ m = 0;
G Dn = e+ D+ . Ge*rm), m>0

gesetzt.] Damit folgt

pk-e=yk-e ¥ (K+e)m ) ]
meE Z.'.'. m!

mit  (k+e)y = ﬁ (ki + Dy
i=1
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Wir setzen in (5.8) ein und berechnen in der resultierenden Reihe das Residuum
gliedweise. (Dies ist erlaubt, da nur endlich viele Glieder zum Residuum beitragen
konnen.) Es ergibt sich

Y Res (RP7k—e)xk
K

k+
59 =Y lRes RPyk-ey K Om oy
k m
k +

) ¢ e)"‘ {Res x~k~m—eRP'H™ }xk,
Nun ist Res x"k‘ ~¢RP'H™ der Koeffizient von x¥*™ in RP'H™, d. h. gleich

__L__ {Dk+m(RP'Hm)}

(k + m)! 0

kte)n 1
Wegen (o m)! &
ist die Reihe (5.9) also

22 k, {D* M (RP'H™)} ox"

Fiir jedes feste k erstreckt sich die Summation beziiglich m nur iiber endlich viele
von Null verschiedene Glieder. Es darf deshalb auch in umgekehrter Reihenfolge
summiert werden, mit dem Resultat

Z 'Z o {D‘”"‘(RP’H"')}ox

Nach der Taylorschen Formel (5.6) ist die innere Summe gleich
D™(RP'H™),

womit (5.7) bewiesen ist. —

5.3 Eine Entwicklung von H. Schmidt

Hermann Schmidt [1936] gab eine Verallgemeinerung der Lagrange-Biir-
mannschen Reihe auf n > 1 Verinderliche an, die auf den ersten Blick von der
hier betrachteten verschieden ist. Den allgemeinen von Schmidt behandelten Fall
in unseren Kalkiil einzuspannen ist uns noch nicht gelungen; jedoch ist dies in
einem wichtigen Spezialfall moglich. Seien f; (i = 1, 2, . . ., n) in einer Umgebung
von 0 analytische Funktionen einer einzigen Variablen x € C mit f;(0) # 0, und
seiy=(yy, ..., ¥a) € C". Dann besitzt die Gleichung

(5.10) x=y,f1i(x) +y,f,(x) +. ..+ y.fa(x)

fiir geniigend kleine |y;| genau eine Losung x = x(y), die analytisch von y abhingt
mit x(0) = 0. Sei nun g eine weitere bei 0 analytische Funktion einer Variablen.
Schmidt betrachtet die Aufgabe, g(x(y)) nach Potenzen der y; zu entwickeln.
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Zur Losung betrachten wir das normale System P = (P,, . . ., P;) € P} mit

Xi
fi(X1+X2+...+Xn)’

Pi(x) = i=1,...,n

Ist Q=(Qy, ..., Qu =P x;=Qi(y), soist x :=x; + X, + ... +x, offenbar die
bei y = 0 analytische Losung von (5.10). Wird g durch die Reihe R dargestellt, so
kann die gesuchte Reihe fiir R © Q nach Satz 4.2 sofort angegeben werden. Man
kann dabei noch

1 xifi  Xafa

Pt o' 7 T
beniitzen. Die Schmidtschen Formeln ergeben sich, indem die Residuen durch
Ableitungen ausgedriickt werden.

5.4 Eine Aufgabe von A. P. JuZakov

Wir betrachten zwei Systeme komplexer Variablen, x = (X4, . . ., Xp) und
y = (Y1, - - ., ¥q), und ein System von p bei (0, 0) analytischen Funktionen
fi(x, y) mit f;(0,0)=0,i=1, ..., p. Wir setzen f := (f}, . . ., f;) und bezeichnen
mit f' die Jacobische Determinante der f; nach den x;, wobei die y; als Parameter
betrachtet werden. Ist £'(0, 0) # 0 und sind die |y;| geniigend klein, so besitzt das
Gleichungssystem

(5.11) f(x,y)=0

genau eine in y analytische Losung x(y) mit x(0) = 0. Sei g eine in x analytische
Funktion. JuZakov [1975] betrachtet die Aufgabe, g(x(y)) nach Potenzen der y;
zu entwickeln. Ohne Verlust an Allgemeinheit wird dabei

of;

ax, (0,0) =
(Kroneckerdelta) angenommen. Diese JuZakovsche Aufgabe soll nun mittels
unseres Hauptsatzes gelost werden.

In der Potenzreihendarstellung von f seien By die in den y; linearen Glie-
der. (B ist eine Matrix mit p Zeilen und q Kolonnen, und wir denken uns y als
Kolonnenvektor.) Wir betrachten die durch

_ (f(x, y)—By) _(P
y Q

definierte analytische Abbildung einer Umgebung des Punktes (0, 0) € CP*9, Das
diese Abbildung darstellende System von Potenzreihen in P,(n := p + q) ist diagonal
und nicht singuldr. Es existiert daher das inverse System
(x X(u, v))

y, \Yu,v)/’

welches fiir geniigend kleine |u;| und |v;| die zu (5.12) inverse Abbildung darstellt.

u

(5.12)
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(Natiirlich ist Y(u, v) = v.) Es ist nun
fx,y)=0

genau dann, wenn u = —By, d. h. u = —Bv ist. Ist nun R(x, y) eine beliebige Reihe
in P, so liefert unser Satz 4.2 die Reihe fiir R(X(u, v), v). Beriicksichtigen wir, daf}
die Funktionaldeterminante der Abbildung (5.12) durch P’ gegeben ist und setzen
wir u = —Bv und v =y, so ergibt sich die gesuchte Reihendarstellung als

(5.13) R(x(y),y) = ) Zg Res {R(x, y)PP~¢yk~¢p'(x, y)} - (~By)tyk.
(=4
kezd

Alle bei JuZakov gebrachten Beispiele konnen mit der Formel (5.13) in bequemer
Weise behandelt werden.

Uber die Resultate von JuZakov hinausgehend, bemerken wir, daf die
Formel (5.13) gemaf ihrer Herleitung auch fir RE€ L, und P; € L, gilt, sofern die
P; die Form P; = ¢;x; + Reihe der Ordnung > 2 haben (c; # 0). Zur Illustration betrach-
ten wir die Aufgabe, die Potenzreihe des zur y-Achse tangentialen Zweiges des
Descartesschen Blattes

(5.14) y3-3xy+x%=0

zu finden. (Auch dieses Beispiel wird bei JuZakov betrachtet; wegen f' = 0 ist
dazu aber eine Sonderbetrachtung nétig.) Wir schreiben (5.14) als

X —%(x’y‘l +y3)=0.
Esistp=q=1,

P=x —%(X’y“ +y?), Q=y,
B = 0. Mit R = x ergibt also (5.13)

x(y)= Y Res

k=0

P —-k—l} K
X3y yk.
PN 1
MitP=xP,P=1— 3 (x%y~! +y*x~!) ergibt sich unter Verwendung von (3.5)

Res

P .
X ny_k_l] =—Res {y %~ !log P}
1

= Res y—k—l Z 3pp

p=1
Nur das Glied mit p = k — 1 kann einen Beitrag zum Residuum leisten, und damit
dieser von Null verschieden ist, muR k=3m+2undp=3m +1sein,m=0,1,... .
Mittels des binomischen Lehrsatzes errechnet sich das gewiinschte Residuum zu
1 3m+1
3m+1 2m + 1

Py~ +y%x7hP.

-3m-—-1
3

H




Die Lagrange-Biirmannsche Formel bei formalen Potenzreihen 133

und die gesuchte Entwicklung ist

= (Gm)!
x(y) = Z m!(2m + 1)!33m +1 y

m=0

3m +2

Historische Notizen zu § 5 Die Quellen unserer Anwendungen sind schon im Haupt-
text hervorgehoben. Fiir R, S, P € P, ist (5.3) das formale Gerippe des Satzes von Ruscheweyh
[1973]; dort verschiedene Anwendungen. Interessante Beispiele zur H. Schmidtschen Reihe
finden sich bei Meyer [1975], H. Schmidt und Meyer [1977].

§6 Schluibemerkungen

(i) So wie oben formuliert scheint der Hauptsatz 4.2 stark ,,koordinaten-
abhingig*. Sind die Reihen des Systems P = (P,, . . ., P,)) konvergent, P, € Pn, so
besagt die Voraussetzung der Zuléssigkeit, daf® das Koordinatenkreuz in O bei der
durch P definierten Abbildung in sich iibergeht. Jedoch kann der Fall einer belie-
bigen Abbildung mit nichtverschwindender Funktionaldeterminante durch Vor-
schaltung einer affinen Transformation sofort auf den Fall einer zulissigen Abbil-
dung zuriickgefiihrt werden.

(ii) Ist F = C und sind die Reihen des Systems P = (P,, . . ., P,)) konvergent,
so kann aus Satz 4.2 mittels einer Majorantenmethode leicht gefolgert werden,
da auch die Reihen des inversen Systems P{~!] konvergent sind. Auf diese Weise
kann die Analytizitat der inversen Abbildung ohne Integralformeln bewiesen
werden.
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Zur Klassifikationstheorie drei (und hoher)
dimensionaler projektiver Mannigfaltigkeiten

Eckart Viehweg*) (Paris)

Dieser Artikel versucht den heutigen Stand unserer Kenntnisse iiber die
birationale Geometrie drei-dimensionaler projektiver Mannigfaltigkeiten zu skiz-
zieren, die Ansatzpunkte fiir den hoherdimensionalen Fall zu nennen und die
wichtigsten offenen Probleme zu diskutieren.

Ein Teil des vorliegenden Materials diente als Grundlage eines Ubersichts-
vortrages auf der DMV-Tagung 1983 in KéIn. Ich danke der DMV und den Organi-
satoren der Tagung fiir die Moglichkeit, diesen Vortrag zu halten und durch diesen
Ubersichtsartikel zu ergiinzen.

Wir betrachten projektive Varietaten iiber dem Korper C der komplexen
Zahlen, das heifit die Nullstellenmengen endlich vieler homogener Polynome in
einem projektiven Raum PYC), und wir nennen eine solche eine projektive Man-
nigfaltigkeit (oder kurz Mannigfaltigkeit), wenn sie irreduzibel und nicht singular
ist.

Mannigfaltigkeiten der Dimension eins, mit anderen Worten projektive
Kurven oder Riemannsche Flichen (im Folgenden mit C bezeichnet), kann man
,,vollstiindig‘ klassifizieren: Man definiert das Geschlecht g(C) als maximale Anzahl
linear unabhingiger, globaler, holomorpher Differentialformen (oder auch als die
Anzahl der Henkel bei der Darstellung von C als topologische Mannigfaltigkeit).
Das Geschlecht teilt die Menge der Kurven in Klassen ein, und jede natiirliche Zahl
kommt als Geschlecht einer Kurve vor. David Mumford konstruiert in [5] quasi-
projektive Varietiten M,, deren Punkte in natiirlicher Weise alle Kurven vom
Geschlecht g parametrisieren.

Eine dhnlich schone Beschreibung aller projektiver Flichen kann nicht
existieren. Durch Aufblasen von Punkten (siehe [2], Seite 28) kann man aus einer
vorgegebenen Fliche S beliebig viele andere Flichen konstruieren. Dies legt es
nahe, beim Versuch zwei oder hoher dimensionale Mannigfaltigkeiten zu klassifi-
zieren, zwei Mannigfaltigkeiten V und V' als ,gleich‘‘ zu betrachten, wenn sie
birational sind (V ~ V'), das heifit, wenn die Funktionenkoérper C(V) und C(V')
isomorph sind (siehe [2], Seite 25).

*) Heisenberg-Stipendiat der Deutschen Forschungsgemeinschaft
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0.1. Das Geschlecht einer Kurve konnen wir flir eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit V ersetzen durch

g(V) =dime (H(V, Q})), 0<i<n.

i
Dabei bezeichnet Q3 die Garbe der holomorphen 1-Differentiale und Q% = A Q.
Wie iiblich schreiben wir wy statt £y und nennen diese invertierbare Garbe die
kanonische Garbe.

Es ist go(V) = 1. Oft wird in der Literatur g,(V) als Irregularitit bezeichnet
und mit q(V) abgekiirzt. Die Symmetrie der Hodge-Zahlen (siehe [1], Seite 117)
gibt insbesondere, da g;(V) = dime (H{(V, Oy)) ist, und dementsprechend wird
die Euler-Poincaré-Charakteristik der Strukturgarbe gegeben durch

n
X(Oy)= ¥ (-D'-g(V).
i=o
0.2. Die globalen Schnitte der Tensorpotenzen der kanonischen Garbe
geben die C-Algebra

R(V)= & H%V, w}),
v>20

bezeichnet als kanonischer Ring von V. Die Kodaira Dimension ist

W=l falls R(V) = C
K trz grdg (R(V)) =1 falls R(V) #C

Falls fiir geniigend grofes » dime (H°(V, w¥)) durch ein Polynom beschrieben wird
(leider wissen wir dies nicht — siehe 2.1), ist k(V) der Grad dieses Polynoms, wobei
wir —oo als den Grad des Null-Polynoms betrachten.

Die Kodaira Dimension kann die Werte —oo, O, . . ., n annehmen. Fiir Kur-
ven ist sie durch das Geschlecht festgelegt:

K(C) g(C) = g,(C) Bemerkungen

1 =2

0 1 elliptische Kurve
—oo 0 p!

Sowohl die Kodaira Dimension als auch die g; sind invariant unter birationaler
Aquivalenz (siehe [22], Seite 67 und 114).

Als ,,Leit-Problem* fiir den Teil der Klassifikationstheorie, iiber den wir
berichten wollen, kann man die folgenden drei Fragen betrachten:

1) Welche Werte konnen die Invarianten k(V), g(V), . . ., g,(V) annehmen?

II) Fiir welche Werte der Invarianten ist V birational zu einer wohlbekann-
ten Mannigfaltigkeit (zum Beispiel birational zum P" oder zu einer abelschen Man-
nigfaltigkeit oder zum Totalraum einer Familie solcher Mannigkeiten)?

I1I) Wie findet man zu einer Mannigfaltigkeit V ein besonders ,,gutes*
Modell V', birational zu V (mit einer Konstruktion, die abhéngig sein darf vom
Wert der Invarianten)?
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Selbst wenn man diese Fragen nach dem diskreten Teil der Klassifikation
beantworten kénnte, bliebe das Hauptproblem, der stetige Teil der Klassifikation:

IV) Kann man alle birationalen Aquivalenzklassen von Mannigfaltigkeiten
mit vorgegebenen Invarianten durch die Punkte einer quasiprojektiven Varietit
in natiirlicher Weise parametrisieren, eventuell nach Hinzunahme weiterer Invari-
anten?

Fiir dim (V) = 3 ist wenig iiber diese letzte Frage bekannt (siehe die Anhénge in
[5]). Eine Antwort auf IV) ist kaum vorstellbar ohne die Kenntnis eines ,,guten*
Modelles in III). Andererseits spielt die Parametrisierung von r-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten fiir r < n eine Rolle im diskreten Teil der Klassifikation
(siehe § 5).

In den Paragraphen 2, 3, 4, 7 und 8 werden wir versuchen, mit absteigen-
dem Wert von k(V), die Fragen I, II und III zu prézisieren und die bekannten
Ergebnisse anzugeben. In § 1 diskutieren wir die Versuche, ein singuléres kano-
nisches Modell zu konstruieren, in § 5 fassen wir die Ergebnisse iiber die Kodaira
Dimension von Faserriumen zusammen und in § 6 wiederholen wir, in welcher
Weise die Ergebnisse aus § 5 Anwendung finden.

Antworten auf die gestellten Fragen I, II und III fiir projektive Flichen
waren bereits der italienischen Schule der Geometrie zu Beginn dieses Jahrhunderts
bekannt. Zu Beginn der ersten vier Paragraphen gehen wir kurz auf die Theorie
der Flichen ein, jedoch nur in dem Umfang, der als Motivation fiir die Fragestel-
lungen im hoherdimensionalen Fall sinnvoll ist. Fiir umfassende Darstellungen der
Theorie der Flichen verweisen wir auf [3] und [4]. Auch auf die Klassifikation
nicht algebraischer Mannigfaltigkeiten gehen wir nicht ein in diesem Artikel. Einen
Uberblick erhilt der Leser in den Artikeln von Akira Fujiki und Kenji Ueno in
[35].

Der vorliegende Bericht baut auf auf der Arbeit vieler Mathematiker.
Ihnen allen sei gedankt fiir das Zusenden ihrer Manuskripte und fiir zahllose
Diskussionen. Die meisten der angefiihrten offenen Probleme sind ,,wohlbekannt*¢
und wir haben darauf verzichtet, in allen Fillen den Urheber aufzuspiiren und
anzugeben. Viele Anregungen entnahmen wir der ,,Liste der offenen Probleme*,
die in [36] erscheinen wird.

Wir benutzen die iiblichen Begriffe und Notationen der algebraischen
Geometrie, wie sie zum Beispiel in [2] zu finden sind. C wird immer eine Kurve
und S eine Fliche bezeichnen.

’

§1 Gute Modelle

Definition 1.1. Eine invertierbare Garbe L auf einer Varietit X heifdt
numerisch positiv, wenn fiir jede Kurve C in X gilt grd (L|c) = 0.

1.2. Zu jeder Fliche S mit k(S) = O existiert eine ausgezeichnete Fliache S’,
birational zu S, das minimale Modell (siche [2], Seite 418). Mit Hilfe der Klassifi-
kation der Flachen (fiir 0 < k(S) < 1) und mit Hilfe des Hodge-Index-Theorems
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(fir k(S) = 2; sieche Mumfords Anhang zu [14]) kann man zeigen, daB® wg nume-
risch positiv ist und die Kurven C mit grd (wg|¢) = 0 genau beschreiben.

Fiir Mannigfaltigkeiten der Dimension grofer oder gleich drei existiert
jedoch weder ein minimales Modell, noch ein Modell V' mit numerisch positivem
wy (siehe [23]). Mori deutet in seinem bahnbrechenden Artikel [7] (siehe auch
[8]) einen moglichen Ausweg aus diesem Dilemma an:

Problem 1.3. Sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit, (V) =0
(oder schwicher: V keine Uni-Regelmannigfaltigkeit, siehe 7.2). Existiert dann
eine normale projektive Varietit X, birational zu V, so dap fiir ein r > 0 gilt:

1) Die reflexive Hiille wg(' I= (W)Y ist invertierbar.

2) Fiir jede Desingularisierung p : V' = X ist p*w%{l enthalten in w5 .
3) wilist numerisch positiv.

Man sagt, dal X nur kanonische Singularitiiten hat, falls die Bedingungen
1) und 2) erfiillt sind fiir ein r > 0. Hat Problem 1.3 eine positive Antwort, so
nennt man die Varietit X, die alle drei Bedingungen erfiillt ein kanonisches Modell
von V.

Ausgehend von einer Mannigfaltigkeit V der Dimension drei, gab Mori den
ersten Schritt zur Konstruktion eines kanonischen Modelles an:

A) Ist wy nicht numerisch positiv, so existiert eine ,,extreme** Familie
rationaler Kurven C, mit grd (wy |c,) <O. Alle diese Kurven C, liegen auf einem
irreduziblen Divisor E und spannen diesen auf.

B) Der Divisor E kann zusammengeblasen werden, das bedeutet: Es
existiert eine singuldre Varietit X, mit explizit angebbaren kanonischen Singu-
laritdten, und ein birationaler Morphismus 1 : V = X, so da codim (n(E)) = 2
ist und n |v _g ein Isomorphismus.

Leider funktioniert Moris Methode nur, wenn man von einer Mannigfaltig-
keit ausgeht, sie kann also nicht wiederholt werden, um ,,Schritt fiir Schritt‘‘ alle
schlechten Kurven zu beseitigen. M. Reid hat in [9] dieses Programm prizisiert. Er
vermutet, daf man in 1.3 sogar fordern kann, daf® X spezielle kanonische Singulari-
titen hat, die terminalen, Q-faktoriellen Singularititen. Versucht man Schritt A)
fiir eine solche Varietat durchzufiihren, tritt das Phianomen auf, daf} die Menge der
extremen rationalen Kurven endlich sein kann. Dies bedeutet, dad man nicht mit
,,Zusammenblasen‘‘ in B) auskommen kann.

Y. Kawamata hat kiirzlich in [6] Moris Methoden vereinfacht und verall-
gemeinert. Er zeigt, dafd man den Schritt B) in der Klasse der drei dimensionalen
Varietiten mit terminalen, Q-faktoriellen Singularitdten durchfithren kann, falls
die extremen rationalen Kurven einen Divisor E aufspannen. Damit ist in gewissem
Sinne die Hilfte des Mori-Reid-Programmes zur Konstruktion kanonischer Modelle
durchgefiihrt und die Hoffnung unterstiitzt, dafd 1.3 eine positive Antwort hat.

Problem 1.3 steht in engem Zusammenhang mit der Frage nach der
Zariski-Zerlegung des kanonischen Divisors. In [14] zeigt O. Zariski, daf} jeder
effektive Divisor D auf einer Fliache S in eindeutiger Weise zerlegt werden kann
in einen numerisch positiven und einen negativen Anteil. Es existieren also effek-
tive Divisoren P und N und eine natiirliche Zahl r, so da
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Dr-D=P+N

2) Og(P) ist numerisch positiv.

3) Die Schnittform auf S, eingeschrinkt auf die Primdivisoren von N, ist
negativ definit.

4) grd (Og(P) |E) = 0 fiir jeden Primdivisor E von N.
Fiir Divisoren auf hoher dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist eine entsprechende
Zerlegung unbekannt (siehe [10], [11], Fujitas Artikel in [36]). Trotzdem hofft
man eine solche Zerlegung wenigstens fiir die kanonische Garbe zu finden:

Problem 1.4. Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) =0
(oder schwidcher: V keine Uni-Regelmannigfaltigkeit). Existiert eine Mannigfal-
tigkeit V', birational zu V, so dap wy eine Zariski-Zerlegung besitzt? Priziser
fragt man nach der Existenz einer natiirlichen Zahl r und einer numerisch posi-
tiven invertierbaren Untergarbe Pvon wy, so dap gilt:

1) Fiir alle m > 0 ist HO(V', P™) = HO(V', w,™).

2) Fiir N = w% ® P~ und fiir jede invertierbare Garbe L existiert eine Kon-
stante c, so daf dim (H°(V', L ® N™)) < c ist fiir alle m > 0.

Die Eigenschaften 1) und 2) sollen — in einer etwas plumpen Art und Weise —
ausdriicken, daf} N ein ,,negativer** Anteil ist.

Bekannterweise liegt jede invertierbare Garbe L in einer hohen Potenz einer
vorgegebenen Garbe L' mit k(L") = dim (V') (siehe z. B. [30], 6.3). Daher reicht es,
die Eigenschaft 2) in 1.4 fiir alle Potenzen einer festen invertierbaren Garbe L' mit
k(L") = dim (V') nachzupriifen.

Bemerkung 1.5. Eine positive Antwort auf 1.3 impliziert eine positive
Antwort auf 1.4:

Tatséchlich wihlen wir X und r wie in 1.3 und p : V' = X als Desingulari-
sierung. Setzt man P= p*wlf\ N=w%,, ® Pl und L = p*H fiir eine ample Garbe H
auf X, so ist p,N™ = Oy und 1.4, 1) und 2) folgen direkt aus der Projektionsformel
([2], Seite 124).

§2 k(V) = dim (V) und der kanonische Ring

In Zusammenhang mit Nagatas Gegenbeispiel zu Hilberts 14. Problem zeigte
Zariski in [14], daf bereits fiir invertierbare Garben L auf einer Fliche S der Ring

@ HOGS, L?)
v>0

im allgemeinen nicht endlich erzeugt ist. Als Grund kann gesehen werden, daf,
selbst wenn L numerisch positiv ist, nicht notwendigerweise eine Potenz von L

von globalen Schnitten erzeugt wird. (In [11] und [18] findet man eine Diskussion
des Zusammenhanges zwischen der Existenz eines Basisortes und der endlichen
Erzeugbarkeit des angegebenen Ringes auf Mannigfaltigkeiten hoherer Dimension.)
Ist die Fliche S ein minimales Modell und «(S) = 0, so ist jedoch eine Potenz der
kanonischen Garbe wg von globalen Schnitten erzeugt (siche Mumfords Anhang
zu [14]) und die folgende Frage fiir n = 2 bejaht.




140  E. Viehweg

Problem 2.1. Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit. Ist der
kanonische Ring R(V) endlich erzeugt? '

Ist V nicht algebraisch oder erlaubt man V Gorenstein-Singularititen zu
haben, so lautet die Antwort auf 2.1 , nein* (siche [18]). Besonders wichtig wire
eine Antwort auf 2.1 fiir Mannigfaltigkeiten von aligemeinem Typ, das heif3t, falls
k(V) =dim (V) ist. Wire R(V) endlich erzeugt, so konnte man Proj (R(V)) als
singulires ,,gutes‘ Modell in der birationalen Aquivalenzklasse von V wihlen.
Ohne ein solches eindeutig bestimmtes Modell scheinen kaum Moglichkeiten
zur genaueren Untersuchung der Mannigfaltigkeiten vom allgemeinen Typ zu
bestehen — geschweige denn eine Antwort auf den stetigen Teil der Klassifikation
(Frage VI in der Einleitung).

Satz 2.2 (Benveniste-Kawamata und Reid). Ist V eine drei-dimensionale
Mannigfaltigkeit und (V) = 3, so sind die Probleme 1.3, 1.4 und 2.1 dquivalent.

Zum Beweis. M.Reid zeigtin [17], dat — falls R(V) endlich erzeugt ist —
X = Proj (R(V)) nur kanonische Singularititen hat. Per Konstruktion ist eine
Potenz von w%{] von globalen Schnitten erzeugt und daher w%{' numerisch positiv.
Also ist X das in 1.3 gesuchte kanonische Modell. Nach 1.5 finden wir eine Man-
nigfaltigkeit V' und die Zariski-Zerlegung von wy. X. Benveniste und Y. Kawamata
beweisen in [15] und [16], da die Existenz einer Zariski-Zerlegung P ® N = w¥;,
impliziert, daf} P¥ von globalen Schnitten erzeugt wird fiir ein 4 > 0, und damit,
dafd R(V) endlich erzeugt ist.
Der Beweis von Benveniste und Kawamata beruht auf einer sehr geschickten
Anwendung des Verschwindungssatzes fiir ganze Anteile von Q-Divisoren
([12]und [13]):

Satz 2.3. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und D =Y, v+ E
ein effektiver Divisor mit nicht singuliren Primkomponenten E;, die sich transversal
schneiden.
Es sei L eine invertierbare Garbe und N > 0, so da LN ® Oy (—D) numerisch positiv
ist.

Dann ist fiir festesi>Qundp >0
v - i
__J__] . Ej

_Z N

falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

a) Die Selbstschnittzahl c,(LN ® Oy(=D))*> 0.
b) Die L-Dimension k(V, LN ® Oy(~D)) =n.

. Vj . i'
¢) Die L-Dimension x|V, L ®Oy| =2 N | E;||=n
fiir eini’'>0miti+i =0modN.
Dabei bedeutet [b] der ganze Anteil der reellen Zahl b.
Ein méglicher Beweis von 2.3 beruht auf der Konstruktion einer Uber-
lagerung 7 : T = V durch Wurzelziehen aus der rationalen Funktion, die dem ali-

gemeinen Schnitt von LN ® Oy (—D) entspricht, und dem Vergleich der Theorie
der Differentialformen von T und von V. ist L = wy so finden wir hier zum ersten

®wv =0’

HP(V,Li®OV
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Mal eine Konstruktion, die trotz ihrer Einfachheit in der Klassifikationstheorie zu
einem sehr wesentlichen Hilfsmittel geworden ist: Das Wurzelziehen aus multi-
kanonischen Divisoren.

§3 0 <k(V) < n und der Satz von litaka

Jede Fliache S mit k(S) = 1 kann dargestellt werden als elliptische Fliche,
das heifdt als Familie elliptischer Kurven iiber einer Kurve. S. litaka (siehe [20]
oder [22]) konnte dieses Ergebnis in der folgenden Weise verallgemeinern.

Definition 3.1. Wir nennen einen Morphismus f : V = W von Mannigfaltig-
keiten einen Faserraum, wenn f surjektiv ist und die allgemeine Faser
Vw =V x w Spec (C(W)) zusammenhingend ist.

Satz 3.2 (litaka). Es sei V eine n dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) = 0.
Dann existiert eine Mannigfaltigkeit V', birational zu V, und ein Faserraum
f: V' =>W,sodaf

1) dim (W) = k(V).

2) k(V,,) =0.

3) Fiir beliebig grofie m ist f : V' = W birational zur m-kanonischen
Abbildung, das heifit zu der Abbildung, die durch eine Basis von HO(V, w¥)
gegeben wird.

Natiirlich ist die Aussage des obigen Satzes nur dann nicht-trivial, wenn
0 <k(V)<nist.

Bemerkung 3.3. Es ist nicht bekannt, ob die Aussage 2) in 3.2 impliziert,
daB k(f71(x)) = 0 ist fiir alle Punkte x aus einer Zariski-offenen Teilmenge von W,
zumindest falls die Dimension der Faser echt grofier als zwei ist. Die Invarianz
der Kodaira-Dimension unter glatten Deformationen wird vermutet, konnte
jedoch bisher nur fiir Deformationen von Kurven oder Flichen bewiesen werden
(siche [28] fiir die weitreichensten Ergebnisse in dieser Richtung).

Angewandt auf den Fall n = 3 erhalten wir:

Korollar 3.4. a) Jede drei dimensionale Mannigfaltigkeit V mit k(V) = 2
ist birational zum Totalraum eines Faserraumes elliptischer Kurven iiber einer
Fliche.

b) Jede drei dimensionale Mannigfaltigkeit V mit k(V) = 1 ist birational
zum Totalraum eines Faserraumes von Flichen der Kodaira-Dimension Null iiber
einer Kurve.

Die in 3.4 angegebene Faserraum-Struktur kann nun benutzt werden, um
diese drei dimensionalen Mannigfaltigkeiten genauer zu studieren. So besteht die
Hoffnung, dafl man die Frage nach dem guten Modell (1.3) oder die nach dem
kanonischen Ring (2.1) beantworten kann, indem man in a) die Theorie der
elliptischen Kurven und in b) die guten Kenntnisse iiber Flichen der Kodaira-
Dimension Null (siehe § 4) und ihrer Degeneration ausnutzt. Tatsidchlich hat
Fujita in seinem Artikel in [36] Ergebnisse in dieser Richtung angekiindigt.
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§4 k(V) < 0 und die Albanese-Abbildung

4.1. Nach Wahl eines Basispunktes py erhilt man eine Abbildung
a: V—>AV)=HY(V, Qy)'/H(V, 2)

P

indem man o(p) auf eine Differentialform y wirken 1afit als | . o heifdt die
Po

Albanese-Abbildung und A(V) die Albanese-Mannigfaltigkeit. A(V) ist eine

abelsche Mannigfaltigkeit der Dimension g,(V) (siehe [22]).

Definition 4.2. Ein Faserraum f : V = W heifSt étales Faserbiindel (mit
Faser F), falls eine étale Uberlagerung W' = W existiert, so da pry : V xy W' = W'
isomorph zu pry : F x W' — W' ist.

Die Flichen mit k(S) < 0 waren den italienischen Geometern zu Beginn
des Jahrhunderts wohlbekannt:

4.3. a) Es sei S eine Fliche, k(S) = 0 und S ein minimales Modell. Dann gilt

g Sy <2.

ii) Es ist g,(S) = 2 genau dann, wenn S eine abelsche Mannigfaltigkeit ist.

iii) Ist g,(S) = 1, so ist die Albanese Abbildung ein étales Faserbiindel ellip-
tischer Kurven.

iv) Die Flichen mit k(S) = g,(S) = 0 sind wohlbekannt (K 3 Flichen und
Enriques Flichen).

b) Es sei S eine Fliche, k(S) = —oo, Dann gilt
i) Ist g,(S) =1, so ist S birational zu P! x C fiir eine Kurve C vom Geschlecht

£4(S).
ii) Ist g,(S) = 0, so ist S birational zum P2,

Die Aussagen a), i), i) und iii) und die Aussage b), i) kénnen wir auch so
formulieren:

Satz 4.4. A) Jede Fliche S mit k(S) = 0 ist birational zu einer Fliche S',
so daf a: S' = A(S") ein étales Faserbiindel ist mit Faser F, k(F) = 0.

B) Es sei S eine Fliche mit k(S) = —oound f : S' = W ein Faserraum, bira-
tional zur Steinfaktorisierung der Albanese-Abbildung o : S = «(S). Dann ist
K(S.,) = —oo fiir die allgemeine Faser Sy, von f und k(W) = 0 und g,(W) = g,(5).

Aufbauend auf Ergebnissen und Teilresultaten von K. Ueno konnte der
Autor in [29] den entsprechenden Satz fiir drei-dimensionale Varietiten beweisen
(ersetze in 4.4 die ,,Fliche S* durch die ,,drei-dimensionale Varietat V*). Y Kawa-
mata erhielt in [25] und [26] eine teilweise Verallgemeinerung auf den n dimen-
sionalen Fall:

Satz 4.5. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) = 0. Dann ist
die Albanese-Abbildung o : V = A(V) ein Faserraum.
Ist g,(V) = 1, so hat die allgemeine Faser V, von a die Kodaira-Dimension Null.

Neuere Ergebnisse Kawamatas und des Autors iiber die Kodaira-Dimension
von Faserrdumen ergeben als Folgerung (siehe [30]):
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Satz 4.6. A) Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, «k(V) = 0 und
g,(V) = dim (V) — 2. Dann ist V birational zu einer Mannigfaltigkeit V', so daf
o : V' = A(V') ein étales Faserbiindel ist mit Faser F, x(F) = 0.

B) Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, n < 4 und k(V) = —co,
Es sei f : V' > W ein Faserraum, birational zur Steinfaktorisierung der Albanese-
Abbildung o : V > (V). Dann ist k(V,,) = —° fiir die allgemeine Faser V., von f,
k(W) = 0 und g,(W) = g4(V).

Dafd man in Teil A) von 4.6 die Bedingung g,(V) = dim (V) — 2 benotigt,
das heilt nach 4.5 die Bedingung, da} die Faser von « eine Fliche oder Kurve ist,
ist nicht so sehr verbliiffend. Wie wir gerade in § 7 und § 8 sehen werden, ist
unsere Kenntnis bereits iiber eine einzelne Mannigfaltigkeit der Dimension drei
oder mehr recht gering. Wie konnten wir da vollstindige Ergebnisse iiber Familien
solcher Mannigfaltigkeiten erwarten?

Bevor wir in § 7 auf einige Folgerungen aus den Sitzen 4.5 und 4.6 eingehen,
wollen wir in den beiden folgenden Paragraphen auf einige der zum Beweis ndtigen
Schritte eingehen. In [19] findet man eine ausfiihrlichere Darstellung der in diesem
Abschnitt aufgefiihrten Ergebnisse und eine vollstindige Literaturliste (bis 1981).

§5 Iitakas Vermutung C, ,,

Beim Versuch Aussagen, wie 4.5 oder 4.6 zu beweisen, erweist es sich als
wesentlichste Schwierigkeit, das Verhalten der Kodaira-Dimension unter Morphis-
men abzuschitzen. Im Verlauf dieses Paragraphen bezeichnet f : V = W einen Faser-
raum, n = dim (V), m = dim (W) und V,, die allgemeine Faser von f. Leicht zu
beweisen ist ([20] oder [22]):

5.1. k(V) < dim (W) + k(V,,).
Als Abschitzung in der anderen Richtung hofft man, daf gilt:
5.2. Vermutung C, p, : Gilt k(V) 2 k(W) + k(Vy)?

Falt man Ergebnisse Kawamatas und des Autors zusammen ([25], [26], [27],
[29], [30], [31]), so erhilt man:

Satz 5.3. Die Vermutung C,, , ist richtig in jedem der folgenden Fille

D m=1 (d. h. W eine Kurve)
II) m=n-1 (d. h. V,, eine Kurve)
I[II) m=n-2 (d. h. V,, eine Fliche)

IV) k(W) = dim (W)

V) k(Vy) =0 und fiir ein Vy,, birational zu V,, und ein u> 0 ist
w‘\‘,;v =Oy,,-

VD) k(Vy,) =dim (V) und fiir ein Vy,, birational zu V,,, und ein u >0
ist WA erzeugt von globalen Schnitten.

In den Beweisen einiger der Fille von 5.3 benutzt man den in der Einlei-
tung angefiihrten stetigen Teil der Klassifikationstheorie fiir die Fasern von f. Es
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zeigt sich dabei, dafd k(V) grofer sein kann als in 5.2 gefordert, falls die Fasern
von f stark variieren.

Definition 5.4. Die Variation von f, Var (f), ist die kleinste Zahl k fiir die

ein Korper L existiert, C C L C C(W), mit trz grd¢ (L) =k, und eine Varietit F
iiber L, so dad F Xgpec (1) Spec (C(W)) birational zu V ist.

5.5. Vermutung C,’:'m. Fiir jeden Faserraum mit k(W) = 0 gilt (hoffentlich)
k(V) = Max {k(W), Var (f)} + (V).

Satz 5.6. Die Vermutung C;,m ist richtig, falls m = 1 und n <3 ist und in
den in 5.3 angegebenen Fillen 1), V) und V). Insbesondere gilt C:',,m falls V,,
eine Fliche ist mit k(V,,) # 1.

Die in 5.3 und 5.6 zusammengefaten Ergebnisse wurden im Verlauf der
letzten acht Jahre wirklich Schritt fiir Schritt bewiesen. Fiir eine prizisere Darstel-
lung der Entwicklung (z. B. fiir die Rolle der Arbeiten Fujitas und Uenos) verwei-
sen wir auf [19] und auf Kawamatas Ubersichtsartikel in [35]. Wir wollen im fol-
genden nur auf den Teil der Theorie der Faserrdume eingehen, der ohne jede Vor-
aussetzung iiber die allgemeine Faser bewiesen werden konnte. Wir schreiben
Wyw = wy &f *w\_,vl und bezeichnen mit Sﬁ(F) und det (F) die reflexive Hiille des
symmetrischen Produktes (bzw. der Determinantengarbe) einer torsionsfreien
kohirenten Garbe F.

Definition 5.7. Eine torsionsfreie kohirente Garbe F auf W heifdt schwach
positiv, wenn zu jeder amplen invertierbaren Garbe H auf W und zu jedem o> 0
ein 8> 0 existiert, so dafy die Abbildung

Oy ® HY(W, S*"A(F) ® Hf) > S*'A(F) ® HF
surjektiv ist iiber einer nicht leeren offenen Menge.

Satz 5.8. Fiir jedes u > 0 ist die Garbe f, % /w Schwach positiv.

Fiir u = 1 ist dieser Satz eine direkte Folge der Ergebnisse, die Fujita
([24], n= 1) und Kawamata ([25]) mit Hilfe der Theorie der Variation der Hodge-
Struktur (P. Griffiths und W. Schmid) herleiten. Der Fall u > 1 kann mit Hilfe von
Uberlagerungskonstruktionen (siehe § 2) auf den Fall u = 1 zuriickgefiihrt werden
(siehe [30] fiir den Beweis). Hat die Variation des betrachteten Faserraums den
maximalen Wert, erhofft man sich mehr.

Problem 5.9. Es sei f' : V' = W' ein Faserraum mit Var (f") = dim (W").
Gibt es ein > 0, so daf gilt: Fiir jede invertierbare ample Garbe H auf W' existiert
eine Zahl v > 0 und eine Inklusion

o H > S"(fwiw)

surjektiv iiber einer nicht leeren offenen Menge.
Problem 5.10. Es sei ' : V' = W' wie in 5.9. Ist dann fiir ein n>0
k(W, det (f,w¥yw?)) = dim (W')?

Man kann sich leicht iiberlegen, daB} eine positive Antwort auf 5.9 eine
positive Antwort auf 5.10 impliziert. Verbliffenderweise kann man unter Aus-
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nutzung von 5.8 mit Hilfe weiterer Uberlagerungskonstruktionen beweisen
(siehe [30] und [31]):

Satz 5.11. Die Probleme 5.9 und 5.10 sind dquivalent.

Es scheint, daR 5.9 oder 5.10 die richtige geometrische Interpretation der
litaka-Vermutung C, , ist. Man kann zeigen ([30], [31]):

Satz 5.12. Hat 5.9 (oder 5.10) eine positive Antwort fiir jeden Faserraum
: V'=>W' mit Var (f') = dim (W"), C(W") C C(W) und V,, = Vi Xspec €W) SPEC (C(W)),
50 gzlt Cn m fiir den Faserraum £ : V> W.

Obgleich Cy, ;, schwicher ist als die in 5.9 angefiihrte Frage, zeigt es sich bei
der Betrachtung der Beweise von Cn m» in allen Fillen, in denen man diese fithren
kann (5.6), da® man in Wirklichkeit 5.10 beweist und in irgendeiner Form die
Aquivalenz von 5.10 und 5.9 benutzt. Die Frage 5.10 nach der L-Dimension von
det (fLwy sw) hingt zusammen mit dem stetigen Teil der Klassifikation fiir n-m-di-
mensionale Mannigfaltigkeiten.

Ist n <m + 2 so kann man die Moduli-Theorie fiir Kurven bzw. Flichen benutzen
(siehe [30]), die auf Mumford und Gieseker zuriickgeht ([5]). In den in 5.3 ange-
gebenen Fillen V und VI liefern lokale Torelli-Sétze fiir endliche Uberlagerungen
von V,,, das heifdt die lokale Parametrisierung, die bendtigte Information

(siehe [27] und [31]). Die zur Beantwortung von 5.10 entwickelten Methoden
erlauben zu sagen:

Kennt man n-m-dimensionale Mannigfaltigkeiten gut genug (z. B. die Ant-
worten auf die Probleme 1.3 und 1.4), so bestehen sehr gute Chancen 5.10 und
Cp.m zu beantworten.

§6 Zum Beweis von 4.5 und 4.6

Nach dem etwas technischen Ausflug in die Theorie der Kodaira-Dimension
von Faserrdumen wollen wir in diesem Abschnitt wiederholen, wie C,, ,, und C;,m
mit der Klassifikation von Mannigfaltigkeiten der Kodaira-Dimension Null oder
—oo zusammenhéngen. Der Einfachheit halber nehmen wir an, da} C,, ;,, und C,*,,m
beide richtig sind und iiberlassen es dem Leser nachzupriifen, daf die in 5.3 und
5.6 angegebenen Fiille tatsichlich ausreichen, um 4.5 und 4.6 zu beweisen . (Um
den ersten Teil von 4.5 mit Hilfe von 5.3, IV) zu beweisen, mufl man etwas
geschickter argumentieren als wir es hier andeuten; siehe [25] oder [19]).

Wir faktorisieren die Albanese-Abbildung von V in der folgenden Weise:

£
V—— W —— a(V) = A(V),

wobei wir (nach Aufblasen von V) annehmen, daf} 7 generisch endlich und f ein
Faserraum projektiver Mannigfaltigkeiten ist.

Ueno hat in [22] Untervarietidten abelscher Mannigfaltigkeiten untersucht
und gezeigt:

6.1. Es ist k(W) = 0 und «(W) = 0 impliziert, daR® o(V) = A(V) ist.
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Kawamata und der Autor studierten Uberlagerungen abelscher Mannigfal-
tigkeiten in [21] und zeigten:

6.2. Es ist k(W) = 0 genau dann, wenn W birational zu A(V) ist, das heifit,
genau dann, wenn « selbst ein Faserraum ist.

6.1 und C,, ,, geben die Ungleichungen
K(V) 2 k(W) + k(Vy) 2 k(Vy).

Ist k(V) = —oo, so muBd k(V,,) ebenfalls —oc sein und man erhilt 4.6, B). Ist k(V) =0,
so folgt aus (5.1), daB «(V) = 0 ist. Die obige Ungleichung ist also nur mdglich,
falls k(W) = k(V,,) = 0 ist. Nach 6.2 ist « selbst ein Faserraum und wir konnen
annehmen, daf® wir W = A(V) gewihlt haben. Aus C;,m folgt, daf® die Variation

Var (o) = 0 ist. Die in 4.6, A) angegebene Aussage folgt nun, wenn immer das fol-
gende Problem eine positive Antwort hat.

Problem 6.3. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) = 0, und
A eine abelsche Mannigfaltigkeit.
Es sei £ : V= A ein Faserraum mit Var (f) = 0.
Existiert dann eine Mannigfaltigkeit V', birational zu V, so daf die induzierte
Abbildung f' : V' = A ein étales Faserbiindel ist?

In [30] geben wir eine positive Antwort auf diese Frage, falls die allgemeine
Faser V, von f eine Kurve oder Fliche ist. Diese Bedingung wird nur benutzt, um
die folgende Aussage zu beweisen: Die Menge der birationalen Abbildungen Bir (V,)
von V, auf sich selbst kann keine Untermenge enthalten, die von einer rationalen
Kurve parametrisiert wird.
Es ist ein offenes Problem — zumindest fiir den Autor — ob eine solche Aussage
auch fiir hdher-dimensionale Mannigfaltigkeiten der Kodaira-Dimension grofler
gleich Null gilt.

§7 Einige Folgerungen aus 4.5 und 4.6

Beginnen wir auch diesen Abschnitt mit der Vorstellung einiger offener
Fragen, die fiir n = 2 aus der Klassifikationstheorie der Flichen Antworten finden.

Problem 7.1. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit und L eine
invertierbare Garbe auf V. Existiert eine Konstante a, so daf fiir v > 0 gilt:

dim (HO(V, L ® %)) <a - »*™?
Dabei soll v== = 0 sein.

Fiir k(V) = —ooist 7.1 nicht anderes als das klassische offene Problem
,,Does adjunction terminate*. In diesem Falle wiirde 7.1 eine direkte Folgerung
sein aus einer positiven Antwort auf:

Problem 7.2. Ist jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit V mit k(V) = —oo
eine Uni-Regelmannigfaltigkeit?
Dies bedeutet, dafl eine n — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit W existiert und eine
generisch endliche Abbildung von W x P* auf V.
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Selbst wenn man annimmt, da} das Problem 1.3 bejaht werden kann, also
daf} jede Mannigfaltigkeit, die keine Uni-Regelmannigfaltigkeit ist, ein kanonisches
Modell besitzt, kennt man die Antwort auf 7.2 nicht. So kann man bisher nicht
entscheiden, ob eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit der Kodaira-Dimension
—oo existiert, deren kanonische Garbe numerisch positiv ist. Benutzt man die
Theorie der Flichen (4.3, b)) so erhilt man aus 4.6, B)

Folgerung 7.3. Ist V eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) = —oo
und g(V) = 1, so haben 7.1 und 7.2 eine positive Antwort.

Eine entsprechende Folgerung fiir vier-dimensionale Mannigfaltigkeiten
kodnnen wir nicht hinschreiben, da wir die Antwort auf 7.2 nicht fir alle drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten kennen.

Fiir den Fall der Kodaira-Dimension Null erhalten wir aus 4.6, A)

Folgerung 7.4. Ist V eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit, k(V) = 0 und
g,(V) = dim (V) — 2, so existiert eine Mannigfaltigkeit V', birational zu V, und ein
1> 0, so da wy = Oy ist.

Damit ist das in 1.3 gesuchte kanonische Modell in diesem Spezialfall gefunden —
sogar in der Menge der Mannigfaltigkeiten. Auch 7.1 ist in diesem Fall trivialer-
weise richtig. Bemerken wir noch, daf} eine positive Antwort auf 7.1 fiir Mannig-
faltigkeiten der Kodaira-Dimension Null gerade sagt, daf} eine Zariski-Zerlegung
der kanonischen Garbe (1.4) existiert, deren positiver Teil P= Oy, ist.

Wir beenden diesen Paragraphen mit Kawamatas Charakterisierung abel-
scher Mannigfaltigkeiten, die direkt aus 4.5 folgt.

Folgerung 7.5. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Kodaira-
Dimension Null. Dann ist g,(V) <n und g,(V) = n genau dann, wenn V birational
zu einer abelschen Mannigfaltigkeit ist.

§8 Hohere Differentialformen

In den bisherigen Abschnitten haben wir iiber die Kodaira-Dimension und
die Irregularitit geredet, das heifdt, iber Multi-n-Formen und Eins-Formen. Beide
sind mit Abbildungen verbunden, mit Iitakas Faserung (3.2) und mit der Albanese-
Abbildung (4.1). Wie kann man die hoheren Differentialformen betrachten, zum
Beispiel Zwei-Formen auf einer drei-dimensionalen Mannigfaltigkeit der Kodaira-
Dimension Null? Beginnen wir mit dem folgenden Lemma, welches man aus der
Serre-Dualitit und dem Verhalten der Euler-Poincaré-Charakteristik unter étalen
Morphismen erhilt.

Lemma 8.1. Es sei V eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit (oder eine
Varietdt mit nur rationalen Gorenstein-Singularititen), so dafy wy = Oy, ist fiir ein
u> 0. Dann ist X(Oy) = 0.

Bemerkt man, daf} ein Faserbiindel elliptischer Kurven iiber einer abelschen
Flédche trivial ist, falls seine kanonische Garbe einen Schnitt hat, so erhilt man die
folgende Tabelle der moglichen Werte der g; aus 7.4 und 8.1 (siehe [23]).
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Proposition 8.2. Jede drei-dimensionale Mannigfaltigkeit V mit x(V) = 0
und g,(V) > 0 ist birational zu einer der folgenden:

£ g 83 Struktur

3 3 1 abelsche Mannigfaltigkeit

2 1 0 ¢tales Faserbiindel elliptischer Kurven
iiber einer abelschen Fliche

1 1 1 étales Faserbiindel abelscher Flichen oder von
K 3-Flichen iiber einer elliptischen Kurve

1 0 0 étales Faserbiindel iiber einer elliptischen Kurve

mit Faser F, k(F) =0

P. Wilson hat vor kurzem in [33] folgende Verallgemeinerung von 8.1
erhalten.

Satz 8.3. Es sei V eine drei-dimensionale Mannigfaltigkeit (oder eine Varie-
tdt mit nur terminalen Gorenstein-Singularititen), (V) = 0 und wy sei numerisch
positiv.

Dann ist X(Oy) = 0. Insbesondere folgt aus g,(V) = 0, daff g,(V) =0 und g53(V) = 1
ist.

Diese Ergebnisse, ebenso wie der erste Teil von 7.5, beantworten in Spezial-
féllen eine Vermutung Uenos ([23]).

Problem 8.4. Es sei V eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit der Kodaira-
Dimension Null und € C Qv eine Untergarbe vom Rang 1. Ist dann
dim (H%(V, E)) <r?

Tatsichlich hat Ueno nur den Fall E = Q}, betrachtet, aber die Versuche, 8.4 fiir
drei-dimensionale Mannigfaltigkeiten zu behandeln, legen obige Prizisierung nahe.
T. Mabuchi hat in [32] 8.4 im positiven Sinne beantwortet firn=3,i=2undr=1.
Damit bleibt (fir drei-dimensionale Mannigfaltigkeiten) das Problem, Rang zwei Un-
tergarben von Q%, zu behandeln. Man kann sich liberlegen, daf’ eine positive Antwort
auf das Adjunktionsproblem 7.1 auch in diesem Fall eine Antwort auf 8.4 geben wiirde.
In entsprechender Weise stellt sich die Frage nach der geometrischen
Bedeutung von Zwei-Formen auf Mannigfaltigkeiten der Kodaira-Dimension —eo.
Erste Ergebnisse in dieser Richtung findet man in [32].

Literatur

Grundlagen der Geometrie
[1] Griffiths, P; Harris, J.: Principles of Algebraic Geometry. New York: Wiley-
Interscience 1978
[2] Hartshorne, R.: Algebraic Geometry. New York — Heidelberg — Berlin: Springer
1977

Zur Klassifikationstheorie der Flichen

[3] Beauville, A.: Surfaces Algébriques Complexes. astérisque 54. Société Mathématique
de France 1978




Klassifikationstheorie 149

[4] Bombieri, E; Husemoller, D.: Classification and Embeddings of Surfaces.
In: Algebraic Geometry, Arcta 1974. Amer. Math. Soc. Proc. Symp. Pure Math. 29
(1975) 329-420

Zum stetigen Teil der Klassifikation
[S] Mumford, D.; Fogarty, J.: Geometrie Invariant Theory. 2nd ed. Berlin —
Heidelberg — New York: Springer 1982. = Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete 34

Zur Konstruktion des kanonischen Modelles
[6] Kawamata, Y.: Elementary contractions of algebraic 3-Folds. Manuskript 1983
[7] Mori, S.: Threefolds whose canonical bundles are not numerically effective. Ann.
of Math. 116 (1982) 133176
[8] Mori, S.: Threefolds whose canonical bundles are not numerically effective. In: [34]
155-190
[9] Reid, M.: Minimal models of canonical 3-Folds. In: [35] 131180

Numerisch positive Garben und die Zariski-Zerlegung

[10] Benveniste, X.: Surla décomposition de Zariski en dimension 3. Notes aux
C. R. Acad. Sci. 295 (Sept. 1982) 107-110

[11] Fujita, T.: Semipositive line bundles. Manuskript 1982

[12] Kawamata, Y.: A generalization of Kodaira-Ramanujam’s vanishing theorem.
Math. Ann. 261 (1982) 4346

[13] Viehweg, E.: Vanishing theorems. J. reine u. angew. Math. 335 (1982) 1-8

[14] Zariski, O.: The theorem of Riemann-Roch for high multiples of an effective
divisor on an algebraic surface. Ann. of Math. 76 (1962) 560—-615

Zur Struktur des kanonischen Ringes

[15] Benveniste, X.: Sur ’anneau canonique de certaines variétés de dimension 3.
Inventiones math. 73 (1983) 157164

[16] Kawamata, Y.: On the finiteness of generators of a pluri-canonical ring for a 3-fold
of general type. Manuskript 1982.

[17] Reid, M.: Canonical 3-folds. In: Géométrie Algébrique. Angers: Sijthoff & Noordhoff
Int. Publishers 1979, 273-310

[18] Wilson, P.: On the canonical ring of algebraic varieties. Compositio Math. 43 (1981)
365-385

Grundlagen der Klassifikationstheorie und die Struktur der Albanese-Abbildung (siehe auch die

Literaturangaben in [19])

[19] Esnault, H.: Classification des variétés de dimension 3 et plus. Séminaire Bourbaki
(Fév. 1981) n® 568. In: Lecture Notes in Math. 901. Berlin — Heidelberg — New York:
Springer 1981, 111131

[20] Titaka, S.: On D-dimension of algebraic varieties. J. Math. Soc. Japan 23 (1971)
356-373

[21] Kawamata, Y; Viehweg, E.: On a characterization of an abelian variety in the
classification theory of algebraic varieties. Compositio Math. 41 (1980) 355—359

[22] Ueno, K.: Classification Theory of Algebraic Varieties and Compact Complex Spaces.
Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1975. = Lecture Notes in Math. 439.

[23] Ueno, K.: Birational geometry of algebraic threefolds. In: Géométrie Algébrique.
Angers: Sijthoff & Noordhoff Int. Publishers 1979,311-323

Zur Kodaira-Dimension von Faserriumen (siehe auch die Literaturangaben in [19])

[24] Fujita, T.: On Kihler fiber spaces over curves. J. Math. Soc. Japan 30 (1978) 779794

[25] Kawamata, Y.: Characterization of abelian varieties. Composition Math. 43 (1981)
253-276

[26] Kawamata, Y.: Kodaira dimension of algebraic fiber spaces over curves. inventiones
math. 66 (1982) 57-71

[27] Kawamata, Y.: Kodaira dimension of certain algebraic fiber spaces. J Fac. Sci. Univ.
Tokyo 30(1983) 1-24

[28] Levine, M.: Pluri-canonical divisors on Kihler manifolds. Inventiones math. 74 (1983)
293-303

[29] Viehweg, E.:Klassifikationstheorie algebraischer Varietiten der Dimension drei.
Compositio Math. 41 (1980) 361—-400




150  E. Viehweg

[30] Viehweg, E.: Weak positivity and the additivity of the Kodaira dimension for certain
fibre spaces. In: [35] 329-353

[31] Viehweg, E.: Weak positivity and the additivity of the Kodaira dimension, II: The
local Torelli map. Manuskript 1982. In: [36] 567—589

Differentialformen auf drei-dimensionalen Mannigfaltigkeiten

[32] Mabuchi, T.: Invariant § and uniruled threefolds. J. Math. Kyoto Univ. 22 (1982)
503-554

[33] Wilson, P.: Onregular threefolds with k = 0. Manuskript 1983

Tagungsberichte, die sich mit der Klassifikationstheorie befassen

[34] Algebraic Threefolds. Proceedings, Varenna 1981. Berlin — Heidelberg — New York:
Springer 1982. = Lecture Notes in Math. 947

[35] Algebraic Varieties and Analytic Varieties. Proceedings, Tokyo 1981. Kinokuniya Comp.
& North-Holland Pub. Comp. 1983. = Advanced Studies in Pure Math. 1

[36] Classification of Algebraic and Analytic Manifolds. Proceedings, Katata 1982. Boston —
Basel — Stuttgart: Birkhduser 1983. = Progress in Math. 39

Eckart Viehweg

Max-Planck-Institut fir Mathematik

Gottfried-Claren-Strafle 26

D-5300 Bonn 3 (Eingegangen: 10. 10. 1983)




Jber. d. Dt. Math.-Verein © 1984 B. G. Teubner Stuttgart
86 (1984) 151—-159
AMS subject classification: 30 E 10

Approximation im Komplexen*
D. Gaier, Gieflen

Das Thema meines Vortrags ist in letzter Zeit Gegenstand mehrerer Tagun-
gen gewesen, sei es im Rahmen von Funktionentheorie-Tagungen (Oberwolfach,
Durham, Quebec), sei es (wie z. B. in osteuropiischen Landern) innerhalb grofierer
Tagungen iiber das Gesamtgebiet der Approximationstheorie. Man kann wohl sagen,
daf} dieses Gebiet in neuerer Zeit die Aufmerksamkeit einer wachsenden Zahl von
Mathematikern gefunden hat.

Meine Aufgabe ist es hier, Ihnen in einer Stunde einen knappen Uberblick iiber die
wichtigsten Tatsachen zu geben. Das bedeutet, da® ich hauptsichlich iiber Ergeb-
nisse berichte, weniger iiber Beweise, und vor allen Dingen, daf} sich mein Vortrag
ausdriicklich an die Nichtspezialisten wendet, die sich kurz iiber das Wichtigste
informieren wollen. Mein Vortrag soll gewissermafien ein Fortbildungsvortrag iiber
Approximation im Komplexen sein.

1 Approximation durch Polynome — Weierstraf 1885

Das erste Hauptproblem stellt sich so: Es sei K kompakt in C, und f sei eine
auf K erklirte komplexwertige Funktion. Gibt es eine Folge {P,} von Polynomen
so, dafd P, (z) = f(z) (n = o0; z €K)? Ist letzteres der Fall, so sagen wir, es sei
f € P(K).

Es ist klar, daft notwendig fiir f € P(K) ist, da f auf K stetig und in K°, den inneren
Punkten von K, analytisch ist; hierfiir sagen wir, es sei f € A(K). Es ist also P(K)

C A(K), und die obige Frage lautet, leicht verschirft: Fiir welche Kompakta K

gilt P(K) = A(K)?

Man sieht leicht, dafd dafiir das Komplement K¢ von K zusammenhingen muf.
Andernfalls hat K€ eine beschrinkte Komponente g. Wir wihlen z, € g, setzen

d =max {|z —z¢|: z €K}, und betrachten die auf K regulire Funktion

f(z) =

e Wire f € P(K), so gibe es ein Polynom P mit
0

|z =201

1
|f(z)-—P(z)|<a (z €K), folglich Il—(z—zo)P(z)|<—d—<1 (z €K).

*) Nur unwesentlich erweiterte Fassung eines Vortrags, den der Verfasser im September
1983 bei der DMV-Tagung in Koln gehalten hat.
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Da der Abschluf g von g kompakt ist, nimmt 1 — (z — z4)P(z) sein Maximum auf
0g C K an. Die letzte Ungleichung gilt also auch fiir z = z,, was nicht zutrifft. _
Bei unserer Frage, wann P(K) = A(K) gilt, kann man sich demnach auf solche K
beschrinken, fir die K® zusammenhingt. Bekannte Fille sind:

a) K = [a, b]: Satz von Weierstrafd 1885. Hier ist eine f approximierende
Polynomfolge sogar leicht explizit angebbar: Bernstein-Polynome.

b) K = D: Hier ist f im Einheitskreis D analytisch, in D stetig. Gilt

n

f(z)= Y a,z(z€ D), so kann man die Fejér-Polynome o0,(z) = - 1 Z sk(z)
n=0
bilden, mit s (z) = Z a,z¥, und man hat 0,(z) = f(z), (z € D). Oder aber man

k=0
approximiert f erst durch f,, mit f,(z) := f(rz), (z € D, 0<r<1).Daf;in D ana-
lytisch ist, 13t es sich durch die Teilsummen seiner Potenzreihe approximieren.

¢) K =G, wo 9G eine Jordankurve ist: Satz von Walsh 1926. Es bezeichne
¢ die konforme Abbildung von G auf D, mit ¢(0) = 0, ¢'(0) > 0. CR(R > 1) sei
eine dufere Niveaulinie von G, und ¢y bilde das Innere von Cy (normiert) auf D
ab. Um f € A(G) durchein Polynom zu approximieren, wird zuerst f(¢™'(w)) €A(D)
durch ein Polynom P(w) approximiert, d. h. es ist f(z) in G durch P(o(z)) approxi-
miert. Es reicht demnach aus, die Abbildungsfunktion ¢ durch Polynome zu appro-
ximieren. _
Mit Sétzen iiber variable Gebiete wird nun gezeigt, da pr(z) = ¢(z)(R > 1;ZE€G)
gilt, und daher geniigt es, pr auf G zu approximieren. Daf dies moglich ist, zeigt
zum Beispiel der Kleine Satz von Runge (§ 2), weil pg auf G analytisch ist.

d) K° = 0: Satz von Lavrentieff 1934.

Nachdem sich also verschiedene Autoren mit Sonderfillen abgemiiht hatten, zog
Mergelyan 1951 einen Schlufdstrich unter die Entwicklung.

Satz von Mergelyan (1951) Es sei K kompakt in C und K° zusammen-
hingend, ferner £ € A(K). Dann gibt es zu € > 0 ein Polynom P mit |f(z) — P(z) | <e,
(z €K).

Einen ausfiihrlichen Beweis findet man z. B. bei Gaier [2], S. 92 ff. Seine Haupt-
schritte sind: (i) f wird mit einem Gliattungsoperator behandelt, wodurch eine
nicht-analytische Funktion ® nahe f entsteht; (ii) ® wird durch ein Integral mit
Cauchy-Kern dargestellt

a<b
” ( )(S’)
R2

und der Kern wird durch ein stiickweises Polynom approximiert.

= dby,

2 Approximation durch rationale Funktionen — Runge 1885

Auch beim zweiten Problem ist K kompakt in C und f auf K erklirt, doch
fragen wir jetzt: Wann gibt es eine Folge {R,} von rationalen Funktionen mit
Polen in K€ so, dafd R,(z) = f(z) (n = o0, z €K)? Ist letzteres der Fall, so sagen wir,
es sei f € R(K).
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Wie oben ist R(K) C A(K). Der erste Satz in umgekehrter Richtung, und der erste
Satz der allgemeinen Approximationstheorie im Komplexen iiberhaupt, ist der

Satz von Runge (1885) Es sei K kompakt in C und f analytisch auf K.
Dann ist f € R(K).

Man beachte, daB f sogar in einer Umgebung von K analytisch vorausgesetzt ist. —

LIS CR

2mip $—z
geeigneten Wegen I' C K€, und die Approximation des Integrals durch Riemannsche

Runges Beweisidee ist die Darstellung von f als Integral f(z) =

c.
Summen. Dies ergibt als Naherung ), ——— mit gewissen {; € K°. Runge hat aber
i Z

auch schon erkannt, daf es méglich ist, mehrere Polstellen §; zusammenzulegen.
Angenommen, K°=g. U {U g, } sei die Zerlegung der Menge K° in ihre Komponen-
ten (mit o € g.,), so wihlen wir Punkte z, € g, beliebig. Alle Pole §; in der Kompo-
nente g, konnen dann nach z, bzw. oo ,,verschoben‘‘ werden, und es entsteht eine ap-
proximierende rationale Funktion R mit Polen der Ordnungen 2 1 in den zy bzw. o°.
In dem Sonderfall, daft K€ zusammenhingend ist, also K¢ = g.. ist, liegen alle Pole
von R in oo, und es entsteht der

Kleine Satz von Runge Es sei K kompakt in C und K€ zusammenhdngend,
ferner f auf K analytisch. Dann ist f € P(K).

Dieser Satz ist natiirlich schwicher als der von Mergelyan, jedoch lassen sich mit
ihm schon viele Anwendungen beweisen. Es sei etwa K, = K U K® U K mit

_ _ 1
K'={z€D: Imz<0}, K9=PGDsz=H,

_ 2
K® =1z €D: Imz>—

Wir setzen f = 0 auf KV UK® und £ = 1 auf Kff). Der Kleine Satz von Runge lie-_
fert dann eine Folge von Polynomen P, mit P,(z) = 0 (n = o) fiir jedes feste z €D,
jedoch ist die Konvergenz in keiner Umgebung von x, € (—1, +1) gleichmifig.

Das Ziel weiterer Bemiihungen war es nun, die starke Forderung ,,f analytisch auf
K* im Satz von Runge abzuschwichen und nur f € A(K) zu verlangen. Um das
Ergebnis formulieren zu konnen, benétigt man den Begriff der AC-Kapazitit einer
Menge M C C. Es sei K(M) die Klasse aller in C stetigen Funktionen f mit f(z) = 0
(z > o0) und |f(z)| <1 (z €C), die im Komplement einer kompakten Teilmenge
von M analytisch sind. Jedes f € K(M) hat folglich an oo eine Entwicklung der Form

c
f(z) = _12(_9 + fallende Potenzen.

Dann heit c(M) = sup {|c,(f)| : f € K(M)} die AC-Kapazitit von M. Eine Charak-
terisierung der Kompakta K, fiir die R(K) = A(K) gilt, gibt dann der

Satz von Vitushkin (1966) Es ist R(K) = A(K) genau dann, wenn
a(K°N D) = (KN D)
gilt fiir jede Kreisscheibe D.
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Die Bedingung ist nicht leicht nachzupriifen. Grob gesprochen bedeutet sie, dafy
K°und K% iiberall ,gleich dick* sind. Doch wird man versuchen, zu einfacheren
hinreichenden Kriterien fiir den Schlu f € A(K) = f € R(K) zu gelangen. Dabei
kommt uns zugute der

Lokalisationssatz von Bishop Es sei K kompakt in C und f auf K erklirt.
Zu jedem z €K gebe es eine Umgebung U, so, daf mit K,:=K N U, gilt
flx, € R(K,). Dann ist f € R(K).

Mit anderen Worten: Die rationale Approximierbarkeit von f auf K ist eine ,,lokale
Eigenschaft‘; ist sie éberall lokal moglich, so auf ganz K. Mit Hilfe dieses schonen,
kriftigen Satzes zeigt man leicht die

Folgerung Haben alle Komponenten von K¢ einen Durchmesser 2 6 > 0,
so ist R(K) = A(K).

Dies gilt also insbesondere dann, wenn K° nur endlich viele Komponenten hat, aber
auch dann, wenn man etwa aus einem abgeschlossenen Rechteck unendlich viele
offene Rechtecke fester Hohe herausnimmt.

Der einfachste Zugang zum Satz von Bishop fiihrt {iber das

Fusionslemma von Alice Roth (1976) Gegeben seien drei kompakte Men-
gen Ky, K,, k in Cmit K, NK, = Q. Dann gibt es eine Konstante A = A(K,, K;)>0
mit folgender Eigenschaft. Sind Ry, R, rationale Funktionen mit |R(z) —R,(z) 1<,
(z €k), so gibt es eine rationale Funktion R mit

IR{(z) —R@)|<A-e¢ (z€K,UKk) und
IR,(z) —R(z)|I<A-e (z€K,Uk).
Uber die Lage der Pole ist nichts angenommen. Wesentlich ist nur der Fall, daB k

die Mengen K, und K, trifft. Die rationale Funktion R verbindet dann R, mit R,
iiber die ,,Briicke* k. Naheres in [2], S. 113ff.

Wie kénnen wir nun ein Kompaktum K finden, fiir das R(K) echt in A(K) liegt?
Die Folgerung oben zeigt, da® wir auf ein K zuriickgreifen miissen, firr das K¢
unendlich viele Komponenten hat; K hat unendlich viele Locher. Zu diesem Zweck
wurde von der Schweizerin Alice Roth schon 1938 der sog. Schweizer Kise erfun-
den. Ihn gewinnen wir, indem wir aus D abzihlbar viele offene Scheiben A; mit
Radien r; herausnehmen, so daf gilt: _

1) A;sind paarweise fremd;

DY <1
i
3) D\ A, enthilt keine Kreisscheibe.
j

Dann ist K := D\{J A; Roth’s Schweizer Kise.
j

Fig. 1. Schweizer Kise

Hier ist tatsichlich R(K) echt in A(K). Denn f(z) = Z ist in A(K) (weil K® = (), aber
man zeigt leicht, da sich f nicht beliebig gut rational approximieren 1afit.
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3 Approximation durch ganze Funktionen — Carleman 1927

Beim dritten Fragenkomplex, den wir behandeln wollen, ist F abgeschlos-
sen in C, und f € A(F), das heif3t f stetig auf F und analytisch in F°. Wir fragen:
Gibt es eine Folge {g,} ganzer Funktionen so, daf’ g,(z) = f(z) (n > o0, z €EF)?
Ausgangspunkt fiir diese Frage war der

Satz von Carleman (1927) Es sei f stetig auf R, e(x) stetig und positiv
auf R. Dann gibt es eine ganze Funktion g mit

If(x) —g(x)| <e(x) (xER).

Man bemerkt, daf} sogar Approximation mit Geschwindigkeit (fiir x = * o) aus-
gesagt wird. Indessen folgt die allgemeine Behauptung leicht aus der speziellen
(mit e(x) = 1) wie folgt. Zunichst wihle man eine ganze Funktion g, so, da
|log e(x) —g,(x)| <1, (x €R). Dann ist h = exp (g, — 1) ganz und nullstellenfrei,

i
und g, wihlbar so, da’ lf-l((_))(())— 2,(x)| <1, (x €R). Folglich gilt

If(x) —h(x)g2(x) | < |h(x) | =exp Re (g,(x) ~1) < e(x) (x €ER),

womit der allgemeine Fall erledigt ist. — Diese Reduktionsidee ist iibrigens immer
anwendbar, wenn F° = () ist.

Schon Carleman hat neben R noch allgemeinere Mengen F in C betrachtet, doch
studieren wir gleich eine Verallgemeinerung des Problems. Es sei G ein Gebiet in C
und F C G abgeschlossen in G.

=

—_————— I
/ﬂ

1

0 ;1 [

Fig. 2. F abgeschlossen in G Fig. 3. Beispiel eines F in C
Es heifit F Weierstra-Menge in G, wenn fiir jedes f € A(F) und € > 0 ein g € Hol(G)
existiert so, da |f(z) —g(z) | < e gilt fiir alle z €F.
Die allgemeinere Frage lautet: Wie lassen sich WeierstraR-Mengen topologisch cha-
rakterisieren? Sofort sieht man wieder: F darf keine Lécher aufweisen. Aber diese
Bedingung reicht nicht aus, wie das Beispiel von Fig. 3 zeigt. Hier ist G = C und
F =(UT,) U R f wird stetig auf I, angenommen, wobei f = 0 auf den horizonta-
len Teilen von I'yund | f = n sein soll. Setzt man noch f = 0 auf R*, so wird f

I‘I‘\
stetig auf F: f € A(F). Angenommen, es gibe eine ganze Funktion g mit
If(z) —g(z)| <c<1/2,(zEF). Dann wiire [ g= [ (g—f)+ | f.
r

n Tn Tn
Die linke Seite ist O + o(1), wihrend rechts | f = n steht und
Fn
| (g —f) vom Betrag <c - (2n +0(1))

Pn
ist. Dies ergibt einen Widerspruch wegen ¢ < 1/2.
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Bezeichnet G* die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von G, so wird die Charakteri-
sierung von WeierstraR-Mengen in G gegeben durch den

Satz von Arakeljan (1968) Es ist F WeierstraB-Menge in G genau dann,
wenn gilt:

(1) G* \F ist ein zusammenhdngender Raum,

(2) G*\F ist an oo lokal zusammenhdingend.

In F und G ausgedriickt heifdt dies: (1) Jede Zusammenhangskomponente von

G \F hat einen Hiufungspunkt auf daG, dem beziiglich € genommenen Rand von
G. (2) Zu jeder Umgebung U von oo gibt es eine Umgebung V C U von oo so, dafy
jeder Punkt z € V \ F mit oo durch einen Weg verbunden werden kann, der in
(G\F) N U liegt. Wie man sieht, ist gerade diese Bedingung (2) im Beispiel der
Figur 3 verletzt.

Der Satz von Arakeljan wurde erst in mehreren Etappen erreicht. A. Roth hatte
1938 den Fall G = C und F vom Flichenmaf O behandelt. Spitere Autoren waren
Keldych und Lavrentieff, und Arakeljan selbst hatte 1964 zuerst den FallG =C
vollstindig erledigt. Der bei Gaier ([2], S. 129) gewihlte Zugang — iiber die mero-
morphe Approximation — wurde bei Roth 1973 angedeutet, verwendet das
Fusions-Lemma, und fiihrt den Satz von Arakeljan letztlich auf den von Mergelyan
zuriick.

Wir stellen noch eine durch den Satz von Carleman nahegelegte Zusatzfrage: Kann
man vielleicht erreichen, daR neben |f(z) —g(z) | <€, (z € F) noch gilt

|f(z) —g(z)] = 0, (z €F, z > 0)? Dabei ist natiirlich wie oben o° der ideale Punkt
inG*.

Die Antwort fillt nicht immer positiv aus. Wir nehmen etwa G = D und

F=G N{z:Rez=0}.Ist dann f € A(F) und g € Hol(D) mit f(z) —g(z) > 0

(z €F, z > ), so hat die in F° analytische Funktion f —g auf dem rechten Halb-
kreisbogen Randwerte Null. Nach einem Satz von Lusin und Priwalow muf} folg-
lich f = g sein, f muf} notwendig nach D analytisch fortsetzbar sein.

Jedoch gibt es solche Sitze, wenn G = C ist. Wir erwihnen als Beispiel:
Ist F Weierstraf3-Menge in C und f € A(F), so gibt es zu € > 0 eine ganze Funktion
g mit

1
If(z) —g(2)|<e (z€F) und |f(z)—g(z)|<|—z—I (z €F).

4 Approximation mit Geschwindigkeit — Nersesjan 1971

Vergleicht man die Sitze von Carleman und Arakeljan miteinander, so erscheint

es wiinschenswert, jene in C oder in einem Gebiet G C C abgeschlossenen Mengen F
zu charakterisieren, auf denen Approximation mit beliebiger Geschwindigkeit mog-
lich ist. Es heifdt F C G Carleman-Menge in G, wenn fiir jedes f € A(F) und jede
Fehlerfunktion € ein g € Hol(G) existiert so, daf® |f(z) —g(z) | < e(z) gilt fiir alle

z €F.

Wie oben schon angedeutet, fallen die Begriffe Carleman-Menge und Weierstra3-
Menge zusammen, falls F keine inneren Punkte besitzt. Im allgemeinen Fall tritt
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jedoch zu den Bedingungen (1) und (2) im Satz von Arakeljan noch eine dritte
Bedingung hinzu. Wir sagen, F erfiille die Bedingung (A), wenn es zu jedem kom-
pakten Teil K von G eine Umgebung U von o in G* gibt so, dafs keine Zusammen-
hangskomponente von F° gleichzeitig K und U trifft. Damit lautet der

Satz von Nersesjan (1971) Es ist F Carleman-Menge in G genau dann,
wenn F die Bedingungen (1) und (2) im Satz von Arakeljan sowie die Bedingung
(A) erfiillt.

Wie man sieht, ist die Bedingung (A) schon fiir einfache Mengen verletzt; man
wihle etwa G = C und F als abgeschlossenen Winkelraum. Es stellt sich dann

die Frage, fir welche Funktionen f € A(F) und fiir welche Fehlerfunktionen e
eine Approximation moglich ist. Diesen Fragenkomplex hat erstmals Keldych
1945 behandelt; man findet oft, daB das Wachstum von f mit dem von e gekoppelt
werden muf. Niheres bei Gaier [2], S. 144 ff.

5 Anwendung von Approximationssitzen

Die Approximationssitze eignen sich hervorragend dazu, holomorphe Funktionen
zu konstruieren, die ein gewisses Randverhalten zeigen. Dafiir bringen wir drei
Beispiele.

a. Wir wihlen G = C und F entsprechend Fig. 4. Dann ist F Weierstraf3-
Menge in C, und der am Ende von § 3 genannte Satz liefert, auf f(z) = 1/z
angewandt, eine ganze Funktion g mit

Fiir diese ganze Funktion g verschwinden alle radialen Randwerte: lim g(rei¥) =0,

r—> o
¢ € [0, 27]. Im Einheitskreis D ist dies nicht moglich, denn aus hm f(rel¥) = 0 fiir ¢
aus einer Menge von positivem Maf folgt f = 0.

1 1
g(z) ——{ <— (z€F).

b. Gegeben sei eine F,-Menge E € oD von 1. Kategorie: E=U E_, wo E,
abgeschlossen und nirgends dicht auf aD. Weiter sei f in D stetig. Dann gibt es eine
in D analytische Funktion g so, daf

f(rel¥) —g(re'*) >0 (r—> 1),

fur alle ¢ € E. Das radiale Randverhalten jeder stetigen Funktion f kann (auf E)
mitgemacht werden durch eine in D analytische Funktion g. Nimmt man fiir E,,

1
Cantor-Mengen vom Maf 27 ——, so wird E vom Maf} 27, und die Aussage oben
gilt dann fiir fast alle .
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Wir skizzieren den Beweis. Dazu setzen wir

F,= rei‘P:l—-I%<r<l;e“"€Erl (n=1,2,..).
Diese Mengen sind abgeschlossen in D mit F3 = @, ihre Union F = U F,, ist ebenfalls
abgeschlossen in D mit F® = ); daher ist f € A(F). Auferdem ist unschwer zu sehen
daf} F die Bedingungen (1) und (2) des Satzes von Arakeljan erfiillt. F ist daher
sogar eine Carleman-Menge, und zu jeder Fehlerfunktion e(r) gibt es eine Funktion
g € Hol(D) mit

If(z) —g(2)|I<e(lz]) (z€F).

Jeder zu einem Punkt von E hinfiihrende Radius liegt aber von einer Stelle an in F,
und daraus folgt unsere Behauptung.

>

c. Es sei f eine ganze Funktion, fiir die lim f(re¥) =: F(e'¥) fiir alle  als

r—>oo
endlicher oder unendlicher Grenzwert existiere. Welche Funktionen F kénnen
dabei vorkommen? A. Roth hat 1938 diese Frage vollstindig beantwortet und
diese ,,Strahlengrenzwert-Funktionen* durch zwei Eigenschaften charakterisiert:

(1) F ist auf E = 8D von der 0. oder der 1. Baireschen Klasse;

(2) Es gibt abzihlbar viele fremde offene Kreisbdgen by C E so, da
a) U by dicht liegt auf E, und da
b) F auf jedem dieser Bégen b, konstant ist.

Jede Strahlengrenzwert-Funktion F hat die Eigenschaften (1) und (2), und zu
jeder (1) und (2) erfiillenden Funktion F gibt es eine ganze Funktion f, welche F
als Strahlengrenzwert-Funktion hat. Hier, im zweiten Teil der Aussage, kommt
die Approximationstheorie zum Zuge, die von A. Roth eigens zu diesem Zweck
entwickelt worden ist. Ahnlich war iibrigens auch fiir Arakeljan das Motiv zur Ent-
wicklung seiner Sitze; mit ihrer Hilfe wurde die Untersuchung des sog. Umkehr-
problems der Nevanlinna-Theorie wesentlich vorangebracht.

6 Abschlieende Bemerkungen

Unser Uberblick hat sich auf die theoretischen Aspekte der Approximation im
Komplexen beschrénkt. Dieses Material ist ausfithrlich im Buch des Referenten

[2] dargestellt; dort hitte ein weitergehendes Literaturstudium einzusetzen. Wer
sich néher fiir konstruktive Gesichtspunkte interessiert, mag etwa die neueren
Arbeiten von Ellacott [1], Gutknecht [4] und Trefethen [7] konsultieren; dort
finden sich auch Hinweise auf weitere Literatur. Bei der Approximation auf
Riemannschen Fldchen lassen sich manche Ergebnisse iibertragen, doch zeigen sich
auch gewisse interessante Unterschiede zu den Verhiltnissen in C; siche Gauthier-
Hengartner [3] und Scheinberg [6].




Approximation im Komplexen 159
Literatur

[1] Ellacott, S.W.: Computation of Faber series with application to numerical polynomial
approximation in the complex plane. Math. Comp. 40 (1983), 575—587

[2] Gaier, D.: Vorlesungen iiber Approximation im Komplexen. Basel: Birkhiduser 1980

[3] Gauthier, P.M,; Hengartner, W.: Approximation uniforme qualitative sur des
ensembles non bornés. Montréal: Les presses de I’Université 1982

[4] Gutknecht, M. H.: On complex rational approximation. Parts I and II. Computational
aspects of complex analysis (Proc. Conf. Braunlage, 1982), 79—132. Dordrecht: Reidel Publ.
Comp. 1983

[5] Korevaar, J.: Polynomial and rational approximation in the complex domain. Aspects
of contemporary complex analysis (Proc. Conf. Durham, 1979), 251 -292. New York:
Academic Press 1980

[6] Scheinberg, S.: Approximation and non-approximation on Riemann surfaces. Com-
plex approximation (Proc. Conf. Quebec, 1978), 110—118. Boston: Birkhiuser 1980. =
Progress in Math. 4

[7] Trefethen, L.N.: Chebyshev approximation on the unit disk. Computational aspects
of complex analysis (Proc. Conf. Braunlage, 1982), 309—323. Dordrecht: Reidel Publ.
Comp. 1983

Prof. Dr. D. Gaier

Mathematisches Institut der Universitit

Arndtstrafle 2

6300 Gieflen (Eingegangen: 13. 12. 1983)




Jber. d. Dt. Math.-Verein © 1984 B. G. Teubner Stuttgart
86 (1984) 160—-165

Othmar Baier zum Gedenken

O. Giering, Miinchen')

Am 2. April 1980 verstarb im 75. Lebensjahr Dr. d. techn. Wiss. Othmar
Baier, em. o. Professor der Geometrie an der Technischen Universitat Miinchen.
Mit ihm verlor die Mathematik einen Reprisentanten der anschaulichen Geometrie
und die Technik einen Mitwegbereiter des NSU-Wankel-Motors.

Othmar Baier wurde am 16. November 1905 in Augsburg geboren. Er ent-
stammte von Seiten beider Eltern in der dritten Generation einem Lehrergeschlecht.
Sein Vater war Richard Baier, damals Studienprofessor in Augsburg; seine Mutter
war Paula Baier, geb. Krimer. Er legte 1924 an der Oberrealschule in Augsburg mit
hervorragendem Erfolg die Reifepriifung ab und begann im Sommersemester des-
selben Jahres — obwohl auch zu humanistischen Studienrichtungen neigend —
das Studium der Mathematik und Physik an der Universitdt und der Technischen
Hochschule in Miinchen. Baier hat beide Facher durchaus gleichberechtigt studiert.
Nach Ablegung der 1. Staatspriifung im Frithjahr 1928 war sein Berufsziel, Physi-

1) Lebensdaten und andere Details iiber O. Baier haben freundlicherweise dessen Sohn
Ulrich Baier sowie Prof. Dr. Dr. h. ¢c. Walther Baier (der Bruder von Othmar Baier) zur Verfii-
gung gestellt.
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ker zu werden. Er erwog lingere Zeit, in Experimentalphysik bei W. Wien oder in
theoretischer Physik bei A. Sommerfeld zu promovieren; beide Wege standen ihm
offen. Aus Griinden der beruflichen Sicherung gab er 1929 zunichst der 2. Staats-
priifung den Vorzug und promovierte schlieBlich 1931 bei S. Finsterwalder mit
einer Arbeit iiber die Flichen, auf welchen die Darbouxschen Linien Dreiecksnetze
bilden (siehe [1]). Finsterwalders mathematische Arbeit ,,galt immer denjenigen
Problemen und Gebieten der Mathematik, wo nicht das Formale und der Kalkiil,
sondern das im geometrischen Sinne Anschauliche im Vordergrund stand*.2)
Diese Haltung Finsterwalders fiel bei Baier auf fruchtbaren Boden. Er hat sie
zeit seines Lebens zu seiner eigenen gemacht und in Vorlesungen, Arbeiten und
Diskussionen stets vertreten. In O. Perron, bei dem Baier an der Universitit Miin-
chen horte, findet man eine zweite Wurzel fiir Baiers Geometrie-Verstindnis.
Perron setzte als Motto iiber eine seiner Arbeiten?) ,,Es gibt ausgezeichnete Biicher
iiber die ,Grundlagen der Geometrie‘, nur ist der Titel falsch. Denn die einzige
Grundlage der Geometrie, das heifdt das, was aller Geometrie zu Grunde
liegt, ist die Anschauung®. Auch diese Auffassung hat Baier — mit Hinweis
auf Perron — spéter immer wieder vertreten.

Die Jahre 1931 bis 1937 waren fiir Baier Assistentenjahre an den Techni-
schen Hochschulen in Miinchen und (im Wintersemester 1931/32) in Karlsruhe.
In dieser Zeit entstanden die Arbeiten [2]—[6], zunidchst gemeinsam mit R. Sauer
die Arbeit [2] iiber Dreiecksnetze aus Kegelschnitten. In seinen letzten Lebens-
jahren hat Baier dieses Thema wieder aufgegriffen. Gesprichsweise erwidhnte er
hiibsche Beispiele, die er noch fand; eine weitere Publikation iiber diesen Gegen-
stand ist jedoch nicht mehr entstanden. In [3] gab Baier einen geometrischen
Beweis des folgenden Satzes von Beltrami-Enneper: Die Windungen der durch
einen Flichenpunkt P gehenden Asymptotenlinien sind in P entgegengesetzt
gleich; ihr Betrag ist gleich der Wurzel aus der negativ genommenen Gauf3-Kriim-
mung in P. Dieser Satz li3t sich als Satz iiber das lineare Streckungsverhiltnis einer
Asymptotenlinie bei sphirischer Abbildung aussprechen und in dieser Form iiber-
raschend leicht gewinnen. Der Beweis entstand aus Baiers Bediirfnis heraus, geo-
metrische Aussagen ,,moglichst anschaulich und mit einfachen Hilfsmitteln zur
Evidenz zu bringen*.?) In [4] zeigt sich erstmals die kinematisch-technische Kom-
ponente Baiers, die er spiter besonders gepflegt hat. Baier beschreibt in dieser
Arbeit eine darstellend-geometrische Konstruktion zur Ermittlung eines Frisers,
der eine gegebene Schraubfliche erzeugt. Baier war in seiner Wissenschaft kein
Systematiker. Es waren Einzelprobleme, die ihn anzogen und fiir die er elementare,
konstruktive und méglichst anschauliche Losungen suchte. Dies gilt auch fiir seine
Habilitationsschrift [S], in der er sich die Aufgabe stellte, eine raumliche Konstruk-
tion zu finden, welche die allgemeinen quadratischen Abbildungen zweier Ebenen

s 2) Zitat aus R. Sauer: Sebastian Finsterwalder T. Nachr. d. Osterr. Math. Ges. (1952)
. 30.

3) 0. Perron: Miszellen zur hyperbolischen Geometrie. S.-Ber. Bayer. Akad. Wiss.,
Math.-naturw. Kl., Abt. II (1965) 157—176.

4) Dieses Zitat stammt aus [9], wo der Meusniersche Satz mit sehr anschaulichen Hilfs-
mitteln bewiesen wird. Insbesondere die Arbeiten [4] [8] [9] [10] [12] zeigen dasselbe metho-
dische Vorgehen.
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erzeugt und frithere Konstruktionen (etwa aus [2]) als Sonderfille umfadt. Baier
habilitierte 1934 an der Technischen Hochschule Miinchen; von 1935 bis 1937 war
er Dozent dieser Hochschule.

Noch im Jahr 1937 iibernahm Baier an der Technischen Hochschule Stutt-
gart zunichst vertretungsweise den Lehrstuhl fiir Darstellende Geometrie und
Angewandte Mathematik. Ein Jahr spéter heiratete er Dr. phil. Erna Zurl. Seine
Gattin war Lehrerin, hatte in Mathematik promoviert und war bis zur Eheschliefung
an mehreren Schulen titig. Den Ehegatten waren nicht nur fachliche Interessen,
sondern auch eine entschiedene Oppositionshaltung zum Nationalsozialismus und
eine bewufdt religiose Einstellung gemeinsam. Jeden Sonn- und Festtag und auch
zu anderen Anlissen spielte Baier die Orgel in der katholischen Kirchengemeinde
in Fellbach, wo die Familie bis 1952 wohnte. Wihrend der Stuttgarter Zeit kam
es jede Woche zu einem Kammermusikabend, bei dem Baier die Bratsche spielte.
Einige Mitglieder der Stuttgarter Besetzung kamen spiter gelegentlich nach Miin-
chen, um mit ihm alte Stiicke wieder zu spielen. Dem Ehepaar Baier wurden zwei
Sohne und zwei Tochter geboren. Jedem seiner Kinder schenkte Baier jihrlich
zweckgebunden 100,— DM, die sie fiir Notfille anderer einzusetzen hatten. Er
spendete gern fiir Notleidende, war aber an sich dufierst sparsam. Geselligkeit und
ghnliche Aktivititen iiberlief er eher seiner Frau. Er liebte die Beschaulichkeit
von Haus und Heim. Er empfand keine besondere Reiselust, abgesehen von kiir-
zeren Fahrten in die Nachbarlinder, besonders nach Italien. Wohl aber fuhr er
mit seinen Kindern durch Siiddeutschland, wo er in Bayern, Franken und Schwa-
ben bei nahezu jeder Kirche Altarbilder, Maler, Stukkateure und Baumeister
kannte. Er hatte ein ausgeprigtes dsthetisches Empfinden, das nicht nur in Musik
und Architektur, sondern auch bei der Gestaltung von Ubungs- und Priifungs-
aufgaben zu seinen Vorlesungen iiber Darstellende Geometrie zum Ausdruck kam.
Mancher seiner Assistenten wird sich an die Vielzahl umfangreicher Aufgaben zur
Darstellenden Geometrie einschlieRlich Perspektive und Photogrammetrie erinnern,
die immer wieder neu entworfen, abgeindert, 6fter mit zahlreichen Details ausge-
schmiickt und einwandfrei in Tusche ausgefiihrt werden mufiten. Mit dieser
Bemerkung wende ich mich wieder der beruflichen Laufbahn Baiers zu.

Baier wurde 1945 aufierordentlicher, 1952 ordentlicher Professor an der
Technischen Hochschule Stuttgart. Er war Inhaber des Lehrstuhls fiir Darstellende
Geometrie und Angewandte Mathematik. Als solcher hielt er regelmifig die
Standardvorlesungen iiber Darstellende Geometrie fiir Ingenieur- und Mathematik-
studenten sowie eine Standardvorlesung {iber graphische und numerische Metho-
den, gelegentlich auch Vorlesungen iiber Elementargeometrie, nichteuklidische
Geometrie und Nomographie. In diese Zeit fallen die Arbeiten [7] bis [16]. Die
einfache Herleitung der Hurwitzschen Bedingungen iiber die Nullstellen eines
Polynoms mit reellen Koeffizienten in [11] kann zusammen mit der Vorlesung
,,Graphische und numerische Methoden‘ gesehen werden, und die Betrachtungen
in [15] iiber die Konstruktion von Parallelen mit Hilfe eines Lineals und ortsfester
rechter Winkel tangieren Baiers Vorlesung iiber Elementargeometrie. Die Arbeiten
[13] und [14] sind der Geometrie der Verzahnungen gewidmet, und [16] ist der
Abdruck eines Vortrags iiber die Kinematik der Drehkolben- und Kreiskolben-
maschinen und ihre Fertigungsmoglichkeiten. Diese Schrift entstand aus der
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intensiven Mitarbeit Baiers an der Entwicklung des NSU-Wankel-Motors; auch die
Patente [22] bis [24] geben iiber den nicht geringen Anteil Baiers Aufschluf. Zu
F. Wankel entstand aus den zunichst fachlichen Beziehungen eine aufrichtige
und durch gegenseitige Besuche gepflegte Verbundenheit.

Im Jahr 1960 folgte Baier einem Ruf an die Technische Hochschule Miin-
chen. Als Nachfolger von F. Lobell iibernahm er das Institut fiir Geometrie und
leitete es bis zu seiner Emeritierung (1971). In diesen Jahren hat Baier noch die
Noten [17] und [18] verfaBit; 1974 schrieb er (zusammen mit W. Vinzenz) seine
letzte Arbeit [19], die hiibsche, elementare Beweise eines Satzes von S. Finster-
walder enthilt und diesen Satz mit allgemeinen Sitzen der Raumgeometrie ver-
kniipft. Auch an der TH Miinchen hielt Baier die Standardvorlesungen iiber Dar-
stellende Geometrie fiir Ingenieur- und Mathematikstudenten, zeitweise auch fiir
Architekten; ,,Kinematik* war eine seiner Spezialvorlesungen. Der Briickenschlag
zwischen Mathematik und Ingenieurwissenschaften war ihm ein besonderes Anlie-
gen. Davon zeugen auch die unter Baier in Miinchen entstandenen Dissertationen.
1966 wurde er in die Bayerische Kommission fiir die internationale Erdmessung
berufen. Im April 1973 verlor Baier seine Gattin. Er hat unter dem Tod seiner
Lebensgefahrtin bis zu seinem eigenen Tod, dem er gefafdt entgegensah, aufer-
ordentlich gelitten.

Ich schliefe mit einem Zitat aus einem an mich gerichteten Brief von
Herrn W. Baier!). In der Schilderung des Arbeits- und Studierzimmers seines ver-
storbenen Bruders Othmar schreibt er: , Im Zentrum libermafig gefillter Regale
die Totenmaske von Pascal! Sie und die Werke von Kardinal Newman koénnten
wohl als Angelpunkt einer weiteren Orientierung durch die im ganzen doch gut
iiberschaubare Interessenssphire eines Mannes mit linearem, nie unsicherem Ver-
folg seiner Lebensziele gelten.*
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1) Siehe Fuinote 1, S. 160.
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Comfort, W. W.; Negrepontis, S., Chain Conditions in Topology (Cambridge Tracts in
Mathematics 79), Cambridge University Press 1982,300S., £ 22,50

The chain conditions considered here grew out of the “ccc” (countable chain condi-
tion), asserting the countability of each system of pairwise disjoint open subsets of the space
considered. According to the authors, the ccc was first observed by Cantor (as a property of
Euclidean spaces). It was popularized by Souslin’s problem (roughly, whether the only ccc
ordered space without gaps is the real line), and it arises naturally from measure theory. There
are also less obvious connections with Banach space theory. Perhaps the most significant question
for later developments was: need the product of two ccc spaces be ccc? The answer was long in
coming. Meanwhile this problem led to Shanin’s “calibres” and Knaster’s “Property (K)”; and
these and their generalizations have then been studied for their own sakes. The present mono-
graph gives up-to-date coverage on what is known — and that is a great deal. Many of the results
are classical; many are due to the authors and their students. This review can provide only a
brief sampling.

The monograph begins with a preparatory chapter on infinitary combinatorics, deriving
results of Erdés and Rado neatly from two fundamental theorems. Chapter 2 introduces the
main protagonists. The authors say that a space has “calibre (a, 8, ¥)” if (roughly) every (indexed)
collection of a open sets has a subcollection of § sets of which every 7 have a commen point.

The classical case, in which @ = 8 = v, is abbreviated to “calibre «”. If the conclusion is weakened
in certain ways one speaks of “compact-calibre” and “precalibre”. The “A-Souslin number”
Sa(X) of a space X is the least a such that X has calibre (a, A, X); S,(X) is the “Souslin number”
S(X), a more convenient modification of the usual “cellularity” of X. Calibre («w*, w™*, 2) is
“property (K)”. Some generalized forms of pseudocompactness are also defined. (A few more
chain conditions will appear later, in Chapter 6.) The elementary implications between these
notions are derived, and it is shown that for many purposes an arbitrary space is equivalent to a
compact one, its Gleason compactification.

Chapter 3 studies chain conditions in product spaces and powers, considering not only
the usual product topology but also various types of box topology. The typical theorems assert:
if all subproducts of “few” factors have a certain property, then so does the full product. Chap-
ter 4 answers a natural question: which classes of infinite cardinals can arise as the class of
calibres of a Hausdorff space? Actually it is neater to specify the complementary classes, of non-
calibres. The constructions of the necessary spaces employ a generalization of Corson’s Z-products,
and enable the authors to improve an earlier result of Shelah by making these spaces completely
regular. The characterization of the calibres (or, rather, of the non-calibres) of compact spaces
is more delicate, and is studied in Chapter 5.

Chapter 6, on strictly positive measures, is the longest. It begins with an unorthodox
(but convenient) definition of strictly positive measure. Kelley’s criterion is formulated as
“Property (**)”; it is implied by the existence of a strictly positive measure, and implies property
(K), which implies the ccc. In the converse direction, for a compact Hausdorff space, (**) implies
the existence of a strictly positive measure (even a regular Borel one). The chapter includes a
number of remarkable counterexamples, beginning with an accessible treatment (following Frem-
lin) of Gaifman’s celebrated example, here presented as an extremally disconnected compact
Hausdorff space which (inter alia) satisfies (K) and ccc but does not have (**), and hence has no
strictly positive measure.

Chapter 7 (together with the notes that follow it) includes results showing that the
question, whether products of ccc spaces are necessarily ccc, cannot be answered in usual set
theory (ZFC); the answer is “no” on CH, “yes” assuming Martin’s axiom and the negation of
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CH. Chapters 8 and 9 are concerned with compact-calibres and pseudocompactness numbers;
the techniques exploit the “types” of ultrafilters on discrete spaces. The tenth, and last, chapter
is concerned with elaborations of classical results asserting (roughly) that a continuous function
defined on a large product space will often depend on relatively few coordinates. An unexpected
consequence is a generalization of a theorem of van der Slot asserting (before generalization)
that two compact subsets of R* (with & uncountable) are homeomorphic if and only if their
complements are homeomorphic — which contrasts sharply with the situation when a = w.

The book concludes with an Appendix, giving a brief survey of the main background
results in set theory, cardinal arithmetic, topology, Boolean algebra and measure theory, that
are taken for granted in the body of the work. This is a very useful feature, though this method
of organization does sometimes lead to a concept or symbol appearing in the main text before
it has been defined. Since there is a good index, and a good list of symbols, this causes the reader
little trouble. There is also an extensive list of references.

Nearly all the results are given full proofs, expressed in symbols rather than words; this
makes the arguments, and the statements of the theorems, brisk, unambiguous and unperspicuous.
But the authors’ comments before and between proofs make the direction and motivation clear.
Many open questions are listed throughout. The chapters end with notes supplying historical
information and mentioning related results and applications. Though the multiplicity of results
can hardly help being somewhat confusing, the situation is mitigated by a table (p. 68) and a
diagram of implications (pp. 199, 200).

This monograph will be a valuable reference for all mathematicians interested in the
general area it touches, and indispensable for specialists.

Rochester, NY A. H. Stone

Ziegler, H. J. W., Vector-valued Nevanlinna Theory (Research Notes in Math. 73),
Boston — London — Melbourne: Pitman 1982,201 S., £9.95

In diesem Buch legt der Autor eine Darstellung seiner Theorie der meromorphen Kur-
ven f = (fy, f,, ..., fp) mit f; meromorph in C vor, die sich grundlegend von der Theorie der mero-
morphen Kurven im Sinne von Weyl-Ahlfors und deren Verallgemeinerungen unterscheidet. In
enger Anlehnung an die von R. Nevanlinna geschaffene Theorie der meromorphen Funktion,
die man fiir n = 1 in der hier vorgelegten Theorie wiederfindet, werden die Losungen der Glei-
chung f(z) = a fiir a € C" betrachtet. f hat in z, eine Nullstelle der Ordnung m genau dann, wenn
jede Funktion fj in z4 eine Nullstelle der Ordnung m; hat und m = min m; ist. Nach dieser Defi-
nition lassen sich nun leicht die Anzahlfunktion der a-Stellen von f und ebenso die Schmiegungs-
funktion erkldren. Aus einer Verallgemeinerung der Poisson-Jensen-Formel erhilt man dann den
1. Hauptsatz dieser Theorie, der fiir n > 1 allerdings einen Zusatzterm aufweist. Eine geometri-
sche Interpretation dieses Terms sowie viele Analogien des ,,elementaren Teils‘* der Nevanlinna-
Theorie sind Gegenstand der ersten vier Kapitel dieses Buches. Die ausfithrlich durchgefiihrten
Beispiele erleichtern dem Leser den Umgang mit dieser Verallgemeinerung der Theorie der
meromorphen Funktionen sehr. Im fiinften Abschnitt wird der 2. Hauptsatz der Wertevertei-
lungstheorie und die daraus resultierende Defektrelation auf den vorliegenden Sachverhalt iiber-
tragen. Wie schon beim 1. Hauptsatz tritt fiir n > 1 ein Zusatzterm auf, der geometrisch mit
Hilfe der Gaufischen Kriimmung gedeutet wird und zu neuen Groen, den ,,Ricci-Index‘‘ und
,volume deficiency“ (aus dem 1. Hauptsatz), in der Defektrelation fithrt. Beispiele und Analogien
zur Nevanlinna-Theorie runden dieses Kapitel ab. Nicht nur das Auftreten neuer Terme in den
beiden Hauptsitzen wirft eine Reihe interessanter Fragen auf.
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Das Buch ist gut lesbar geschrieben und setzt als Vorkenntnisse einen Kurs iiber Funk-
tionentheorie voraus. Die notwendigen Hilfsmittel aus der Theorie der Mannigfaltigkeiten und
der Differentialgeometrie des komplexen projektiven Raumes sind in einem Anhang aufgefiihrt.
Zum besseren Verstindnis der Ideen des Verfassers kann die Kenntnis der Grundlagen der Nevan-
linna-Theorie nur niitzlich sein.

Dortmund G. Frank

Dwork, B., Lectures on p-adic Differential Equations (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften 253), New York — Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1982,310 S.,DM 118,—

In diesem Buch werden nicht, wie man nach dem etwas ungliicklich gewahlten Titel
annehmen konnte, allgemeine Methoden zur Behandlung p-adischer Differentialgleichungen dar-
gestellt. Lediglich in der Einleitung findet man einen kurzgefaiten Bericht iiber in den letzten
Jahren erzielte Ergebnisse allgemeiner Natur. Es werden vielmehr fast ausschlieBlich p-adische
Eigenschaften der Losungen y(x) der hypergeometrischen Differentialgleichung

d%y dy
x(1 —x)&;+[c(l—x)+(c—l—a—b)x]d—x—aby=0

fiir rationale, p-ganze Parameter a, b, c studiert, indem die zugehorige sogenannte Frobeniusstruk-
tur konstruiert wird. Das Buch wendet sich in erster Linie an Leser, die an zahlentheoretischen
Fragen und insbesondere an Problemen der arithmetischen Algebraischen Geometrie interessiert
sind.

Die subtile Methode, die ausfithrlich geschildert wird, griindet sich darauf, daf die
hypergeometrische Funktion '

n—1

i (@alb)s @n:= 1 @+,

F(a,b,c; x) = s
n=0 (c)n n! i=0

als Periode eines Differentials auf der algebraischen Kurve zum Funktionenkdrper

Q(x, x71(1 - x)°7°(1 — Ax)™®) aufgefafit werden kann. Wenn man modulo einer Primzahl P
reduziert, induziert die Frobeniusabbildung eine Transformation dieses Differentials in ein
Differential einer zugehorigen Kurve. Liftet man die Frobeniusabbildung zu einer Transforma-
tion iber einem Korper der Charakteristik O, wozu man p-adische Grenzwerte bendétigt, erhilt
man eine Abbildung zwischen Perioden. Diese wird durch eine 2 x 2-Matrix B(\) beschrieben,
welche die Eigenschaft hat, dal Losungen (uy, u, ) des Gleichungssystems Ly ' o/

' '
C c —a

0 A 1-2A
ﬁ(ul’ u2)= (ul’u2) cl_bl al +bl_cl

A 1-2A
im Punkt A} abgebildet werden auf Losungen des Gleichungssystems La,b,c im Punkt Ay durch
(ug, u2) = (ug, u2)(AP) - B(A).
a— 39

Dabei ist a’ (und entsprechend b’, ¢') wie folgt bestimmt: a’ = und a, ist der kleinste posi-
tive Rest von ag modulo p. P

Ist (v}, v2) eine Losung des Gleichungssystems L, p, ., so ist v; (bzw. v, ) eine Losung
der hypergeometrischen Differentialgleichung von F(a, b, ¢ + 1; x) (bzw. von F(a, b, c; X)),
wie man durch leichte Rechnung bestitigen kann.
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Indem man einen Galoisautomorphismus auf die Koeffizienten von u;, u, anwendet,
erhilt man eine semi-lineare Transformation des Losungsraums von Ly v, ¢ im Punkt A in den
Losungsraum von L, p, ¢ im selben Punkt Ag. Durch Iteration erhilt man, da die Abbildung
a > a’ endliche Ordnung hat, eine semi-ineare Transformation des Losungsraums von La,p,c im
Punkt A in sich. Der Hauptgegenstand der Untersuchung sind die Eigenvektoren dieses Operators.

Man kann auf diese Weise die bemerkenswerte und verbliiffende Eigenschaft nachweisen,
dafd F(a, b, c; x)/F(a, b, c; xP) fiir geniigend allgemein gewihlte Werte a, b, ¢ analytisch fortge-
setzt werden kann auf das Komplement von endlich vielen Restklassen.

Dies kann man als Starrheitseigenschaft fiir die lokalen Lésungen einer linearen Differen-
tialgleichung ansehen. Die Bedeutung dieses Resultats wird man erkennen, wenn man sich bewuf3t
macht, dafl das im klassischen Fall zur Verfiigung stehende Kreiskettenverfahren zur analytischen
Fortsetzung lokaler Losungen im p-adischen nicht vorhanden ist.

Das Buch enthilt eine Fiille von bedeutenden Ergebnissen in einer Theorie, die noch
ziemlich am Anfang steht und in der durch den Autor der Weg zu neuen Gestaden gewiesen wurde.
Obwohl zumeist durch direkte und weitgehend elementare Rechnung vorangeschritten wird, ist
es nicht ganz leicht zu lesen. Es eignet sich nicht fiir denjenigen, der sich schnell einen Eindruck
von dieser Theorie verschaffen will. Nachdriicklich kann man es jedem Leser empfehlen, der sich
in einer grofieren Anstrengung in dieses neue Forschungsgebiet einarbeiten méchte.

Bedauerlich ist es meines Erachtens, daf der Autor zu oft darauf verzichtet hat, aus-
reichende Hilfen zur allgemeinen Orientierung fiir den noch nicht versierten Leser zu geben.
Nicht selten werden Zusammenhinge oder Querverbindungen nur in einer Abschnittsiiberschrift
angedeutet. Der begriiienswerte Vorsatz, stets moglichst konkret, explizit und elementar zu
argumentieren, fihrt dazu, da abstraktere Begriffsbildungen und Zusammenhinge nicht genii-
gend beriicksichtigt werden. Diese Darstellungsmethode bringt den Vorteil mit sich, da der Text
fiir den Anfinger noch verstindlich und auch fiir den Kenner interessant ist. Wenn man zu einem
tieferen Verstindnis kommen mochte, wird man ohne zusitzliches Studium der Originalarbeiten
aber nicht auskommen.

Bochum L. Gerritzen

Stevens, G., Arithmetic on modular curves (Progress in Math. 20), Basel — Boston —
Stuttgart: Birkhduser Verlag 1982,214 S., DM 42,—

Der Birkhiuser-Verlag bezeichnet seine neu gegriindete Reihe ,Progress in Mathematics*
als ,,A collection of research-oriented monographs, reports, notes und nennt als Ziel der Reihe
,,Reporting research developments combining original results with an expository treatment of
the particular subject area*. Dieser Zielsetzung entspricht die vorliegende Monographie ziemlich
genau. Ihr Grundthema ist der Zusammenhang zwischen der Arithmetik abelscher Varietiten und
gewissen speziellen Werten von L-Funktionen etwa im Sinne des Ausspruchs von Hecke, ,,da
die genaue Kenntnis des Verhaltens einer analytischen Funktion in der Nahe ihrer singuliren
Stellen eine Quelle von arithmetischen Sitzen ist*. In dem Buch von Stevens kommt allerdings
hauptsachlich der mehr analytische Aspekt der speziellen Werte zum Zuge, wihrend die arithme-
tischen Implikationen vorwiegend der Motivation zur Beschéftigung mit speziellen Werten dienen.
Als wohl schlagendstes Beispiel fiir den genannten Zusammenhang fithrt der Autor die Vermutung
von Birch und Swinnerton-Dyer fiir elliptische Kurven und deren Verallgemeinerung auf beliebige
abelsche Varietiten durch Tate an.

Ausgangspunkt der Monographie ist eine fundamentale Arbeit von Mazur [1] iiber den
,-algebraischen Teil* A¢(x) des speziellen Wertes L(f, x, 1) der L-Funktion L(f, x, s) zu einer Neu-
form f vom Gewicht 2 fiir die Kongruenzgruppe I'g(N) der Primzahlstufe N mit dem Twist durch
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einen nichttrivialen primitiven Dirichletcharakter x vom zu N primen Fithrer m. Mazur leitet fiir
Ag(x) Kongruenzrelationen her und beweist dann mit Hilfe eines ,,descent*-Arguments ein in
Richtung auf die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer gehendes arithmetisches Resultat.
Die Kongruenzrelationen und das ,,descent*“-Argument konnten von Kamienny und Stevens auf
die Kongruenzgruppe I'; (N) der Primzahlstufe N ausgedehnt werden.

In dem vorliegenden Buch gelingt nun die Ubertragung von Mazurs Kongruenzformeln
auf sog. Kongruenzgruppen I' C SL,(2) vom Typ (N, N ) und zur Stufe N=g.g. T. (N, Np)
mit natiirlichen Zahlen N, und N,. Die Kongruenzgruppen I" sind in gewissem Sinne als Verall-
gemeinerungen der Gruppen [g(N) und I'; (N) anzusehen und fithren auf die Modulkurven
X = X(I") zu T anstelle der bekannten Modulkurven Xo(N) und X;(N) zu ['¢(N) bzw. I'; (N).

Fiir I" besteht die entsprechende Zerlegung des C-Vektorraumes der Modulformen vom Gewicht 2

WM, (1) = 65() © G, (T)

in die Vektorriume der Eisensteinreihen bzw. Spitzenformen vom Gewicht 2. Fiir eine paraboli-
sche Eigenform f € G, (I") und eine als Eigenfunktion von Heckeoperatoren gegebene Eisenstein-
reihe E € €, (") der Signatur (€4, €;) mit Dirichletcharakteren €,, €; : Z > C der Fiihrer Ny, N,
wird nun unter gewissen Voraussetzungen eine Kongruenzbeziehung zwischen den ,,algebraischen
Teilen** Ag(X) und Ag(X) (s. S. 117) der speziellen Werte bei s = 1 der durch einen nichttrivialen
primitiven Dirichletcharakter X : Z > C vom zu N primen Fiihrer m getwisteten L-Funktionen
L(f, x, s) und L(E, X, s) hergeleitet (Theorem 4.2.3). Der algebraische Wert Ag(X) steht dann
seinerseits bis auf eine Periode {2g € C* von E in Kongruenz zu dem als cap-Produkt des ,,uni-
versellen speziellen Wertes* A(X) € H; (X, Z[x]) mit der Kohomologieklasse gg € HY(X, A(E))
gebildeten Element A(gg, X) = g N A(X) des Z[x]-Moduls A(E)[x] iiber dem durch die Perioden
von E gegebenen Z-Modul A(E) (Theorem 3.1.2 und S. 117). Der Ausdruck A(yg, X) schlieflich
ist im wesentlichen kongruent zum Produkt

—x(N1) X(N3) €;(m) B1(€;X) B1(€2%)

aus Charakterwerten und verallgemeinerten Bernoullizahlen (Corollary 3.4.3). Auf diese Weise
kommt die angestrebte Verallgemeinerung der Mazurschen Kongruenzen zustande. Dabei gelingt
iibrigens nicht die volle Verallgemeinerung der Resultate Mazurs. So bleibt z. B. offen (§ 4.1),

ob das Eisensteinideal I(E) zu E € €, (I") der volle Annullator der E vermdge der konstanten
Terme der Fourierentwicklungen von E an den Spitzen von I zugeordneten Spitzengruppe Cg

ist (§ 1.8). Hingegen lif3t sich die von Mazur und Swinnerton-Dyer [2] fiir I'g(N) vermittels
p-adischer Mafle durchgefiihrte Konstruktion p-adischer L-Funktionen auf die betrachteten
Kongruenzgruppem!I™ ausdehnen (§ 5). Dazu wihlt man geeignete p-adische Dirichletcharaktere
€1, €2, X : Z > Cy der Fithrer N;, Ny, m mit g. g. T. (m, N) = 1 und die durch einen festen Isomor-
phismus k : C > C, auf die Komplettierung des algebraischen Abschlusses Qp gegebenen zuge-
horigen komplexen Charaktere €1 o =K~ O €1, €2 o =K1 O €y, Xeo =k~ 1 O : Z~>C, definiert
zu f € G,(I") und E € €,(I") mit Signatur (€1,, €2,) die durch x getwisteten p-adischen L-Funk-
tionen Lp(f, X, s) und Lp(E, X, s) und beweist zwischen ihnen in Verallgemeinerung von [2] unter
gewissen Bedingungen eine Kongruenzbeziehung (Corollary 5.6.8 und S. 150 unten). Da LP(E, X, S)
das Produkt zweier Kubota-Leopoldtscher p-adischer L-Funktionen L (€;Xw, 1 —s) und
L,(€3Xw, s — 1), gebildet mit dem Teichmiillercharakter w, ist (S. 15(f), vererbt sich diese Eigen-
scglaft durch die Kongruenz auf Lp(f, X, ). Entsprechendes gilt ebenso fiir die Tatsache, da der
spezielle Wert LP(E, X, 1) analog zum komplexen Falle das Produkt von Charakterwerten und
verallgemeinerten Bernoullizahlen ist (Example 5.4.3). Der Isomorphismus K setzt iibrigens bei

s = 1 auch die p-adische L-Funktion L, (f, X, s) zur komplexen L(f, Xc, s) in Beziehung (Theorem
5.3.3). Das Buch schliefit (§ 6) mit Tagellen der speziellen Werte Ag(X) fiir einige Kongruenzgrup-
pen I'g(N) und I'; (13).

Diese ausfiihrliche Darlegung der Gedankenfithrung der Monographie ist fiir den Leser
sicher niitzlich, geht sie doch trotz in der Einleitung gegebener Inhaltsiibersicht und der jedem
Paragraphen vorangestellten Zusammenfassungen nicht so ohne weiteres daraus hervor. Uber-
spitzt ausgedriickt ist das Buch namlich eine dufierst knapp gefafite Aneinanderreihung aufein-
ander bezogener Einzeltatsachen, deren Zusammensetzung und Interpretation weitgehend dem
Leser iiberlassen bleiben. Diese Darstellungsart erméglicht einen sehr eleganten Stil und hat durch-
aus auch sonst ihre Meriten, indem sie z. B. die Ubersicht iiber den sehr klar in Satz/Definition/
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Bemerkung gegliederten Stoff erleichtert, aber sie erschwert doch auch das Lesen betrichtlich,
zumal die Voraussetzungen oft nicht klar aufgefiihrt, die Bezeichnungen stellenweise zu spit
oder gar nicht erklért werden (wie etwa beim cap-Produkt in Definition 1.6.4, dessen Name nicht
einmal fillt), Riickverweise manchmal fehlen und kein Index vorhanden ist. Die Beweise zu den
Satzen werden groBenteils ausgefiihrt (fiir Theorem 1.8.2 sogar zwei), teilweise jedoch auch durch
Literaturhinweise ersetzt. Dabei stellt das Buch von Shimura [3] die Hauptreferenz dar. Die
Grundideen entstammen allerdings — wie bereits erwihnt — der Arbeit von Mazur [1]. (Der
Leser tut iiberhaupt gut daran, sich an [1] zu orientieren.) Wichtig fiir den p-adischen Teil der
Monographie ist dann noch die Arbeit von Mazur und Swinnerton-Dyer [2]. Ansonsten ist das
Buch bis auf wenige Ausnahmen wie etwa bei der Einfihrung der f € §,(T") zugeordneten
abelschen Varietit A¢ C Pic®(X), wo auf Shimura verwiesen wird (§ 4.1), in sich selbst abge-
schlossen.

Das Verdienst des vorliegenden Bandes liegt gewif darin, den Interessenten an der Arith-
metik von Modulkurven schnell und ohne Umschweife an den betrachteten Problemkreis heran-
zufithren. Zudem kann der Progress-Report als Grundlage fiir weitere Verallgemeinerungen die-
nen, als welche etwa die vom Autor antizipierten auf Modulformen hoheren Gewichts oder auf
Hilbertsche Modulformen genannt seien, wofiir es im letzteren Falle wohl auch erste Ansitze
von Grunewald und Mennicke gibt. Wiinschenswert wire zudem ein weiterer Ausbau in Richtung
auf die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer auf der Grundlage der Arbeit von Mazur [1],
wobei sich insbesondere interessante neue Aspekte des Zusammenhangs zwischen dem Wert der
L-Funktion bei s = 1 und der kanonischen Néron-Tate-Hohe ergeben, wie sie zur Zeit gerade
von Gross und Zagier in Verbindung mit Heegnerpunkten auf elliptischen Kurven verfolgt werden.

Es ist eine Kunst fiir sich, das behandelte Teilgebiet der Arithmetik von Modulkurven
mit seinen vielfiltigen Methoden und weitreichenden Implikationen in dieser Kiirze und Eleganz
darzustellen, und darin besteht — bei wohl unvermeidbaren kleineren Schonheitsfehlern — der
Reiz der Monographie. (Leider erfordert das kurze Buch jedoch ein langes Referat.)

[1] Mazur, B.: On the arithmetic of special values of L-functions. Inv. Math. 55 (1979),
207-240

[2] Mazur, B; Swinnerton-Dyer, H.P. F.: Arithmetic of Weil curves. Inv. Math.
25 (1974),1-16

[3] Shimura, G.: Introduction to the Arithmetic Theory of Automorphic Functions.
Princeton Univ. Press 1971

Saarbriicken H. G. Zimmer

Petersson, H., Modulfunktionen und Quadratische Formen (Ergebnisse der Math. und
ihrer Grenzgebiete 100), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1982, VII + 307 S.,
DM 168,—

Man kann zunichst sagen: Der Inhalt des 100. Bandes in der Reihe »Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete" besteht in der eingehenden Darstellung und Erliuterung
derjenigen Methoden und Resultate aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen, welche
die explizite Berechnung der Darstellungsanzahlen natiirlicher Zahlen durch positive ganzzahlige
quadratische Formen betreffen.

Zu jeder solchen quadratischen Form gehort eine Thetafunktion, in deren Fourierreihe
die gesuchten Anzahlen als K oeffizienten auftreten. Diese Funktion erweist sich als eine ganze
Modulform f zu einer Kongruenzgruppe T"in der elliptischen Modulgruppe, von einem Grad —r
und mit einem Multiplikatorsystem v. Ein klassisches Reduktionstheorem erlaubt es, f mit Hilfe
geeigneter Eisensteinreihen (zu T, —r und v) linear auf eine ganze Spitzenform ¢ zuriickzufithren,
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wonach in jedem konkreten Fall ein Vergleich der Fourierkoeffizienten die gewiinschte Anzahl-
formel liefert. Das einfachste Beispiel hierzu ist die berihmte Formel von C. G. J. Jacobi fiir die
Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl m als eine Summe von 4 Quadraten ganzer
Zahlen, als 8-fache Summe der nicht durch 4 teilbaren positiven Teiler von m. Hier verschwindet
iberdies die erwdhnte Spitzenform; der Autor spricht von einer Jacobischen Identitit ,,im
engeren Sinne*.

Die Herleitung Jacobischer Identititen erfordert einen hochentwickelten analytischen
Apparat, in dem der Einfluf Erich Heckes deutlich bleibt und dessen gegenwirtige Gestalt ent-
scheidend vom Autor gepriagt wurde. Davon legt das vorliegende Buch beredtes Zeugnis ab. Hier
zeigt sich aber umgekehrt auch, wie auflerordentlich umfangreich die konkreten Resultate sind,
die sich rein analytisch-mathematisch erzielen lassen.

Die Einzelheiten der benétigten Theorie findet man in Kapitel I, einschlief8lich des in
diesem Zusammenhang unentbehrlichen Riemann-Rochschen Satzes fiir Modulformen. Die
Heckesche Operatorentheorie gehort nicht dazu. Lingere Beweise oder solche von grundsitzlicher
Bedeutung werden in einem der Anhidnge A bis G untergebracht. Diese beanspruchen zusammen
mit Kapitel I fast die Hilfte des Buches. Bemerkenswert erscheinen (in § 3) die nachher stindig
benutzten Formeln zur Berechnung der Fourierkoeffizienten von Eisensteinreihen ibber Werte
von L-Reihen und Gaufische Summen.

Mit diesen Mitteln werden sodann in den Kapiteln II bis V viele, zumeist neue Jacobische
Identitdten bewiesen. Dies geschieht so erfreulich ausfithrlich, daf sich alle Schliisse bis in die
Details leicht nachvollziehen lassen. Die behandelten quadratischen Formen sind aufier in Kapi-
tel V von gerader Variablenzahl und fithren insoweit auf Modulformen eines ganzzahligen Grades.
Sie umfassen fortschreitend vom Einfachen zum Schwierigen binire und quaternire Formen,
Diagonalformen mit oder ohne Kongruenzbedingungen, Vorzeichenfaktoren oder unter Aus-
zeichnung der Primzahlen 2, 3 oder 5. Die Besonderheiten bei der Anwendung der skizzierten
Methode werden jeweils deutlich hervorgehoben und kommentiert. Die Formen ungerader Vari-
ablenzahl erfordern und erhalten eine eigene Behandlung der verwendeten Eisensteinreihen.

In diesem Teil des Buches steckt ein kaum abzuschitzendes Maf an schierer Rechenar-
beit. In jedem behandelten Fall sind einige Eisensteinreihen der betreffenden Formenklasse zu
konstruieren und gegebenenfalls eine Basis der Linearschar der zugehorigen Spitzenformen auf-
zustellen. Fiir letzteres eignen sich Jacobische Thetafunktionen und ihre Verallgemeinerungen;
die vielfaltigen Relationen unter ihnen werden sorgfiltig registriert.

In den Anhingen sind grofe Teile der Theorie untergebracht. Das betrifft zunichst ein-
und mehrfache Thetareihen, deren Verhalten unter Modulsubstitutionen sich mit einer Methode
von Hecke ergibt. Das liefert die Formeln fiir gewisse Multiplikatoren. Besonders bemerkenswert
sind die Anhédnge D und E, in denen die Theorie der Riemann-Dedekindschen Funktion 7 voll-
stindig abgehandelt wird: Deren Multiplikatoren lassen sich nach Untersuchung des Verhaltens
von log n wie in Dedekinds , Erlauterungen* durch Dedekindsche Summen und sodann nach
Rademacher in der Art explizit beschreiben, wie sie als Formeln in § 4 erscheinen. Daf} aber 1
iberhaupt eine Modulform ist, beruht ganz wesentlich auf der Transformationsformel n(—1/7)
= \/‘r—/—in(r), fir die zahlreiche Beweise bekannt sind. Der Autor gibt dafiir einen bemerkenswer-
ten neuen Beweis, der den Zusammenhang mit Legendres Relation aus der Theorie der ellipti-
schen Funktionen aufdeckt.

Dieser Ergebnisband ist — zusammenfassend — sowohl ein wertvolles Handbuch als auch
eine hohe Schule in der Kunst der klassischen mathematischen Analysis.

Heidelberg K. Wohlfahrt
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Mumford, D., Tata Lectures on Theta (Progress in Math. 28), Basel — Boston — Stutt-
gart: Birkhduser Verlag 1983,235 S.,DM 62,—

In dem vorliegenden ersten Band iiber Thetafunktionen wird die klassische analytische
Theorie der Thetafunktionen dargestellt. Im ersten Kapitel werden Thetafunktionen einer Ver-
anderlichen untersucht. Es wird gezeigt, wie man mittels Thetafunktionen elliptische Kurven
und Modulmannigfaltigkeiten elliptischer Kurven in projektive Rdaume einbetten kann und daf
die Thetarelationen die Gleichungen dieser algebraischen Kurven beschreiben. Den Thetarelatio-
nen wird breiter Raum gewidmet. Schliefflich wird im ersten Kapitel noch eine Einfithrung in
die Theorie der elliptischen Modulgruppe, Eisensteinreihen, Heckeoperatoren mit zahlentheore-
tischen Anwendungen gegeben.

Im zweiten Kapitel werden Thetafunktionen mehrerer Verianderlicher behandelt. Aus-
gangspunkt ist die Jacobische Varietit einer kompakten Riemannschen Flache und deren Stu-
dium mittels Thetafunktionen. In Lehrbiichern wird diese Theorie meist ohne Thetafunktionen
durchgefiihrt. In jiingster Zeit tritt die Bedeutung der Thetafunktionen — vor allem auch durch
die Arbeiten Mumfords — wieder stirker hervor. Der klassische Zugang zur Theorie der kompak-
ten Riemannschen Flichen und ihrer Jacobischen iiber die Thetafunktionen gewinnt daher neue
Aktualitdt.

Das zweite Kapitel enthilt auflerdem eine kurze Einfiihrung in die-Theorie der symplek-
tischen Modulgruppe und Modulfunktionen. Schliefilich werden noch die Riemannschen Theta-
relationen und am Ende des Buches auch noch Thetafunktionen mit harmonischen Koeffizienten
behandelt.

Das Buch Mumfords stellt eine kurze — selbstverstindlich unvollstindige — Einfithrung
in die Kklassische Theorie der Thetafunktionen dar. Es ist eine ausgezeichnete Vorlage fiir Vorle-
sungen und Seminare und hat — trotz seines elementaren Charakters — auch Experten auf diesem
Gebiet noch einiges zu bieten. Man darf auf die Fortsetzung dieses ausgezeichneten Werkes
gespannt sein.

Heidelberg E. Freitag

Mumford, D.; Fogarty J., Geometric Invariant Theory (Ergebnisse der Math. 34), Ber-
lin — Heidelberg — New York: Springer 1982, 220 S., DM 78,—

Im Jahre 1965 erschien D. Mumfords fundamentales Buch ,,Geometric Invariant Theory*.
In Zusammenarbeit mit J. Fogarty entstand nun eine zweite erweiterte Ausgabe. In dieser wurde
die erste Auflage im wesentlichen unverdndert iibernommen, neu sind eine ganze Reihe von
Anhingen (S. 145-205), in welchen die zwischenzeitliche Entwicklung der Theorie dargelegt
wird. Das Buch ist somit ein auf den neuestens Stand gebrachtes Standardwerk der geometrischen
Invariantentheorie. Der Wert und die Bedeutung dieses Werkes sind kaum zu iiberschitzen.

Einiges zum Inhalt: Nach Riemann hingt eine kompakte Riemannsche Fliche vom
Geschlecht g = 2 von 3g — 3 ,Moduln* ab, d. h. es gibt eine 3g — 3-dimensionale (komplexe)
,Mannigfaltigkeit* M, deren Punkte umkehrbar eindeutig den Isomorphieklassen kompakter
Riemannscher Flichen vom Geschlecht g entsprechen. Mumford ist es als erstem gelungen, diese
und andere Modulmannigfaltigkeiten durch universelle Eigenschaften zu charakterisieren und
ihre Existenz zu beweisen. Mumfords Konstruktionen sind ,,schematisch*, d. h. er benutzt die
Sprache der Schemata, darstellbaren Funktoren, . . ., wie sie von Grothendieck geschaffen wurde.
Mumford gibt zwei verschiedene Existenzbeweise fiir das grobe Modulschema Mg, wir wollen
uns darauf beschrinken, den ersten zu skizzieren, der zweite fiithrt iiber die ,,Periodenabbildung*,
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die Existenz von M, wird zuriickgefiihrt auf die Existenz der feinen Modulschemata abelscher
Varietidten mit gewissen Zusatzstrukturen. Jede glatte vollstindige algebraische Kurve (= kom-
pakte Riemannsche Fliche im Falle des Grundkorpers C) vom Geschlecht g = 2 14t sich mit
einer geeigneten Potenz des kanonischen Biindels in einen projektiven Raum PN einbetten. Die
Gesamtheit dieser Kurven in PN wird durch ein gewisses Hilbertschema #® parametrisiert,
Mumford stiitzt sich hierbei auf Grothendiecks Theorie des Hilbertschemas, eine schematisch
verfeinerte Theorie der ,,Chowpunkte*, Das Modulschema .. # ® wird dann als Quotient

H®=#®c

dieses Hilbertschemas nach einer geeigneten projektiven Gruppe konstruiert. Das Hauptproblem
im Existenzbeweis ist die'Konstruktion eines derartigen geometrischen Quotienten. Man kann
sich leicht an Beispielen klarmachen, daf der Konstruktion eines ,,geometrischen Quotienten‘
H/G einer algebraischen Mannigfaltigkeit H, auf welcher eine reduktive Gruppe G operiert,
gewisse ,,schlechte Punkte* von H (beziiglich der Operation von G) im Wege stehen. Solche
Punkte werden von Mumford ,,instabil*“ genannt. Eine seiner grolen Leistungen besteht darin,
den Begriff eines ,stabilen Punktes* zu schaffen und die Existenz geometrischer Quotienten zu
beweisen, wenn alle Punkte von H stabil sind. Der Begriff der Stabilitit ist linearer Natur, man
betrachtet auf H noch ein amples G-dquivariantes Geradenbiindel .#, die G-Invarianten von .¢
definieren ein amples Geradenbiindel auf H/G. Es ist ein wesentlicher Gesichtspunkt der geo-
metrischen Invariantentheorie, daf man quasiprojektive Quotienten konstruiert, die Modul-
mannigfaltigkeiten erweisen sich insbesondere als quasiprojektiv.

Wie schon eingangs erwihnt, ist die soeben sehr grob geschilderte Theorie Mumfords
aus dem Jahre 1965 inzwischen weiterentwickelt worden. Mumford und Fogarty haben diese
Entwicklungen in einigen Anhingen — meist ohne ausfiihrliche Beweise, aber mit sorgfiltigen
Literaturverweisen — dargelegt.

In diesen Anhingen wird der Beweis der geometrischen Reduktivitit reduktiver Grup-
pen im Charakteristik p-Fall dargelegt. Es wird ausfiithrlich auf die bisherigen Ansitze zur Kon-
struktion von Modulmannigfaltigkeiten fiir Objekte hoherer Dimension eingegangen. Die Kom-
paktifizierung von M durch die ,,stabilen Kurven* wird diskutiert. Schlielich wird Mumfords
algebraische Theorie der Thetafunktionen auf wenigen Seiten skizziert. Im letzten Anhang wird
das Schottky-Problem diskutiert.

Auch durch diese Anhinge wird dieses Buch zu einem unverzichtbaren Werk fiir den
Spezialisten auf diesem Gebiet. Es ist jedoch ausfithrlich und ,.lehrbuchméfig* genug geschrie-
ben, um Interessenten einen Einstieg in diese wichtige Theorie zu bieten.

Heidelberg E. Freitag

Hochschild, G. P., Basic Theory of Algebraic Groups and Lie Algebras (Graduate Texts
in Math. 75), New York — Heidelberg — Berlin: Springer-Verlag 1981, 267 S., DM 72,—

Das Buch von Hochschild enthilt eine Einfithrung in die Theorie der algebraischen Grup-
pen und sollte im Vergleich mit den bereits erschienenen Lehrbiichern von A. Borel [B], J. E.
Humphreys [H], T. A. Springer [S] (alle drei mit dem Titel ,,Linear Algebraic Groups*), von
M. Demazure und P. Gabriel [DG] (,,Goupes Algébriques I*; wir warten immer noch auf Band 2!)
und W. C. Waterhouse [W] (,,Introduction to Affine Group Schemes*‘) betrachtet werden.

Es ist die erklirte Hauptabsicht des Autors, in diesem Lehrbuch das Zusammenspiel von
multilinearer Algebra, Kérpertheorie, kommutativer Ringtheorie, algebraischer Geometrie und




74 Buchbesprechungen

Darstellungstheorie von Gruppen und Liealgebren aufzuzeigen. Aus diesem Grunde wird die
benttigte kommutative Algebra und algebraische Geometrie, wie auch die Theorie der Liealgebren
im Laufe des Textes von Grund auf entwickelt, und zwar iiber einem beliebigen Grundkérper, auf-
bauend auf den einfachsten Grundlagen der Algebra. Dies unterscheidet das Werk von [B], [H]
und [DG], wo jeweils ein Kapitel iiber algebraische Geometrie vorangestellt ist mit mehr oder
weniger vollstandigen Beweisen auf der Basis einer fortgeschrittenen kommutativen Algebra.

(In [W] hat es einen entsprechenden Anhang.) Die Zielsetzung ,,selfcontained* zu sein hat not-
wendigerweise zur Folge, da das 260 Seiten starke Lehrbuch nicht sehr weit fithrt. Es fehlen
etwa Wurzelsysteme und Klassifikation der halbeinfachen Gruppen, parabolische Untergruppen,
Bruhat-Zerlegung und Darstellungstheorie reduktiver Gruppen. Dafiir werden ein paar Einzel-
themen behandelt, welche man sonst nicht findet: lineare Reduktivitit der reduktiven Gruppen

in Charakteristik O und Levizerlegung, Kennzeichnung quasiaffiner und affiner homogener
Réume, Automorphismengruppen algebraischer Gruppen und ihre Algebraisierung und die Frage,
welche Liealgebren von algebraischen Gruppen herkommen.

Das Lehrbuch scheint mir allerdings an einigen Stellen recht fragwiirdig; ich habe grund-
sitzliche Bedenken gegen die Art, wie darin algebraische Geometrie und algebraische Gruppen
prisentiert werden. Der Autor geht namlich von einer Definition der F-Varietit aus (F ist der
Grundkérper), welche zum Vorneherein ,,geniigend viele* F-rationale Punkte verlangt: Der
Koordinatenring ist per definitionem Unteralgebra des Ringes der F-wertigen Funktionen!
Damit schlieBt er viele Beispiele und fast alle interessanten Rationalititsfragen aus der Betrach-
tung aus. So ist etwa bei endlichem Grundkérper F jede F-Varietit endlich und folglich die
einzige zusammenhingende F-Gruppe die triviale! Fiir die interessanten Probleme wird dann
meist F algebraisch abgeschlossen (und sogar von Charakteristik 0) vorausgesetzt; man fragt
sich, wozu der ganze Aufwand eines allgemeinen Grundkérpers dienen soll.

Ein weiterer problematischer Punkt besteht darin, dal der Autor bei den algebraischen
Gruppen die Hopfalgebra-Struktur des Koordinatenringes in den Vordergrund riickt, ein Stand-
punkt, welcher meines Erachtens unanschaulich und fiir den Anfiinger ziemlich ungeeignet ist.
Die oft sehr linglichen Beweise werden dadurch noch undurchsichtiger und beinahe unlesbar.

Auch im Detail findet man einige erhebliche Mangel. Neu eingefiihrte Begriffe werden
nicht motiviert, Resultate werden weder kommentiert noch angewendet, und Beispiele fehlen
vollstindig (mit Ausnahme von ein paar Gegenbeispielen und vereinzelten historischen Bemer-
kungen in den ,,Notes am Ende jedes Kapitels). Es werden uniibliche Bezeichnungen benutzt
(maximal toroid, strict G-variety, properly normal subgroup, . . .) und mehrfach neue Notationen
im Laufe von Beweisen eingefiihrt (simple root, positive root, . . .). Es kommen auch grobe
Fehler vor, so etwa an mehreren Stellen die Behauptung, daf eine konstruierbare Teilmenge eine
Varietit sei, oder die Bemerkung, da8 nicht jede maximale auflésbare Untergruppe eine Borel-
Untergruppe ist (zusammen mit einem Beispiel!). Das Literaturverzeichnis ist sehr diinn: alle
18 Titel bis auf [H] sind vor 1969 erschienen, [DG] und [S] fehlen, ebenso SGA und Lehrbiicher
zur kommutativen Algebra und algebraischen Geometrie. Das Stichwortverzeichnis ist ebenfalls
recht kurz und ein Verzeichnis der Notationen und Symbole fehlt. Von einem Lehrbuch in die-
ser Aufmachung und Preisklasse diirfte man mehr erwarten.

Zusammenfassend scheint mir dieser Graduate Text nicht gelungen und weder fiir
Anfinger als Einfilhrung noch fiir Fortgeschrittene als Nachschlagewerk geeignet. Wer nicht
schon bei den ersten Seiten von der weiteren Lektiire abgeschreckt wird, erhilt ein ziemlich
einseitiges Bild von der Theorie der algebraischen Gruppen.

Basel H. Kraft
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Beardon, A. F., The Geometry of Discrete Groups (Graduate Texts in Mathematics 91),
Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1983, xii + 337 S., DM 108,—

Mit den im Titel vorkommenden diskreten Gruppen sind Gruppen von Mébiustransfor-
mationen gemeint. Das Buch gibt eine ausfithrliche und systematische Darstellung der Geometrie
der Fuchsschen Gruppen, also der diskreten Gruppen von Mébiustransformationen der kompakti-
fizierten Ebene, die eine Kreisscheibe invariant lassen. Bei den bisher erschienenen Biichern zu
diesem Thema, vgl. etwa die Klassiker von Ford und Lehner, standen immer die zu den Gruppen
gehorigen automorphen Funktionen im Vordergrund. Hiermit beschiftigt sich das vorliegende
Buch nicht. Andererseits geht es iiber den Stoff, der in den alten Biichern an Geometrie der
Operationen vorkam, weit hinaus. Es enthilt neben den klassischen eine Reihe von Ergebnissen
der letzten Jahre, die erstmals in Buchform erscheinen und wohl nur den Spezialisten bekannt
waren. Insofern fiillt es eine Liicke und ist nicht, wie heute so viele Biicher, eine weitere Darstel-
lung bekannter Ergebnisse.

Zum Inhalt im einzelnen: Nachdem einige grundlegende Hilfsmittel zusammengestellt
sind, werden im dritten Kapitel die Operationen der Mobiusgruppe auf der Einpunktkompaktifi-
zierung R™ des n-dimensionalen euklidischen Raumes, sowie die von Poincaré eingefiihrten erwei-
terten Operationen auf R™* 1 eingefiihrt und untersucht. Kapitel 4 behandelt den Spezialfall
n = 2, der im folgenden ausschlieBlich interessiert, also die iiblichen komplexen Mébiustransforma-
tionen, ihre Beschreibungen durch Matrizen und Quaternionen, sowie ihre Klassifikation. In
Kapitel 5 werden die Bahnen der Operationen diskreter Gruppen von Mébiustransformation in
R? und R3 untersucht. Es enthilt die iiblichen Ergebnisse iiber diskontinuierliche Gruppen, Grenz-
punkte etc., aber auch neuere Sitze, zum Beispiel J¢rgensens Ungleichung. Im folgenden Kapi-
tel wird kurz der Zusammenhang zu den Riemannschen Flichen beschrieben. Kapitel 7 ist eine
detaillierte Darstellung der analytischen (nicht axiomatischen) hyperbolischen Geometrie. Sie
wird mit Hilfe der Euklidischen Geometrie beschrieben. Insbesondere werden nicht nur die
Poincaréschen Modelle der hyperbolischen Geometrie benutzt, sondern auch das Kleinsche
Modell, d. h. der Einheitskreis mit Euklidischen Geradensegmenten als Geoditischen.

Nachdem die ersten Kapitel mehr einfilhrenden Charakter haben, folgt mit Kapitel 8
bis 11 der wesentliche Teil des Buches, die Beschreibung der Geometrie der Operationen von
Fuchsschen Gruppen, deren Klassifikation, Fundamentalbereiche, endliche Erzeugtheit, sowie
eine Reihe von universellen Ungleichungen. Es wird eine Fiille von Ergebnissen, zum Grofteil
neueren Datums, bewiesen, die hier nicht im Einzelnen aufgefithrt werden kénnen. Sie lassen
jedoch den Satz in der Einleitung, das Buch solle als Einfilhrung in das Gebiet dienen, als fast
zu bescheiden erscheinen. Bezieht man allerdings diese Aussage darauf, da das Buch mit gerin-
gen Vorkenntnissen verstanden werden kann, so muf} ich dem Autor recht geben: Es ist sehr gut
durchdacht, der Inhalt klar und verstindlich aufgeschrieben. Die zahlreichen Ubungen liefern
weiteres Beispielmaterial, die ,Notes* am Ende jedes Kapitels Literaturhinweise zum weiteren
Studium.

Nebenbei sei bemerkt, dal Kapitel 3 als Einfithrung in Thurstons Geometrie und
Topologie der 3-Mannigfaltigkeiten dienen kann. Dariiber hinaus beziehen sich einige der Ergeb-
nisse aus dem Kapitel iiber die hyperbolische Geometrie direkt auf die 3-Mannigfaltigkeiten. Sie
werden im Text selbst nicht benétigt.

Das Buch kann allen an Geometrie und Funktionentheorie interessierten Lesern unein-
geschrinkt empfohlen werden.

Erlangen H. Lange
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Brown, K. S., Cohomology of Groups (Graduate Texts in Math. 87), Berlin — Heidel-
berg — New York: Springer-Verlag 1982, X + 306 S., DM 74,—

Dieses Buch hat bestimmt schon eine ganze Reihe von Freunden gefunden! Liegt doch
hier eine duferst lebendig geschriebene Abhandlung iiber ein Gebiet vor, das schon deshalb zur
Allgemeinbildung eines Mathematikers gehort, weil es in so vielen mathematischen Disziplinen
zur Formulierung und Bearbeitung konkreter Aufgaben herangezogen wird; ich weif$ auch von
keinem anderen Buch, das dieses Gebiet so ausfiihrlich behandelt wie das vorliegende. Und so ist
es gleichermafen zu empfehlen: dem Studenten, der immer mehr erkennt, wie niitzlich die
kohomologische Sprache bei der Diskussion manniglicher Probleme ist, seien sie aus Topologie,
Geometrie, Funktionentheorie oder aus der Zahlentheorie, und der sich deshalb hier gezielt
einarbeiten mdchte; aber auch dem fertigen Mathematiker, der in dem Buch zunichst ein gutes
Nachschlagewerk vorfindet, und der hier wohl manchmal auch auf Zusammenhiinge angesprochen
wird, die ihm bisher nicht bekannt waren. Die Argumentationsweise des Autors ist es, die sein
Buch so lebendig macht und insbesondere empfehlenswert fiir Studenten; er fiihrt die Beweise
nicht formal, oft algebraisch, wenn es sich so anbietet, genauso oft aber auch aus topologischer
oder aus geometrischer Sicht, wenn ihm das nun angemessen erscheint. Viele niitzliche Beispiele
und Ubungsaufgaben begleiten den Text. In den anspruchsvolleren Kapiteln, den letzten drei
des Buches, Finiteness Conditions, Euler Characteristics, Farrell Cohomology Theory, werden zu
den dort vorgestellten Hauptsitzen vielfach auch Perspektiven angesprochen, die eigentlich schon
auflerhalb der Kohomologietheorie selbst liegen, die aber einmal mehr zeigen, wie wichtig die
kohomologische Sprache in der Mathematik geworden ist. So wird auf die Kohomologie arith-
metischer Gruppen eingegangen (Borel-Serre) und auf den Zusammenhang der Bernoulli-Zahlen

n
mit der Euler Charakteristik, hier z. B. auf die Formel x(SLo(2)) = [] ¢(1 - k) (Harder).
k=2
So wird bei der Diskussion vom Hattori-Stallings-Rang in die Ganzzahlige Darstellungstheorie
endlicher Gruppen iibergeleitet und auf den grundlegenden Satz von Swan hingewiesen, nim-
lich daB P ® Q ein Vielfaches der reguliren Darstellung von G ist, wenn nur P projektiv iiber
ZG ist.

Gewiinscht hitte sich der Referent noch einen Paragraphen iiber Galoiskohomologie,
sozusagen der Hauptanwendung der Kohomologietheorie in der Algebraischen Zahlentheorie.
Brauergruppe, Kummertheorie und Hinweise zur Klassenkdrpertheorie hitten sicher gut in die
Philosophie des Buches hineingepaft und es eben noch abgerundeter erscheinen lassen.

Augsburg J. Ritter
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