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Geoditische Linien
auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten*)

V. Bangert, Bonn

Das Interesse am globalen Verlauf der geoditischen Linien einer Riemann-
schen Mannigfaltigkeit filhrte schon im letzten Jahrhundert zu schonen Resultaten,
z. B. durch Jacobis Arbeit [1839] iiber Geoditische auf dem Ellipsoid und durch
v. Mangoldts [1881] und Hadamards [1897], [1898] Untersuchungen iiber Geodi-
tische auf positiv bzw. negativ gekrimmten Flichen. Die globalen Methoden, die
von Poincaré, Birkhoff, Lusternik-Schnirelmann und Morse, oft im Zusammen-
hang mit Untersuchungen iiber Geoditische, entwickelt wurden, iiben bis heute
eine grofie Anziehungskraft aus.

Aussagen iiber den Verlauf von Geoditischen sind fiir viele Ergebnisse der
globalen Riemannschen Geometrie wichtig; schéne Beispiele dafiir bilden die Arbei-
ten von Gromoll-Meyer [1969a] und Cheeger-Gromoll [1972] iiber die Struktur
von offenen Mannigfaltigkeiten nicht-negativer Kriimmung.

Fiir die Theorie Hamiltonscher Systeme bilden geoditische Fliisse besonders
anschauliche Beispiele. So untersuchte Poincaré in seiner bekannten Arbeit [1905]
Geoditische auf konvexen Flichen als singularititenfreies Beispiel fiir die Probleme
der Himmelsmechanik. Umgekehrt lassen sich die Bahnkurven eines mechanischen
Systems vom Typ ,.kinetische Energie + Potential* als geoditische Linien einer
Riemannschen Metrik, der Jacobi-Metrik, deuten. Fiir diese Moglichkeit, aus Ergeb-
nissen iiber Geoditische Aussagen iiber Bahnkurven mechanischer Systeme zu
gewinnen, sei auf Seifert [1948], Weinstein [1978] und Gluck-Ziller [1983] ver-
wiesen. Eng damit verwandt ist das Fermatsche Prinzip, das Geoditische als Licht-
strahlen in Medien mit variablem Brechungsindex zu deuten erlaubt.

In der allgemeinen Relativititstheorie sind Geoditische von Lorentz-
Metriken wichtig. Hierbei treten sowohl dhnliche als auch ganz andersartige Phi-
nomene auf, vgl. etwa Beem-Ehrlich [1981]. Eine Aufzihlung der vielen weiteren
Wechselbeziehungen mit anderen mathematischen Disziplinen verbietet sich aus
Raumgriinden.

*) Dies ist eine erweiterte Fassung des Vortrags auf der Jahrestagung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung in K6In 1983. Ich danke dem Forschungsinstitut fir Mathematik
der ETH Ziirich fiir die Gastfreundschaft wihrend der Ausarbeitung dieses Artikels.

Bei Prof. W. Ziller (Philadelphia) bedanke ich mich fiir das sorgfiltige Lesen der ersten
Version dieser Arbeit.
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Die Arbeit ist in folgende Abschnitte eingeteilt:

. Grundbegriffe
2. Problemkreise
§ 1 Negative Krimmung
§ 2 Spektrum des Laplace-Operators
§ 3 Inverse Probleme
3. Geschlossene Geoditische auf kompakten Mannigfaltigkeiten
§ 1 Das Variationsprinzip
§ 2 Kurze geschlossene Geoditische auf Sphiren
§ 3 Stabilitatseigenschaften von geschlossenen Geoditischen
§ 4 Existenz von vielen geschlossenen Geoditischen auf Mannigfaltigkeiten mit endlicher
Fundamentalgruppe
§ 5 Geschlossene Geodatische auf Mannigfaltigkeiten mit unendlicher Fundamentalgruppe
4. Geoditische auf vollstindigen, nicht-kompakten Mannigfaltigkeiten
§ 1 Probleme
§ 2 Resultate in Dimensionen > 2
§ 3 Resultate fiir Flachen

o

Es ist natiirlich unmdglich, im Rahmen eines solchen Artikels einen vollstindigen
Uberblick iiber all das zu geben, was iiber geoditische Linien im Grofien bekannt
ist. Abschnitt 2 stellt einige Themenkreise vor, die im Folgenden nicht oder nur
teilweise behandelt werden. Geoditische lassen sich von zwei Standpunkten aus
untersuchen, von dem der Variationsrechnung, der den meisten Geometern nahe-
liegt, und von dem der dynamischen Systeme. Die Ziele dieser beiden Theorien und
die Anwendungsbereiche ihrer Methoden sind nicht identisch, aber auch nicht dis-
junkt. Das Kernstiick dieser Arbeit wird von Ergebnissen gebildet, die mit Methoden
der Variationsrechnung erzielt wurden. Ich habe mich jedoch darum bemiiht, eben-
falls die Resultate, die aus der Theorie der dynamischen Systeme stammen, aufzu-
fithren, insbesondere in den Bereichen, in denen sich beide Standpunkte erginzen.
Es wird nicht der in manchen Fillen interessanten Frage nachgegangen, ob die
Ergebnisse in allgemeinerem Rahmen richtig sind, z. B. fiir Finsler-Metriken oder
Busemannsche G-Riume, vgl. Busemann [1955].

1 Grundbegriffe

Wir betrachten eine m-dimensionale, zusammenhingende, glatte (= C*)
Mannigfaltigkeit M mit Riemannscher Struktur g. g ist ein glattes Tensorfeld, das
jedem p €M ein (positiv definites) Skalarprodukt g, auf dem Tangentialraum TM;,
zuordnet. Mittels g 148t sich die Linge L(c) einer stetigen, stiickweise stetig differen-
zierbaren Kurve ¢ : [a, b] = M definieren

b
(1.1)  L(c) = (Be(y (&), €(1)))/?dt

Das typische Beispiel einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist eine Untermannig-
faltigkeit M eines euklidischen Raums E™, wobei g durch Restriktion der euklidi-
schen Struktur erklirt ist. In diesem Fall stimmt (1.1) mit der iiblichen euklidischen
Kurvenlinge iiberein.
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M wird durch g in natiirlicher Weise zu einem metrischen Raum, in dem der
Abstand d(p, q) zweier Punkte p, ¢ € M als das Infimum der Léngen aller p und q
verbindenden Kurven definiert ist. ¢ : [a, b] = M heifdt Kiirzeste, falls L(c) = d(c(a),
c(b)) gilt. Offensichtlich ist L(c) unabhéngig von der Parametrisierung von c, so daf8
(1.1) kein reguldres Variationsproblem besitzt. Man betrachtet deshalb statt L
meist das Funktional

1° o
(1.2) E(9)= 3 § Ben(C(t), (1)) dt,

das ein reguldres Variationsproblem hat. Es gilt
L2(c) < 2(b—a)E(c)

mit Gleichheit genau fiir proportional zur Bogenlinge parametrisiertes ¢

(d. h. gey(c(t), &(t)) = const). Also sind proportional zur Bogenlénge parametri-
sierte Kiirzeste ¢ Minima von E in der Klasse der Kurven v : [a, b] > M mit

v(a) = c(a), ¥(b) = c(b). Die Euler-Lagrange Gleichung der ,,Energie * E ist ein
gewohnliches Differentialgleichungssystem 2. Ordnung, das mittels des Levi-Civita-
Zusammenhangs V von g invariant als

(1.3) vsie=0
geschrieben werden kann. Eine Kurve c, die (1.3) geniigt, hei3t Geoddtische.
Wegen a (g(¢, ¢)) = 2g(V4¢,c) sind Geoditische stets proportional zur Bogenldnge

parametrisiert. Zu jedem Tangentialvektor v an M existiert genau eine auf einem
maximalen Intervall I, definierte Geoditische c, mit ¢,(0) = v. (M, g) heifdt voll-
stindig, falls I, = R fiir alle v € TM gilt. Eine geoddtische Linie ist das Bild c(R)
einer nicht-konstanten Geoditischen ¢ : R > M.

Lokal besteht folgender Zusammenhang zwischen Geoditischen und Kiirzesten:

(1.4) Satz Fiir jede kompakte Teilmenge K von M existiert ein € > 0, so dap gilt:
Ist c : [a, b] > M eine Geoditische mit c(a) € K und L(c) <e, so ist c Kiirzeste. Ist
p €K, q €M und d(p, q) <, so existiert eine Geoditische c : [a,b] > M von

c(a) = p nach c(b) = q, die Kiirzeste ist. Jede Kiirzeste von p nach q stimmt bei
geeigneter Parametrisierung mit c iiberein.

Grundlegend fiir globale Aussagen ist der

(1.5) Satz von Hopf-Rinow Folgende drei Aussagen sind dquivalent

(a) (M, g) ist vollstindig.
(b) Der metrische Raum (M, d) ist volistindig.
(c) Jede in (M, d) beschrinkte abgeschlossene Menge ist kompakt.

Jede dieser Aussagen impliziert, daf$ je zwei Punkte von M durch eine Kiirzeste ver-
bunden werden kénnen.

Ein wichtiges Hilfsmittel der globalen Riemannschen Geometrie sind Ver-
gleichssitze fiir geoditische Dreiecke, deren infinitesimale Version die klassische
Sturm-Liouville Theorie ist. Dafiir wird auf Gromoll-Klingenberg-Meyer [1968]
und Cheeger-Ebin [1975] verwiesen.
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Abschliefiend gehen wir kurz auf den Zusammenhang mit der Mechanik
ein, der auf eine weitere Grundeigenschaft der Geoditischen fiihrt. Im Fall einer
Untermannigfaltigkeit M C E" bedeutet (1.3) gerade, daf’ die gewdhnliche 2. Ablei-
tung c"(t) stets senkrecht auf TM, steht. Das 1dBt folgende mechanische Deutung
zu: Ein Massepunkt, der sich auf M bewegt und der, abgesehen von der orthogona-
len Zwangskraft, die ihn auf M hilt, kriftefrei ist, folgt einer Geodatischen. Das
mit (1.2) verbundene Variationsprinzip heif’t in der Mechanik das Lagrangesche
Prinzip der geringsten Wirkung. Der Ubergang von Lagrangescher zu Hamiltonscher
Mechanik kann in unserem Fall folgendermaflen beschrieben werden:

Die Riemannsche Metrik g gibt einen Biindel-Isomorphismus g, : TM - T*M,
g+(v)(w) := g(v, w), durch den die natiirliche symplektische Struktur a des Cotan-
gentiabiindels T*M eine symplektische Struktur w = (g4)*a auf TM induziert. Der
geoditische Flu & : TM x R —> TM einer vollstindigen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit ist durch ®(v, t) := ¢,(t) definiert, wobei c, die Geoditische mit ¢,(0) = v
bezeichnet. Eine Rechnung zeigt:

(1.6) Satz ® ist der Hamiltonsche Fluf zur Hamiltonfunktion
1
h(v) := 3 gv,V) auf (TM, w).

Aus (1.3) oder (1.6) folgt leicht, daB fiir alle s, t € R, v € TM gilt:
P(sv, t) = sB(v, st).

Wir werden uns deshalb stets nur fir die Restriktion ® von ® auf das Einheitstan-
gentialbiindel UM = {v € TM |g(v, v) = 1} interessieren. Satz (1.6) hat Folgen fiir
den Verlauf der geoditischen Linien, die iiberraschend sind, wenn man nur deren lo-
kale Kiirzesteneigenschaft vor Augen hat. ® lifit als Hamiltonscher Flu ein Volumen-
element auf UM invariant, das man als das Produktmaft auf UM (lokal M x S™ 1)
identifiziert. Mit Poincarés Wiederkehrsatz folgt daraus

(1.7) Satz Ist (M, g) vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit endlichen Volu-
mens, so existiert fiir fast alle v € UM eine Folge t; = % mit lim ¢,(t;) = v.

2 Problemkreise

Ziel dieses Abschnitts ist es, auf Gebiete und Resultate hinzuweisen, die
im Folgenden nicht oder nur teilweise behandelt werden. Dabei wird nicht der
Anspruch auf Vollstindigkeit erhoben.

§ 1 Negative Krimmung

Die dynamischen Eigenschaften des geoditischen Flusses von Mannigfaltig-
keiten negativer Schnittkrimmung wurden beginnend mit Hadamard [1898] in der
ersten Hilfte dieses Jahrhunderts von vielen Autoren untersucht; hierfiir wird auf
den Ubersichtsartikel von Hedlund [1939] und auf E. Hopf [1940] hingewiesen.
Einen Hohepunkt dieser Theorie bilden Anosovs Arbeiten [1967] iiber die — heute
nach ihm benannten — Anosov-Fliisse. Eine Konsequenz ist:
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(2.1) Satz Der geoditische Flup einer kompakten Riemannschen Mannigfaltig-
keit negativer Schnittkriimmung ist ergodisch (oder stirker: mischend ).

Auch unter schwicheren Voraussetzungen als negativer Kriimmung gibt es dhnliche
Resultate, z. B. von Pesin [1977], Ballmann-Brin [1982] und Burns [1983]. Man-
nigfaltigkeiten mit geoditischem Fluf} von Anosov-Typ werden in Eberlein [1973a]
und Klingenberg [1974] untersucht. Variationsargumente zeigen nun, daf die Exi-
stenz einer Metrik negativer Kriimmung auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M
Folgen hat fiir die Geoditischen beziiglich einer beliebigen Metrik auf M, vgl.
Morse [1924], Klingenberg [1971] und Katok [1982]. Hedlund [1932] gelang in
ihnlicher Weise eine Beschreibung derjenigen Geoditischen auf einem 2-dimen-
sionalen Torus, die in der universellen Uberlagerung global Kiirzeste sind.

§ 2 Spektrum des Laplace-Operators

Ein enger Zusammenhang besteht zwischen dem Spektrum des Laplace-
Operators Spec (M, g) einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) und den Léangen
aller geschlossener Geoditischer auf (M, g), dem Lingenspektrum. Fiir zwei
Metriken g, g konstanter Gaufdscher Kriimmung K = K = -1 auf einer kompakten
Fliche M gilt Spec (M, g) = Spec (M, g) genau dann, wenn die Langenspektren iiber-
einstimmen. Das folgt aus der Selbergschen Spurformel, vgl. den Ubersichtsartikel
Elstrodt [1981]. Fiir die meisten Riemannschen Metriken g auf einer kompakten
Mannigfaltigkeit M bestimmt Spec (M, g) das Lingenspektrum sowie weitere Eigen-
schaften der geschlossenen Geoditischen, vgl. etwa C. de Verdiére [1973]. Chazarain
[1974] und Duistermaat-Guillemin [1975]. Umgekehrt lassen nichtausgeartete,
elliptische geschlossene Geoditische Schliisse auf Spec (M, g) zu, siehe Guillemin-
Weinstein [1976], Ralston [1976] und C. de Verdiére [1977].

§ 3 Inverse Probleme

Unter diesem Titel werden Fragen nach Existenz oder Eigenschaften von
Metriken zusammengefafit, deren Geoditische bestimmte Eigenschaften haben.
Das bekannteste Problem dieser Art ist die

Blaschke-Vermutung Ist jede Riemannsche Mannigfaltigkeit M mit folgen-
der Eigenschaft (*) isometrisch zu einer Einheitssphire?

™) Fiir jeden Punkt p € M existiert ein Punkt i(p) €M, so daf jede von p aus-
gehende Geoditische der Linge w Kiirzeste von p nach i(p) ist.

Die Antwort ist ,,ja‘‘ wie Green [1963] fiir dim M = 2 und Berger, Kazdan, Wein-
stein und Yang 1978 fiir h6here Dimensionen bewiesen. Fiir diese Resultate und
viele damit zusammenhingende offene Probleme wird auf Besse [1978] verwiesen.
Verwandte Fragen fiir berandete Mannigfaltigkeiten wurden in Michel [1981] und
Bangert [1983a] behandelt.

E. Hopf [1948] zeigte, daB eine Fliche vom Typ des Torus, die keine kon-
jugierten Punkte besitzt, flach ist. Das entsprechende Problem in héheren Dimen-
sionen ist offen, vgl. Yau [1982]. Teilresultate dazu erzielten Avez [1970] und
O’Sullivan [1974].
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Ein mit § 2 zusammenhingendes inverses Problem ist die Frage, ob zwei
kompakte Flachen (M, g), (M, g) mit Krimmung K = K = —1 und gleichem Lingen-
spektrum (+ gleichem Spektrum) stets isometrisch sind. Mit Beispielen, die aus
der algebraischen Zahlentheorie stammen, zeigte Vignéras [1978], daf® das nicht
so ist. Wolpert [1979] bewies jedoch, dal die meisten solchen Metriken g durch
ihr Langenspektrum bestimmt sind.

Gluck und Singer [1978], [1979] konstruieren Metriken, die — wie eine
Linse — zwei vorgegebene Biischel von Geoditischen ineinander beugen. Das wird
dazu benutzt, Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit nicht triangulierbarem Schnitt-
ort zu konstruieren. Das Problem, wann es zu einem Vektorfeld V eine Riemann-
sche Metrik gibt, so daf} die Integralkurven von V Geoditische sind, wird in Sulli-
van [1978], Gluck [1980], Asimov-Gluck [1980] und Langer-Singer [1982] behan-
delt.

3 Geschlossene Geoditische auf kompakten Mannigfaltigkeiten

Es bezeichne S! C C den komplexen Einheitskreis. Eine Abbildung
¢ : S' > M heifit geschlossene Geoditische, falls ¢ : R > M, &(t) := c(e*™), eine
nicht-konstante Geoditische ist. Das Interesse an geschlossenen Geoditischen
wurde von Poincaré geweckt, der in Poincaré [1892], S. 82, sagt: D’ailleurs ce qui
nous rend ces solutions périodiques (eines dynamischen Systems) si précieuses,
c’est qu’elles sont, pour ainsi dire, la seule bréche par laquelle nous puissions
essayer de pénétrer dans une place jusqu’ici réputée inabordable. Wenn es heute
auch andere Methoden (Ergodentheorie, strukturelle Stabilitit) gibt, gewisse
dynamische Systeme zu untersuchen, so ist dieser Satz fiir den geoditischen Flufl
von Mannigfaltigkeiten, deren Schnittkrimmung keiner Beschrinkung unterliegt,
immer noch giiltig. Wir werden in § 3 und § 4 sehen, daf® Kenntnisse iiber geschlos-
sene Geodaitische zu einer genaueren Beschreibung des geoditischen Flusses fithren
konnen. Die folgende Ubersicht ist systematisch angeordnet. An einigen wichtigen
Stellen sind historische Bemerkungen angefiigt.

§ 1 Das Variationsprinzip

Wenn wir uns an die Definition der Geoditischen erinnern, so ist es nicht
iiberraschend, dafd geschlossene Geoditische als Extremalen eines Energiefunk-
tionals auf einem Raum geschlossener Kurven charakterisiert werden konnen. Das
ermoglicht, auf folgende Weise die Existenz von geschlossenen Geoditischen nach-
zuweisen: Man zeigt, daf® die Topologie des Raumes der geschlossenen Kurven die
Existenz kritischer Punkte des Energiefunktionals impliziert. Bevor wir uns dem
Problem zuwenden, dieser Idee einen prizisen analytischen Rahmen zu geben, soll
sie an einem einfachen Fall erliutert werden.

(3.1) Satz Aufjeder kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) existiert
mindestens eine geschlossene Geoddtische.

Bemerkung Fiir M = S? und M = S™ wurde (3.1) von Birkhoff [1917],
[1927] bewiesen. Der allgemeine Fall stammt von Lusternik-Fet [1951].
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B e weis. Wir betrachten den Raum I' der stetigen Abbildungen
v : S > M mit der kompakt-offenen Topologie. I' enthilt den Unterraum I'° der
konstanten Kurven, der zu M hom6éomorph ist. Wir wollen zeigen, dafl es ein topo-
logisches Hindernis gibt, I" nach I'° zu deformieren. Eine kompakte Mannigfaltig-
keit ist nicht zusammenziehbar. Also existiert ein k 2 1 mit m (M) # 0. Ist M nicht
einfachzusammenhiingend (k = 1), so besitzt I eine Zusammenhangskomponente
(= freie Homotopieklasse), die I'° nicht trifft, d. h. mo(I", I'®) % 0. Im Fall k > 2
reprisentiere f : (I¥, 3I¥) - (M, p) eine nicht-triviale Homotopieklasse. Hierbei
bezeichnet I¥ das k-fache kartesische Produkt von I =[0, 1],1° := {0}, 91° := Q.
Man kann ganz elementar einsehen, dafd dann

f:ax—1, 91k ) > (I, ), f(x)(e*™) :=f(x, t)

ein nicht-triviales Element von m _ (T, I'°) reprisentiert. Die dabei durchzufiihren-
den Beweisschritte sind jedoch schon im Kalkiil der Homotopietheorie enthalten:
Wir betrachten die durch die Auswertungsabbildunge : I' > M, e(y) := y(1), gege-
bene Faserung mit typischer Faser 2 = e~! (Punkt), dem Schleifenraum von M.

e besitzt einen Schnitt

. S od
jos:M—TI%=>T.
Deshalb ist in der exakten Sequenz

i e
m(M) = m_ 3 () = me_ (1) = me_ (M)
die Abbildung ix injektiv. Die lange exakte Sequenz von (T, I'?) gibt

Ty (00 25 7 (0 25 7 _ (T, T).

Wegen ey Oiy =0und e 0j Os=idy mufd kern p, N im i, = 0 gelten. Also ist
P« O ix injektiv. Die Abbildung [f] € m,(M) > fle (T, %) ist nun gerade die
Komposition des kanonischen Isomorphismus m, (M) = 7, _{(§2) mit py O ix.

Der analytische Teil des Beweises besteht darin, aus dieser topologischen
Information die Existenz einer geschlossenen Geoditischen zu folgern. Da f glatt
approximiert werden kann, kdnnen wir annehmen, f sei eine Abbildung in den
Raum I C T der stiickweise stetig differenzierbaren Kurven und

~ l . .
E:F>R,  E() =EGI0, 1D =3 | gyGO, §(t)dt
0

sei auf f(Ix~ 1) C I" beschrinkt. Wir verwenden nun die von Birkhoff stammende
Minimax-Methode, die spiter zur Morse- und zur Lusternik-Schnirelmann Theorie
weiterentwickelt wurde. Der kritische Wert von [f] € m_ (I, I'°) ist

k = inf {sup (E o D|f € [f]}.
Zunichst gilt k > 0, da aus (1.4) leicht folgt, daf® fiir geniigend kleines € > 0
I':= {y|ly €T und E(y) < ¢}

nach I'° deformiert werden kann. Wir erwarten die Existenz einer geschlossenen
Geodatischen ¢ € I" mit E(c) = k, da es ein Hindernis geben muf}, Reprisentanten
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von [f] unter das Niveau E = k zu deformieren. Hinreichend fiir diesen Schlu ist
die Existenz eines € € (0, k/2) und einer Homotopie D, : (I'**, I'°) - (I'*, I"?),
t€ [0, 1], von Dy = id mit:

(3.2)  Ist n € (2, 2k — €) und existiert keine geschlossene Geodiitische c mit
E(c) = u, so gilt D, (T**¢) C T+«

Existiert ndmlich keiiie geschlossene Geoditische der Energie k, so wihlen wir
f€[f] mit E of <« + e. Dann gilt DlOfE[f]undEOD,Of<x—e im Wider-
spruch zur Definition von . Fiir k = 1 zeigt dieses Argument, daf es in jeder nicht-
trivialen freien Homotopieklasse eine geschlossene Geoditische minimaler Energie
gibt.

Es bleibt die Frage, wie man solche ,,energieverringernden Deformationen*
D erhilt. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten:
(a) Am einfachsten, jedoch fiir viele Anwendungen ausreichend, ist ein auf Birk-
hoff [1917] zuriickgehender Verkiirzungsprozef, der z. B. in Klingenberg [1978],
S. 204206, beschrieben ist. Nach (1.4) kann man zwei disjunkte Punktfolgen
Zy, .. Zxey=2zyund Wy, ..., W4 = W, auf S! finden, so daB fiir alle y € I'2* und
alle 1 <i <k die kiirzesten Geodatlschen von ¥(z;) nach ¥(z;4 ;) bzw. von y(w;)
nach y(w;, ;) eindeutig sind. D, wirkt in folgender Weise auf v € I'**: Fiir alle
1 <i <k werden die Kurvenstiicke von y mit den Endpunkten y(z;), v(z;, ;) durch
kiirzeste Geodatische ersetzt; auf die so entstehende Kurve wird das analoge Ver-
fahren fiir die Parameterwerte wy, . . ., wy angewendet. Es ist nicht schwer einzu-
sehen, daf} dieses D, homotop zu D, = id ist und Eigenschaft (3.2) hat.
(b) Teil (a) zeigt speziell, daB (I'*¢, I'®) homotopieidquivalent zu einem Raum
geschlossener Polygone (fester Eckenzahl k) aus kiirzesten Geoditischen ist. Morses
Methode der endlich-dimensionalen Approximationen identifiziert ein solches Poly-
gon mit seinen Eckpunkten und damit den Raum dieser Polygone mit einer offenen
Teilmenge von MK, so daf er eine differenzierbare (und eine Riemannsche) Struktur
erhlt, beziiglich derer E glatt ist. Als D, verwendet man den Fluf8 von (—grad E).
Im Gegensatz zu (a) kann man hier sogar Morse Theorie auf einem zu (I'*¥, I'°)
homotopiedquivalenten Raum betreiben. Dieser Zugang ist z. B. in Bott [1982]
dargestellt.
(c) Aufbauend auf Arbeiten von Eells und Palais-Smale iiber Morse Theorie auf
Hilbertmannigfaltigkeiten wurde vor allem von einer Gruppe um Klingenberg die
folgende Methode entwickelt, die im Unterschied zu (a) und (b) intrinsisch ist:
Man betrachtet den Raum

A=AM=H!(S', M)

der geschlossenen Kurven mit quadratintegrierbaren 1. Ableitungen, der in natiir-
licher Weise die Struktur einer Riemannschen Hilbertmannigfaltigkeit trigt, auf

der E eine glatte Funktion ist. Als D, verwendet man wieder den Flu} von (—grad E).
(3.2) folgt aus der Bedingung (C) von Palais-Smale, die leicht nachgewiesen werden
kann. Neben der formalen Eleganz hat diese Methode den Vorteil, die natiirliche
Symmetrie unseres Problems nicht zu zerstéren: Die Symmetriegruppe O(2) von S!
wirkt auf A durch Umparametrisieren

Oy xA—>A, (g,7v)~g-y mit g-¥(z) =gz,
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wobei offenbar E(g - ) = E(y) gilt. Da die Operation isometrisch ist, vertauscht sie
mit dem (—grad E)-Flu. Das gibt die Méglichkeit auch auf dem Quotienten von A
nach O(2) Lusternik-Schnirelmann Theorie zu betreiben. Fiir unsere Zwecke geniigt
die kurze Einfiihrung in Ballmann-Thorbergsson-Ziller = BTZ [1983a] in diese
Theorie.

Wir werden uns im Folgenden an Methode (c) halten, die — wenn sie erst
einmal bereitgestellt ist — leistungsfihig und leicht zu handhaben ist. Darstellungen
finden sich in Eliasson [1972], Flaschel-Klingenberg [1972] und Klingenberg [1978].

§ 2 Kurze geschlossene Geoditische auf Sphiren

Sobald man nach der Existenz von mehr als einer geschlossenen Geoditi-
schen fragt, wird man mit dem grofien Problem dieser Theorie konfrontiert: Geo-
metrisch verschieden sind geschlossene Geoditische ¢ und € nur, wenn die zugehori-
gen geoditischen Linien ¢(R) und ¢(R) verschieden sind. In diesem Sinn sind alle Aus-
sagen iiber die Existenz von n geschlossenen Geoditischen, n € N U {0}, gemeint.
Nun entsprechen aber jeder geschlossenen geoditischen Linie viele verschiedene
kritische Punkte von E : A = R: Jeder kritische Punkt von E gehort zu einer
0O(2)-Bahn von kritischen Punkten, die alle gleiches Bild in M haben. Noch grofiere
Probleme verursacht oft die Tatsache, dafd mit ¢ auch die q-mal durchlaufene
Kurve oder q-fach Iterierte c9, c3(z) := c(z9), kritischer Punkt von E ist, der natiir-
lich zur gleichen geschlossenen geoditischen Linie gehort. Ein Grundproblem ist

also: -
Wie erkennt man, daf zwei kritische Punkte c, c von E zu verschiedenen

geschlossenen Geoditischen gehoren?

Wir werden bei jedem der aufgefiihrten Resultate andeuten, wie diese Schwierig-
keit iiberwunden wurde. Das Problem der Iterierten tritt iibrigens in anderer Form
erneut auf, wenn man von A zum Quotienten nach der O(2)-Aktion iibergeht. Hier-
bei entstehen Singularititen genau bei den mehrfach durchlaufenen Kurven.

Seit der grundlegenden Arbeit Poincaré [1905] iiber geschlossene Geodi-
tische auf konvexen Flichen fand der — wie wir sehen werden — besonders schwie-
rige Fall von zur Sphire diffeomorphen Riemannschen Mannigfaltigkeiten groes
Interesse. Wichtige Beispiele solcher Mannigfaltigkeiten sind Ellipsoide, deren geo-
ditischer Fluf, wie Jacobi [1839] bewies, integrabel ist. Der Verlauf der Geoditi-
schen kann deshalb sehr explizit beschrieben werden, vgl. Klingenberg [1982]. Aus-
gezeichnete geschlossene geoditische Linien sind die %m(m + 1) Hauptellipsen,
das sind die Schnitte des m-dimensionalen Ellipsoids mit den aus den Hauptachsen
gebildeten Ebenen. Morse [1934] bemerkte, daf} auf einem Ellipsoid, dessen Haupt-
achsen nahezu gleiche, aber verschiedene Lingen besitzen, jede von den Haupt-
ellipsen verschiedene geschlossene Geoditische beliebig lang ist. Kiirzlich wurde in
Ballmann [1983a] und Bangert [1983b] gezeigt, dafl Entsprechendes stets fiir
Riemannsche Metriken auf Sphiren gilt, deren Schnittkriimmung nahezu konstant
ist. Die folgenden Arbeiten beschiftigen sich mit dem Problem, fiir allgemeine
Riemannsche Metriken auf Sphiren geschlossene Geoditische zu finden, die den
Hauptellipsen der Ellipsoide entsprechen (,,kurze geschlossene Geoditische*).

Der topologische Teil dieser Frage wird meist mit Modifikationen einer Idee behan-
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delt, die von Lusternik-Schnirelmann [1929] (fiir m = 2) und Lyusternik [1947]
stammt:

Man betrachtet den Quotienten (AS™, A°S™) von (AS™, A°S™) nach der
O(2)-Aktion und konstruiert darin g(m) subordinierte Homologieklassen, wobei
g(m) die Cuplinge der GraBmannmannigfaltigkeit G(2, m — 1) der 2-Ebenen im R™ *!
ist, g(m) =2m —s— 1, wobei s > 0 und 2% + s = m < 2¥*!, Diese Homologieklassen
sind durch Zykel gegeben, die aus Grof3- und Kleinkreisen der Einheitsphire
S™ C E™ *! bestehen. Das erklirt den Zusammenhang mit G(2, m — 1) = Raum der
Grofkreise von S™. Nach § 1, ¢) kann man auf das Paar (A, E) Lusternik-Schnirel-
mann Theorie anwenden und erhilt sofort:

(3.3) Lemma Aufjeder Riemannschen Sphdre (S™, g) existieren (nicht notwen-
dig geometrisch verschiedene) geschlossene Geoditische c; mit E(¢;) = k;, 1 <i<

g(m). Die k; sind die kritischen Werte von Homologieklassen, die durch Zykel aus

Grof3- und Kleinkreisen der Einheitssphdre reprisentiert werden konnen.

Ballmann entdeckte 1979, da die so konstruierten Homologieklassen in (A, A°)
in Wahrheit nicht subordiniert sind. Inzwischen aber bewiesen BTZ [1983a],
Anosov [1980], [1981] und Hingston [1981], [1984], daf bei geeigneten Modifi-
kationen die oben beschriebene Idee doch einen Beweis von (3.3) erméglicht.
Allerdings folgt aus k; = k; . ; nicht ohne weiteres die Existenz von unendlich vielen
geschlossenen Geoditischen der Energie ;. Dieser Schluf ist jedoch richtig, wenn
keine mehrfach durchlaufenen geschlossenen Geoditischen der Energie «; existie-
ren. Grund fiir dieses Phinomen sind die oben erwihnten Singularitidten von A in
den mehrfach durchilaufenen Kurven.

Es bleibt das geometrische Problem, etwas iiber die Verschiedenheit der in
(3.3) gefundenen geschlossenen Geoditischen herauszufinden. Fiir m = 2 hat man
Lusternik-Schnirelmanns [1929] beriihmtes Resultat, das, wie geeignete Ellipsoide
zeigen, nicht verbessert werden kann:

(3.4) Satz Jede Riemannsche Metrik auf der S? besitzt drei doppelpunktfreie
geschlossene Geoddtische.

Im Beweis wird auf die Kurven der oben erwiahnten g(2) = 3 Zykel eine energie-
verringernde Deformation D, angewendet, die — im Gegensatz zum (—grad E)-Fluf}
— die Menge der doppelpunktfreien Kurven in sich abbildet. In diesem Teilraum
sind deren Homologieklassen iibrigens stets subordiniert, so daf’ die oben erwihnte
Schwierigkeit nicht auftritt. Man erhilt so geschlossene Geoditische, die durch
doppelpunktfreie Kurven approximiert werden konnen, die also selbst doppelpunkt-
frei sind. Es ist moglich, aber iiberraschend schwierig, eine solche Deformation D,
anzugeben. Die Tatsache, da dieses D, nicht O(2)-invariant ist, verursacht zusitz-
liche topologische Schwierigkeiten. Leider existiert trotz mancher Bemithungen
noch kein einwandfreier Beweis dieses Satzes in der Literatur — am nichsten
kommt dem Ballmann [1978a], vgl. auch Lyusternik [1947].

Poincaré [1905] gab zwei Beweisansitze fiir die Existenz von doppelpunkt-
freien geschlossenen Geoditischen auf konvexen Flachen, die kiirzlich von Berger-
Bombieri [1981], Croke [1982] und Anosov [1982] durchgefiihrt werden konnten.
In diesem Zusammenhang sei ein offenes Problem (Ziller) erwéhnt:
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Ist die kiirzeste geschlossene Geoditische einer konvexen Fliche stets
doppelpunktfrei?

Ballmann [1978b] fand mit der Methode von Lusternik-Schnirelmann doppel-
punktfreie geschlossene Geoditische auf kompakten Fliachen mit m, # 0. Freed-
man-Hass-Scott [1982] und Hass-Rubinstein [1983] beschreiben vollstindig das
Schnittverhalten derjenigen geschlossenen Geoditischen auf Fliachen, die in ihrer
freien Homotopieklasse minimale Linge haben.

In hoheren Dimensionen existieren Resultate wie (3.4) fiir Metriken, die
eine ,,pinching condition‘* an die Schnittkriimmung erfiillen. Das entscheidende
Hilfsmittel ist dabei Klingenbergs Abschitzung fiir den Injektivititsradius einer
solchen Metrik, die eine untere Schranke fiir die Linge R der kiirzesten geoditischen
Schleife gibt. Die ,,pinching condition* kann ein zweites Mal verwendet werden,
um durch geschickte geometrische Konstruktionen die subordinierten Homologie-
klassen durch Kurven der Energie < 222 zu reprisentieren. Dann sind die geschlos-
senen Geoditischen c; aus (3.3) doppelpunktfrei, da fiir ihre Liangen gilt: L(c;)
<+/2k; < 2%. Das ist die Grundidee im Beweis von

(3.5) Satz (BTZ [1983a]) Es sei (M, g) zur Sphdre S™ homéomorphe Riemann-
1
sche Mannigfaltigkeit, deren Schnittkrimmung 7 < 6 <K <1 erfiillt. Dann existie-

ren auf (M, g) mindestens g(m) doppelpunktfreie geschlossene Geoddtische mit
Lingen im Intervall (2w, 21r/\/3] C [2m, 4n]. Sind alle geschlossenen Geoddtischen

1
der Linge < 4w nicht entartet, so existieren mindestens ) m(m + 1) doppelpunkt-

freie geschlossene Geoditische mit Lingen im Intervall [2m, 27r/\/§ 1.

Eine geschlossene Geoditische c heifdt nicht entartet, falls der Nullraum der Hesse-
form V2E |, von E in ¢ nur 1-dimensional ist, d. h. falls c als kritischer Punkt von E
so wenig ausgeartet ist, wie das in Anbetracht der O(2)-Aktion moglich ist. Obige
Bedingung ist fiir eine C? offene und dichte Menge Riemannscher Metriken mit

1
4
eine optimale Aussage erhilt. Verwandte Resultate erhielten etwa gleichzeitig und
unabhingig Anosov [1980], [1981] und Hingston [1981], [1984]. Diesen Ergeb-
nissen ging eine langere Reihe von Arbeiten voraus: Alber [1957], [1966], [1970],
Klingenberg [1968], [1981a] und Thorbergsson [1979] Ahnliche Sitze existieren
fir Riemannsche Mannigfaltigkeiten vom Typ P"R, P"C, P"H und P2Ca, z. B. in
Hingston [1984], BTZ [1983a], [1983b], Rademacher [1983], und vom Typ der
Grafimannmannigfaltigkeiten in Eliasson [1966].

Fet [1965] bewies die Existenz von zwei geschlossenen Geoditischen auf
jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit mit endlicher Fundamentalgruppe, deren
geschlossene Geodatische alle nicht entartet sind. Klingenberg [1965], [1978]
gab eine starke Verallgemeinerung von (3.4): Auf jeder kompakten, 1-zusammen-
hingenden Mannigfaltigkeit existieren 2k — 1 ,,kurze‘ geschlossene Geoditische.
Hierbei ist k grofier oder gleich der kleinsten Zahl p > 0, fiir die H,(M, Z) unend-
lich ist, speziell k = 2. Ziller [ 1983 ] enthilt méglicherweise ein Gegenargument zum

<K < erfiillt, vgl. § 4. Geeignete Ellipsoide zeigen, dafs man im letzten Fall
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Beweis dieses Satzes: Es wird eine symmetrische Finslermetrik auf S3 konstruiert,
die nur 4 , kurze‘ geschlossene Geoditische besitzt, wihrend fiir S3 2k — 1 = S gilt.
Es stellt sich die nicht leicht zu beantwortende Frage, ob der Beweis in Klingen-
berg [1978] Schritte enthilt, die sich fir symmetrische Finslermetriken nicht
durchfiihren lassen.

§ 3 Stabilititseigenschaften von geschlossenen Geoditischen

Die Frage, inwieweit eine geschlossene Geoditische stabil oder instabil im
Sinne der dynamischen Systeme ist, ist wichtig, wenn aus Existenzsitzen iiber
geschlossene Geoditische weitere Eigenschaften des geoditischen Flusses abgelei-
tet werden sollen. Die infinitesimalen Stabilitidtseigenschaften einer geschlossenen
Geoditischen ¢ konnen an der linearisierten Poincaré-Abbildung P, von ¢ abgelesen
werden. P, ist eine symplektische Abbildung, die durch die Jacobifelder lings ¢
bestimmt ist. ¢ heifdt elliptisch, falls P, in 2-dimensionale Rotationen zerfillt;
elliptisch-parabolisch, falls P, in 2-dimensionale Rotationen und einen Teil mit
Eigenwerten 1 zerfillt; hyperbolisch, falls ¢ keine Eigenwerte vom Betrag 1
besitzt. Zum Beispiel sind auf einem nicht zu weit von der Sphire abweichenden
allgemeinen Ellipsoid in E3 die kiirzeste und die lingste Hauptellipse elliptisch,
wihrend die mittlere hyperbolisch ist, siehe Klingenberg [1982]. Wihrend fiir die
Instabilitat von c die Existenz eines Eigenwerts von P, vom Betrag # 1 hinreichend
ist, kann aus Elliptizitit nicht auf Stabilitit geschlossen werden. Ist jedoch zusitz-
lich die Poincaré-Abbildung von ¢ vom Twist-Typ (eine Bedingung 3. Differentia-
tionsordnung an den geoditischen Fluf}), so gelten die starken Ergebnisse der
KAM-Theorie fiir c, vgl. Arnold [1978] und Moser [1973]. Ein Bindeglied ist ein
Resultat, das aus Klingenberg-Takens [1972], siehe auch Klingenberg [1978] folgt:

(3.6) Satz Fiir eine C*generische Menge Riemannscher Metriken auf einer Man-
nigfaltigkeit ist die Poincaré-Abbildung jeder geschlossenen Geoditischen auf der
Zentrumsmannigfaltigkeit vom Twist-Typ.

Es ist also sinnvoll geschlossene Geoditische ¢ zu suchen, fiir die P, nur Eigenwerte
vom Betrag 1 besitzt, d. h. deren Zentrumsmannigfaltigkeit offen im Definitions-
bereich der Poincaré-Abbildung ist.

Im allgemeinen kann aus Variationseigenschaften allein nicht auf Stabili-
tiatseigenschaften geschlossen werden. So braucht eine geschlossene Geoditische
minimaler Energie in ihrer freien Homotopieklasse keineswegs hyperbolisch zu sein,
sie kann sogar elliptisch sein. Jedoch lassen Annahmen iiber die Kriimmung, die die
Differentialgleichung der Jacobifelder beherrscht, oft Schliisse auf P, zu: Zum Bei-
spiel ist im Fall negativer Kriimmung jede geschlossene Geoditische hyperbolisch.
Katok [1982] zeigte, daf’ es auf einer kompakten Mannigfaltigkeit, die eine Metrik
negativer Kriimmung gestattet, beziiglich jeder Metrik viele hyperbolische geschlos-
sene Geoditische gibt. Poincaré [1905] gibt eine Beweisskizze fiir die Existenz
einer nicht-hyperbolischen, doppelpunktfreien geschlossenen Geoditischen auf
jeder konvexen Fliche. Grjuntal [1979] zeigte jedoch, da es C!-nahe bei der
Standardsphire konvexe Fliachen gibt, deren doppelpunktfreie geschlossene Geo-
ditische alle hyperbolisch sind. Geschlossene Geoditische auf normal homogenen
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Riumen sind stets elliptisch-parabolisch, Ziller [1976b]. Aufbauend auf Ergebnis-
sen aus Thorbergsson [1979] wird in BTZ [1982] bewiesen:

(3.7) Satz Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriimmung K.
Auf (M, g) existiert eine elliptisch-parabolische geschlossene Geoditische, falls
M=8"und 9/16 <K <1 oder falls M =P™R und 1/4 <K <1 gilt.

Im Beweis werden Variationsmethoden mit Vergleichssidtzen fiir Jacobifelder kom-
biniert. Nach (3.6) folgt daraus die Existenz einer C* offenen und dichten Menge 0
in der Menge der Metriken auf S™ mit 9/16 <K < 1, so da jedes g € 0 eine
geschlossene Geoditische c besitzt, fiir die die Ergebnisse der KAM-Theorie gelten:
In jeder Umgebung des periodischen Orbits ¢ in TS™ existiert eine Menge von Orbits
von positivem Maf, die auf invarianten Tori verlaufen. Insbesondere ist der geoda-
tische Fluf® & — im Gegensatz zum Fall negativer Krimmung — nicht ergodisch.
Im Fall m = 2 (hier geniigt nach Thorbergsson [1979] die Voraussetzung 1/4 <K <1)
ist ¢ stabil. Diese geschlossenen Geoditischen erfiillen die Voraussetzungen der in
Abschnitt 2 erwihnten Ergebnisse von Ralston [1976], Guillemin-Weinstein [1976].

In diesem Zusammenhang erinnern wir an das offene Problem, ob der geo-
ditische Fluf} einer Sphire ergodisch sein kann (oder eine ergodische Komponente
positiven Mafles besitzen kann). Fiir Finsler-Metriken existieren solche Beispiele,
vgl. Katok [1973].

Nicht-hyperbolische geschlossene Geoditische erhélt man unter schwiche-
ren Voraussetzungen: Fiir Sphiren (S™, g) geniigt 1/4 <K <1, vgl. BTZ [1982].
Aus Eschenburg-O’Sullivan [1980] folgt, dafd eine geschlossene Geoditische mini-
maler Energie in ihrer freien Homotopieklasse nichthyperbolisch ist, falls die Ricci-
kriimmung nicht-negativ ist, vgl. BTZ [1982]. Generisch gibt es in der Nihe einer
nicht-hyperbolischen geschlossenen Geoditischen unendlich viele weitere geschlos-
sene Geoditische, deren Lingen gegen unendlich streben. Das folgt aus (3.6) in Ver-
bindung mit dem Fixpunktsatz von Birkhoff-Lewis, vgl. Moser [1978]. Dadurch
werden wir zum nichsten Paragraphen gefiihrt:

§ 4 Existenz von vielen geschlossenen Geoditischen auf Mannigfaltigkei-
ten mit endlicher Fundamentalgruppe

Uber die tatsidchliche Verteilung der geschlossenen Geoditischen auf allge-
meinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten ist nur wenig bekannt. Fiir eine generi-
sche Metrik sind alle geschlossenen Geoditischen nicht entartet, vgl. Abraham
[1970], Klingenberg-Takens [1972] und Anosov [1982]; es gibt also fiir jedes
C > 0 héchstens endlich viele mit Linge < C. Deshalb kann der Abschluf} Per der
Menge Per C UM der Tangentialvektoren an mit Geschwindigkeit 1 durchlaufene
geschlossene Geoditische doch ganz UM sein. Es gibt jedoch fiir alle e > 0 konvexe
Fliachen, bei denen der Quotient der Mafe von Per und UM kleiner als € ist, vgl.
vgl. Weinstein [1970]. Fir Ellipsoide (vgl. § 2) gilt Per = UM, wobei allerdings alle
von den Hauptellipsen verschiedenen geschlossenen Geoditischen sehr lang sein
konnen. Das zeigt, dafs es mit Variationsmethoden sehr schwierig sein wird, auf
Sphiren mehr als die kurzen geschlossenen Geoditischen zu finden. In diesem
Zusammenhang erwihnen wir Beispiele von Katok [1973] von nicht-symmetrischen
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Finsler-Metriken auf S™ mit nur endlich vielen (fiir S? nur zwei) geschlossenen Geo-
didtischen. Diese Beispiele werden in Ziller [1983] genau untersucht.

Dennoch ist bisher die Morse-Theorie des Funktionals E : A - R die erfolg-
reichste Methode, viele geschlossene Geoditische zu finden. Dabei werden geschlos-
sene Geoditische durch ihren Index unterschieden,

ind (c) = Dimension des negativen Eigenraums von V?E |..

Ein wichtiges Hilfsmittel ist ein Satz von Bott [1956] iiber die Indices von iterier-
ten geschlossenen Geoditischen, und insbesondere eine von Gromoll-Meyer [1969b]
und Ziller stammende Folgerung daraus:

(3.8) Satz Zu jeder geschlossenen Geoditischen c existieren o, 20, 8. = 0, so
dap fiir alle q > 0 gilt:

qo, — B, <ind (c?) < qo + 8.

Gibt es nur endlich viele geschlossene Geoditische, so existiert nach (3.8)
ein ng € N, so daB fiir alle geniigend groflen i € N hochstens ng kritische Orbits von
E mit Index i existieren. Das ist die Grundidee in Gromoll-Meyer [1969b]:

(3.9) Satz Sei M kompakte Mannigfaltigkeit. Ist die Folge b(AM) der Bettizah-
len von AM unbeschrinkt, so existieren fiir jede Riemannsche Metrik auf M unend-
lich viele geschlossene Geoditische.

Wihrend (3.9) im Fall, daf alle geschlossenen Geoditischen nicht entartet sind,
leicht aus (3.8) folgt, beruht der schwierigere allgemeine Fall auf der Tatsache,
daf} die Folge der Typenzahlen der Iterierten c9 einer geschlossenen Geoditischen ¢
hochstens 2™ verschiedene Werte annehmen kann. (3.9) erhilt seine volle Stirke
erst in Verbindung mit einem Resultat von Vigué-Poirrier/Sullivan [1976]: Fir
einfach-zusammenhingendes M ist b;(AM) genau dann unbeschrinkt, wenn der
rationale Kohomologiering von M nicht von einem Element erzeugt wird. Es folgt
also die Existenz von unendlich vielen geschlossenen Geoditischen fiir sehr viele
topologische Typen von Mannigfaltigkeiten, jedoch nicht fur einige sehr einfache:
Mannigfaltigkeiten vom Homotopietyp von kompakten symmetrischen Rdumen
vom Rang 1, speziell Sphiren. Wihrend (3.9) fiir beliebige Koeffizientenkérper
gilt, werden in Vigué-Poirrier/Sullivan nur Q-Koeffizienten betrachtet, und es ist
nicht bekannt, ob ihr Ergebnis auch fiir beliebige Koeffizientenkorper gilt. Ziller
[1977] fand symmetrische Rdume M vom Rang < 1, fiir die b;(AM; Z,) unbeschrinkt
und b;(AM; Q) beschrinkt ist.

Von besonderem Interesse sind Abschitzungen fiir das Wachstum der
Funktion

N,(t) = N(t) = Anzahl der geschlossenen Geoddtischen der Linge <t.

In Gromov [1978] wird unter der Voraussetzung, daf$ M kompakt und 7, (M) end-
lich ist und daf} alle geschlossenen Geoditischen nicht entartet sind, bewiesen:

N®>T T b(AM) mit a=a(®)>0,8=4e)>0.
k < Bt
Eine verwandte Abschitzung findet sich in Ballmann-Ziller [1982]. Es ist ein
offenes Problem, im allgemeinen Fall eine dhnliche Abschitzung zu finden.
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Wir wenden uns nun Mannigfaltigkeiten zu, auf die (3.9) nicht anwendbar
ist. Fiir die einfachste solche Mannigfaltigkeit, die S2, existiert eine schéne Idee von
Birkhoff [1927], eine doppelpunktfrei geschlossene Geodiatische ¢ vom ,,Minimax-
typ*, die nach (3.4) existiert, zu benutzen, um den geoditischen Fluf} weiter zu
untersuchen: In vielen Fillen kann man mittels ¢ einen volumentreuen Homéomor-
phismus T eines Ringgebiets konstruieren, der den Fluff vollkommen beschreibt.

T ist genau dann vom Twist-Typ, wenn fir keinen Punkt c(s) auf c der zweite kon-
jugierte Punkt lings ¢ nach genau einem Umlauf eintritt; das ist, da c vom
,,Minimaxtyp*“ ist, fiir eine C? offene und dichte Menge von Riemannschen Metri-
ken auf S2 der Fall. Unter dieser Bedingung existieren aufgrund des Poincaré-
Birkhoffschen Fixpunktsatzes stets unendlich viele geschlossene Geoditische. In
den Fillen, in denen T nicht definierbar ist, 1dBt sich mit den (Variations-) Metho-
den aus Bangert [1980] und Bangert-Klingenberg [1983] zeigen, da® unendlich
viele geschlossene Geoditische existieren.

Im allgemeinen ist dann (S?, g) eine , taillierte Sphire*, d. h., es existiert eine
geschlossene Geoditische, die ein lokales Minimum von E ist. Es gilt also

(3.10) Satz Fiir eine C? offene und dichte Menge Riemannscher Metriken auf S*
existieren unendlich viele geschlossene Geoditische.

Dieser Satz ist in konkreten Fillen anwendbar: Z. B. existieren auf den zu Beginn
dieses Paragraphen erwihnten Beispielen konvexer Flichen mit kleinem Per stets
unendlich viele geschlossene Geoditische. Eine Verallgemeinerung des Satzes iiber
taillierte Sphiren auf héhere Dimensionen wird in Bangert-Klingenberg [1983]
gegeben. Die verwendete Methode zeigt, daf} die Morse Theorie von (A, E) einen
Teil der Struktur von A iibersieht.

In Klingenberg [1978], [1981b] werden Beweise fiir die Existenz von unend-
lich vielen geschlossenen Geoditischen auf jeder kompakten Riemannschen Mannig-
faltigkeit mit endlicher Fundamentalgruppe gegeben. Neben den Methoden aus
Gromoll-Meyer [1969b] werden Sullivans Konstruktion rationaler Homologieklas-
sen und ein Multiplizititslemma beniitzt, das Teilbarkeitsrelationen zwischen den
Vielfachheiten bestimmter Paare geschlossener Geoditischer gibt. Da in diesen
Beweisen noch nicht alle Details ausgefiillt sind, wird weiter nach anderen, leichter
zuginglichen Methoden gesucht; bisher allerdings ohne sehr grofien Erfolg.

Eine Méglichkeit besteht darin, die folgende Alternative zu verwenden, die
sich aus Klingenberg-Takens [1972], vgl. (3.6), ergibt:

(3.11) Fiir eine C*generische Metrik gilt: Entweder alle geschlossenen Geoditi-
schen sind hyperbolisch, oder es existiert eine nicht-hyperbolische vom Twist-Typ.

Wie am Ende von § 3 erwihnt, existieren im zweiten Fall stets unendlich viele
geschlossene Geoditische, N(t) wichst mindestens wie die Primzahlen. Fiir ein
generisches Resultat geniigt es also, den Fall zu betrachten, daf} alle geschlossenen
Geoditischen hyperbolisch sind. Fiir hyperbolische Geoditische c gilt folgende,
bessere Version von (3.8)

(3.12) ind (c?) =q ind (o),

die es in manchen Fillen erleichtert, die Existenz geschlossener Geoditischer zu
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zeigen. Dieses Vorgehen steht allerdings nicht im Einklang mit der urspriinglichen
Motivation, geschlossene Geoditische zu suchen, um den geoditischen FluR genauer
kennenzulernen. Es liefert jedoch recht starke generische Resultate.

So bewiesen BTZ [1981] mittels (3.11) und (3.12) leicht:

(3.13) Satz Sei M kompakt und m,(M) endlich und nicht-trivial. Fiir eine C*gene-
Int
rische Menge von Metriken g auf M gilt: lim inf (Ng(t) nT) > 0.

Hingston [1981], [1984] benutzte (beziiglich der O(2)-Aktion) equivariante Morse
Theorie, um zu beweisen

(3.14) Satz Sei M einfachzusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkeit vom
rationalen Homotopietyp eines kompakten symmetrischen Raums vom Rang 1.
Wenn alle geschlossenen Geoditischen auf M hyperbolisch sind, so gilt

In't
lim inf(Ng(t)—nt— > 0.

Zusammen mit (3.11) folgt also, daft generisch auf solchen Riumen unendlich viele
geschlossene Geoditische existieren. Im Beweis wird mittels Morse-Theore beziig-
lich des Energiefunktionals der Standardmetrik die O(2)-equivariante Kohomologie
von (A, A°) berechnet. Deren Modulstruktur ermoglicht, die Existenz eines b € N
zu zeigen, so daf fiir alle geniigend groen Primzahlen p geschlossene Geoditische
C, existieren, deren Vielfachheit prim zu p ist und fiir deren Index ind (cp) =kp mit
k <b gilt. Wegen (3.12) ist die Vielfachheit von cp hochstens b, woraus mit einer
Lingenabschiatzung die Behauptung folgt. Es ist kein Beispiel einer glatten Metrik
auf einer kompakten Mannigfaltigkeit mit endlicher Fundamentalgruppe bekannt,
deren geschlossene Geoditische alle hyperbolisch sind.

Zum Abschluf} erwihnen wir einige Ergebnisse und Fragen, die von ihrer
Problematik her in diesen Paragraphen gehoren.

Eine Verallgemeinerung des Begriffs der geschlossenen Geoditischen wurde
in Grove [1974] untersucht: Ist A : M - M Isometrie, so heif’t eine Geoditische
¢ : R > M A-invariant, falls fiir ein to > 0 gilt: A O ¢(t) = c(t + tg). Nach einem Teil-
resultat in Grove-Tanaka [1978] konnte Tanaka [1982] eine Verallgemeinerung von
(3.9) auf isometrie-invariante Geoditische erzielen. Tanaka [1982] erwihnt einige
offene Probleme dieser Theorie. Weitere Ergebnisse und der Zusammenhang mit
rationaler Homotopietheorie sind in Grove/Halperin/Vigué-Poirrier [ 1978] und
Grove-Halperin [1982] beschrieben.

Serre [1951] beweist, daf® je zwei Punkte einer kompakten Riemannschen
Mannigfaltigkeit durch unendlich viele Geoditische verbunden werden kOnnen.
Das Beispiel der Standardsphire zeigt jedoch, daft diese Geoditischen alle Teil-
stiicke derselben (geschlossenen) Geoditischen sein kénnen, also nicht geometrisch
verschieden zu sein brauchen. Verschiedene Autoren haben die Frage gestellt, ob
es — analog zu (3.9) — stets unendlich viele verschiedene solche Geoditische gibt,
falls die Folge der Bettizahlen des Schleifenraums von M unbeschrinkt ist, vgl.
Tanaka [1982]. Falls die zwei Punkte lings keiner sie verbindenden Geodatischen
konjugiert sind, ist dies recht leicht einzusehen.
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§ 5 Geschlossene Geoditische auf Mannigfaltigkeiten mit unendlicher
Fundamentalgruppe

Oft kann mittels der Fundamentalgruppe nachgewiesen werden, dafy gewisse
geschlossene Geoditische geometrisch verschieden sind. Ein einfaches Beispiel dafiir
ist der Fall, da® m,(M) abelsch und vom Rang k = 2 ist, oder allgemeiner, daf}
b,(M) = k > 2 ist. Dann gilt fiir jede Riemannsche Metrik auf M (kompakt!):

lim inf N(t)/tk > 0.

Beweis: Ist m;(M) abelsch, so bestimmen verschiedene prime Elemente von m;(M)
verschiedene freie Homotopieklassen, die keine mehrfach durchlaufenen Kurven
enthalten. Also sind die darin ehthaltenen geschlossenen Geoditischen geometrisch
verschieden. Beziiglich einer auf m,(M) durch ein Erzeugendensystem induzierten
Norm wichst die Anzahl der primen Elemente als Funktion der Norm wie t¥. Da-
raus folgt leicht die entsprechende Abschitzung fiir N(t).

Ist die Anzahl der geschlossenen Geoditischen, die minimale Energie in
ihrer freien Homotopieklasse haben, endlich, so erfiillt 7,(M) folgende Bedingung:

(3.15) Es existiert eine endliche Menge E C w{(M), so dap jedes o € w,(M) zu
einer Potenz eines $ € E konjugiert ist.

Es ist also interessant, moglichst grofie Klassen von endlich priasentierten Grup-
pen zu finden, fiir die (3.15) nicht gilt. Bisher weifs man noch nicht einmal, ob
auf jeder kompakten Mannigfaltigkeit mit unendlicher Fundamentalgruppe mehr
als eine geschlossene Geoditische existiert.

Mittels geometrischer Methoden kann man zeigen, da® (3.15) nicht gilt,
falls M eine Metrik negativer Kriimmung besitzt. In diesem Fall existiert in jeder
freien Homotopieklasse genau eine geschlossene Geoditische, und es gilt:

(3.16) Satz Auf einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit negativer
Schnittkriimmung liegen die Tangentialvektoren an geschlossene Geoditische
dicht im Einheitstangentialbiindel.

Das folgt leicht aus Poincarés Wiederkehrsatz (1.7) und einem elementaren
Schlieungssatz, der im Wesentlichen von Hadamard [1898] stammt.

Inzwischen kennt man weitaus stirkere quantitative Aussagen, die von Sinai
[1966], Margulis [1969] und Bowen [1972] stammen. Wesentlich ist dabei nur
die Anosov-Eigenschaft des geoditischen Flusses. Wir zitieren ein relativ einfaches
Resultat dieser Theorie:

(3.17) Satz Sei (M, g) kompakte, m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit Schnittkrimmung zwischen —K3 und —K? (0 < K, <XK;). Dann gilt

(m — DK, <lim (In Ny(t)/t) = h, < (m - 1)K,,

wobei hg die topologische Entropie von &, bezeichnet.

(3.17) impliziert offenbar; dafs N(t) fiir jede Metrik auf M exponentiell wichst.
Fiir diesen Fall enthilt Katok [1982] sehr schéne explizite Abschitzungen fiir
N(t). Der Fall nichtpositiver Kriimmung wird in Knieper [1983] behandelt.
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Falls nicht die Existenz einer Metrik negativer Kriimmung auf M gefor-
dert wird, ist nur wenig iiber die Verteilung der geschlossenen Geoditischen
bekannt. Wahrend im Fall negativer Kriimmung jede nicht-triviale Komponente
von AM homotopiedquivalent zu einem Kreis ist, so da Variationsmethoden nur
zur Existenz einer geschlossenen Geoditischen in jeder nicht-trivialen freien
Homotopieklasse fithren, bemitht man sich im allgemeinen Fall mit topologischen
Methoden zu zeigen, dafl unter geeigneten Voraussetzungen viele Komponenten
von AM eine kompliziertere topologische Struktur besitzen; Variationsargumente
liefern dann geschlossene Geoditische, die nicht minimale Energie in ihrer freien
Homotopieklasse besitzen.

So wird in Bangert-Hingston [1984] bewiesen

(3.18) Satz Sei M kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit unendlich
zyklischer Fundamentalgruppe und M # S!. Dann gilt

lim inf (N(t) - In t/t) > 0.

In Gromov [1975] und Ballmann [1983b] finden sich bessere Abschitzungen fiir
N(t), falls M homdomorph zu einem Produkt von S! mit einer einfach zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit ist:

lim inf (N(t) - In t/t2) >0 und lim sup (N(t)/t?) > 0.

Es ist ein offenes Problem, ob die Bedingung b;(M) = 1 hinreichend fiir die
Existenz von unendlich vielen geschlossenen Geoditischen ist. Fiir den Spezial-
fall, dafd M zusitzlich homéomorph zu einem nichttrivialen Produkt ist, findet
sich diese Aussage in Bangert-Klingenberg [1983]. In Gromov [1975] und darauf
aufbauend in Ballmann [1983b] wird der Fall fast nilpotenter, aber nicht unend-
lich zyklischer Fundamentalgruppen behandelt. Verwandte Resultate erhielt
Tanaka [1983].

Die bisher in diesem Paragraphen erwihnten Abschitzungen fiir N(t) sind
sehr explizit; sie hingen nur von C%Bedingungen an die Metrik und der Topolo-
gie von M ab. Das ist nicht so fiir die Abschitzungen aus § 4, die die Alternative
(3.11) verwenden. Ebenfalls mittels (3.11) wird in BTZ [1981] gezeigt, daf® fiir
generische Metriken lim inf (N(t) In t/t) > O gilt, falls in #,(M) gewisse Relatio-
nen bestehen.

SchlieBBlich erwihnen wir eine Bemerkung aus Gromov [1975], die die
Struktur von m,(M) in ganz anderer Weise beniitzt:

Ist M kompakt und das Wortproblem von w,(M) nicht l6sbar, so existie-
ren fiir jede Riemannsche Metrik auf M unendlich viele zusammenziehbare
geschlossene Geoditische.

Die Idee dabei ist, dad es beziiglich jeder endlichen Prisentierung von 7,(M)
Worte W, der Linge &, gibt, die auf das Neutralelement reduziert werden kdn-
nen, die aber bei jeder solchen Reduktion zunichst zu Worten der Linge = n - £,
filhren. Mittels einer Triangulierung von M erhilt man solchen Worten W, entspre-
chende zusammenziehbare Kurven v,, so dafl jede Nullhomotopie von vy, Kurven
der Lange = const - n - L(y,) enthilt. Bei Anwendung eines Verkiirzungsprozes-
ses, vgl. § 1, filhren die v, also zu zusammenziehbaren geschlossenen Geoditi-
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schen ¢, und nicht etwa zu Punktkurven. Unendlich viele der ¢, sind geometrisch
verschieden, da Nullhomotopien der c, iiber im Verhiltnis zu L(c,) ,,immer
hohere Pisse* fithren. Es ist jedoch nicht klar, ob die c, nicht Iterierte von
(unendlich vielen) nicht-zusammenziebaren Kurven sein kdnnten.

4 Geoditische Linien auf vollstandigen, nicht-kompakten Mannigfaltigkeiten

§ 1 Probleme

Im nicht-kompakten Fall konnen sich Geoditische durch ihr Verhalten
gegeniiber dem Unendlichen unterscheiden.

(4.1) Definition Eine Kurve v : [0, 0) = M auf einer vollstindigen Riemannschen
Mannigfaltigkeit heifdt

(i) divergent, falls v eine eigentliche Abbildung ist, d. h. falls fiir jede kom-
pakte Menge K C M ein to > O existiert mit c(t) § K fiir t > t,.

(ii) beschrinkt, falls es eine kompakte Menge K C M mit ¥([0, «)) C K gibt.
(iii) oszillierend, falls weder (i) noch (ii) gilt.

Zu v € TM bezeichne c, die Geoditische mit ¢,(0) = v. Die Exponentialabbildung
exp : TM - M ist durch exp (v) := c,(1) definiert, exp, := exp | TM;. Eine stérkere
Eigenschaft als die, da alle Geoditischen durch p € M divergieren, ist

(iv) expp : TM, —> M ist eigentlich.

Zu (i) —(iii) filhren wir die Mengen

D* = {v € UM|c,: [0, =) = M ist divergent}
B* = {vE€ UM|c,: [0, ) = M ist beschrinkt}
0S*= {vE€ UM|c,: [0, ) = M oszilliert}

und D := D* N (-D*), B := B* N (—B*) ein. Eine geoditische Linie c,(R) (mit
v € UM) heifSt divergent, falls v € D, beschrinkt, falls v € B und oszillierend, falls
v € OS* U (—0S8Y).

Die Fille, daf sich c,|[0, «) und c_,|[0, ) beziiglich (i)—(iii) unterschiedlich ver-
halten, sind selten. Aus der Volumentreue von ® folgt leicht, daf D*\D, B*\B
und OS*\(—OS*) Mengen vom Maf 0 sind, vgl. Wojtkowski [1978].

Es stellen sich viele naheliegende Probleme: Aufer nach geschlossenen
Geoditischen kann man nach Existenz oder Nicht-Existenz von Geoditischen
mit (i) —(iii) fragen und danach, wie grof® die Mengen D, B und OS* sind. Zur
Orientierung seien einige wohlbekannte Tatsachen zu diesen Fragen erwihnt:

Zu jedem Punkt p € M und jedem Ende von M existiert eine (zwischen je zwei
ihrer Punkte) kiirzeste Geoditische ¢ : [0, ) = M mit c¢(0) = p in dieses Ende;
speziell gilt D* N TM, # Q. Zwei verschiedene Enden von M kdnnen durch eine
kiirzeste Geoditische ¢ : R = M verbunden werden; speziell gilt D # Q, falls M
mindestens zwei Enden besitzt. Eigenschaft (iv) kann fiir ein p € M nur dann gel-
ten, wenn M zusammenziehbar ist (Serre [1951]). Falls dim M = 2 ist, ist M also
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diffeomorph zur Ebene R2. Falls dim M > 2 ist, folgt aus (iv), da® M im Unend-
lichen 1-zusammenhingend ist. Fiir dim M # 3,4 gilt dann, daf8 M zu R4imM
diffeomorph ist, vgl. dazu Gromoll-Meyer [1969a]. Hat M endliches Volumen, so
folgt aus (1.7), das D Maf} O hat. In diesem Fall ist es sowohl méglich, dal B volles
Maf hat (Rotationsflichen), als auch daft OS* volles Maf hat (vgl. (4.5)). D kann
jedoch auch dann Maf} 0 haben, wenn M unendliches Volumen besitzt: Ein Bei-
spiel ist die Rotationsfliche von 1 + sin x + e~**. Eine Untersuchung solcher
Phinomene ist sicherlich von Interesse.

§ 2 Resultate in Dimensionen > 2

Nahezu alle tieferliegenden Ergebnisse benutzen hier Voraussetzungen
an das Vorzeichen der Schnittkrimmung oder an das Wachstum von Jacobifeldern.
Wir beginnen mit dem Fall nicht-positiver Kriimmung. Ist M zusitzlich 1-zusam-
menhingend, d. h. eine Hadamard-Mannigfaltigkeit, so ist expp : TM, — M fiir alle
p € M ein Diffeomorphismus. Speziell sind alle Geoditischen Kiirzeste. Nach
Eberlein-O°Neill [1973] kann M durch die Klassen asymptotischer Geoditischer
kompaktifiziert werden. Dieser Konstruktion entspricht im Fall konstanter nega-
tiver Kriimmung gerade der Ubergang vom offenen Einheitsball (mit der Poincaré-
Metrik) zum abgeschlossenen Einheitsball. Das ist ein wichtiges Hilfsmittel in
Eberlein [1972], [1973b] und Ballmann [1982]. Ein Spezialfall ihrer Ergebnisse ist:

(4.2) Satz Sei M volistindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Schnittkriim-
mung K < ¢ <O0. Ist m,(M) weder trivial noch unendlich zyklisch, so existieren
unendlich viele geschlossene Geoditische auf M. Gilt zusditzlich vol (M) < e, 50
ist ® topologisch mischend, und die Tangentialvektoren an geschlossene Geodd-
tische liegen dicht in UM,

Viele Eigenschaften von Rdumen nicht-positiver Kriimmung folgen schon
aus der Voraussetzung, daR keine konjugierten (oder keine Fokal-) Punkte exi-
stieren. Fiir solche Ergebnisse sei auf Morse-Hedlund [1942], Green [1954], fiir
dim M = 2, und auf Eschenburg-O’Sullivan [1976] (und die dort zitierte Literatur)
verwiesen. Resultate in diese Richtung sind fiir das in 2, § 3 erwidhnte Problem der
Tori ohne konjugierte Punkte von Interesse.

Ergodizitat des geoditischen Flusses von Riemannschen Mannigfaltigkeiten
mit negativer Kriimmung, endlichem Volumen und Dimension > 2 wurde meines
Wissens nur unter zusitzlichen Symmetrieannahmen bewiesen, die die Méglichkeit
geben, die Theorie der Lie-Gruppen anzuwenden, vgl. E. Hopf [1939] und Mautner
[1957].

Die Arbeiten von Gromoll-Meyer [1969a] und Cheeger-Gromoll [1972]
zur Struktur vollstindiger Mannigfaltigkeiten nicht-negativer Kriimmung kliren
das Verhalten der Geoditischen beziiglich der Eigenschaften (i)—(iv) nahezu voll-
standig. Sie verallgemeinern damit die Resultate von Cohn-Vossen [1935] auf
Dimensionen > 2. Diese Ideen wurden in Greene-Wu [1974], § 5, weiter ent-
wickelt.

(4.3) Satz Ist die Schnittkrimmung K einer vollstindigen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit M auflerhalb einer kompakten Teilmenge von M nicht-negativ, so gilt
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0S* = Q. Gilt iiberall K =0, so hat B Mag 0. Gilt tiberall K > 0, so ist exp,, fiir alle
p € M eigentlich.

Das wesentliche Hilfsmittel im Beweis ist der Vergleichssatz von Toponogov. Im
ersten Fall wird die Existenz einer Ausschépfungsfunktion f : M = R (d. h. alle
Subniveaus f~1((—e, a]) sind kompakt) gezeigt, die aufierhalb einer kompakten
Menge C konvex ist (d. h. fiir jede Geoditische ¢ in M — C ist f o ¢ konvex). Ist

¢ : [0, =) = M eine beliebige Geoditische, so kann f © ¢ in M — C keine lokalen
Maxima besitzen, also OS* = . Im zweiten Fall ist f iberall konvex und nirgends
lokal konstant. Ist v € B, so ist f © exp (tv) beschrinkt, also konstant. Daraus
folgt leicht, daf® B Maf 0 hat. Im Fall K > 0 existiert sogar ein strikt konvexes
solches f, woraus die dritte Behauptung folgt.

Existiert auf einer vollstindigen Mannigfaltigkeit M nicht-negativer Ricci-
kriimmung eine (zwischen je zwei ihrer Punkte) kiirzeste geodétische Linie, so
spaltet M isometrisch einen Faktor R ab, Cheeger-Gromoll [1971]. Das war in
Toponogov [1964] fiir nicht-negative Schnittkriimmung bewiesen worden. Fir
Flichen gilt ein stirkeres Resultat von Cohn-Vossen [1936].

Variationsmethoden sind im nicht-kompakten Fall nur unter zusitzlichen
Bedingungen niitzlich. Zum Beispiel existiert auf einer Flache von der Form eines
Trompetenrohrs (Rotationsflache von e*) keine geschlossene Geodétische, obwohl
die Fliche nicht 1-zusammenhingend ist. In vielen der im folgenden zitierten
Arbeiten, hilft die Existenz konvexer Objekte auf M weiter. Eine Ubersicht iiber
Begriffe und Resultate zur Konvexitit in Riemannschen Mannigfaltigkeiten gibt
Walter [1981]. Ist C C M kompakt und lokal konvex, so 1aft sich auf dem Raum
der in C enthaltenen geschlossenen Kurven wie in 3, § 1 Morse und Lusternik-
Schnirelmann Theorie betreiben. So folgt etwa leicht aus den oben erwidhnten Tat-
sachen

(4.4) Satz (Thorbergsson [1978)) Ist die Schnittkriimmung von M auflerhalb
eines Kompaktums nicht-negativ und ist M nicht zusammenziehbar, so existiert
eine geschlossene Geoditische auf M.

Herbort [1983] untersucht die Eigenschaften der Geoditischen der Bergman-
Metrik eines beschrinkten, glatt berandeten pseudokonvexen Gebiets in C".
Ein interessantes offenes Problem ist (vgl. jedoch (4.6) und (4.7)):

Existieren vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten endlichen Volu-
mens ohne jede geschlossene Geoditische?

§ 3 Resultate fiir Flichen

Eine Fiille von Ergebnissen existiert fiir den Fall nicht-positiver Schnitt-
krimmung. Es wird auf den Ubersichtsartikel von Hedlund [1939] und auf Eber-
lein [1978], [1979] verwiesen. Von besonderer Bedeutung ist:

(4.5) Satz (E. Hopf [1940]) Der geoditische Fluf$ einer vollstindigen Fldche
endlicher Oberfliche ist ergodisch, falls die Gauf3sche Kriimmung K zwischen zwei
negativen Konstanten variiert und grad K beschrinkt ist.
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Fiir nicht-kompakte Flichen gibt es — im Gegensatz zum hoherdimensiona-
len Fall — viele Resultate, die mit Variationsmethoden erzielt wurden. Das hat zwei
Griinde: Die Topologie von Flichen ist sehr einfach und genau bekannt. Die Tat-
sache, daft Geoditische Flichen lokal zerlegen, hat starke Konsequenzen, die in
hoheren Dimensionen nicht gelten.

(4.6) Satz (Thorbergsson [1978]) Sei M volistindige, nicht-kompakte Fliche,
die nicht homéomorph zur Ebene, zum Zylinder oder zum Mébiusband ist. Dann
existieren auf M unendlich viele geschlossene Geoditische.

Die Idee ist hierbei, daf auf solchen Flichen viele freie Homotopieklassen « exi-
stieren, die die Eigenschaft haben, daf jede Schleife in o aus topologischen Griin-
den eine kompakte Menge trifft. Deshalb kann zu jeder Minimalfolge in « eine
gegen eine geschlossene Geoditische minimaler Energie konvergente Teilfolge
gefunden werden.

Offensichtlich existieren vollstindige Flichen vom Typ der Ebene und des
Zylinders ohne geschlossene Geoditische. Auf einem vollstindigen Mdbiusband
existiert mindestens eine geschlossene Geoditische (Thorbergsson [1978]), und
man kann leicht Beispiele mit nur einer einzigen finden. Es gilt jedoch

(4.7) Satz (Bangert [1980]) Sei M volistindige Fliche vom Typ der Ebene, des
Zylinders oder des Mobiusbands. Hat M endlichen Flicheninhalt, so existieren
unendlich viele geschlossene Geoditische auf M.

Auf Flichen kann die Totalkrimmung — das Integral der Gaufischen
Kriimmung iiber die Fliche — durch die Gau-Bonnet-Formel fiir geoditische
Polygone mit dem Verlauf der geoditischen Linien in Verbindung gebracht wer-
den. Diese Technik wird in Cohn-Vossen [1936] erfolgreich verwendet; wir zitie-
ren nur eines der vielen schonen Ergebnisse:

(4.8) Satz Auf einer volistindigen Ebene iiberall positiver Gaufscher Krimmung
schneiden sich je zwei geoddtische Linien.

In Bangert [1981a] wird die gleiche Methode in Verbindung mit einem Variations-
argument benutzt, um zu beweisen:

(4.9) Satz Sei M volistindige Ebene ohne doppelpunktfreie geschlossene Geo-
ditische. Dann gilt B* = Q. Existiert zusdtzlich die Totalkriimmung von M, so ist
expy, fiir alle p € M eigentlich.

Ob es auf vollstindigen Ebenen ohne doppelpunktfreie geschlossene Geoditische
oszillierende Geoditische geben kann, ist eine offene Frage.

Wojtkowski [1978] benutzt Variationsmethoden, um iiberabzihlbar viele
oszillierende Geoditische auf Flichen zu konstruieren, die nicht homdomorph zur
Ebene, zum Zylinder oder zum M6biusband sind und die ein ,,reguldres Horn*
besitzen. Die Existenz eines solchen Horns bedeutet die Existenz eines Endes von
M, das vom Typ eines halboffenen Zylinders S! x [0, ) ist und das nicht durch
eine geschlossene Geoditische minimaler Linge abgeschnitten werden kann. Ein
partielles Gegenstiick zu diesem Ergebnis bildet
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(4.10) Satz (Bangert [1981a]) Sei M endlich zusammenhdngende volistindige
Fliche, und das Kriimmungsdefizit jedes Endes von M sei positiv. Dann existiert
eine kompakte Teilmenge C von M, so dafi jede Geoditische c : [0, %) > M, die C
verldfit, divergiert.

Die Bedingung an das ,,Kriimmungsdefizit‘‘ bedeutet anschaulich, daf} sich die
Halbzylinder, die die Enden von M bilden, alle 6ffnen.

Die Frage nach der Existenz von divergenten geoditischen Linien ist in
héheren Dimensionen in den meisten Fillen vollig offen. In Bangert [1981b] wird
die Existenz einer doppelpunktfreien divergenten geoditischen Linie auf jeder voll-
stindigen Ebene bewiesen. Das ist in Dimension 2 der einzige interessante Fall und
beantwortet eine Frage, die schon in Cohn-Vossen [1936] erwihnt wird und die
unabhingig davon in Wojtkowski [1979] auftritt. Ein weiteres offenes Problem ist,
ob auf jeder vollstindigen Ebene mindestens zwei solcher geodatischer Linien
existieren.
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Analytical Problems Arising in Geometry:
Examples from Yang-Mills Theory

Jean-Pierre Bourguignon, Palaiseau

From its origin, differential geometry has involved analytical expressions
containing partial derivations. Understanding geometric concepts has even been
one of the main motivations for the calculus in many variables. As an illustration,
the famous lecture notes by Darboux [D] contain discussions on geometry and on
partial differential equations on an equal footing. Most considerations were then
local.

When the theory of linear elliptic partial differential equations reached a
sufficient level of development (in particular when the invariance under diffeomor-
phisms of singular integrals was recognized), it found numerous applications in
global differential geometry. Perhaps the most striking one is the Hodge-de Rham
theory of harmonic forms. On compact manifolds solutions of a certain linear
elliptic system given by the Hodge-de Rham Laplacian provide us with smooth
representatives of cohomology classes with real coefficients (a nice presentation
of this tool can be found in [Wr]). This system of equations characterizes also the
critical points of a functional defined on a space parametrized by exterior differen-
tial forms, hence is of Euler-Lagrange type.

Many other geometric quantities can be taken as competitors to extremize
a functional of geometric origin. As examples, one can mention maps between
given manifolds, submanifolds in a given homology class, or else Riemannian
metrics on a given manifold. Possible variational problems attached to these
objects are looking for maps of critical energy, the harmonic maps (for a survey,
cf [Es-Le]), or submanifolds of critical area, the minimal submanifolds, or metrics
of a fixed volume with critical total scalar curvature, the Einstein metrics, or even
metrics in a fixed conformal class with critical total scalar curvature, the famous
Yamabe problem. The main common feature of all these problems is that, unlike
Hodge-de Rham theory, they involve solving non-linear systems of partial differen-
tial equations of a global nature. These systems can be made elliptic after performing
some manipulations which are forced upon us by their geometric origins.

As is well known, non linear partial differential equations cannot be treated
in the same systematic way as linear ones. Nevertheless, the basic techniques which
revealed themselves efficient for dealing with linear equations provide tools to
handle this more complicated class of equations. Very important progress have
been made in the last ten years having a great impact in other areas of mathe-
matics or even outside (see [Yul], [Yu2] for systematic surveys of these topics or
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[Mn]). This fact is certainly responsible for the recent blooming of differential
geometry which in a sense has now become almost unseparable from global analysis.

These notes will be concerned with still another variational problem, Yang-
Mills theory, which has recently attracted many physicists and even more recently
some geometers. It shows in a nice way (at least the author feels so) how analytical
problems arising from geometry are special. Many important results have been
obtained in the last three years mainly by K. Uhlenbeck and C. Taubes among
others giving a new trend to the whole theory. (For surveys, see [U3] and [U4]).

Yang-Mills theory was developed by physicists to give a classical model of
strong interactions which due to their range are known to be quantum phenomena.
It is quite remarkable that, while the theory was growing, many of the basic con-
cepts of modern global differential geometry such as bundles, connections, cur-
vature, Chern-Weil theory of characteristic classes were reinvented by physicists
(see [W-Y] where a dictionary between these concepts and their counterparts of
physical origin can be found).

Later in the development of the theory, at a time where non-abelian gauge
theories were more widely accepted, Yang-Mills theory’s relevance to give a
renormalizable theory of the coupling between electromagnetic and weak interac-
tions was recognized. (For more details on the physics involved, we refer to [Is].)

The emphasis was then put on getting a complete description of minimal
solutions on special spaces such as S* or R%. (The physical motivation was to show
that the vacuum had already an interesting structure which could explain the con-
finement of certain particles.) Another remarkable coincidence occurred. This
description was made possible by very recent developments in algebraic geometry
on stable vector bundles on complex projective 3-space thanks to an intriguing
tool, the Penrose transform (cf. [A]). Solutions of the Yang-Mills equations on more
general spaces seemed unobtainable until C. Taubes proved an important existence
theorem, after some basic preliminary work by K. Uhlenbeck.

The final surprise came then when S. K. Donaldson (cf. [Dn]) turned the
whole situation around, and made the space of minimal solutions of Yang-Mills
equations into a mathematical object of intrinsic interest. After being mainly
motivated by questions of physicists, mathematicians realized that Yang-Mills
theory could be studied in its own right and revealed itself as a powerful tool to
solve mathematical problems (cf. [Fd-Fn-U] for more details).

The aim in this survey talk on analytical problems arising in Yang-Mills
theory is to illustrate the interaction between geometric and analytical phenomena.
Some of the recent results of the subject have been organized in that perspective.
Details are almost always omitted and can be found in the quoted articles. Com-
ments on the underlying physics will be very scarce. For more on this story, pos-
sible references are [Gs], [Je], [Je-T].

The author would like to thank the organizers of the annual meeting of
the Deutsche Mathematiker Vereinigung to have given him the opportunity to
present some of these ideas in front of a very large audience.

Section I contains the basic framework of Yang-Mills theory, in particular
includes a discussion of how primitive concepts of differential geometry such as
bundles, connections, curvature, enter it.
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In Section II, we present the global analysis tools necessary to solve the
Yang-Mills equations by analytical methods. The section closes with the basic
regularity theorem stating that a solution having minimal regularity is in fact
analytic in suitable coordinates.

We gathered the most important results obtained so far by analytical means
in Section III, in particular K. Uhlenbeck’s basic estimates on the connection
knowing its curvature. Important consequences are the removability of point sin-
gularities and a compactness theorem in dimension n = 3. The general existence
theorems of minimal solutions due to C. Taubes are also presented.

Section IV is devoted to properties of critical levels. Among them, we
discuss the gap phenomenon which ensures that absolute minima are indeed
separated from other critical points, the non-existence of local nonglobal minima,
and how Ljusternik-Schnirelman theory can be applied. We close with a summary
of results on moduli spaces of selfdual connections, including S. Donaldson’s
remarkable achievements.

Some open problems are offered as a kind of conclusion in Section V.
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I The geometric framework of the Yang-Mills functional

i) Bundles with Lie structure group

The framework in which the theory develops is that of bundles over mani-
folds with structure group a compact Lie group G. We briefly review what these
objects are.

Manifolds (i.e., topological spaces with a prefered set of compatible charts
with values in balls of R") are always assumed to be C™. Two types of bundles can
be considered. Either one deals with principal G-bundles such as p : P = M. The
base space M is then the orbit space of a free action of the Lie group G on the
total space P. Locally, over some sufficiently small open set U of M, P looks like
U x G with G acting on the second factor by right multiplication. The fibre at
each point m of the base space identifies itself with G except that the neutral
element has been lost.

Typical examples of principal bundles are given by the collection Gl M of
all linear tangent frames on a manifold M, the projection telling where the frame is
attached (G is then R Gl,), or further, if an inner product g, has been given in a
smooth way on each tangent space T,, M, the collection OM of all g-orthonormal
frames (G is then O,, in that case a compact Lie group).

To a principal G-bundle p : P =+ M, one can also attach associated bundles.
Given a representation p of G on a space £, the bundle 7 : E, > M is the set of
equivalence classes of pairs (p, v) in P x § where one sets (p, v) ~ (p', v') provided
there exists 7 in G such that p"=p - "' and v' = p(7) - v. One also writes E, =P x .

P
Later we assume that the representation p is linear, hence that E, is a vector bundle.

Typical examples are given by all tensor bundles over M, £ being then the
appropriate tensor representation of R Gl, (respectively O,) on a tensor space
built on R™.

A hint coming from the physical interpretation of the objects may be use-
ful at this point. The base space M represents space-time, the structure group G a
symmetry group of the physical interaction under consideration, the (global struc-
ture of the) principal G-bundle conditions under which the experiment is perform-
ed (in particular boundary conditions at infinity), and the representation p the
type of particles on which one focuses one’s attention.

To a principal G-bundle p : P = M, one can attach its Gautomorphism
bundle m : GP > M where GP =P x G is the associated bundle for the adjoint
action of G onto itself.

It is clear that GP admits G as fibre. Notice that, although GP looks locally
like U x G over a trivializing open set U as P does, G does not act on GP. Moreover,
if G is abelian, GP is a trivial bundle GP =M x G.

For a linear representation p, GP admits an image bundle GE into the
endomorphism bundle E* ® E of E. (One can write GE = P x G.) The Lie

group bundle GE reflects the extra-structure that G defines on E eg., if pisan
orthogonal representation, a fibre inner product is well defined on E.
In a similar way, one defines the infinitesimal automorphism bundles

G6P=P x 6and GE=E x G&. (Here, & stands for the Lie algebra of G.)
Ad pP*®p
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ii) Connections

The variational problem that we want to consider is defined on the set CE
of G-connections on the bundle 7 : E = M. We recall that V is said to be a G-con-
nection (or a Gcovariant derivative) if Vis a first order linear differential operator
mapping the space 2°(M, E) of sections of E into the space Q'(M, E) of differen-
tial 1-forms with values in E such that, for any C* function f on M and any smooth
section s of E,

(*)  V(fs)=f(Vs) +df ® s.

(In other words, the principal symbol ¢(V) of V mapping T*M ® E to T*"M ® E is
the identity.) Moreover, V is assumed to preserve any further structure defined on
E by G, e.g., a fibre metric if the representation p is orthogonal or a complex
structure if p is complex. It easily follows from (*) that the difference between
two G-connections V and V' is a zeroth order operator between sections of E and
sections of T*M ® E, hence a differential 1-form on M a priori with values in

E* ® E, in fact with values in GE. The space CE is an affine space modelled after
Q'M, GE).

Connections are adequate tools to differentiate sections of the bundle E
as we will see below. In physics, connections are called gauge potentials.

A trivialized bundle pr; : M x £ = M has a privileged connection, the
product connection, its sections being identified with functions on M with values
in the fixed space £.

Since the local structure of a G-bundle 7 : E = M is equivalent to that of
a product structure, for any trivialization 7 ' U: Ux £ > 7~1(U) over an open set
U of M (physicists would say for any choice of a local gauge), one gets a local
expression of any connection V as

v=VU+AY

where VU denotes the image under ¢ of the product connection on the bundle
pr, :Ux¢—~>U.

In local bundle coordinates (x', s*), in a neighbourhood of a point m in M,
and for a local section s = s¢,, one can write

n,k asa k .
vsm)= Y |+ 2 A% |dx' ®e,
=1 \0x g
a=1
where (A%) are the coordinate expressions of the local differential I-form A.
A connection V on a bundle E being given, one can define an exterior dif-
ferential Y acting on E-valued exterior differential forms by setting for a decom-
posed differential k-form w = a ® s (with « € QM and s € Q°(M, E))

dV(a®s)=da® s+ (—1)ka A Vs.

If E is a trivialized bundle, we omit the reference to its privileged connec-
tion and write merely d as one does for ordinary exterior differential forms.
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iii) Curvature

The main object to consider is the curvature RV =d" o dV of the connec-
tion V. (Physicists call RY the field.) It easily follows from the well known rela-
tion d o d = O for ordinary exterior differential forms that RV is a zeroth order
operator on sections of E. In fact RV € Q2(M, 6E).

The dependence of RY on V is given by the following basic formula

(**) RV*A—-RV=dVA +[AAA]

where [A A A} is the image under the &-bracket map of A A A considered as a
2-form with values in GE ® 6E.

For the first time, we see how the non-Abelian character of the group G
enters into the theory. If G is Abelian, formula (#*) says that RV depends linearly
on V. If not, the local expression of RV involves the local expression of V non
linearly. This fact has analytical consequences as we shall see later.

In local bundle coordinates (x!, s*) in which RV = (Rv)ij“ﬁdxi AdXi ®@e, @
€*# the formula reads

0A~ 0A”
(RY);% = _a;,_ﬁ - —a):,_ﬁ +[A;, AlG.

iv) The Yang-Mills functional

Let us now fix a Riemannian metric g (hence a volume element vg) on M.
The Yang-Mills functional YM on CE is defined as

1
YMW) == | IRV |2y,
2 M

where || | stands for a metric norm on A2TM ® GE. We take it to be g ® k where k
is an adG-invariant metric on & (the opposite of the Killing form for example if G
is semi-simple).

It is sometimes called the Fuclidean Yang-Mills functional to emphasize
that one works with a metric of elliptic signature. A priori to be physically relevant,
the functional should involve a Lorentzian metric, but it is supposed to be a clas-
sical model for a theory which exists only at the quantum level, hence the change
of signature according to quantification methods currently in use.

v) The Yang-Mills equations

It easily follows from (*#) that
d

a—tRV+'A|t=o=dVA.

Hence, by differentiating the functional YM at a connection A, the equa-
tion of critical points of YM, the system of Yang-Mills equations, reads

dV*RV =0

where dV* denotes the adjoint of the exterior differential for vector valued 2-forms
attached to the connection V.
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Remarks. i) The Yang-Mills equations, the field’s equations for a Yang-Mills particle,
show the distinctive feature of involving the potential also in the operator which is
applied to the field. This fact adds to the non linearity of the equations which is
already forced upon by the field expression (**) when the structure group is non
Abelian.

ii) When G is Abelian, GE is a trivial bundle, and for any G-connection V
on E the connection naturally induced on GE by Vis indeed the trivial connection.
In that case, the Yang-Mills equations involve only the field d*RY = 0. This is pre-
cisely what happens for Maxwell’s equations since electromagnetism is modelled
by such constructions with G = U,, the group of unit complex numbers which can
then be associated with the polarization of photons.

iii) The metric enters the Yang-Mills system via the adjoint operationondV.

iv) The left hand side of the Yang-Mills equations appears in fact as the
L,-gradient of the functional. It is the Yang-Mills current when one considers the
case of a non empty space.

In local coordinates (or more generally if one chooses a reference connec-
tion V), the Yang-Mills equations are written as follows

— i ?AY% +32Auiaﬁ —2gi1 | AY, 0AY |* +¢il | AU, a_A_U_L a_
axiox)  9xioxk Poax g £ Yoaxk g
. [9AY; R
—gl a_xi"",AUk B“g"[AUi,[AUj,AUk]]‘S:O-

They appear as a second order system of partial differential equations in
the local expression AV of the connection (or in the difference of connections).
The second order terms are linear, but the first order terms are linear in AY and

U
(aa—}:l—) , the zeroth terms being cubic in AY.
We call a critical point of YM a Yang-Mills connection. On a given G-bundle,
the main question is to describe all Yang-Mills connections.

Since CE is an affine space, it is contractible. Therefore, there is a priori no
reason for a non-negative functional defined on CE such as YM to have other criti-
cal points than absolute minima (if it achieves its lower bound). Later, we shall see
that the gauge invariance of YM permits to introduce some topology into the prob-
lem, giving some hope for other critical points.

Before discussing this, let us return for a final comment to the Yang-Mills
system. Recall that, for any connection V on any bundle, the differential Bianchi
identity holds

dRV=0.

(In fact, this identity directly follows from the definition of RV that we gave,

RV =dVo dV.) Since the curvature field of a Yang-Mills connection is both closed
and coclosed, Yang-Mills theory is often called a non-linear Hodge theory. The
system of equations are indeed elliptic in the curvature. This is not so for the
Yang-Mills equations as a system in the connection because of the presence of an
infinite dimensional invariance group, the gauge group, which we now introduce.
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vi) The gauge group

The gauge group GE is the group of sections of the automorphism bundle
GE. It acts naturally on CE in the following way. For a section s of E and an ele-
ment V of CE, one sets

Vis=y"1o (y(s)).

Then, one easily sees that RV = v~'o RV o . Therefore, the action of G
on E being assumed orthogonal,

YM(VY) = YM(V),

the Yang-Mills functional is invariant under the gauge group. In other words, one
can consider ¥YM as a function on the quotient CE/GE, a space which has a richer
topology that CE. Moreover, if Vis a Yang-Mills connection, so are the V?’s for all
elements vy of GE. As a consequence, all tangent vectors to CE at a Yang-Mills con-
d

nection V obtained as @ V7t|, -, for paths t = v, in GE issued from the identity
form the infinite dimensional space dV2°(M, 6E). They lie in the kernel of the
linearized Yang-Mills equations. Hence, these equations cannot be elliptic. In fact,
these directions are the only characteristic directions of the principal symbol. One
can say that on the quotient space CE/GE, the Yang-Mills equations are elliptic.

vii) Special properties of dimension 4

When the dimension of the base space M is 4, special features appear. Since
M is to be considered as space-time, this is precisely the case of interest to physi-
cists.

The functional YM was defined thanks to a Riemannian metric g on M. For
example, on the local expression of the integrand of YM,

—gi"giQRij“kagﬂM/det (gm,,)dx' A...Adx"

(where (g¥) denotes the inverse matrix of the local expression (g;;) of the metric g),
it is clear that replacing the metric g by a pointwise conformal metric A%g modifies
it by a factor A"~ 4, Therefore, in dimension 4, the integrand stays the same in the
conformal class [g] of g. This can be translated into a scaling invariance if one uses
transformations on M preserving the conformal class, e.g., dilations in R* with the
Euclidean metric or any spherically symmetric metric, or else, flows of the gradient
of first spherical harmonics on the standard sphere S*. This property is crucial for
many of the analytical arguments that we shall encounter. This fact is also reflected
in the Yang-Mills equations. To see it, we need the following.

On an oriented n-dimensional Riemannian manifold, the Hodge map *
attaches to a k-form a an (n — k)-form *« in the following way. For any k-form §,
one sets

*a AB = (o, f)vg.
In other words, for a positive orthonormal basis (e;), *¢; = e; where the multi-

indices I and J are such that {I, J} is an even permutation of {1, .. ., n}. Hence
it is clear that * o * = (—1)k(®~k) 3nd that * depends only on the conformal class
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of the metric for k-forms on a 2k-manifold. (Indeed, for the metric A%g, the basis
(\"l¢;) is orthonormal, hence *\(\"¥e;) = Ake;.)

When n = 4, * is an involution of the 6-dimensional space A>T, M at any
point m of M. We decompose A2T%M into the + l-eigenspace A*TmM and the
(—1)-eigenspace A~T* M of *. Elements of A*TjM and A~TpyM are respectively
called self-dual and antiself-dual 2-forms at m. For the curvature for example, we
shall write

RV=RY+RV.

These forms play a very important role in 4-dimensional Yang-Mills
theory, as we shall see. Recall first that the codifferential d* on 2-forms has the
following expression

d¥*=—%xo0do =
The system of Yang-Mills equations can therefore be rewritten
@V *RV=0.

In dimension 4, this exhibits its dependence on the conformal class [g] only via
the map * on 2-forms.

Together with the differential Bianchi identity, this says that a self-dual
or antiself-dual curvature is automatically a Yang-Mills field. In fact, on a compact
manifold M, an even more interesting phenomenon takes place. In the same way
as the differential Bianchi identity holds on any bundle for any connection, the
expression

[ IRVARY|= [ {IRVIZ = IRTIP}v,

M M
does not depend on the connection V chosen on a bundle over a compact mani-
fold. It is indeed a topological invariant of the bundle. Moreover, it is quantized,
i.e., equal to 4w%k where the relative integer k is the so-called instanton number
(as physicists say), the Pontrjagin index of the bundle. Over spheres and for G
simple, k classifies the bundle as we explain in the next paragraph.

By splitting the Yang-Mills integrand in the obvious way, || RY|I2 =] RYII2 +
IIRY |12, one obtains the important topological lower bound for the functional over
an oriented 4-manifold M,

27 |k(E) | < YM(V).

Moreover, equality can occur only if the connection is self-dual or antiself-
dual as one easily sees. Notice that the self-duality equations are first order, i.e.,
that the candidate absolute minima satisfy a stronger equation that other critical
points.

viii) Some special solutions

There is one manifold where many of the notions that we introduced take
a particular interest, namely the sphere S*.

Let us recall that the sphere S™ is topologically the simplest compact mani-
fold because it is possible to describe it with two charts defined over contractible
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open sets, an expanded northern hemisphere and an expanded southern hemisphere.
Since any bundle over a contractible space (like R") is trivial, a bundle over a sphere
is characterized by the gluing map of two trivializations over the hemispheres along
the thickened equator. Up to equivalence, this map defines a homotopy class of
maps from S"~! (the equator) into the structure group G of the bundle, i.e., an
element in m,_,(G). For S%, one must consider 3(G) which, for a simply con-
nected group, is Z° where ¢ denotes the rank of the group G. For the simplest non
Abelian Lie group SU,, bundles over S* are then classified by an integer which can
be interpreted as the degree of the map from the equator S3 to the structure

group SU, = S3 (since this group can also be thought of as the group of unit
quaternions).

(For more details on the classification of bundles, one can consult [Sd].)

Moreover, another interesting point is to notice. Two geometrically natural
bundles, the half-spin bundles, correspond to the two generators. Concerning them,
let us recall that the group Spin,, is the non-trivial 2-fold (hence universal) cover of
SO,. The case n = 4 is special in that the group Spin, is isomorphic to the product
group SU, x SU,. At the Lie algebra level, this splitting is noting but the splitting
of 2-forms into their self-dual and antiself-dual parts. When n is even (n = 2k), the
fundamental complex representation of Spin,, is 2X-dimensional. One can then
decompose this representation into the two half-spin representations of complex
dimension 2¥~!, When n = 4, these representations can be identified with the fun-
damental representations of the two factors SU, on C2,

The Levi-Civita connection of the standard metric on S* when induced on
these bundles is respectively self-dual and antiself-dual. In this way, on gets interest-
ing critical points of the functional YM on the simplest SU,-bundles over S*. More-
over, if, keeping the metric on the sphere fixed, one endows these bundles with
the Levi-Civita connections of images of the standard metric on S* under conformal
transformations, one obtains a five dimensional moduli space of self-dual (or anti-
self-dual) connections. (Recall that the identity component of the group of con-
formal transformations of the standard sphere S" is SO, , ;,, so that its quotient by
the group of isometries can be identified with the ball B**!. To all these connec-
tions (except one), one can attach a center and a scale which can be described as
follows. The volume element of any metric with constant curvature on S" has a
center of gravity in R"*! which is a point of the ball B"*!. The center x and the
scale A\ of the associated connection are just the polar coordinates (x, A) of the
center of gravity. If one applies the family of conformal transformations of S™
pushing towards x from its antipodal image x*, the curvature of the image connec-
tion concentrates near x.

An analytical description of these deformed self-dual connections can be
obtained by solving the non-linear partial differential equation

1
Au =~ kud.
476
on R*. The clue between these two constructions is given as follows. By stereo-
graphic projection, S* minus a point is mapped to R*. The function u is then the
conformal weight of the change of metric (g = u®g). The equation expresses that
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the scalar curvature of the new metric has constant scalar curvature, a condition
which is known to ensure that it has indeed constant sectional curvature. (This
result is due to M. Obata.) This construction is usually refered to in the physics
literature as t’Hooft’s Ansatz.

For each class of G-bundles over the standard 4-sphere, M. Atiyah, V. G.
Drinfeld, N. Hitchin, and Y. I. Manin have given an algebraic description of one
connected component of self-dual connections (in fact of all of them since, today,
one knows that they form a connected set). This involves solving some quaternionic
equations and relies on recent results in algebraic geometry concerning stable rank
2 vector bundles over CP3. Some of these connections can be obtained by t’Hooft’s
Ansatz with many centers. (See [A] for more details.)

1 The basic analytical framework

i) A weak formulation of the Yang-Mills equations

As it is by now classical, to solve the Euler-Lagrange equation of a variation-
al problem, one first looks for weak solutions in the largest possible functional space
on which the functional is defined. The next step is then to prove that these ex-
tended solutions are indeed classical, the regularity step.

In our situation, one completes the space CE of connections in the Sobolev
Lf topology in the following way. (For an introduction to Sobolev spaces, one can
consult [Ps2] or [Gg-Tr].) If one chooses a smooth reference connection Vo, the
affine space CE can be identified with the space QI(M, 6E) =C=(T*M ® &E). We
then consider sections of the bundle T*M ® GE whose k first Vy-covariant deriva-
tives are LP-integrable. The space CRE defined in this way does not depend on the
choice of V.

In the same way, one defines the spaces L{(A’T*M ® GE). The curvature
map extends to a continuous map between C}E and L§(A*T*M ® GE) provided
dim M = n < 2p. (Indeed, for a connection V=V, + A, we saw that RV=R% +
+dVA +[A A A]. By the Sobolev embedding theorem, a function of Sobolev class

. . n n .. . n n
L? is L%integrable when ——< 1 ——, so that [A AA] liesin L? if - —=<1--.)
q p 2p P

Therefore, if 4 < n, the largest space on which the Yang-Mills functional, i.e., the
L2-norm of the curvature, is defined is C',‘/ 2E whereas for n < 4 it is defined on the
Hilbert space C3E. We shall see later that for convergence reasons (and also for
invariance reasons) the right functional to consider in dimension n is the L™2.norm
of the curvature which is well defined on C','/zE.

One has also to enlarge the gauge group. We first consider how a connec-
tion V=V, + A is transformed under a gauge transformation y. We get

V=Vo+A"=Vo+y o (Vpy)+7 'o Aoy,

To act on CY?E, we take the gauge transformations to have one more derivative,
hence the gauge group to be CSE for a p that we now discuss. In order that C} be a
smooth manifold and a Lie group, we need to have C3E C C°(M, GE). This is so
only if n < 2p. In that case, C3E acts indeed smoothly on C}?E. In fact, one even
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has a stronger regularity statement. If both V” and V lie in CJE, then 7 lies in GSE
provided n < 2p. (Indeed, write Voy = © A — Ao v and use the regularity theorem
for linear systems of partial differential equations together with the multiplication
theorems for functions of Sobolev class.)

It is crucial to notice that gauge transformations in GY*E are LP-integrable
for all p, but not necessarily continuous or even bounded. Since the classification
of bundles is up to continuous automorphisms, the action of a gauge transforma-
tion of Sobolev class LY may take a bundle into a non isomorphic one. Very often,
weak limit arguments will be necessary to treat this borderline case. In some in-
stances, they will fail to work, giving very interesting geometric situations where
nevertheless the lack of convergence can be controlled. (See Section III.)

ii) Conformal invariance and critical Sobolev exponents

While presenting the basic framework in which we are going to work, we
met the limiting case of Sobolev inequalities. Some further comments on it are
probably in order.

n n
Functions of Sobolev class LY, | are in L fork + 1 — v <k- . Equality

np

— p N
The embedding of L. ; into L}* is not compact, a fact which has important con-
sequences.

is achieved for the critical Sobolev exponent q* which is therefore q* = "

n n
The numbersk + 1 — B and k — a are precisely the conformal weights of

the corresponding Sobolev norms. The conformally invariant norms L=, L], LY?,
etc. exhibit special phenomena. A conformal change of the underlying metric

can be achieved by letting a dilation of R" act or a conformal transformation of
the standard sphere S". Both of these groups are non compact. (On the spheres S”,
the conformal transformations going off to infinity correspond to flows of the
gradients of first spherical harmonics induced by linear functions on R"*!.) An
orbit under this group which lies in a sphere of any of those functional spaces can-
not stay within a compact region. This fact prevents for example the embedding
L% C L} from being compact.

In a geometric problem, the presence of a group of symmetries is always
an important tool. Aside from groups of holomorphic transformations, these
groups are most often compact when the space on which they act is compact. The
sphere is the only compact conformal manifold with a non compact group of con-
formal transformations. In the preceding section, we saw how this group helped
us in describing the moduli space of instanton solutions to the Yang-Mills equa-
tions on the half-spin bundles. (In the same way, the real projective space is the
only compact projective manifold with a non compact group of projective trans-
formations.)

iii) The failure of the Palais-Smale condition (C)

One of the standard tools of the calculus of variatibns on functional spaces
is the so-called condition (C) of Palais-Smale (see [Ps-Se]). When dealing with prob-
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lems in finitely many dimensions, the compactness of balls plays a very important
role. Since it fails in infinite dimensions, it is replaced by a condition on the func-
tional.

A functional F defined on a functional space H is said to satisfy condi-
tion (C) if, for any sequence (v;) in H on which F is bounded and for which dH(v;)
goes to 0, there exists a subsequence (vy) converging to a point v in H. The point v
then is necessarily a critical point of F.

Conditions on the integrand of the variational problem have been given to
ensure that condition (C) is satisfied. They are a strengthening of ellipticity of the
Euler-Lagrange equation. The Yang-Mills functional is precisely falling on the
boundary of this class. Again, by letting conformal transformations act on minimal
solutions on the standard sphere we are sure that YM cannot satisfy condition (C)
since the minimum level is non compact. To give a precise description of neigh-
bourhoods of infinity on this space turns out to be a crucial step in S. Donaldson’s
result that we present later. (See Section IV.)

iv) How to make the system of Yang-Mills equations elliptic

In presenting the system of Yang-Mills equations, we saw that, because of
the gauge group, the system

dV*RV =0

could not be elliptic.

As a system in RV, it is elliptic because of the differential Bianchi identity
dVRV =0. To make it elliptic as a system with unknown the connection, one must
break the gauge invariance. This can be done by choosing a reference connection
Vo and writing V = V,, + A. The leading term of the system of Yang-Mills equations
is dVo*dVoA. The system becomes elliptic if one imposes for example the vanish-
ing of dVo*A up to zeroth order terms. Unfortunately, it is a priori difficult to
solve globally this new system because of the presence of global obstructions since
we want to change A merely by gauge transformations. Geometrically, this amounts
to finding a global slice to the action of the gauge group GE on CE, a problem
which is known to be related to the topology of the fibration CE - CE/GE. In
physics, this question is often refered to as the Gribov ambiguity. Locally, over an
open subset U over which the bundle E is trivial, no such obstruction exists. More-
over, in that case, it is convenient to choose the connection giving the trivialization
as background connection. A possible way of getting a gauge-equivalent connection
satisfying the right condition is to consider the image connection under a gauge
transformation critical for the functional

J() = [IAYIPvg= [ Iy 'dy + 71 o Ao |2y,
U U
Such a gauge is called a Lorentz or a Coulomb gauge in the physics literature.

K. Uhlenbeck prefers to call it a Hodge gauge (cf. [U1]). If one trivializes the
bundle in such a gauge, the system of Yang-Mills equations becomes elliptic.




80 J.-P. Bourguignon

v) The basic regularity theorem

Critical gauge transformations of the auxiliary functional J can indeed be
proved to exist. On a trivializing open set, they can be identified with maps to the
structure group G which are in some sense harmonic. The functional J agrees with
the Dirichlet integral in its top order tems. This ensures local existence of solutions
to its Euler-Lagrange equation in the space of gauge transformations of Sobolev
class L? with various natural boundary conditions. (For more on the regularity
theory of harmonic maps, one can consult [Sn-U].)

This leads to the following basic regularity result.

Theorem (K. Uhlenbeck [U1]). Any weak solution of the system of Yang-
Mills equations of Sobolev class L} for n < 2p is smooth in some gauge, for example
in any local Hodge gauge. It is even analytic if the base metric is.

Thanks to this theorem, the weak formulation of Yang-Mills equations is
justified. While proving the result, K. Uhlenbeck obtained very important estimates
on the uniform norms of local expressions of the connection in terms of LP-norms
of the curvature provided this norm is small enough. This requires though n < 2p.

I Some important results

i) The removability of point singularities

By sophisticating the existence theorem for Hodge gauges, K. Uhlenbeck
was able to prove the following very important result.

Theorem (K. Uhlenbeck, [U2]). Any Yang-Mills connection on a bundle
over the punctured ball B* — {0} with finite Yang-Mills energy extends to a Yang-
Mills connection on a bundle defined over the whole of B*.

A similar statement has been proved for n < 7 by L. Sibner under the
assumption that the L™2-norm of the curvature is bounded (see [Sr] and [Sr-Sr]).
Although open at the moment, the result should hold for general dimensions.

The proof relies on constructing appropriate Hodge gauges on annuli with
exponentially decreasing radii. Using the fact that the norm of a Yang-Mills field
satisfies a subharmonic estimate, its growth in shrinking annuli can be controled
by its L2-norm.

This result has a very important global consequence, namely

Theorem (K. Uhlenbeck [U2]). Any Yang-Mills connection on a bundle
over the euclidean space R* with finite Yang-Mills action comes via stereographic
projection from a Yang-Mills connection on a bundle over the standard sphere S*.

The proof relies on the conformal invariance of the Yang-Mills functional.
Since the stereographic projection realizes a conformal equivalence between the
euclidean metric on R* and the standard metric on S?%, one can transfer the Yang-
Mills connection on the sphere minus the south pole and apply the previous theo-
rem.
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Finiteness of the Yang-Mills action is crucial in dimension 4. By pulling
back Yang-Mills connections on the sphere S®~! on R" — {0} via the projection
x = x/|x|, one can indeed construct Yang-Mills connections on R"—{0}. The
curvature grows like x2, so that its LP-norm is finite for p < 3 and infinite for
n
) < p. This is in accordance with our previous discussion concerning conformal

invariance and critical Sobolev exponents.

We refer to [Gs] for the construction of explicit solutions having higher
dimensional singularities. Point singularities exist on the hyperbolic space H* with
constant curvature — 1. Non self-dual connections with plane singularities can also
be constructed on H*.

Monotonicity formulas for Yang-Mills fields can also be found in [Pe].

A great deal of efforts has been devoted to the study of positive solutions
of the scalar equation Au = u + Au. (See for example [Ls], and [Bs-Ng].)

ii) A compactness theorem

Another important consequence of the estimates K. Uhlenbeck obtained
for Yang-Mills connections is the following weak compactness theorem

Theorem (K. Uhlenbeck [U1]). For any sequence (Vi) of connections in
C2E with bounded Yang-Mills action one can find a sequence of gauge transforma-
tions (v;) of Sobolev class L2 such that the subsequence Vi )converges in C3E
provided n < 3.

Notice that the assumption n < 3 brings us back to the safe Sobolev range.
The most frequently considered 3-dimensional situation is the so-called Yang-Mills-
Higgs theory. It comes from a 4-dimensional Yang-Mills set-up on R* where the
time axis has been split off. If one trivializes the bundle along this axis, the
4-dimensional connection breaks up into a connection over the 3-dimensional space
R3 and a vector-valued 1-form, the Higgs field. (For extension of the preceding
results to Yang-Mills-Higgs fields, see [Pr].) In this set-up, because of the triviality
along the time axis, finite energy fields to not come up naturally.

In dimension 4, the situation is much more delicate as we suggested in
Section II. The phenomenon occurs in other geometric situations (for harmonic
maps, see [Ss-U] or [Le]). Using the direct method of the calculus of variations,

S. Sedlacek (cf. [Sk]) proved that from a minimizing sequence one can extract
after gauge transformations a weakly convergent subsequence whose limit is a
Yang-Mills connection on a bundle which may be different from the original one,
because of lack of C!-convergence at a finite number of points at which the curva-
ture of the sequence of connections concentrates (for a more precise statement,
see [T6].)

Notice that this does not imply that the instanton number, which can be
expressed as an integral in the curvature, is preserved when going to the limit.
(For more on that, see [U5].)

Among invariants of the bundle which are preserved are 2-dimensional
cohomology classes such as the first Chern class of a unitary bundle, or the class
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which obstructs extending the structure group of the bundle to its universal
cover. For some structure groups and some bundles, this ensures at least that the
limiting connection is not the trivial product connection on a trivial bundle.

iii) An existence theorem for self-dual connections

We now focus our attention on dimension 4. Of utmost importance has
been the following result, an existence theorem for self-dual connections on
bundles over general Riemannian manifolds satisfying only a topological condi-
tion.

Let us first recall that on a compact oriented 4-dimensional manifold M
the 2-dimensional cohomology space H2(M, Z) comes equipped with an integral
quadratic form ¢, ). When viewed in homology, it is indeed the intersection form.
To state the theorem, we need only to consider cohomology classes with real coef-
ficients. Such a class « is represented by a closed exterior differential form a. The
value of the intersection form is then {a,a)={ ana.

M

Theorem (C. Taubes [T3]). Any SU,-bundle with positive Pontryagin class
on a compact oriented 4-dimensional with positive definite intersection form ad-
mits an irreducible self-dual connection.

Typical manifolds for which the intersection form is positive definite are
the sphere S* (together with all manifolds with vanishing 2-cohomology), the com-
plex projective plane CP? with the orientation induced by its complex structure
and more generally connected sums of CP2.

The proof uses the implicit function theorem in an appropriate functional
space after one has constructed an approximate solution by transplanting a minimal
solution on the standard sphere on a ball enlarged thanks to the conformal invari-
ance of the Yang-Mills functional. The topological assumption on the base mani-
fold M ensures that there is no closed antiself-dual 2-form on M. Such a form is
harmonic and the cohomology class it represents would have negative self-inter-
section.

Closed ordinary exterior differential forms can be interpreted as curvature
forms of U;-connections. To solve the self-duality equation RYo*4 =0, it is con-
venient to look for A as dV0*S for some anti-self dual 2-form S. This is suggested
by the following sequence

av 7 odV
0->Q°M, 6E) — Q!(M, 6E) ——— Q" (M, 6E)~> 0

where n~ denotes the projection onto antiself-dual 2-forms. This sequence is a
complex precisely when the connection V is anti-self dual since by definition

RY =n_o dV o dV. This sequence will be basic in considerations developed in the
next section.

If one develops the equation RY0*A for A = dVo*S, one gets dVoo dVo*
as leading term. The topological condition contained in the theorem ensures that
this operator has no kernel.

C. Taubes extended his existence theorem to general oriented 4-manifolds
in [T6]. If the intersection form of such a manifold M has index £, then one can
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prove existence of a self-dual connection on SU,-bundles over M with large enough
4
second Chern numbers (max (5 g1 ) < ¢, (E) is sufficient | . It is indeed known

that on CP? any SU,-bundle E with ¢,(E) = —1 does not admit an antiself-dual
irreducible connection.

v Properties of critical levels

i) Gap phenomena

In dimension 4, we saw that the Yang-Mills functional has a topological
lower bound. Moreover, if this lower bound is achieved by a connection V, the
connection satisfies the first order self-duality equations.

These absolute minima for bundles over the standard sphere can be shown
to be separated from other critical points by a gap. This was first proved in [Bn-Ln1]
with a sharp C%estimate for the gap on the Yang-Mills field or even its self-dual
part. Analogous results were also given on spheres of general dimension with self-
dual fields replaced by trivial fields. A crucial improvement was given by J. Dodziuk
and Min’Oo in [Mo] and in [Dz-Mo] who showed that the gap can be expressed in
terms of the L2-norm of the field, i.e., the Yang-Mills functional itself. This leads
us to C. Taubes’ claim in [T6] that for a bundle over S* of instanton number k
YM~1([k, k + €]) retracts by deformation onto the minimal set.

All these results are based on a study of the harmonic equation which is
satisfied by a Yang-Mills field. The Hodge-de Rham Laplacian dVdV* + dV*d"V
which annihilates such a field can be compared to the rough Laplacian V*V. The
formula relating the two operators, usually refered to a Weitzenbock formula,
involves both the curvature of the base Riemannian metric and the curvature of
the bundle. When integrated over the manifold against the Yang-Mills field itself
the formula relates the H!-norm of the field with a cubic expression in the field, a
typical feature of the non-linearity of the system of equations. When the field is
small in an appropriate sense, one gets a vanishing theorem. The C-result follows
from a direct estimate, the result involving the Yang-Mills functional requires the
use of Sobolev inequalities with their best constants.

If one looks more carefully at the proof, one sees that to work on the
standard sphere is not really needed, but the Riemannian metric on the base space
should be positive in a strong sense. (For more details, see [Bn-Lnl] page 211).

Notice that in all these results, the nature of the compact group G does
not enter. '

ii) Local and global minima

In the calculus of variations it is standard to pay attention to the second
variation of the functional at a critical point. For the Yang-Mills functional, whose
origin is physical, special interest is devoted to stable critical points. At such a
point, the second variation is non negative and the critical value is a local minimum.
When the base space is sufficiently symmetric, local minima must be global minima
as shown by the following theorem.
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Theorem (J. P. Bourguignon, H. B. Lawson [Bn-Ln1]). Any local minimum
of the Yang-Mills functional on a SU,-bundle over a compact orientable homoge-
neous Riemannian 4-manifold is an absolute minimum, i.e., its fields is self-dual or
antiself-dual.

The theorem holds also for the groups U,, SU; (cf. [Bn-Ln2]) and SO,
(cf. [Bn-Ln1]). For the groups U,, SO,, the second part of the statement must be
modified. For Uy, one must allow twisting by a line bundle, and for SO, there is a
twofold self-duality because its Lie algebra is not simple.

The method of proof is to average the second variation of YM on a family
of special deformations of the stable connection constructed with Killing fields.
Thanks to the non-negativity of the second variation, one gets in this way a nullity
space of positive dimension. Earlier, the same method has been applied to many
geometric variational problems such as minimal submanifolds, or harmonic maps.
In those cases the special deformations involve conformal vector fields as do the
analogous theorem on n-dimensional spheres for 5 < n due to J. Simons.

iii) Other critical points

The preceding result has been extended by C. Taubes who proves in [T5]
that the index of a non minimal critical point grows at least linearly with the
instanton number of the bundle. The main question which remains is to prove the
existence of non-minimal critical points. One of the standard techniques for that
purpose is Ljusternik-Schnirelman theory (for an account in infinite dimension,
see [Ps1]). One introduces the path components of C°((B%, $*~!); (CE, (CE)x/)),
the space of continuous maps from the £-dimensional ball B® into CE sending
the boundary of the disk to the minimal set of YM on CE that we denote by (CE), .

For a path component I'y, we set

L) = inf sup (YM(p(p)) —IkI)

pElQ pEB
and call it the critical value attached to I'y.

If L(I'y) > 0, via mini-max arguments, one should be able to associate to

I'¢ a non minimal critical point of YM.

Theorem (C. Taubes, [T6]). Let E be an SU,-bundle over the standard
sphere S*. If the critical value 1(T'y) attached to the connected component
[ C CO((B% S* 1), (CE, (CE) ) is not an even integer, then there is a non-
minimal critical point on some maybe distinct SU,-bundle E' with index at
most £ + 1.

This extra condition is related to the partial failure of the Palais-Smale
condition (C). It appears in the proof because by passing to the limit we may leave
the bundle we started with. We already met this phenomenon while presenting
Sedlacek’s results on the direct method of the calculus of variations.

A very similar phenomenon is known to appear in the study of minimal
surfaces (cf. [Ss-U] or [Sn-Yu]). It is very often refered to as the “bubbling off”
phenomenon, because of the appearance of minimal 2-spheres when passing to
the limit.
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This theorem still leaves open the existence of non minimal critical points
on bundles over the standard 4-sphere.

In [T2], C. Taubes solved the analogous question in the affirmative for
Yang-Mills-Higgs theory. Previously, he also proved in [T1] that on $* Yang-Mills
fields admitting a continuous symmetric satisfy the self-duality equations.

iv) Moduli spaces

In this section we collect the results which are known on the space of
solutions of the self-duality equations, the moduli space of instantons.

As it is usual for a moduli problem, we must divide by the automorphism
group, in our case the gauge group. We are interested in self-dual connections up
to gauge transformations.

The basic ingredient is the following complex that we already met at a
self-dual connection

av a~odvV
0->Q°M, 6E) — Q!M, 6E) ——— Q" (M, 6E) -~ 0.

This complex is elliptic, and its index can be computed in purely topologi-
cal terms (see [A-H-S] for details). For a compact oriented 4-manifold with positive
definite intersection form such as the 4-sphere and a bundle with instanton num-
ber k, its index equals 8k — 3. By the Atiyah-Singer index theorem, 8k — 3 is also
the alternate sum of dimensions of spaces of harmonic elements — dim H°(M, 6E)
+dim H'(M, 6E) —dim H~ (M, GE). It is rather easy to see that 2°(M, GE) is the
space of parallel sections of GE. Hence, °(M, 6E) is not O only if the connection
V is reducible to a U,-connection. In this case, if the bundle is not trivial, H°(M, 6E)
is in fact 1-dimensional. The space H (M, 6E) can be identified with the formal
tangent space to the moduli space. Elements A of H!(M, 6E) are indeed 1-forms
with values in GE such that

dV*A =0
7o dYA=0.

The first condition ensures that A is transversal to the orbit of Vunder the
gauge group. The second is precisely the linearization of the self-duality condition.
In H~(M, GE), one finds closed (hence coclosed) antiself dual §E-valued 2-forms.
In fact no such 2-forms exist on the sphere, because these forms can be shown to
come from ordinary harmonic antiself dual 2-forms. Moreover, in deformation
theory, it is well known that this space is the space where obstructions to defor-
mation live. Its vanishing ensures that the moduli space is indeed (8 |k| — 3)-di-
mensional for SU,-bundles over S* with instanton number k. In Section I, using
the symmetries of S*, we showed that the moduli space for the simplest nontrivial
bundle on it (with instanton number |k| = 1) could be identified with the 5-ball
D?, a particularly simple 5-dimensional space.

Not much is known on the topology of these general moduli spaces even
for the standard sphere except the following result.

Theorem (C. Taubes [T6]). The moduli space of self-dual connections on
an SU,- bundle over the standard 4-sphere is path connected.
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In his outstanding work [Dn], S. Donaldson turned around completely our
point of view on moduli spaces of self-dual connections. We came at them as
objects of interest in Yang-Mills theory. For what follows, we restrict our atten-
tion to SU,-bundles with instanton number 1 on a simply-connected manifold M
with positive definite intersection form. We know that the moduli space M is not
empty by C. Taubes’ existence theorem. The space M is in fact 5-dimensional since
the discussion we presented before applies also to the case at hand.

S. Donaldson was able to describe the global structure of M, proving that M
is orientable (a delicate point) and admitting a neighbourhood of infinity diffeo-
morphic to a collar M x R. By modifying slightly the metric if necessary, M is
shown to have only point singularities corresponding to points where the connec-
tion is reducible. Therefore, their number is equal to the number of ordinary
harmonic forms of self-intersection +1, i.e. b,(M), the second Betti number of M.
Moreover, these singular points can be analyzed precisely. They are cones over
CP2. All these facts allow S. Donaldson to attach to any compact oriented H-dimen-
sional manifold M with positive definite intersection form an oriented 5-dimen-
sional manifold M admitting M as one component of its boundary. This manifold
M realizes an oriented cobordism between M and the connected sum of b, (M)
copies of CP2. From this, he can deduce the following topological statement.

Theorem (S. Donaldson, [Dn]). Any compact simply connected oriented
differentiable 4-manifold has a standard intersection form, i.e., has an integral
orthonormal basis.

(For a nice survey of this theorem, one can consult [H].)

This result is in sharp contrast with what has been proved recently by
M. Freedman for topological manifolds. Any nondegenerate quadratic form can
be realized as the intersection form of an oriented topological manifold provided
its signature is divisible by 8 if the form takes only even values (Rohlin’s theorem).

Since there are many non equivalent positive definite integral quadratic
forms, S. Donaldson’s theorem shows that compact differentiable 4-manifolds are
far more restricted than topological ones. Combined with some recent result in
topology due to M. Freedman, one obtains

Theorem. The Euclidean space R? has a least one exotic differentiable
structure.

A\ Open problems

i) Non minimal Yang-Mills fields on S*
As we already mentioned, one of the outstanding problems of the field is

Problem. To decide whether there are non self-dual SU,-Yang-Mills fields
on bundles over the standard sphere.

The question is also open for more general conformal classes on more
general manifolds and for SU;-fields.
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ii) Topological aspects of Yang-Mills theory

The space of connections CE over which the Yang-Mills functional YM is
defined is contractible. Because of its invariance under the gauge groups GE, YM
descends to a functional YM on CE/GE. In dimension 2, YM is a perfect function,
i.e., has exactly the minimal number of critical points compatible with Morse
inequalities (cf. [A-Bt]).

Since the topology of CE/GE is of great interest to physicists, special
attention has been devoted to the information which can be drawn from YM. (See
for example [A-Js].)

Analytic methods revealed themselves very important to deal with these
questions (cf. [T6]).

Problem. If E is an SU,-bundle over S* with instanton number k, show that
the homotopy groups n,((CE),) and m, . 3(S) are isomorphic for 0 <n <2k —2.

iii) The Yang-Mills functional on special connections over the tangent
bundle

On an oriented 4-manifold M, its tangent bundle TM is a special SO4-bundle.
Connections over TM can be torsion-free, a notion which makes sense only on this
bundle. It would be interesting to study if these connections play a special role in
Yang-Mills theory. This is not unlikely since the curvature of a torsion-free con-
nection verifies the algebraic Bianchi identity. Two more specific questions seem
also to be of interest.

Problem. Study the Yang-Mills functional among connections which are
metric with respect to the metric on the base space.

Problem. Study the Yang-Mills functional among connections which are
Levi-Civita connections of Riemannian metrics over the base space.

A special mention is probably to be made of spin-manifolds on which the
tangent bundle can be replaced by half-spin-bundles. (Recall that in dimension 4,
the group Spin 4 is the direct product SU, x SU,.)
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Aubin, T., Nonlinear Analysis on Manifolds, Monge-Ampére Equations (Grundlehren,
Band 252), Berlin — Heidelberg — New York: Springer Verlag 1982, cloth, 180 p., DM 79,—

In the last fifteen years, nonlinear analysis on Riemannian manifolds has grown into a
body of great relevance in studying geometric problems. Thanks to it, quite spectacular results
have been obtained by many people. Among the contributors, one can especially mention L.
Nirenberg, K. Uhlenbeck, S. T. Yau, and the author of the book under review, T. Aubin.

In the fifties and sixties, the power of functional analysis allowed remarkable break-
throughs in the theory of linear partial differential equations. One of the crucial points which
was then made clear is the advantage of working in the right functional framework, hence the
central role played by some families of spaces such as Sobolev spaces or Holder spaces. Note
that, very often, the most useful spaces turn out to be Hilbertian. In the theory of linear elliptic
equations, existence and regularity results are by now fairly complete, even for systems. As an
example, Hodge theory, thanks to which one can represent a cohomology class on a Riemannian
manifold by a harmonic differential form, is a beautiful application of these ideas in geometry.
It has had important consequences especially in the study of Kihler manifolds. The Atiyah-
Singer Index Theorem is another illustration of the wide range of geometric consequences
which can be drawn from analytic considerations.

More recently, there has been a growing interest in the construction of global geo-
metric objects by analytical means. Often, these objects extremized some geometrically defined
functionals. To obtain them, one had to solve nonlinear partial differential equations or even
systems, e.g., Euler-Lagrange equations of variational problems. The basic functional analytic
tools necessary to study these equations are simply extensions of the ones needed for linear
equations. Most of the time, the spaces one has to introduce are only Banach spaces. Some
basic nonlinear lemmas have to be established, but the hardest part is almost always to prove
a priori estimates adapted to the problem under consideration. Another difficulty to overcome
lies in the global character of the object to be constructed. This contrasts with earlier work in
differential geometry where the attention was often focused on local problems.

It is therefore clear that books helping to penetrate these new developments are wel-
come. The volume under review falls precisely into this program. It intends to present basic
techniques necessary to deal with nonlinear problems arising in Riemannian geometry and to
illustrate these techniques by some recently developped typical examples. Special attention is
given to those involving the determinant of the (real or complex) Hessian matrix of a function,
the so-called Monge-Ampére equations.

Before describing more precisely the contents of the book, a word about its general
structure is in order, Chapters 1 to 4 contain the preliminary material, both Riemannian and
analytical. They form an introductory part. Chapters 5, 6, 7, and 8 are each devoted to a specific
problem and of course make use of the techniques presented before.

Chapter One is devoted to a survey of Riemannian geometry. It contains mainly defini-
tions without pictures or examples. The main emphasis is on presenting the objects technically
rather than on giving a geometric feeling for them. A few points could have been stated more
specifically. For example, it is surprising that, in a book discussing analytical approaches to
geometry, the First Variation Formula is not given as such. (It is in disguise in Proposition 1.33.)
Most of the discussions on Jacobi fields and the index form would be much more digestible in
that perspective too. The exponential map is presented only for points although it is also very
useful for submanifolds. This notion is of much use when one considers manifolds of mappings.
A side comment. Theorem 1.45 is not correct as stated. It should say that the point Q is con-
jugate to the point P “along the geodesic defined by X,”. The connection between § 8 and the
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classical estimates of Bishop and Giinther on the volume growth of Riemannian manifolds with
controlled curvature is not made. This hides the true nature of these theorems, namely com-
parison with model spaces. Having this fact in mind helps greatly in understanding them.

Rather surprisingly, the more elementary Chapter 3 on “Background material” does
not come next. Chapter 2 is devoted to “Sobolev Spaces”. It contains a fairly complete presen-
tation of this topic including limiting cases of the Sobolev embedding theorems and of the
Rellich-Kondrakov compactness theorems. Notions and theorems are of course developped on
general Riemannian manifolds, and not confined to open sets in euclidean spaces. Special at-
tention is also devoted to best constants in Sobolev inequalities, whose importance to the field
has been stressed by the author. Missing, however, are the continuity properties of bilinear
maps, the so-called Schauder ring properties, and the composition lemmas for maps of Sobolev
class. These are important tools in global analysis. For example, they are unavoidable when one
deals with spaces of maps or sections of bundles, i.e., large families of objects of interest in
geometry.

Chapter 3 sweeps a very broad landscape. Even more so than in the previous two
chapters, the style is dry and influenced by the Bourbaki tradition. In the reviewer’s opinion,
such a presentation does not suit well the purpose of the book. It will probably be difficult
for a beginner to learn the material in this form. Topics covered include all basic theorems in
real functional analysis and Lebesgue integration theory in their abstract forms. Holder spaces
appear for the first time in the book in § 6 of this chapter with the Schauder estimates for el-
liptic partial differential equations. No general discussion of them is given. (They do not even
appear in the index.) This is in sharp contrast with the long developments devoted to Sobolev
spaces, which strangely enough are taken up again at the end of Chapter 3. General maximum
principles are also presented there.

The short Chapter 4 is devoted to the Green’s function of a Riemannian manifold,
i.e., to the fundamental solution of the basic linear operator defined by a Riemannian metric,
the Laplace-Beltrami operator. All necessary material is included.

With Chapter 5, we enter the illustrative part. Despite its title, it contains only a brief
presentation of a generalization of the famous Yamabe problem, namely, “on a compact mani-
fold, describe scalar curvature functions in a conformal class of metrics”. This is taken up in
Chapter 6 with special emphasis on getting constant scalar curvature metrics. The results of the
author on this problem using sharp values of the Sobolev constants are presented. More geomet-
ric methods to solve this problem due to J. Kazdan and F. Warner are not discussed, nor is the
role of the group of conformal transformations on the standard sphere emphasized.

Complex Monge-Ampére equations on compact Kihler manifolds are the theme of
Chapter 7. A brief introduction to Kahler manifolds is also included from an analytical point
of view excluding cohomological considerations. Coordinate expressions of the Ricci curvature
are given, facilitating a description of the equations for the Calabi conjecture and the search
for Kahler-Einstein metrics. The complex Monge-Ampére equations that one must solve for
these problems (one adds a background Kihler metric to the complex Hessian of the unknown
function) are shown to have solutions in Hélder spaces in the negative or null cases thanks to
the continuity method. The necessary a priori estimates are established in detail.

The final Chapter 8 is concerned with the Dirichlet problem for the real Monge-Ampére
equation on bounded domains of R™. Results are obtained by the method of upper and lower
solutions. Again complete estimates are derived (one needs to control derivatives up to order
three up to the boundary). The chapter ends with a brief description of a new method due to
P. L. Lions to deal with this equation. (The new idea is to use a penalisation method allowing
one to treat the equation directly on the whole of R™.) Earlier in the chapter, a few words are
said on the complex Monge-Ampére equation on pseudo-convex domains in C™.

The book ends with a very complete bibliography and useful subject and notation
index.
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All in all, the book will certainly be of use to mathematicians who want to be intro-
duced to this rapidly growing area of mathematics. On the other hand, it is not clear that it
fulfills completely the program of the Springer Grundlehren series, providing the mathematical
community with longlasting reference books presenting with proofs a state of the art in a given
speciality. At many places, the text has been kept very close to some of the author’s research
articles. The analytic prejudice taken by the author at the expense of geometric lines of thought
blurs the perspectives on some problems. Systems are never discussed or even mentioned. Also,
at several instances, the English is awkward and consequently makes the understanding uneasy.
All this makes the book hard to read from cover to cover. One must say that this is also the
case of C. B. Morrey’s book ““Multiple integrals in the calculus of variations” in the same series
which, nonetheless, is still a must for specialists in the field.

A final comment. This report leaves the reviewer with the feeling that there is still
enough room for another book in the same area with a more systematic presentation of the
methods and a broader scope including geometric points of view.

Palaiseau (France) J. P. Bourguignon

Meister, E., Randwertaufgaben der Funktionentheorie: Mit Anwendungen auf singulire
Integralgleichungen und Schwingungsprobleme der mathematischen Physik (Leitfiden der
angew. Mathem. und Mechanik, Bd. 59), Stuttgart: B. G. Teubner 1983, 320 S, geb., DM 44,—

Um den Inhalt dieses Buches zu beschreiben, beginnen wir mit folgenden grundlegen-
den Ergebnissen. Es sei L eine positiv orientierte, glatte Jordankurve, und f sei auf L Holder-
stetig. Es bezeichne

F()-— J ——-dt (z€int L) F-(z)-=L 104 geextn)
L ’ TomioL t-z
dieinC\ L holomorphe Funktion F, und
1. f(t)-f(to)
(SLto) = = I —= dt =f(t)+ — | == >dt (€L

t_to

sei das zu f gehorige und auf L erklirte Cauchy-Hauptwert-Integral. Die Grundtatsachen, auf
denen das Buch aufbaut, betreffen die Winkelgrenzwerte F*(to) und F~(to) von F* und F~
bei Anndherung an ty € L. Die Plemelj-Sochozki-Formeln besagen: Es gilt

F*(tg) =2 f(to) + = (SLf)(to) (tr€L) 1
und folglich
F*(to) — F(to) =f(tg) (to EL) @)
sowie
1 1
F*(to) = 2 f(to) + P (SLfXte) (to €L). 3)

Die Beziehung (2) kann als Sprungeigenschaft gelesen werden; F 16st das Problem, eine
in C \ L holomorphe Funktion zu finden, welche der Kopplungsbedingung (2) mit gegebenem
f geniigt. Die Beziehung (3) hingegen besagt, da F* eine Randwertaufgabe in int L 16st, mit den
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rechts stehenden Randwerten. Sind diese vorgegeben, so muf ersichtlich f auf L einer singuldren

Integralgleichung (Igl) mit Cauchy-Kern

eniigen.
t—to genug

Das Hauptziel des Buches besteht nun in einer griindlichen Behandlung der Themen,
welche durch die Beziehungen (2) und (3) angeschnitten sind. Thema 1 ist das allgemeine Rie-
mannsche Kopplungsproblem

F*(to) = G(to)F~(to) + 8(tg) (to €L), (C)
Thema 2 die Riemann-Hilbertsche Randwertaufgabe
Re[(a + ib)to) F* (to)] = c(tg) (to EL) (5)

mit vorgegebenen Funktionen a, b, c. Dabei darf jetzt L ein System von Kurven oder Jordan-
bdgen sein, so daB das Gebiet, in dem F* und F~ holomorph sind, mehrfach zusammenhingt.
Singulire Integralgleichungen, mit Cauchy-Kern, logarithmischem oder anderem schwach singu-
lirem Kern, hingen eng damit zusammen, weil sie sich nimlich in ein Kopplungsproblem (4)
iiberfiihren lassen. SchlieBlich ist es ein wesentliches Anliegen des Verfassers, die allgemeine
Theorie an zahlreichen Problemen aus der Praxis (Hydromechanik, Schwingungen) zur Anwen-
dung zu bringen.

Kapitel I (75 Seiten) stellt Grundtatsachen der Funktionentheorie zusammen: Resi-
duenrechnung, konforme Abbildung, Spiegelungsprinzip, Greensche Funktionen, verschiedene
Randwertaufgaben.

Kapitel I1 (38 Seiten) bringt zunichst die fundamentalen Eigenschaften von Integralen
vom Cauchy-Typ und des Cauchy-Hauptwert-Integrals Sy f von f. Die sorgfiltigen Beweise er-
fordern oft einen erheblichen Aufwand. Auch der Fall, daB f auf L schwach singuldr wird, wird
behandelt. Sodann lassen sich schon einfache Randwertaufgaben, auch fiir meromorphe Funk-
tionen, behandeln.

In Kapitel III (51 Seiten) wird nun das allgemeine Kopplungsproblem (4) in Angriff
genommen. Zuerst wird G = 1 gesetzt; das Verhalten von F fiir |z| - e muB spezifiziert werden.
Bei allgemeinem G spielt der Windungsindex k von G eine entscheidende Rolle. Die Lsungen
von (4) lassen sich geschlossen angeben. Es folgen verschiedene Zusitze: Kopplungsprobleme
fiir Bogen und bei unstetigen Koeffizienten, periodische Kopplungsprobleme. Im letzteren Fall
wird ein periodisches Integral vom Cauchy-Typ herangezogen. Allgemeiner als (4) wird das
Kopplungsproblem mit Konjugation behandelt: F* = GF~ + HF~ +g.

Im zweiten Teil von Kapitel IIl kommt nun (5) an die Reihe, wobei man sich — nach konformer
Abbildung — auf den Einheitskreis beschrinken kann. Das homogene Problem (5) wird in ein
iquivalentes Kopplungsproblem iibergefiihrt, sodann die Losung des allgemeinen inhomogenen
Problems diskutiert. Uber die explizite Darstellung der Losung wird jedoch nichts gesagt.

Es folgt der Sonderfall, da das Gebiet die obere Halbebene ist; hier werden auch gemischte Auf-
gaben, bei denen ReF* bzw. ImF* auf disjunkten Intervallen vorgeschrieben sind, zugelassen.

Im letzten theoretischen Kapitel IV (38 Seiten) wird gezeigt, wie sich singulire Igln
mit Cauchy-Kern oder schwach singuliren Kernen in Kopplungsprobleme iiberfithren und so
16sen lassen. Anwendungen auf die Umstrémung diinner, schwach gewdlbter Profile oder perio-
discher Gitter von Profilen. Die Abelsche Igl 1. Art wird verallgemeinert und gelst, ebenfalls
die fiir die Praxis wichtige Faltungs-Igl vom Wiener-Hopf-Typ. Oftmals 148t sich eine Randwert-
aufgabe nach Anwendung der Fourier- oder Laplace-Transformation in ein Kopplungsproblem
auf R iiberfiihren. Dies wird an Beispielen gezeigt; zuvor werden die nétigen Grundtatsachen
der Fourier- und Laplace-Transformation bereitgestellt.

Die Kapitel V (46 Seiten) und VI (41 Seiten) sind mehreren Anwendungen der Theorie
in der Stromungsmechanik und der Schwingungstheorie gewidmet. Auf diesen Gebieten hatte
der Verfasser, z. T. zusammen mit Sohngen, gearbeitet. Die Grundlagen der physikalischen Pro-
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bleme werden vorausgeschickt und sodann die Umstrdmung eines diinnen, schwingenden Profils
oder eines periodischen Gitters behandelt. Es entstehen Systeme von singuliren Igln mit perio-
dischen Kernen; die Horizontal-Schlitzabbildung eines Streckengitters wird verwendet. Von den
Problemen des Kap. VI sei das Sommerfeldsche Halbebenenproblem und die Beugung elektro-
magnetischer Wellen an Systemen diinner Platten erwéhnt.

Es ist sehr zu begriien, daf® Herr Meister in diesem Buch die funktionentheoretischen
Methoden zusammengestellt hat, die zur Losung praktisch wichtiger Randwertprobleme heran-
gezogen werden konnen. Die Bedeutung der Funktionentheorie fiir die Anwendungen ist da-
durch erneut eindrucksvoll bestitigt worden.

Gieflen D. Gaier

Godbillon, C., Dynamical Systems on Surfaces (Universitext), Berlin — Heidelberg —
New York: Springer-Verlag 1982, vii + 199 p., soft cover, DM 42,—

Es handelt sich um eine Ubersetzung von Notizen des ersten Teils einer Vorlesung iiber
Blitterungen, welche der Autor in Straburg (1976) und in Tunis (1977) gehalten hat. Der In-
halt gruppiert sich originell um die klassischen Gegenstinde: qualitatives Verhalten der Losun-
gen eines Vektorfeldes in der Ebene lokal in der Nihe einer Singularitit, Minimalmengen von
2-dim. Fliissen (Poincaré-Bendixson-Theorie), Richtungsfelder (Resultate von H. Kneser), Kreis-
abbildungen (Theorie von Denjoy und Rotationszahl von Poincaré). Wie der Autor im Vorwort
feststellt, werden die neueren Resultate iiber die strukturell stabilen Systeme auf Flichen (z. B.
der Satz von Peixoto) nicht behandelt. Als Erginzung und einfiihrende Darstellung dieser Re-
sultate-und auch der damit zusammenhingenden Methoden der dynamischen Systeme empfiehlt
sich das Buch ,,Geometric Theory of Dynamical Systems* von J. Palis und W. de Melo (1982)*).

Bochum E. Zehnder

Amold, V. 1., Singularity Theory-Selected Papers (London Mathematical Society Lec-
ture Note Series, vol. 53), Cambridge — London — New York — New Rochelle — Melbourne —
Sydney: Cambridge University Press 1981, 266 pp., paper, £ 12.50

Die moderne Theorie differenzierbarer und analytischer Singularititen erlebt seit etwa
zwanzig Jahren einen grofien Aufschwung. Zur Entwicklung dieser Theorie haben Prof. V. L
Arnold von der Moskauer Staatsuniversitit und seine Schiiler wesentlich beigetragen. Insbeson-
dere haben sie sehr weitgehende Klassifikationen von Singularititen unter verschiedenen Aspek-
ten durchgefiihrt und hierfiir effiziente Berechnungsmethoden entwickelt. Auch haben sie ma-
thematische Modelle fiir einige interessante physikalische Probleme mit den Methoden der
Singularititentheorie untersucht (z. B., in der geometrischen Optik, schnell oszillierende Inte-
grale und die mathematische Beschreibung von Kaustiken); diese Untersuchungen, die man als
Teil der Katastrophentheorie betrachten kann, bilden eine der wenigen wirklich gesicherten
und nicht nur spekulativen Anwendungen dieser Theorie in den Naturwissenschaften. Bei ihren
Forschungen fanden sie interessante Zusammenhiinge zu anderen Gebieten der Mathematik,

z. B. zur Geometrie von Lie-Gruppen. In letzter Zeit hat Arnold mit seinen Kollegen Speziali-

*) Siehe Jber. d. Dt. Math.-Verein. 86, H. 1 (1984) 19.
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sierungen der Singularititentheorie untersucht, also Singularititen mit zusitzlicher Struktur
(z. B. Singularititen am Rand einer Mannigfaltigkeit oder Singularititen mit Symmetrie), und
Erweiterungen dieser Theorie, z. B. Singularititen von Vektorfeldern oder von 1-Formen).

Das vorliegende, 1981 erschienene Buch ,,Singularity Theory* ist kein Lehrbuch, son-
dern ,,nur* eine Sammlung der wichtigsten Arbeiten Arnolds iiber Singularititentheorie in der
Zeit vor 1980; es handelt sich hierbei um sieben sehr ausfiihrliche Ubersichtsartikel aus Russian
Mathematical Surveys, die wegen der Wichtigkeit von Arnolds Forschungen auf diesem Gebiet
eine unerlaBliche Quelle bilden fiir jeden, der sich fiir Singularititentheorie interessiert.

Die Serie beginnt mit einem einfilhrenden Bericht aus dem Jahre 1968, der sich immer
noch gut als Lehrstoff zum Einstieg in die Singularititentheorie eignet. Es folgen eine Arbeit
iiber Normalformen von parametrisierten Matrizenscharen und danach, als Kern der Sammlung,
drei sehr wichtige Arbeiten von 19731975 iiber die Klassifikation von singuliren Funktions-
keimen (mit Anwendungen in der Optik (Kaustiken) und Zusammenhingen zur Geometrie von
Lie-Gruppen). Diese Arbeiten enthalten sogar Beweisskizzen fiir die sehr umfangreichen Klassifi-
kationsberechnungen und sehr ausfithrliche Literaturlisten, bei der Ubersetzung noch erginzt,
die als ziemlich vollstindige Bibliographien fiir die vor 1975 erschienene Literatur verwendet
werden konnen. Die letzten beiden Arbeiten der Sammlung behandeln Singularititen von Funk-
tionen und von 1-Formen auf berandeten Mannigfaltigkeiten: in der letzten Arbeit wird ein In-
dex fur Singularititen von 1-Formen auf berandeten Mannigfaltigkeiten definiert. Die Arbeit
enthilt auch eine Klassifikation aller Singularititen von Projektionen von generischen Flichen
in R3 nach R2.

Diese Arbeiten kann man natiirlich alle auch am urspriinglichen Erscheinungsort, den
Russian Mathematical Surveys, lesen. Aber hier hat man sie alle zusammen, als ausgezeichnetes
Nachschlagewerk iiber die Forschungen der Arnold-Schule in Singularititentheorie.

Mein einziger Kritikpunkt: die Sammlung wire noch niitzlicher geworden, hitte der
Verlag sich die Miihe gemacht, dem Band ein Sachregister zu den Arbeiten beizufiigen.

Bochum G. Wassermann

Petersen, K., Ergodic Theory (Cambridge studies in advanced mathematics, vol. 2),
Cambridge — London: Cambridge University Press 1983, xi + 329 p., cloth, £ 26.50

Als Einfiihrungsliteratur in die maBtheoretische und topologische Ergodentheorie stan-
den bisher die Lecture-Notes-Binde von Walters (1975) und Denker-Grillenberger-Sigmund
(1976) zur Verfiigung. 1981 trat das nicht nur einfiihrende, sondern fiir weite Teile der Ergo-
dentheorie geradezu enzyklopidische Werk von Cornfeld-Fomin-Sinai hinzu. In naher Zukunft
ist eine umfassende Monographie von Krengel iiber Ergodensitze zu erwarten. In dieser Szene
profiliert sich das vorliegende Buch durch viele anziehende Besonderheiten. Es setzt in einem
Kap. 1 den Leser rasch ins Bild iiber die hauptsichlichen Fragestellungen der Ergodentheorie,
iiber das grundlegende Beispielmaterial und iiber eine Reihe immer wieder verwendeter Metho-
den. In Kap. 2 folgt ein rascher, beweisender Durchgang durch typische Themen: Ergodensitze,
Wiederkehrsitze, Ergodizitit, starke und schwache Mischung. Kap. 3 variiert das Thema ,,Ergo-
densitze* vielseitig: Chacon-Ornstein-Theorem, Wiener’s lokaler Ergodensatz, Hilbert-Transfor-
mation, Martingalkonvergenz. In Kap. 4 wird eine ausgezeichnete Einfilhrung in den Themen-
kreis ,,Topologische Dynamik und Rekurrenz* bis hin zu den Sitzen von Furstenberg-Weiss,
Hindman, Jewett-Krieger (mit direktem Beweis nach Bellow-Furstenberg) und dem Beweis
eines Spezialfalls von Furstenbergs ,,Szemerédi-Theorem* (1977) geboten. In Kap. 5 folgt eine
Einfiihrung in die Entropie-Theorie, mit zahlreichen konkreten Entropie-Berechnungen. Das
Thema ,,Entropie* wird in Kap. 6 in mehreren Richtungen fortgefiihrt: Weitere Entropie-Be-
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rechnungen, Shannon-McMillan-Breiman-Theorem, topologische Entropie, und als krénender
Abschluf} das Ornsteinsche Isomorphie-Theorem mit dem finitary-coding-Beweis von Keane-
Smorodinski. — Das Buch setzt eine gute Vorbildung in allgemeiner Topologie und Mafitheorie
voraus. Obwohl der persdnliche Geschmack des Autors in der Themenauswahl deutlich zu spii-
ren ist, mochte ich sagen: wer das Buch, und insbesondere die darin enthaltenen, oft hochkari-
tigen Ubungsaufgaben durcharbeitet, beschiftigt sich mit brillant vorgetragener Mathematik
hohen Ranges und wird zum vielseitigen Experten in Sachen Ergodentheorie. Mir erscheint dies
Buch als eine unter den gegenwirtigen Bedingungen optimale Approximation an das Urbild der
beriihmten Lectures on Ergodic Theory von P. R. Halmos (1956).

Erlangen K. Jacobs

Fuchssteiner, B., Lusky, W., Convex Cones (North-Holland Mathematics Studies,
vol. 56), Amsterdam — New York — London: North-Holland Publ. Comp. 1981, x + 428 p.,
Dfl. 110.00

Obgleich konvexe Kegel — wie etwa R U {—o0}, R U {0} oder Kegel nach oben halb-
stetiger numerischer Funktionen auf einem topologischen Raum —, die nicht als positive Kegel
von geordneten (oder prigeordneten) Vektorrdumen interpretierbar sind, in der praktischen
Arbeit des funktionalanalytisch interessierten Mathematikers ziemlich hiufig auftreten, fehlte
es bisher an einer iiberzeugenden einheitlichen Darstellung dieses Gebietes. Dabei lag der Nutzen,
der sich etwa aus einer Entwicklung maf3- und integrationstheoretischer Sitze oder von Resul-
taten der Potentialtheorie im Rahmen von Funktionenkegeln ergeben mufte, auf der Hand.
Dariiber hinaus zeigte es sich in den letzten Jahren, daf eine der tragenden Siulen der Funk-
tionalanalysis — der Satz von Hahn-Banach — seine volle Wirksamkeit erst dann entfalten kann,
wenn man als Wertemengen fiir sublineare Funktionale und Operatoren konvexe Kegel zulifit,
die i. a. nicht in Vektorverbinde einbettbar sind.

Das vorliegende Buch von B. Fuchssteiner und W. Lusky liefert einen entscheidenden
Beitrag zur SchlieBung dieser Liicke. Es ist allerdings kein Lehrbuch fiir Studenten ohne soliden
funktionalanalytischen Hintergrund. Vielmehr demonstrieren die Autoren exemplarisch an
einer Reihe von Themenkreisen die Effizienz und Allgemeingiiltigkeit einer Behandlung funk-
tionalanalytischer Probleme im Rahmen und mit den Hilfsmitteln der Theorie konvexer Kegel.

Der erste Teil des Buches behandelt Fragestellungen, die sich aus den Kegel- und Halb-
gruppenversionen des Satzes von Hahn-Banach ergeben. Die dominierenden subadditiven und
minorisierenden superadditiven Abbildungen nehmen allerdings ihre Werte noch nicht in belie-
bigen ordnungsvollstindigen Kegeln an, sondern nur in R := R U {—o}, wobei R ein ordnungs-
vollstindiger Vektorverband ist. Wesentlicher ist, daB auch die etwa mit Hilfe des Sandwich-
Satzes erhaltenen additiven bzw. linearen Abbildungen in R abbilden, was — wie die Autoren
iiberzeugend etwa am Beispiel des Summensatzes und des Zerlegungssatzes dokumentieren —
von groffem Nutzen sein kann.

Gliicklicherweise fehlt es in dem Buch nicht an vielen instruktiven Beispielen fiir die
gewonnenen Sitze. Dies betrifft nicht nur den ersten Teil des Buches mit Anwendungen u. a.
in der Banachrauminterpolation, der Funktionentheorie und der mathematischen Wirtschafts-
theorie, sondern auch den zweiten, auf Integraldarstellungen ausgerichteten Teil.

Obgleich auch dieses zweite Kapitel systematisch auf den bereits gewonnenen Resul-
taten aufbaut, erleichtern hier Vorkenntnisse — etwa iiber die Sitze von Choquet-Bishop-de
Leeuw und iiber Banach-Verbinde — sicher das Verstindnis. Andererseits wird gerade der in
den klassischen Sitzen vorinformierte Leser gelegentlich die Schwierigkeiten iibersehen, die sich
etwa aus der Einbeziehung des Unendlichkeitspunktes —oc in die Wertemengen der linearen
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Funktionale ergeben. Dies zeigt sich bereits bei der dem bekannten Muster der Dualitiit von
AM- und AL-Raumen folgenden Dualititstheorie von AM- und AL-Kegeln und fithrt im zweiten
Teil des Buches immer wieder zu gelegentlich unerwarteten Erschwernissen, die freilich auch
stets vertiefte Einblicke und oft breitere Anwendbarkeit garantieren.

Auch der fiir den Integraldarstellungsteil des Buches fundamentale Begriff des Dini-
Kegels erweist sich als wesentlich allgemeiner — und damit stellenweise auch widerspenstiger —
als das bekannte Analogon der Dini-Riume. Durch die Einbeziehung von Gewichtsfunktionen
und eine Verallgemeinerung des adaptierten Kegelbegriffs wird ein erleichterter Zugang zu den
Resultaten und Anwendungen des Abschnitts iiber Integraldarstellungen auf Kegeln geschaffen.
Dieser zeigt — beginnend mit einer detaillierten Analyse von Rindern — in eindrucksvoller
Weise, dafl sich der vorher investierte Aufwand in einer erheblichen Verkiirzung des Beweis-
gangs bekannter Integraldarstellungssitze auszahlt. Dariiber hinaus fithrt die Vorgehensweise
zu vertieftem Verstindnis und, wie etwa an einem Anhang iiber Integraldarstellungen von
Operatoren gezeigt wird, auch zu neuen Resultaten.

Ein eigener Anwendungsabschnitt iiber Hewitt-Nachbin-Riume erweitert die klassischen
Begriffe Stone-%ech-l(ompaktiﬁzierung, Reell-Kompaktifizierung und der Pseudokompaktheit.
Ein gegebener Kegel F beschrinkter Funktionen mit Ordnungseinheit iibernimmt die Rolle der
stetigen beschriankten Funktionen auf dem topologischen Raum X. Hierbei wird auf die voll-
stindige Regularitit von X verzichtet und statt dessen die Punktetrennung von F gefordert.

Mit Hilfe von verallgemeinerten Charakteren gelingt eine weitgehende Ubertragung
der auf Hewitt und Nachbin zuriickgehenden Resultate im Fall vollstindig regulirer Rdume und
stetiger bzw. stetiger beschrinkter Funktionen.

SchlieBlich sollte eine ganz besondere Stirke des Buches nicht unerwihnt bleiben: Die
Autoren haben zu jedem Abschnitt in einem Anhang eine umfangreiche Dokumentation mit
Literaturangaben und weiterfiihrenden Ergebnissen ausgearbeitet. Dies gilt besonders fiir das
Kapitel iiber lineare Funktionale und Hahn-Banach-Sétze. Der interessierte Leser wird deshalb
in dem Buch eine wertvolle Hilfe auch dann finden, wenn er sich in einem der dargestellten
Gebiete weiter vertiefen will.

Passau K. Donner

Fattorini, H. O., The Cauchy Problem (Encyclopedia of Mathematics and its Applica-
tions, vol. 18), Reading, Mass.: Addison-Wesley Publishing Company 1983, xxii und 636 pp.,
gbd., $62.50

Bereits im spiten 19.Jahrhundert steht das Cauchy-Problem im Brennpunkt des
Interesses in der sich stiirmisch entwickelnden Theorie der partiellen Differentialgleichungen.
Man untersucht die Frage, ob Losungsexistenz bei einer allgemeinen partiellen Differentialglei-
chung durch Vorgabe von Cauchy-Daten (also der Funktionswerte der gesuchten Lésung selbst
und einer gewissen Anzahl ihrer Ableitungen in Normalenrichtung auf einer Hyperfliche des
R") eindeutig gesichert ist. Eine positive Antwort wird im Jahre 1875 von Sophia Kowalewska
fiir eine grofie Klasse analytischer Differentialgleichungen gegeben. Das Resultat findet seinen
Niederschlag in dem beriihmten Existenzsatz von Cauchy-Kowalewska, dessen vereinfachte
Version von Goursat auch heute noch fester Bestandteil der Standardwerke iiber partielle Dif-
ferentialgleichungen ist. J. Hadamard, dem die Prigung des Begriffes ,,Cauchy-Problem* zu-
geschrieben wird (Cauchy’s Problem in Linear Partial Differential Equations. New Haven: Yale
University Press, 1923), fiihrt den Begriff der ,,korrekten Stellung* ein, der sich von iiberaus
grofer Tragweite fir das Verstindnis der Theorie partieller Differentialgleichungen erweist. Im
Sinne von Hadamard ist das Cauchy-Problem korrekt gestellt, wenn Losungen den drei Charak-
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teristika: Existenz, Eindeutigkeit und stetige Abhingigkeit von den Cauchy-Daten, unterwor-
fen sind. Vor Hadamard wurde die Forderung nach stetiger Abhingigkeit der Losung von den
Cauchy-Daten in aller Regel iibersehen. Man war der Meinung, den durch das Cauchy-Kowalews-
ka-Theorem nicht abgesicherten Fall nicht-analytischer Daten nach folgendem Rezept behan-
deln zu konnen: Man approximiere die Vorgaben durch analytische Cauchy-Daten, 16se jetzt

die Gleichung und bilde anschlieBend Grenzwerte. Hadamard prasentierte das nun klassische
Gegenbeispiel, namlich das Cauchy-Problem fiir die Laplacegleichung, bei dem das Approxima-
tionsargument versagt. Die Hadamardschen Arbeiten zum Cauchy-Problem bilden einen gldn-
zenden Hohepunkt und einen vorldufigen AbschluB der klassischen Periode.

Eine Renaissance mit einer wahrlich kometenhaften Entwicklung wird dem Cauchy-
Problem in seiner abstrakten Version nach dem zweiten Weltkrieg beschieden. Im Jahre 1948
entdecken E. Hille und K. Yosida unabhingig voneinander, dal das Cauchy-Problem fiir para-
bolische Gleichungen u; = Au, u = u, fiir t = 0, in abstrakter Form als gewohnliches Anfangs-
wertproblem geschrieben werden kann:

(ACP) u'(t)=Au(t), u(0)=1u,.

Die Differentialgleichung ist nun in einem geeigneten Funktionenraum als gew6hnliche Glei-
chung mit operatorwertigen Koeffizienten zu interpretieren. Die Losung kann in der Form
u(t) = exp (tA)u, geschrieben werden, sofern die Exponentialfunktion nur richtig definiert
wird. Diese Erkenntnis fiihrt in einer kurzen Zeitspanne zur Entwicklung der umfassenden
Theorie der Operatorenhalbgruppen durch K. Yosida und W. Feller sowie E. Hille und R. S.
Phillips. Eine erste, auch heute noch faszinierende Dokumentation dieser Entwicklung stellt
die Monographie der beiden letztgenannten Autoren dar (Functional Analysis and Semi-groups.
Amer. Math. Soc. Colloq. Publ., vol. 31. Providence R. I.: Amer. Math. Soc. 1957). Im Soge
dieses Trends hat sich danach eine kaum iiberschaubare Flut von Publikationen iiber hyperbo-
lische und parabolische Anfangswertprobleme ergossen, der grofite Teil verstreut in den zahl-
reichen mathematischen Journalen. Einige der Hohepunkte der zuriickliegenden Entwicklung
sind die grundlegenden Arbeiten von T. Kato und H. Tanabe iiber den Fall zeitabhingiger Ope-
ratoren A = A(t), ferner die Ideen von J. L. Lions, der abstrakte Differentialgleichungen unter
dem Aspekt verallgemeinerter Losungen studierte. A. V. Balakrishnan gelang es schlieilich mit
seinem Konzept der gebrochenen Potenzen eines unbeschrinkten Operators, auch die Cauchy-
Probleme fiir abstrakte Differentialgleichungen n-ter Ordnung u(")(t) = Au(t) einer Behandlung
durch Operatorenhalbgruppen zuginglich zu machen.

Die Beitrige der russischen Schulen zu diesem Themenkreis sind in der Monographie
von S. G. Krein dokumentiert (Linear Differential Equations in Banach Space. Moskau 1963.
Englische Ubersetzung in der Reihe: Translations of Mathematical Monographs, vol. 29. Provi-
dence R. I.: Amer. Math. Soc. 1971). Diese Monographie, in der, ausgehend vom Begriff der
korrekten Stellung, die damals bekannten Resultate zum abstrakten Cauchy-Problem wieder-
gewonnen werden, hat den Aufbau des zur Besprechung vorliegenden Buches von Hector O.
Fattorini unverkennbar beeinfluft. Die Thematik ist mit den obigen Ausfithrungen umrissen;
sie spiegelt sich auch in den Uberschriften zu den neun Kapiteln des Buches wider: Elemente
der Funktionalanalysis. — Das Cauchy-Problem und seine abstrakte Formulierung fiir einige
Differentialgleichungen der mathematischen Physik. — Allgemeine Theorie korrekt gestellter
Probleme. — Dissipative Operatoren und Anwendungen. — Abstrakte parabolische Gleichungen
und ihre Anwendung auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung. — Storungstheorie und Ap-
proximation abstrakter Differentialgleichungen. — Einige inkorrekt gestellte Cauchy-Probleme.
— Das abstrakte Cauchy-Problem bei zeitabhingigen Gleichungen. — Das Cauchy-Problem im
Sinne vektorwertiger Distributionen. Gemeinsames Anliegen aller Kapitel ist die Behandlung
abstrakter linearer Differentialgleichungen erster (und teilweise zweiter) Ordnung. Nur wenig
wird gesagt iiber Differentialgleichungen hoherer Ordnung.
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Im Hinblick auf die hervorragenden Monographien von Hille/Phillips und Krein wire
es miiig, die Theorie des abstrakten Cauchy-Problems (ACP) oder ihr Aquivalent — die Theorie
der Operatorenhalbgruppen — einer bloRen Aufarbeitung zu unterwerfen. Die Rechtfertigung
fiir das vorliegende enzyklopidische Werk wird vom Verfasser in der Einleitung gegeben. Er er-
kennt richtig, da8 die genannten Monographien einen entscheidenden Nachteil aufweisen: zwar
ist die abstrakte Theorie vollstindig und erschopfend dargelegt, die vielschichtigen Anwendun-
gen dieser Theorie auf die relevanten Probleme der mathematischen Physik und der Ingenieur-
wissenschaften sind jedoch in der Regel nur in speziellen Forschungsbeitrigen wiederzufinden.
Die Uberbriickung dieser Diskrepanz ist das erklirte Ziel des Verfassers. Demgems ist der
Hauptteil des Buches den Anwendungen gewidmet. Unter den zahlreichen Beispielen, die einer
ausfihrlichen Behandlung unterzogen werden, befinden sich die Wirmeleitungsgleichung, die
Diffusionsgleichung, die Neutronen-Transportgleichung, die Schrodinger- und die Dirac-Glei-
chung, die Maxwellschen Gleichungen, die Fokker-Planck-Gleichung und die Gleichung von
Chapman-Kolmogorov.

Aufgearbeitet oder zumindest kommentiert werden auch zahlreiche neuere Forschungs-
ergebnisse, die erst in der Zeit nach dem Erscheinen der Kreinschen Monographie entstanden.
Hier ist vornehmlich die Theorie der stark stetigen Cosinus-Familien zu nennen, die erst durch
die fundamentalen Arbeiten von M. Sova im Jahre 1966 und durch weitere Ergebnisse des Ver-
fassers selbst in den Jahren 1967 und 1968 zu einem Abschluf gekommen ist.

Nicht behandelt werden Cauchy-Probleme fiir nichtlineare Differentialgleichungen jed-
weder Art. Wer erwartet, die mit der Einfihrung der maximal monotonen Operatoren durch
G. Minty im Jahre 1962 einsetzende und durch die Pionierarbeit von Y. Komura im Jahre 1967
entfachte rasante Entwicklung der nichtlinearen Operatorenhalbgruppen und der damit ver-
kniipften nichtlinearen Evolutionsgleichungen und -inklusionen in dem vorliegenden Buch
wiederzufinden, mag einigermaflen enttiuscht sein. Insofern bedarf der Titel des Buches einer
einschrinkenden Korrektur, etwa: Das Cauchy-Problem fiir abstrakte lineare Differentialglei-
chungen. Man wire auch nicht versucht, nach den klassischen Hadamardschen Resultaten zu
blattern.

Mit diesen Einschrinkungen wird das vorliegende Buch den Anspriichen an ein enzy-
klopédisches Werk durchaus gerecht. Sehr beeindruckend ist das iiber 100seitige Literaturver-
zeichnis. Die ca. 1720 Literaturhinweise liefern auch dem Experten iiber den weitestgehend
kanonischen Stoff des Buches hinaus eine wertvolle Hilfestellung bei der Erforschung spezifi-
scher Problemstellungen. Trotz der sorgfiltigen Quellenrecherchen des Verfassers und der sach-
gerechten Einbeziehung eines jeden Titels in den Textzusammenhang bleibt das Literaturver-
zeichnis hochstens bis zum Jahre 1978 einigermafien zuverlissig.

Das Buch richtet sich in erster Linie an den anwendungsorientierten Mathematiker,
den Physiker und den Ingenieur. Es kann eine gute Quelle sein bei der Suche nach effizienten
Losungsverfahren fiir spezielle Probleme der mathematischen Physik. Vom prospektiven Leser
werden lediglich die iiblichen Analysis-Grundkenntnisse sowie einige Vertrautheit mit dem
Lebesgueschen Integralbegriff und elementaren Tatsachen der Funktionalanalysis erwartet.
Spezielle Kenntnisse aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen werden nicht vor-
ausgesetzt; das Buch enthilt einen kompletten Abri der Sobolevraum-Theorie partieller Dif-
ferentialgleichungen. Der enzyklopddische Charakter wird durch einen reichhaltigen Index
unterstrichen; das Werk ‘ist wegen der sehr detaillierten Beweise und der sorgfiltig ausgearbei-
teten Beispiele auch als Lehrbuch fiir Studenten der Mathematik und Physik im Hauptstudium
brauchbar.

Das mit groflem Sachverstand geschriebene, durch ein Vorwort von F. E. Browder
erginzte und von Addison-Wesley hervorragend ausgestattete Buch sollte zum stindigen Instru-
mentarium eines jeden anwendungsorientierten Mathematikers gehoren.

Erlangen H. Grabmiiller
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Krasnosel’skii, M. A., Zabreiko, P. P., Geometrical Methods of Nonlinear Analysis
(Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Bd. 263), Berlin — Heidelberg — New York —
Tokyo: Springer Verlag 1984, XIX + 409 S., geb., DM 138,—

M. A. Krasnosel’skii hat viele Biicher zum Thema Nichtlineare Funktionalanalysis mit
Anwendungen auf Integral- und Differentialgleichungen geschrieben, mehr mit Kollektiven als
allein, insbesondere: Topological methods in the theory of nonlinear integral equations, Perga-
mon 1964 (kurz: ,,top methods*); Positive solutions of operator equations, Noordhoff 1964;
Plane vector fields, Acad. Press 1966; The operator of translation along trajectories of ODEs,
Amer. Math. Soc. 1968; Approximate solutions of operator equations, Noordhoff 1972. Von
den ,,top methods* haben viele Mathematiker in West und Ost gezehrt; sie sind seit langem
vergriffen.

Das neue Buch (Ubersetzung des russischen Originals von 1975) ist im wesentlichen
eine modernisierte Version dieses einfluireichen Werks; modernisiert soll heilen, dafl es auf
den Stand um 1970 gebracht wurde, von einigen Beitrigen der Autoren und ihrem Gefolge bis
1975 abgesehen. Es kann weitgehend als Ersatz fiir die genannten alten Biicher dienen; dadurch
erspart man sich langweilige Wiederholungen, die man in diesen zuhauf findet. Die Umkehrung
ist leider auch richtig: wer die alten kennt, hat von dem neuen nicht viel.

Was man findet ist Abbildungsgradtheorie in epischer Breite, endlichdimensional und
fiir kompakte Storungen der Identitdt in unendlichdimensionalen Raumen; aus heutiger Sicht
unbefriedigende Kapitelchen iiber Mengenkontraktionen, Fixpunkte, dissipative Operatoren,
mengenwertige Abbildungen und Niherungslésungen; noch immer Gutes iiber positive Losungen
und Verzweigung, Gebiete, in denen M. A. Krasnosel’skii Bahnbrechendes geleistet hat; viele
»weiche* Anwendungen. Wer sich anhand dieses Buches in das Gebiet einarbeiten oder Vorle-
sungen dariiber halten will, wird schnell erkennen, da8 die formal fehlenden Ubungsaufgaben
tatsichlich vorhanden sind: zu viele leichte Sitzchen sind zu Sitzen hochstilisiert, oft sogar zu
Kochrezepten, ,,Prinzipien* genannt. Vielleicht sollte man in diesem Punkt beriicksichtigen,
daB das Buch laut Vorwort auch fiir ,,mechanische* Ingenieure mit Interesse an qualitativer
Theorie gedacht ist; ernst gemeint bedeutet dies dann auch, da man mehr als die fiinf unschein-
baren Bildchen hitte malen konnen, noch dazu bei diesem Titel. Auch beziiglich des so wert-
losen Literaturverzeichnisses hitte allen Beteiligten in den neun Jahren seit der russischen Aus-
gabe etwas einfallen konnen.

Was man also kaufen kann ist ein historisches Werk eines Altmeisters der Nichtlinearen
Funktionalanalysis und seines schon ,,serienmifigen* Koautors, sogar ein billiges, bedenkt man
die sehr gute Ausstattung und die Zeit, die ein deutscher Professor (Ch. Fenske, Gieen) darauf
verwendet hat, es zu iibersetzen.

Paderborn K. Deimling

Biedenharn, L. C., Louck, J. D., Angular Momentum in Quantum Physics — Theory
and Application (Encyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 8), Reading, Mass.:
Addison-Wesley 1981, xxxii + 716 S., hardbound, $ 68.15

Biedenham, L. C., Louck, J. D., The Racah-Wigner Algebra in Quantum Theory
(Encyclopedia of Mathematics and its Applications, vol. 9), Reading, Mass.: Addison-Wesley
1981, XC + 534 S., hardbound, § 68.15

Diese beiden Binde der wohlbekannten Autoren miissen heute als das definitive Stan-
dardwerk iiber die Mathematik des quantentheoretischen Drehimpulses gelten. Dabei geht aus
der verwendeten Terminologie eindeutig hervor, daB sich das Werk in erster Linie an den Physi-
ker wendet, der die Theorie hier systematisch und ziemlich vollstindig entwickelt vorfindet.
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Die letzten Abschnitte jedes Kapitels bilden Anmerkungen von oft interessanten historischen
Details, Appendices und Literaturangaben. Fiir Ubersichtlichkeit ist durch Tabellen, Symbol-
liste, Autoren- und Sachverzeichnis gesorgt. VerliBlichkeit bei der Behandlung der ,beriichtig-
ten“ Phasenkonventionen scheint gegeben. Zur Orientierung sei zuniichst der Inhalt von Band 8
grob angegeben.

Teil I: 1.Einleitung, 2. Kinematik der Rotationen, 3. Standardbehandlung des Dreh-
impulses in der Quantenmechanik, 4. Theorie der Wendungen nach Hamilton, 5. Anwendung
des Bosonkalkiils auf die Theorie der Wendungen. 6. Bahndrehimpuls und Kugelfunktionen.

Teil II: Anwendungen. 1. Einleitung, 2. Grundprinzipien, 3. Zeemaneffekt, 4. Was-
serstoffatom, 5. Atomspektren, 6. Elektromagnetische Prozesse, 7. Drehimpulstechniken in der
Dichtematrixformulierung, 8. Winkelkorrelationen und -verteilungen bei Reaktionen, 9. Kern-
struktur, 10. Korperfeste Bezugssysteme, sphirischer Kreisel.

Die Kapitel 3 und 6 sind fiir den Anwendungsteil die wichtigsten. Die Abschnitte 4
und 5 bieten eine interessante, nicht in jedem Einfiihrungstext zu findende alternative Methode
die dann fiir den folgenden Band 9 von besonderer Bedeutung ist. Nicht Eingang gefunden hat
leider eine von Newman und Penrose angegebene wirkungsvolle Alternative zur Multipolent-
wicklung von Tensorfeldern, die Entwicklung nach Kugelfunktionen mit Spingewicht und der
praktische Operator ¥.

Dieses fiir den theoretischen und mathematischen Physiker duferst wichtige Werk
wird den abstrakten reinen Mathematiker vielleicht nicht so reizen, wenn er statt mit physika-
lischen Systemen eher mit Strukturen, Abbildungen, Morphismen etc. umzugehen gewshnt ist.
Fiir ihn ist hervorzuheben, da§ sich am Beginn von Band 9 eine 60 Seiten umfassende, vom be-
kannten Mathematiker G. Mackey verfate Einleitung befindet, die fiir beide Binde gemeint ist.
Er beschreibt erst die grundlegende mathematische Struktur der Quantenmechanik, sodann die
Formulierung und Rolle der Rotationsinvarianz in diesem Rahmen und schliefilich in mathema-
tisch abstrakter Sprache Begriffsbildung und Problemstellung der Theorie der ,,irreduziblen
Tensoroperatoren®.

Inhalt von Band 9: 1. Einleitung, 2. Algebraische Strukturen in Verbindung mit
Wigner- und Racah-Operatoren, 3. Kern-Eigenschaften und Struktursitze fiir die RW-Algebra,

4. W-Algebra als Algebra invarianter Operatoren. 5. Spezielle Themen (u. a.: Symmetrien in

der Quantenmechanik; Monopol-Harmonische und komplexe Linienbiindel; Unschirferelationen
fiir Drehimpulse; Verbindung zur projektiven Geometrie; Umkopplungstheorie und Graphen-
theorie).

Bei den genannten Algebren handelt es sich um Algebren von beschrinkten Operatoren
deren Matrixelemente die Wigner- bzw. Racah-Koeffizienten sind. Die Struktur dieser Algebren
erfaft die bekannten und neuen Eigenschaften der Koeffizienten systematisch und erschlieBt
neue Anwendungen. Die speziellen Themen stellen iiberraschende Querverbindungen zwischen
den Wigner- und Racah-Koeffizienten und verschiedenen anderen Gebieten der Physik und
Mathematik her. Es wire zu hoffen gewesen, dafl auch die originelle Penrosesche Idee der Spin-
Netzwerke Eingang gefunden hitte, doch liegt hierfiir anscheinend noch zu wenig zugingliches
Material vor.

B
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Wien H. Urbantke
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was primarily a refuge for mathematics. During the 1950s, the first director, W. Siiss,
set the unique atmosphere of the house which is today renowned around the world.

H. Kneser and Th. Schneider carried his work on. Under M. Barner, who has directed
the Institute since 1963, Oberwolfach has come to be a concept for mathematicians from
all over the world.
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neue Reihe

Mathematische Methoden
in der Technik

Herausgegeben von

Prof. Dr. rer. nat. Jiirgen Lehn, Technische Hochschule Darmstadt
Prof. Dr. rer. nat. Helmut Neunzert, Universitat Kaiserslautern

0. Univ.-Prof. Dr. rer. nat. Hansjorg Wacker, Universitit Linz

Die Texte dieser Reihe sollen die Anwender der Mathematik — insbesondere die
Ingenieure und Naturwissenschaftler in den Forschungs- und Entwicklungsabteilun-
gen und die Wirtschaftswissenschaftler in den Planungsabteilungen der Industrie —
iiber die fiir sie relevanten Methoden und Modelle der modernen Mathematik infor-
mieren. Es ist nicht beabsichtigt, geschlossene Theorien vollstindig darzustellen. Ziel
ist vielmehr die Aufbereitung mathematischer Forschungsergebnisse und darauf auf-
bauender Methoden in einer fiir den Anwender geeigneten Form: Erlduterung der
Begriffe und Ergebnisse mit moglichst elementaren Mitteln; Beweise mathematischer
Sitze, die bei der Herleitung und Begriindung von Methoden bendtigt werden, nur
dann, wenn sie zum Verstindnis unbedingt notwendig sind; ausfiihrliche Literatur-
hinweise; typische und praxisnahe Anwendungsbeispiele; Hinweise auf verschiedene
Anwendungsbereiche; iibersichtliche Gliederung, die ein ,,Springen in den Text“ er-
leichtert. Die Texte sollen Briicken schlagen von der mathematischen Forschung an
den Hochschulen zur mathematischen Arbeit in der Wirtschaft und durch geeignete
Interpretationen den Transfer mathematischer Forschungsergebnisse in die Praxis
erleichtern. Es soll auch versucht werden, den in der Hochschulforschung Titigen die
Wahrnehmung und Wiirdigung mathematischer Leistungen der Praxis zu ermdglichen.
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bei quasilinearen Problemen / Losung der diskretisierten Randwertprobleme Ax=>b:
Der lineare Fall. Klassische Verfahren und ihre modernen Varianten / Mehrgitter-
verfahren im linearen Fall / Iterationsverfahren im nichtlinearen Fall
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