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Numerische Approximation

R. Schaback, Gottingen

1.0 Einfithrung

1.1 Methodisches

Dieser Beitrag soll einen nicht allzu detaillierten und fiir Nichtspezialisten
leicht verstindlichen Uberblick iiber die Entwicklung und den aktuellen Stand im
Arbeitsgebiet ,,Numerische Approximation* geben. Deshalb wurden Teilbereiche
ausgegrenzt, deren Behandlung zu weit fithren wiirde, fiir die andere Ubersichts-
arbeiten vorliegen oder die in Lehrbiichern hinreichend abgehandelt sind. Von den
ilteren Ergebnissen wurden nur die fiir die Entwicklung des Gebietes wichtigsten
angegeben. Die Literaturhinweise sind nicht auf Vollstindigkeit angelegt; es geniigt,
wenn sie umfassend genug sind, dem Leser den Einstieg in das Gebiet zu erleich-
tern und teilweise die Historie des Gebiets zu verdeutlichen.
Leichte Verstindlichkeit ist dabei wichtiger als Vollstindigkeit; Hinweise auf
offene Probleme erscheinen fruchtbarer als detaillierte Schilderungen von bekann-
ten Resultaten.
Diverse Anregungen und Hinweise bei der Schlufiredaktion dieses Artikels gaben
Prof. Dr. L. Cromme und Dr. I. Diener. Die Schreibarbeiten am Literaturverzeich-
nis wurden von Frau I. Kerl-Layouni durchgefiihrt und die Plots wurden von
Herrn K. Konnecke fiir die Verdffentlichung hergerichtet. Die Schlufiredaktion
des Literaturverzeichnisses besorgten Frau G. Hansen-Schmidt und Herr J. Perske.
Ihnen allen mochte ich hiermit danken.

1.2 Historisches

Das Gebiet ,,Numerische Approximation* geht auf Carl Friedrich Gauf}
zuriick, der in seiner ,,Theoria motus corporum coelestium . . .“ [65] im Jahre
1809 die Methode der kleinsten Quadrate verwendete, um die Parameter der
Bahnen von Himmelskérpern numerisch so zu bestimmen, da} die Quadratsumme
der Abweichungen der theoretischen Bahndaten von den astronomischen Beob-
achtungsdaten moglichst klein wurde. Es handelt sich also um den ,,Ausgleich*
der Fehler bzw. die ,,Approximation* der Mef3daten durch die eines Modells.

Das von Gauf} verwendete Verfahren reduziert das allgemeine nichtlineare Aus-
gleichsproblem auf eine Folge linearer Ausgleichsprobleme; da die Linearisierungs-
strategie auch Grundlage des Newton-Verfahrens zur Bestimmung von Nullstellen
nichtlinearer Funktionen ist, wird es heute als Gauf3-Newton-Verfahren bezeichnet.
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Die lineare Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate stammt
in ihren Anfingen von Gauf selbst.

Seit GauR’ Zeiten werden also numerische Approximationsverfahren verwendet,
aber erst in den letzten fiinfzig Jahren wurden mathematische Untersuchungen
iiber das Verhalten solcher Verfahren angestellt. Selbst das Gau-Newton-Ver-
fahren kann keineswegs als vollstindig erforscht bezeichnet werden, wie dieser
Beitrag noch zeigen wird.

Der weite Anwendungsbereich numerischer Verfahren zur Approximation liegt
auf der Hand: immer dann, wenn deterministische mathematische Modell vorlie-
gen, deren Parameter man nicht oder nur niherungsweise kennt, fiihrt die Kon-
frontation eines solchen Modells mit experimentellen Daten zu einem (im allge-
meinen nichtlinearen und nicht direkt auflésbaren) Ausgleichsproblem. In Anwen-
derkreisen verwendet man auch den Namen ,,Fitting*‘.

2.0 Grundlagen

2.1 Bezeichnungen

Es seien X und Y normierte Vektorrdume iiber den reellen Zahlen R.
Ferner gelte

fEXDV=FA)<ACY

mit einer Fréchet-differenzierbaren Abbildung F auf einer offenen Teilmenge A
von Y. Der iibliche Sprachgebrauch fait F als Modell auf, das zu Parametern

a € A Modelldaten F(a) produziert, die mit gegebenen Daten f konfrontiert wer-
den sollen. Das Bild V = F(A) wird die iiber A durch F parametrisierte ,»Approxi-
mationsfamilie* genannt.

Typische Fille fiir die in der numerischen Approximation auftretenden ,,Funk-
tionenrdume** X sind:

X=R", (,,diskrete Approximation*‘)
X = Ly(T), T kompakt, L,-Norm (,,Methode der kl. Quadrate*®)
X = C(T), T kompakt, Supremumsnorm (,,Tschebyscheff-Approximation®).

Zwecks Vereinfachung der Bezeichnungsweise werden wir stets X = C(T) mit kom-
paktem T im R? annehmen. Ferner ist in der Regel Y = R* mit k > 1.

Ist T der Abschluf eines Gebiets im R¢ (evtl. mit d = 2), so spricht man von
,,kontinuierlicher Approximation*‘.

2.2 Das Approximationsproblem
Dieses besteht darin, einen Parametervektor a* aus A zu finden mit
[lf=F@*)|| = inf ||f—F()ll.

aEA

Man nennt dann a* bzw. F(a*) eine ,,beste* Approximation von f beziiglich F
in der Norm || . || und bezeichnet f — F(a) fiir beliebiges a € A als ,,Fehlerfunk-
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tion*. Dieser Name leitet sich vom Fall X = C(T) mit nicht-endlichem T her.

Ist V ein linearer Raum, so heifst das Approximationsproblem linear.

Im Prinzip besteht also ein Approximationsproblem darin, zu f einen Punkt kiir-
zesten Abstandes auf F(A) zu bestimmen. Ferner ist ein Approximationsproblem
ein Optimierungsproblem mit einer speziellen Struktur. Die Situation fiir die
L,-Norm veranschaulicht Bild 1.

F(-".") F(¢) =

=@) —1<y<1

—m2<e<n2

(sin (]

cos ¢

0: keine beste App.
0: oo viele beste App.
0: genau eine beste App.

Bild 1
-0.5 Nichtlineare Approximation
in der L,-Norm

Wie bei fast jedem mathematischen Problem stellen sich die Fragen nach Existenz,
Eindeutigkeit und Charakterisierung der Losung sowie nach ihrer stetigen Abhin-
gigkeit von den Daten des Problems, hier vornehmlich von den Daten f und der
Familie F.

2.3 Approximationsfamilien
Approximiert wird hdufig mit folgenden Mengen V:
V=Py-; Raum der Polynome vom Grad < k mit reellen Koeffizienten

V =R%(T) Raum der rationalen Funktionen mit Zihlergrad héchstens £
und Nennergrad hochstens m und positivem Nenner im Defi-
nitionsbereich T.

Die Parametrisierungen dieser Mengen sind einfach.
Fiir die hdufig vorkommenden Exponentialsummen gibt es mehrere Darstellungs-
formen; die einfachsten sind

n
¢)) V=Ej}:= [ Y. aexp (x)la, z; reell

i=1

n
_Zl a; exp (zx)[a; = 0, z; reell
i=

Q) \"% = E} :=

Die grofite Exponentialsummenfamilie ist die Menge Eg aus allen reellen Losungen
von linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten reellen Koef-
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fizienten. Diese enthalt Sinus- und Cosinusfunktionen mit beliebig hohen Frequen-
zen; da das zu den unten genauer beschriebenen approximationstheoretischen
Komplikationen fithrt und man aus spiter deutlich werdenden Griinden nicht mit
o arbeiten kann, betrachtet man die Teilmenge E} der Funktionen aus E&, die
eine lineare Differentialgleichung 16sen, deren charakteristisches Polynom rein
reelle Wurzeln hat.
Bei allen Exponentialsummenfamilien gilt k = 2n und die Parametrisierungen sind
nicht immer naheliegend. Wir werden die Exponentialsummen spéter noch griind-
licher als Modellfall behandeln.
Die typische Struktur der Exponentialsummen, aus Linearkombinationen von
Funktionen der Form +(t, x) mit endlich vielen festen t zu bestehen (hier:
¥(t, x) = exp (tx)), fithrt auf die sogenannten Gamma-Polynome (Hobby und Rice
[80], de Boor [11], Braess [16], [19], [24], [25]).
Weitere Familien, die wir hier aber aus Platzgriinden nicht niher behandeln, sind
aus der Klasse der ,,Spline-Funktionen*, den verallgemeinerten Polygonziigen.
Spline-Funktionen wurden zuerst approximationstheoretisch untersucht von
Schumaker [150], [151] und Braess [15]. Numerische Methoden wurden zuerst
von Esch und Eastman behandelt [61].
Rationale Spline-Funktionen finden sich zuerst in [135]; die Approximation mit
solchen Funktionen wurde u. a. von Werner und Braess untersucht ([170], [26],
[137] und Ubersichten in [172], [173] und [174]).

2.4 Kritische Punkte

Aus der Veranschaulichung des Approximationsproblems (vgl. Bild 1)
ergibt sich sofort, daf man keineswegs immer mit Existenz und Eindeutigkeit
rechnen kann.

Wie bei simplen Minimierungsaufgaben fiir reelle Funktionen kann es lokale

und globale Minima, Maxima und Sattelpunkte geben; diese sind dort charakteri-
siert durch das Verschwinden der ersten Ableitung. In der Approximation heifien
solche Stellen , kritische Punkte‘; diese sind definiert als Stellen a bzw. F(2), in
denen die Null die beste Approximation an die Fehlerfunktion beziiglich des Tan-
gentialraums ist, d. h.

3) If=F(a)ll= inf [If—F(3)-F'(3;b)ll

bEY
wobei mit F'(a; b) die Fréchet-Ableitung von F an der Stelle a in Richtung b
bezeichnet sei (vgl. Bild 2).

2.5 Linearisierung

Aus der obigen Definition kritischer Punkte ergibt sich auch die der
Linearisierung eines Approximationsproblems; an der Stelle 3 ist

Minimiere ||f — F(2) — F'(a; b)|| iberb €Y

das in 2 linearisierte Problem. Es entspricht der Losung des Approximations-
problems beziiglich der Daten f im affin-linearen Tangentialraum F(a) + F'(a; -)
bzw. beziiglich des Fehlers f — F(a) im Raum F'(a; -).
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Bild 2 Kritische Punkte

2.6 Fehlerabschitzungen

Da man in der Praxis nie die Optimallésung a* kennt, sondern bestenfalls
eine Naherung 3, ist man an Fehlerabschitzungen interessiert; diese konnen die
Parameter selbst, die reproduzierten Daten oder die Gesamtfehler betreffen und
haben daher in absteigendem Schwierigkeitsgrad die Form

) lla* -3l <e,

(5) IF@a*) - F@)ll <e,

6) NIf=F@I-If-F@*l<es

Die Herleitung solcher Abschitzungen ist im nichtlinearen Fall ein noch weit-
gehend brachliegendes Feld. Ansitze im linearen Fall sind in [37], [134], [140],
[141] zu finden.

2.7 Eingrenzungen
In diesem Beitrag miissen wir uns aus Platzgriinden einschrinken und einige
wichtige Teile des Problemkreises ignorieren:

— die Dichtheitsfragen (Sitze vom Weierstra3-Typ: wann liegt F(A) dicht in X?)
und

— die Approximation in Vektorrdumen iiber C (,,komplexe Approximation®),
— die asymptotischen Probleme.

Letztere betrachten den Grenziibergang k — oo, wenn A von k abhingig gemacht
wird; typische Fille sind quantitative Weierstra3-Sitze: wie gut lassen sich
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C"[0, 1]-Funktionen durch Polynome vom Grade < k approximieren und wie ver-
hilt sich der Approximationsfehler fiir k = oo?

3.0 Beispiele

3.1 Beispiel 1: Tangensberechnung

Wenn man in elektronischen Rechenanlagen eine einfache Formel fiir die
Berechnung von tan x haben will, so kann man wegen der iiblichen Eigenschaften
von Tangens und Cotangens zuerst das zu betrachtende Intervall auf [0, m/4]
einschrinken und dort einen Ansatz der Form

T(x) = x * R(x?)
mit einer rationalen Funktion R machen. Nach [175] liefert
R(z) =—2,870651444020758/(—2,874394202928046 + z)

einen maximalen relativen Fehler von 0,0013.

0.0013
o _________________________________
~0.00131
T
0 T,

Bild 3 Fehlerfunktion der Tangensapproximation

Ahnliche Approximationen finden sich in den heutigen Digitalrechnern fiir alle
gingigen Funktionen. Typisch ist dabei die Intervallreduktion durch Funktional-
gleichungen und nachfolgende rationale Approximation. Da man eine moglichst
kleine gleichmifige Schranke haben will, wird in der Supremumsnorm approxi-
miert (Tschebyscheff-Approximation).

3.2 Beispiel 2: Parametrische Methoden

Bei Randwertaufgaben fiir partielle Differentialgleichungen, deren Ldsun-
gen einem Maximumprinzip geniigen, kann man einen parametrischen Ansatz mit
Funktionen machen, die die Differentialgleichung im Innern des Gebiets 16sen.
Dann bestimmt man die Parameter so, da die vorgegebenen Randwerte durch die
Randwerte des Ansatzes in der Supremumsnorm méglichst gut approximiert wer-
den. Erreicht man einen kleinen Randfehler e, so ist dieser nach dem Maximum-
prinzip auch eine Fehlerschranke im ganzen Gebiet.

Man erreicht so eine Reduktion eines analytischen Problems auf ein Approxima-
tionsproblem, und zwar gleichzeitig unter Riickgang der Problemdimension um 1.
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Um spiter einige typische Dinge erldutern zu konnen, entnehmen wir dem Buch

von Collatz und Krabs [39] das folgende Beispiel:
Fiir (x,y) €B :=[0, 1] x [0, 1] und t > 0 sei eine Losung u(x, y, t) der Wirmelei-

tungsgleichung
Uy + Uyy = U,

gesucht, die Anfangswerte und Randwerte
u(x,y,0) =x(1-x)y(1-y) ((x,y) E€B)
ux,y,t)=0 ((x,y)€0B,t>0)

annimmt. Der Losungsansatz verwendet zweckmafigerweise als Funktionen der
Ortskoordinaten

Smn(X, ¥) = sin (mmx) sin (n7my)
und setzt
Upn(X, ¥, t) = Sma(X, ¥) exp (—t7%(m? + n?)).
Mit Ausnutzung der Symmetrie kann man den vierdimensionalen Ansatz
a;Sy; +a5(Sy3 + S31) + 3833 +a4(Sy5 + Ssy)
machen und erhilt den Maximalfehler 0,0003 im gesamten Gebiet B x [0, o0) mit
a; =0,066581 a,=0,002503 a;=0,000086 a4=0,000559.
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Bild 4 Fehlerfunktion zu Beispiel 2
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3.3 Beispiel 3: Inverse Probleme

Ein Problem heifit ,,invers*, wenn es die Umkehrung eines Standard-
problems ist und die Bestimmung gewisser beim Standardproblem bekannter
Daten erfordert. Typisch ist die Bestimmung unbekannter Koeffizienten von
Differentialgleichungen aus beobachteten Losungen. Das ,,Standardproblem*
ist das Losen der Differentialgleichung bei bekannten Koeffizienten; das inverse
Problem versucht, bei bekannter Losung die Koeffizienten zu bestimmen. Nor-
malerweise ist das inverse Problem in seiner Grundform mathematisch gar nicht
l16sbar; erst durch parametrische Ansidtze und Approximationsverfahren kann man
dem Problem zu Leibe riicken.

Ein typisches Beispiel dieser Art tritt in der Seismik auf: es werden kiinstlich
hergestellte Wellenphinomene beobachtet, um auf die Materieeigenschaften im
Inneren der Erde zuriickschliefien zu konnen. Sind etwa r(z) die Gesteinsdichte
und m(z) die Elastizitit in der Tiefe z, so gilt (vgl. Bamberger, Chavent und
Lailly [3]) die hyperbolische Gleichung

1(2)yy —(m(2)y,), =0 (z>0,t>0),

wobei m und r unbekannt sind und nur Beobachtungen fiir z = 0, d. h. an der
Erdoberflache vorliegen.

Besonders unangenehm sind die fehlenden Glitteeigenschaften: die Anfangsdaten
stammen von Explosionen her und die Gesteinseigenschaften dndern sich sprung-
haft wegen der geologischen Schichtung. Auflerdem konnen r und m nicht beide
aus den Daten bestimmt werden, wie man aus den Transformationseigenschaften
der Gleichung erkennt.

Man macht daher fiir r und m geeignete parametrisierte Ansitze aus stiickweise
konstanten Funktionen und versucht, die Losungen der Wellengleichung durch
Variation der Parameter an die Beobachtungsdaten anzugleichen.

Die mathematische Begriindung eines solchen Vorgehens kann im Einzelfall sehr
kompliziert sein (vgl. [3]) und die Erarbeitung weitergehender analytischer Grund-
fragen beinhalten. Man erhilt aber in vielen Fallen wieder ein numerisches Appro-
ximationsproblem. Daraus erwachsen stets neuartige Approximationsaufgaben,
die das Gebiet weiter vorantreiben.

4.0 Lineare Approximation in L,

4.1 Theoretische Grundlagen

Im Falle der euklidischen Norm ist klar (vgl. Bild 2), dafy der optimale
Distanzvektor senkrecht auf dem Raum V stehen muf:

f-F@*)LF(A)=V.

Da F hier linear ist, kann man F(a) = Ca mit einer N x k-Matrix C schreiben und
erhilt die Gauflschen Normalgleichungen

) CTCa* = CTf.
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Deren eindeutige Aufldsung ist genau dann moglich, wenn kein Rangverlust auf-
tritt (d. h. Rang (C) = k). Im allgemeinen Fall schreibt man heutzutage einfach

a*=CIf

mit der Pseudoinversen C* von C. Dies entspricht der Auswahl derjenigen Losung
von (7), die minimale Norm hat und dadurch eindeutig bestimmt ist.

4.2 Numerik der Normalgleichungen

Der klassische Ansatz von Gauf zur Lésung des linearen Ausgleichspro-
blems mit einer N x k-Matrix C und F(a) = Ca besteht darin, die Normalgleichun-
gen direkt aufzulosen.

Leider tritt hiufig der Fall ein, daf die Bildung der Normalmatrix zu Rundungs-
fehlern fiihrt, die das Ergebnis stark verfialschen konnen (vgl. [155], S. 176). Des-
halb greift man heute zu anderen Methoden.

4.3 Orthogonalisierungsverfahren

Da die euklidische Norm unter Orthogonaltransformationen invariant
ist, kann man das Problem mit Orthogonalmatrizen Q so transformieren, da3 C
in eine Matrix iibergeht, deren erste k Zeilen eine obere Dreiecksmatrix R bilden
und deren untere N-k Zeilen verschwinden:

I —Call = |Qf — QCall* = lg— Ral* + |h = O[>

Dabei ist Qf in zwei Anteile g und h der Linge k bzw. N-k zerlegt worden. Jetzt
16st man (wenn Rang (C) = Rang (R) =k gilt) das System

Ra=g

auf und hat die Norm von h als Approximationsfehler.
Diese Losungsmethode wird mit Orthogonaltransformationen nach Householder
realisiert (Businger und Golub [31]) und hat deutliche Stabilitdtsvorteile.

4.4 Fehlerabschitzungen

Liegt kein Rangverlust vor, so ist die Fehlerabschidtzung beim linearen Aus-
gleichsproblem nicht besonders schwierig (vgl. Sautter [134] sowie [141]).
Alle bendtigten Daten lassen sich numerisch gewinnen.
Bei Rangverlust kann man bestenfalls eine Abschidtzung vom Typ (5) erreichen.
Eine Fehlerabschitzung der normminimalen Loésung erfordert eine Storungstheorie

der Pseudoinversen. Niheres hierzu neben etlichen Literaturhinweisen findet man
in [134] und bei Deuflhard-Sautter [59].

5.0 Lineare Tschebyscheff-Approximation

5.1 Alternation

Im Falle der linearen L,-Approximation hat man durch die Orthogonalitit
ein einfaches Kriterium fiir beste Approximationen. Gleichzeitig ist die Eindeutig-
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keit aus einer einfachen Rangvoraussetzung zu erschlieffien. Bei der Tschebyscheff-
Approximation liegen die Dinge nicht so einfach. Es tritt die ,,Alternation* an die
Stelle der Orthogonalitat [158]:

Satz. Jedes f € C[a, b] besitzt genau eine beste Approximation p* aus dem
Polynomraum Py _,. Ferner gibt es k + 1 Punkte

te<t; <...<tyE|[a,b]

mit der ,,Alternationseigenschaft
(f—p*)(t;) =s(-1Y(If - p*l..,

wobei s = +1 oder —1 gilt.

Man bezeichnet dann die Menge
S:i={ty, ...t}

als Alternante. In Bild 3 und Bild 4 kann man die Alternation deutlich erkennen;
die Hohenlinien zu Bild 4 enthilt Bild 5, das zusdtzlich noch die ungefihre Lage
der Alternationspunkte zeigt.

Bild §
Hohenlinien zur Fehler-
funktion von Bild 4

Allgemeinere Funktionenrdaume F(A) hat Kirchberger [87] im Jahre 1903 behan-
delt. Die Alternationseigenschaft gilt auch dann:

Satz. Im Falle dim (V) = k gibt es zu jeder besten Approximation v* zu
f € X\V eine Punktmenge S C T mit hichstens k + 1 Elementen und eine Vor-
zeichenverteilung s : S~ {—1, 1} mit

E-v)O) =s®lIf-v*l.  (tES).

Fiir unser Beispiel 2 wiirde man 5 solcher Punkte erwarten; es gibt aber sogar 21
davon, wie Bild 5 zeigt. Bei Beriicksichtigung der Symmetrie sieht man aber, dafy
im Prinzip nur fiinf wesentlich verschiedene Punkte vorliegen.
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5.2 Eindeutigkeit

Statt der Rangvoraussetzung im L,-Fall ist zur Eindeutigkeit hier eine
Bedingung notig, die schwieriger zu priifen ist und nach Haar [71] notwendig
und hinreichend fiir Eindeutigkeit ist:

Satz. V C C|a, b] sei k-dimensional. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
1) Jedes f € C|a, b] hat genau eine beste Approximation beziiglich V.
2) Jedes v aus V\{O} hat héchstens k — 1 Nullstellen in [a, b], wobei Nullstellen
ohne Zeichenwechsel doppelt zihlen.

Man bezeichnet 2) als Haarsche Bedingung. Diese ist leider nach einem Satz von
Mairhuber [101] fir mehrdimensionale Grundgebiete nie erfiillt:

Satz. Erfiilit V C C(T) mit dim (V) = k > | die Haarsche Bedingung, so ist
T hombomorph zu einer Teilmenge des Einheitskreisrandes.

Dieser Effekt ist fir mehrdimensionale Aufgaben, wie sie etwa bei inversen Pro-
blemen und bei parametrischen Verfahren zur Losung von partiellen Differential-
gleichungen auftreten, sehr hinderlich, denn die Nichteindeutigkeit hat unange-
nehme Konsequenzen fiir die Numerik. Insbesondere ist bei dem obigen Beispiel
nicht klar, ob die Lésung eindeutig ist.

5.3 H-Mengen

Abhilfe schafft in begrenztem Umfang das Konzept der H-Mengen nach
Collatz [37]: )

Satz. Ist vE€ V = F(A) C C(T) ein Element, das mit Vorzeichen s =—1
oder +1 gemdp

=) =slf-vlile (1<j<m)

im m paarweise verschiedenen Punkten t; aus T alterniert, und gibt es kein
wE V mit

sgn (w(tj))=s; (1<j<m),
so ist v eindeutig beste Approximation an f.

Eine Menge H von m Punkten mit der obigen Eigenschaft nennt man dann
H-Menge beziiglich V und T. Es 148t sich relativ leicht bestitigen, daf in unserem
Beispiel eine H-Menge vorliegt.

Der Nutzen der Collatzschen H-Mengen liegt darin, daf sie fiir spezielle f anwend-
bar sind, wahrend die haufig nicht erfiillte Haarsche Bedingung die Eindeutigkeit
fur alle f sichert.

5.4 Starke Eindeutigkeit und Fehlerabschitzungen

Im Fall der Haarschen Bedingung ist beweisbar, daf fiir alle Kandidaten ¥
fiir eine beste Approximation v* die auf de la Vallée-Poussin [94] zuriickgehende
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Abschitzung
8) If = v*|| = min E-¥ps; (A<j<m)
]

gilt, die eine Abschitzung (6) erlaubt. Dabei haben wir die obigen Bezeichnungen
der Alternante verwendet.
Dariiber hinaus gibt es (vgl. z. B. [35]) eine Konstante ¢ > 0 mit

9)  clIV=v*I<If=VI=lIf—v*|

und diese Eigenschaft von v*, f und F heifit starke Eindeutigkeit. Sie impliziert
eine Fehlerabschitzung vom Typ (5) und erlaubt auch (4), wenn kein Rangverlust
vorliegt. Wihrend in (8) nur numerisch zugingliche Grofien auftreten, hat man in
(9) die Konstante ¢ zu bestimmen. Unter Verwendung Collatzscher H-Mengen und
einer Idee von Blatt und Klotz [9] wird in [140] dargestellt, wie man dies praktisch
durchfithren kann.

5.5 Remez-Algorithmus

Die numerische Losung des linearen Tschebyscheff-Approximationspro-
blems kann bei erfiillter Haarscher Bedingung durch das Verfahren von Remez
([127], [128]) erfolgen. Dabei wird fiir dim (V) = k eine Folge von (k + 1)-punkti-
gen Teilmengen (,,Referenzen‘) von T erzeugt. Auf solchen kann das eingeschrénkte
Approximationsproblem durch Interpolation geldst werden. Der Ubergang von
einer Referenz S zur folgenden geschieht durch Punktaustausch: man untersucht
die beziiglich S gebildete Approximierende F(a) auf Extrema beziiglich T. Gilt

If—F@lls =1If-F@)lr

so ist man fertig. Andernfalls tausche man den Extremalpunkt t* € T\S von
f — F(a) auf T gegen einen Punkt aus S so aus, daf die Vorzeichenverteilung
nicht gestort wird (das fithren wir hier nicht genauer aus). Dann gilt (vgl. z. B.
[351,[167]):

Satz. Der Algorithmus von Remez konvergiert linear und die Folge der
Referenzen konvergiert gegen eine Alternante.

Die klassischen Arbeiten zu diesem Problemkreis sind nach Remez die von Stiefel
([153], [154]). Unter Zusatzvoraussetzungen an f und F folgt nach Veidinger
sogar quadratische Konvergenz ([159], vgl. auch [106]).

Der Remez-Algorithmus wurde bei nicht erfiillter Haarscher Bedingung von diver-
sen Autoren verallgemeinert (vgl. Bittner [8], Topfer [157], Schifer [145],
Laurent [92], Carasso [32], Carasso und Laurent [33] und Watson [162], [164]).
Dabei tritt im allgemeinen eine Rekursion auf, die es erzwingt, diverse ,,innere*
Approximationsprobleme vollstindig zu 16sen. Leider aber zeigt die Erfahrung,
daB im kontinuierlichen Fall die Suche nach Extrema der Fehlerfunktion den
grofiten Aufwand beim Remez-Algorithmus darstellt. Denn dieses ist ein globales
Optimierungsproblem und man muf es gegen Ende des Verfahrens so griindlich
16sen, daR® mit Sicherheit kein Extremum iibersehen worden ist.

Deshalb ist bei mehrdimensionalen kontinuierlichen Problemen die Anwendung
des verallgemeinerten Remez-Algorithmus problematisch.
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5.6 Lineare und semi-infinite Optimierung

Das lineare Tschebyscheff-Approximationsproblem bei nicht erfiillter
Haarscher Bedingung ist wegen seiner potentiellen Uneindeutigkeit numerisch
nicht einfach zu losen. Der direkte Zugang schreibt nach Kelley [86] das Problem
als lineare Optimierungsaufgabe:

Minimiere n unter den Nebenbedingungen

(10) —n<E-F@)Yt)<n (ET

bei variablem a € A. Im diskreten Falle hat (10) nur endlich viele Nebenbedin-
gungen und ist durch das Simplexverfahren der linearen Optimierung in endlich
vielen Schritten auflsbar (vgl. z. B. [38] und [6] sowie [143] zur effizienten
Behandlung des Verfahrens).

Da das Simplexverfahren im allgemeinen und bei Tschebyscheff-Approximations-
aufgaben im besonderen unter Stabilititsproblemen leidet, wurden von Bartels
und Golub [7] und Cromme ([48], [51]) Stabilisierungsversuche unternommen.
Eine vergleichende Untersuchung beziiglich Stabilitit und Rechenzeit steht hierzu
noch aus.

Im kontinuierlichen Fall liegt ein semi-infinites Problem vor; hierzu enthalten die
Monographien von Glashoff und Gustavson [68] sowie von Hettich und Zencke
[79] viel Material. Auch hier gilt das oben iiber den Aufwand bei der globalen
Suche nach Extrema der Fehlerfunktion Gesagte.

Deshalb scheinen Zweiphasen-Verfahren giinstiger: man 16st erst ein diskretes
Problem, stellt dessen Alternationseigenschaften fest und startet dann ein New-
ton-Verfahren. Dieser Verfahrenstyp wurde von Hettich genauer untersucht
([771, (78], [79]). Das Newton-Verfahren wird im folgenden Abschnitt behandelt.

5.7 Newton-Verfahren

Hier formuliert man die Alternationseigenschaft als nichtlineares Glei-
chungssystem fiir die Koeffizienten und die Alternationspunkte. Dabei ist die
Vorzeichenverteilung und die Punktezahl fest vorzugeben. Dann kann man das
Newton-Verfahren auf dieses Gleichungssystem anwenden und profitiert von des-
sen guten Konvergenzeigenschaften, wenn man hinreichend glatte Daten f und F
hat.

Dieses Vorgehen wurde von Murnaghan und Wrench [112], Cheney und Goldstein
[34] und Wetterling [177] untersucht und danach von diversen Autoren ausgebaut.
Eine Ubersicht findet sich bei Hettich und Zencke [79] und wird deshalb hier
nicht gegeben.

5.8 Andere Methoden

In neuerer Zeit sind auch andere direkte Verfahren zur Losung des linearen
Tschebyscheff-Approximationsproblems angegeben worden. Die direkten Abstiegs-
verfahren auf Basis des Kolmogoroffschen Kriteriums entsprechen der Methode
des steilsten Abstiegs in der Optimierung; sie wurden u. a. von Krabs [88], Gut-
knecht [69] und Schultz [149] behandelt und von Gutknecht auf den nichtlinea-
ren Fall erweitert [70].
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Eine weitere Methode geht auf Polya [121] zuriick; hier wird die beste Tscheby-
scheff-Approximation als Limes einer Folge bester L,-Approximationen fiir p
gegen Unendlich berechnet. Neuere Literatur hierzu ist [63] und [85].

Besonders wegen der vielfdltigen Anwendungen auf parametrische und inverse
Probleme bei Differentialgleichungen ist die Erarbeitung von sehr effizienten und
stabilen Losungsmethoden fiir das diskrete und das kontinuierliche lineare Tscheby-
scheff-Approximationsproblem dringlich. Es ist durchaus denkbar, daf dann eine
ernstzunehmende Konkurrenz fiir die Methode der finiten Elemente entstiinde.
Leider sind bislang alle Ansidtze noch nicht effizient und stabil genug; aufierdem
fehlt es an allgemeinen numerischen Testergebnissen, die eine Bewertung der Ver-
fahrensklassen ermoglichen.

6.0  Nichtlineare Approximation: Theorie

6.1 Existenzfragen

In der Regel begniigt man sich in der numerischen Approximation mit
einer axiomatischen Voraussetzung, die die Existenz einer besten Approximation
sichert. Entweder man setzt unrealistischerweise einfach F(A) als abgeschlossen
voraus oder man fordert Kompaktheit der Niveaumenge

(11) M@):={a€A|lIf-F@)I <|f-F@l}.

Dies setzt man fiir eine gegebene Startapproximation a voraus und richtet die Ver-
fahren so ein, daf sie M(3) nicht verlassen. Leider ist in der Regel keineswegs klar,
ob diese Voraussetzung bei praktischen Problemen erfillt ist.

Als Beispiel werden wir hier und im folgenden die Exponentialsummen behandeln.
Wenn man etwa Ej betrachtet, so kann man fiir n > 1 keineswegs Existenz bester
Approximationen oder die Kompaktheit von Niveaumengen erwarten. Denn die
Funktion f(x) = x ist beliebig gut durch die Funktionen

(exp (+hx) —exp (—hx))/2h fiir kleine reelle h

approximierbar, und der Grenzwert dieser Funktionenfolge liegt nicht in E§. Man
hat also einen Abschluf} zu bilden, der solche Grenzwerte zulidfit; dieses erfiillt
ER. In der Tat ist dann die Existenz bester Approximationen im Falle T = [a, b]
beweisbar (vgl. Werner [168], Schmidt [146], [147], Kammler [81] und Collatz-
Krabs [39] nach Rice [130]).

Im diskreten Fall sind keine Existenzaussagen zu erwarten [130]; dennoch werden
durch Anforderungen aus der Praxis viele diskrete Approximationsaufgaben mit
Exponentialsummen gestellt und erfolgreich numerisch gelost.

Zur Charakterisierung und zur Numerik der Approximation mit Exponential-
summen verweisen wir noch auf Braess ([13], [14] und die Ubersichten in [18]
und [25]) sowie auf Kammler ([82], [83]) und McGlinn [104]. Numerische Pro-
bleme dieser Art werden auch in [10], [131], [139] behandelt. Die Bibliographie
von Kammler und McGlinn [84] enthilt die Literatur vor 1978 und insbesondere
eine grofe Zahl von Anwendungen der Exponentialapproximation.
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6.2 Eindeutigkeit

Die obige Erweiterung einer Funktionenfamilie zwecks Erzielung von
Existenzsitzen fithrt im Falle der Tschebyscheff-Approximation mit Exponential-
summen leider zur Uneindeutigkeit bester Approximationen (Braess [12], [13],
[14]). Die urspriingliche Familie E§ hat Eindeutigkeit [130] und keine Existenz,
wihrend der Abschluf ER Existenz, aber keine Eindeutigkeit bester Approxima-
tionen hat.

Die Familie der rationalen Funktionen hat im Falle der Tschebyscheff-Approxi-
mation auf Intervallen noch Eindeutigkeit.

Im Falle der L,-Norm ist die Uneindeutigkeit schon bei den rationalen Funktio-
nen vorhanden (vgl. Spief [152], Lamprecht [91] und Braess [22], [23]).

So entsteht das Problem, alle (evtl. nur lokal) besten Approximationen zu berech-
nen oder.zumindest deren Anzahl abzuschitzen (,,Anzahlproblem‘‘). Darauf wer-
den wir unten noch genauer eingehen.

6.3 Charakterisierung

Die Mengen Eg, Ef und Eg erlauben Charakterisierungen bester oder lokal
bester Approximationen (vgl. Braess [12], [13], [14], Werner [169] und Kammler
[82]) durch Alternationsaussagen inklusive Vorzeichenbedingungen. Ahnliche
Charakterisierungen lassen sich im Tschebyscheff-Fall auch allgemein geben
(vgl. Meinardus-Schwedt [108], Brosowski-Wegmann [29] und Braess [20] fiir eine
Ubersicht).

Alternationskriterien fiir Eindeutigkeit und starke Eindeutigkeit finden sich in
[138].

Fiir die Menge Eg ist aber beispielsweise keine befriedigende Charakterisierungs-
aussage fiir beste Approximationen bekannt.

6.4 Anzahlprobleme

In der Regel (vgl. Bild 2) liegen viele lokal beste Approximationen vor.
Keineswegs ist klar, welche davon globale Optima darstellen und wieviele Optima
es liberhaupt gibt. Dennoch will der Anwender die global beste Approximation
geliefert bekommen. Deshalb ist es fiir die Theorie zunichst von Wichtigkeit, wie-
viele lokal beste Approximationen es geben kann.

Hier steht die Forschung (abgesehen von der Tschebyscheff-Approximation mit
Exponentialsummen und verwandten Familien, die von Braess weitgehend unter-
sucht worden sind ([16], [17],[18], [19], [21], [23], [24], [25]) noch in den
Kinderschuhen.

Im genannten Falle weil man, daB es zu jedem f nur endlich viele lokal beste
Approximationen geben kann, und zwar h6chstens n! im Falle ER. Diese lassen
sich charakterisieren durch Alternationsbedingungen und sukzessive berechnen.
Die Abschitzung der Anzahl durch n! nach oben wurde erginzt durch eine mit n
exponentiell wachsende Abschidtzung nach unten fiir spezielle f (Verfiirth [160]).
Wesentlich schlimmer noch ist die Situation bei der L,-Approximation. Hier
wurde fiir die rationale Approximation von Wolfe ([178], vgl. auch [1]) bewie-
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sen, daf die Anzahl der lokal besten Approximationen nicht nur von F, sondern
auch von f abhingt und prinzipiell nicht a priori beschrinkt werden kann.

Die Ergebnisse von Wolfe wurden von Diener [60] auf allgemeinere Funktionen-
klassen erweitert; sie scheinen den typischen Normalfall bei nichtlinearer L,-Ap-
proximation darzustellen. Ob es eine Funktion f gibt, die sogar unendlich viele
lokal beste Approximationen hat, ist bis heute unklar. Von Braess [22] und
Diener [60] stammen hinreichende Kriterien fiir die Endlichkeit der Anzahl lokal
bester Approximationen.

Beim Anzahlproblem ist eine engere Zusammenarbeit zwischen reiner und ange-
wandter Mathematik notig; die bisher aus der Topologie bekannten Methoden
(z. B. Morse-Theorie, Ljusternik-Schnirelmann-Theorie) erlauben keine fiir die
Praxis ausreichende Klirung der offenen Probleme.

6.5 Parametrisierungsfragen

Die rationalen Funktionen und ER enthalten implizite Nebenbedingungen,
die sich sehr unangenehm auswirken. Als typisches Beispiel kann man die Parametri-
sierung von E% durch

F(a, b, ¢, d)(x) := v(x)
mit  v"(x)—2av'(x) + bv(x) =0
vi0)=c, V(0)=d

betrachten, fiir die man die Menge der ,,verbotenen‘‘ Parameter a und b aus Bild 6
entnimmt.

_

verboten

/

Bild 6 Parameterbereich fiir E%
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Man hat also eine nichtkonvexe zulédssige Menge und die eigentlich interessierende
Approximationsfamilie hat einen Rand. Dieser tritt auch tatsichlich bei Approxi-
mationsaufgaben in Erscheinung, denn etwa die Funktion f(x) = cos x hat in

[—1, 1] nach Braess [ 12] genau zwei global beste Approximationen in E}, die beide
am Rand liegen.

Von Zencke ([179], [180]) ist die Numerik der Approximation mit Exponential-
summen {iber die Nebenbedingungen in der obigen Form behandelt worden.

Ein anderer Zugang besteht darin, die Wurzeln des charakteristischen Polynoms
selbst als Parameter zu nehmen (Cromme [52], [53], [54]).

Dann hat man nach Vieta die Parametrisierung

F(a, b, c,d) :=v(x)
mit V'(x)—(@+bV(x)+abv(x)=0 v(0)=c,v'(0)=d

aber diese Parametrisierung wird fiir a = b singuldr und ist unabhingig von Ver-
tauschungen von a und b. Deshalb fithrt man die explizite Nebenbedingung

a<b

ein und hat ,,nur* noch den ,,Randeffekt* fiir a = b. Man kann aber (vgl. [52])
durch geeignetes Umparametrisieren in der Ndhe des Randes noch eine numerisch
stabile und mit etwas unkonventionellen Methoden auch analytisch exakt
beschreibbare stetige Anndherung an den Rand unter Vermeidung von Singulari-
titen erreichen.

Die allgemeine Situation ist viel komplizierter als hier angedeutet werden kann.
Die Approximationsfamilien kénnen nicht nur Riander, sondern auch Spitzen

mit degenerierenden Tangentialkegeln haben. Wie man solche Effekte in voller
Allgemeinheit numerisch behandeln kann, ist weitgehend unklar. Insbesondere
ist der Effekt der unten dargestellten allgemeinen Regularisierungsmethoden bei
Vorliegen von Rindern oder Spitzen untersuchenswert. Auch hier liegt ein
Problembereich vor, der aus der reinen Mathematik heraus vorangetrieben werden
sollte.

Als Modellobjekt bietet sich im R™ die Menge der Koeffizientenvektoren aller
Polynome vom Grade < n — 1 mit nur reellen Wurzeln an. Diese hat Rinder und
Spitzen fiirn = 3.

7.0  Nichtlineare Approximation: Numerik

7.1 Globale numerische Verfahren

Wegen der oben geschilderten Uneindeutigkeit lokal bester Approximati-
onen ist man in der nichtlinearen Approximation daran interessiert, Verfahren
zu haben, die es erlauben, die globale Losung des Problems auch bei Mehrdeutig-
keit der Losung zu berechnen. Dies trifft sowohl fiir das Approximationsproblem
als Ganzes als auch fiir die Extremabestimmung innerhalb eines Approximations-
verfahrens zu (vgl. die Bestimmung der Extrema in Bild 4).
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Auch hier ist man weit davon entfernt, befriedigende allgemeine Ergebnisse zu
haben. Daher soll exemplarisch ein praktisch in Spezialfillen brauchbares Ver-
fahren skizziert werden.

Dazu kann man eine glatte Funktion h(x) auf dem R¥ betrachten und nach
Methoden zur Bestimmung aller kritischen Punkte von h, d. h. aller Nullstellen
von grad h fragen.

Nach Branin [27] definiert man zu einem nicht verschwindenden Vektor ¢ die
Menge

B(c) := {x € R¥|(grad h)(x) parallel zu c}

und stellt fest, da} diese ,,Branin-Trajektorie* im allgemeinen lokal eindimen-
sional sein muf}, wenn man von Ausartungen und Verzweigungen absieht. Sie

148t sich durch Differentialgleichungen beschreiben und deshalb als Kurve auch
numerisch verfolgen.

Durch Branin-Trajektorien lassen sich die kritischen Punkte von h einfach beschrei-
ben:

Satz. Wenn b und c zwei linear unabhdngige Vektoren sind, so ist der
Durchschnitt von B(b) und B(c) gerade die Menge der kritischen Punkte von h.

Deshalb scheint das globale Problem l6sbar zu sein durch ,,Abfahren* zweier
Kurvensysteme. Leider aber kénnen die Kurvensysteme manchmal in viele Kom-
ponenten zerfallen und es ist klar, daf man keine allgemeinen Zusatzstrategien
entwickeln kann, die es erlauben, dennoch alle kritischen Punkte zu erreichen.

==\
@)//\\m\///\\

N
Ww\’(\

Bild 7
Branin-Trajektorien
zu Bild 4

Bild 8 zeigt die Branin-Trajektorien zu einem einfachen Approximationsproblem
in zwei Veridnderlichen, das unendlich viele lokal beste Approximationen hat.

Man sieht in beiden Bildern, daf es eine Trajektorie gibt, die alle kritischen Punkte
auffidelt (diese ist gestrichelt), aber es gibt eine andere, die in unendlich viele
Komponenten zerfillt (die dickeren Linien, die die diinn gezeichneten Héhen-
linien schneiden) und die je nur einen Teil der kritischen Punkte enthalten.
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Bild 8
Branin-Trajektorien

Wiinschenswert wire eine Charakterisierung solcher Funktionen h, bei denen fast
alle Branin-Trajektorien alle kritischen Punkte auffideln, wobei man eventuell in
kritischen Punkten nach algorithmisch priazisen Regeln verzweigen mufl. Auch
hier liegt noch viel mathematisches Brachland.

7.2 Gauf3-Newton-Verfahren
Wenn man in einem Punkt a € A das linearisierte Problem
|If = F(a) — F'(a; b)|| > Min!

bERK

durch einen Vektor b*(a), das ,,optimale Inkrement*, 16st und dann a durch

a + b*(a) ersetzt, erhiilt man das von Gauf} verwendete Iterationsverfahren zur
Losung nichtlinearer Approximationsaufgaben.

Allgemeine, insbesondere normunabhingige Untersuchungen dieses Verfahrens
finden sich in [136], und spiter bei Anderson und Osborne [2], Osborne und
Watson [120], Osborne [118], Reemtsen [126] und [142].

Beispiele fiir Divergenz sind fiir die L,-Norm seit langer Zeit bekannt (Powell
[122], Fletcher [62], Osborne [116]) und in [142] ist ausgefiihrt, dafl man die
folgenden beiden Modifikationen im Prinzip nicht vermeiden kann, wenn das
Verfahren bei schwachen Voraussetzungen noch konvergieren soll.

7.3 Schrittweitensteuerung und Regularisierung

Die erste Modifikation betrifft die Linge der Inkremente; statt eines
Inkrements b (z. B. b = b*(a), dem optimalen Inkrement) verwendet man ein
verkiirztes Inkrement tb mit einer ,,Schrittweite‘ t € (0,1]. Diese 14f3t sich bei
der schwachen Glittevoraussetzung

(12) |IF(a+b)—F()—F'(a; b)|I<K|bJ* fiirallea €A und b €R¥
mita+b €A
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mit einer ,,Kriimmungsschranke* K > 0 immer so einrichten, dafl man die Niveau-
menge (vgl. (11)) des Startwerts nicht verlifit, d. h.

If - F(a + tb*@)|l <lIf - F@)ll,

sofern der Punkt a nicht schon kritisch ist.
Eine weitere Modifikation ist die Regularisierung in der Umgebung von Punkten 3
mit Rangverlust, d. h.

Rang (F'(a;)) <k =dim A.

Dabei ersetzt man das linearisierte Problem durch ein verwandtes und nimmt des-
sen Losung als Inkrement fiir den niichsten Schritt.
Hier sind mehrere Moglichkeiten praktiziert worden:

7.3.1 Levenberg-Marquardt-Regularisierung

Diese Regularisierung ist im L,-Fall schon lange iiblich (vgl. Levenberg
[96], Morrison [111], Marquardt [102], Osborne [116], [117]) und nimmt im
allgemeinen Fall [142] die Form

(f— F(a) - F'(a; b)
ub
mit einem Parameter u > 0 an. Es bestehen allerdings grofle Differenzen beziiglich

der geeigneten Steuerung des Parameters u im Verlauf des Iterationsprozesses. Im
normunabhingigen Fall schlagen wir

p2 = cK|If - Fa)||

mit einer geeigneten Konstanten c und einer Schitzung K der Kriimmungskon-
stanten K aus (12) vor. Fiir die L,-Norm gibt es u. a. neuere Steuerungsregeln
von Osborne [116], Meyer-Roth [109], Brown-Dennis [30], Hebden [75], Moré
[110] und Haufdler [72]).

7.3.2 Nebenbedingungen

Die nach meinen Erfahrungen recht effiziente Steuerung nach Hebden
und Mor¢ im L,-Fall verwendet eine Nebenbedingung an das Inkrement b:

|If = F(a) — F'(a; b)|| = Min!
unter der Nebenbedingung
IIbll < D(a),

und dieses Vorgehen ist auch im allgemeinen Fall méglich. Wieder ist die Frage
nach einer guten Steuerung von D(a) wichtig; fiir die Supremumsnorm findet sich
dies bei Madsen [100] sowie Hettich und Zencke [79], wihrend fiir den allgemei-
nen Fall [136] bisher nur die konstante Schranke theoretisch untersucht wurde.

7.3.3 Projektion

Diese Regularisierungsform geht im L,-Fall auf Deuflhard zuriick [55] und
ist in [142] allgemeiner ausgefiihrt. Man ersetzt das linearisierte Problem durch

Ilf — F(a) — F'(a; P(a)b) || - Min!
beEY

)H — Min iiber b € Rk
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mit einem geeigneten Projektor P(a) auf Y, der auf die Eigenrdume zu den
,,groferen‘ charakteristischen Zahlen von F'(a; -) projiziert. Hier ist wieder eine
Steuerungsstrategie notig, die klirt, wie der Projektor zu wiéhlen ist. Genaueres
findet sich im L,-Fall bei Deuflhard und Co-Autoren ([55], [56], [58], [S9])
sowie allgemein in [142].

7.4 Globale Konvergenz gegen kritische Punkte

Fiir die obigen Regularisierungsstrategien ist in [136], [118] und [142]
gezeigt, daB das allgemeine (normunabhingige) Gauf}-Newton-Verfahren unter
der Voraussetzung der Kompaktheit der Niveaumenge des Startwerts eine Folge
erzeugt, deren Haufungspunkte kritisch sind.

Grundlage der Uberlegungen in [142] ist die aus (12) folgende Abschitzung

If—F(a+b)|| <|If - F(a)ll + K|Ibll* — e(a, b)
mit dem ,,Linearisierungsgewinn‘‘
e(a, b) :=[If = F(@)|l - If — F(a) — F'(a; b) Il

Daraus kann man mit einem konvergenzerzeugenden Faktor v € (0, 1) die
Abschitzung

(13) lIf=F@+b)lI—lIf -F()ll <e(a, b)(1—7)
erhalten, wenn man sicherstellt, daf e(a, b) > 0 und
(14)  K|bl*<e(a, byy

gelten. Man kann (14) durch Regularisierungen nach den obigen Methoden
erreichen oder direkt (14) als Nebenbedingung bei der Maximierung von e(a, b)
im Linearisierungsschritt mitfiihren (dies ist meines Wissens eine neue Regulari-
sierungsstrategie).

Aus (13) folgt der Abstieg des Fehlers, so dafs die Niveaumenge des Startwerts
nicht verlassen wird. Man versucht, e(a, b) fiir nicht kritische Parameter a grof
zu halten (man kann nicht immer das optimale e(a, b*(a)) nehmen) und will
Konvergenz gegen kritische Punkte beweisen. Zunichst folgt durch Summation
von (13) der einfache

Satz. Wenn die Regularisierung bzw. die Schrittweitenstrategie sichern,
dag3 (14) fiir die real verwendeten Inkremente gilt, so hat man die Konvergenz
der Reihe mit den Termen

& = €(a;, by)
fiir die Iteration
3 4+1:=2 b

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Linearisierungsgewinne gegen Null kann also
theoretisch so gering ausfallen, daf} sie vergleichbar ist mit der Reihe mit den
Termen 1/(j*j), und diese schlechte Konvergenz kann tatsichlich eintreten, wie
in [142] durch Angabe eines Beispiels gezeigt wird.
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Es ist unter diesen schwachen Voraussetzungen nur die Konvergenz der Lineari-
sierungsgewinne gegen Null bewiesen; fiir die Konvergenz der Parameter oder der
Daten braucht man vermutlich Zusatzvoraussetzungen.

7.5 Lokale quadratische Konvergenz
Hier gilt allgemein [142]:

Satz. Wenn man fiir den optimalen Linearisierungsgewinn und die optima-
len Inkremente die a-priori-Abschiitzung

(15)  IIv*(@)ll < Ce(a, b*(a))

mit einer positiven Konstanten C hat, so sind die vom Gauf-Newton-Verfahren
erzeugten Parameter bei Start nahe bei einem kritischen Punkt lokal quadratisch
gegen diesen konvergent.

Dieses Ergebnis enthilt die unten noch zu schildernden Spezialfille fiir die L,-Norm
und die Supremumsnorm, denn in allen bisher bekannten lokal quadratisch kon-
vergenten Fillen ist (15) erfiillt.

7.6 Lokal lineare Konvergenz

Die lineare Konvergenz des Gaufl-Newton-Verfahrens ist nach einem Bei-
spiel aus [142] nicht ohne Zusatzvoraussetzungen beweisbar. Solche finden sich
in diversen Arbeiten im Falle spezieller Normen (fiir L, bei Deuflhard [55],
McKeown [105], Ruhe [132] und in der Supremumsnorm bei Madsen [100]).

In der allgemeinen Situation enthilt [142] einige Resultate, die im wesentlichen
als Voraussetzungen Abschitzungen von (@, -) nach unten in Umgebungen kri-
tischer Punkte 2 verwenden. Ein weiteres typisches Ergebnis dieser Art ist der fol-
gende aus den Ergebnissen von [142] herleitbare

Satz. Wenn das Gaup-Newton-Verfahren mit der Nebenbedingung (14)
durchgefiihrt wird, und wenn mit einer beliebig groen Konstanten R um einen
kritischen Punkt a die Abschitzung

lla—3l?<e(a,a—32)R

gilt, so ist das Verfahren lokal linear konvergent.

7.7 Offene Fragen

Das Gauf-Newton-Verfahren 14f3t sich noch wesentlich in seiner Effizienz
steigern, wenn man die linearen Teilprobleme nicht immer mit einer Neuberech-
nung von F'(a; -) verbindet, sondern ,,Update-Formeln* verwendet. Dann
erschwert sich aber die Steuerung erheblich. Fiir das allgemeine Gauf3-Newton-
Verfahren stehen Untersuchungen in dieser Richtung noch aus.

Auch die Konvergenzproblematik ist noch keineswegs als endgiiltig geklirt anzu-
sehen, da praktisch handhabbare a-priori-Kriterien fiir lineare Konvergenz (abge-
sehen von Spezialfillen) fehlen.
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8.0  Nichtlineare L,-Approximation

Hier wollen wir nur die fiir die Praxis wichtigsten Entwicklungslinien
skizzieren, die von der speziellen L,-Struktur Gebrauch machen und nicht unter
die obigen allgemeinen Uberlegungen fallen.

8.1 Deuflhards Verfahren

In einer Reihe von Arbeiten ([55], [56], [57], [58], [59]) hat Deuflhard
ein besonders in Hinsicht auf numerische Stabilitit und Effizienz hervorzuheben-
des Verfahren entwickelt. Es benutzt die Regularisierung mit Projektionen und
verwendet eine sehr wirkungsvolle Schrittweitensteuerung, die auf den Verlauf
des Verfahrens und insbesondere auf den Rang von F'(a; -) Riicksicht nimmt.

Das Verfahren selbst und die zugehorigen Konvergenzresultate sind invariant for-
muliert gegeniiber affin-linearen Transformationen. Dadurch wird numerische
Stabilitdt gewonnen, was sich bei schlecht konditionierten Problemen sehr positiv
auswirkt.

Die Konvergenzsitze sind quantitativ ausgefiihrt und stiitzen sich auf anschauliche,
aber relativ starke Voraussetzungen, die insbesondere immer fiir lokal lineare Kon-
vergenz im Parameterraum hinreichend sind.

Wenn eine solche Konvergenz iiberhaupt eintritt, sind die Deuflhardschen Voraus-
setzungen nicht abzuschwichen [142]; dagegen sind Fille ohne lineare Konver-
genz im Parameterraum bislang nicht erfafit.

8.2 Quasi-Newton-Methoden

Hier ist, besonders in der angelsdchsischen Literatur, eine neue Entwick-
lung im Gange, deren Bedeutung noch nicht ganz iibersehen werden kann. Der
Grundgedanke ist, die glatte Funktion

1
h(a) = IF(a) = fll?

durch spezialisierte Varianten der aus der Optimierung her bekannten Quasi-
Newton-Methoden direkt zu minimieren und dabei die Hessesche Matrix H[h](a)
von h in a durch sogenannte Updateformeln anzunihern. Es gilt

Kk

Hlh](a) = J(2)"J(a) + ¥ H[F;l(a)(F;(a) — f})

j=1

wenn man auch F und f komponentenweise ausschreibt und die Hessesche der
Komponenten von F einsetzt.
Das Gauf;-Newton-Verfahren ignoriert den zweiten Anteil und fillt deshalb nur
dann in L, mit dem Newton-Verfahren zusammen, wenn der zweite Term tat-
sdchlich verschwindet, d. h. wenn das Problem linear ist oder die Fehlerfunktion
f — F(a) im Limes Null ist.
Wir wollen hier diesen Problemkreis nicht weiter vertiefen, da es dazu einen aus-
fihrlichen Ubersichtsartikel von Nazareth gibt [113], vgl. auch Gill-Murray [67].
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Eine Bewertung des praktischen Konvergenzverhaltens dieser Verfahren steht
noch aus; eigene Experimente lassen keine wesentliche Uberlegenheit gegeniiber
Varianten des Gaufs-Newton-Verfahrens erkennen. Neben dem Verfahren von
Deuflhard ist die Hybrid-Methode von Powell [122] in bezug auf numerische
Qualitit besonders ausgezeichnet. Letztere ist eine Mixtur aus Gau-Newton-Ver-
fahren mit Levenberg-Marquardt-Regularisierung und dem Gradientenverfahren;
sie verwendet Updateformeln fiir J und ist sehr geschickt in der Steuerung der
verschiedenen Problemparameter.

Ganz allgemein kann man sagen, da die Steuerung von Schrittweiten, Regulari-
sierungsparametern und Updateformeln bei allen Verfahrenstypen das Haupt-
problem darstellt. Hiufig wird nur fiir eine Grundversion eines Verfahrens (ohne
Steuerung) die Konvergenz unter einschneidenden Voraussetzungen bewiesen. In
der Praxis werden die Verfahren mit trickreichen Steuerungen verwendet, aber
dann ist in der Regel die Theorie nicht mehr anwendbar.

Bei vergleichenden Untersuchungen werden manchmal die Steuerungen der Kon-
kurrenzverfahren nicht angegeben oder nicht in ausgereifter Form verwendet, so
daf} ein irrefihrendes Bild entsteht. Typische Beispiele dieser Art sind [109] und
[161]; die dort behandelten numerischen Probleme werden von gut gesteuerten
Verfahren vom Levenberg-Marquardt- oder vom Deuflhard-Typ effizient und
problemlos gelost, und zwar deutlich besser als mit den dort vorgeschlagenen
neuen Verfahren.

Wie im Falle der linearen Tschebyscheff-Approximation wire deshalb eine umfas-
sende und griindliche numerische Vergleichsuntersuchung der vorhandenen Ver-
fahren zu begriilen.

9.0 Nichtlineare Tschebyscheff-Approximation

Dieser Problemkreis ist sehr ausfiihrlich in Hettich-Zencke [79] dargestelit;
wir beschrianken uns hier auf die wichtigsten Gliederungsaspekte.

9.1 Remez-Algorithmus

Der Algorithmus von Remez ist bei im wesentlichen gleicher Arbeitsweise
(Austausch von Extrema gegen alte Referenzpunkte) von diversen Autoren fiir
nichtlineare Probleme erweitert worden (fiir rationale Approximation u. a. von
Werner [165], [166], Ralston [125], Werner, Stoer und Bommas [176] sowie im
allgemeinen Fall von Barrar und Loeb [5]).

Konvergenzresultate sind im wesentlichen nur fiir spezielle Funktionenfamilien
bzw. den Fall der gleichmifiigen starken Eindeutigkeit simtlicher linearisierter
Probleme bekannt.

9.2 Gauf3-Newton-Verfahren

Das Gau-Newton-Verfahren im Fall der Supremumsnorm untersuchten
diverse Autoren, u. a. Osborne und Watson [119], Osborne [115], McBride und
Rigler [103], Madsen [100], Cromme [47], [48], [49], [50], Geiger [66]).
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Die lokal quadratische Konvergenz unter der Voraussetzung der starken Eindeu-
tigkeit wurde von Cromme bewiesen [47].

Wir fithren dies nicht weiter aus, da die Ergebnisse sich in den allgemeinen Fall
einordnen lassen [142]. Die Regularisierungsmethoden fur Fille ohne starke Ein-
deutigkeit beschrinken sich im wesentlichen auf Nebenbedingungen an das
Inkrement ([100], [66], [79]). Der Effekt der anderen Regularisierungsmethoden
aus [142] ist untersuchenswert.

9.3 Newton-Verfahren

Dieser Verfahrenstyp geht im nichtlinearen Fall auf Wetterling [177]
zuriick (vgl. auch Meinardus-Schwedt [108]) und wurde von Hettich [76] ausge-
baut. Eine griindliche Darstellung findet sich bei Hettich und Zencke [79].

9.4 Abstiegsverfahren

Hier wird versucht, aus der lokalen Charakterisierungsaussage (dem Kol-
mogoroffschen Kriterium) eine Verbesserung in Richtung des steilsten Abstiegs
zu gewinnen. Dieser Ansatz geht auf Zuhovickii et al. zuriick ([182]) und wurde
u. a. von Krabs [89], Opfer [114] und Gutknecht [70] verfolgt. Wie im L,-Fall
zeigt sich, daf man mit Regularisierungen und Schrittweitensteuerungen arbeiten
mufd, um gute Konvergenzergebnisse zu erhalten.

Leider fehlt auch hier eine vergleichende Untersuchung.
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Integrable Hamiltonsche Systeme
und Algebraische Geometrie

Horst Knorrer, Bonn

Integrable Hamiltonsche Systeme sind spezielle gewohnliche Differential-
gleichungen, nimlich solche, die durch Anwendung der ,,Hamilton-Jacobi-Methode‘
der Trennung der Variablen (siche § 1 unten oder [A 9] § 47) explizit gelost wer-
den konnen. Bei dieser Hamilton-Jacobi-Methode miissen neben elementaren alge-
braischen Operationen und der Berechnung von Umkehrfunktionen auch Quadra-
turen (d. h. Bestimmung von unbestimmten Integralen) durchgefiihrt werden.
Schon bei ganz einfachen Beispielen integrabler Hamiltonscher Systeme treten da-
bei elliptische und hyperelliptische Integrale und ihre Umkehrfunktionen auf; dies
deutet auf eine enge Beziehung zwischen integrablen Hamiltonschen Systemen
und Fragen der Algebraischen Geometrie (insbesondere im Zusammenhang mit
Abelschen Varietiten) hin. In der Tat waren die im Zusammenhang mit Frage-
stellungen aus der Mechanik auftretenden Umkehrprobleme fiir elliptische und
hyperelliptische Integrale eine der Motivationen fiir die Entwicklung der Theorie
der elliptischen und hyperelliptischen Funktionen in der ersten Hélfte des vorigen
Jahrhunderts — dies spiegelt sich auch darin wider, daR® der Name Carl Gustav
Jacobi in beiden Gebieten an vielen wichtigen Stellen auftritt.

In den letzten zehn bis fiinfzehn Jahren ist das Interesse an diesen Zusammenhéin-
gen zwischen integrablen Hamiltonschen Systemen und algebraischer Geometrie
wieder besonders lebendig geworden — vor allem, weil einige partielle Differential-
gleichungen wie die Korteweg-de Vries-Gleichung, die Sine-Gordon-Gleichung oder
die nichtlineare Schrodinger-Gleichung in gewissem Sinne als unendlich-dimensionale
Analoga von integrablen Hamiltonschen Systemen aufgefaf}t werden kénnen. Dies
hat dann natiirlich auch dazu gefiihrt, daf} die endlich-dimensionalen Probleme von
einem etwas anderen (,,moderneren*‘) Standpunkt aus wieder betrachtet wurden.
Bei der Untersuchung integrabler Hamiltonscher Systeme und ihren Beziehungen
zur algebraischen Geometrie gibt es relativ wenig allgemeine Sitze und Resultate;
vielmehr handelt es sich um eine Fiille von Beispielen, die iiberraschende und
interessante Verbindungen untereinander und zu anderen Gebieten der Mathema-
tik aufweisen. In diesem Artikel mochte ich versuchen, davon einen Eindruck zu
geben.

Zunichst mochte ich an einem ganz elementaren Beispiel — dem Kugelpendel —
die grundlegenden Begriffe erliutern und modellhaft die Beziehung dieses Pro-
blems zur algebraischen Geometrie darstellen. Danach wird ein Uberblick iiber
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weitere interessante ,,endlich-dimensionale* integrable Hamiltonsche Systeme
gegeben und dann (in § 3) etwas priziser auf das Toda-Gitter und die Methode
der Lax-Paare eingegangen. Die Frage nach dem Auffinden von integrablen
Hamiltonschen Systemen wird in § 4 diskutiert. Die Entwicklungen im Zusam-
menhang mit speziellen partiellen Differentialgleichungen — insbesondere der
Korteweg-de Vries-Gleichung und der sogenannten KP-Gleichung bis hin zur
Losung des Schottky-Problems werden in § 5 und § 6 skizziert.

1 Das Kugelpendel

Wir betrachten ein Pendel mit einer starren Achse, die so an einem festen
Punkt aufgehingt ist, daf sich das Pendel in allen Richtungen frei bewegen kann.
Die einzige Kraft, die auf das Pendel wirkt, sei die Gravitation. Die Untersuchung
dieser Situation fiihrt zu folgendem mathematischen Problem: Man beschreibe
die Bewegung eines Massenpunktes (etwa der Masse 1) auf der 2-Sphire

S2:={x ERIYx2+x%+x}=1}

unter dem Einflu} des Potentials P(x) = x3. Nach den Newtonschen Gesetzen kann
dieses Problem durch eine gewohnliche Differentialgleichung (ein Vektorfeld) auf
dem Tangentialraum der Sphire

M:=TS2={(x,v) €S?x R3(x,v)=0} 1)
beschrieben werden. Explizit ist dieses Vektorfeld gegeben durch
X1=vy 1 =NX, VXY mit Mx, V) i=(v, v)— X,
X:X,=v, V,=—NX, V)X,
X3=vy V=—NX,V)x3—1

Einer der naheliegenden Ansitze bei der Untersuchung eines derartigen Problems
ist die Suche nach Erhaltungsgrofien- oder wie man auch sagt, Integralen. Das sind
Funktionen auf dem Phasenraum M, die konstant sind auf den Lésungskurven der
Differentialgleichung. In unserem Fall sind die Gesamtenergie

E:M->R
1
(x, V) —>§(v, V) + X3

und der Drehimpuls um die x;-Achse
I:M—>R
(X, V)= X V3 — X3V,

solche Integrale. Die Existenz dieser zwei ,,unabhingigen* Integrale garantiert
schon, daf die Differentialgleichung l16sbar ist — es ist ein integrables Hamilton-
sches System.

1) {, ) bezeichne das iibliche Skalarprodukt in R™,
2) * bedeute hier und im folgenden die Ableitung nach der Zeit t.
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Der Begriff eines integrablen Hamiltonschen Systems wird allgemein in der Spra-
che der symplektischen Geometrie formuliert. Sei also (M?", w) eine symplektische
Mannigfaltigkeit, i.e. M ist eine 2n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit und w eine
geschlossene nichtentartete 2-Form auf M. Beispiele von symplektischen Mannig-
faltigkeiten sind etwa die Cotangentialbiindel T*N von differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten N — diese tragen eine kanonisch definierte symplektische Struktur
(siehe etwa [A 9], § 37). Falls auf N zusitzlich eine Riemannsche Metrik definiert
ist, so kann mit Hilfe dieser Metrik das Tangentialbiindel TN mit dem Cotangential-
biindel T*N identifiziert werden, und somit trigt dann auch TN eine kanonische
symplektische Struktur. In diesem Sinn ist auch TS? aus dem Beispiel des Kugel-
pendels eine symplektische Mannigfaltigkeit; die symplektische Form stimmt
liberein mit der Einschrankung der Form dx, A dv, +dx, A dv, + dx3 A dv; auf
TS2C R3x R3,

Ist H: M — R eine differenzierbare Funktion auf der symplektischen Mannigfal-
tigkeit (M, w), so ist dH eine 1-Form auf M. Xy sei das Bild des Schrittes dH im
Cotangentialbiindel T*M unter dem durch w definierten Isomorphismus zwischen
T*Mund TM; dies ist ein Vektorfeld auf M. Sind uy, ..., up, vy, . . ., v, symplektische
Koordinaten auf einer offenen Menge in M (i. e. w=du; adv; +. ..+ du, Adv,) so
wird Xy durch die Differentialgleichung

_oH . _oH
aVi’ Vi_aui

beschrieben. Ein Vektorfeld der Form Xy nennt man Hamiltonsches System auf
M, und H heifdt die zugehorige Hamiltonfunktion.

ﬁi=

Definition. Ein Hamiltonsches System Xy auf der symplektischen Mannig-
faltigkeit (M?", w) heifit (volistindig) integrabel, falls es n Funktionen 1y, . .., 1,
: M —> R gibt, so dafs gilt: ‘
(i) Die durch 1, . . ., 1, definierte Abbildung F : M = R" ist auf einer offenen
dichten Teilmenge von M submersiv (i. e. ihr Differential hat dort Rang n).
(i) 1y, . . ., I, sind Integrale fiir Xy (i. e. 1, . . ., 1, sind konstant auf den Losungs-
kurven von Xy).

(iii) Firi,j=1, ..., nist I; Integral von le.

Bemerkung. Die Bedingung (i) besagt, dafy die Integrale ,,unabhingig*
sind; es wird ausgeschlossen, daB es eine nichttriviale Relation R(I,, ..., I,)=0
gibt. Die Bedingungen (ii) und (iii) konnen auch folgendermafien formuliert werden:
Bezeichnet man fiir zwei Funktionen Gy, G, : M= R mit {G,, G,} := w(Xe,, Xg,)
die Poissonklammer von G, G,, so ist fir allei,j=1, ..., n {I;, H} ={I;, ;} = 0.

Man priift leicht nach, dafl im Fall des Kugelpendels das die Bewegung beschrei-
bende Vektorfeld X mit Xg tibereinstimmt, und daf E, I die obigen Bedingungen
erfiillen.

Die Tatsache, daf bei integrablen Hamiltonschen Systemen Trennung der Variab-
len durchgefiihrt werden kann, wird durch die folgende geometrische Aussage
iiber die Fasern M, := F~(c) der durch die Integrale gegebenen Abbildungen F
reflektiert.
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Satz (Arnol’d3), Jost). Wir nehmen an, dafd F : M —> R™ eigentlich ist. Sei
B C Bild (F) die Menge der reguliren Werte von F. Dann ist

F IF_I(B) . F—I(B) -B

ein lokal-triviales Biindel von n-Tori. Fiir jedes c € B ist das Vektorfeld Xy linear
auf dem Torus M..

Bemerkungen. 1. Unter einem n-Torus verstehen wir eine Mannigfaltigkeit
der Form R"/T, wobei I' = Z" ein Untergitter von R" ist. Ein solcher Torus hat
eine flache Struktur, und mit Torus-Biindel meinen wir ein Biindel von Tori mit
flacher Struktur. Dal,,.. ., I, Integrale von Xy sind, ist Xy tangential an jedes
M.. Der zweite Teil des Satzes besagt, daf} die Integralkurven von Xy in M. Bilder
paralleler Geraden unter der Projektion R" = R"/T" = M_ sind. Insbesondere ist Xy
quasiperiodisch auf jedem M.

2. Mit Hilfe der Hamilton-Jacobi-Methode kann man fiir jedes ¢ € B explizit eine
Umgebung U von ¢ € B und einen symplektischen Diffeomorphismus
¢ : F71(U) = (S1)" x U angeben, so daf das Diagramm

F—I(U) _"L_, (Sl)n x U

F P,

kommutiert. In den Standardkoordinaten auf (S!)* x U (den ,,Wirkungs-Winkel-
Variablen®) ist Xy linear und kann sofort integriert werden. Dazu und zum
Beweis des Satzes von Arnol’d-Jost siche etwa [A 9], § 41, 50, [D 71, [M 2].

Im Fall des Kugelpendels hat das Bild der Abbildung

F=(,E): M- R?
etwa folgende Gestalt:

. (0,1

(o, -1)

Kritische Werte von F sind natiirlich der Rand des Bildes, und aufferdem noch der
Punkt ¢ := (0, 1). (Uber ¢ liegt ein kritischer Punkt von M, er entspricht der insta-
bilen Ruhelage des Massenpunktes am Nordpol der Sphire: x = (0, 0, 1),

3) Arnol’d [A 9] schreibt diesen Satz Liouville zu.
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v = (0, 0.0).) Die Tori aus dem Satz von Arnol’d-Jost kann man in diesem Fall
konkret sehen: Sei etwa ¢ = (c,, ¢;) € B wie in der obigen Zeichnung. Da der Dreh-
impuls ¢, von Null verschieden ist, ist das Bild eines Elementes von M, unter der
Projektion M = TS? — S? weder der Nordpol noch der Siidpol der 2-Sphire. Also
gibt es zwei Breitenkreise K, K, auf der Sphire, so dal M, aus Tangentialvekto-
ren an S? besteht, deren FuBpunkte zwischen diesen beiden Breitenkreisen liegen.
Man iiberlegt sich leicht, daf es fiir einen Punkt p € S? zwischen K, und K, genau
zwei Tangentialvektoren v, v’ gibt, so da} (p, v), (p, v') EM,. Falls p € K, UK,,

so fallen v und v’ zusammen.

.‘v/ Kl
Die Einschrinkung der Projektion M = TS? —» S? auf M, realisiert also M, als
doppelte verzweigte Uberlagerung des Streifens zwischen K, und K, die iiber K,
und K, verzweigt. Damit sieht man, dafl M, diffeomorph zu einem 2-Torus ist.
Die Abbildung F : M - R? hat recht interessante geometrische Eigenschaften;
beispielsweise ist die Monodromie des 2-Torus-Biindels F~1(B) = B nicht trivial.
Wir wollen darauf nicht eingehen und verweisen auf [D 7], [C 1].

Bekanntlich 143t sich Differentialgleichung, die das Kugelpendel beschreibt,
durch elliptische Funktionen 16sen ([W 2], § 55). Dies legt nahe, daf die reellen
2-Tori M, in natiirlicher Weise aufgefafit werden kénnen als Menge von reellen
Punkten auf einer komplex-algebraischen Varietit, die selbst die Struktur einer
kommutativen Gruppe hat. Um diese komplex-algebraische Varietit zu finden,
ist es hier am einfachsten, bei allen Definitionen (von M, M., F usw.) die reellen
durch die komplexen Zahlen zu ersetzen. Die entstehenden Varietiten bezeich-
nen wir mit MS, ME etc., also

MC={(x,v) EC3x C¥/x? + x3 +x} =1, x,v; + XV, + X3v3 = 0}

Me =

e/l a2, 2.2 -
x,VEM E(Vn Vit VE) X537 ¢y, XV T XV = ¢y
Genau wie die Gruppe SO(2, R) auf M durch Drehung um die x;-Achse operiert
und dabei die Fasern M, von F in sich iiberfiihrt, operiert SO(2, C) auf M€ durch
SO(2, C) x M€ > M€

2 Shoer

fiihrt jedes M in sich iiber. Diese Aktion von SO(2, C) 2 C* kann man dazu ver-
wenden, um die Struktur von ME zu analysieren.

= (ax; + bx,, €xy +dx,, X3;av, + bvy, cvy +dv,, v3)
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Wir wollen das Resultat in der Sprache der (verallgemeinerten) Jacobivarietiten
formulieren. Ist C eine irreduzible, eventuell singulire algebraische Kurve und

p : C = C ihre Normalisierung, so sei vy, . . ., ¥, €ine Basis von H,(C, Z) und

wy, . . ., Wg eine Basis des Vektorraums der Rosenlicht-Differentiale (vgl. [S 2]
IV § 3)%). I' C C&sei die Untergruppe, die von den Vektoren

(J‘wl’°-',’.wg), i=1,...,r
7i i

erzeugt wird. Wir setzen
Jac (C) := C¥/T,

dies ist eine kommutative algebraische Gruppe. Sie ist kompakt genau dann, wenn
C nichtsingulir ist. Da jedes holomorphe Differential auf C ein Rosenlicht-Differen-
tial auf C definiert, hat man eine kanonische Abbildung

Jac (C) = Jac (C).

Diese Abbildung ist ein Biindel, dessen Faser isomorph zu einem Produkt von
Kopien von C und C* ist. Falls C etwa nur einen gewdhnlichen Doppelpunkt hat,
so ist die Faser isomorph zu C*. (Zur Theorie der verallgemeinerten Jacobivari-
etiten siehe [S 2], V.) In dieser Sprache Lifit sich nun die Struktur von M mit

¢ € B beschreiben.

Satz. (i) Sei 7 : M€ — C? die Abbildung (x, V) »> (X3, v3). Dann ist w invariant
unter der SO(2, C)-Aktion und m(MS)={(z,y) €C?*/y? = 2(c, — z)(1 —z?) —c? =: E.}.
Die Kurve E, li}t sich durch einen ,,unendlich fernen‘‘ Punkt zu einer glatten
elliptischen Kurve E, kompaktifizieren.

(ii) Sei Ec die singulire Kurve, die aus E durch Identifikation der Punkte (1, ic,)
und (=1, ic,) zu einem gewdhnlichen Doppelpunkt entsteht. Dann gibt es eine
birationale Abbildung Y : M.~ Jac (E.) so daf$ das Diagramm

M,-- LN Jac (E,)

S
E. = Jac(Ey)

kommutiert. Dabei sind Ec und Jac (Ec) durch die Abel-Jacobi-Abbildung mit dem
unendlich fernen Punkt als Basispunkt identifiziert (cf. [M8] III).

(iii) Bezeichnet X© die Komplexifizierung des Vektorfeldes X, das die Bewegung
des Kugelpendels beschreibt, so ist Yx(XC) ein lineares Vektorfeld auf der kom-
mutativen algebraischen Gruppe Jac (E‘c). Die Richtung von Yx(X®) kann folgen-
dermaflen beschrieben werden:

Der Cotangentialraum von Jac (E;) im Nullpunkt ist der Vektorraum der Rosen-
licht-Differentiale auf E.. Die Menge aller solchen Differentiale, die im unendlich
fernen Punkt von E_ verschwinden, ist darin eine Hyperebene. Dual zu dieser
Hyperebene ist eine Gerade im Tangentialraum von Jac (Bc) — und dieser Geraden
entspricht die Richtung von y»(X®).

4) falls C nichtsingulir ist, sind dies gerade die holomorphen Differentiale auf C.
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Man sagt, das Vektorfeld X = Xg werde auf der Jacobivarietit von E, linearisiert.
Wenn man will, kann man diese Beschreibung von MS und X€ dazu verwenden, um
— ohne weitere Rechnungen — eine Parametrisierung der Losungen der Differential-
gleichung in Termen von elliptischen Funktionen und Thetafunktionen auf E,
anzugeben. Sicher wirkt diese algebraisch-geometrische Betrachtungsweise bei
einem so einfachen und klassischen Beispiel etwas umstandlich und weit herge-
holt; bei anderen etwas komplizierteren Beispielen erweist sie sich aber bei der
Untersuchung des Systems als sehr niitzlich.

2 Beispiele integrabler Hamiltonscher Systeme

In diesem Abschnitt mochte ich einige der wichtigsten Beispiele integrab-
ler Hamiltonscher Systeme kurz vorstellen — dies ist natiirlich eine sehr subjektive
und einseitige Auswahl.

Der schwere symmetrische Kreisel (K 10], [63], [L 2], [R 1])

Unter einem Kreisel verstehen wir einen starren Korper, der in einem festen
Punkt aufgehéngt ist und sich um diesen Punkt frei und nur unter dem Einflu der
Gravitation bewegt. Zeichnet man eine Ruhelage des Kreisels aus, so lift sich jede
Position des Kreisels eindeutig durch das Element der Gruppe SO(3, R) beschrei-
ben, das den Korper aus der Ruhelage in diese Position bringt. Der Phasenraum
fur die Differentialgleichung, die die Bewegung beschreibt, ist also M = TSO(3, R).
Bei einem allgemeinen Kreisel hat die Bewegungsgleichung zwei unabhingige
Integrale, nimlich die Energie E und den Drehimpuls I; um die Gravitationsachse
durch den Aufhingepunkt. Im allgemeinen gibt es kein weiteres, von E und I,
unabhingiges analytisches Integral (vgl. [H 5], siehe auch § 4). Falls das Trigheits-
ellipsoid des Korpers (bzgl. des Aufhingepunktes) symmetrisch ist und der
Schwerpunkt des Korpers auf seiner Symmetrieachse liegt, so ist der Drehimpuls
I, um diese Symmetrieachse ein weiteres Integral. Man priift leicht nach, daR E, I,
und I, den Bedingungen fiir Integrabilitit geniigen.
Ahnlich wie im Fall des Kugelpendels hat man auf den komplexifizierten Niveau-
mannigfaltigkeiten der Energie-Impuls-Abbildung eine Aktion der Gruppe C* x C*;
und die Tori aus dem Satz von Arnol’d-Jost sind in diesem Fall reelle Teile eines
C* x C*-Biindels iiber einer elliptischen Kurve.

Der Kowalewski-Kreisel ([K 16], [K 13], [G 3], [L 2])

Die bisher betrachteten Beispiele hatten offensichtliche Symmetrien
(beim schweren symmetrischen Kreisel die Rotation um die Gravitationsachse
und die Rotation um die Symmetrieachse des Trigheitsellipsoid): und solche
Symmetrien entsprechen nach einem Satz von E. Noether (cf. [A 9] § 20 und
appendix 5) jeweils ein Integral. Bei vielen integrablen Hamiltonschen Systemen
aber lassen sich die Integrale nicht alle aus den Symmetrien und der gegebenen
Hamiltonfunktion ableiten, man spricht dann auch von ,,verborgenen Symme-
trien*. Ein Beispiel dafiir ist der von S, Kowalewski 1889 [K 16] entdeckte Fall
der Kreiselbewegung. Hierbei sind zwei Haupttrigheitsmomente gleich (etwa m),

1
das dritte Haupttrigheitsmoment ist gleich 5 m, und der Schwerpunkt des Kor-
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pers liegt in der Ebene der beiden gleichen Haupttrigheitsmomente. Das dritte
Integral ist in diesem Fall recht kompliziert (siche auch [W 2] § 74). Die regu-
liren Fasern der Abbildung F : TSO(3, R) - R3, die durch die Integrale gege-

ben wird, sind in diesem Fall der reelle Teil eines C*-Biindels iiber einer 2-dimen-
sionalen Abelschen Varietit. Diese 2-dimensionale Abelsche Varietit wurde kiirz-
lich von A. Lesfari (Louvain) als Prym-Varietit einer doppelten Uberlagerung einer
elliptischen Kurve, die in zwei Punkten verzweigt, identifiziert.

Der kriftefreie Kreisel

Hier nimmt man an, daB der Schwerpunkt des Korpers mit dem Unter-
stiitzungspunkt des Kreisels zusammenfillt. Dieses Problem ist d4quivalent zur
Untersuchung des geoditischen Flusses auf SO(3, R) beziiglich einer links-invarian-
ten Metrik, die durch den Trigheitstensor des Korpers bestimmt wird (cf. [A 9],
appendix 2). Dieses Problem ist an und fiir sich nicht integrabel, da die Poisson-
klammern der durch die SO(3, R)-Symmetrie gegebenen Integrale untereinander
nicht verschwinden. Durch den sogenannten Marsden-Weinstein-Reduktionsprozefy
(vgl. [A 9] appendix 5) li3t sich dieses Problem aber zuriickfithren auf ein integrab-
les Hamiltonsches System auf einem Orbit der adjungierten Darstellung von
SO(3, R) auf ihrer Lie-Algebra sO(3, R)%). Diese adjungierte Orbiten sind zwei-
dimensional; und die Faser der Abbildung, die durch das Integral (die Hamilton-
funktion) gegeben wird, ist die Menge der reellen Punkte einer elliptischen Kurve.

Geoditischer Fluf} auf SO(4) beziiglich linksinvarianter Metriken

Wie im Fall des geoditischen Flusses auf SO(3) 14t sich dieses Problem
reduzieren auf ein Hamiltonsches System auf adjungierten Orbiten in sO(4). Diese
adjungierten Orbiten haben Dimensionen vier und werden durch zwei quadratische
Gleichungen in dem sechsdimensionalen Raum sO(4) beschrieben. Die Hamilton-
funktion reduziert sich ebenfalls zu einer quadratischen Funktion auf sO(4).

Die Fille von Metriken, fiir die ein zusitzliches quadratisches Integral existiert,
wurden in letzter Zeit sorgfiltig untersucht ([A 6], [A 7], [M 4], [H 1], [H 2)]).

Es ergeben sich sehr schone Beziehungen zwischen den Abelschen Varietiten, auf
denen der Fluf linearisiert werden kann, und der Geometrie des Linearsystems
von Quadriken, das von den Orbit-Invarianten, der Hamiltonfunktion und dem
zusitzlichen Integral aufgespannt wird. Diese Systeme sind eng verwandt mit den
integrablen Fillen der Bewegung eines starren Korpers in einer idealen Fliissigkeit,
die von Clebsch, Steklov, Liapunov, Kotter (siehe [K 14], [P 2]) untersucht wurden.

Geoditische auf Quadriken und das mechanische Problem von C. Neumann

C. Neumann [N 2] untersuchte 1858 die Bewegung eines Massenpunktes
auf der Sphire S" := {x ER"*!/x?+. ..+ x2,, = 1} unter dem Einflu eines qua-
dratischen Potentials P(x) = a,x? +. .. + a,+ X2 +,. Die Differentialgleichung fiir
dieses System 1af3t sich leicht aufstellen; sie lautet

n+1

Xi=—ax; tux; mit u(x,x)= Y (ajx2—x%?)

i=1

5) nach einem Satz von Kirilov-Kostant ([A 9] appendix 2) trigt ein solcher adjungier-
ter Orbit eine natiirliche symplektische Struktur; A. Weinstein bemerkte, daf die zugehdrige
Poissonklammer bereits in einer Arbeit von S. Lie beschrieben ist (cf. [W 1]).
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Dieses Problem ist eng verwandt mit der Untersuchung von Geoditischen auf
Quadriken (vgl. [K 12], [M 7]): Bezeichnet Q die Quadrik Q := {x € R"*!/a,x?
+...+a,. x24+; =0}, und ist £(t) eine geeignet parametrisierte Geoditische auf
Q, so ist der Normaleneimleitsvektor x(t) and Q im Punkt £(t)

O = T )

eine Losung der obigen Differentialgleichung und jede Losung des Neumann-
Problems kann auf diese Weise erhalten werden.

Beide Probleme lassen sich linearisieren auf Jacobivarietiten hyperelliptischer Kur-
ven — das Problem des Geoditischen Flusses auf einem Ellipsoid wurde bereits
von Jacobi 1838 gelost (vgl. [J 1] 28. Vorlesung). Fiir die Beziehungen dieser Pro-
bleme zur Geometrie konfokaler Quadriken siehe auch [M 5], [M 6], [K 11].

Konstruktion von Monopolen

W. Nahm [N 1] zeigte, dafl man Losungen der Selbst-Dualititsgleichung
auf R® x R aus Losungen des folgenden Systems von Differentialgleichungen fiir
komplexe n x n-Matrizen T,, T,, T3 mit T = —T; erhalten kann:

T, =[T,, Ts], T, =[T5, Ty], T3=[T,, T,].

Dabei bezeichnet [A, B] = A © B — B 0 A den Kommutator von A und B. Es stellt
sich heraus, daf dieses System als integrables Hamiltonsches System aufgefafit
werden kann, und daf es auf Jacobivarietiten gewisser nichtsingulirer Kurven
linearisiert wird. Fiir eine genauere Diskussion und die Beschreibung des Zusam-
menhangs mit der ,,Twistor-Konstruktion‘ von Ward verweisen wir auf die Arbeit
von Hitchin [H 4].

3 Toda-Gitter und isospektrale Deformationen

Eines der nicht-klassischen Systeme, deren Untersuchung das Interesse an
integrablen Hamiltonschen Systemen und ihrer Bezichungen zur algebraischen
Geometrie wieder aufleben lie, ist das Toda-Gitter: Wir betrachten eine Kette
von n Massenpunkten auf dem Kreis, die untereinander durch ,,Federn* mit expo-
nentiellem Kraftgesetz verbunden sind.
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Die Beschreibung dieser Situation fithrt zu folgender Differentialgleichung:

3H oH

=5‘Y—i, Yi= T3

X
! aXi

n

mit H(x,y) = ), %y? +exp (X;— Xj+1|, Wobei X, = x; gesetzt wird.

i=1
Dabei beschreibt x; die Entfernung des i-ten Teilchens von einer fest gewihlten
Ruhelage.
Dieses System wurde um 1970 von M. Toda untersucht; unter anderem deshalb,
weil es in gewisser Weise eine Diskretisierung der Korteweg-de Vries- und der
Boussinesq-Gleichung darstelit.
Gegen 1974 bemerkte H. Flaschka (siehe etwa [F 1]), da dieses System dquiva-
lent ist zu der Gleichung

A=[B,A]
. 1
mit 3= exp (X~ Xiwr), b=
by a, 0 ... 0 az?!] [0 a, 0... 0 —az!]
al b2 a2 0 0 —al 0 a2 O
A= 0 ay b3 0 ’ B:= 0 —aj 0
0 0 bn—l dn—1 0 0 dn—1
_anzh—l 0 an—1 bn | _anZ 0 an-1 0 _

wobei z eine Unbestimmte ist.

q ) a. )
Sind allgemeiner A(z,t) = ) Aj(t)z',B(z,t) = Y B;(t)z! endliche Lautent-
i=-p i=-p
reihen in z, deren Koeffizienten matrixwertige Funktionen in t sind, so heifit die
Differentialgleichung

A(z,t) = [B(z, 1), A(z, t)]

eine Lax-Gleichung (oder auch Lax-Paar). Die Koordinatentransformation von
Flaschka bringt also die Gleichung des Toda-Gitters in die Gestalt eines Lax-
Paars. Fiir nahezu alle bekannten Beispiele von integrablen Hamiltonschen Syste-
men lassen sich solche Lax-Gleichungen angeben (fiir die in § 2 erwihnten siehe
[A 3], [A 4] und [B 2]). Diese Lax-Gleichungen nun lassen sich in einheitlicher
Weise behandeln.

Falls A(z, t), B(z, t) die obige Gleichung erfiillen, so ist fiir alle t die Matrix A(z, t)
konjugiert zu A(z, 0), also ist das charakteristische Polynom

Q(y, z) :=det (y - E — A(z, 1))

unabhéingig von t (seine Koeffizienten sind also Integrale). Sei C C C? die von
Q(y, z) = 0 beschriebene algebraische Kurve. Ist C nichtsingulir, so konstruiert
man fiir jedes t ein Geradenbiindel L, auf C, dessen Faser iiber dem Punkt (y, z) €C
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gerade
ker (y - E— A(z, t))

ist (falls C singulir ist, erhilt man eine torsionsfreie Garbe vom Rang 1 auf C).

C 143t sich in natiirlicher Weise durch glatte Punkte kompaktifizieren zu einer
algebraischen Kurve C , und auch L, 148t sich in kanonischer Art erweitern zu
einem Geradenbiindel Lt auf C (siche [M 9], [G4].t Lt ist dann eine Abbildung
von der Zeit-Geraden in die Menge Pic?(C) der Geradenbiindel iiber C von einem
gewissen festen Grad d. Nach dem Satz von Abel ist Pic4(C) isomorph zu Jac (C)
(siehe etwa [M 8]). Ph. Griffiths [G 4] gibt nun notwendige und hinreichende
Bedingungen an das Lax-Paar an dafiir, da} diese Abbildung t = L, linear ist, i.e.
daB das durch die Lax-Gleichung gegebene Vektorfeld auf Jac (C) linearisiert wird.
Diese Bedingungen sind einfach nachzupriifen — und natiirlich in den Fillen aus

§ 2 und beim Toda-Gitter erfiillt. Im Fall des Toda-Gitters ist C wieder eine hyper-
elliptische Kurve — allerdings treten nicht alle hyperelhptlschen Kurven bei einem
Toda-Gitter auf.

Lax-Gleichungen kénnen auch aufgefait werden als Hamiltonsche Vektorfelder
auf adjungierten Orbiten in einer Lie-Unteralgebra von g€ (n, R), wobei R den
Ring aller Laurentreihen mit komplexen Koeffizienten bezeichnet. Dieser Zusam-
menhang zwischen integrablen Hamiltonschen Systemen und unendlich-dimensio-
nalen Lie-Algebren ist sorgfiltig untersucht worden; wir verweisen hier nur auf
[V1],[V 2], [M4].

Falls ein Hamiltonsches System in Lax-Form dargestellt ist, gibt es also eine recht
ausfithrliche Theorie, es auf Integrabilitit zu untersuchen und weiter zu studieren.
Andererseits gibt es aber keine systematische Methode, fiir ein konkret gegebenes
System ein Lax-Paar zu finden. Die Konstruktionen bei den bekannten Systemen
machen oft einen recht kiinstlichen Eindruck; und beispielsweise beim Fall des
Kowalewski-Kreisels hat sich die Suche nach einem Lax-Paar iiber mehrere Jahre
hingezogen. (Die Arbeit [P 1] enthilt Lax-Paare fiir Systeme, die dem Kowalewski-
Kreisel dhnlich sind; fir den Kowalewski-Kreisel selbst wurde erst in [B 3] ein Lax-
Paar angegeben.)

4 Notwendige Bedingungen fiir Integrabilitit

Bekanntlich ist Integrabilitit bei Hamiltonschen Systemen eine ungeneri-
sche Eigenschaft [M 2]. Deshalb ist es interessant, notwendige Bedingungen fiir
Integrabilitit zu entwickeln. Man wird dann aus einer gegebenen Klasse von Bei-
spielen Hamiltonscher Systeme (etwa der Klasse aller Kreisel) diejenigen ausson-
dern, die diese notwendige Bedingung erfiillen, und diese speziellen Systeme
genauer weiter untersuchen.

Nun ist es recht schwierig, die Existenz von differenzierbaren Funktionen als
Integrale auszuschliefen. Darum stellt man meist noch weitere Bedingungen, wie
etwa, daB} die Integrale alle analytische oder gar polynomiale Funktionen sind. Eine
besonders starke, aber auch effektive Bedingung ist die folgende (vgl. [A 5]).

Definition. Sei (M?", w) in CN eine irreduzible komplex-analytische sym-
plektische Mannigfaltigkeit und H : M — C eine holomorphe Funktion. Das durch
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H gegebene®) Hamiltonsche System Xy heifit algebraisch volistindig integrabel,
wenn es holomorphe Funktionen 1y, .. .,1,: M = C gibt, so dap gilt:

O, 5 ={,H =0 firi,j=1,...,n

(ii) Die durch 1,, . . ., 1, definierte Abbildung F : M — C" ist submersiv auf einer
Zariski-offenen dichten Teilmenge von M.

(iii) Uber einer Zariski-offenen dichten Teilmenge B von C" gibt es ein Biindel

7 : A > B von Abelschen Varietiten, einen Divisor D C A und einen Isomorphismus
¢ : F7Y(B) > A — D, so dap das Diagramm

F-Y(B) —j—» A-D
F T
B

kommutiert und so daf3 das Vektorfeld o«(Xy) linear auf jeder der Abelschen
Varietiten m'(c), c € B ist.

In diesem Sinne sind alle bisher betrachteten Beispiele (evtl. nach Reduktion)
algebraisch vollstindig integrabel. Fiir algebraische Integrabilitit nun gibt es eine
einfache notwendige Bedingung, die im Grunde auf S. Kowalewski [K 16], [K 17]
zuriickgeht: Man kann zeigen, daf das Vektorfeld ¢, (Xy) transversal zu D ist. Ist
p € D, so entspricht der Integralkurve von ¢, (Xy) durch p vermoge ¢! eine Lau-
rentreihe, die die urspriingliche Differentialgleichung 16st. Da dime 0 = 2n— 1,
ergibt sich (vgl. [A 5]):

Satz. Ist Xy algebraisch volistindig integrabel, so ist die Dimension des
Raums aller echten Laurentreihen’), die die Differentialgleichung losen, minde-
stens 2n— 1.

Dies ist ein recht effektives Kriterium: Man setzt eine Laurentreihe mit unbekann-
tem Koeffizienten als Losung der Differentialgleichung an:

X = Z aijtj (l=1,,N)
i=—k
Aus der Tatsache, dafl dies eine Losung der Differentialgleichung ist, ergeben sich
Bedingungen an die Koeffizienten der Form

Li,-(alj, .oy aNj) = fij(a,'j_,, cees@p Ky e ooy aN,—k)
mit linearen L;;. Algebraische Integrabilitit impliziert, daft der durch die Ly;
gegebene lineare Operator mindestens Corang 2n — 1 hat.

Von S. Kowalewski wurde dieses Kriterium auf den Fall des Kreisels angewandt
(siehe [K 16], [K 17]). Sie fand, daf} aufier den vorher schon bekannten Fillen

6) Wie in § 1.

7)i. e. die Reihe von der Form Y, atimitk>1, ay #0.
i=—k
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des kriftefreien Kreisels und des symmetrischen Kreisels nur noch der (hier schon
in § 2 beschriebene) Kowalewski-Kreisel diese Bedingung erfiillt. Im zweiten Teil
der Arbeit [K 16] beweist sie die Integrabilitat des Kowalewski-Kreisels, indem sie
das dritte Integral explizit angibt, und gibt die Lésungen des Gleichungssystem in
Termen von Thetafunktionen an.

Kowalewskis Methode wurde von M. Adler und P. van Moerbeke [A 5] in
moderner Sprache formuliert und auf mehrere andere Beispiele angewandt (siehe
etwa [M 4]). Andere notwendige Bedingungen fiir Integrabilitit wurden in letzter
Zeit von Ziglin und Koslov (siehe [K 18], [Z 1]) und auch L. Haine [H 2] und
Duistermaat [D 8] entwickelt. Sie beruhen zumeist auf der Untersuchung der Dif-
ferentialgleichung in der Umgebung einer bereits bekannten Lésungskurve des
Systems; sind also etwas weniger allgemein, aber auch mit weniger rechnerischem
Aufwand verbunden als Kowalewskis Methode.

5 Die Korteweg-de Vries-Gleichung
Dies ist die folgende nichtlineare partielle Differentialgleichung:
1
KdV:u = 3uux—§ U D)

Sie wurde eingefithrt von G. de Vries in seiner Dissertation [V 3] 1894°), um Was-
serwellen in einem langen flachen Kanal zu beschreiben. Eines der Hauptziele die-
ser Arbeit war es, das Phinomen der ,,solitiren Wellen‘ zu erfassen, das ca. 60 Jah-
re vorher von J. Scott-Russel beobachtet worden war. Dabei handelt es sich um
eine einzelne Welle, die sich — ohne ihre Gestalt zu verindern — mit konstanter
Geschwindigkeit in dem Kanal bewegt!?). Ein Auszug aus Scott-Russels romanti-
schem Bericht iiber die ,,Entdeckung des Solitons* ist zu Beginn des Ubersichts-
artikels [K 3] abgedruckt. Diese solitire Welle — auch 1-Soliton genannt— ent-
spricht der Losung

—C

€
2(x ct))

Allgemeiner untersuchte de Vries stationire Losungen dieser Gleichung, d. h.
Losungen der Form u(x, t) = f(x — ct). Es stellt sich heraus, daf} alle derartigen
Losungen in Termen von elliptischen Funktionen (oder im Fall des Solitons Ent-
artungen davon) beschrieben werden konnen. De Vries schrieb diese Losungen in
Termen der Jacobischen elliptischen Funktion cn, seitdem werden sie manchmal
auch ,,cnoidal waves* genannt.

u(x, t) =
cosh?

8) Dabei steht uy fiir du/dt, u, fiir 9u/dx etc.

9) Eine gekiirzte Fassung verdffentlichten de Vries und sein Doktorvater J. Korteweg
1895 gemeinsam [K 15].

10) Andere Situationen, in denen derartige Wellen auftreten, sind etwa zu Beginn des
Artikels [F 3] beschrieben.
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Gegen 1960 trat die KdV-Gleichung auch in verschiedenen anderen physikalischen
Zusammenhingen auf (zu ihrer Geschichte vgl. [B 1], [K 22]); und N. Zabusky,

M. Kruskal und andere begannen mit einer numerischen (computergestiitzten)
Untersuchung dieser Gleichung. Dabei wurde auch das Phinomen des n-Solitons
entdeckt: Aus der Formel fiir das 1-Soliton sieht man, daf die Geschwindigkeit

des Solitons proportional zu seiner Hohe ist. Beginnt man nun mit Anfangsdaten,
die man durch Uberlagerung zweier 1-Solitonen in grofier Entfernung zueinander
erhilt, von denen das linke hoher ist als das rechte, so beobachtet man das folgende:

ST o~

Nach einer gewissen Zeit hat das linke Soliton das rechte eingeholt und vermischt
sich mit ihm, aber wenn man noch linger wartet, so findet man die beiden Solito-
nen in unverinderter Form wieder; das grofe hat das kleine iiberholt, und es tritt
eine kleine Phasenverschiebung auf.

ST

Eine entsprechende Situation tritt bei der Uberlagerung von n solitiren Wellen auf
— man nennt dies dann n-Soliton-Lésungen. Mathematisch prizise wurde ihre
Existenz von Hirota [H 3] bewiesen (siehe auch [M 10] IIIb, § 5).

Auferdem bemerkten Kruskal, Zabusky u. a. eine Reihe von Erhaltungsgrofen;

z. B. sind die Groflen

+ 00 + o0 + 00

f udx, [ udx, |

1
—ud—-—u?|dx

2% g

— sofern sie definiert sind — unabhingig von t. Bis 1968 waren etwa 10 solche
Erhaltungsgrofien gefunden worden.

Ein Durchbruch bei der Untersuchung der KdV-Gleichung war die folgende Beob-
achtung von P. Lax 1968 ([L 1]):

Bezeichnet Z(t) den Differentialoperator

dz
Z(t) = R u(x, t)

. d3 d 3
und ist K(t) := 2 i 3u Ix 2 Ues0 ist die KdV-Gleichung dquivalent zu der
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Gleichung fiir Differentialoperatoren

d

5 Z=[Z.K]

Aus dieser Gleichung sieht man (dhnlich wie in § 3), dal das Spektrum von Z

(in einem geeigneten Funktionenraum) von t unabhingig ist. Dies liefert dann un-
endlich viele Erhaltungsgrofien. Mit etwas Vorsicht kann man die KdV-Gleichung
als integrables Hamiltonsches System auf dem Raum der Funktionen in eine Ver-
inderlichen auffassen — fiir eine Diskussion der symplektischen Struktur und ver-
wandter Fragen siehe etwa [A 2], [K 23], [M 1]. Bei dieser Analogie entsprechen
den Fasern der Abbildung, die durch die Integrale gegeben ist (und die in der

Situation des Satzes von Arnol’d-Jost Tori sind) Mengen von Funktionen v(x)
2

in einer geeigneten Klasse, fiir die der Operator — e + v ein vorgegebenes Spek-

trum hat. In der Tat ist es in vielen Fillen moglich, diese Mengen isospektraler
Operatoren zu untersuchen!?).

Besonders einfach ist die Situation, falls man sich auf quasiperiodische Funktio-
nen v beschrinkt und als Spektrum im Raum der zweimal stetig differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger eine endliche Vereinigung S von Intervallen
vorgibt, die nach unten beschrinkt, nach oben unbeschrinkt ist.

S: >

2

d
Wir setzen I(S) :={v : R = R/v ist quasiperiodisch und der Operator — o2 + v hat

Spektrum S}. Ferner sei C die hyperelliptische Kurve, die als doppelte Uberlage-
rung von P,(C) mit den Randpunkten von S als Verzweigungspunkten realisiert
wird.

Satz (McKean-van Moerbeke [K 8], Novikov et al. [D 2]). Es gibt einen
Isomorphismus Y zwischen I(S) und der Menge der reellen Punkte der Jacobivarie-
tit Jac (C) von C. Der durch die Lax-Darstellung der KdV-Gleichung auf 1(S) defi-
nierte Flufl entspricht unter Y einem linearen Fluf3 auf Jac (C).

M. a. W.: ,,Die KdV-Gleichung wird auf Jac (C) linearisiert*.

Eine elegante Beschreibung dieses Isomorphismus y wurde von Krichever gege-
ben, wir wollen einen Teil seiner Konstruktion hier skizzieren (vgl. [K 19], [M 9]):
2
Sei also v € I(S), und Z bezeichne den Operator — e + v. Dann kann man zeigen,
daf es einen Operator ungerader Ordnung Y der Form
dk k—1
Y= ek +ap—1(x) k-1 +...+ay(x) (kungerade)

11) Dje Untersuchung solcher isospektraler Mannigfaltigkeiten mit geometrischen und
algebraisch geometrischen Methoden ist auch unabhingig von dem Zusammenhang mit integrab-
len Hamiltonschen Systemen interessant und bietet wohl noch viele interessante Perspektiven fiir
das Zusammenspiel von Analysis und algebraischer Geometrie (vgl. etwa [62]).
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gibt, der mit Z kommutiert:
Y-Z=Z'Y.

Nachdem man evtl. Y durch Potenzen von Z abgeindert hat, kann man zeigen,
daf Y und Z eine Gleichung

Y2 =p(Z)

mit einem Polynom p vom Grad k erfiillen. Die Nullstellen von p sind gerade die
Rinder des Spektrums von Z.

C':={(y, 2) € C*/y*> - p(z) = 0}

ist dann eine affine algebraische Kurve, die sich durch einen glatten Punkt im
Unendlichen zu einer hyperelliptischen Kurve C kompaktifizieren 1dft. Fiir jeden
Punkt (y, z) € C' sei

Ly, ={f€C[[x]]/[YD) =y -f,ZD) =z f};

dies ist ein eindimensionaler C-Vektorraum'?), Die Rdume Ly, ;) lassen sich zu
einem Geradenbiindel L' auf C' zusammenkleben; und indem man geeignete
Wachstumsbedingungen fiir Schnitte im Unendlichen stellt, lift sich L' fortsetzen
zu einem Geradenbiindel L auf C.

Auf diese Weise erhilt man also ausgehend von Z (bzw. v) ein Geradenbiindel L
auf C, also im wesentlichen ein Element der Jacobivarietit von C. Variiert nun Z
entsprechend der Lax-Beschreibung der KdV-Gleichung, so bleibt offenbar p und
die Kurve C fest, aber das Geradenbiindel L variiert linear auf Jac (C).

Auch die Umkehrabbildung von y kann in konzeptueller Weise elegant beschrie-
ben werden. Wir beschrinken uns hier auf die (zu dieser Konstruktion ,,im wesent-
lichen* dquivalenten) folgenden Feststellung (sieche z. B. [D 9]):

Ist C eine hyperelliptische Kurve vom Geschlecht g und $!3) jhre Riemannsche
Thetafunktion, so erfiillt

u(x, t) :==-2 ailen 0(I_j x4V t) + const
die KdV-Gleichung!#).
In der oben beschriebenen Konstruktion der Abbildung  ist die spezielle Gestalt
der Operatoren Y, Z unwesentlich; sie hingt nur von dem kommutativen Ring von
Differentialoperatoren ab, der von Y und Z erzeugt wird. Allgemeiner erhilt man
auf die oben angedeutete Weise eine Beziehung zwischen kommutativen Ringen von
Differentialoperatoren und torsionsfreien Garben auf Kurven — eine Beziehung,
die bereits 1922 von Burchnall und Chaundy [B 2] untersucht worden war'®).

12) falls Y von minimal méglichem Grad gewiahlt war.

13) Zur Definition und Eigenschaften von Thetafunktionen siehe etwa [M 8], [M 10].
- -

14) U und V sind Richtungen in C¥, die durch einen WeierstraBpunkt von C bestimmt

sind.
15) Diese Arbeiten waren allerdings in Vergessenheit geraten.
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In diesem Stil lassen sich auch mehrere andere spezielle Differentialgleichungen
behandeln, so etwa

. 0% [4 1d%u
die Boussinesq-Gleichung ui = FY% (5 u?- 3 W) , die dquivalent ist zu dem Lax-
Paar L=[L, A] mit
3 F} 2
L=—i-+2u—q-+—+v, A=-d—+iu

dx3 dx 9x

die nichtlineare Schrodingergleichung it = 2 |u|?u — u,, mit der Lax-Darstellung
L=[L, A], wobei

i) 22w [
| ox u e ™
L=i , A=i
_._a_ (_ _2 _a_ (2£+
Vo T VTSV ax ax

und u=Fyv

die Sine-Gordon-Gleichung ii — -2% + sin u = 0 (fiir eine Kommutatordarstellung
siche etwa [K 6] § 3).

Wir wollen darauf nicht weiter eingehen und verweisen nur auf die Ubersichtsar-
tikel [D 6], [D 9], [K 3], [M 4], sowie auf [K 6], [K 7]. Stattdessen kehren wir
noch einmal zuriick zur KdV-Gleichung und den Mengen isospektraler eindimen-

sionaler Schrédingeroperatoren.
2

d
Der Fall, daB man als Spektrum fiir den Operator — e + v mit fast-periodischer

Funktion v eine abzihlbare Vereinigung von Intervallen vorgibt, wurde von
McKean-Trubowitz [K 9] (im periodischen Fall) von Levitan ([L 3], [L 4] im all-
2

gemeinen) untersucht. Die Menge aller v, fiir die — Fe) + v ein vorgegebenes Spek-

trum hat, ist dann isomorph zur Menge der reellen Punkte der Jacobivarietét einer
hyperelliptischen Kurve von unendlichem Geschlecht (vgl. [K 5]).

Ein anderer Zugang zu der Untersuchung der isospektralen Mannigfaltigkeiten
I(S) wie oben wurde von Moser und Trubowitz gefunden (vgl. [M 7]): Betrachte
eine Losung x(t) des in § 2 beschriebenen mechanischen Problems von C. Neu-
mann. Dann ist jede Komponente x;(t) von x(t) eine Eigenfunktion des Operators

d2
=——t
VA e Ax(t))
zum Eigenwert a;. Man sieht aus der Integrabilitit des Neumann-Problems, dafl A
quasiperiodisch ist. Es stellt sich heraus, da} das Spektrum von Z aus nur endlich
vielen Intervallen besteht, und daf jeder derartige Operator auf diese Weise aus
einer Losung eines Neumann-Problems gewonnen werden kann. Der algebraisch-
geometrische Aspekt der KdV-Gleichung kann also fast vollstindig auf ein mecha-
nisches Problem aus dem letzten Jahrhundert zuriickgefiihrt werden.
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Fiir andere der oben genannten Gleichungen haben Deift-Lund-Trubowitz [D 1]
ebenfalls endlich-dimensionale Systeme konstruiert, die zu diesen Gleichungen in
shnliche Beziehung stehen wie das Neumann-System zur KdV-Gleichung. Diese
Systeme sind aber i. allg. wesentlich komplizierter als das Neumann-System. In
letzter Zeit bemiihen sich H. Flaschka und seine Mitarbeiter um einen systemati-
schen Ansatz, um zu den partiellen Differentialgleichungen, die mit Krichevers
Methode behandelt werden kénnen, kanonische endlich-dimensionale Systeme zu
konstruieren, die die gesamte algebraisch-geometrische Struktur widerspiegeln
(siehe etwa [F 2]).

Neben der hier geschilderten algebraisch-geometrischen Betrachtungsweise gibt es
natiirlich viele andere Aspekte der KdV-Gleichung (wie etwa der Zusammenhang
mit Kac-Moody-Algebren, siehe [S 1], [K 1]); diese zu beschreiben, wiirde jedoch
weit iiber den Rahmen dieses Aufsatzes hinausgehen.

6 Die Kadémtsev-Petviashvili-Gleichung und das Schottky-Problem

Bei der Untersuchung der Stabilitit der Soliton-Losungen der KAV wur-
den Kadémtsev und Petviashvili [K 2] zu folgender partieller Differentialgleichung
fir Funktionen in den Variablen x, y, t gefiihrt:

(U= 6uuy + Uy )x Uy =0

Auch diese Gleichung (die man oft kurz die KP-Gleichung nennt) ldft sich als
Kommutatorgleichung fiir Differentialoperatoren schreiben, niamlich

0
?t—Z K] 0
. d? _d3 3( d
mit Z= d2+u K_dx3+4 udx+ ax ul+w.

Mit dhnlichen Methoden wie bei der KdV-Gleichung ladt sich auch diese Gleichung
linearisieren auf der Jacobivarietit einer algebraischen Kurve — allerdings treten
hier nicht nur hyperelliptische Kurven auf, sondern beliebige kompakte algebrai-
sche Kurven. Genauer gilt (vgl. [D 5]).

Ist C eine nichtsingulire kompakte algebraische Kurve vom Geschlecht g und ¢
ihre Riemannsche Thetafunktion, so gibtes U, V, we C8, so daf

a2
u(x, y,t) 2-—2—-1n(U x+V -y +W-t)+ const

die KP-Gleichung erfiillt (U, V, w und die Konstante sind explizit gegeben,

vgl. [K 20]).

Diese Tatsache regte Novikov zu der Vermutung an, daf sich unter allen haupt-
polarisierten Abelschen Varietéiten die Jacobivarietiten algebraischer Kurven
dadurch charakterisieren lassen, daf} sich auf ihnen die KP-Gleichung linearisieren
1aBt. Dies ist in der Tat richtig — nach Vorarbeiten von Dubrovin [D 5], Arbarello-
De Concini [A 8], Mulase [M 11] und anderen gelang es Shiota [S 3] zu zeigen:
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Satz. Sei § eine symmetrische komplexe g x g-Matrix mit positiv definitem
Imagindrteil, A := C8Z8 + Q28 die zugehdrige hauptpolarisierte Abelsche Varietit
(cf. [M 8]) und & ihre Riemannsche Thetafunktion Mz)= 3, exp (2mi'mz + mi'mQm).

mez

Dann sind die folgenden Aussagen (a) und (b) dquivalent:

(a) A ist isomorph zur Jacobivarietdit einer nichtsinguliren kompakten algebrai-
schen Kurve.

(b) Es gibt Vektoren I_j, \7, we Ce8, U # 0 und eine quadratische Form Q(x, y, t),
so daf3

82 - - —
® u(X,Y,t)1=-2a—x2Q(X,Y,t)'1nl9(U'X+V'Y+W't+§)

ist fiir jedes ¢ € C® eine Losung der KP-Gleichung, und

(ii) der Thetadivisor von A enthilt keine Abelsche Untervarietit von A, zu der der
Vektor U tangential ist.

Vermutlich folgt (b, ii) bereits aus (b, i). Dieser Satz (bzw. bereits das Resultat
von Arbarello-De Concini [A 8]) ermdglicht es zum Beispiel, auf dem Modulraum
der hauptpolarisierten Abelschen Varietiten Gleichungen anzugeben, die gerade
den Ort aller Jacobivarietdten beschreiben.

Das Problem, die Jacobivarietiten unter allen Abelschen Varietdten zu charakteri-
sieren, war bereits von Riemann aufgeworfen worden. Es wird i. a. das Schottky-
Problem genannt, da Schottky erste erfolgversprechende Ansitze zu einer Losung
entwickelt hatte (vgl. [M 8] IV). Die obigen Resultate sind aber die erste voll- -
standige Losung dieses Problems. Sie ist vielleicht fiir praktische Zwecke noch
nicht voll befriedigend — man wiirde sich eine geometrische Charakterisierung des
Ortes aller Jacobivarietiten wiinschen; es gibt aber bereits eine Reihe von erfolg-
versprechenden Ansitzen, den obigen Satz in geometrischer Weise zu verstehen
und zu interpretieren (vgl. [G 1]).
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Buchbesprechungen

Borel, A, Collected Papers, Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Ver-
lag 1983, 3 volumes, xvi, 2226 pp., cloth, DM 348,—

Armand Borel hat die Herausgabe seiner ,,Gesammelten Werke* selbst betreut. Mit
Ausnahme einiger Seminar- oder Vorlesungsausarbeitungen und der Buchmonographien sind
alle Arbeiten enthalten, die er allein oder mit anderen Mathematikern bis zum Jahre 1982
publiziert hat. Die Abhandlungen sind photomechanisch wiedergegeben. Manche der bisher
nur maschinenschriftlich veréffentlichten Arbeiten wurden gesetzt; dies gilt insbesondere fiir
die hier zum groften Teil aufgenommenen Vortrige, die A. Borel im Séminaire Bourbaki
gehalten hat, leider jedoch nicht fiir die Titel [104] und [118] der Bibliographie A. Borels,
die jedem der drei Binde beigegeben ist.*)

In die Sammlung seiner Arbeiten hat A. Borel auch zwei bisher unverdffentlichte
Manuskripte aufgenommen. Das erste ,,Représentations linéaires et espaces homogénes
kahleriens des groupes simplex compacts* ([30], I, 392—396) stammt vom Mirz 1954 und
geht zum Teil auf eine Zusammenarbeit mit A. Weil zuriick. Die zweite Arbeit ,,On periodic
maps of certain K(m, 1)*“ ([87], III, 57—60) wurde 1969 verfaRt und beantwortet eine von
D. Sullivan gestellte Frage.

A. Borel hat viele seiner Arbeiten mit Kommentaren versehen, in denen eventuelle
Korrekturen durchgefiihrt oder spitere Resultate erldutert werden, die die Ergebnisse des
Textes vervollstindigen oder verallgemeinern und gestellte Fragen beantworten; gelegentlich
werden noch offen gebliebene Probleme angedeutet. In diesen Anmerkungen werden zahl-
reiche Hinweise auch zur neueren Literatur gegeben.

Es kann hier nicht meine Aufgabe sein, das bisherige wissenschaftliche Werk von
Armand Borel zu beschreiben und zu wiirdigen; dies steht in seiner ganzen Tiefe und in seinem
Einfluf, den es auf die Entwicklung der Mathematik hat, fiir sich selbst ein. Die vorliegenden
Bénde zeugen davon, und man muf die ungebrochene Tatkraft A. Borels bewundern, mit der
er sich neuere mathematische Theorien und Sachverhalte erschlieRt und mit vorantreibt.

Einige Anmerkungen, die mir beim Studium einzelner Arbeiten A. Borels in den
Sinn kamen, sei mir jedoch zu duflern gestattet.

Schon in den 1952 zur Erlangung des Doktorgrades der ,,Faculté des Sciences* der
Universitit von Paris vorgelegten ,,Théses werden zwei wichtige Themen bezeichnet, die die
wissenschaftliche Arbeit A. Borels durchziehen. Die Arbeit ,,Sur la cohomologie des espaces
fibrés principaux et des espaces homogénes de groupes de Lie compacts* ([23], I, 123—215)
markiert beispielhaft in ihren Auswirkungen die Beitrige, die A. Borel zur algebraischen
Topologie Liescher Gruppen und der zugehérigen homogenen Riume und zur Entwicklung
der Theorie charakteristischer Klassen geleistet hat. Das andere Thema ,,Fonctions automorphes
de plusieurs variables complexes* 1a8t zum ersten Mal (cf. hierzu [22], I, 104—119) die
Beschiftigung mit Problemen aus der Theorie arithmetischer Gruppen und automorpher For-
men offenbar werden. Damit sind auch zugleich exemplarisch zwei Gesichtspunkte in der
Theorie der Lieschen Gruppen genannt, die die Herausbildung dieses Gebietes zu seiner heuti-
gen Form wesentlich mitbestimmt haben. Dies meint zum einen den ,,transzendentalen*
Zugang, der auf die grundlegenden Arbeiten von H. Weyl und E. Cartan zuriickgeht und in
dem sich Differentialgeometrie, Topologie und algebraische Methoden verschrdnken, und zum
anderen die Theorie der linearen algebraischen Gruppen wie sie in den Jahren 1956—58 durch
A. Borel ([39], I, 490—552) und C. Chevalley iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern ent-

*) Auch im folgenden beziehen sich Ziffern in eckigen Klammern auf diese Biblio-
graphie, gefolgt von Bandnummer und Seitenangaben.
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wickelt wurde und in deren Begriindung Ergebnisse der algebraischen Geometrie sehr stark
eingehen.

Dieser zweite Aspekt ist in den Arbeiten Borels immer mehr in den Vordergrund
getreten, und es ist deutlich, daf der Begriff der Theorie der Lieschen Gruppen in Borels Ver-
stindnis nicht nur die klassischen reellen oder komplexen Lieschen Gruppen meint, sondern
auch die linearen algebraischen Gruppen und p-adischen Gruppen sowie die zugeh6rigen
p-adischen ,,symmetrischen Rdume* einschlieft. Zusammen mit J. Tits hat A. Borel die
Strukturtheorie reduktiver Gruppen iiber beliebigen Korpern aufgebaut (cf. ,,Groupes réductifs*
[66], 11, 424—520. ,,Compléments a I'article: ,Groupes réductifs‘“ [94], III, 129—152). Aus
sehr verschiedenen Motiven heraus kam es zu dieser Entwicklung: Fiir jeden Typ der durch
W. Killing und E. Cartan gegebenen Klassifikation der komplexen einfachen Lieschen Gruppen
hatte C. Chevalley 1955 (,,Sur certains groupes simples* Tohoku Math. J. 7 (1955) 14—66)
eine lineare Gruppe iiber beliebigem Korper k konstruiert und damit (fiir k endlich) insbeson-
dere bisher nicht bekannte endliche einfache Gruppen erhalten. Die Rolle, die dabei von der
Bruhat-Zerlegung gespielt wird, und die Untersuchung verschiedener Geometrien waren sicher-
lich fiir J. Tits ein wichtiger Anstof8. Aufbauend auf der klassischen Reduktionstheorie qua-
dratischer Formen und den Arbeiten von C. L. Siegel hierzu und der damit verbundenen Ent-
wicklung einer Theorie der automorphen Funktionen in mehreren Variablen hatte Borel ande-
rerseits, auch zusammen mit Harish-Chandra, Fundamentalmengen fiir arithmetische Unter-
gruppen beliebiger algebraischer Gruppen iiber einem Zahlkorper studiert und so einen allge-
meinen Rahmen fiir eine Theorie automorpher Formen vorgeschlagen. Dies bedingte auch eine
intensive Auseinandersetzung mit den arithmetischen und rationalen Eigenschaften algebra-
ischer Gruppen. Das Problem, eine fiir das Studium automorpher Formen sinnvolle Verallge-
meinerung des Begriffs einer parabolischen Spitze eines Fundamentalbereichs fir die Aktion
einer Fuchsschen Gruppe auf der oberen Halbebene zu finden, hat dann Borel auch, wie er
selbst bemerkt, zu den Strukturfragen reduktiver algebraischer Gruppen gefiihrt.

Dies kann als Beispiel gelten, daf A. Borel stets daran wesentlich mitgewirkt hat, das
Gebdude der Theorie der Lieschen Gruppen zu vervollkommnen und ihre Rolle, die sie in den
anderen Gebieten der Mathematik spielt, zu erhellen. Der Zusammenhang mit dem Studium
automorpher Formen und deren Beziehung zur Zahlentheorie und algebraischen Geometrie
sind dabei leitende Motive. Untersuchungen zur Darstellungstheorie reduktiver Gruppen,
Kompaktifizierungen arithmetischer Quotienten symmetrischer Rdume, zur Kohomologie
arithmetischer Gruppen und automorphen L-Funktionen, die in den Fragenkreis der nicht-
abelschen Klassenkorpertheorie hineingeh6ren, kommen zueinander.

Immer wieder hat A. Borel in sorgfiltig und klar geschriebenen Uberblicksaufsitzen
innegehalten und versucht, den gegenwirtigen Stand der mathematischen Forschung zu
bestimmten Problemen festzuhalten, offene Fragen auszusprechen und Ausblicke auf mogliche
weitere Entwicklungen zu geben. Um das Fortschreiten der Mathematik zu begreifen und um
die Zusammenhinge einzelner Ergebnisse untereinander zu verstehen, sind diese Arbeiten
Borels eine wertvolle Hilfe. Ein ebenso grofler Wert ist den Ergebnisberichten, die aus von
A. Borel mitinitiierten Tagungen und Seminaren bis in jiingster Zeit hervorgegangen sind,
zuzusprechen. Beispielhaft seien hier nur die beiden Binde ,,Automorphic forms, representa-
tions und L-functions** (Proc. Symp. in Pure Maths., XXXIII, Amer. Math. Soc., Providence
1979) erwihnt.

Will man iiber die mathematischen Forschungsarbeiten hinaus ein wenig mehr das
Verstehen und die Auffassung von Mathematik, die Borel eigen sind, kennenlernen, so lese
man die Niederschrift ([119], I1I, 685—701) eines 1981 gehaltenen Vortrages unter dem
Titel ,,Mathematik: Kunst und Wissenschaft*. Hier leuchtet manche Facette der Personlich-
keit Armand Borels auf, die sonst hinter dem mathematischen Gegenstand zuriicktritt.

Bonn J. Schwermer
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Fuks, D. B., Rokhlin, V. A., Beginner’s Course in Topology (Universitext), Berlin —
Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1984, 17 fig., xi + 519 p., Soft cover,

DM 88,—

Was ist dieses Buch nicht? — so fragen wir wie ein einfiltiger Priifer, um gleich zu ant-
worten: Es ist nicht, was sein Titel sagt. Kein Anfinger versuche daraus Topologie zu lernen,
und niemand versuche, danach eine Vorlesung zu halten. Schon allein der streng codierte For-
malismus steht dem entgegen. Etwa 230 Eintrige finden sich im Symbolverzeichnis. Wie dieser
Reichtum zustande kommt, ahnt man schon auf Seite 2: Angenommen man hat eine Abbildung
f: XY, und A C X mit f(A) CB C Y, so hat man ja auch f|A: A - B. Aber in diesem Buch
hat man stets ab f: A~ B und damit die Abbildung von Paaren rel f = (f, ab f) : (X, A) > (Y, B).
Das muf} man sich jetzt merken, denn das Unkraut iiberfliissiger Bezeichnungen wuchert schnell,
und weil damit ja einem maschinengeiibten Geist alles klar ist, werden weitere Erkldrungen nicht
gegeben. Immerhin hilft das Symbolverzeichnis, auch ,,ab tl ad f* (S. 299) zu entschliisseln.
Aber — man weifl es vom Maschinenwesen — ein simpler Druckfehler kann sich bei diesem Stil
schlimm auswirken. Das ist, was man gern als Bourbaki-Stil bezeichnet, doch zu Unrecht: Denn
die meisten Biicher von Bourbaki sind wunderbar zu lesen, auch in Ausziigen, und ihre Bezeich-
nungen haben sich durchgesetzt, weil sie einfach, sinnfillig und geschickt sind. Das kann man
von den Bezeichnungen dieses Buches nicht sagen, und noch dazu werden viele allgemein
akzeptierte Symbole und Namen gedndert: zum Beispiel ® statt A fir das smash product und
,,Borsuk-pair fiir ,,cofibration*. Uberhaupt riilhmen sich die Autoren: “We have even departed
from the tradition that some theorems bear the names of their real or imaginary authors. In
return, we willingly have used names of topologists in the terminology and notations.” — Ein
schlechtes und unsachliches Verfahren, das der Willkiir der Verteilung von Ehren erst recht Tiir
und Tor 6ffnet. Die iiblichen Namen und Bezeichnungen sollten im Text und Index wenigstens
angegeben werden, sonst kann man das Buch nicht benutzen, weil man nichts findet. Ubrigens:
Der Formalismus des Buches ist mengentheoretisch, die Funktorsprache fehlt, wo sie doch
gerade hier zur Kldrung unumginglich ist.

Nun brauchte man sich nicht weiter aufzuhalten, wenn das Buch nicht andererseits
doch eine wichtige Neuerscheinung wire. Ich will es deutlich sagen: Lesen kann man es wohl
nicht, aber man braucht es unbedingt, jede Bibliothek mufl es anschaffen und auch mancher
Student der Topologie wird nicht umhin konnen, diesen Text zu ergriinden. Gut also, daf} es
iibersetzt ist, und, am Rande gesagt, mit grofer Sorgfalt und mathematischer Einsicht iibersetzt,
auch Druckfehler sind selten. Denn es handelt sich eigentlich um ein iiberaus niitzliches elemen-
tares Kompendium der Topologie. Auch darin nun unterscheidet sich das Buch von Bourbaki
und seinen schlechten Folgen. Bourbaki ist ja in der Topologie in den Trivialititen steckenge-
blieben. In diesem Buch aber ist eine Fiille topologischer Techniken, grundlegender Sitze und
die Beschreibung wichtiger Objekte gespeichert. Nirgends findet man soviel beieinander, und
nie weichen die Autoren aus. Was man auch grade braucht: Metrisierung, Klassifikation von
Flichen, Plickerkoordinaten von Grafimann-Mannigfaltigkeiten (nicht ,,Grassman®, wie es hier
heit), Konstruktion des universellen Biindels, Uberlagerungen, erste Homotopiegruppen der
Sphiren, Einhidngung, Morsetheorie, Eilenberg-MacLane-Riume — alles, soweit es direkt geo-
metrisch und mengentheoretisch zuginglich ist, wird hier gebracht, und vieles oft Benutzte fin-
det man sonst nicht leicht (z. B. den Transversalititssatz fiir zwei Abbildungen N >M <« L).
Das Finden freilich ist so eine Sache, siehe die obigen Grundsitze. Ein unumgingliches Buch
also, oft passend zu zitieren: den Leser triffts.

Regensburg Th. Brocker
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Amold, V. I., Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential Equations
(Grundlehren, Band 250), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1983, 153 fig.,

X + 334 p., cloth, DM 94,—

Die Losung geometrischer Probleme durch gewéhnliche Differentialgleichungen wird
in dem Buch natiirlich auch behandelt, der geoditische Fluf auf Riemannschen Flichen und
der Satz von Riemann-Roch und sogar ein Satz von Grauert iiber das Normalenbiindel exzep-
tioneller Kurven. Aber Gegenstand des wunderbaren Buches sind die geometrischen Methoden
fir Differentialgleichungen.

Die Vorstellung, dafl eine Kugel den Berg lings einer Fallinie bis zur Ruhelage hinunter-
rollt, trifft gewif nicht zu, markiert aber etwa das Motiv dieses Buches. Gegenstand ist die struk-
turelle Stabilitét von dynamischen Systemen. Da gilt: Ein (orientierter) Diffeomorphismus der
S! ist strukturell stabil, wenn und nur wenn die Rotationszahl rational ist, und alle Zyklen
nicht-ausgeartet sind. Ist aber die Rotationszahl irrational, dann ist der Diffeomorphismus topo-
logisch dquivalent zu einer Rotation. Diese beiden Sitze von Denjoy und Poincaré werden
bewiesen und erklrt.

Im Fall, da§ die Diffeomorphismen durch analytische Funktionen gegeben sind, ist
die Losung der homologischen Gleichung ebenfalls analytisch, was hier mit einer Technik von
Kolmogorov vorgefiihrt wird, die konsequent weiterverfolgt, zu wichtigen Sitzen fiihrt. Am
Beispiel des Torus werden Anosov-Systeme behandelt und bewiesen, da jeder Anosov-Diffeo-
morphismus stabil ist. Daf die stabilen Systeme trotzdem nicht iiberall dicht sind, ist ein hochst
unerwartetes Resultat von S. Smale. Fir das Verstehen in vielen Anwendungen ist die Storungs-
theorie wertvoll.

Betrachtet werden dazu adiabatische Invarianten, um deren Entwicklung vorherzusa-
gen. Wir treffen dabei auf ein beriihmtes Bild, namlich das eines homoklinischen Punktes. Die
Dynamik der Resonanzen beherrscht das Bild. Die Normalformen fiir dynamische Systeme sind
gegeben durch ganz grofie Ergebnisse von H. Poincaré und C. L. Siegel. Sind bei einem holomor-
phen Vektorfeld die Eigenwerte der linearisierten Gleichung im Poincaré-Gebiet und nichtreso-
nant, dann ist das Feld zu seinem linearen Teil biholomorph #quivalent. Sind die Eigenwerte im
Siegel-Gebiet und vom (zahlentheoretischen) Typ (C, »), dann ist das Feld ebenso zum linearen
Teil biholomorph #quivalent. Die Konvergenzprobleme fiir den Beweis des Siegelschen Satzes
sind riesengrof}, das Buch fiihrt die Behandlung der homologischen Gleichung aber sorgfaltig vor.

Das letzte Kapitel ,,Lokale Bifurkationstheorie* beschreibt Transversalitit mit R. Thom
und erklirt den Unterschied von ,hard* und ,,soft auftretendem Verlust der Stabilitit. Ein
schones Theorem von Poincaré-Andronov kann hier verwandt werden, um die Dynamik in einer
Poiseuille-Stromung durch einen Attraktor im R* und fiir ein verwandtes Problem zu Navier-
Stokes-Gleichungen mit einem Attraktor im R® zu beschreiben. Ahnliche qualitative Probleme
werden hier auch fiir sich selbst regelnde Oszillationen hergeleitet. Die vielen Diagramme
beschreiben Metamorphose der Topologie bei Resonanzen sehr ausfiihrlich, ohne da der Ver-
fasser einer Eitelkeit Raum lassen will, zu beweisen, daB er alle Diagramme angegeben habe.

Es gibt einen recht kurzen Appendix mit Priifungsaufgaben, aber die eingestreuten
Probleme (problem, hint) decken hier den Stoff noch viel schéner ab. Referiert werden in dem
Buch eine ganz lange Reihe bedeutender russischer mathematischer Arbeiten, die hier gewifd
nur wenig bekannt und bewundert worden sind, und es ist ein liebenswertes Buch. (Fiir eine
zweite Auflage wire hochstens ein Index fir die Begriffe und ein Verzeichnis der zitierten
Arbeiten ein schoner Vorteil.)

Bochum R. Bohme
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Tooss, G., Joseph, D. D., Elementary Stability and Bifurcation Theory (Undergraduate
Texts in Mathematics), Berlin — Heidelberg — New York: Springer-Verlag 1980, 47 fig., xv +
286 p., cloth, DM 42,—

Mit diesem Buch verfolgen die Autoren das Ziel, einem breiten Leserkreis die grundle-
genden Phanomene der Verzweigungstheorie naherzubringen. Sie illustrieren ihre Ergebnisse
durch eine Vielzahl von Beispielen gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen. Betrach-
tet werden Probleme nichtlinearer Differentialgleichungen, die ein- oder zweidimensional sind
oder sich durch Projektionen auf solche zuriickfiihren lassen. Anstatt der meist benutzten
Methoden (Liapunov-Schmidt, Reduktion auf center manifold) wenden die Autoren den Satz
iiber implizite Funktionen an, um mit Hilfe der Fredholm-Alternative Reihendarstellungen fiir
die verzweigenden Losungen zu gewinnen und deren Stabilitdtseigenschaften zu charakterisieren.
Die Voraussetzungen sind jeweils so gefafit, dal dazu die Kenntnis der ersten drei Terme der
Taylorentwicklung der rechten Seite der jeweiligen Differentialgleichung geniigt.

Das Buch ist in 11 Kapitel eingeteilt. Fiir die Kapitel 1—5 und 7, die sich mit ein- oder
zweidimensionalen Problemen befassen, geniigen Kenntnisse, die in Grundvorlesungen iiber
Analysis, lineare Algebra und gewohnliche Differentialgleichungen erworben werden konnen.
Die Kapitel 6 und 8 stellen die funktionalanalytischen Hilfsmittel vor, welche die Reduktion
hoherdimensionaler Probleme auf ein- oder zweidimensionale erlauben. Die abschlieRenden
Kapitel 9—11 enthalten eine Vielzahl von Forschungsergebnissen aus den Jahren 1976—1980.

Die Kapitel im einzelnen: In Kapitel 1 werden die grundlegenden Konzepte stationérer
oder periodischer Losungen autonomer und auch nichtautonomer Differentialgleichungen und
deren Stabilitdtseigenschaften vorgestellt. Die Kapitel 2 und 3 sind der Verzweigung stationérer
Losungen aus einer stationiren Losung im R! gewidmet. Hier wird das Studium der Differential-
gleichungen x = F(u, x) und x = F(, x, §) auf das der algebraischen Gleichungen F(u, x) =0
bzw. F(u, x, 8) = 0 zuriickgefiihrt. Kapitel 3 liefert somit einen Ausblick auf die ,,Imperfection
Theory*“. Kapitel 4, in dem Aspekte der Theorie linearer Operatoren iiber dem R™ behandelt
werden, dient der Vorbereitung von Kapitel 5, welches die Verzweigung stationirer Losungen
aus einer stationiren Losung im R? beschreibt. Die Kapitel 6 und 8 befassen sich mit hoher-
dimensionalen Problemen, die in den R® oder R? projiziert werden konnen und so in den Rah-
men der Kapitel 2—5 und 7 passen. Letzteres beschreibt die Verzweigung T-periodischer Losun-
gen aus einer stationiren Losung im R? (Hopf-Verzweigung). Die letzten drei Kapitel sind dann
der Verzweigung aus einer T-periodischen Losung gewidmet. In den Kapiteln 9 und 10 betrach-
ten die Autoren ein nichtautonomes System x = F(t, u, x) mit T-periodischer rechter Seite. Die
Art der Verzweigung hingt dann vom sogenannten Floquet-Exponenten w ab. Kapitel 9 behan-
delt den Fall, dal w,T/27 rational ist, wo aus der gegebenen T-periodischen Losung periodische
Lésungen entstehen, deren Periode ein Vielfaches von T ist (sog. subharmonische Losungen).

In Kapitel 10 wird der Fall eines irrationalen wyT/27 untersucht. Hier verzweigen Losungen,
welche asymptotisch quasiperiodisch sind und auf einem Torus liegen. Im letzten Kapitel
beschreiben die Autoren die Verzweigungsphanomene einer T-periodischen Losung eines auto-
nomen Systems (e.g. sekundire Verzweigung).

Wiirzburg D. Flockerzi

Chang, K. W., Howes, F. A., Nonlinear Singular Perturbation Phenomena: Theory and
Applications (Applied Mathematical Sciences, Vol. 56), Berlin — Heidelberg — New York —
Tokyo: Springer-Verlag 1984, 12 fig., viii + 180 p., soft cover, DM 58,—

Die Monographie von K. W. Chang und F. A. Howes stellt eine Zusammenfassung und
Erweiterung der von den Autoren in den letzten Jahren (bis 1982) publizierten Arbeiten dar.
Durch Anwendung von Maximumprinzipien und Techniken unter Benutzung von Differential-
ungleichungen gelingt die Behandlung vieler verschiedener Klassen von singulir gestorten nicht-
linearen gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung.
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Die betrachteten singular gestorten Differentialgleichungen zeichnen sich dadurch aus,
daB ein kleiner Parameter € die hochste Ableitung — hier die zweite — multipliziert und die
niedrigeren Ableitungen in verschiedenen nichtlinearen Formen vorliegen. Die Bezeichnung
,»singuldr gestort* beruht darauf, da man die gegebene Differentialgleichung als ,,Stérung* der
durch € = 0 entstehenden Differentialgleichung niedrigerer Ordnung auffaft. Die Storung ist in
dem Sinne ,,singulir*, dafl beim Ubergang zu einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung
nicht mehr alle Randbedingungen erfiillt werden kénnen. Aus diesem Grunde kénnen Grenz-
schichten verschiedenster Art sowie Resonanzphinome vorliegen.

Fiir die verschiedenen Problemklassen werden in dem Buch die Existenz von Losungen
sowie asymptotische Darstellungen mit Hilfe von Grenzschichtfunktionen und Abschidtzungen
in Potenzen des kleinen Parameters bewiesen. Wesentlich dafiir ist eine Formulierung von geeig-
neten Bedingungen, unter denen bei den verschiedenen Grenzschichtverhalten Existenz von
Losungen gezeigt und Maximumprinzipien angewandt werden konnen. Diese Bedingungen wer-
den durch die verschiedenen ,,Stabilitétsdefinitionen* prizisiert.

Die vorliegende Monographie zeichnet sich dadurch aus, daf alle betrachteten Probleme
durch eine einheitliche Methode, die der Differentialungleichungen, behandet werden. Die Pro-
bleme schlieflen Nichtlinearititen hervorgerufen durch Potenzen der ersten Ableitung ein.
Dariiber hinaus werden nicht nur Dirichletsche sondern auch gemischte Randbedingungen unter-
sucht. SchlieBlich werden einige Ergebnisse auch fiir Systeme von singulir gestorten Differential-
gleichungen hergeleitet. Das Buch enthilt eine Reihe von Ergebnissen, die bisher noch nicht
publiziert worden sind. Es wire interessant zu sehen, inwieweit die Resultate der wichtigen
und grundlegenden Arbeit von A. van Harten [J. Math. Anal. Appl. 65 (1978), pp. 126] durch
die Ergebnisse des Buches abgedeckt sind. In der genannten Arbeit beruhen die Beweise iiber-
wiegend auch auf Maximumprinzipien.

An einigen Stellen weisen die Autoren auf die noch zu fiillenden Liicken in diesem
Gebiet der asymptotischen Analysis hin, die insbesondere Systeme.von Differentialgleichungen
betreffen. Dadurch werden Anregungen gegeben, die dieser Forschungsrichtung vielleicht neue
Impulse geben. Wie von den Autoren bemerkt, hat die Methode der Differentialungleichungen
allerdings dort ihre Grenzen, wo keine Maximumprinzipien vorliegen. Dies ist z. B. bei Proble-
men mit Resonanzphinomen der Fall.

Durch die zahlreichen Beispiele und verschiedenen Anwendungen auf Probleme der
Stromungslehre und Chemie werden die erzielten Ergebnisse sehr lebendig illustriert. Das Buch
wird dadurch nicht nur fiir Mathematiker lesenswert, sondern ist auch fiir Wissenschaftler
anderer Fachgebiete interessant. Die Springer-Serie Applied Mathematical Sciences ist durch
die Monographie von Chang und Howes um ein schones Buch reicher geworden und unter-
streicht damit ihren Charakter einer anwendungsbezogenen, fachiibergreifenden Reihe.

Frankfurt am Main H.-J. Reinhardt

Goering, H., Felgenhauer, A., Lube, G., Roos, H.-G., Tobiska, L., Singularly Perturbed
Differential Equations, Berlin: Akademie-Verlag 1983, 176'S., DM 28,—

Die Monographie beschiftigt sich mit dem asymptotischen Verhalten der Losungen
parameterabhingiger elliptischer und parabolischer Differentialgleichungen.

Die betrachteten Probleme zeichnen sich dadurch aus, daf ein kleiner Parameter €
einen elliptischen Differentialoperator multipliziert und das durch € = 0 entstehende Problem
von niedrigerer Ordnung ist. Letzteres wird reduziertes (oder globales) Problem genannt. Die
Bezeichnung ,,singulir gestort* beruht darauf, daff man die gegebene Differentialgleichung als
,,Stérung* des reduzierten Problems auffafit. Die Storung ist in dem Sinne ,,singuldr*, dafl
beim Ubergang zu einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung nicht mehr alle Randbedin-
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gungen erfiillt werden konnen. Aus diesem Grunde konnen Grenzschichten der verschiedensten
Art vorliegen.

Ausgehend von stromungsmechanischen Anwendungen (Diffusion-Konvektion) wer-
den solche Probleme untersucht, bei denen das reduzierte Problem von erster Ordnung ist.
Bedingt durch den Verlauf der Charakteristiken des globalen Problems treten verschiedenartige
Situationen des asymptotischen Verhaltens auf, die detailliert studiert werden. Die Monographie
verfolgt das Ziel, die erreichten Fortschritte bei der Konstruktion und dem Nachweis gleich-
mifBiger (im Sinne der Maximumnorm) asymptotischer Approximationen der Losung singuldr
gestorter elliptischer und parabolischer Probleme unter einheitlichem Gesichtspunkt darzustel-
len. Deshalb vermittelt das Buch neben eigenen Ergebnissen der Autoren auch einen Uberblick
iiber die Originalliteratur des behandelten Gebietes.

Im ersten Kapitel findet man grundlegende Begriffe und Prinzipien der asymptotischen
Theorie, wie ,,formale Losung*, ,,asymptotische Losung®, ,,signifikante Approximationen und
Entartungen. Die Grenzen heuristischer Verfahren in der Theorie der singulir gestorten
Probleme werden aufgezeigt, die Notwendigkeit des Nachweises des asymptotischen Charakters
herausgearbeitet und wichtige Beweisprinzipien wie Stetigkeit, Stabilitit, Monotonie, Ein-
schliefung vorgestellt.

Das zweite Kapitel dient der Herleitung von a-priori Abschitzungen fir parameter-
abhingige elliptische und parabolische Randwertprobleme. Dabei stehen im Mittelpunkt klas-
sische und verallgemeinerte Maximumprinzipien, a-priori Abschdtzungen in Rdumen Holder-
stetiger Funktionen, Abschitzungen in Integralnormen und der Banachsche Fixpunktsatz.

Im dritten Kapitel finden sich Aussagen zur Existenz, Eindeutigkeit und Glitte der
Losung des reduzierten Problems. Das Verhalten der Charakteristiken des reduzierten Opera-
tors wird untersucht und durch Beispiele illustriert.

Die Konstruktion formaler Losungen und der Nachweis des asymptotischen Charak-
ters bilden den Inhalt des vierten Kapitels. Zunéchst werden lineare Probleme zweiter Ord-
nung untersucht. Dabei wird vorausgesetzt, daf sich die Charakteristiken des reduzierten Opera-
tors in Randnihe gleichmiéfig verhalten und die Losung des globalen Problems hinreichend glatt
ist. Anschliefend werden die Ergebnisse auf Gleichungen héherer Ordnung iibertragen. Es wer-
den zwei Problemklassen aufgezeigt, bei denen die Losung des reduzierten Problems nicht
geniigend glatt ist.

Dies sind die Fille

— die Charakteristiken tangieren das Grundgebiet

— der Operator 1. Ordnung besitzt singuldre Punkte bzw. Linien, d. h. die Charakteristiken
entarten.

Einige Ergebnisse werden auch auf nichtlineare elliptische Probleme iibertragen. Alle techni-

schen Hilfsmittel, wie Losbarkeit und analytische Eigenschaften der entstehenden Grenz-

schichtgleichungen werden in einem Anhang bereitgestellt.

Das Buch wendet sich vorwiegend an Mathematiker und mathematisch arbeitende
Ingenieure, die sich iiber auftretende Schwierigkeiten bei der Losung singuldr gestorter Rand-
wertaufgaben informieren mochten. Es stellt einen schonen und wichtigen systematischen Bei-
trag fiir die Forschung auf diesem Gebiet dar. Der Schwerpunkt liegt in den vielfaltigen kon-
kreten Anwendungen, die in Kapitel 2 bis 4 untersucht werden. Der in Kapitel 1 entwickelte
theoretische Rahmen ist im wesentlichen durch die Arbeiten von W. Eckhaus beeinfluit und
geht an einigen Stellen iiber diesen hinaus. Dies stellt einen sehr begriifRenswerten Versuch dar,
einen funktionalanalytischen Rahmen fiir das Gebiet der asymptotischen Loésungsmethoden
zu entwickeln. Es stellt sich allerdings die Frage, ob die vorliegende Form zu Beginn des
Buches sinnvoll plaziert ist, da in den folgenden Anwendungen dieser Rahmen praktisch
nicht benutzt wird.

Frankfurt am Main H.-J. Reinhardt
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Attouch, H., Variational Convergence for Functions and Operators (Applicable Mathe-
matics Series), Boston — London — Melbourne: Pitman Publishing 1984, xiv + 423 p., kart.,
£20.95

In der Optimierungstheorie approximiert man oft gezwungenermaflen ein gegebenes
Problem ix;{f »(x) — (X, 7) ein topologischer Raum, ¢ : X > Ro = R U {0} — durch Probleme

i;l(f ¢n(x) und steht dann allgemein vor der Frage: Fiir welche Art von Konvergenz g, = ¢ hat
man ir)l{f on(x) > il)’l(f ¢(x) und Konvergenzbeziehungen zwischen den Losungen dieser Probleme?

In diesem ,,Buch* wird anhand einiger interessanter Beispiele und neuerer Arbeiten gezeigt, daf
epi-Konvergenz, d. h. epi ¢, > epi ¢ = {(t, X) : X € X, t 2 ¢(X)}, in etlichen Situationen das
richtige Konzept ist; dabei bedeutet A, > A die iibliche Mengenkonvergenz im Sinne von Kura-
towski, also

A=1lm A,= U () Ag=1im A= () U A

n—>oo n=21k>=2n n-—»o n=21k=2n
Leider hat sich der Autor (= Autorin, falls H. = Hedy weiblich ist) nicht iiberlegt, fiir wen er
schreibt. Das sieht dann so aus.

Zuerst werden in typischer J. Lions-Schiiler-Manie(r) einige elliptische Randwertpro-
bleme vorgefiihrt, die einen Parameter € enthalten, der z. B. von vielen kleinen Lochern im
Gebiet  oder von einer diinnen Schicht anderer Leitfihigkeit herrithrt; man 1df3t diese Grofien
in gewisser Weise mit € gegen Null gehen und hofft, dal die Losung des Grenzwertproblems
eine gute Niherung fir die Losung des e-Problems ist; dies lduft unter dem Namen Homogeni-
sierung. Hierbei wird vom Leser verlangt, daB er solche Probleme routiniert in Variationspro-
bleme umschreiben kann und insbesondere Riume wie Hy(S2), H () kennt, die nirgends
definiert werden. Dann wird epi-Konvergenz in einer der obigen Frage angepafiten Form einge-
fiihrt, und man muf mehr als 70 Seiten warten, bis endlich die Aquivalenz mit epi ¢, > epiy
kommt; dabei fillt das Niveau schon deutlich ab mit seitenlangen Beweisen, die nicht mehr als
das Verstindnis von inf und sup erfordern.

Dies setzt sich im zweiten Kapitel zundchst mit trivialen Zusammenhingen zwischen
epi-Konvergenz und Konvergenz der entsprechenden Losungen sowie einer trivialen Folgerung
aus Kuratowskis Kompaktheitskriterium fiir Mengenkonvergenz fort. Auf S. 167—195 gibt’s
dann interessante Ergebnisse iiber Folgen von Variationsungleichungen mit Hindernissen, d. h.

min { { |grad u?dx — | fu dx : u(x) > gu(x) a.e. in 2},
Q Q

anschlieBend Triviales iiber monotone Folgen (¢, ) sowie epi-Konvergenz bei verschiedenen 7
(im wesentlichen ein Vergleich mit diskretem 7). Dann findet man Beziehungen zwischen epi-

1
Konvergenz und den Moreau-Yosida-Approximationen ¢, (x) = inf | o(y) + 5{ d(x, y)?| -
X

(X, d) metrisch und A > 0 — und als weiteren Kuratowski-Abklatsch eine Topologie auf den
unterhalbstetigen Funktionen y: (X, 7) > R = R, U {—o0}, die epi-Konvergenz induziert, falls
7 lokalkompakt Hausdorff ist; Bliiten wie ,,Let us denote by d, a distance on X = R™ inducing
7o, the usual topology* sind typisch fiir das topologische Gehabe des Autors.

Im letzten Kapitel wird zuerst eine Verbindung der epi-Konvergenz mit Stetigkeits-
eigenschaften der Fenchel-Transformation p*(x*) = sgp (x*(x) — p(x)) — x* € X* (Dualraum

von X), X reflexiv — hergestellt. Letztere wird als Motivation zur Einfithrung der ,,U. Mosco-

M M M M
Konvergenz“ ¢, — v herangezogen, bzgl. der man g, — ¢ = ¢ — ¢* und ¢, — @ = Pna(x)
- (%) auf X fiir alle A> 0 hat (fiir konvexe ). Dann gibt’s eine Topologie fir Mosco-Konver-
genz und Beispiele. Als kronender Abschlu werden maximal monotone F : X - X* behandelt:
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Zunichst vielfach Gebuchtes iiber Yosida-Approximationen, dann eine ,,Graph-Konvergenz®,
die nichts anderes ist als Ry (x) > Ry(x) auf X fur alle A > 0 — Ry (x) die Losung von

F(y —x) + AFy = 0, F die Dualit4tsabbildung —, dann eine Topologie fiir Graph-Konvergenz
und schlieSlich die Spezialisierung auf Subdifferentiale.

Das Literaturverzeichnis ist interessant, da es hauptsachlich Franzosisch-Italienisches
enthilt, das selbst dem Kenner anderer Nationalitit nicht so geldufig sein konnte. Es gibt kei-
nen Index, keine Liste der (franzosischen) Symbole und kaum Tippfehler.

Zusammenfassend muf® man bedauern, daf durch exzessives Breittreten an sich inte-
ressanter topologischer Randbemerkungen die Gelegenheit verpat wurde, ein niitzliches Buch
tiber die in den interessanten Beispielen angerissenen neueren Anwendungen und Methoden der
Optimierungstheorie zu schreiben. Da die wesentlichen Dinge miihelos bei halbem Umfang bes-
ser dargestellt werden konnen, wird der gebotene Inhalt viel zu teuer verkauft.

Paderborn K. Deimling

Guillemin, V., Sternberg, S., Symplectic techniques in physics, Cambridge — London:
Cambridge University Press 1984, xi + 468 p., cloth, £49.50

Symplektische Methoden haben ihren Ursprung in der Hamiltonschen Theorie der
Optik und der Mechanik. Inzwischen hat sich die symplektisch-geometrische Sprache nicht nur
fiir die Physik, sondern auch fiir verschiedene Bereiche der Mathematik als sehr niitzlich erwie-
sen. Das vorliegende Buch ist eine physikalisch motivierte Einfiihrung in die symplektische
Geometrie und fiihrt den Leser relativ schnell und miihelos zu den neueren Entwicklungen
in diesem Gebiet. Die besondere Betonung liegt hierbei auf dem gruppentheoretischen Aspekt,
der eng mit der Theorie der geometrischen Quantisierung und mit der Theorie der vollstindig-
integrablen Systeme verflochten ist.

Das erste einfithrende Kapitel, das ungefihr ein Drittel des Buches ausmacht, ist eine
schone elementare Darstellung der historischen Entwicklung der Optik — angefangen von der
Gaufischen Strahlenoptik iiber die Hamiltonsche geometrische Optik bis hin zu der Fresnelschen
Wellenoptik. Die Quantenmechanik fiigt sich dann nahtlos als eine natiirliche Fortsetzung an
und unterstreicht somit die Hamiltonsche Analogie zwischen der Optik und der Mechanik.

Im nichsten Kapitel wird die rein-mathematische Theorie der symplektischen Man-
nigfaltigkeiten behandelt. Das zentrale Thema ist hier der von Kostant und Souriau stammende
Begriff der Impulsabbildung (moment map). Die Theorie wird bis zu dem wichtigen Satz iiber
die Konvexitit des Bildes bei Torus-Aktionen (Atiyah 1982, Guillemin-Sternberg 1982) ent-
wickelt. Auch der Satz iiber die stationire Phase (Duistermaat-Heckmann 1982), der eine wich-
tige Rolle bei der geometrischen Quantisierung spielt, wird bewiesen. Ferner sind verschiedene
integrable Systeme (Kreisel, sphirisches Pendel, Geoditische auf dem Ellipsoid) als Beispiele
ausgefiihrt.

Im Kap. III werden Bewegungsgleichungen in einer klassischen Yang-Mills-Feldtheorie
nach einem allgemeinen Prinzip (das sog. Kovarianzprinzip) hergeleitet. Diese Methode ist eine
Verallgemeinerung und Formalisierung der ,,minimalen Kopplung* in der Physik.

Kap. IV enthilt eine Beschreibung einiger bekannter vollstindig-integrabler Systeme
(Calogero-Systeme, Korteweg-de Vries-Gleichung) mit Hilfe der Impuls-Abbildung, allerdings
ohne Benutzung von Kac-Moody-Algebren.

Das letzte Kapitel beinhaltet einige Tatsachen iiber Lie-Algebren und eine Deforma-
tionstheorie fiir symplektische Gruppenaktionen nach D. Coppersmith.

Das Buch ist in einem knappen klaren Stil geschrieben und bietet einen recht guten
Uberblick iiber neuere Arbeiten in diesem Gebiet. Weder als Einfihrung in die klassische
Mechanik fiir Anfinger — wie etwa das bekannte Buch von Arnold — noch als ein Textbuch
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iiber Quantenmechanik fiir Mathematiker ist dieses Buch wohl konzipiert. Aber fiir den interes-
sierten Leser, der sich mit den wichtigen Ideen und Entwicklungen der letzten Jahre in diesem
schonen anwendungsreichen Gebiet befassen mochite, ist es sehr zu empfehlen.

Bonn M. Min-Oo

Hofbauer, J., Sigmund, K., Evolutionstheorie und dynamische Systeme, Mathematische
Aspekte der Selektion, Berlin — Hamburg: Paul Parey Verlag 1984, 209 S., geb., DM 58,—

Das schlanke, inhaltsreiche Buch behandelt dynamische Aspekte evolutionsbiologischer
Modelle: Stationaritdt, Periodizitit, Stabilitit, Asymptotik, u. z. sowohl im zeit-diskreten
Ansatz (iterierte Abbildungen, Differenzengleichungen) als auch im zeit-kontinuierlichen
(Strémungen, Differentialgleichungen). Die behandelten Anwendungsbereiche gliedern das
Buch in vier Teile: 1. Populationsgenetik, II. Populationsdkologie, III. Pribiotische Evolution,
IV. Soziobiologie. In Teil I findet man u. a. das Hardy-Weinberg-Gesetz und den Fundamental-
satz von R. A. Fisher (Isotonie der Fitness bei Selektionsdruck), in Teil II die Volterra-Lotka-
Theorie (Periodizitdt bzw. asymptotische Periodizitit der Populationsgrofien bei Konkurrenz
zweier Arten) und hohere Rauber-Beute-Modelle, in Teil III die z. T. von den Verfassern selbst
mathematisch mitgestaltete Hyperzyklus-Theorie (Initiatoren: Eigen, Schuster), in Teil IV die
spieltheoretischen Modelle der Verhaltensbiologie, die man z. B. aus den Biichern von J. M.
Smith kennt (ein Stichwort: evolutionsstabile Strategien), mit besonderer Bedeutung des
dynamischen Aspekts. Die Vielseitigkeit der fachbiologischen, historischen und bibliographi-
schen Hinweise, sowie die mathematische Gediegenheit des Textes machen das Buch zur
idealen Lektiire fiir Mathematiker, die in Kontakt zur Biologie treten wollen; zur Erginzung
wird man z. B. Hadeler, J. M. Smith (und, auf halb-populirem Niveau, Dawkins, Wickler-Seibt)
heranziehen. Wieweit ein Biologe ohne mathematisches Fachstudium von dem Buch profitieren
wiirde, kann ich nicht beurteilen. Mathematikern sei die Benutzung warm empfohlen.

Erlangen K. Jacobs

Smith, J. M., Evolution and the Theory of Games, Cambridge: Cambridge University
Press 1982, 224 pp., hard cover, £ 25.00, paperback, £ 8.50

Der Verfasser, bekannt als Autor weiterer bedeutender Monographien (The Theory of
Evolution (1958), Models in Ecology (1974), The Evolution of Sex (1978), Mathematical
Ideas in Biology (1968)), stellt in diesem Bande den Stand der Forschung (1981) in der spiel-
theoretischen Verhaltensbiologie dar. Einige Stichworte: Evolutionsstabile Strategie
(= Gleichgewichtsstrategie, die das Eindringen von Populationsvarianten ausschliefft), Hawk-
Dove Game, War of Attrition, elterliche Fiirsorge. Manches zunichst befremdliche Tierver-
halten konnte unter Heranziehung des spieltheoretischen Ansatzes erklart werden. Die Dar-
stellung ist weithin verbal und wendet sich eher an den Biologen als an den Mathematiker,
doch ist Mathematikern, die sich etwa nach Hofbauer-Sigmund (Rezension vorstehend) einge-
arbeitet haben, die Lektiire des vorliegenden Bandes zu empfehlen, da sie hier ihren nichst-
stehenden Partner auf der biologischen Seite vor sich haben.

Erlangen K. Jacobs
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Textes in alphabetischer Reihenfolge zusammengestellt werden. Verweise sollten in folgender
Form vorgenommen werden:

[1] Neven, J.: Martingale Problems. Jber. d. Dt. Math.-Verein. 79 (1957) 175—180

[2] Wittenburg, J.: Dynamics of Systems of Rigid Bodies. Stuttgart: Teubner 1977. =
Leitfiden der Angewandten Mathematik und Mechanik Bd. 33.

Um eine rasche Veroffentlichung zu erreichen, erhalten die Autoren nur einen Korrek-
turabzug. Die Autoren werden gebeten, nur Druckfehler zu korrigieren. Sollten weitere Korrek-
turen wie Einfiigungen oder Streichungen vorgenommen werden, miissen diese dem Autor be-
rechnet werden. Die von den Autoren durchgesehenen Korrekturabziige sind umgehend an den
Herausgeber zuriickzusenden.

Die Autoren erhalten von ihren Arbeiten nach Veréffentlichung 75, von Buchbespre-
chungen 2 Sonderdrucke unentgeltlich. Zusitzliche Sonderdrucke kénnen gegen entsprechende
Berechnung zum Zeitpunkt der Riickgabe der Korrekturen bestellt werden.
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Auszeichnungen fiir den Satz

Die im Manuskript enthaltenen Formelbuchstaben werden generell steil gesetzt. Beson-
dere Schriftarten sind entsprechend den folgenden Richtlinien farblich auszuzeichnen.

gestrichelte schwarze Unterstreichung — Sperrung

doppelte schwarze Unterstreichung  — halbfett (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in Formeln)

kursiv (nur im laufenden Text zu verwenden,
nicht in den Formeln)

doppelte griine Unterstreichung — halbfette lateinische Buchstaben (in Formeln)
rote Unterstreichung griechische Buchstaben

griine Unterstreichung

lila Unterstreichung — Groteskbuchstaben

doppelte lila Unterstreichung — halbfette Groteskbuchstaben z. B. fiir
R, N, C usw.

blaue Unterstreichung*) — Fraktur

gelbe Unterstreichung — Grofibuchstabe O (zur Unterscheidung von der
Ziffer Null)

gelb eingekastelt*) — Skript

lila eingekastelt — logische und mengentheoretische Symbole wie

z.B. 3, V, v, A, —, Malkreuz x, Verkniipfungs-
zeichen 0, N, U, N, U, €, C, Laplace-Operator
A, Nabla V

Kleinbuchstabe £ (zur Unterscheidung zur
Ziffer eins (1))

griin eingekastelt

Die Bezeichnungen Theorem, Lemma, Korollar, Proposition, Definition usw. werden
{iblicherweise halbfett gesetzt. Der danach folgende Text (bis auf Formelbuchstaben) wird kur-
siv gesetzt. Die Bezeichnungen Beweis, Bemerkung, Hinweis usw. werden normal gesetzt, jedoch
gesperrt. Der nachfolgende Text wird in normaler Schrift gesetzt.

Mathematische Formeln sollten so deutlich geschrieben werden, da kein Mifverstind-
nis moglich ist. Die Autoren werden gebeten, insbesondere deutlich zu unterscheiden zwischen
Grofbuchstaben und Kleinbuchstaben, Null sowie kleinem o oder grofiem O, griechischen Buch-
staben ¢, ¢, ®, k, K, 9, 8, ©, Strich (z. B. Ableitungsstrich) und Apostroph. Ferner sollte darauf
geachtet werden, da keine Verwechslung zwischen k, K, r,u, v (lateinisch) und «, u, v (griechisch)
sowie € und e (griechisch) moglich ist.

*) Von der Verwendung dieser Schriftarten ist beim Composersatz nach Moglichkeit
abzusehen.

3 B. G. Teubner, Postfach 80 10 69, D-7000 Stuttgart 80
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(Dieses Buch
wird ein
Klassiker werden’

J.BERNSTEIN, The New Yorker

Was gibt der Mathematik ihre Macht?
Wieso funktioniert sie iiberhaupt? Eine
beliebte Erklirung ist, dass Gott selber Ma-
thematiker ist. Wenn man jedoch, wie La-
place, dies nicht fiir eine notwendige Hypo-
these hilt, kann man in der Mathematik auch
einfach die naturgegebene Ausdrucksweise
des Universums sehen: Die Schwerkraft ver-
ringert sich mit dem Quadrat der Entfernung;
_ die Planeten umkreisen die Sonne auf Ellipsen-
bahnen; Licht pflanzt sich gradlinig fort — zumin-
dest glaubte man das vor Einstein. So hat sich in
' der Mathematik ein symbolisches Gegenstiick zum
Universum entwickelt. Es ist deshalb auch kein
Wunder, dass die Mathematik funktioniert — dass
‘die Rechnung aufgeht”, denn eben darauf beruht ja
ihre Existenz. Mit diesem Buch liegt ein wesentlicher
Beitrag zum Verstindnis dieser Wissenschaft und zur
, Wiederherstellung ihrer Verbindung zu den Geistes-
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