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Zum 100. Geburtstag von Hermann Weyl*)
C. Miiller, Aachen

I Der Lebensweg

Vor 100 Jahren, am 8. 11. 1985, wurde Hermann Weyl in Elmshorn,
Schleswig Holstein, geboren. Nach seinem plotzlichen Tod am 8. 12. 1955 hinter-
lieB er ein ein einmaliges Lebenswerk, an dem er bis zu seinem letzten Tag gear-
beitet hat. Zu allen Fragen, die in der ersten Hilfte unseres Jahrhunderts das Bild
der Mathematik prigten, hat er wesentliche Beitrige geleistet. Weyls Schriftenver-
zeichnis mit vielen Biichern und etwa 200 Zeitschriftenartikeln liefert ein faszinie-
rendes Bild der mathematischen Ideen der ersten Jahrhunderthilfte mit ihren
engen Beziehungen zur Physik und zur Erkenntnistheorie der Naturwissenschaften.

Von allen Mathematikern unseres Jahrhunderts unterscheidet sich Her-
mann Weyl eindeutig dadurch, daB er auch von Physikern und Philosophen als
einer der ihren angesehen wird. Nur Henri Poincaré hat vergleichsweise anregend
gewirkt, und es ist vielleicht kein Zufall, daf H. Weyl als junger Dozent 1912 einen
begeisterten Nachruf auf ihn schrieb, der auch sehr viel iiber den Menschen und
Mathematiker Hermann Weyl offenbart.

Hermann Weyl war wihrend seines ganzen Lebens eine romantische Natur
norddeutscher Pragung mit grofien literarischen und kiinstlerischen Interessen und
Fihigkeiten. Die klare, prignante und stark suggestive Schreibweise Hilberts hat
er nicht iibernommen. Er war sich bewuft, dafl er damit einen Nachteil in Kauf
nahm, denn er schreibt spiter einmal, daf die unnachahmliche Schreibweise Hil-
berts viel zu dessen groflem Erfolg beigetragen hat. Ehemalige Hérer Hilberts ha-
ben auch stets die grofle Wirkung des Lehrers Hilbert geriihmt. Demgegeniiber ist
vielfach geduflert worden, da die Ausdrucksweise Hermann Weyls den Zugang
zu seinen Gedanken eher erschwere.

Neben der Physik hat die Philosophie, namentlich die Erkenntnistheorie,
eine grofie Rolle in Weyls Denken gespielt. Zum Verstindnis dieser Komponente
seines Werkes muf} man sich daran erinnern, daf} die ,,Grundlagenkrise* zu Anfang
unseres Jahrhunderts ein beherrschendes Thema mathematischer Diskussionen war
und kreative junge Mathematiker wie Hermann Weyl darauf bedacht waren, nur
solche Arbeiten zu schreiben, die auch einer kritischen Uberpriifung in dieser Hin-
sicht standhielten. Diese ,,Grundlagenwolke*, die iiber allen neuen Entdeckungen
schwebte, wurde von einem stiirmisch arbeitenden Analytiker wie Weyl es zu Be-

*) Vortrag im Mathematischen Kolloquium der RWTH Aachen am 8. 12. 1985
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ginn seiner Karriere war, natiirlich als starke Behinderung empfunden. Die Impulse
zur Beschiftigung mit Physik und Philosophie gehen eindeutig auf die Zeit als
Student und Privatdozent in Gottingen zuriick.

Es ist ein gliicklicher Umstand, da Hermann Weyl in seinen letzten
Lebensjahren in vielen Vortrigen und Veroffentlichungen zu seinen Ideen, Hoff-
nungen und Enttauschungen Stellung genommen hat, so da eine Wiirdigung des
eigenen Werkes vorliegt. Die Alterswiirdigung des eigenen Werkes ist nicht auto-
matisch gleich der Wiirdigung durch die Nachwelt zu setzen, aber fiir die Ideen-
geschichte ist ein so kompetenter Riickblick natiirlich von unschidtzbarem Wert.

Im Jahre 1956 erschien eine von seinen Freunden und Kollegen in Prince-
ton und Ziirich herausgegebene Auswahl seiner Arbeiten unter dem Titel Selecta.
Hermann Weyl hat an deren Zusammenstellung noch persénlich Anteil genommen,
und es ist interessant, daf’ in dieser Sammlung Arbeiten nicht enthalten sind, die
zu zwei spiter verliehenen Nobelpreisen fiir Physik in sehr enger Beziehung stehen.

Ich werde mich in meinem Riickblick auf Erinnerungen an Begegnungen
und Korrespondenzen aus den Jahren 1950—1955 stiitzen, als Hermann Weyl noch
einmal auf Probleme der mathematischen Physik und der Philosophie der Natur-
wissenschaften zuriickkam, die ihn in seiner Jugend interessiert hatten, und er mit
der Vorbereitung der Selecta beschiftigt war. Ich hoffe, dabei auch einige Aspekte
dieses grofartigen Lebenswerkes klidren zu kénnen, die heutigen Lesern seiner Ar-
beiten fremd erscheinen kénnten.

Sein 1905 begonnenes Studium wurde durch die Vorlesungen und Semi-
nare von Klein, Hilbert und Minkowski bestimmt. Trotz der groflen Bewunderung
fiir seine mathematischen Lehrer folgte er nicht der Philosophie Hilberts zur Be-
wiltigung der Grundlagenkrise der Mathematik, sondern entwickelte starke Sym-
pathien fiir den Intuitionismus Brouwers und die Phinomenologie des Philosophen
Husserl. Nach seiner Promotion (1908) bei Hilbert und anschlieBenden Habilita-
tion (1910) mit einer Arbeit iiber die Begrindung der Spektraltheorie singulirer
Differentialoperatoren blieb H. Weyl bis 1913 als Dozent in Gottingen.

In den Jahren bis zum Beginn des ersten Weltkrieges erlebte das Mathema-
tische Seminar in Go6ttingen die glinzendste Phase seiner Geschichte. Es war Hilbert
gelungen, mit seiner Theorie der Integralgleichungen sehr viele Probleme der ma-
thematischen Physik des 19. Jahrhunderts zu 16sen, und es fand seit 1905 ein ge-
meinsames Seminar von Minkowski und Hilbert statt, in dem die Synthese zwi-
schen den Begriffsbildungen der Geometrie Kleins (Erlanger Programm) und der
speziellen Relativitdtstheorie Einsteins gefunden wurde.

Die Berufung Weyls an die ETH Ziirich brachte fur ihn keinen Bruch der
mathematischen Entwicklung, sondern eher eine Phase héchster Kreativitit in
einem Rahmen, der beste Voraussetzungen fiir naturwissenschaftliche Arbeiten
bot. Erst 1929 wurden H. Weyl und seine Frau Hella, geb. Joseph, vor sehr schwie-
rige Entscheidungen gestellt.

In Gottingen wurde David Hilbert emeritiert und H. Weyl erhielt den Ruf
als Nachfolger. In Princeton war auf Anregung von A. Flexner das Institute for
Advanced Study gegriindet worden. Albert Einstein hatte schon eine Professur
dort angenommen, und H. Weyl erhielt ebenfalls ein Angebot. In Ziirich bemiih-
ten sich die Kollegen sehr, ihn zum Verbleib zu veranlassen.
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Nach langem Zégern entschlof} sich Weyl zur Annahme des Gottinger Rufes
und schickte eine Absage nach Princeton. Er begann 1930 seine Lehrtitigkeit in
Gottingen und hielt eine fiir ihn und seine Zeit sehr aufschlufireiche Rede vor den
Studenten. Schon bald wurde klar, daB die Entscheidung falsch war, und dies
nicht nur, weil seine Frau von den spiteren ,,Niirnberger Gesetzen* betroffen war.
Das Institute for Advanced Study erneuerte sein Angebot, Hermann Weyl beriet
sich im Sommer 1933 mit seinen Freunden in Ziirich, telegrafierte von dort seine
Demission nach Berlin und reiste im Herbst mit seiner Familie nach Princeton.

Die kurze Spanne als Nachfolger von Hilbert in Gottingen besitzt sehr interessante
Aspekte, da in wissenschaftlicher Hinsicht eine Art Zwischenbilanz erstellt wurde.
Im Alter von fast 50 Jahren begann Hermann Weyl in Princeton dann eine neue
Sicht seines mathematischen Werkes, das er selbst schon als im Wesentlichen ab-
geschlossen angesehen hatte.

Nach 1933 war das wissenschaftliche Leben in Deutschland stark behin-
dert und hatte viel von seiner Weltgeltung eingebiiit. Das Institute in Princeton
filllte in gewisser Hinsicht fir die internationale Mathematik die Liicke, die
durch die Ereignisse von 1933 in Deutschland und namentlich in G6ttingen ent-
standen war. Es muf in Princeton eine wissenschaftliche Atmosphire geherrscht
haben, die der Gottinger Situation im ersten Jahrzehnt des Jahrhunderts sehr
* dhnelte. Hermann Weyl hat in diesem Kreis intensiv mitgearbeitet und sich nicht
auf viterliche Ermunterungen beschrinkt. Von den 19 Veroffentlichungen, die in
der schon erwidhnten Zusammenfassung ,,Selecta* enthalten sind, stammt knapp
die Halfte aus der Zeit nach 1935.

Beim Lesen der in Princeton entstandenen Biicher hat man den Eindruck,
da® Hermann Weyl seine Bewunderung fiir die groflen Leistungen der europiischen
Mathematik nach Amerika iibertragen wollte, um auf seine Weise dazu beizutragen,
daB in den dunklen Jahren das andere Deutschland nicht in Vergessenheit geriet.
Neben rein mathematischen Biichern erschienen auch immer wieder Veroffent-
lichungen zu den Grundproblemen mathematischen Denkens, die auch heute noch
nichts von ihrer Aktualitit verloren haben.

Nach der Emeritierung 1951 in Princeton wurden die letzten Jahre sowohl
in Ziirich als auch in Princeton verlebt. In wissenschaftlicher Hinsicht wurden die
Kontakte zu alten Freunden wieder aufgenommen und deutsche Neuauflagen der
erfolgreichsten Biicher bearbeitet. Den Abschluf dieser wichtigen Arbeit hat er
nicht mehr erlebt*).

II Mathematik und Physik

Der Versuch, ein so eminentes Werk wie es von Hermann Weyl] hinterlassen
wurde, in einem Uberblick zu beschreiben, mag zunichst vermessen erscheinen.
Bei genauer Lektiire der wichtigsten Arbeiten aus allen von Weyl behandelten Ge-
bieten entdeckt man jedoch ein Charakteristikum dieses Werkes, das mit dem Ad-

*) Die Biographien von Constance Reid iiber D. Hilbert und R. Courant enthalten viele
authentische Einzelheiten zum Lebensweg von Hermann Weyl, die hier nicht erwihnt werden.
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jektiv universell nicht voll beschrieben wird und eine zusammenfassende Sicht
geradezu erforderlich macht.

In der ersten Halfte unseres Jahrhunderts war die Fraktionierung der Wis-
senschaften noch nicht so weit fortgeschritten, wie das heute der Fall ist. Es war
damals durchaus moglich, und Hermann Weyl hat es oft bewiesen, die Grenzen der
Teilgebiete Analysis, Geometrie und Algebra zu iiberschreiten, und man konnte
sogar in Nachbargebieten wie Physik und Philosophie an der laufenden Entwick-
lung mitarbeiten.

Unter Ergebnissen mathematischer Forschung finden Entdeckungen von
unerwarteten Zusammenhéngen sicher die hochste Bewertung. Beweise lange offe-
ner Vermutungen stellen meist eine groflere Sensation dar. Es ist aber nicht selten,
daB das allgemeine Interesse an der Vermutung mit deren Beweis verschwindet,
wenn die Beweismethode keine neuen Aspekte erdffnet. Hermann Weyl hat sich
bei einer Entdeckung nie mit dem Beweis allein begniigt, sondern immer nach Ge-
sichtspunkten gesucht, die den gefundenen Zusammenhang vereinfachen und ver-
tiefen. Wahrscheinlich ist hier der Grund zu finden, der seinen Werken auch heute
noch einen groflen Leserkreis erhilt. Im Gegensatz zu seinem Lehrer und spiteren
Freund David Hilbert hat Hermann Weyl keine zeitlich klar abgegrenzten Schaf-
fensperioden. Viele Themen und Methoden lassen sich durch das ganze Leben ver-
folgen. Er hat es selbst auch so gesehen und spiter einige seiner ,,Leitmotive* riick-
blickend dargestellt.

Als seine wichtigste Entdeckung hat er den Zusammenhang zwischen den
Spektralsitzen der Theorie der Integralgleichungen und der Darstellungstheorie der
kontinuierlichen Gruppen bezeichnet. Die meisten Mathematiker werden diese Be-
wertung teilen, obwohl ihnen andere Arbeiten wie die Beitrige zur Theorie der
Gleichverteilung oder wie die iiber Riemann hinausgehende Infinitesimalgeometrie
schoéner und geistreicher erscheinen. Das Gliick des Mathematikers, der unver-
mutete Zusammenhinge von grofler Tragweite zwischen bislang getrennt erschei-
nenden Strukturen entdeckt, hat Hermann Weyl bei seinen Arbeiten zur Gruppen-
theorie erlebt.

Ich mochte in meiner Schilderung des Lebenswerkes vier Themen heraus-
greifen, die die Breite der wissenschaftlichen Interessen und Wirkungen besonders
verdeutlichen. Dies hat leider zur Folge, daf} viele Arbeiten nicht erfadt werden
konnen. Zum Bild des Mathematikers Weyl gehért beispielsweise auch, da er die
Implikationen mathematischer Modellvorstellungen fiir die technischen Anwen-
dungen immer gesehen hat und wichtige Beitrige zur Theorie der Radiowellen und
zur Grenzschichttheorie der Aerodynamik von ihm stammen. Diese Arbeiten wer-
den hier nicht referiert, auch kommen Verdffentlichungen nicht vor, in denen Ar-
beiten von Kollegen kommentiert, korrigiert oder vereinfacht werden.

Die von K. Chandrasekharan 1968 herausgegebenen Gesammelten Abhand-
lungen enthalten (aufler den Biichern) alle von Weyl veroffentlichten Arbeiten in
einer sehr sorgfiltigen Edition. Der dort enthaltene Nachruf von A. Weil und
C. Chevalley aus dem Jahre 1957 betont die Leistungen Weyls fiir die Algebra. Die
Tendenzen Hermann Weyls zu iibergreifender, die Grenzen der Disziplinen iiber-
springender Wissenschaftlichkeit méchte ich an folgenden Themen demonstrieren:
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Spektrum und Entwicklung
Zahl und Kontinuum
Fortsetzung und Zusammenhang
Symmetrien und Gruppen

1 Spektrum und Entwicklung

Aus Anlaf einer Vorlesung zum Gedichtnis an J. Gibbs hat Hermann Weyl
selbst festgestellt, da sich die mathematische Struktur der durch die Stichworte
Eigenfunktionen, Eigenwerte und Entwicklungssitze gekennzeichneten Gesetz-
mifigkeiten durch sein ganzes Lebenswerk hindurchzieht.

Die grofartige Entdeckung von Fourier iiber die Entwickelbarkeit perio-
discher Funktionen hat sich bekanntlich nur langsam den wichtigen Platz in der
Hierarchie mathematischer GesetzmigBigkeiten erobern kénnen, der ihr gebiihrt.
Zu Beginn unseres Jahrhunderts hatte sich die Uberzeugung gebildet, da die
Theorie der Fourier-Reihen und ihre Erweiterung zur Theorie der Fourier-Inte-
grale nicht auf diese Fille beschrinkt bleiben muf}, sondern beide Ergebnisse weit-
reichende Verallgemeinerungen zulassen, die zu einem vertieften Verstindnis der
Zusammenhinge fithren. Zunichst war in der Theorie der linearen Differential-
gleichungen vom Sturm-Liouville-Typ der Eindruck entstanden, daf die Entwick-
lungssitze mit dem oszillierenden Verhalten der Losungen dieser Gleichungen zu-
sammenhingen. Die Benutzung von Kleins Oszillationstheorem in dlteren Darstel-
lungen verdeutlicht diese Meinung.

Ein neues Verstindnis dieser Strukturen hatte David Hilbert in der Theorie
der symmetrischen Integralgleichungen gefunden, die schnell und iibersichtlich die
Existenz- und Entwicklungssitze der regulidren Sturm-Liouville-Probleme erbrachte.
Riickblickend muf man feststellen, daf dies die wohl folgenreichste Entdeckung
der reinen Mathematik in diesem Jahrhundert war. Man denke nur an die Begriffe
selbstadjungiert, hermitesch, Spektrum, die wichtige Teile der Analysis in die Nach-
barschaft der Linearen Algebra bringen. Hermann Weyl hatte gerade sein Studium
begonnen, als diese Ergebnisse und ihre noch vorhandenen Einschrinkungen be-
kannt wurden.

Seine Dissertation ,,Singulire Integralgleichungen* befafit sich daher auch
mit einem Thema dieses Problemkreises. Nach dem Vorbild von Hilbert und
Hellinger wird hier fiir das unendliche Intervall (0, =) eine Theorie der Integral-
gleichungen mit ,,beschrinktem Kern* entwickelt. Die Begriffe Punktspektrum
und Streckenspektrum werden eingefiihrt und an Beispielen erldutert, die auch
heute noch interessant sind. Man hat aber den Eindruck, dal der Vorgang der
Approximation im unendlichen Intervall noch zu allgemein angesetzt war und
durch Spezialisierung erginzt werden mufite. Wihlt man als approximierende
Kerne die Greenschen Funktionen des Sturm-Liouville-Operators, so kommt man
zu der beriihmten Habilitationsschrift ,,Uber gewohnliche Differentialgleichungen
mit Singularititen und die zugehorigen Entwicklungen willkiirlicher Funktionen*.
Hier wird der Ubergang zu den selbstadjungierten Differentialoperatoren voll-
zogen. Die Begriffe Grenzkreisfall und Grenzpunktfall erscheinen erstmalig. Da
Hermann Weyl selbst eine Zusammenfassung seiner Ergebnisse vorgetragen hat,
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mochte ich mich hier mit einem Hinweis auf diesen lesenswerten Vortrag aus dem
Jahre 1950 begniigen und spéter noch einmal auf dieses Thema zuriickkommen.

Im Vergleich zu den Originalarbeiten fallt auf, daf (1950) der Hinweis auf
das Fouriersche Integraltheorem, der in den ersten Arbeiten oft wiederkehrt, jetzt
ganz fehlt. Der lange, und oft beschwerliche Weg von den Fourierschen Entdek-
kungen zur modernen Frequenzanalyse und Frequenzsynthese war 1950 schon
vergessen. In den gesammelten Abhandlungen legen aber mehrere Arbeiten Zeug-
nis ab von den subtilen Untersuchungen der Konvergenzprobleme in diesem Pro-
blemkreis (Das Gibbsche Phinomen).

Noch in seiner Gottinger Zeit wird H. Weyl mit einem mathematischen
Problem bekannt, das von einer physikalischen Beobachtung ausgeht. Bei seinem
Vortrag vor der G6ttinger Mathematischen Gesellschaft hatte der grofle hollidn-
dische Physiker H. A. Lorentz auf die Tatsache aufmerksam gemacht, daf} bei der
Ableitung des Strahlungsgesetzes von Jeans — dem klassischen Ausldufer der
Planckschen Strahlungsformel in heutiger Ausdrucksweise — Eigenschaften
der elektromagnetischen Eigenschwingungen eines Quaders mit vollkommen re-
flektierenden Winden an entscheidender Stelle benutzt werden. Die exakte Lo-
sung des Problems elektromagnetischer Eigenschwingungen war aber nur fur
den Fall eines Quaders explizit bekannt. Die im Rahmen der damals gerade ent-
stehenden Quantenstatistik durchgefithrten Versuche mit ,,Schwarzen Kérpern*
hatten die Plancksche Formel und damit auch das Ergebnis von Jeans mit grofer
Genauigkeit bestitigt. Dies galt fir ,, Korper* vielfaltiger Gestalt und nicht nur fiir
Quader. Lorentz forderte 1910 die Mathematiker auf, dieses von der Gestalt des
Hohlraumes unabhingige Verhalten der elektromagnetischen Eigenschwingungen
als allgemein-giiltiges Gesetz zu beweisen. Hermann Weyl spricht vom Lorentz-
Postulat der Quantenstatistik.

Die von Lorentz aufgestellte Vermutung betraf das asymptotische Verhal-
ten der Anzahl der Eigenfrequenzen unter einer Grenze T. Ist V das Volumen des
betrachteten Korpers und N.(T) die Anzahl der elektromagnetischen Eigenfre-
quenzen w, mit 0 <w, <T

() NM= ¥ 1

0<wy<T

so gilt fir einen Quader

) lim 1 Ne(T) =

Toe T3 v

372

wie man aus der expliziten Kenntnis der Eigenschwingungen schnell schlieffen
kann. Aus den genannten experimentellen Erfahrungen schlof3 Lorentz, daf diese
Grenzrelation fur alle Gestalten von Hohlriumen gelten muf3.

Kurz darauf trug P. Debye vor dem gleichen Kreis in Gottingen seine auf
Uberlegungen der Quantenstatistik beruhende Theorie der spezifischen Warme vor,
wo er in dhnlicher Weise die elastischen Eigenschwingungen eines Kérpers beno-
tigte. Der iibliche Ansatz der Trennung der Verinderlichen fiihrt in diesem Falle
fir die riumliche Abhingigkeit v,(x) des Verschiebungsvektors einer Schwingung
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der Frequenz w, zu der Gleichung
(3)  agrad divv,—b rot rot v, = —w3v,

wobei a und b positive Konstanten sind, die die materiellen Eigenschaften des
elastischen Kontinuums beschreiben. Ist N(a, b; T) die Anzahl der Eigenfrequen-
zen w, mit 0 < w, <T, so vermutete Debye aus gleichen Griinden wie Lorentz

1 A%
4) Tlerl F N(a,b;T) = 6—‘”2 [a=3¥2 +b3/?]
Auch dieses experimentell bestitigte Ergebnis schien den Mathematikern damals
vollig unangreifbar.

Hermann Weyl hat in einer romantisch geschilderten Nacht gesehen, wie
Probleme dieser Art in Angriff genommen werden kénnen, und mehrere Arbeiten
zu diesem Gegenstand geschrieben. Als wichtigste erschien ihm die Arbeit iber
die asymptotische Verteilung der Eigenschwingungen eines elastischen Koérpers in
der (4) bewiesen wird. Der hohe technische Aufwand dieser Darstellung 143t sich
in diesem Uberblick nicht wiedergeben. Ich méchte daher auf die schone, auf
eine Anregung von A. Sommerfeld aus dem gleichen Zeitraum zuriickgehende Ar-
beit iiber die Eigenwerte einer schwingenden Membran verweisen, in der die
Weylschen Ansitze einfacher zu erkennen sind (Man beachte A, = w?). Es werden
die Eigenwerte A, der zweidimensionalen Helmholtzschen Schwingungsgleichung
fiir ein endliches Gebiet J der Fliche ||J|| mit glatter Berandung untersucht. Die
Eigenfunktion ¢,(x), x € R? erfiillt dabei in J

5) Dt Ap=0
¢« = 0 auf dem Rande, und

(6) .flf prdx =1

Werden diese Eigenwerte so geordnet, daf 0 <A, <A, <... gilt, so folgt fiir die
Anzahl N(T) bei T = oo*)

J
M ND= T 1~ilt
0<A(<T m

Dieses Ergebnis wird mit Hilfe eines Satzes bewiesen, der von Weyl folgen-
dermafden formuliert wird:

,.Ist J ein beliebiges, im Euklidischen gelegenes Gebiet und sind J;,J,J 3 ... endlich
oder unendlich viele in J gelegene Gebiete, von denen je zwei keinen (inneren) Punkt
gemeinsam haben, so liegen unterhalb einer beliebigen Grenze mindestens ebenso-
viele Eigenwerte von J als vonJ;, J,, J 3 ... zusammengenommen. “‘

*) Das Zeichen ~ wird in folgendem Sinn gebraucht: Es gilt f(x) ~ y(x) falls

N N
m —— = .
L yx)
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Der Beweis beruht auf einem §atz aus der Theorie der reguliren,
symmetrischen Integralgleichungen. Es seien K, K*, und K’ symmetrische Inte-
gralkerne mit K* = K + K/, fiir die die Fredholm-Hilbertsche Theorie gilt, wobei K,
K' positiv definit ist. Sind dann A* die der Gréfe nach geordneten Eigenwerte von
K* und bezeichnen wir die Eigenwerte von K entsprechend mit A,, so gilt fiir
alle x

(8) A <AF

Dieser Satz 1af3t sich mit Hilfe der ebenen klassischen Potentialtheorie un-
ter Benutzung der Greenschen Funktionen des A-Operators zur ersten Randbe-
dingung auf die Gebiete J, J*, J** mit J* CJ C J** iibertragen. Da die Eigenwerte
des Differentialgleichungsproblems die Eigenwerte der Integralkerne sind, folgt
dann fir die J, J* und J** entsprechenden Eigenwerte A,, A\¥, \** die Relation

¢)) M O W

Wird das Gebiet nun von auen und von innen durch Gebiete approximiert,
die sich aus Rechtecken zusammensetzen, so 148t sich das Ergebnis (7) beweisen,
da die Eigenwerte fiir Rechtecke explizit bekannt sind. Diese Arbeit enthilt die
Grundgedanken, die dann in insgesamt 5 Arbeiten auf die verschiedenen physika-
lischen Situationen angewandt werden, wobei immer die mit Hilfe der Greenschen
Tensoren definierten Integraloperatoren als positiv definit nachgewiesen werden,
was in der Beweistechnik fiir die Grundgleichungen der Elastitzititstheorie sehr
aufwendig ist.

Im Jahre 1920 hat R. Courant bekanntlich einen Zugang zu diesen Pro-
blemen iiber die direkten Methoden der Variationsrechnung gefunden, der unter
der Bezeichnung Minimum-Maximum-Verfahren bekannt geworden ist.

Courant untersucht fiir im Gebiet J stetige, stiickweise stetig-differenzier-
bare Funktionen g, die in der Nahe des Randes von J verschwinden,

(10) inf [{ (V)*dx unter der Bedingung [ [ p?*dx =1
3 ]

Er zeigt analog zu den Hilbertschen Methoden bei der Losung des Dirichlet-Pro-
blems, daf} es zum Infimum A, eine Funktion ¢, gibt, die dann zweimal stetig
differenzierbar ist, und der Differentialgleichung

(1)  Ap+Ap =0

geniigt. Der n-te Eigenwert kann dann auf folgende Weise definiert werden:
Man zeigt zunichst, daf es zu fest gewihlten Funktionen f,, ..., f, ein
Infimum A(fy, 5, ..., f,) so gibt, daf®

(12)  Afy, £y, .., £3) < [ | (Vp)2dx
1
fiir alle p gilt, die

[§ ¢*dx=1

(13 [§ofidx={{ ofdx=...= ([ ofpdx=0
] ) ]
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erfiilllen. Das Maximum dieses Minimums wird angenommen, wenn (fy, ... f,) mit
den n ersten Eigenfunktionen iibereinstimmen. Sind die n ersten Eigenwerte be-
kannt, so gewinnt man daher den nichsten Eigenwert durch Beachtung der Eigen-
schaft

(14) )\n+l=A(wl"P29---;‘pn)>A(flaf2’---a fn)

Die Monotonie-Eigenschaft (9) folgt dann einfach aus der Tatsache, daf die zur
Bildung der Extremwerte zugelassenen Funktionenrdume ineinander enthalten
sind.

Es wird die Greensche Funktion und die Theorie der symmetrischen Inte-
gralgleichungen vermieden. Die Weylschen Ergebnisse fiir den Fall der Membran
werden voll reproduziert, und es wird sogar eine Fehlerabschidtzung gewonnen, die
bis vor kurzem nicht verbessert werden konnte. R. Courant hat den Weylschen Zu-
gang als einen Umweg bezeichnet. Hermann Weyl hat das so nicht gesehen, denn
die Monotonie-Eigenschaft der Eigenwerte beruht in beiden Fillen auf dem glei-
chen Grund und wird nach den gleichen geometrischen Gedanken ausgenutzt.
Liegt die Hauptschwierigkeit bei Weyl in dem Nachweis der Existenz der Green-
schen Funktionen mit den angegebenen Eigenschaften, so ist bei Courant die An-
nahme des Infimums durch eine zweimal-stetig differenzierbare Funktion nicht
einfach zu erhalten. Spiter haben sich beide darauf geeinigt, die entstandene Situa-
tion als ein wichtiges Beispiel zum Satz von der Invarianz der Totalschwierigkeit
anzusehen.

Im Jahre 1926 entdeckte T. Carlemann einen Zusammenhang zwischen
dem asymptotischen Verhalten der Greenschen Funktionen bzw. Tensoren fiir
grofe imaginire Parameter und dem asymptotischen Verhalten der Eigenfunk-
tionen. Er konnte fiir den Fall der Membran

T
(15) Y R~ o)

0<AST

zeigen, woraus durch Integration

T
(16) Y 1~—1Jl

2
0<AKT 4

folgt, und (7) auf anderem Wege reproduziert wird. Die Methode von Carlemann
lied sich auf rdumliche Probleme iibertragen und zeigte, da das Verhalten der
Eigenfunktionen asymptotisch nicht von der Gestalt des schwingenden Korpers
und auch nicht vom Ort in diesem Korper abhingt.

Das asymptotische Verhalten der Eigenfrequenzen und der Eigenschwin-
gungen der elektromagnetischen Hohlraumschwingungen, das am Anfang dieser
vielfaltigen Entwicklungen stand, konnte weder nach der Methode von Weyl noch
nach der Methode von Courant behandelt werden und wurde erst 1961 von
H. Niemeyer und mir gelést. Der Operator rot rot v kann nimlich nicht als streng
elliptisches System aufgefafit werden, da er nur semidefinit ist.

Alle unter dem Stichwort Eigenwerte angeschnittenen Probleme stehen
in engem Zusammenhang zur Quantentheorie, die in ihrer Entwicklungsphase
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Hilbert, Weyl und Courant als ihr mathematisches Gewissen angesehen hat. Aber
auch in rein mathematischer Hinsicht hatten diese Fragestellungen eine grofie
Bedeutung. Man denke nur an die Entwicklung der Funktionalanalysis mit ihren
vielfiltigen Begriffsbildungen und Verzweigungen. Hermann Weyl hat sich an der
Entwicklung der Funktionalanalysis nicht beteiligt. Dies hat Griinde, die eng mit
seiner Auffassung der Grundlagen der Mathematik zusammenhéngen.

2 Zahl und Kontinuum

Im 19. Jahrhundert war bekanntlich die alte in der griechischen Mathe-
matik schon aufgetretene Kluft zwischen Zahl und Kontinuum wieder aufge-
brochen. Die Benutzung der Zahlen zur Behandlung geometrischer Fragen nach
der kartesischen Methode der Koordinaten war seit dem 17. Jahrhundert so er-
folgreich gewesen, daf® man die begrifflichen Schwierigkeiten, die in Euklids Ele-
menten klar erkennbar sind, beiseite schob. Zwar spricht man im 18. Jahrhundert
wiederholt von der ,,unbegreiflichen Mathematik““ und meint das nicht nur in
dem sehr vordergriindigen, aber weit verbreiteten Sinn, aber eine ernsthafte Aus-
einandersetzung mit der Problematik hat erst im 19. Jahrhundert begonnen. Zu
Beginn des 20. Jahrhunderts haben die Versuche zur Uberbriickung der begriff-
lichen Schwierigkeiten eine Intensitit erreicht, von der man sich heute kaum noch
eine Vorstellung macht. Die Befiirchtung, dafl die von der Mathematik erwartete
Sicherheit der Erkenntnis erschiittert war, bewirkte natiirlich mit den gleichzeitig
erforderlichen Umformulierungen der physikalischen Grundvorstellungen eine
geistige Unruhe, die sich auch im Werk Hermann Weyls widerspiegelt.

Fiir das Verstindnis der Auswahl der Methoden in Weyls analytischen Ar-
beiten ist es wichtig, seine Kritik am iiblichen Aufbau der Analysis zu kennen. Er
hat den Folgenbegriff in der Fassung, daf} jeder natiirlichen Zahl eindeutig ein
,,Element* a, zugeordnet ist, als unzureichend fir die Schlufweisen der Analysis
angesehen. So hat er mit Brouwer darauf hingewiesen, dad mit dieser Definition
der Beweis des Hiaufungsstellensatzes fiir Punktfolgen nicht als giiltig angesehen
werden kann, da Folgen denkbar sind, fiir die die erforderlichen Entscheidungen,
in welcher der beiden Hilften des geteilten Intervalles unendlich viele Punkte lie-
gen, nach endlich vielen Schritten nicht gefallt werden konnen. Dieser Beweisge-
danke ist in seiner Ausdrucksweise zu sehr dem Idealismus verhaftet und setzt
voraus, daf eine Aussage ,,an sich* oder ,,vor Gott* gemacht werden kann. Die
Bezeichnung ,,transzendent‘ wird in diesem Zusammenhang gebraucht.

Diese Kritik iibertrigt er auch auf die reellen Zahlen, die seiner Ansicht
nach nicht existent sind, sondern konstruiert werden miissen, etwa tiber die Fun-
damentalfolgen. Weyl hat seine Auffassungen im Laufe seines Lebens entsprechend
neuen Ergebnissen in der Uberpriifung der Hilbertschen Hypothesen auch geédn-
dert. Von der Begeisterung des jungen Dozenten fiir die Mengenlehre ist im Alter
nicht viel geblieben.

Die Grundlagendiskussion hat die ersten Jahrzehnte unseres Jahrhunderts
stark geprigt, und es ist die Auffassung Weyls in Beziehung zu seinen Vorgéngern,
insbesondere zu Hilbert, zu sehen. In den ,,Grundlagen der Geometrie* hatte
Hilbert auf Desargues und Pascal zuriickgehend die ,,Streckenrechnung® des
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5. Buches von Euklid zunichst in eine moderne algebraische Form gebracht, und
die Polaritit zwischen Zahl und Kontinuum oder besser zwischen Arithmetik und
Geometrie unbeachtet gelassen, da die gegenseitige Abhangigkeit verschiedener
Axiomensysteme im Vordergrund seines Interesses stand. Die Beziehungen der
Axiomatik zum Zahlbegriff treten erst spéter auf.

Als Beispiel der Hilbertschen Grundgedanken sei eine der Konstruktionen
angegeben, die aus der Geraden auf geometrischem Wege einen algebraischen Kor-
per machen.

AY
\,
\,

a o
- S
0 u\\ e, (\ b
\ AY
N N
c=a-b

Wir wollen in der Menge der Punkte der (unteren) Geraden Verkniipfungen + und -
so einfithren, da} die Menge als Korper aufgefadt werden kann, und alle Axiome
des Korperbegriffes erfiillt sind. Dazu definieren wir zunichst Null und Eins durch
Wahl zweier Punkte o und e, und beginnen dann mit den Verkniipfungen. Die
Addition ist sehr einfach durch Parallelverschiebung entsprechender Strecken defi-
niert, die Multiplikation ist interessanter.

Die Verbindungsgeraden aa’, ee’, bb’ seien parallel. Die Verbindungen
ae’ und cb’ seien ebenfalls parallel. Dann entspricht dem Punkt ¢ das ,,Produkt*
a-b.

Der bekannteste Beweis folgt aus dem Strahlensatz, wenn wir mit | | die
Streckenldngen im iiblichen Sinn bezeichnen. Dann folgt ndmlich nach Konstruk-
tion aus dem Strahlensatz

1 lcl:lal=Ib'|:1e’'| und [b'|:|e'|=[b]:e]

Wir sind gewohnt, diese Streckenverhiltnisse wie Zahlenquotienten zu behandeln
und finden dann

lel _ Ibl
(2) =17 oder |[c|-|e|=]a]"[b]

Wird |e| der Zahlenwert 1 zugeordnet, konnen wir diese ,,Verkniipfung von a und
b‘ als Multiplikation der Elemente a und b deuten.

Man muf dabei beachten, daf} hier wie selbstverstindlich mit den Koordi-
naten der Zahlengeraden operiert wird. Dieses Hilfsmittel erleichtert die Betrach-
tungen aufierordentlich, wie man sich leicht vorstellen kann, wenn man priift,
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wie die Eigenschaften Kommutativitit und Assoziativitiat der Multiplikation sowie
das Distributivgesetz rein geometrisch zu beweisen wiren. Eine weitere geome-
trische Variante tritt noch dadurch hinzu, daB die ,,algebraischen Operationen®
auf der einen Geraden nicht von der Richtung und dem Lingenmaf (Wahl von e’)
der anderen Geraden abhingen diirfen. Bedenkt man noch, da die entstandenen
Figuren einer projektiven Abbildung unterworfen werden kénnen, ohne daf sich
an den Inzidenz-Aussagen etwas dndert, so wird klar, daf eine Fiille von geome-
trischen Aussagen iiber Geraden und ihre Schnittpunkte entsteht, deren rein geo-
metrische Beweise an Hand von Zeichnungen miihsam sind, deren Herleitung mit
Hilfe der Koordinatenrechnungen aber einfach ist.

Die heute mit den Namen Desargues, Descartes und Pascal gekennzeichnete
Neubelebung der Geometrie im 17. Jahrhundert durch die analytische Koordina-
tenmethode von Descartes fiihrte sehr schnell zu unerwarteten Erfolgen wie den
Sitzen von Desargues und Pappus-Pascal und dem groflen Gebiet der projektiven
Geometrie, das heute leider fast vergessen ist. Die grundlegenden Bedenken der
antiken Mathematiker gegen die Vermischung von Geometrie und Arithmetik
wurden immer wieder zuriickgestellt. Dies war umso leichter zu rechtfertigen, da
erst diese neuen Methoden den Aufbau der neuzeitlichen Physik erméglichten.

In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts setzte dann eine Selbstkritik
der Mathematik ein, die sich auf den Begriff der reellen Zahl konzentrierte. Die
gelegentliche Schirfe der Polemik, von der auch Hilbert nicht verschont wurde,
1aBdt erkennen, da hier ein neuralgischer Punkt getroffen wurde.

H. Weyl und Brouwer waren die namhaftesten Mathematiker des 20. Jahr-
hunderts, die darauf aufmerksam machten, dafl Arithmetik und Geometrie trotz
ihrer starken durch die Algebra ausgedriickten Kopplung nicht als im Grunde
gleich angesehen werden konnen, wie es Hilbert zunéchst vermutet hatte und spi-
ter zu beweisen versuchte.

Hermann Weyl kniipft hier mit seiner Kritik an und stellt fest, daf das Kon-
tinuum nicht mit der weitverbreiteten Vorstellung ,,die Gerade ist die Menge ihrer
Punkte* sachgerecht erfadt wird, da ein Kontinuum immer weiter teilbar sein mufy
und kleinste, sozusagen letzte Teile nicht mit der Kontinuumsvorstellung vereinbar
sind. Er bewundert die antike Formulierung der Gleichheit von Streckenverhilt-
nissen, die sehr modern wirkt und den Dedekindschen Schnitt bereits vorweg-
nimmt.

Sind nimlich (a, b) und (a’, b") zwei Streckenpaare, so sollen diese ,,ver-
héltnisgleich* heiflen, wenn folgendes gilt: Sind N und M natiirliche Zahlen, so
impliziert die obere Relation zwischen a und b jeweils die entsprechende Bezie-
hung der unteren Zeile zwischen a’ und b’

3 Na—Mb > 0; Na—Mb =0; Na—Mb <0
) Na'-Mb'>0; Na'—-Mb'=0; Na'—Mb'<0.

In der Antike wird bekanntlich darauf verzichtet, an dieser Stelle einen
neuen Zahlbegriff einzufitlhren. Dies mag zum Teil daran gelegen haben, daf’ die
Entdeckung der Zahlworter und Zahlzeichen noch als eine der grofien Leistungen
des menschlichen Geistes gesehen wurde, die man nicht in der ,,Sof}e des Kon-
tinuums* verlieren wollte, wie Hermann Weyl sich spiter einmal ausdriickte. Diese
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semantische Seite des Zahlbegriffes, die es erlaubt, jedes Element einer abzihl-
baren Menge zu individualisieren, indem ihm ein eigener Name oder ein eigenes
Zeichen zugeteilt wird, schien ihm unverzichtbarer Teil des Mengenbegriffes zu
sein, der seiner Meinung nach viel zu weit gefat wurde. In einem seiner letzten
Vortrige spricht er von der Erbsiinde der Mengenlehre in der Analysis, da sie die
Moglichkeit der semantischen Individualisierung der Elemente nicht grundsitzlich
gefordert hat.

Neben dieser philosophischen Seite der Grundlagenkrise hat er aber auch
die Praxis der Mathematik gesehen, wenn er betont, daf viele auch konstruktiv
gegebene Losungsverfahren nicht verwertbar sind, wenn die verlangten Daten oder
Konstruktionen nicht in finiter Form darstellbar sind. Diese Problematik ist in der
heutigen numerischen Mathematik von neuer Aktualitit. Es ist aber wenig be-
kannt, daB er in einem Vortrag iiber die Grundlagenkrise der Mathematik einen
Beweisvorschlag fiir den Fundamentalsatz der Algebra gegeben hat, der vom Stand-
punkt des Numerikers ausgeht. In der modernen numerischen Mathematik findet
der Standpunkt des , Konstruktivisten* Weyl eine spate Rechtfertigung.

Er war mit Brouwer der Ansicht, da® man nur mit solchen Daten arbeiten
sollte, die auch mit beliebig guter Anniherung bekannt sind, und er vermeidet tun-
lichst ,,A-priori-Existenzen®, die nicht iiber ein Konstruktionsverfahren als Grenz-
wert berechenbar sind. Die Hilbertsche Theorie der Integralgleichungen und
namentlich auch der Beweis von E. Schmidt iiber die Existenz von Eigenwerten
und Eigenfunktionen erfiillen diese Voraussetzungen und werden von ihm immer
wieder herangezogen. Die abstrakteren Wege zur Funktionalanalysis wie die von
F. Riesz begonnenen und dann in der modernen F unktionalanalysis vielfach
weiterentwickelten Begriffe und Beweismethoden, haben ihn nicht sehr interes-
siert, da sie seiner Ansicht nach zu hiufig die Methode des indirekten Beweises
und das Auswahlaxiom benutzten. Spiter hat er diese strikte Haltung aufgegeben
und auch von dem Vorteil der geistigen Okonomie dieser Methoden Gebrauch ge-
macht wie in der 1940 erschienenen Arbeit iiber die Methoden der orthogonalen
Projektion, die das berihmte Weylsche Lemma enthilt, das aber wohl auf Hilbert
zuriickgeht und auch von anderen Autoren unabhingig gefunden wurde.

Die , Kluft* zwischen Zahlen und Kontinuum war 1884 von Kronecker
durch seine beriihmten Sitze iiber die Approximation der Irrationalzahlen in inter-
essanter Weise ,,gefiillt“ worden. Will man eine Irrationalzahl & durch rationale
Zahlen annihern, so ist es natiirlich, die ganzzahligen Vielfachen n¢, n €N zu be-
trachten und zu untersuchen, ob sich die nichtganzen Reste

(4)  (n§)=nk—[nf]

irgendwo hiufen. Hier liegt eine Zahlenfolge vor, deren Werte in (0, 1) liegen.
Kronecker konnte zeigen, daf diese Folge im Intervall (0, 1) uiberall dicht liegt,
und es war eine grofe Sensation als 1908 gezeigt werden konnte, da diese Punkt-
folge gleichverteilt ist. H. Weyl hat dies nicht als erster entdeckt, aber seine Arbeit
,,Uber die Gleichverteilung der Zahlen mod. 1 gilt heute als eine der Glanzlei-
stungen der analytischen Zahlentheorie.

Gleichverteilt heifit eine Punktfolge bekanntlich, wenn sich asymptotisch
die Anzahlen der Punkte einer Folge in zwei getrennten Intervallen wie deren
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Lingen verhalten. Es ist interessant, wie sich Hermann Weyl 1916 seiner Vertraut-
heit mit Fourier-Entwicklungen bedient, um ein derartiges Ergebnis zu beweisen.
Er geht davon aus, daf jede stetige Funktion f der Periode 1 durch trigonome-
trische Polynome beliebig genau approximiert werden kann und bemerkt dann,
daf fiir eine gleichverteilte Zahlenfolge «, € (0, 1)

O lim % Y fle) = j f(x)dx
n-—>ce k=1
gilt. Es ist nun fiir o, = (k&) wegen [kE] EN

(6) e21ri(u£) = e21rinE

Mit einer irrationalen Zahl £ ist dann fiir festesh €2

n
Z eZni(KE)-h

k=1

]

< —
= |sin 7hg| <e

n
Z e21rixh£

k=1

N

Damit wird dann fiir jedesh #0;h €2

n 1
z e2ni(x£)‘h=0= j‘ e21rihxdx

® lim —
n— o k=1 0
Ist nun
M "
9 T = Y ape?™t

h=-M

ein approximierendes trigonometrisches Polynom, so wird

(10) hm - Z T(k§) = ap= j T(x)dx

k=1
da die Beitriage der Summanden mit h # 0 der Summe (9) verschwinden. Fiir jede
stetige Funktion f der Periode 1 und jedes irrationale § gilt daher

1

(1) lim = Z f(k§) = [ f(x)dx

n-—>o k=1
In der genannten Arbeit wurden noch weitere Folgen von arithmetischem Interesse
auf Gleichverteilung untersucht.

Gleichverteilte Folgen spielen heute bei Anwendungen eine interessante
Rolle. Man spricht dann gelegentlich auch von ,,Zufallszahlen*. Dieser Ausdrucks-
weise hitte Hermann Weyl bestimmt widersprochen, denn mit Zufall hat dieses
Phinomen sicher nichts zu tun, und es war wohl auch kein Zufall, da} diese sché-
nen Ergebnisse zu einer Zeit entdeckt wurden, als man Beispiele von Folgen suchte,
die etwas Licht in die heftig diskutierte Kluft zwischen Kontinuum und Zahl
brachten. Es scheint heute, daft das Kontinuum auch nach diesen Ergebnissen
seine Geheimnisse noch etwas fiir sich behalten méchte. Man koénnte allenfalls
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schon sagen, daf® ,,die Reste des Irrationalen im Transzendenten gleichméfig ver-
teilt sind“.

Zur Zahlentheorie ist Hermann Weyl in Princeton noch mehrmals zuriick-
gekehrt und zwar mit groflen Arbeiten zur Geometrie der Zahlen, in denen das
Problem der Reduktion der quadratischen Formen durch Einfithrung des Eich-
volumens von Minkowski in einem allgemeineren Rahmen dargestellt wird. Die
Vorlesung ,,Algebraic Theory of Numbers*, die 1940 erstmalig erschien, war als
Einfilhrung in die Zahlentheorie der deutschen Schule gedacht und schligt die
Briicke von den Teilbarkeitstheorien des 19. Jahrhunderts (Kronecker, Dedekind)
zu den geometrischen Begriffsbildungen Minkowskis.

3 Fortsetzung und Zusammenhang

In seiner ersten Vorlesung im Wintersemester 1911/12 hatte sich H. Weyl
die Aufgabe gestellt, die Grundideen der Riemannschen Theorie der algebraischen
Funktionen in einer Form zu entwickeln, die den Hilbertschen Anforderungen an
begriffliche und methodische Strenge gerecht wurde. Die wenig spiter unter dem
Titel ,,Die Idee der Riemannschen Fliche* erschienene Ausarbeitung erwies sich
als grofler Wurf, der die modernen Theorien der Topologie und algebraischen Geo-
metrie entscheidend geprigt hat. H. Weyl selbst hat Toplogie oder algebraische
Geometrie nicht als wesentliche Teile,seines Lebenswerkes angesehen. Die Wir-
kung, die sein erstes Buch bis weit in unser Jahrhundert aktuell bleiben lief, hat
er 1954 selbst in der Adresse zur Verleihung der Fields-Medaille an Kodaira schil-
dern konnen.

,,Analytische Fortsetzung* und ,,Flichenelement‘ werden 1912 in einen
Rahmen topologischer Begriffsbildungen gestellt, der sie als natiirliche Erweite-
rungen der Riemannschen Grundgedanken zur Geometrie erscheinen lafdt.

Die Weylsche Darstellung zerfillt in zwei Teile, von denen der erste, in
dem der Begriff der Mannigfaltigkeit prazisiert wird, eine breitere Verallgemeine-
rung zuldft und auch erfahren hat, wiahrend der zweite als Theorie spezieller
analytischer Strukturen gesehen werden kann.

Die im ersten, geometrisch-topologischen Teil formulierten Grundbegriffe
hat H. Weyl dann 1918 aufgegriffen und zur Grundlage seiner vielen Beitrige zur
Relativititstheorie gemacht.

Als wesentliches Element dieser Gedankengebiude muf man die Auffas-
sung sehen, daB zu jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit eine Umgebung gehért, die
parametrisierbar ist. Die relevanten Aussagen miissen so ausgedriickt werden, daf}
zwei Forderungen erfiillt sind:

1. Die Gesetzmaifigkeit mufd so formuliert sein, daf’ sie in allen Parameterdarstel-
lungen einer Umgebung zu gleichen Aussagen fiihrt.

2. Es muB ein Prozef der Fortsetzung definiert sein, der festlegt, wie Aussagen in
punktfremden Umgebungen einer zusammenhingenden Mannigfaltigkeit ver-
glichen werden konnen.

Fir meromorphe Funktionen ist der Prozef der Fortsetzung nach dem
bekannten Verfahren der lokalen Potenzreihenentwicklungen unldsbar mit der
definierenden Eigenschaft dieser Funktionen verbunden.
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Hermann Weyl hat wohl als erster gesehen, daB den Riemannschen Hypo-
thesen zur Geometrie, die sich aus den Theorien von Gauf zur Vermessung von
Flachen ergeben hatten, ein Element fehlt, das den vollen Einbau physikalischer
Theorien ermdglicht. Er hat die Triumphe der Géttinger Mathematiker vor dem
ersten Weltkrieg aus nichster Nihe miterlebt. Eine ganz besondere Wirkung miis-
sen die Arbeiten Minkowskis zur Speziellen Relativititstheorie und einheitlichen
Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen gehabt haben.

Die experimentell am besten bestitigte physikalische Theorie, die Max-
wellsche Theorie der Elektrodynamik, die ,,théorie par excellence®, konnte da-
mals als Beispiel zum Erlanger Programm der Geometrien dargestellt werden. So-
gar die Lorentz-Transformation war in ihrer algebraischen Gestalt von F. Klein
schon als definierende Transformationsgruppe einer nichteuklidischen Geometrie
verwandt worden. Nur die Lichtgeschwindigkeit kam noch nicht vor. Das aber
war flir Mathematiker nicht verwunderlich, denn ,,die Physik steht ja immer in
den Konstanten, alles andere ist Mathematik .

So einfach hat Hermann Weyl das Verhiltnis der beiden Disziplinen nicht
gesehen, aber eine begriffliche Trennung von Geometrie und Physik schien ihm
doch wichtig, gerade weil er die physikalischen Erscheinungen mit den metrischen
Eigenschaften der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit identifizieren wollte. Die hier ein-
setzenden spekulativen Theorien gehdren zum Geistreichsten, was dieses Jahr-
hundert an der Grenze von Mathematik und Physik hervorgebracht hat. Der durch-
schlagende Erfolg einer (von der Natur bestitigten) einheitlichen Feldtheorie blieb
versagt, aber die Wirkungen dieser Ideen waren sehr grof und haben der Physik
der zweiten Hilfte unseres Jahrhunderts entscheidende Impulse erteilt. Die erste
Arbeit dieses Fragenkreises, der ihn bis zu seinem Lebensende immer wieder be-
schiftigt hat, erscheint 1918 unter dem Titel ,,Reine Infinitesimalgeometrie und
steht in engem Zusammenhang zu der beriihmten und oft zitierten Arbeit
,,Gravitation und Elektrizitit*, die Einstein 1918 der Preuflischen Akademie vor-
legte.

Von Gaufs war bekanntlich die Theorie der Flichen ausgehend von den
theoretischen und praktischen Bediirfnissen der Geodasie entwickelt worden. Aus
der Projektion der Fliache auf die Tangentialebene entsteht der Begriff der Karte,
die als ebenes Bild eines Ausschnittes der Fliche angesehen wird.

Zwischen den Koordinaten in der Ebene und den Mafdverhiltnissen auf der
Fliache wird eine Beziehung hergestellt, die wir heute bekanntlich in der Form
(Summationskonvention!)

(1) d52 = gikdxidxk

zur Berechnung von Lingen und Winkeln auf der Fliche benutzen. Die Vorstellung
der Projektion auf eine Tangentialebene mit kartesischen Koordinaten ist nicht un-
bedingt erforderlich, da andere Parameterdarstellungen ebenfalls benutzt werden
konnen. Die iibliche Definition der Langen und Fliachen in der Riemannschen Geo-
metrie ist eng mit dieser Vorgeschichte verbunden.

Will man nun auf dieser Fliche eine ,,zweidimensionale Physik* treiben, so
muf zu jedem Punkt noch ein zweidimensionaler Vektorraum definiert sein, den
man sich meist als den Raum der Tangentialvektoren vorstellt.
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In der Riemannschen Theorie mufl der Tangentialraum zu einem Punkt
wegen der nicht postulierten Einbettung durch einen jedem Punkt zugeordneten
Vektorraum ersetzt werden. In dieser Theorie wird nun aber nicht gesagt, wie diese
Vektorrdume zu verschiedenen Punkten zueinander in Beziehung stehen sollen.
Der Pendelversuch von Foucault hat hier den Anstof zu einer Neuentwicklung ge-
geben.

Dreht sich die Erdkugel, so konnen die Beobachter des Pendels dies auch
als eine Bewegung ihrer Tangentialebene auf einem Breitenkreis einer als fest ge-
dachten Kugel gleicher Abmessungen auffassen. Das Koordinatenkreuz einer Aus-
gangslage, bei der eine Achse nach Norden weist, wird auf diese Weise in alle
Punkte des Breitenkréises fortgesetzt, wobei immer eine Achse zum Nordpol zeigt.
Ist das Parallelverschiebung?

Das Foucault-Pendel macht diese Bewegung nicht mit und wir kénnen be-
obachten, wie sich der Vektor der Schwingungsebene des Pendels gegeniiber dem
Koordinatenkreuz des Bodens dreht.

In der Dynamik abgeschlossener Systeme ist die Erhaltung des Drehim-
pulses bei Abwesenheit duflerer Krifte gleichbedeutend damit, da® der Dreh-
impulsvektor parallel verschoben wird, wenn sich das System insgesamt bewegt.

Man kann analog die Bewegung der Pendelebene als Parallelverschiebung
auf der Kugel deuten.

Ist x(u', u?) eine Parameterdarstellung der Fliche und sind die Tangential-
vektoren

2) Xji = 0;X
die Basisvektoren des Vektorraumes, so lifit sich ein Vektor dort in der Form
“4) v=vix;

mit den Komponenten v' darstellen.

Es sei s der Parameter der Bogenlinge der Kurve, die zwei Punkte verbin-
det. Die Verdnderung des Vektors v bei der Verschiebung entlang der Kurve soll
nun so erfolgen, daf keine Anderung in Tangentialrichtung auftritt. Nach den be-
kannten Ableitungsgleichungen der Flichentheorie erhalten wir fiir die Ableitung
des Vektors v(s) mit der Abkiirzung 3,0 X = X |x

V= VIX” + V'x|,|kﬁk
= (\"' + I"i,kﬁ"v‘)x“ + L,kv'L'lkn

(5)
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mit den Christoffel-Symbolen 'l und den Koeffizienten L;, der zweiten Funda-
mentalform. Soll die Ableitung keine Komponenten in Tangentialrichtung haben,
folgt fiir v'(s) das System der Differentialgleichungen

(6)  0=v+Tyva"

mit dem der Prozef der Verschiebung beschrieben wird.

Nach diesem Gesetz dreht sich der Vektor bei ,,Parallelverschiebung*,
wenn fir die Koeffizienten 'l die aus der Differentialgeometrie bekannten Aus-
driicke gewihlt werden. In dieser Form wurde die Parallelverschiebung 1915 von
Levi-Civita erstmals formuliert.

H. Weyl hat 1918 erkannt, da der so definierte Prozef auch als Prozefd
der Parallelverschiebung in Riemannschen Rdumen beliebiger Dimension aufgefafit
werden kann. Dazu ist allerdings erforderlich, die Begriindung zu dndern. Er folgert
aus der Forderung, dafy die Vektorriume zu verschiedenen Punkten affin aufein-
ander bezogen werden kénnen und der lokal euklidische Charakter der Parallelver-
schiebung bei dem ganzen Prozef auch in allen Zwischenphasen erhalten bleiben
muf, daB dieser ProzeR von der Form (5) sein muf, wobei die Koeffizienten I},
aber eine eigene Bedeutung unabhingig von dem Mafitensor bekommen. Er nennt
sie die Komponenten des affinen Zusammenhangs. Verlangt man in einem metri-
schen Raum zusitzlich, dafl der Prozefs kongruente Abbildungen liefert, so wird
eine Theorie gewonnen, die man als Riemannsche Geometrie mit Parallelverschie-
bung auffassen kann.

Der Vorteil dieses Aufbaus fiir die Riemannsche Geometrie besteht dann
darin, da ein klarer Zusammenhang zwischen Parallelverschiebung und Kriimmung
iiberzeugend hergestellt werden kann.

Die Weylsche Kritik an der iiberkommenen Vorstellung bezieht sich darauf,
dafd nach den bekannten Vorschriften aus den Koordinaten Zahlwerte berechnet
werden, die dann zu geometrischen Grofien wie Liangen und Fliacheninhalten um-
gedeutet werden. Dies setzt ndmlich voraus, da} ein Mafdstab fiir Lingen und Fla-
chen durch Angabe von Einheitsstrecken und Einheitsflichen vorhanden ist. In
physikalischer Sprechweise sind die Koordinaten und die mit ihrer Hilfe gebildeten
Groflen ,,dimensionslose* Zahlen, die zum Vergleich mit der Wirklichkeit mit
Hilfe von Maf3stiben in konkrete Aussagen iiber Lingen und Flichen umformu-
liert werden miissen.

In der Flichentheorie von Gaufd ist dieser Punkt nicht interessant, da die
globalen Mafistibe des umgebenden dreidimensionalen euklidischen Raumes fiir
jeden Punkt der Fliche zur Verfigung stehen. Riemann hat in seiner Fortfiilhrung
der Gauflschen Gedanken die Existenz globaler Maflstdbe vorausgesetzt.

Zu der Zeit, als Hermann Weyl seine Infinitesimalgeometrie schrieb, waren
Einsteins Arbeiten zur Allgemeinen Relativitdtstheorie gerade erschienen, und es
stand die Ubertragung der Riemannschen Gedanken auf das 3 + 1-dimensionale
Raum-Zeit-Kontinuum zur Diskussion. Einstein hatte die Existenz globaler Maf}-
stibe vorausgesetzt und war darin Riemann gefolgt. Er hatte zusatzlich eine vom
Euklidischen abweichende Raumstruktur mit der Gravitation identifiziert und
erste iiberraschende Erfolge dadurch erzielt, daB er bislang nicht erklidrbare Er-
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scheinungen, wie die Perihelabweichung der Bahn des Merkur zwanglos deuten
konnte.

Die Grundgleichungen der Elektrodynamik waren durch H. Minkowskis
Herleitung in enge Beziehung zu linearen Strukturen der ,,Lorentz-Geometrie*
geriickt worden. Als nun A. Einstein die Gravitation mit nicht ebenen Geome-
trien identifizierte, lag es nahe, auch eine Synthese von Gravitation und Elektro-
dynamik mit Hilfe geometrischer Begriffsbildungen zu versuchen. In Hermann
Weyls Werk treten daher die Untersuchungen zur Gravitation und Elektrodynamik
meist in Verbindung mit geometrischen Fragen auf.

Bekanntlich wird der Elektromagnetismus im Vakuum durch den schief-
symmetrischen Tensor

0 Oy
Fiy = —o _ 2P
7 7 axk  axi

mit Hilfe des Viererpotentials (¢;, v,, ¥3, v4) beschrieben. Diese Potentiale sind
nur bis auf einen Gradienten eindeutig bestimmt. Ersetzen wir namlich ¢, durch

oA
¢kt —, so dndert sich F;; nicht. Im Jahre 1918 hoffte H. Weyl, diese Invarianz
oxk

zu einer geometrischen Deutung des Elektromagnetismus benutzen zu konnen. Es
war ihm aufgefallen, da zur Ubertragung von in Koordinatenform gegebenen Aus-
sagen des Raum-Zeit-Kontinuums in die physikalische Erfahrung stets ein Mafistab
benotigt wird. Besonders klar wird diese Notwendigkeit bei der Frage von Zeitver-
gleichen, wenn keine ,,Weltuhr* mehr vorhanden ist. Ein solcher ,,Mafistab‘ kann
mathematisch durch einen positiven, stetig differenzierbaren Faktor gegeben sein,
der Ortlich veridnderlich ist.

Verfolgt man beispielsweise das Skalarprodukt zweier Vektoren entlang
eines Weges, so ist der klassische Ausdruck g viw* durch e*g; viw* zu ersetzen.
Der einfachste Ansatz fiir die Fortsetzung dieses ,,Mafies‘‘ entlang einer Kurve ist
eine Differentialform

odxk

mit vier ,,Potentialen*. Identifiziert man diese Potentiale mit den elektromagne-
tischen Potentialen, so kann man leicht schlieffen, da® Anderungen der von Ein-
stein vorgeschlagenen Theorie der Gravitation nur auftreten, wenn F;, # 0 ist. Bei
Abwesenheit von Elektromagnetismus (F;, = 0) ist die Differentialform niamlich
zumindest lokal als vollstindiges Differential darstellbar, was gleichbedeutend mit
globalem Maf3stab ist.

Da diese Theorie immer wieder neu diskutiert wurde, seien die Grundfor-
derungen der sogenannten ,,Eichinvarianz*, wie Hermann Weyl sich spiter aus-
driickte, noch einmal formuliert:

In alle Gréfien oder Beziehungen miissen die Funktionen g;,, ¢, in solcher Weise
eingehen, daf Invarianz stattfindet

1. gegeniiber einer beliebigen Koordinatentransformation n
2. gegeniiber der Ersetzung von g;, durch e*g;; und von g, durch ¥ t —a—? mit
einer beliebigen zweimal stetig differenzierbaren Funktion \. x
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Der Begriff der Eichinvarianz tritt in unerwarteter Form etwa ein Jahr-
zehnt spiter wieder auf. Zunichst muf aber iiber die Reaktion von Einstein in der
Sitzung der Preuflischen Akademie berichtet werden.

Die Differentialform der Mafistabsinderung muf nicht exakt sein. Die
Werte des Eichmafes e* in zwei verschiedenen Punkten des Raum-Zeit-Kontinuums
hingen daher vom Weg ab, der die beiden Weltpunkte verbindet. Damit miissen die
Mafistibe bei physikalischer Deutung der Rechnungen auch von der Vorgeschichte
abhingen.

Einstein stellt in seiner Bemerkung fest, daf es keinen Hinweis der Erfah-
rung in dieser Richtung gibt. Die Physik postuliert die Existenz universeller Mef3-
moglichkeiten etwa in der Art, da} elementare Schwingungsvorginge gegeben sind,
die es ermoglichen, Meflwerte iiber grof3e raumliche und zeitliche Distanzen zu
vergleichen. Es ist sehr wahrscheinlich, dafl eine so klare Formulierung der Grund-
annahmen der Physik ohne die Weylsche Kritik nicht so schnell erfolgt wire.
Albert Einstein schliefit seine Bemerkung dann auch mit den Worten:

»Bei Annahme der Weylschen Hypothesen ... miiite die relative Frequenz zweier be-
nachbarter Atome der gleichen Art (wegen verschiedener Vorgeschichte) im allgemeinen
verschieden sein. Da dies nicht der Fall ist, scheint mir die Grundhypothese der Theorie
leider nicht annehmbar, deren Tiefe und Kiihnheit aber jeden Leser mit Bewunderung
erfiillen mug.*

Hermann Weyl hat fiir sich dieses Einsteinsche Argument nicht gelten las-
sen, sich gegen Ende seines Lebens aber der Auffassung der Physiker angeschlossen,
die eine praktische Hypothese gelten lassen, solange die Erfahrung ihr nicht wider-
spricht.

Das Raumproblem, das sich mit den geometrisch-topologischen Hypo-
thesen des Raum-Zeit-Kontinuums der Allgemeinen Relativititstheorie befafdt und
auch unabhingig von der in diesem Kontinuum vorhandenen Physik gesehen wer-
den kann, hat schon frith eine Rolle in Weyls Denken gespielt. Durch die enge Ver-
bindung der geometrischen Probleme mit den im lebhaften Fluf} befindlichen
Neuerungen der Physik, die Hermann Weyl selbst schon durch den Titel seines
Buches ,,Raum, Zeit, Materie* herausgestellt hat, wurde iibersehen, daf} die geo-
metrisch-topologische Seite seiner Ideen unabhingig von der Physik ein hdchst
interessantes Gebiet darstellt. So ist es wohl auch zu erkliren, daf’ eine Veroffent-
lichung von Vorlesungen, die er 1922 gehalten hat, erst 1963 eine Neuauflage
erlebte. Sie 143t erkennen, daf® diese mathematischen Theorien nichts von ihrer
Kraft verloren haben. Ansitze fiir die spiteren Arbeiten zur Darstellung der Lie-
Gruppen sind 1922 bereits vorhanden.

Ich méchte die Arbeiten zum Thema Fortsetzung und Zusammenhang
aber nicht verlassen ohne auf einen Zusammenhang hinzuweisen, der in Weyls
Geometrie eine grofie Rolle spielt. Nehmen wir die Hypothesen der Riemannschen
Geometrie einschliefllich des globalen Mafistabes als gegeben an, so bleibt noch der
Zusammenhang zwischen Parallelverschiebung und Kriimmung zu erwihnen.

Eine Mannigfaltigkeit mit euklidischer Metrik liegt dann und nur dann vor,
wenn die Parallelverschiebung vom Wege unabhingig ist, und wir von einem glo-
balen Parallelismus sprechen konnen. Es liegt nun nahe zu priifen, ob es eine Mog-




Zum 100. Geburtstag von Hermann Weyl 179

lichkeit gibt, die Nicht-Integrabilitit der Parallelverschiebung experimentell zu
beweisen. Dies wiirde einen direkten und klaren Beweis fiir die Krimmung des
Raum-Zeit-Kontinuums liefern.

Der hollindische Astronom de Sitter bemerkte etwa um die Zeit, als Her-
mann Weyl seine Ideen entwickelte, dal der Parallelverschiebung im euklidischen
Raum auf physikalischer Seite die Erhaltung des Drehimpulses eines kréftefrei
rotierenden Kreisels entspricht. Hat dieser Kreisel volle sphéirische Symmetrie, so
iiben Gradientenkrifte kein Drehmoment aus. Daraus folgt in der Newtonschen
Theorie, daB ein solcher Kreisel unter dem Einfluf eines Gravitationsfeldes natiir-
lich insgesamt eine Bewegung ausiiben wird, die Drehachse aber ihre Richtung
nicht dndert.

Unter der Annahme, daf} die Metrik des Raumes durch Materie verindert
wird, und der Raum seine euklidischen Eigenschaften verliert, miiite eine Anderung
der Richtung der Drehachse eintreten. Diese Moglichkeit hat Hermann Weyl zum
Schluf seiner letzten Fassung von ,,Raum, Zeit, Materie* aufgegriffen und den
Effekt fir die Bewegung der Erde um die Sonne im Rahmen der Einsteinschen
Theorie abgeschitzt. Der Effekt der ,,Geodéitischen Priazession* war zu klein, um
empirisch gemessen werden zu kénnen.

Seit etwa 20 Jahren wird nun an einem Kreiselexperiment in Satelliten
gearbeitet, um die ,,Geoditische Prazession* im System Erde-Satellit zu messen.
Sollte das Experiment die Krimmung bestitigen, wire das ein Ergebnis von siku-
larer Bedeutung. Aber selbst, wenn mit Sicherheit gemessen wiirde, dafd der Raum
euklidisch ist, was nicht mehr viele Physiker erwarten, hitten die Diskussionen
iiber die Struktur von Raum und Zeit in unserem Jahrhundert durchaus ihren Sinn
gehabt.

4 Symmetrien und Gruppen

Der Begriff Symmetrie im heutigen Sinne ist relativ spit in die mathema-
tische Fachsprache gekommen. Anscheinend war Legendre der erste, der schon
ohne den Gruppenbegriff von Symmetrie sprach. Der Gruppenbegriff, als die wohl
erfolgreichste Begriffsbildung des 19. Jahrhunderts hat auch in Hermann Weyls
Lebenswerk einen festen Platz. Seine Beitriage zu diesem Fragenkreis hat er ein-
mal als seine besten Leistungen bezeichnet. Da er in seinen beiden Biichern
,,Gruppentheorie und Quantenmechanik‘ sowie ,,Classical Groups‘ seine Bei-
trige und Auffassungen selbst dargestellt hat, ist es nicht sinnvoll, die Schilderung
seiner Theorie zu wiederholen.

Die Wiirdigung, die C. Chevalley und A. Weil im Jahre 1968 geschrieben
haben, kann sich auf langjihrige kollegiale Gespriche stiitzen und enthilt eine ein-
gehende Schilderung der Entwicklung der Weylschen Ideen zur Gruppentheorie, .
die die algebraischen Gesichtspunkte betont, wie es H. Weyl selbst auch in dem
Buch iiber die klassischen Gruppen getan hat. Ich méchte hier mehr die Anregun-
gen physikalischer Herkunft, die Benutzung analytischer Hilfsmittel und die Aus-
strahlungen seiner Ideen in die Physik der Elementarteilchen schildern. H. Weyls
erste Untersuchungen zur Theorie der Gruppen finden sich in seinen spanischen
Vorlesungen aus dem Jahre 1922, die unter dem Titel ,,Mathematische Analyse
des Raumproblems* auch in Buchform erschienen.
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Ausgangspunkt war die nach Riemanns Thesen zwangsliufig auftretende
Frage nach der mathematischen Struktur des Raumes, in dem sich das physika-
lische Geschehen abspielt. Schon Helmholtz hatte sich diese Frage gestellt und ge-
fordert, da} der ,,mathematische‘* Raum homogen sein miisse. Als homogen wird
dabei ein Raum bezeichnet, der die Eigenschaft besitzt, daf ein starrer Korper in
ihm diejenige freie Beweglichkeit besitzt, welche ihm im Euklidischen Raum zu-
kommt. Hermann Weyl stiitzt sich auf die prazisere Fassung dieser Forderung wie
sie von S. Lie im Rahmen seiner Theorie der Transformationsgruppen gegeben
wurde.

Es stellt sich heraus, dafd die A-Kugeln, deren Metrik durch

Axdx, + XpdX, + X3dX3)?
1 -a(x?+x3+x3)

(1) ds? =(dxy)? +(dx)* + (dx3)* +

fir die Parameter mit 1 — A(x? + x3 + x3) > 0 gegeben wird, die einzigen 3-dimen-
sionalen homogenen Riume sind. Fiir A = 1 ist dies die Metrik der Einheitskugel
im vierdimensionalen euklidischen Raum. Es sind aber auch negative \-Werte
zulissig. Es ist auch ohne Gruppentheorie zu sehen, dafl die obigen Riemannschen
Réiume die Homogenititsforderungen erfiillen. Die Schwierigkeit liegt beim Nach-
weis, daf} dies die einzigen Formen sind.

Fir spekulative Naturbeschreibungen bleibt das Argument grotmoglicher
Einfachheit stets unbefriedigend, und H. Weyls philosophische Neigungen haben
immer nach Prinzipien gesucht, die das Einfache dann auch zwingend erscheinen
lassen.

Das Jahrzehnt nach dem ersten Weltkrieg z4hlt sicher zu den interessan-
testen Perioden der Geschichte der exakten Naturwissenschaften. Auch das wissen-
schaftliche Werk von Hermann Weyl ist nur verstindlich, wenn man sich die Ent-
deckungen ins Gedichtnis ruft, die damals gemacht wurden. Der Strom der mathe-
matischen Ideen, der sich auf dem européischen Kontinent entfaltete, ist schon
mehrfach angesprochen worden. Man kann wohl sagen, da® zu Anfang unseres
Jahrhunderts die theoretischen Untersuchungen zur Physik besonders reich an
herausfordernden und neuartigen Thesen waren, die als fast unmittelbare Folge
neuer mathematischer Konzeptionen in Erscheinung treten.

Die Physik lebt als Wissenschaft von der Spannung zwischen Theorie und
Wirklichkeit oder, stark verkiirzt, vom Dialog zwischen Mathematik und Experi-
ment. Da die Quantentheorie noch nicht entwickelt war, lagen geniigend Experi-
mente vor, die noch nicht erkliart werden konnten. Nach den unbestreitbaren Er-
folgen der Relativititstheorie ist verstindlich, daB Einstein, Hilbert, Weyl und
viele andere der Meinung waren, die Physik liefle sich von der Mathematik voraus-
sagen. Sie haben dabei iibersehen, daf’ gleichzeitig in der Experimentalphysik neue
Erkenntnisse gefunden wurden, die mit den bisherigen Methoden der Kontinuums-
mathematik nicht zu beschreiben waren.

Die Beitrige von Hermann Weyl haben als Kern den Versuch zur Synthese
von Gravitation und Elektromagnetismus, die bis heute nicht gefunden ist und
vielleicht auch nicht zu finden ist. Das Elektron hat eine positive Masse und eine
negative Ladung. Als Rutherford 1920 aus dem Wasserstoff-Atom ein Elektron
,.entfernte* und das Proton mit grofler positiver Masse und positiver Ladung ent-
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deckte, war noch kein Grund gegeben, daran zu zweifeln, daf} eine Bezichung
zwischen Gravitation, Materie und Elektrodynamik besteht. Erst als Chadwick das
Neutron entdeckte, das nur eine positive Masse, aber keine Ladung hat, verstirkte
sich der Eindruck, daB eine einheitliche Feldtheorie, die Gravitation und Elektro-
magnetismus verbindet, nicht zu erhalten ist.

In einer berithmten Arbeit hatte Hermann Weyl schon 1929 fiir sich die
Konsequenzen gezogen. Albert Einstein hat bekanntlich bis in seine letzten Jahre
den Traum von der ,,formula magica* nicht aufgegeben.

Die Weylsche Arbeit hat den Titel ,,Elektron und Gravitation* und setzt
sich mit der Pauli-Diracschen Theorie des Elektrons mit Spin auseinander.
Durch die Bemithung, die Lorentzinvarianz der Dirac-Theorie mit der allgemeinen
Relativititstheorie in Einklang zu bringen, und die Auseinandersetzung mit Ein-
steins Versuch zum gleichen Zweck, verliert die Arbeit viel an Durchsichtigkeit.
Sie wurde wohl aus diesem Grund nicht in die Selecta aufgenommen. Andererseits
enthilt die Arbeit mehrere Elemente, die fiir die Physik der Elementarteilchen von
grofler Bedeutung waren.

Dieser Teil der Arbeit bezieht sich auf die Tatsache, daf die Diracschen
Feldgleichungen zusammen mit den Maxwellschen Gleichungen eine Invarianz-
eigenschaft besitzen, die grofle formale Ahnlichkeit mit der ein Jahrzehnt frither
entwickelten Eichinvarianz haben. Sind fi; k = 1, 2, 3, 4 die elektromagnetischen
Potentiale und ist y eine Losung der Feldgleichungen, so bleibt das System un-
gedndert, wenn mit einer beliebigen zweimal stetig differenzierbaren Funktion A

. N
2) Y durche*y und f, durch f, — Py

XK
ersetzt wird. Diese ,,Eichinvarianz* ist inhaltlich etwas véllig anderes als die friihere
Eichinvarianz, und es wire richtiger, von ,,Phaseninvarianz* zu sprechen. Die Dif-
ferentialform f,dx* fiir die Phaseninderung braucht auch in diesem Fall nicht
exakt zu sein, so dal der Phasenfaktor vom Wege abhingig sein kann. Dann muf}
es aber auch moglich sein, Phasenunterschiede durch Interferenz von Elektronen
nachzuweisen, was sehr viel spéter auch geschehen ist.

Die Dirac-Gleichungen sind bekanntlich ein System von partiellen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung, das mit den Maxwellschen Gleichungen gemein
hat, da} es bei eigentlichen Lorentztransformationen invariant bleibt. Unter einer
eigentlichen Lorentztransformation wird dabei eine lineare Transformation des
Raum-Zeit-Kontinuums verstanden, die

(3 - = () - ()

nicht dndert und deren Determinante + 1 ist. Dies bedeutet aber, daf eine Spiege-
lung*) bei fester Zeitkoordinate und eine Zeitumkehr bei festen Raumkoordinaten
in der Menge der Losungen im allgemeinen nicht zulissig ist.

Die Grundgleichungen der Gravitation lassen demgegeniiber auch Spiege-
lungen und Zeitumkehrungen zu.

*) In diesem Zusammenhang wird unter Spiegelung der Ubergang xt > —xI fiir die
Raumkoordinaten verstanden.
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H. Weyl regt in dieser Arbeit an, durch Uberpriifung der Symmetrie zu ent-
scheiden, ob die Teilchen der Quantentheorie auf Grund ihrer Symmetrien der
Gravitation (bei voller Lorentzinvarianz) oder dem Elektromagnetismus (bei ein-
geschrinkter Lorentzinvarianz) zuzuordnen sind. Er vermutet, da die Elementar-
teilchen dem Elektromagnetismus zuzuordnen sind und das Geheimnis der Gravi-
tation noch offen bleibt.

Durch Experimente konnte Jahrzehnte spiter gezeigt werden, da® nur die
eingeschrinkte Lorentzgruppe im Bereich der Elementarteilchen gilt, da beim
B-Zerfall von ¢°Co die durch Spiegelung entstehende Parallelitit von Kernspin und
Impuls nicht beobachtet wird.

Die nach diesem sensationellen Befund von Lee und Yang seit 1957 ein-
setzende theoretische und experimentelle Entwicklung der Hochenergiephysik ist
durch das Suchen nach Symmetrien beherrscht. Es ist in vorliegendem Zusammen-
hang besonders bemerkenswert, daf sich diese Forschungsrichtungen auch heute
noch auf Anregungen und Ergebnisse von H. Weyl beziehen.

Die Darstellungen der Symmetriegruppen spielen dabei eine beherrschende
Rolle, und Hermann Weyl hat es als gliicklich empfunden, daf seine zwischen 1925
und 1927 entwickelte Theorie der Darstellungen halb-einfacher Gruppen hier niitz-
lich sein konnte. Den Grundgedanken seiner Theorie, die im konkreten Fall nicht
leicht zugénglich ist, hat er am einfachen Beispiel der Theorie der Fourier-Reihen
erldutert. Im Anschluf an einen Vortrag von H. Bohr iiber fastperiodische Funk-
tionen duferte er die Vermutung, dafd der Volistindigkeitssatz der Theorie der
Fourier-Reihen auch algebraisch aus den Eigenschaften der ebenen Drehgruppe
folgen muf. Einen derartigen Beweis hat er kurz darauf veroffentlicht.

Der Beweis sei kurz vorgetragen, da er die Grundelemente der spiteren aus-
fiilhrlichen Theorie erkennen ldBt und nicht durch technische Schwierigkeiten der
expliziten Durchfiihrung belastet ist.

Es sei f eine stetige und periodische Funktion der Periode 27. Dann ist

2n

4 K, t)= [ flu—t)f(u—s)du
0

stetig in s und t und kann als positiv definiter Kern im Sinne der Theorie der Inte-
gralgleichungen aufgefafdt werden.

Es sei nun A\, der kleinste Eigenwert und ¢,, v,, ... ¢, ein System zuge-
hériger orthonormierter Eigenfunktionen.

2n
(3) I eiwp(u)du =8y
0

Eine feste gewihlte Drehung fithrt ¢y (s) in @ (s + t) iiber. Da ¢ (s + t) wieder
Eigenfunktion ist, gilt mit Koeffizienten Cy;

6 @G+ =3 Cyt)yls)

i=1

Da auch das System g (s + t) fur jedes t ein orthonormiertes System ist, muf die
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Matrix

M CM) = (c;(D)

unitér sein. Aus

B) (s +(ti+tt))=p((s+ty) +t)=p((s+ty) +ty)
ergibt sich

(9)  C(ty +ty) = C(t,)C(t,) = C(t,)CAt,)

fiir beliebige Parameter t; und t,. Aus dieser Eigenschaft folgt nun fiir unitire
Matrizen

(10) C(t)=A"'D(HA

mit einer festen, nicht ausgearteten Matrix A und einer Diagonalmatrix D(t), deren
Elemente vom absoluten Betrag 1 sind. Die Periodizitit

(1) C(t+2m)=C(t)

liefert nun, daf die Diagonalelemente von der Form ei™ mit n € Z sind. Fiihrt
man dieses Ergebnis auf die Eigenfunktionen zuriick, so zeigt sich, daf} wir durch
geeignete Linearkombinationen der ¢, ein neues System

(12) () = e

mit n, € Z erhalten kdnnen, das mit g auch ¢f enthilt.

Der Spektralsatz (Bilinearentwicklung) fir K(s, t) liefert dann die Parseval-
sche Identitit der Theorie der Fourier-Reihen fiir s=t = 0,da f beliebig wahlbar ist.

Mit seiner kurzen Note wollte Hermann Weyl zeigen, dafs man eine Theorie
vollstindiger Funktionensysteme mit Hilfe der Begriffsbildungen der Gruppen-
theorie erhalten kann ohne Differentiationsprozesse zu verwenden. Diese Note,
auf die dann noch mehrfach verwiesen wird, ist aber wohl auch geschrieben wor-
den, um Grundgedanken seiner anderen Arbeiten zur Darstellung kontinuierlicher
Gruppen leichter zuginglich zu machen. In einem Ubersichtsvortrag vor dem Inter-
nationalen Mathematiker-Kongref3 1929 in Bologna hat er seine Theorie selbst dar-
gestellt, und ich mochte nur einige Gesichtspunkte zur Einordnung dieser Arbeiten
hinzufiigen.

In vielen Arbeiten des 19. Jahrhunderts zur Geometrie, die den Gruppen-
begriff verwenden, ist die Transformationsgruppe explizit gegeben, und es interes-
siert die Aufstellung von Invarianten gegeniiber diesen Transformationen, nicht
aber die Gruppe selbst. Beim Erlanger Programm ist dies besonders deutlich. In
einem ganz anderen Sinne wird der Gruppenbegriff in der Galois-Theorie und der
Theorie der Kristallstrukturen benutzt. In beiden Fillen ist die Untersuchung und
Klassifikation der Gruppen selbst erstes Anliegen. Im Unterschied zu den Trans-
formationsgruppen der Geometrien sind hier die Gruppen aber endlich.

Frobenius hatte fiir endliche Gruppen die Darstellungstheorie entwickelt,
die auf dem Gedanken basiert, jedem Element der Gruppe eine Matrix so zuzu-
ordnen, dafd dem ,,Produkt‘ zweier Gruppenelemente das Produkt der Matrizen
entspricht, und man von einer Abbildung der Gruppe auf eine Menge von Matrizen
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gleicher Ordnung unter Erhaltung der Gruppenrelationen sprechen kann. Auf diese
Weise gelingt es, verschiedene Gruppen so zu ,,verwirklichen®, daf sie in einem
gemeinsamen Symbol-System miteinander vergleichbar werden.

Es liegt auf der Hand, daf in diesem Zusammenhang viele spezielle Ergeb-
nisse der Matrix-Algebra entwickelt wurden, die zur Verfiigung standen, als
Hermann Weyl sein Programm zur Untersuchung der klassischen (kontinuier-
lichen) Gruppen in Angriff nahm. Noch wichtiger aber ist die Tatsache, daf die
Begriffsbildungen schon vorlagen, die die vielen in der Sprache der Matrizen auf-
tretenden Moglichkeiten zur Darstellung einer Gruppe durch Begriffsbildungen
der Reduktion und der Aquivalenz auf wesentliche Bestandteile zuriick fihrten.
Wichtigstes Ergebnis dieser Theorie waren die Vollstindigkeits- und Orthogona-
litatssitze, die durch Mittelbildungen iiber die ganze Gruppe erhalten wurden. Als
Beispiel seien der Satz iiber die Charaktere erwihnt. Unter dem Charakter eines
Gruppenelementes s vermoge einer Darstellung versteht man die Spur der Matrix
C(s), die s zugeordnet ist.

Mit Hilfe dieser Zahlen 148t sich nach Frobenius eine Darstellung ein-
deutig charakterisieren. Die Frobenius-Theorie arbeitet mit Mittelwertbildungen,
die durch Summation iiber die endlich vielen Gruppenelemente entstehen.

Hermann Weyl hat gesehen, daf sich diese Summenbildungen auf unend-
liche Gruppen unter geeigneten Voraussetzungen iibertragen lassen miissen.

Dies kann in 3 Schritten geschehen:

1. Die Summation der Mittelbildung muf durch eine Integration iiber eine ge-
schlossene Mannigfaltigkeit ersetzt werden.

2. Es miissen endlich dimensionale Darstellungen gefunden werden.

3. Es muf gezeigt werden, da® das gewonnene System der Darstellungen ,,voll-
standig* ist.

Es ist faszinierend zu sehen, wie Hermann Weyls Vorarbeiten zur Theorie
der Mannigfaltigkeiten und zur Theorie der Integralgleichungen hier zu einer
groflen Theorie zusammengefiihrt werden. Besonders interessant ist dabei die
Rolle seiner Theorie der fast-periodischen Funktionen, von der nicht klar ist, ob
sie die Anregung zur Verwendung der Mittelbildung geliefert hat oder Konse-
quenz der gruppentheoretischen Konstruktionen war.

Waren in der Physik die gruppentheoretischen Methoden zunéchst
Konsequenz der Invarianz der Grundgleichungen gegeniiber bestimmten Koordi-
natentransformationen, so trat mit Dirac eine Wende in entgegengesetzter Rich-
tung ein.

Aus der Forderung der Invarianz gegeniiber Lorentz-Transformationen
hatte H. Minkowski durch mathematische Deduktionen die Gleichungen abgeleitet,
die die elektromagnetischen Erscheinungen in bewegten Medien beschreiben.

Die von Schrodinger aufgestellten Gleichungen der Atomtheorie sind nicht
,Lorentz-invariant“. Die Gleichungen von Dirac wurden entwickelt, um eine Theo-
rie herzuleiten, die Atomtheorie und Elektrodynamik als Teile der Speziellen Rela-
tivitdtstheorie enthilt. Hier waren die Invarianzforderungen primir und die Diffe-
rentialgleichungen sekundar.
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Der grofie Erfolg dieser Idee hat dann dazu gefiihrt, daf der Begriff der
Invarianz unter der Bezeichnung Symmetrie zum beherrschenden Gedanken der
Quantentheorien und der Theorie der Elementarteilchen wurde.

Wegen der Einzelheiten, die in der Physik zunéchst zur CTP-Invarianz der
Theorie der schwachen Wechselwirkungen fiihrte, sei beispielsweise auf die Uber-
sichten des Physikers Yang aus dem Jahre 1980 verwiesen*). Bei der Suche nach
der mathematischen Formulierung physikalischer Gesetze spielt der 1912 von
Emmy Noether im Umkreis der Hilbert-Schule entdeckte Zusammenhang der Er-
haltungssitze mit Invarianz- oder Symmetrie-Eigenschaften der physikalischen
Welt in der neueren Entwicklung der Theoretischen Physik eine so grofie Rolle,
dafl man befiirchten darf, es konnten sich die Enttduschungen von Einstein und
Weyl wiederholen.

Das Thema Symmetrie tritt zum Abschlu des wissenschaftlichen Werkes
noch einmal in einer Verbindung auf, die die Briicke zu mathematischen Kunst-
formen durch die Menschheitsgeschichte baut. Dieses, aus Vorlesungen in Prince-
ton auf Anregung seines dortigen Kollegen Panofski entstandene Buch hat auch
mehrere Ubersetzungen erlebt und steht am Anfang einer Diskussion zwischen
Kunst und Mathematik, die in den letzten Jahren sehr lebhaft geworden ist.

III Philosophie

Zu den schon erwihnten Problemen der Begriindung der Analysis traten
zu Anfang des Jahrhunderts noch die besonderen Probleme der Erkenntnistheorie,
die sich aus der Neuformulierung der Physik zunichst in der speziellen und dann
in der allgemeinen Relativitdtstheorie ergaben.

Zu Anfang seiner wissenschaftlichen Tatigkeit finden wir im Schriftenver-
zeichnis philosophische Fragen fast ausschlieflich im Zusammenhang mit den
Grundlagenproblemen der Mathematik. Dies mag damit zusammenhingen, da®
die entsprechenden Vertffentlichungen Ausarbeitungen von Vortrigen vor Mathe-
matikern sind.

Als Beispiel seien die Vortrige in Ziirich aus dem Jahre 1921 genannt, die
in den Selecta mit Anmerkungen und Korrekturen vom Juni 1955 versehen sind.
Hermann Weyl hat sich 1955 nur noch mit Zégern zu dem stellenweise recht
bombastischen Stil dieser Vortrige bekannt, sie aber als Ausdruck der aufgeregten
Zeit nach dem ersten Weltkrieg gelten lassen. Diese Vortrige beginnen:

Die Antinomien der Mengenlehre werden gewohnlich als Grenzstreitigkeiten betrachtet,
die nur die entlegensten Provinzen des mathematischen Reichs angehen und in keiner
Weise die innere Soliditdt und Sicherheit des Reiches selber, seiner eigentlichen Kern-
gebiete gefihrden konnen. Die Erklirungen, welche von berufener Seite iiber diese
Ruhestérungen abgegeben wurden (in der Absicht, sie zu dementieren oder zu schlich-
ten), tragen aber fast alle nicht den Charakter einer aus véllig durchleuchteter Evidenz
geborenen, klar auf sich selbst ruhenden Uberzeugung, sondern gehoren zu jener Art
von halb bis dreiviertel ehrlichen Selbsttiuschungsversuchen, denen man im politischen

*) C. N. Yang, Selected Papers, 1980.
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oder philosophischen Denken so oft begegnet. In der Tat: jede emste und ehrliche Be-
sinnung mugf zu der Einsicht fiihren, daf jene Unzutriglichkeiten in den Grenzbezirken
der Mathematik als Symptome gewertet werden miissen; in ihnen kommt an den Tag,
was der duperlich glinzende und reibungslose Betrieb im Zentrum verbirgt: die innere
Haltlosigkeit der Grundlagen, auf denen der Aufbau des Reiches ruht. ....

Diese Beurteilung der Gesamtlage der Mathematik wird heute sicher nicht
mehr geteilt, und ich bin auch nicht sicher, ob in allen Bereichen der Mathematik
damals eine so aufgeregte Unsicherheit bestand. In der Schule von Emmy Noether
beispielsweise herrschte sicher eine optimistische Grundstimmung.

Die Weylsche Philosophie zur Grundlegung der Mathematik konzentriert
sich auf die Begriffe Zahl und Kontinuum. Neben der Kritik am iiblichen Aufbau,
die schon behandelt wurde, wird aber auch ein Versuch vorgeschlagen, wie das be-
stehende Gebéude gesichert werden kann. In dem Bestreben, die Ergebnisse der
klassischen Analysis voll zu erhalten, ist er mit Hilbert vollig einig. Die Wege zur
Erreichung dieses Zieles sind nur sehr verschieden.

Hilbert versuchte durch ein System von Axiomen und eine Formalisierung
der logischen Schlufweisen eine moglichst klare Trennung zwischen Erkenntnis-
theorie und Mathematik zu erreichen. Weyl strebte die entgegengesetzte Position
an, indem er bei jedem Argument nachpriifte, ob es auch numerisch-konstruktiv
durchfiihrbar war. So entstand die Kontroverse zwischen Axiomatikern um Hilbert
und Konstruktivisten um Weyl. Hermann Weyl hat diesen Streit lebhaft miterlebt
wie seine vielen Veroffentlichungen zeigen, die zu jeder neuen Variante dieser Aus-
einandersetzung Stellung nehmen.

Die vielleicht interessantesten dieser Beitrige sind spit veroffentlicht wor-
den und konnten nicht mehr in die Neuausgaben seiner ,,Philosophie der Mathe-
matik und Naturwissenschaften* eingearbeitet werden, so daf’ hier keine voll-
stindige Wiedergabe seiner Ansichten vorliegt.

Im Gegensatz zu Hilbert, der bereit war, seine Bemiithungen auf die zen-
tralen Bereiche der Mathematik zu beschrinken, hat Hermann Weyl sich stets be-
miiht, die ,,Wahrheit* der Aussagen der exakten Naturwissenschaften, speziell der
Physik, philosophisch zu iiberpriifen.

Zu Anfang des Jahrhunderts war bekanntlich festzustellen, daf sich die
Philosophie aus vielen traditionell aufierordentlich wichtigen Gebieten wie Ethik,
Erkenntnistheorie oder auch Moral- und Rechtslehre mehr und mehr zuriickge-
zogen hatte auf die Existenzphilosophie des Individuums. Dies wurde schon da-
mals seitens der Naturwissenschaften bedauert, da diese immer mehr in Bereichen
Stellung beziehen mufdten, in denen sie sich nicht sicher fithlten. In G6ttingen
wurde 1921 beispielsweise der Plan erwogen, die durch die Berufung des Philoso-
phen Husserl nach Freiburg vakante Professur mit einem Mathematiker zu be-
setzen. Dies war nicht unrealistisch, da Mathematik und Naturwissenschaften noch
mit den Geisteswissenschaften in einer Fakultét vereinigt waren. Man dachte natiir-
lich an Hermann Weyl.

Der Plan hat sich zerschlagen. Es ist aber wohl doch wichtig zu sehen, daf
der Wunsch zu einer engeren Zusammenarbeit zwischen Naturwissenschaften und
Philosophie schon damals bei den Naturwissenschaften vorhanden war und nicht
erst durch die Entdeckungen der letzten Jahre und ihre Gefahren entstanden ist.
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Die vielen Neuauflagen seiner Veroffentlichungen deuten darauf hin, dafl
die Weylschen Bemithungen zum Briickenschlag zur Philosophie beginnen Wirkun-
gen zu zeigen.

Die Intensitit, mit der hervorragende Mathematiker wie Hilbert, Weyl und
viele andere die ,,Grundlagenkrise* zu beheben versuchten, wird verstindlich,
wenn man sich klarmacht, daf durch diese ,,selbstgefertigte Krise die herausge-
hobene Position der Mathematik im Spiel der Wissenschaften in Zweifel gezogen
wurde. Riickblickend war es keine Krise der Mathematik, sondern ein ganz nor-
maler Proze8} fiir ein Teilgebiet einer wissenschaftlichen Disziplin — die Mengen-
lehre innerhalb der Mathematik — deren Leistungsfihigkeit zu hoch veranschlagt
wurde.

Noch bevor Kurt Godel 1931 schwerwiegende Mingel an Hilberts Versuch
entdeckte, nicht die Wahrheit, sondern nur die formale Konsistenz des Spiels der
mathematischen Symbole zu beweisen, hatte Hermann Weyl Bedenken gegen diese
Art der Begriindung geistiger Sicherheiten angemeldet. Er schreibt sogar, dal diese
Art die Existenz von ,,Elementen® eines Systems aus der Widerspruchsfreiheit
ihrer formalen Relationen zu schlieflen viel mit den ,,Existenzbeweisen* der
mittelalterlichen Kirchenviter gemeinsam hat. Er i3t als Beweise der Existenz nur
Konstruktionen zu, die in heutiger Sprechweise auch ,,programmierbar* sind.

In Hilberts Versuch zur ,,Begriindung der Mathematik * geniigt es, die
Widerspruchsfreiheit des ,,Spiels* in formaler Hinsicht zu beweisen. Diese Wider-
spruchsfreiheit kann durch eine Formel ausgedriickt werden. Gédel bewies nun:
Falls das Spiel der Mathematik widerspruchsfrei ist, kann die Formel der Wider-
spruchsfreiheit nicht innerhalb des Spiels bewiesen werden. Hermann Weyl be-
merkt 1950: Wie kénnen wir dann hoffen, sie jemals zu beweisen?

Damit ist der Begriff der Widerspruchsfreiheit oder K onsistenz wie Weyl
sich ausdriickt, aber keineswegs ad absurdum gefiihrt. Er ist vielmehr in der Beur-
teilung der Aussagen iiber die physikalische Welt immer noch das Credo der exak-
ten Naturwissenschaften, die ihre Aussagen so lange als gliltig ansehen als sie sich
nicht theoretisch oder durch experimentelle Nachweise zum Widerspruch fiihren
lassen. Hier liegt allerdings ein anderer Wissenschaftsbegriff vor als der, den Hilbert
fur die Mathematik zu retten versuchte.

Die Beziehungen zwischen den Grundlagen der Mathematik und der Philo-
sophie hat Hermann Weyl schon 1928 in einer Form beschrieben, die nicht nur
seine Grundeinstellung klirt, sondern auch seine grofen sprachlichen F dhigkeiten
beweist:

»Die Stufen, welche die Grundlagenforschung in der Mathematik wihrend der letzten
Zeit durchlaufen hat, entsprechen den drei fundamentalen erkenntnistheoretischen
Einstellungsmoglichkeiten. Die mengentheoretische Begriindung ist die Stufe des naiven
Realismus, der sich des Uberganges vom Gegebenen zum Transzendenten nicht bewugt
wird. Brouwer vertritt den Idealismus, indem er Zuriickfiihrung aller Wahrheit auf das
anschaulich Gegebene fordert. Im axiomatischen Formalismus endlich unternimmt das
Bewugtsein den Versuch, ,,iber den eigenen Schatten zu springen*, den Stoff des Ge-
gebenen hinter sich zu lassen, das Transzendente darzustellen; aber, wie sich von selbst
versteht, nur im Symbol. Den idealistischen Standpunkt in der Erkenntnistheorie hat
die abendlindische Philosophie von Descartes ab grundsitzlich festgehalten; dennoch
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suchte sie immer wieder in der Metaphysik den Zugang zum Reich des Absoluten, und
noch auf Kant, der ein fiir allemal den Riegel vorschieben wollte, folgten Fichte,
Schelling, Hegel. Ess ist nicht zu leugnen, daf in uns ein vom blof8 phinomenalen Stand-
punkt schlechterdings unverstindliches theoretisches Bediirfnis lebendig ist, das zur
Totalitit dringt. Gerade die Mathematik zeigt das mit besonderer Deutlichkeit. Aber
aus ihr mégen wir auch lermnen, daf3 jenem Bediirfnis Befriedigung werden kann nur
unter einer Voraussetzung: wenn wir uns genigen lassen am Symbol und dem mysti-
schen Irrtum entsagen, dafi das Transzendente je in den Lichtkreis unserer schauenden
Einsicht falle. Nur in der Mathematik und Physik hat bisher die theoretische Konstruk-
tion solche Festigkeit gewonnen, daf3 sie zwingend ist fir jeden, dessen Geist jenen
Wissenschaften sich dffnet. Darauf beruht vorwiegend ihr philosophisches Interesse*.

In einem sehr persénlich gehaltenen Bericht aus dem Jahre 1954 hat er
unter dem Titel ,,Erkenntnis und Besinnung* eine Darstellung der Entwicklung
seiner philosophischen Ideen gegeben.

Interessant ist dabei, daf der Philosoph der Mathematik seine geistige Ver-
wandtschaft nicht in einer Richtung sucht, die fiir einen Mathematiker naheliegend
erscheinen konnte, von Descartes zu Spinoza etwa, sondern daf} die Richtung von
den symbolischen Denkformen der Mathematik weg zu Fichte, Schelling und
spiter voriibergehend sogar zu den Mystikern fiihrte.

Aus Anlaf des 100. Geburtstages wurde aus dem Nachlaf} ein Artikel ver-
dffentlicht, der von ihm nicht mehr zum Druck gebracht wurde, aber aus seiner
Sicht die Bilanz der Kontroverse zwischen axiomatischen und konstruktiven
Aspekten der Mathematik zieht und einen zwischen beiden Auffassungen ver-
mittelnden Standpunkt einnimmt*).

Riickblickend kann man sagen, und Hermann Weyl hat das in dem nicht
mehr veréffentlichten Vortrag auch getan, daf weite Teile der Mathematik bei
einer Mischung axiomatischer und konstruktiver Methoden am besten gedeihen.
Der Wert der axiomatischen Methode zur Konzentration mathematischen Wissens
ist auferordentlich grof}, wie unbestreitbar ist.

In den drei Jahrzehnten, die seitdem vergangen sind, hat sich das Gesicht
der Mathematik mehr verandert als in Jahrhunderten vorher, und viele Mathema-
tiker werden heute die Ergebnisse der Forschung zur Begriindung ihrer Wissen-
schaft in einem anderen Licht sehen als die Schopfer der mathematischen Logik
und des Konstruktivismus.

In diesem verwirrenden Spiel der mathematischen Ideen und Spekulationen
hat Hermann Weyl eine zentrale Rolle gespielt, deren Auswirkungen noch heute
zu spiiren sind.

Eine urspriinglich von Hermann Weyl in englischer Sprache formulierte
Beschreibung der Mathematik aus dem Jahre 1944, die B. Eckmann in seinem
Beitrag zum 100. Geburtstag fiir die Ziircher Tagespresse iibersetzte, scheint mir
die Philosophie dieses groen Mathematikers treffend zusammenzufassen:

*) Axiomatic Versus Constructive Procedures in Mathematics, aus dem Nachlaf} heraus-
gegeben von T. Tonietti, Math. Intelligencer 7, 10, 85.
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,,Wir nehmen fiir die Mathematik nicht das Prirogativ einer Konigin der Wissenschaften
in Anspruch; andere Gebiete sind fiir Bildung und Forschung ebenso wichtig oder wich-
tiger. Aber die Mathematik setzt den Standard objektiver Wahrheit fiir jedes intellek-
tuelle Unternehmen; Naturwissenschaft und Technik zeugen von der Macht ihrer An-
wendung. Neben Sprache und Musik ist sie eine der wesentlichen Manifestationen der
freien schopferischen Kraft des menschlichen Geistes, und sie ist das universelle Organ
fiir das Verstindnis der Welt durch theoretische Konstruktion. Mathematik mug des-
halb ein unerliliches Element der Kenntnisse und Fihigkeiten sein, die wir die ndch-

ste Generation zu lehren, und ein wesentlicher Teil der Kultur, die wir weiterzugeben
haben.

Prof. Dr. Claus Miiller
Institut fiir Reine und
Angewandte Mathematik
der RWTH Aachen
Templergraben 5§

5100 Aachen (Eingegangen 20. 3. 1986)




Jber. d. Dt. Math.-Verein. © 1986 B. G. Teubner Stuttgart
88 (1986) 190-205

Ludwig Bieberbach zum Gedéichtnis

H. Grunsky*), Wiirzburg

Am 1. September 1982 ist Ludwig Bieberbach in Oberaudorf (Oberbayern)
verstorben. Er zidhlt zu den Personlichkeiten, die das Bild der Mathematik in
Deutschland durch viele Jahrzehnte unseres Jahrhunderts geprigt haben. Auch in
der DMV spielte er in den Jahren 1920—1934 eine fiihrende Rolle, als Schriftfiih-
rer und als Herausgeber des Jahresberichts.

So ist es billig, daf’ seines Wirkens als Mathematiker im Jahresbericht ge-
dacht werde. Daran kann auch die Triibung seines Persdnlichkeitsbildes durch
seine ungliicklichen politischen Verirrungen in der Zeit des Nationalsozialismus
nichts dndern. Es ist hier nicht der Ort, auf diese Vorgénge, die die Mathematik in
Deutschland und viele einzelne deutsche Mathematiker empfindlich geschidigt,
ihm selbst aber keinerlei personlichen Vorteil gebracht haben, niher einzugehen.
Nur soviel sei gesagt: Bieberbach hat, wie durch verbiirgte Auflerungen belegt ist,
diese Irrtimer spiter erkannt und tief bereut.

Ludwig Bieberbach wurde am 4. Dezember 1886 in Goddelau (Hessen) als
Sohn des Arztes Erhard Bieberbach, des spateren Direktors eines psychiatrischen

*) Verstorben am 5. 6. 1986.
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Krankenhauses in Heppenheim an der Bergstrafie, geboren. Nach Privatunterricht
trat er 1898 in das humanistische Gymnasium in Bensheim ein, das er 1905 mit
dem Zeugnis der Hochschulreife verlieB. 1905 bis 1906 leistete er Militdrdienst in
Heidelberg, wo er nebenbei schon bei Koénigsberger Vorlesungen iiber Funktionen-
theorie horte. 1907 ging er nach Gottingen, dessen ungemein lebendige wissen-
schaftliche Atmosphire ihn in vieler Hinsicht befruchtete. Zunidchst wurde er vor-
wiegend von Felix Klein in einem Seminar iiber automorphe Funktionen angeregt,
woraus dann seine Dissertation entstanden ist. Von erheblicher Bedeutung war fiir
ihn auch der Kontakt mit dem nur wenige Jahre ilteren Paul Koebe. Besonders
hervorzuheben ist aber der Anstof von Hilbert, das Problem Nr. 18 seines Pariser
Vortrages aus dem Jahre 1900 aufzugreifen. Das ergab seine Habilitationsschrift,
mit der er, zusammen mit Ernst Zermelo, 1910 nach Ziirich ging. Aber schon zum
Wintersemester 1910/1911 bekam er, wohl auf Anregung von Schonflies, der in
Konigsberg Ordinarius war, dort einen (sehr bescheiden honorierten) Lehrauftrag,
den er bis zum Jahre 1913 wahrnahm, das ihn als Ordinarius nach Basel rief. 1914
schlof er die Ehe mit Johanna geb. Stoermer. Ihr sind vier Sohne entsprossen, de-
ren jiingster im zweiten Weltkrieg gefallen ist.

1915 folgte er einem Ruf an die Universitit Frankfurt a. M., wiederum an
die Seite von Schonflies. 1921 ging er als Nachfolger von Carathéodory nach Ber-
lin. Das Jahr 1924 brachte die Mitgliedschaft der Deutschen Akademie der Natur-
forscher Leopoldina und der Preuflischen Akademie der Wissenschaften in Berlin.
1945 wurde er amtsenthoben, 1952 pensioniert. Doch auch die Jahre danach wa-
ren noch immer eine Zeit fruchtbaren wissenschaftlichen Schaffens.

Bieberbach wirkte nach aufien vielfach schroff und unnahbar. Aber das
entsprach nicht seinem inneren Wesen, war vielleicht eher eine Tarnung eines emp-
findsamen Inneren. Er hat auch an den persénlichen Problemen seiner Schiiler An-
teil genommen und in schwierigen Lagen nach Moglichkeit geholfen.

Die Forschertitigkeit von Bieberbach hat nicht ein Werk aus einem GufS ge-
schaffen wie etwa die von Paul Koebe, bei dem sie fast vollstindig und in gewisser
Weise erschépfend einem grofien Problemkreis gewidmet war, der Uniformisierung.

Dafiir zeigt sie bei Bieberbach eine erstaunliche Vielseitigkeit. Sie umfafdt
aufler der Funktionentheorie, auf der der Schwerpunkt liegt, den Problemkreis
der Raumgruppen, Probleme der algebraischen Geometrie, der Topologie, der Dif-
ferentialgeometrie, der Elementargeometrie, der angewandten Mathematik. Einige
seiner Vortrige [11, 47, 70, 80] und auch die Ubersetzung [57] zeigen seine weit-
gespannten und tiefgehenden Interessen.

Auf [80], dessen Titel nicht geniigend Aufschluf} iiber den Inhalt gibt, sei
hier kurz eingegangen. Die grundlegende Frage ist: gegeben ein Bereich B von
Funktionen und eine Menge O von Operatoren, die sich auf die Elemente von B
anwenden lassen. Was 148t sich iiber den entstehenden Bereich B(O) aussagen? Die-
ser Frage ordnen sich die Untersuchungen von Liouville und Ritt iiber elementare
Funktionen, der Holdersche Satz iiber die Gammafunktion und Verwandtes unter.
Aber auch Fragen der Uniformisierungstheorie, der Menger-Nobelingsche Einbet-
tungssatz, das 13. Hilbertsche Problem, zu dem Bieberbach selbst einen Beitrag ge-
liefert hat [71, 72] und Fragen der Nomographie (mit der sich Bieberbach in meh-
reren Publikationen beschiftigt hat: [36, 41, 79]) lassen sich angliedern.
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Es kann nicht die Aufgabe dieses Nachrufs sein, simtliche Originalpublika-
tionen von Bieberbach zu besprechen. Wir iibergehen manche Arbeiten, deren Titel
schon geniigend Aufschluf gibt, und manche, die keine erkennbaren Nachwirkun-
gen hatten.

Zu Beginn seiner Forschertitigkeit (wenn man von der Dissertation ab-
sieht) greift er eines der 23 Probleme auf, die Hilbert in seinem Pariser Vortrag von
1900 namhaft gemacht hatte, ndmlich das Problem der Bewegungsgruppen mit
endlichem Fundamentalbereich, bestehend aus fixpunktfreien Elementen, in einem
euklidischen Raum beliebiger Dimension. Durch die Bemithungen von Schénflies
und anderen war bekannt, dafy es im Zwei- und Dreidimensionalen nur endlich
viele solcher Gruppen, von Isomorphismen abgesehen, gibt. Hilbert hatte vermu-
tet, dafd das fiir eine beliebige Dimensionszahl gelte. Auf dieses Problem beziehen
sich die Arbeiten [2] bis [5] und [7]. Es handelt sich keineswegs um eine einfache
Ubertragung des fiir n = 3 angewandten Vorgehens auf beliebiges n. Das Problem
wird in breiter Front in Angriff genommen. [3] zieht auch Gruppen in Betracht,
die keinen Fundamentalbereich besitzen, namlich solche, die auch infinitesimale
Operationen enthalten; dann auch solche mit unendlichem Fundamentalbereich.
Der Endlichkeitsbeweis in [7] stiitzt sich auf die Jordan-Minkowskische Reduk-
tionstheorie der positiven quadratischen Formen mit ganz-rationalen Koeffizien-
ten, zu der [5] einen Beitrag gibt. Auf diese Gedankenginge kommt der Verf. zu-
sammen mit I. Schur in [61] zuriick.

Durch den Endlichkeitsbeweis war die Grundlage geschaffen fiir die (iibri-
gens nicht nur rein theoretisches Interesse beanspruchende) Kristallographie in n
Dimensionen fiir n 2 4, ein Rahmen, der spéter von anderen mehr oder weniger
weitgehend ausgeflillt wurde. Vgl. dazu: Schwarzenberger, R. L. E.: N-dimensional
crystallography. London: Pitman, 1980, IV + 130 p.; ferner: Brown, H.; Biillow, R.;
Neubiiser, J.; Wondratschek, H.; Zassenhaus, H.: Crystallographic groups of four-
dimensional space. New York: J. Wiley, 1978, XIII + 443 p.

Bieberbach kommt spater nochmals auf diese Untersuchungen zuriick. In
[65] werden die topologischen Typen von euklidischen Raumformen untersucht.
Eine n-dimensionale euklidische Raumform E,, ist ein im Kleinen metrisches Bild
des R", wobei die Abbildung in der Umgebung jedes Punktes des R" umkehrbar
eindeutig und entfernungtreu ist. Das Problem, alle E, zu ermitteln, kommt darauf
hinaus, alle Bewegungsgruppen im R" mit Fundamentalbereich aufzustellen, die nur
fixpunktfreie Elemente enthalten. Es ist leicht einzusehen, daf} es unendlich viele
metrische Typen von Raumformen E,, gibt. Die geschlossenen E, entsprechen den
Gruppen mit endlichem Fundamentalbereich. Das Hauptergebnis von [7] bedeu-
tet, daf es nur endlich viele topologische Typen von geschlossenen E,, gibt. Fiir
den Beweis, da} das auch fiir offene E, gilt, kommen die allgemeineren Uberlegun-
gen von [3] zum Tragen, die sich mit Gruppen mit unendlichem Fundamentalbe-
reich befassen. Einer weiteren, fir den Beweis grundlegenden Feststellung dient
[63], in der die Endlichkeit der Anzahl der reellen Ziige eines algebraischen Gebil-
des behauptet wird. [98] ist eine Richtigstellung und Vereinfachung des Beweises
dieser heute einfacher zu zeigenden Tatsache, die natiirlich iiber den vorliegenden
Zusammenhang hinaus von Interesse ist; doch der konstruktive Beweis von Bieber-
bach liefert auch grobe Abschitzungen fiir die in Frage stehende Zahl. Auf die viel
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behandelte Frage nach der genauen Anzahl der Zusammenhangskomponenten geht
Bieberbach nicht ein.

Mit dhnlichen Fragen wie [2] und [7], wenn auch ohne Bezugnahme auf
sie, beschiftigt sich [99], die ein physikalisch interessantes Problem behandelt.

Nach den bisher besprochenen Arbeiten wendet sich Bieberbach vorwie-
gend der Funktionentheorie zu. Ehe wir auf dieses Arbeitsgebiet eingehen sei noch
eine kleine, mit ihm nur lose zusammenhingende Arbeit erwihnt, [12] ([14] ent-
hilt eine einfache funktionentheoretische Anwendung.) Sie gibt einem uralten,
dem isoperimetrischen, Problem eine neue, elementarere Deutung, indem sie nach
Bereichen fragt, die bei gegebenem Durchmesser (Bieberbach redet von ,,Breite*)
moglichst grofen Flicheninhalt haben. Abgesehen von trivialen Ausnahmen ist die
Losung genau der Kreis. Der Beweis benutzt Steinersche Gedankenginge. Diese,
spater ,,isodiametrisch‘‘ genannte Fragestellung und die Losung 1dt sich, wie Verf.
andeutet, leicht auf beliebige Dimensionen ausdehnen. Aber auch abgesehen da-
von hat die Arbeit der Konvexgeometrie mit ihren verallgemeinerten Begriffsbil-
dungen (Eichfigur, Minkowskimetrik) weitreichende Anregungen gegeben; vgl.
Barthel, W.: Comm. math. Helvetici 23 (1959) 241-257.

Von den funktionentheoretischen Arbeiten haben besonders nachhaltige
Bedeutung die zur konformen Abbildung, insbesondere die iiber Extremal- und
Koeffizientenprobleme erlangt. In [9] wird der Carathéodorysche Kernsatz fiir
einfach zusammenhingende Gebiete auf beliebige Gebiete ausgedehnt; damit war
ein beweistheoretisches Werkzeug von grofler Tragweite geschaffen. — In [10] er-

scheint der 1. Bieberbachsche Flichensatz: ist f(z) = Y a,z"in |z| < 1 holo-

n=1
morph, so ist der innere Flacheninhalt des Bildes (gegebenenfalls gemessen auf

einer Riemannschen Fliche) 7 ) nla,|?. Insbesondere ergibt sich bei der Nor-
n=1

mierung |a,| = 1 eine Vergroferung des Inhaltes gegeniiber dem Urbild, es sei
denn f(z) = a,z, |a,| = 1. Eine wichtige Folgerung ist: wenn der Inhalt des Bildes
hinreichend wenig von 7 abweicht, so weicht, bei a; = 1, f(z) in jedem kompakten
Teil des Einheitskreises beliebig wenig von der Identitit ab. Das schlieit nicht aus,
daf in der Nidhe des Randes grofle Abweichungen auftreten. In einer spiteren Ar-
beit, [42], wird unter schirferen Voraussetzungen beziiglich der Abweichung des
Bildes vom Urbild eine Aussage iiber die Geringfiigigkeit der Differenz f(z) — z im
abgeschlossenen Einheitskreis gemacht. — Der Flichensatz bildet ferner, wie in
[10] gezeigt wird, die Grundlage fiir die Herstellung (in Analogie zum Ritzschen
Verfahren in der Physik) der Abbildung eines gegebenen beschrinkten Gebietes
B auf einen Kreis; genauer gesagt: fiir die Approximation der gesuchten Funk-
tion f(z) durch Polynome. Man wihle unter allen Polynomen n-ten Grades, die,
wie die gesuchte Funktion f(z) in einem inneren Punkte a durch f(a) = 0 und
f'(a) = 1 normiert sind, dasjenige, f,(z), fiir das das Bild von B den kleinsten Fli-
cheninhalt aufweist. Dann konvergiert die Folge f,(z) lokal gleichmifig in B ge-
gen f(z).

Besonders weitgehende Bedeutung fiir den Kreis der Extremal-Probleme
der konformen Abbildung hat die Arbeit [15] ([14] kann als ein durch sie im we-
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sentlichen iiberholter Vorginger gelten). Sie enthélt den 2. Flichensatz, der sich

auf schlichte Abbildungen f(z)=z+ ), b,z " von |z| > 1 bezieht; die Schlicht-

- n=1
heit impliziert Y, n|by|? < 1. Als wichtigste Folgerung ergibt sich fiir schlichte
n=1 oo
Abbildungen f(z) =z+ Y a,z" von |z| < 1: |a,| <2, wobei das Gleichheitszei-
n=2

chen nur fiir die Koebefunktionen f(z) = z(1 — ez)~2, |e| = 1 gilt. Schon Plemelj
und Pick hatten den Zusammenhang der Verzerrungssitze (von der speziellen
Funktion unabhingige Abschitzungen von |f(z)| und |f'(z)|) mit der Abschitzung
von |a,| erkannt und darauf entsprechende Abschitzungen gegriindet, in die die
Schranke von |a,| einging. Deren scharfe Abschitzung erlaubt nun auch die An-
gabe von scharfen Verzerrungsschranken, was indes in [15] nur angedeutet wird.
Lediglich die scharfe Schranke 1/4 fiir den Koebeschen Bedeckungssatz wird er-
wihnt. — In Zusammenhang mit dem zweiten Fldchensatz steht die Méglichkeit,
den dufleren Bildradius des Auflengebietes einer Jordankurve abzuschitzen, was
z. B. fiir die Tragfligeltheorie eine gewisse Bedeutung hat. — In [66] und [95] wird
im Anschlu an Montel ein Bedeckungssatz fiir meromorphe schlichte Funktionen
in |z| < 1 bewiesen. In [24] und [29] ergibt sich der Drehungssatz aufgrund von
|a;] < 2, allerdings nicht mit scharfen Schranken fiir arg f'(z), die zusammen mit
den Schrankenfunktionen erst 1936 durch Golusin und Basilewitsch gefunden
wurden. — Fiir die iibrigen Koeffizienten wird in [15] die Existenz einer Betrags-
schranke gezeigt und in diesem Zusammenhang erscheint die berithmte ,,Bieber-
bachsche Vermutung*: |a,| < n mit Gleichheitszeichen nur im Falle der Koebe-
funktionen. Diese Vermutung hat die funktionentheoretische Forschung beinahe
70 Jahre lang angespornt und zu vielen methodischen Ansédtzen angeregt. Einer
derselben, von Bieberbach schon in [25] skizziert, aber von ihm nie weitergefiihrt,
kniipft direkt an seinen 2. Flachensatz an; s. Grunsky, H.: Math. Z. 45 (1939)
29-61. Der Beweis der Vermutung ist erst in neuester Zeit de Branges gelungen;
s. LOMI, preprint E-5-84, Leningrad Dpt. Stekloff Math. Inst. USSR Acad. of Sci.,
Leningrad 1984; Acta math. 154 (1985) 137—152. Der Artikel [25] gibt eine
noch immer lesenswerte Darstellung der Entwicklung und des damaligen Standes
der Forschung auf diesem Gebiete.

Im Anschlu an [15] wird in [22] die Frage nach Winkelrdumen
¥, <arg z < ¢, aufgeworfen, die durch eine ganze Funktion schlicht abgebildet

bei

p > 1/2, fir p < 1/2 iiberhaupt nicht eintreten. In [23] schliet sich die Frage
nach Winkelrdumen an, die zwei Ausnahmewerte zulassen. In beiden Fillen wer-
den die Schrankenfunktionen mittels der Mittag-Lefflerschen E,-Funktionen dar-
gestellt. Vgl. zu diesen Fragen auch den kurzen Bericht in [30]. — Eine weitere
Arbeit zum Picardschen Ideenkreis ist [34], die den Schottkyschen Satz in der
scharfen Landauschen Fassung verallgemeinert.

Von den Arbeiten zur Uniformisierungstheorie [1, 6, 13, 19] hat [19] fiir
die Entwicklung der Theorie erhebliche Bedeutung erlangt. Ihr Ziel ist, die Theorie
von nicht rein funktionentheoretischen Mitteln unabhingig zu machen, d. h. von

werden konnen. Ist p deren Ordnung, so kann das nur fir ¢, — ¢, <
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potentialtheoretischen und insbesondere von topologischen Uberlegungen. Er-
wihnt werden darf auch, daf die bei Koebe wesentliche Verwendung von Verzer-
rungssitzen vermieden wird, indem auf deren Wurzel, die Flichensitze, zuriickge-
griffen wird.

In [46] wird der von Riemann aufgestellte aber nicht allgemein bewiesene
Satz, daf sich ein n-fach zusammenhingendes Gebiet ohne punktférmige Rand-
komponente stets umkehrbar eindeutig auf eine n-blatterige Kreisscheibe abbil-
den laBt, durch Heranziehung der Schottkyschen Verdoppelung und schweres Ge-
schiitz aus der Theorie der algebraischen Funktionen bewiesen. Die Note enthilt
auferdem viele instruktive Bemerkungen zu den Gedankengingen von Riemann,
Schottky u. a., die mit dem Problem zusammenhéngen. Sie hat zu elementaren
Beweisen angeregt; s. Grunsky, H.: Sitz.-Ber. Preuf. Akad. d. Wiss, phys.-math.
Kl. 1937, 40—46; Abhdlg. Preuf. Akad. d. Wiss., math.-naturw. KI1. 1941, Nr. 11,
8 S. Einen dem Bieberbachschen nahestehenden Beweis gab Wirtinger: Abhdlg.
Preuf. Akad. d. Wiss., math.-naturw. K1. 1942, Nr. 4,9 S. — Mit bedeutsamen
Verallgemeinerungen ist dieser Fragenkreis spiter von vielen Mathematikern auf-
gegriffen worden, u. a. von Nehari, Ahlfors, M. Heins. — In [124] wird fir zwei-
fachen Zusammenhang eine wesentlich allgemeinere Bildkonfiguration behandelt.

Die differentialgeometrischen Arbeiten von Bieberbach haben jhren Aus-
gangspunkt in dem Hilbertschen Satz, der besagt, dafl es im R3 keine Fliche kon-
stanter negativer Krimmung gibt, die in endlicher, auf der Fliche gemessener Ent-
fernung frei von Singularititen ist, daf sich also die ebene hyperbolische Geome-
trie nicht als ganzes auf einer solchen Fliche verwirklichen laft. Der Hilbertsche
Beweis war verschiedentlich kritisiert worden. [49] ist eine ,jeden Schritt genau
auseinandersetzende Wiedergabe des Hilbertschen Beweises, den ich ... fiir vollig
einwandfrei halte*.

Der Beweis beruht wesentlich auf der Tchebychefschen Form des Linien-
elementes, und der Gedanke liegt nahe, ihn dadurch zu verallgemeinem, da3 man
das Linienelement einer beliebigen, im endlichen singularitdtenfreien Fliche nega-
tiver Krimmung auf diese Form bringt. Dann wiirde der Beweis fiir beliebige sol-
che Flichen gelten. Indes zeigt es sich, daf fiir die Moglichkeit, eine solche Fliache
mit einem Tchebychef-Netz zu iiberdecken, einfacher Zusammenhang und eine
curvatura integra mit Betrag <2# notwendig ist. In [51] wird die Frage aufgegrif-
fen und im wesentlichen gezeigt, daf® diese Bedingungen, mit geringfigiger Ein-
schrinkung, auch hinreichend sind.

In [76] wird bewiesen, daB die nach [49] im R® unmégliche Realisierung
der ebenen hyperbolischen Geometrie im Hilbertraum mdoglich ist. Offen bleibt
die Frage, ob auch ein R¥ mit hinreichend groflem k ausreicht. Sie ist inzwischen,
(1953), von Blanu$a dahingehend beantwortet worden, dafs k = 6 ausreicht; vgl.
Giering, O.: Vorlesungen iiber hohere Geometrie. Braunschweig: Vieweg 1983,

S. 310.

Der lokale Existenzsatz beziiglich Tchebychef-Netze aus [49] ist von R.
Koch in einer Reihe von Arbeiten 197883 zur Untersuchung spezieller solcher
Netze verwertet worden, um durch zusitzliche Eigenschaften zur lokalen Kenn-
zeichnung geometrisch ausgezeichneter Klassen von zweidimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten zu gelangen.
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In [126] werden Tchebychef-Netze im Grofien auf konvexen Rotations-
flachen untersucht. Jede ins Unendliche reichende solche Fliche Lt sich schlicht
und liickenlos mit einem solchen Netz iiberdecken; bei Eiflichen ist eine solche
Bedeckung erst méglich, wenn zwei kurze, zueinander senkrechte Meridianstiicke
beseitigt sind. In diesem Falle tritt die Existenz von Enveloppen der Netzlinien als
neue Schwierigkeit auf.

Erwihnt seien endlich noch drei elementargeometrische Arbeiten, [121,
127,133]. In [121] wird ein von einem Aufienseiter, Stadtarchivar W. K. B. Holz
i. J. 1944 angeschnittener Problemkreis aufgegriffen. Es werden Analoga zu den
Kongruenzsitzen der euklidischen Geometrie und zum Pythagoras bewiesen fiir
nullwinklige Kreisbogendreiecke, Dreikreise genannt. [127] und [133] enthalten
entsprechende Ergebnisse (die ebenfalls schon von Holz ohne Beweise angegeben
worden waren) fiir weitere Klassen von Kreisbogendreiecken.

Die stirkste Wirksamkeit, weit hinausgehend iiber die seiner Vorlesungs-
titigkeit, die keinen grofien Anklang gefunden hat, hat Bieberbach als Buchautor
ausgeiibt. Wenige Mathematiker waren in dieser Hinsicht dhnlich fruchtbar. Die
heutige Mathematikergeneration, die taglich mit neuen Angeboten von Lehrbii-
chern und Monographien {iberschiittet wird, kann sich schwer vorstellen, welche
Bedeutung diese Tétigkeit in frilheren Jahrzehnten, insbesondere in der Zeit nach
dem ersten Weltkrieg, hatte. Sie umfafit ebenso scheinbar anspruchslose Leitfiden
fiir Studienanfinger wie Lehrbiicher und Monographien von hohem wissenschaft-
lichem Rang. Viele seiner Werke sind Markierungspunkte der Entwicklung, sei es
durch ihre didaktische Absicht, sei es durch ihren Inhalt. Die Darstellung zeugt
fast immer von einem selbstindigen Durcharbeiten des Beweisganges, der dabei
durch eigene Ideen, sei es einfacher sei es durchsichtiger wird, Ideen, die manch-
mal eine eigene Publikation gerechtfertigt hitten. Einseitigkeiten im Methodi-
schen, die gelegentlich nahegelegen hitte, werden mit Bedacht vermieden. Die
Lebendigkeit der Darstellung 14t den Leser teilnehmen an der Entwicklung des
Gedankenganges. Ein Beweis erscheint niemals nur als starres Gerippe, das jener
selbst mit Fleisch und Blut ausfiillen miifite. Diese Eigenheit hat freilich auch ihre
Gefahren. Nicht immer ist der sozusagen in statu nascendi dargebotene Gedanken-
gang geniigend ausgereift, die Darstellung geniigend ausgefeilt, um Irrtiimer und
kaum zu iiberwindende Verstindnisschwierigkeiten auszuschlieffen. — Viele seiner
Biicher (so insbesondere [114], [120], sowie [116], [128]) setzen den Leser in Er-
staunen durch die umfassende und tiefgriindige Literaturkenntnis. — Die Wert-
schitzung der Bieberbachschen Biicher kommt in vielen Fillen zum Ausdruck in
Neuauflagen sowie in Ubersetzungen und Nachdrucken.

Bieberbachs Leitfiden zur Differential- und Integralrechnung [17, 18],
ferner [33, 40, 58, 59, 107, 108], erschienen erstmals in einer Zeit, als es noch
keineswegs selbstverstidndlich war, diese Gegenstinde in aller Strenge und Exakt-
heit im Universitdtsunterricht vorzutragen. Man darf wohl sagen, daf} diese Biicher
nicht unwesentlich dazu beigetragen haben, den Bestrebungen in dieser Richtung
zum Durchbruch zu verhelfen. Sie zeigen andererseits, da® es moglich ist, die fiir
den Anfinger wesentlichen Grundbegriffe und Ergebnisse in mifligem Umfang,
aber ohne Verzicht auf die fiir ihn oftmals so wichtige Breite der Darstellung zu
entwickeln.
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Als epochemachend darf wohl das Lehrbuch der Funktionentheorie gelten
[28,44,55,67, 68, 84,109, 131]. Nachdem die Bemiihungen um eine Uberwin-
dung des Gegensatzes der Weierstrafischen und der Riemannschen Schule, die der
Verf. an die Spitze seines Werkes gestellt hat, sich vollstindig durchgesetzt haben,
fillt es dem heutigen Mathematiker schwer, die Bedeutung des Werkes in dieser
Hinsicht richtig einzuschitzen. Der 2. Band hat viele bis dahin nur in der Original-
literatur, und dort vielfach in noch nicht abgerundeter Form zugingliche neue Er-
gebnisse auch fiir den Anfinger erreichbar gemacht und dadurch, zusammen mit
dem Enzyklopidieartikel [26], wesentlich zur Belebung der Forschung beigetragen.
Freilich fehlen auch nicht Abschnitte, fir die die obigen kritischen Bemerkungen
zutreffen, z. B. in der ersten Auflage die Betrachtungen iiber Rianderzuordnung
bei der Fundamentalabbildung beliebiger Gebiete oder das Kapitel iiber Uniformi-
sierungstheorie. Natiirlich ist das Werk inzwischen ldngst ,,veraltet®, aber trotzdem
wurden beide Biinde 1968 durch Nachdrucke in USA [109, 131] neu zuginglich
gemacht. Damit wurden sie in die Reihe der klassischen Werke eingegliedert, die
ihre Bedeutung weit iiber die Zeit ihrer Aktualitdt hinaus behalten.

Kurze Zeit nach dem ersten Band des grofien Lehrbuchs ist ein Leitfaden
der Funktionentheorie erschienen, [32], der etwa im Stile der Leitfiden zur Diffe-
rential- und Integralrechnung, aber doch wohl fiir den Anfinger etwas zu knapp
gehalten ist. Dem wurde in zwei Neuauflagen Rechnung getragen [113, 125], die
zwar genau dieselbe Kapiteleinteilung, aber fast den doppelten Umfang aufweisen.

Zwei weitere wichtige Biicher zur Funktionentheorie sind zu erwihnen:
zuerst das Bindchen iiber konforme Abbildung [16, 56, 93, 110, 115, 123, 130].
Die erste Auflage war Bieberbachs erste Buchverdffentlichung. Es hat insgesamt
sechs Auflagen und eine Ubersetzung ins Englische erlebt, und dabei, wie sein Ge-
genstand, viele Wandlungen erfahren. Der knappe Raum eines Goschenbindchens
erlaubte weder eine beziiglich der Themen erschopfende Darstellung noch die
Durchfiihrung aller Beweise. Aber methodisch und sachlich wird, insbesondere in
den spiteren Auflagen, erstaunlich viel geboten.

In dem Ergebnisbericht [120] wird ein Thema neu aufgegriffen, das der
Verf. schon in seinem Enzyklopidieartikel [26] und in Band 2 seines Lehrbuches
[55, 68] behandelt hatte. Die Probleme werden etwa in dem Umfang beriicksich-
tigt wie in der letztgenannten Darstellung, wihrend die Fortsetzung durch Sum-
mierungsmethoden, die in dem Enzyklopadieartikel im Vordergrund standen und
zu denen wenig Neues zu sagen gewesen wire, iibergangen werden. Dagegen haben
sich bei den im Lehrbuch behandelten Fragen: Liickensitze, Lage der Singulari-
titen auf dem Rande des Konvergenzkreises, nicht fortsetzbare Potenzreihen, in-
zwischen Moglichkeiten zur Systematisierung und zum Aufzeigen wesentlicher
Zusammenhinge ergeben, die hier genutzt werden. Es liegt nun nicht etwa nur ein
ausfiihrlich kommentiertes Literaturverzeichnis im Stile eines Enzyklopadieartikels,
sondern eine sehr lesbare Darstellung nach Art eines Lehrbuches fiir Fortgeschrit-
tene vor. Dabei 143t der Verf. den Leser vielfach an der Entwicklung seiner eigenen
Einsichten teilnehmen. Fir eingehende Wiirdigung des Werkes sei auf die Bespre-
chungen von R. Wilson in Math. Reviews 16 (1955), 913 und von R. C. Buck in
Bull. Amer. Math. Soc. 62, 181—-183 hingewiesen.
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Die Bandchen iiber analytische, projektive und héhere Geometrie [62, 75,
106, 111; 73, 78] bilden zusammen eine gewisse Einheit. [62] diirfte die erste mo-
derne Darstellung der analytischen Geometrie sein, modern in dem Sinne, daf die
methodischen Gesichtspunkte gegeniiber den inhaltlichen (Trennung von R? und
R3) in den Vordergrund treten. Diese methodischen Gesichtspunkte bestehen in
der Verwendung der Vektor- und Matrizenrechnung, in denen Verf. nicht nur ge-
schickte Bezeichnungsweisen, sondern wesentliche Begriffe sicht. Hier bahnt sich
die heute geldufige enge Verbindung der analytischen Geometrie mit der linearen
Algebra an. Der methodische Gesichtspunkt kommt auch darin zur Geltung, dafy
Fragen, die erst projektiv ganz aufgeklirt werden kdnnen, auf den Band dieses
Titels [73] verschoben werden. Hier geht der Verf. zunichst analytisch vor, indem
er projektive Koordinaten einfiihrt, doch werden aus diesen die Axiome der pro-
jektiven Geometrie entwickelt und damit der synthetischen Betrachtungsweise
Tiir und Tor ge6ffnet. Die Einleitung in die hohere Geometrie [78] gibt diesen
beiden Leitfidden eine gewisse Abrundung. Im Vordergrund steht die Axiomatik
der projektiven Geometrie und die Gesichtspunkte des Erlanger Programms. Die
Ubertragungsprinzipien (Hesse, Mbius, Laguerre u. a.) ermdglichen es, eine ab-
strakte Theorie durch inhaltlich verschiedene isomorphe Modelle zu deuten. Das
Bindchen schliefit mit der projektiven Maflbestimmung und einer kurzen Darstel-
lung der nichteuklidischen Geometrie. Wiederum enthiilt es einige methodisch
neuartige Gedankenginge.

Das Bindchen [77] iiber Differentialgeometrie fult ebenfalls auf des Verf.s
analytischer Geometrie, d. h. es benutzt konsequent die Vektorschreibweise; ein
Schlufparagraph fiihrt in die Tensorrechnung ein, wobei auch Parallelverschiebung
und Riemannscher Raum kurz gestreift werden. Im iibrigen handelt es sich um
reelle Kurven im R? und R? und um solche Flichen im R3. Grofien Wert legt Verf.
darauf, unsaubere Schliisse zu vermeiden, wie sie in der Differentialgeometrie lange
Zeit tiblich und damals noch nicht ganz ausgestorben waren.

Die Vorlesungen iiber Algebra [60, 83] sind aus dem erstmals 1903 erschie-
nenen Werk dieses Titels von Gustav Bauer hervorgegangen. Dieser legte naturge-
mif noch den inzwischen iiberholten Algebrabegriff zugrunde, wonach diese Dis-
ziplin die Aufgabe habe, die numerische Auflésung von algebraischen Gleichungen
mit reellen oder komplexen Koeffizienten zu ermdglichen. Daran hat sich auch in
der 2. und 3. Auflage, herausgegeben von Karl Doehlmann, nichts gedndert. Als
Bieberbach 1928 nach dem Tode des vorigen Herausgebers, die Neubearbeitung
iibernahm, konnte er sich der Einsicht nicht verschlieffen, daf das von ihm ge-
schitzte Werk einer griindlichen Modernisierung bedurfte. So ist ein weitgehend
neues Buch entstanden, das zwar die Absichten des alten keineswegs einfach bei-
seite legte, aber in diesem Rahmen den Leser an die grundlegenden Begriffe der
neueren Algebra heranfiihrte und schlieflich in einer Darstellung der (in der 2.
und 3. Auflage ganz ausgeschlossenen) Galoischen Theorie miindete. Freilich ge-
horte die Zukunft schon damals den Biichern, die eine strukturtheoretisch abge-
grenzte Algebra vermittelten; so hat das Werk nicht mehr die Bedeutung erlangt,
die es wohl verdient hitte.

Mehrere Lehrbiicher hat Bieberbach dem Gebiet der Differentialgleichun-
gen gewidmet [39, 54, 69, 105, 136; 116, 128; 122, 137], [39], Vorlesungen iiber
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das Gesamtgebiet der gewdhnlichen und der partiellen Differentialgleichungen,
war zu seiner Zeit im deutschen Sprachgebiet fast konkurrenzlos, entsprach also
einem wesentlichen Bediirfnis, was auch durch die Notwendigkeit einer 2. und
3. Auflage nach nur drei bzw. vier weiteren Jahren bestétigt wird. Schon die

2. Auflage ist in einigen Abschnitten neugestaltet, insbesondere aber ist die 3.
nicht unwesentlich umgearbeitet und erweitert.

Diesem Werk recht nahe steht die Einfiihrung in die Theorie der Differen-
tialgleichungen im reellen Gebiet [122, 137], weist aber, auch abgesehen von dem
selbstverstindlichen Fehlen der Kapitel iiber Differentialgleichungen im Komple-
xen, erhebliche Unterschiede auf. So geht es in den Fragen der Existenz und Ein-
zigkeit der Losungen viel tiefer, beschrinkt dagegen die partiellen Differentialglei-
chungen auf solche 1. Ordnung. Eine eingehende vergleichende Besprechung der
beiden Werke aus Anlaf ihres Nachdrucksi. J. 1979 [136, 137] aus der Feder von
C. Coleman findet sich in Zentralblatt 444 (1981) 175—177. Auch hier gilt ange-
sichts dieser spaten Nachdrucke das iiber das grofie Lehrbuch der Funktionen-
theorie Gesagte.

Das Buch iiber gewohnliche Differentialgleichungen auf funktionentheore-
tischer Grundlage [ 116, 128] hat bei seinem ersten Erscheinen ebenfalls eine Liicke
im deutschen Sprachbereich ausgefiillt. Es kann kaum als reines Lehrbuch ange-
sprochen werden, enthilt es doch weit mehr, als einem Studenten, wenn er sich
nicht gerade auf dieses Gebiet spezialisiert, zugemutet werden kann. Diesem Um-
stande trigt der Verf. Rechnung, indem er die Darstellung in den Teilen, durch
die der Anfinger angesprochen werden soll, breiter gestaltet als in den Teilen, die
fiir den Fortgeschrittenen gedacht sind. Fiir eine eingehende Wiirdigung dieses
wichtigen Werkes sei auf die griindlichen Analysen von J. Radon in Monatshefte
fur Math. 58 (1952), 1. Heft, 67—69 und von Herm. Schmidt im Zentralblatt 53
(1956) 381383 verwiesen. — Die zweite Auflage aus dem Jahre 1968, [128], ist
wesentlich erweitert; indem sie viele neue Ergebnisse einbezieht, trigt sie dem iiber
ein Lehrbuch hinausgehenden Charakter einer Monographie Rechnung; vgl. die
Besprechung durch I. Barbiilat in Revue Roumaine de Math. pures et appl. 13
(1968), Tom. 1, 135—136.

Das Buch [114] iiber geometrische Konstruktionen behandelt seinen Ge-
genstand, soweit die euklidische Ebene in Betracht kommt, in umfassender Weise.
Die Vielseitigkeit der Beziehungen zu den verschiedensten Gebieten der Mathema-
tik und ihrer Geschichte forderte gerade die weitgespannten und tiefgriindigen
Kenntnisse, die dem Verf. eigen. Ostrowski nennt das Buch in einem Geleitwort
,,Bieberbachs reifstes und zugleich jugendlichstes Werk*. Uber den Inhalt im ein-
zelnen unterrichtet das Referat von Gy .-Sz. Nagy im Zentralblatt 46 (1953)
378-379.

Fiir freundliche Mithilfe und Ratschlige bin ich den folgenden Hermn zu
Dank verbunden: U. Bieberbach, Oberaudorf, W. Barthel, Wiirzburg, W.-D. Geyer,
Erlangen, R. Koch, Miinchen, J. Neubiiser, Aachen, R. Siegmund-Schultze, Berlin.
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Fulton, W., Intersection Theory (Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete,
3. Folge — Band 2), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer Verlag 1984,
xi+4708S., gbd., DM 128,—

Die Schnitttheorie, eine der wichtigsten Grundlagen der algebraischen Geometrie, wird
in diesem Ergebnisbericht mit einem Minimum an Voraussetzungen aus der kommutativen
Algebra und algebraischen Geometrie ausfiihrlich und ab ovo entwickelt. Dies wird erméglicht
durch einen neuen Zugang zu dieser alten Theorie, den der Verfasser gemeinsam mit R. Mac-
Pherson in fritheren Arbeiten gegeben hat und der wesentlich einfacher und allgemeiner zu
besseren Ergebnissen fithrt. Der Satz von Riemann-Roch in der Grothendieckschen Verallge-
meinerung konnte so von Baum-Fulton-MacPherson auf singulire und zuletzt auch nichtquasi-
projektive Varietiten erweitert werden. Dieser Fragenkreis wird in dem Ergebnisbericht in zwei
Kapiteln abgehandelt. Eine Fiille von Anwendungen wird in den ,,Beispielen‘ vorgestellt. So
gibt dieses Buch eine ausgezeichnete moderne und iiberaus inhaltsreiche Darstellung eines wich-
tigen Teils der algebraischen Geometrie. Eine 80seitige Einfilhrung desselben Verfassers
(W. Fulton, Introduction to Intersection Theory in Algebraic Geometry, CBMS Regional Con-
ference N. 54, AMS 1983) kann als Leitfaden dienen. In dem Buch selbst gibt der Verf. am
Anfang eines jeden Kapitels eine Inhaltsiibersicht und an dessen Ende Literaturhinweise und
historische Bemerkungen.

Der Fortschritt in Fultons Theorie besteht darin, da von Anfang an mit Zykelklassen
(modulo rationaler Aquivalenz) gearbeitet und die Schnitttheorie als Theorie von Operatoren,
die Zykelklassen in Zykelklassen auf i. a. singuldren Schemata abbilden, eingefiihrt wird. Ins-
besondere die Chern- und Segre-Klassen, wichtig auch fiir die Theorie von Riemann-Roch, sind
dabei von fundamentaler Bedeutung. Daher wird bei diesem Aufbau die algebraische Multiplizi-
titstheorie der lokalen Algebra iiberfliissig, ebenso wie die Anwendung eines ,,moving lemma**
in der bisherigen Theorie. Damit werden die bisher notwendigen Voraussetzungen der Quasi-
projektivitit sowie der Algebraizitit iiber einem Grundkérper iiberfliissig.

Die Grundkonstruktion ist dabei die folgende: Seii : X > Y eine regulire Einbettung
der Kodimension d, d. h. X wird in Y lokal durch eine regulire Folge der Linge d beschrieben,
und f : VY ein Morphismus einer k-dimensionalen Varietit V in Y (wichtigster Fall: f eben-
falls eine Einbettung), W = f~1(X) (= X N V, falls f Einbettung).

W——mV

g f
X—Y

Ein Schnittprodukt X - V wird jetzt definiert als eine Zyklenklasse € Ay _4(W) (= (k — d)-Zyk-
len auf W modulo rationaler Aquivalenz): W = f~!(X) ist als schematisches Urbild ein Unter-
schema von V, und man kann dessen ,,Normalenkegel* CyV betrachten, einen rein k-dimen-
sionalen Unterkegel des auf W zuriickgenommenen Normalenbiindels g*NxY (NxY = CxY ist
ein d-dimensionales Vektorbiindel iiber X, dai : X - Y regulire Einbettung der Kodimension
d ist). Dem Unterschema CywV C g*NxY wird nun (via Lingen der lokalen Ringe lings der
Komponenten von Cy V) ein Zyklus [CywV] € A, (g*NxY) zugeordnet, und dieser wird mit
dem Nullschnitt s : W > g*NxY des d-Biindels zum Schnitt gebracht: X - V = s*[Cy V]. Dabei
wird benutzt, daf fiir ein d-Vektorbiindel p : E > W die pull-back-Homomorphismen p* : A,W
= Ay + 4E Isomorphismen (mit s§ als inverser Abbildung) sind.
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So erhilt Verf., J.-L. Verdier folgend, Gysin-Homomorphismen i* : A Y = Ay _gX
(fiir reguldre Einbettungen i : X = Y der Kodimension d), Schnittprodukte AgX x Ap,X
- A, +p—n(X) auf n-dimensionalen nichtsinguldren Varietiten X (mit der altbekannten
,,Reduktion auf die Diagonale* X E X x X, eine regulire Einbettung der Kodimension n)
und fiir Morphismen f : Y = X nichtsingulirer Varietiten (mit dem Graph-Morphismus
I's: Y > X x Y, eine regulire Einbettung) pullback-Homomorphismen £* : A*(X) > A*(Y),
wobei AP(X) = Ap—p(X), n = dim X, definiert wird. Fir eigentliche f hat man — ohne jede
Voraussetzung iiber X und Y — ,,push-forward“-Homomorphismen £, : Ax(Y) = Ax(X).

Im Falle eines ,,eigentlichen Schnittes X NV =W in Y ist mit den obigen Bezeich-
nungen Ay — 4(W) frei mit der Basis [Z;], wobei Z; die Komponenten von W bezeichnen, und
man erhilt die frither der Schnitttheorie zugrundegelegten Schnittmultiplizititen i(Z, X - V;Y)
jetzt umgekehrt als Koeffizienten von [Z] in X - V € A¢ _ 4(W) und kann so riickwirts Eigen-
schaften der i(Z, X - V;Y) herleiten. So konnte z. B. jiingst P. Roberts die Serresche Vermu-
tung iiber das Verschwinden der Schnittmultiplizitat im (noch offenen) charakteristik-unglei-
chen Fall mit den in Kap. 18 und 20 dieses Buches entwickelten Hilfsmitteln beweisen.

In den ersten 6 Kapiteln des Buches werden sorgfiltig diese allgemeinen Grundlagen
der Schnitttheorie entwickelt incl. einer neuen Formel fiir den pull-back von Zyklen bei mono-
idalen Transformationen. Die restlichen 14 Kapitel enthalten weitgehend voneinander unab-
hingige Anwendungen der Theorie: In Kap. 7 und 8 werden die Spezialfille eigentlicher
Schnitte und von Schnitten auf nichtsinguldren Varietidten dargestellt. Alle klassischen Ergeb-
nisse iiber den Chow-Ring erhilt Verf. so auf sehr elegante Weise, ohne Quasiprojektivitit
vorauszusetzen.

In Kap. 9 wird ein ,,Rest-Schnitt-Satz* in allgemeinerer Form bewiesen:

Es wird mit den Bezeichnungen bei der Grundkonstruktion fiir ein abgeschlossenes Unterschema
Z des Schnittschemas W = X NV die Schnittklasse X - V als Summe einer Klasse auf Z und
einer Klasse auf einer Restmenge R mit Z U R = W geschrieben und damit eine allgemeine
Doppelpunktformel hergeleitet. In Kap. 10 werden Schnittklassen in Familien und damit das
,,Stetigkeitsprinzip* untersucht. Positivititsfragen mit Anwendung auf den Satz von Bézout,
Rationalitidtsfragen und Formeln fiir ,,Entartungsorter* und Grassmannbiindel, mit denen der
klassische Schubert-Kalkiil entwickelt wird, sind weitere Kapitel gewidmet. Schlieflich liefert
die Geometrie der Deformation auf das Normalenbiindel einen neuen kurzen begrifflichen
Beweis des Grothendieckschen Satzes von Riemann-Roch.

Kap. 19 stellt die Verbindung zur Theorie komplex-projektiver Mannigfaltigkeiten her, und
das letzte Kapitel gibt Ausblicke auf Verallgemeinerungen auf Schemata iiber Dedekindringen
und anderen nichtalgebraischen Grundschemata.

In zwei Anhingen werden im Text benutzte Tatsachen der kommutativen Algebra
und algebraischen Geometrie zusammengestellt und z. T. entwickelt.

Dieses Buch markiert einen Meilenstein in der Schnitttheorie der algebraischen
Geometrie. Es enthilt eine Fiille neuer Ergebnisse und Methoden und gibt fiir einige Formeln
der klassischen ,,abzihlenden Geometrie* erstmals moderne oder strenge Beweise. Es ist sowohl
fiir den Lernenden als auch fiir den Forscher als Quelle bestens geeignet. Das Thema ist, wie
die neuere ,,Schnitt-Homologie* von Goresky-MacPherson fir singulidre Rdume (auf die das
Buch nicht eingehen konnte) zeigt, noch lange nicht abgeschlossen.

Miinster H.-J. Nastold
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Shiffman, B., Sommese, A. J., Vanishing Theorems on Complex Manifolds (Progress
in Mathematics, Vol. 56), Basel — Boston — Stuttgart: Birkhduser 1985, 184 pp., hardcover,
DM 55,—

In der globalen komplexen Analysis und algebraischen Geometrie knnen viele Pro-
bleme auf das Verschwinden von Cohomologiegruppen mit Werten in holomorphen (algebra-
ischen) Vektorbiindeln oder kohirenten Garben zuriickgefiihrt werden.

Ein Beispiel ist etwa die Frage nach der Existenz einer meromorphen Funktion auf
einer kompakten Riemannschen Fliche mit vorgeschriebenem Polstellenverhalten.

Der bekannteste und wichtigste ,,Verschwindungssatz* stammt von Kodaira: Ist X
eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und L ein negatives Geradenbiindel, so gilt

HY(X,L)=0 fir q<dimX.

Hier ist die Negativitit von L differentialgeometrisch (via Krimmung) definiert.

In den beiden ersten Kapiteln werden die komplex-differentialgeometrischen Hilfs-
mittel bereitgestellt, um den Kodairaschen Verschwindungssatz und die Akizuki-Nakano Ver-
allgemeinerung zu beweisen. Dieses Material findet sich in einigen Lehrbiichern (z. B. Wells,
Griffiths-Harris) und ist dort fiir den ,,Anfinger* leichter und besser lesbar.

In Kapitel III werden diese Verschwindungssitze auf semi-negative Geradenbiindel
ausgedehnt. AuBerdem wird der von Sommese eingefiihrte wichtige Begriff der ,k-ampleness*
diskutiert. Dies ist von der Anwendung her notwendig.

AnschlieBend werden nach der Methode von le Potier Verschwindungssitze fiir Vek-
torbiindel hoheren Ranges durch Zuriickfihren auf den Geradenbiindelfall bewiesen.

Hier spielt die Positivitit eines Vektorbiindels eine Rolle. Verschiedene wichtige Posi-
tivititsbegriffe (differentialgeometrisch, funktionentheoretisch und algebraisch-geometrisch)
werden verglichen.

Im letzten Kapitel werden neuere Entwicklungen aufgezeigt. In der Klassifikations-
theorie projektiver Mannigfaltigkeiten sind Verschwindungssitze die schwicher als der
Kodairasche Satz sind von grofier Bedeutung. Die Verschwindungssitze von Kawamata-
Ramanujam-Viehweg und Grauert-Riemenschneider werden bewiesen und einige Anwendun-
gen gegeben.

Ich habe es als Mangel empfunden, daf die stiirmische und wichtige Entwicklung
fiir nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten vollig ausgeklammert und nur durch Literaturzitate
gewiirdigt wurde.

Ungliicklich ist aber vor allem der Zeitpunkt des Erscheinens fiir dieses Buch. Gerade
in jlingster Zeit sind einerseits bedeutende Resultate erzielt worden (Sius-Losung der Grauert-
Riemenschneider Vermutung), andererseits ist das Verstindnis der ,,optimalen‘ Verschwin-
dungssitze noch im Fluf. Die jiingsten (noch nicht publizierten) Arbeiten von Kollar und
Esnault-Viehweg schaffen hier vermutlich Klarheit.

Trotzdem handelt es sich um ein niitzliches Buch, das ein zentrales und wichtiges
Thema der Komplexen Analysis und Algebraischen Geometrie behandelt. Dem fortgeschrit-
tenen Studenten wird so leicht Material zuginglich gemacht, das er (mit Ausnahme von
Kapitel I & II) sonst miihsam aus vielen Originalarbeiten zusammensuchen muf}.

Bayreuth M. Schneider
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Pavel, N. H., Differential Equations, Flow Invariance and Applications (Research
Notes in Mathematics, No. 113), Boston — London — Melbourne: Pitman Publishing Ltd.
1984, 246 pp., paperback, £ 13.95

Das zur Besprechung vorgelegte Buch von Nicolae H. Pavel ist eine erweiterte und
erginzte Niederschrift von Vorlesungen, die der Autor in den Jahren 1980—82 an der Univer-
sitdt lasi gehalten hat. Erklirtes Ziel des Autors ist es, eine zusammenfassende Darstellung
einiger neuerer Forschungsresultate iiber Differentialgleichungen auf abgeschlossenen Teil-
mengen zu bringen. Konkretes Objekt der Untersuchungen sind abstrakte Cauchy-Probleme
vom Typ

(ACP) u'(t)=F[t,u(t)], u(ty)=xo€D

fiir eine Funktion u, deren Werte u(t) in einer abgeschlossenen Teilmenge D eines Banach-
raumes X liegen.

Im Falle eines endlichdimensionalen Raumes X wird die Frage nach der Existenz von
Lésungen bekanntlich durch das klassische Theorem von Peano beantwortet: Lokale Existenz
ist bereits durch die Stetigkeit der Funktion F : R x D = X garantiert. Ist X jedoch unendlich-
dimensional, so verliert das Peano-Theorem im allgemeinen seine Giiltigkeit. Diese weniger
bekannte Tatsache, von J. Dieudonné im Jahre 1950 entdeckt, wurde erst in neuerer Zeit von
A. Cellina (1972), A. N. Godunov (1975) und G. Pianigiani (1978) durch die folgende Aussage
endgiiltig manifestiert: In jedem unendlichdimensionalen Banachraum X existieren stetige
Funktionen F, fir die das Cauchy-Problem ACP auf keinem der Intervalle um t, eine (starke)
Losung besitzt. In anderer Formulierung gewinnt man die bemerkenswerte Tatsache, daf das
Peano-Theorem genau dann gilt, wenn X endlichdimensional ist. Dieses Resultat muff umso
erstaunlicher wirken, wenn man sich vergegenwirtigt, dal die Existenzfrage fiir Lipschitz-
stetiges F(t, -) durch das Picard-Lindelof-Theorem gelost ist. An dieser Stelle setzen die Unter-
suchungen des Autors ein; zu bestimmen sind notwendige und hinreichende Bedingungen an F,
unter denen das ACP wenigstens lokal 16sbar ist.

Losungen u(t) des Cauchy-Problems ACP werden iiblicherweise als ,,Fliisse* bezeich-
net. Diese Bezeichnungsweise wird verstidndlich im Hinblick auf die enge Kopplung zwischen
Problemen aus der Dynamik technischer und physikalischer Systeme und dem ACP. Mit der
im Buchtitel angesprochenen Flul-Invarianz wird die Frage nach globaler Existenz von Losun-
gen gestellt: Unter welchen Bedingungen an F bleibt ein FluB u(t), der zum Zeitpunkt ty in D
startet, auch fir zukiinftige Zeiten t > tq in D? Die Bedeutung dieser Fragestellung in den tech-
nischen Anwendungen liegt auf der Hand. Physikalische Variable — zum Beispiel Konzentra-
tionen chemischer Substanzen — haben in der Regel nichtnegative Belegwerte. Wird das ACP
als System von Reaktions-Diffusionsgleichungen interpretiert, so sind ausschliefSlich diejenigen
Loésungen von Interesse, die ihre Werte in dem positiven Kegel D C X annehmen. Gefragt ist
mit anderen Worten nach der Fluf-Invarianz der Teilmenge D unter dem ACP.

Beide Problemkreise, namlich die Existenzfrage und die Frage nach Fluf-Invarianz,
stehen in enger Verbindung zueinander. Ihre Behandlung erfolgt dementsprechend simultan,
und sie konzentriert sich auf die wirksame Einbeziehung der sogenannten Tangentialbedin-
gung, die als zentrales Kriterium zur Losung der anstehenden Probleme herausgearbeitet wird.
In der einfachsten Version fordert die Tangentialbedingung die Existenz des Grenzwertes

hlim h™!'d[x + hF(t,x); D]=0, xED, t>t,.

-0
Hier bezeichnet d[x; D] den Abstand des Punktes x zur Teilmenge D. Ist D eine Untermannig-
faltigkeit, so wird durch diese Bedingung zum Ausdruck gebracht, da der Vektor F(t, x) die
Teilmenge D im Punkte x tangiert.

Die vollstiandige und abschlieBende Behandlung der hier angesprochenen Haupt-
probleme bleibt fir allgemeine Vorgaben F nach wie vor offen. Der Autor zeigt jedoch beacht-
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liche Fortschritte in dieser Richtung fiir spezieller strukturiertes F auf. Im Mittelpunkt stehen
zwei Problemfille, die als umfassend gelost zu betrachten sind. Das sind erstens Cauchy-
Probleme mit der speziellen Vorgabe F(t, x) = A(t)x, worin A(t) ein nichtlinearer stetiger
dissipativer Operator auf einem t-abhingigen Definitionsbereich D C X ist (Kapitel 2). In
Kapitel 5 werden dann zweitens Probleme von Typ F(t, x) = Ax + G(t, x) behandelt — bei
Vorgabe einer im allgemeinen mengenwertigen Abbildung G und eines abgeschlossenen
Operators A, der eine stark stetige Halbgruppe kompakter Operatoren S(t) (t > 0) erzeugt.

In beiden Fillen flieflen neuere Resultate aus der Theorie nichtlinearer Evolutionsgleichungen
und -inklusionen ein. Dementsprechend bedarf es einer Bereitstellung der relevanten Begriffe
aus der nichtlinearen Funktionalanalysis, die in Kapitel 1 gegeben wird: Man findet sich mit
einem knappen Abrif iber Dualitidtsabbildungen und iiber die Grundziige der Theorie (maximal)
dissipativer Operatoren konfrontiert. Der in dieser Disziplin ungeiibte Leser sei fiir weitere
Hintergrundinformationen zum Beispiel auf die Monographie von V. Barbu verwiesen
(Nonlinear Semigroups and Differential Equations in Banach Spaces, Noordhoff 1976). In
Kapitel 3 werden kurz einige Aspekte iiber abstrakte Differentialgleichungen zweiter Ordnung
erdrtert, wihrend in Kapitel 4 gezeigt wird, da} eine addquate Behandlung fluf8-invarianter
Probleme erst im Rahmen der Banach-Mannigfaltigkeiten ermoglicht wird.

Schliellich sollte noch eine besondere Stirke des Buches erwihnt werden: Die
abstrakte Theorie findet ihren Niederschlag in zahlreichen Anwendungsbeispielen aus der
Stabilititstheorie, der Populationskinetik, der schon erwidhnten chemischen Reaktions-Dif-
fusions-Problematik, der Orbitaldynamik und der Warmeleitung. Von einem Sachkenner
geschrieben, bietet das Buch dem interessierten Leser nicht nur eine gute Ubersicht iiber den
derzeitigen Stand der Forschung auf diesem Gebiet, sondern auch zahlreiche Ansatzpunkte zu
eigener wissenschaftlicher Arbeit.

Erlangen H. Grabmiiller

Bohl, E., Finite Modelle gewohnlicher Randwertaufgaben (Leitfiden der angewandten
Mathematik und Mechanik, Bd. 51 — Teubner Studienbiicher), Stuttgart: Teubner 1981, 318 S.,
kart., DM 29,80

Das vorliegende Buch behandelt ein Thema, das in den meisten Lehrbiichern iiber
Numerische Mathematik entweder zu kurz kommt oder iiberhaupt nicht behandelt wird, dem
aber fiir die Anwendungen eine grundlegende Bedeutung zukommt: die numerische Losung
von Randwertaufgaben fir gewohnliche Differentialgleichungen. Genauer gesagt geht es in
diesem Buch um die Theorie und praktische Realisierung von Differenzenverfahren zur numeri-
schen Losung einer nichtlinearen Randwertaufgabe (RWA) der Form

(~p()x’) + v(k(t)x)' = f(t, x, \) a<t<b

1
m a;x(a) —ax'(a) =byx(b) + bx'(b)=0  p()>0 A, vER

Uber die Funktion f und ihre Ableitungen werden von Fall zu Fall verschiedene Vorausset-
zungen getroffen, die neben einer Lipschitzbedingung meistens auf eine Monotonie- bzw.
Konvexititsforderung hinauslaufen. Eine geeignet gewihlte ,,Linearisierung* L der RWA wird
als inversmonoton vorausgesetzt, d. h. ist r(t) < s(t) in [a, b], dann soll (L™!r)(t) < (L™ !s)(t)
in [a, b] gelten. Damit ist die Klasse der RWAn zwar eingeschrinkt, jedoch wird diese Klasse
nun eingehend studiert, insbesondere die Phinomene der Verzweigung von Losungen und der
Grenzschichtbildung bei grolen Werten der Parameter A und ». Folglich werden eine grofie
Zahl wichtiger Anwendungsprobleme erfalt, von denen die Reaktions-Diffusionsprobleme
ausfihrlich behandelt werden. Der Autor ist zur Abfassung eines solchen Werkes in beson-
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derer Weise priadestiniert, da man ihm und seinen Mitarbeitern, insbesondere W.-J. Beyn und
J. Lorenz, eine grofle Anzahl wichtiger Beitrige zum Thema verdankt.

In den grundlegenden ersten zwei Kapiteln wird das klassische Differenzenverfahren
diskutiert, und zwar in Kap. I fiir die lineare, in Kap. II fiir die nichtlineare RWA, zunichst
fiir v = 0. Aus der mathematischen Theorie bekannte Bedingungen fur die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen werden angegeben, die im linearen Falle die A quivalenz von Invers-
monotonie und nichtnegativer Greenscher Funktion beinhalten. Im nichtlinearen Falle wird
im wesentlichen f > 0 und Sublinearitit von f beziiglich x gefordert, um die Existenz einer
positiven Losung sicherzustellen, wihrend eine verallgemeinerte Lipschitzbedingung fiir f und
Inversmonotonie von L die Eindeutigkeit der Lésung implizieren. Innerhalb des so abgesteckten
Bereichs wird nun die Konstruktion finiter Modelle durchgefiihrt. Als diskretes Analogon zu L
ergibt sich eine tridiagonale inversmonotone Matrix AP, Im nichtlinearen Fall entsteht aus (0))
ein Gleichungssystem

) APx = BR(FPx) + h = Schrittweite des Gitters

wobei B" eine Diagonalmatrix, F" die auf das Gitter eingeschrankte Funktion f ist und " von
den Randbedingungen herrithrt. Alle numerischen Modelle in diesem Buch fiihren auf ein nicht-
lineares Gleichungssystem der Form (2). Um Aussagen iiber die Losbarkeit von (2) zu machen,
werden eine verallgemeinerte Lipschitzbedingung in bezug auf f und die Inversmonotonie der
Matrix A" — Biph gefordert, wenn P! die der Lipschitzfunktion u(t) entsprechende Diagonal-
matrix ist. Die Theorie inversmonotoner Matrizen wird nun soweit entwickelt, wie sie fir die
Numerik benétigt wird. Der vom Autor eingefiihrte Begriff eines majorisierenden Elements
liefert sofort das Kriterium: Ist A(i, j) < O fiir i #j, so ist die Matrix A = (A(i, j)) genau dann
inversmonoton, wenn sie ein majorisierendes Element e besitzt (etwas unscharf, ein e > 0 mit
Ae > 0). An Beispielen wird gezeigt, daB die Existenz eines solchen Elements héufig leicht
festzustellen ist. Auch beweistechnisch erweist sich das majorisierende Element als auferor-
dentlich wirksam. Zur Losung von (2) werden die direkte Iteration, das Parallelenverfahren
und das Newtonverfahren diskutiert. Bedingungen fiir lokale und globale Konvergenz der Ver-
fahren werden formuliert und an numerisch durchgefiihrten Beispielen erldutert. Das Parallelen-
verfahren hat dabei den Vorzug, dafl aufRer der Inversmonotonie von A" — BPP! keine zusitz-
lichen Einschrinkungen erforderlich sind, sofern f durch eine geeignete Fortsetzung global
definiert wird. Der Anwender ist damit (Kap. [ u. II) in die Lage versetzt, nichtlineare RWAn (1)
zu 16sen, solange keine numerischen Probleme infolge Verzweigung und Mehrdeutigkeit der
Losung (Kap. VII) oder Grenzschichten (Kap. VIII) auftreten.

Die Konvergenzbeweise fiir die genannten iterativen Verfahren werden in Kap. I1I
gebracht, und zwar fiir erheblich allgemeinere Systeme (2), um auch die finiten Modelle der
folgenden Kapitel zu erfassen, immer unter der Voraussetzung der Inversmonotonie von A
und der sich aus den jeweiligen Verfahren ergebenden Matrizen der Form A — BR. Eine all-
gemeine Konvergenztheorie folgt in Kap. IV, wo Bedingungen entwickelt werden, die die
bekannte Implikation ,,Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz* garantieren. Die Darstellung
ist aufBerordentlich durchsichtig und einfach, als Einfiihrung in diese Problematik also bestens
geeignet. Dies liegt an den Monotonieeigenschaften, welche die Systeme (2) aufgrund ihrer
Herkunft als numerische Modelle von (1) besitzen. Die Losungen sind hier nicht nur isoliert,
sondern (wegen der Nichtnegativitidt der Greenschen Funktion) auch stabil, was die Beweis-
fihrung erheblich vereinfacht. Aufierdem ist folgender Umstand fiir die Numerik bedeutsam.
Die Konvergenzaussage fiir ,,hinreichend kleine* Schrittweiten h (grofie Gleichungssysteme)
kann in Form von Ungleichungen konkretisiert werden, die keine unrealistisch kleinen Werte
von h liefern miissen, wie an zahlreichen Beispielen gezeigt wird.

Eine Theorie der Differenzenverfahren hoherer Ordnung, deren Anfinge auf L. Collatz
zuriickgehen (Mehrstellenverfahren), fiir Gleichungen x” + f(t, x) = O findet sich in Kap. V.




Buchbesprechungen 41

Modelle der Konvergenzordnung 4 und 6, mit randnahen Formeln geringerer Konsistenzord-
nung, werden entwickelt mit der Eigenschaft, dal die Matrizen AP wieder inversmonoton
sind. Die Iterationsverfahren und die Konvergenztheorie der Kapitel III und IV sind anwend-
bar, sofern man eine zusitzliche Restriktion der Schrittweite fordert, die auch eine Stabilitts-
ungleichung impliziert, so daf man sich wieder im Bereich stabiler Losungen befindet.

In Kap. VI setzt sich der Autor mit der schwierigeren Frage auseinander, finite
Modelle fiir Gleichungen mit Konvektionsterm herzuleiten, d. h., Gleichungen der Form
—x" + k(t)x’ = f(t, x). Damit wird zur Problematik singuldrer Stérungsaufgaben iibergeleitet,
die Inversmonotonie fordert nun die stirkere Schrittweitenrestriktion |hk(t)| < 2. Dennoch
gelingt die Herleitung von Verfahren hoherer Konvergenzordnung im Rahmen der monotonen
Theorie, basierend auf Arbeiten des Autors und seiner Schiiler.

Das fiir die Anwendungen besonders wichtige, umfangreiche Kap. VII diskutiert den
Fall, dal die RWA (1) mehrere Losungen besitzt. Die Einschrankungen an f(t, x, A) sind hier
den ausfiihrlich dargestellten Beispielen aus der chemischen Reaktionskinetik angepafit. Auch
gewisse nichtmonotone Funktionen f bekommt der Autor in den Griff: durch eine multipli-
kative Zerlegung f = f,f, derart, da® f; monoton wachsend, f, monoton fallend fiir x = 0 ist.
Das entsprechende finite Modell Ay = BF, (y)F,(x) wird dann durch eine innere (y) und
eine dufere (x) Iteration mit den Konvergenzsitzen von Kap. III gelost. Ausgewihlte Beispiele
aus der Chemie werden mit den entwickelten Differenzenverfahren durchgerechnet, wobei
Hysteresiseffekte und Umkehrpunkte auftreten konnen. Fortsetzungsverfahren zur Berech-
nung verschiedener Losungszweige werden sorgfiltig analysiert und numerisch realisiert. Ein
Abschnitt iiber Eigenwertaufgaben liefert unter anderem eine einfache Methode zur numeri-
schen Entscheidung iiber die Stabilitdt eines bestimmten Losungszweiges.

Kapitel VIII ist dem in den letzten Jahren besonders aktuell gewordenen Thema der
Numerik singuldrer Storungen gewidmet. Nachdem auf die Problematik, da} die behandelten
Verfahren fiir dquidistante Gitter bei grofien Werten von v (und A) unangemessen kleine Werte
von h liefern, bereits in Kap. VI hingewiesen wurde, werden nun irregulire Gitter konstruiert,
die dem Grenzschichtverhalten der Losung moglichst gut angepafit sind. Der Witz dabei ist,
solche Formelsitze zu gewinnen, die sich auf Gleichungen der Form (2) reduzieren, so dafl
wieder die Inversmonotonie von A" und weiterer Matrizen A" — B"R, die zur Anwendung der
in Kap. III behandelten Losungsverfahren benotigt werden, gesichert ist. Das geht natiirlich
nicht ohne gewisse Einschrinkungen an die Schrittweiten h;, insbesondere wenn man Stabilitit
und Konvergenz nach Kap. IV theoretisch absichern will. Der Autor beschreibt eine Gitterstra-
tegie, mit der er zahlreiche Grenzschichtaufgaben erfolgreich numerisch 16sen kann. Nach
Ansicht des Referenten erfordert die Problematik dieses Kapitels, asymptotische Methoden
zur Ergdnzung der Numerik heranzuziehen, um etwa Aussagen iiber die Abhingigkeit der
Grenzschichtdicke von » zu machen. Es ist etwas iiberraschend, da8 bisher wenig Kombination
von numerischen und analytischen Verfahren bei singuldren Stérungsproblemen praktiziert
worden ist.

In Kap. IX werden verschiedene Reaktionsmodelle beschrieben, die sich auf eine
RWA der Form (1) reduzieren lassen. Das letzte Kapitel X bringt eine kurze Zusammenstel-
lung der fiir die behandelten RWAn bekannten mathematischen Theorie, zum Teil ohne
Beweise.

Eine vollstindige Lektiire des vorliegenden Buches verlangt vom Leser zwar wenig
Voraussetzungen, jedoch etwas Geduld beim Erfassen der zahlreichen Definitionen, Voraus-
setzungen und Resultate, deren Beziehungen untereinander, und deren Bedeutung fiir die
numerische Anwendung. Das Besondere dieses Werkes ist das enge Zusammenspiel von theore-
tischen Existenz- und Konvergenzaussagen und praktisch-numerischer Losung der diskreten
Modelle, einschlieflich berechenbarer Fehlerabschitzungen. Daher bleibt der Leser immer gut
motiviert. Er findet in dem umfassenden Literaturverzeichnis sowie in den Hinweisen am Ende
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eines jeden Kapitels reichlich Anregungen zum Weiterstudium. Der Besitzer eines Heimcom-
puters diirfte sicherlich zu weiteren numerischen Experimenten angeregt werden. Es bleibe
nicht unerwihnt, da} trotz der Beschrinkung auf Inversmonotonie und spezielle Nichtlineari-
titen von f zahlreiche Resultate, sowie die bei der Diskretisierung auftretenden Phiinomene,
auch fiir allgemeinere Probleme, einschlieilich RWAn bei partiellen Differentialgleichungen,
relevant sind. Das Buch ist sowohl als begleitender Text fiir eine Vorlesung iiber Numerik der
Differentialgleichungen als auch fiir ein Selbststudium oder in Seminar iiber dieses Thema
bestens geeignet.

Erlangen H. J. Weinitschke

Lorentz, G. G., Jetter, K., Riemenschneider, S. D., Birkhoff Interpolation (Encyclo-
pedia of Mathematics and its Applications, vol. 19), London — Amsterdam: Addison-Wesley
1983, xvii + 237 p., hardbound, $ 26.95

Bei der gewdhnlichen Hermite-Interpolation schreibt man an jedem Knoten den Wert
der nullten und den Wert der ersten Ableitung vor. Eine geldufige Verallgemeinerung besteht
darin, dafl man alle Ableitungen der Stufen O bis r nimmt, wobei r auch von der Nummer des
Knotens abhingen darf. In dem von uns betrachteten Standardfall verwendet man algebraische
Polynome (des Hochstgrades n, wenn n + 1 Bedingungen zu befriedigen sind). Die geschilderten
Interpolationsaufgaben sind dann reguldr im folgenden Sinn: Bei jeder zulissigen Wahl der Kno-
ten (hier: paarweise verschieden) ergibt sich eine nichtsingulire Gleichungsmatrix.

Bei der Birkhoff-Interpolation verallgemeinert man noch weiter und wihit fiir jede
Knotennummer bestimmte Ableitungsstufen (wobei Liicken auftreten diirfen). Die Auswahl
beschreibt man meistens mit Hilfe einer Inzidenzmatrix (aus Nullen und Einsen): e;, = 1 bedeu-
tet, daf am i-ten Knoten die k-te Ableitung Beriicksichtigung findet. Bei Hochstgrad n arbeitet
man wieder mit insgesamt n + 1 Gleichungen. Dabei ergeben sich aber singulire Fille. Das liegt
einerseits daran, dafl das Gesamtsystem der Nullstellen eines Polynoms und seiner Ableitungen
im allgemeinen grof ist; also gibt es bei entsprechender Wahl der Matrix E und der Knoten eine
nichttriviale Losung des zugehorigen homogenen Gleichungssystems. Andererseits diirfen sich
nicht zu viele Gleichungen auf hohere Ableitungen beziehen; diese Einschrinkung wird durch
die Polya-Bedingung ausgedriickt. Etwas schirfer ist die Birkhoff-Bedingung, die iiberdies eine
Unzerlegbarkeit sichert.

Die Hauptfrage handelt nun von der Regularitit eines Aufgabentyps: Wann ist eine
Inzidenzmatrix E (die der Birkhoff-Bedingung geniige) so beschaffen, daf jede zuldssige Knoten-
wahl eine nichtsinguldre Gleichungsmatrix liefert? Dabei lassen wir hier reelle Knoten mit
X; <x3<...<Xxp zu (wo m die Zahl der Zeilen in E ist). Eine erste zentrale Aussage (Atkin-
son-Sharma) lautet: E ist regulir, wenn jede gestiitzte Sequenz eine gerade Zahl von Elementen
besitzt. — Eine Sequenz ist dabei ein maximales aus lauter Einsen bestehendes Zeilenstiick
(ohne Liicken); ,,gestiitzt* bedeutet, daf links oberhalb (im Nordwesten) des Anfangs der
Sequenz mindestens eine Eins in E steht und daf Entsprechendes fiir den Siidwesten gilt. Der
Beweis beruht auf wiederholter Anwendung des Satzes von Rolle: Erfiillt ein Polynom das
homogene Gleichungssystem, so hat jede Ableitung eine Nullstelle (also ist es das Nullpolynom).
Die Geradheitsvoraussetzung sichert, da} keine Nullstelle verlorengeht (eine Rolle-Nullstelle
im eigentlichen Sinn hat ungerade Ordnung).

Eine Zeitlang vermutete man, die Bedingung ,,wenn gestiitzt, so gerade** sei auch not-
wendig fir Regularitit. Dann wurde aber die Jagdmethode entwickelt: Man verschiebt Knoten
oder Hilfsknoten, setzt dadurch die obenerwihnten Rolle-Nullstellen in Bewegung und versucht,
ein geeignetes Zusammentreffen mit einem Knoten herbeizufithren (Jagdgliick). In vielen Fillen
erkennt oder erahnt man so die Antwort auf die Grundfrage. Einerseits erhielt man Gegenbei-
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spiele zur vollen Vermutung: Regularitit bei gewissen E, die eine Zeile mit zwei gestiitzten unge-
raden Sequenzen besitzen. Andererseits verifizierte man die. Vermutung partiell: Besitzt E eine
Zeile, in der genau eine Sequenz zugleich gestiitzt und ungerade ist, so liegt Singularitit vor
(singulire Gleichungsmatrix bei geeigneter Knotenwahl).

Selbstverstindlich war es nun das Ziel der Theorie, die Liicke zwischen notwendigen
und hinreichenden Regularititsbedingungen soweit wie moglich zu schliefen. Letztlich geht
es dabei darum, die Nullstellen eines zugehorigen multivariaten Polynoms (das die relevanten
Determinantenwerte liefert) in den Griff zu bekommen. Man erarbeitete verschiedene allgemeine
Resultate iiber Regularitit bzw. Singularitit und konstruierte interessante Beispiele bzw.
Klassen von Beispielen. Die erste Hilfte des Buches behandelt diesen Themenkreis mit seinen
vielen Verzweigungen. Haupthilfsmittel sind die Koaleszenz (Verschmelzung) von Knoten
sowie unabhingige Knotensysteme: Durch geeignete Staffelung einiger Knoten erreicht man
Eigenschaften dhnlich wie bei Verschmelzung dieser Knoten. Natiirlich spielen auch Determi-
nanten eine Rolle; ferner werden Birkhoff-Kerne beniitzt.

Die zweite Hilfte des Buches behandelt Anwendungen (Approximation unter Zusatz-
bedingungen, Quadratur), spezielle Knotenlagen (Einheitswurzeln, Nullstellen von Orthogonal-
polynomen), Splines (Interpolation, Dualititsbetrachtungen).

Das Buch ist sehr reichhaltig: Rund 200 Resultate werden formuliert und rund
200 Arbeiten werden zitiert. Jeder Kenner des Gebietes wird das Erscheinen des Werkes
begriilen (auch wenn er vielleicht nicht mit allen Einzelheiten der Darstellung zufrieden ist).
Sicher trigt das Buch dazu bei, dafl die Theorie in nichster Zeit ausgebaut und vereinfacht wird.

Tiibingen K. Zeller

Pinkus, A., n-Widths in Approximation Theory (Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete, 3. Folge, Vol. 7) Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag
1985, x + 290 p., hardcover, DM 118,—

The classical theorems of approximation deal with how well a function f can be
approximated by algebraic or trigonometric polynomials. For example, in 1912 Bernstein
showed that each continuously differentiable f can be approximated to an error 0(1/n) by the
elements of I1,,, the space of algebraic polynomials of degree <n.

But what is so special about polynomials? Perhaps other n-dimensional spaces can
approximate better than I1,,. Kolmogorov proposed that we look for the n-dimensional sub-
spaces which best approximate a given set of functions K. To precisely formulate this question,
he introduced the n-width of K in the normed space X:

dn(K) := dn(K, X) := inf sup dist (f, X,)
Xn fEK

with the infimum taken over all n dimensional subspaces X, of X. The n-width is a measure of
the size of the set K. For example, when K is compact, d,(K) converges to 0. How fast it tends
to O gives some indication of the compactness of K.

A subspace X, (generally not unique) which attains the above infimum is said to be
optimal. It is possible to determine optimal subspaces and exactly calculate d,(K, X) only for
special K and X. Nevertheless, these special cases are extremely important and are often intrinsi-
cally connected with other optimization problems. For example, widths are related onthe one
hand to the geometry of Banach spaces and on the other to eigenvalue problems for self adjoint

One of the simplest and earliest examples where the n-width could be computed
exactly is the unit ball UT' of the Sobolev space W5'(T) on the unit circle T. This is an ellipsoid
in L,(T) and widths of ellipsoids in a Hilbert space are easily determined. In this way, one
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derives Kolmogorov’s result that d;,(U) = d354+1(U) = n~™ and that trigonometric polynomials
of degree n are an optimal subspace.

Another way of determining the width of U is to view this set as the image of the unit
ball of L, under a linear map I (m-fold integration). The widths of such sets are determined by
the eigenvalues of I*I and the eigenfunctions determine the optimal subspaces. Such optimiza-
tion problems can also be solved for nonperiodic functions but the matter is then much more
substantial. The known optimal subspaces in this case are often a space of spline functions with
judiciously chosen knots.

It is usually the case that widths can not be determined exactly. When this happens,
one hopes instead to determine how d, tends to zero asymptotically and to describe near
optimal subspaces. Sometimes the results are surprising. For example, one of the central
problems in the recent years has been to determine the widths of the unit ball By' of the
Sobolev space Wp'(T) as a subset of Ly. When q = p this is rather simple; d,(U) ~n™™ and
trigonometric polynomials are optimal. When q # p, the situation can get pretty sticky. The
main result is given by Kashin who showed that d,(B}', L) ~ n~™. Polynomials of degree n
or splines with n equally spaced knots will only give approximation order O(n™™ */2), The
near optimal subspaces are only known in a probabilistic sense.

Pinkus’ book is a long awaited accounting of the substantial subject of widths. It
moves gracefully between the functional analytic aspects of the subject and the hard analysis
needed for the asymptotics. It is carefully written with numerous examples to amplify the
theory. In spite of its currentness, a few important results are missing, including the thorny
Kashin theorem and Pinkus’ own recent work which determines the exact widths of By in L,
for 1 < p < o. Nevertheless, this is a very important exposition on a beautiful subject.

Columbia, South Carolina R. DeVore

Graham, C. C., McGehee, O. C., Essays in Commutative Harmonic Analysis (Grund-
lehren der mathematischen Wissenschaften, Band 238), New York — Heidelberg — Berlin:
Springer-Verlag 1979, xxi, 464 pp., hardbound, DM 88,—

Seit Baron Joseph Fourier 1812 die Eigenfunktionen des Laplace-Operators auf der
Kreislinie IT benutzte und die heute nach ihm benannten Reihen bildete, um die Wiarmeleitungs-
gleichung zu 18sen, wurde die harmonische (oder Fourier-) Analysis zu einem imposanten mathe-
matischen Gebiude entwickelt. Heute versteht man darunter meist das Studium von Objekten
wie Funktionen, Maflen, Pseudofunktionen und -mafen und allgemeinen Distributionen auf
lokalkompakten Gruppen. Die Entwicklung eines grofen Teils der klassischen Theorie auf dem
Kreisring und der reellen Geraden bis Ende der flinfziger Jahre ist in A. Zygmunds Monographie
(Trigonometric Series, second edition, Cambridge, Reprinted 1977) dargestellt. Die abstrakte
Theorie auf allgemeinen kompakten und lokalkompakten abelschen Gruppen, wie sie Ende der
sechziger Jahre stand, erfuhr eine zusammenfassende Behandlung in der vielzitierten Mono-
graphie von E. Hewitt und K. A. Ross (Abstract Harmonic Analysis I, II, Berlin — Heidelberg —
New York, 1963 und 1970). Das vorliegende Buch setzt diesen zehnjdhrigen Rhythmus fort.

Es ist heute nicht mehr méglich, auch nur einen grofien Teil der zur harmonischen Analysis
zdhlenden Theorien in einem Buch geschlossen darzustellen. Beispielsweise enthilt dieses
Buch nichts iiber die punktweise Konvergenz von Fourier-Reihen und nichts iiber die in den
Anwendungen wie z. B. der Signalverarbeitung, Mustererkennung und Zeitreihenanalyse
wichtige effiziente Berechnung der diskreten Fourier-Transformierten (,,schnelle Fourier-
Transformierte*). So ist dieses Buch genau das, was der Titel besagt: Die Behandlung einiger,
seinen Autoren besonders nahestehender Gegenstinde aus der kommutativen harmonischen
Analyse.
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Zwei Themenkreise ziehen sich wie ,,rote Fiden* durch das Buch: Die Ausnahme-
mengen in Gruppen, die Struktur der MaBalgebra einer nichtdiskreten (kommutativen) Gruppe
und anderer Algebren von Pseudomafien und -funktionen. Das erste Kapitel ist iiberschrieben:
Behavior of Transforms; es behandelt hauptsichlich die idempotenten Elemente einer Mag-
algebra. Die Frage, ob eine vorgelegte Funktion eine Fourier-Transformierte ist, ist i. allg.
schwer zu beantworten. Fiir Idempotente ist sie aber durch P. Cohens Idempotentensatz
gelost. Das Kapitel enthilt einen relativ kurzen Beweis dieses Satzes, der auf einem Lemma
von I. Amemia und I. Ito basiert. Das Kapitel enthilt ferner, was bis zur Zeit der Veréffent-
lichung iiber die Littlewood-Vermutung zur L'-Norm von idempotenten Polynomen bekannt
war. Inzwischen ist die Vermutung bekanntlich unabhingig durch Konjagin und McGehee —
Pigno — Smith bestidtigt worden.

Die Kapitel 2, 3 und 4 behandeln Kronecker-, Helson-, Sidon-Mengen sowie Eindeu-
tigkeits-, Multiplizitits- und Synthesemengen, ihre Beziehungen untereinander und zu unab-
hiingigen Mengen. Kapitel 2 enthilt den Herzschen Beweis des Satzes von Drury — Varopoulos
iiber die Vereinigung zweier Helson-Mengen. Kapitel 3 beschreibt u. a. die Herzschen Kriterien
fiir Synthesemengen. Kapitel 4 beleuchtet Eindeutigkeits- und Multiplizititsmengen vom
Standpunkt der Pseudomafle und -funktionen und enthilt Ergebnisse von Helson, Katznelson,
Kaufmann, Kérner, Pjazteki — §apiro, Saeki, Varopoulos und Rudin.

Die Kapitel S bis 9 sind hauptsichlich dem Studium der Maflalgebra M(G) einer kom-
mutativen Gruppe G gewidmet, die wegen ihrer Asymmetrie eine héchst komplizierte Struktur
aufweist. Zentral sind die Kapitel 8 und 9. Kapitel 8 behandelt den Gelfand-Raum, den Silov-
Rand, den starken Rand, Punktableitungen und Gleason Parts von M(G). Eine Charakterisie-
rung des Silov-Randes mit Hilfe der von Sreider eingefiihrten verallgemeinerten Charaktere
steht meines Wissens immer noch aus. Das Kapitel enthilt die hauptsichlich von J. L. Taylor,
G. Brown und W. Moran studierten Zusammenhénge zwischen dem starken Rand und den
verallgemeinerten Charakteren vom idempotenten Betrag. Kapitel S fiihrt in diesen Themen-
kreis ein. Die tiefen, mit kohomologischen Methoden bewiesenen Sitze von Taylor werden hier
nur zitiert; der Leser wird beziiglich der Beweise auf seine Abhandlung: Measure Algebras
(AMS, Regional Conference Series in Mathematics, Providence, R. I., 1970) verwiesen. Die
Beweise in Kapitel 8 erfordern die Konstruktion von Malen mit bemerkenswerten, nichttri-
vialen Eigenschaften. Dem Studium dieser Male — Riesz-Produkte und unendliche Faltungs-
produkte — sind die Kapitel 6 und 7 gewidmet. Hier findet man auch Ergebnisse von Hewitt —
Kakutain, Brown — Moran, Saeki u. a. iiber Mae auf ,,diinnen* (etwa ,,algebraically scattered*,
unabhiingigen, dissoziierten) Mengen. Kapitel 9 enthilt die Ergebnisse von Helson, Kahane,
Katznelson und Rudin iiber Umkehrungen des Satzes von Wiener — Lévy. Neben Ergebnissen
iiber die Operation von Funktionen auf Fourier-Transformierten behandeln die Autoren auch
Arbeiten von Varopoulos, Herz und Rider iiber Funktionen, die auf Fourier-Stieltjes-Trans-
formierten und positiv-definiten Funktionen operieren.

Zur Klasse der Umkehrungen des Wiener-Levyschen Satzes gehort auch der Satz von
M. Zafran iiber Funktionen, die auf Riumen von Multiplikatoren operieren. Eine ausfiihrliche
Darstellung dieses Satzes ist der Hauptinhalt von Kapitel 10. Kapitel 11 behandelt die Anwen-
dung von Tensor-Produkten in der Fourier-Analysis: Die Varopoulossche Transfermethode,
die iiber den beriihmten Satz von L. Schwartz zu Malliavins Nichtsynthese-Satz fiihrt; die
Berechnung von Sidon-Konstanten; den ,,Kns-Satz* iiber die Struktur von Helsonschen Teil-
mengen von [I.

Kapitel 12 ist iiberschrieben: Tilde algebras. Es handelt sich dabei um Funktionenalgebren,
die durch eine Frage von H. Helson entstanden sind. Ihre Beziehungen zur Algebra A der Funk-
tionen mit absolut konvergenter Fourier-Reihe, zu den Sidon-Mengen und zur harmonischen
Synthese sind vor allem von Katznelson, McGehee und Blei studiert worden und bilden den
Inhalt dieses Kapitels.
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Kapitel 13 besteht aus einer Liste mit offenen Fragen und enthilt eine Liste von Listen mit
offenen Fragen aus der kommutativen Fourier-Analysis. Es schliefit sich ein Anhang iiber
einige klassische Sitze und Begriffe an, der die Lektiire des Buches erleichtert, sowie 23 Seiten
Literatur.

Das Buch enthilt eine Fiille von Material; vieles darin erscheint zum ersten Mal in
Buchform, einige Ergebnisse sind neu. Es enthilt grofitenteils vollstandige Beweise, manche
Sitze, wie z. B. Cohens Idempotentensatz, sind sogar mit verschiedenen Methoden bewiesen.
Einige kleinere, gelegentlich auch storende Ungenauigkeiten habe ich gefunden. Niitzlich sind
die durch Definitionen und einige elementare Aussagen angereicherte Symbolliste zu Beginn
und die zahlreichen Literaturhinweise innerhalb des Textes zur Entstehungsgeschichte der
Sitze. Das Buch ist fiir Spezialisten geschrieben und fiir solche unentbehrlich; es ist an der
Front der Forschung angesiedelt. Bevor man es liest, sollte man eine Einfiihrung in die har-
monische Analyse verarbeitet haben und einige Kenntnisse aus der Theorie der lokalkonvexen
Réiume und Banachalgebren mitbringen.

Passau G. Ritter

Heinig, G., Rost, K., Algebraic Methods for Toeplitz-like Matrices and Operators
(Operator Theory: Advances and Applications, Vol. 13), Basel — Boston — Stuttgart: Birk-
hiuser 1984, 212 pp., hardcover, DM 64,—

In der vorliegenden Monographie werden in erster Linie algebraische Probleme von
Toeplitz-Matrizen und Toeplitz-dhnlichen Matrizen behandelt. Nur am Rande werden Integral-
operatoren betrachtet.

Das Hauptgewicht liegt naturgemdf} auf der Diskussion von Toeplitz- und Hankel-
matrizen (Teil 1). Hier sind, obwohl diese Matrizen schon frith studiert wurden (Frobenius),
in jiingerer Zeit eine Fiille neuer Ergebnisse erzielt worden, die hier wohl erstmals in einer
Monographie zusammenhingend dargestellt werden.

Die Hauptthemen sind schnelle Invertierungsalgorithmen mit O(n?) Operationen und
O(n) benotigten Speicherplitzen, Bezout-Matrizen und Resultanten, Eigenwertlokalisierungen,
Struktur von Nullrdumen, verallgemeinerte Inverse und kanonische Darstellungen.

Im zweiten Teil werden Toeplitz-dhnliche Operatoren behandelt. Hier steht der
Begriff der UV-Reduktion (urspriinglich von Sahnovich benutzt) im Vordergrund. Auf Matri-
zen eingeschriinkt, erlaubt er die Ubertragung von Inversionsformeln auf weitere Klassen von
Matrizen (Vandermondesche Matrizen, Matrizen der Form (a; — b, )™?, Produktsummen von
Toeplitz-Matrizen, Block-Toeplitz-Matrizen usw.). Auch Sitze iiber die Struktur der Nullrdume
und iiber partielle Indices lassen sich iibertragen.

Das Buch ist sehr kompakt geschrieben. Dazu trigt eine durchgehend benutzte sehr
verdichtete Notierung bei. Sie erschwert allerdings das Verstehen isolierter Kapitel. Anderer-
seits hitte die Fiille des Stoffes sonst nicht auf 212 Seiten untergebracht werden konnen.

Von Spezialisten (zu denen ich mich nicht zdhle) wird das Buch sehr gelobt und viel
benutzt, weil es eine zusammenhingende Darstellung der Ergebnisse der letzten Jahre liefert
und viele Resultate hier erstmals iiberhaupt oder in zugénglicher Form erscheinen. Der Nicht-
spezialist findet hier eine kompakte Einfiihrung in ein interessantes Gebiet. Man hitte sich
dafiir allerdings etwas mehr Motivierung gewiinscht, der Bezug zu den Anwendungen ist doch
etwas zu kurz gekommen.

Insgesamt ist die vorliegende Monographie ein wichtiger Beitrag und wird jedem
empfohlen, der sich iiber das liberraschend interessante Gebiet der Toeplitz-Matrizen infor-
mieren will.
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Allerdings erscheint der angegebene Preis fiir 212 vom Originalmanuskript reprodu-
zierte Seiten sehr hoch.

Bielefeld L. Elsner

Rektorys, K., Variationsmethoden in Mathematik, Physik und Technik, Miinchen —
Wien: Carl Hanser Verlag 1984, XIX, 594 S., gbd., DM 78,—

Das Anliegen des nun auch in deutscher Ubersetzung als Studienausgabe vorliegenden
Buches liber Variationsmethoden wird am besten charakterisiert durch die Ausfiihrungen des
Autors in seinem Vorwort zur tschechischen Originalausgabe von 1974: Das Buch verdankt
seine Entstehung einerseits langjéhriger Lehrerfahrung mit Spezialvorlesungen iiber Variations-
methoden, die der Autor fiir Ingenieurstudenten an der Technischen Universitit in Prag gehal-
ten hat, und andererseits vielen Diskussionen mit Physikern und Technikern, die bei dem
Autor Hilfestellung zur Uberwindung mathematischer Schwierigkeiten bei der Losung ihrer
Probleme suchten. An diesen Leserkreis hat der Autor in erster Linie gedacht.

Von der tschechischen Originalausgabe liegt bereits eine Ubersetzung ins Englische
vor (D. Reidel Publishing Company, Dordrecht — Boston, 1. Auflage 1977, zweite Auflage
1979).

Der Erfolg des Buches beruht wesentlich darauf, da es einen grofien Kreis von
»»Anwendern* aus Physik und Technik anspricht. Die Darstellung ist breit angelegt und beginnt
auf einem Niveau, das der mathematischen Vorbildung eines Ingenieurstudenten entspricht.
Dann aber wird mit grofem didaktischen Geschick unter Heranziehung vieler einfacher Bei-
spiele schrittweise zu den Hilfsmitteln hingefiihrt, die fiir das Verstindnis der modernen Theo-
rie von Randwertaufgaben bei linearen, partiellen elliptischen Differentialgleichungen und fiir
die Theorie von Variationsmethoden in geeigneten Funktionenrdumen (Hilbertriumen) uner-
laBlich sind. So werden dem Leser unter anderem das Lebesguesche Integral, verallgemeinerte
Ableitungen von Funktionen, verallgemeinerte Randwerte im Sinne von Spuren etc. nahe-
gebracht, wobei natiirlich lingst nicht alles bewiesen werden kann. Aber die unbewiesen
herangezogenen Tatsachen werden prizise zitiert, motiviert und an einfachen Beispielen
erldutert. Als Quellen dienen dabei vor allem das Lehrbuch von L. Ljusternik und W. Sobolew,
Elemente der Funktionalanalysis, sowie das Lehrbuch von J. Netas, Les méthodes directes en
théorie des équations elliptiques.

Einfachere Schluweisen hingegen werden sorgfiltig und bis ins Detail ausgefiihrt,
so daf der Leser die eingefiihrten Begriffe einiiben kann und die nur zitierten Sachverhalte
anzuwenden lernt. Auf diese Weise wird eine sehr solide Basis gelegt fiir ein Verstindnis der
mathematischen Zusammenhinge.

Soweit die Theorie elliptischer Randwertaufgaben besprochen wird, orientiert sich
die Darstellung vor allem an einigen Prototypen wie der Potentialgleichung, der Bipotential-
gleichung sowie den Gleichungen der linearen Elastizititstheorie. Dabei werden verschieden-
artige Randbedingungen diskutiert. Insbesondere wird im Hinblick auf die Variationsmetho-
den sehr ausfiihrlich auf die Rolle der wesentlichen und der natiirlichen Randbedingungen ein-
gegangen, (Rektorys nennt sie die stabilen und die instabilen.)

Die eingehend dargestellten Variationsmethoden sind in erster Linie das Ritzsche
Verfahren, das Galerkinsche Verfahren, die Fehlerquadratmethode sowie das Trefftzsche
Verfahren, das auf dem Extremalprinzip der komplementiren Energie beruht. Die Darstel-
lung dieses Problemkreises einschlieflich der Konvergenz- und Fehlerbetrachtungen orientiert
sich stark an den vom Autor hiufig zitierten Biichern von S. G. Michlin (Variationsmethoden
der mathematischen Physik (1962), Numerische Realisierung von Variationsverfahren (1969),
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Das Minimumproblem fiir ein quadratisches Funktional (russische Auflage 1952)). Das Buch
enthilt aber auch eine Reihe eigenstindiger Beitridge, darunter etwa das Kapitel iiber die
Anwendung der Fehlerquadratmethode beziiglich der Randwerte bei einer Randwertaufgabe
fur die biharmonische Differentialgleichung.

Das Buch ist in sechs Teile gegliedert, wobei die Teile I bis III mehr im Hinblick auf
,,Anwender* aus den Ingenieurwissenschaften konzipiert sind, wihrend die Teile IV bis VI
an den Leser deutlich hohere mathematische Anforderungen stellen. Teil I enthilt eine Ein-
fiilhrung in die Theorie von Hilbertriumen und in einige Grundtatsachen iiber lineare Funk-
tionale und Operatoren. In Teil II werden die Variationsmethoden von Ritz und von Galerkin
vorgestellt, wobei insbesondere die Rolle des ,,energetischen* Hilbertraumes H, erldutert
wird, der einem linearen, symmetrischen und positiv definiten Operator A zugeordnet wird.
Teil III ist der Anwendung auf Randwertaufgaben bei gewohnlichen und partiellen Differen-
tielgleichungen gewidmet, insbesondere der Frage der Basiswahl. Teil IV gibt einen Abrifl der
Theorie von elliptischen Randwertaufgaben auf der Grundlage des Satzes von Lax und Milgram.
In Teil V wird die Eigenwerttheorie von vollstetigen, symmetrischen, linearen Operatoren dar-
gestellt mit Anwendung auf eine Klasse linearer Differentialoperatoren mit diskretem Spek-
trum. In Teil VI werden verschiedene Themen angesprochen. Insbesondere wird auch kurz
erldutert, worin die Methode der finiten Elemente im Zusammenhang mit den Verfahren von
Ritz und Galerkin besteht.

Abschlieflend sei noch hervorgehoben, dafl der Autor fiir sein Lehrbuch ,,Variations-
methoden‘ mit dem tschechischen Nationalpreis ausgezeichnet worden ist.

Wiirzburg W. Velte

Bunse, W., Bunse-Gerstner, A., Numerische lineare Algebra (Teubner Studienbiicher),
Stuttgart: Teubner 1985, 314 S., Kart., DM 34,—

Es ist das erklirte Anliegen dieses Buches, einen Teil der Liicken zu schlieBen, die sich
zwischen den einfithrenden Lehrbiichern der Numerik und der umfassenden Behandlung in der
Spezialliteratur aufgetan haben.

Diese Liicke ist in der Tat grof geworden aufgrund der rasanten Entwicklung, die das
Gebiet der numerischen linearen Algebra in den letzten 20 Jahren genommen hat. Es gibt einige
aktuelle Monographien, die in allen Einzelheiten kleinere Teilgebiete behandeln (ich erwihne
die Biicher von Parlett, Hageman-Young, George-Liu, Lawson-Hanson) und auch ausfiihrliche
iltere Biicher (Wilkinson, Schwarz-Rutishauser-Stiefel, Varga, Householder).

So bestand sicher der Bedarf nach einem Buch, das einen aktuellen Uberblick iiber die-
ses interessante Gebiet gibt. Wie das unten besprochene Buch von Golub-Van Loan zeigt, stan-
den die Autoren mit ihrem Anliegen nicht allein.

Der Inhalt ist in vier Kapitel gegliedert. Das erste Kapitel enthilt die Theorie der
Losung linearer Gleichungssysteme und fiihrt anhand dieses Themas die benutzten mathemati-
schen Begriffe ein. Singulirwertzerlegung und Pseudoinverse werden etwas aufiihrlicher disku-
tiert. Das zweite Kapitel iiber direkte Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme enthilt neben
den Standardverfahren und Fehlerbetrachtungen auch Verfahren fur das lineare Ausgleichspro-
blem sowie einen Abschnitt iiber sparse Matrizen, in dem u. a. das Verfahren von Cuthill-McKee
und das Minimum-degree-Verfahren behandelt werden.

Im dritten Abschnitt iiber iterative Verfahren wird neben den iiblichen Verfahren auch
das Verfahren der konjugierten Gradienten und die Vorkonditionierung mit unvollstindiger
Cholesky-Zerlegung behandelt. Das vierte und lingste Kapitel behandelt das Eigenwertproblem.
Hier finden sich auch erstmals in Buchform gewisse symmetrie-erhaltende Zerlegungsalgorith-
men wie der HR- und SR-Algorithmus.
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Am Ende der Abschnitte finden sich jeweils viele Bemerkungen und weiterfihrende
Hinweise auf die Literatur.

Die Autoren geben keine Adressaten an, aber nach meiner eigenen Lehrerfahrung
eignet sich das Buch als Grundlage einer Vorlesung ,,Numerische lineare Algebra“ fur Horer ab
etwa drittem Semester, aber auch als Einfiihrung fiir Numeriker, Ingenieure und andere
,,Benutzer* linearer Algebra.

Es muf} gesagt werden, da das Schriftbild nicht sonderlich iibersichtlich ist. Aber das
muf man wohl bei dem einigermafen zivilen Preis in Kauf nehmen.

Golub, G. H., Van Loan, C. F., Matrix Computations, Oxford: New Oxford Academic
1983, xvi + 470 p., hardcover (softcover), £40.00 (£22.50)

Etwas frither als das oben besprochene Buch erschien das Buch von G. Golub und
C. Van Loan, zweier Autoren, die die Entwicklung des beschriebenen Themas mafigeblich
beeinflufit haben.

In der Einleitung geben die Autoren als Ziel des Buches die Synthese des vorliegenden
Materials und die Forderung der Einheit des Gesamtgebiets an. Ich glaube, daf sie dies erreicht
haben und daB dieses Buch zumindest fiir die nihere Zukunft einen dhnlichen Einfluf wie in
der Vergangenheit das Buch von Wilkinson ausiiben wird.

Der Adressatenkreis ist derselbe wie oben. Wegen der Aufgaben und der sehr deutlichen
Gliederung ist das Buch als Textbuch fiir eine Vorlesung sehr geeignet. Fiir Numeriker, Ingeni-
eure und Informatiker gibt es sehr viel Material, Bemerkungen und Literaturhinweise. Wie iiber-
all in der neueren Literatur dieses Gebietes ist der Begriff des Algorithmus zentral, die meisten
Verfahren werden in dieser Form behandelt und auf die Algorithmen der Softwarepakete
EISPACK und LINPACK hingewiesen. Eine weitere Vereinheitlichung wird durch die Betonung
der Operationen mit unitdren Matrizen und durch die weitgehende Verwendung der Singular-
wertzerlegung erzielt.

Der Inhalt soll durch die Kapiteliiberschriften skizziert werden: 1. Background Matrix
Algebra, 2. Measuring Vectors, Subspaces and Linear System Sensitivity, 3. Numerical Matrix
Algebra, 4. Gaussian Elimination, 5. Special Linear Systems, 6. Orthogonalization and Least
Squares Methods, 7. The Unsymmetric Eigenvalue Problem, 8. The Symmetric Eigenvalue
Problem, 9. Lanczos Methods, 10. Iterative Methods for Linear Systems, 11. Functions of
Matrices, 12. Special Topics.

Man sieht, dal der Durchschnitt mit obigem Buch ziemlich gro8 ist, jedoch werden
insbesondere in § 5, 11 und 12 Themen behandelt, die oben nicht aufgenommen worden sind,
wie Vandermonde- und Toeplitz-Systeme, die Berechnung der Exponentialfunktion einer
Matrix und Aufdatierung der QR-Zerlegung.

Vermifit habe ich die Behandlung von Techniken fiir sparse Matrizen, aber auch ein so
umfangreiches Buch mit entsprechendem Preis kann nicht alle interessanten Teilgebiete anspre-
chen.
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Peleg, B., Game Theoretic Analysis of Voting in Committees, Cambridge: Cambridge
University Press 1984, 179 pp., £ 22.50

Die mathematische Theorie der Entscheidungen in Komitees beginnt mit Borda
(1781) und Condorcet (1785), verzeichnet Beitrige von Dodgson (= Lewis Carroll) und kul-
minjert um 1950 mit Kenneth Arrows Satz von der Unmoglichkeit der Demokratie, auch Dik-
tatortheorem genannt. Das bekannte Buch von Black (1958) stellt die Entwicklung vor Arrow
geschlossen dar. Nach 1950 hat man sich intensiv um demokratische Alternativen zu Arrows
bitterem Resultat bemiiht. Die vorliegende schlanke Monographie, deren Autor 1978 ein ent-
scheidender Durchbruch in dieser Richtung gelang, bringt viele der bisherigen Ergebnisse sol-
cher Bemithungen in die Form einer systematischen Theorie. Ich halte die damit geleistete
Arbeit fiir grundlegend und richtungsweisend. — Zeichnet man in einer Menge N von n Spielern
ein System W von Teilmengen, die als gewinnende Koalitionen interpretiert werden, und stellt
man an W einige naheliegende Forderungen, so wird (N, W) ein Komitee genannt (Beispiel:

W = alle Koalitionen mit mehr als n/2 Mitgliedern). Ist A eine Menge von ,,Alternativen* und L
die Menge aller Totalordnungen (,,Priferenzordnungen*) auf A, so heifien die Elemente von LN
Priferenz-Profile. Abbildungen F : LN - A heifien soziale Entscheidungsfunktionen (SEF),
wenn sie einige naheliegende Forderungen erfiillen. Eine SEF F ergibt zusammen mit einem
Priferenz-Profil ein nichtkooperatives n-Personenspiel. Ein Spieler k heift Diktator fiir F,
wenn F einfach die Priferenz von k reproduziert. F heifit manipulierbar, wenn es Spieler
gibt, die sich in ihrer vorgegebenen Priferenzordnung verbessern konnen, indem sie vorge-
tiuschte Priferenzordnungen in F einspeisen. — Ausgangspunkt der Untersuchungen in die-
sem Buch ist das sog. Gibbard-Satterthwaite-Theorem (1973/75): nichtdiktatorische SEFen
sind stets manipulierbar, wenn es um mehr als 2 Alternativen geht. (Wohlweislich arbeitet die
iibliche Demokratie moglichst immer nur mit 2 Alternativen).

Der Verfasser untersucht vor allem, wie man nicht-diktatorische und folglich mani-
pulierbare SEFen moglichst genau an vorgegebene Machtverhiltnisse in einem vorgegebenen
Komitee G angleichen kann. Hierzu werden jeder SEF F drei Komitees zugeordnet. Stimmen
diese drei Komitees untereinander und mit G iiberein, so heiflt F eine straffe (tight) Darstel-
lung von G. Ein Teil der vorgelegten Theorie beschiftigt sich mit der Existenz solcher und
anderer Darstellungen.

Das Buch besteht aus einem duflerst knapp und formal geschriebenen systematischen
Hauptteil, einer vorgeschalteten strengen Inhaltsschilderung und einer wiederum dieser voraus-
gehenden motivierenden Einleitung. Der Leser kann sich also aussuchen, wie weit er in die
Details einsteigen will. Einige mogliche Anwendungen, vom unvermeidlichen Weltsicherheits-
rat bis hin zur Bildung von Berufungskommissionen, setzen sparsame Realitéts-Lichter in die
strenge Landschaft dieses Buchs. — Niemand, der sich mit Gremientheorie beschiftigt, kann
an dieser Monographie vorbeigehen. Fiir den Spezialisten sind auch die Details Pflichtlektiire.

Erlangen K. Jacobs




Deutsche Mathematiker-Vereinigung e.V.

Jahreschronik der DMV fiir 1984

1 Amter und Gremien

1.1 in der DMV

Vorsitzender A. Dold

Schriftfithrer Walliser

Schatzmeister Grotemeyer

Geschiftsfilhrender Herausgeber  Jacobs

Prisidium  Bierstedt Krengel
Dold Pareigis
Fischer Schwarz
Grotemeyer Wallisser
Hirzebruch Werner
Jacobs

Giste Barner (MFO)

Habetha (Fachbereichskonferenz)
Christian (OMG)

1.2 in den anderen Organisationen

Herr Dold vertritt die DMVim EMC (European Mathematical
Council).

Herr Habetha wurde fiir die Wiederwahl in den FIZ-Benutzerrat vorgeschlagen.

Die Herren Bulirsch, Grauert, Roquette und Krabs wurden als neue Fachgutachter
fir die DFG gewihlt.

Mitglieder des Deutschen Unterausschusses der IMUK: Barner, Béddeker, Griesel,
Grotemeyer, Kunle, Pickert, Schupp, Steiner, Vollrath.

2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung 1984

2.1 Die Jahrestagung fand vom 17.—21. September 1984 in Kaiserslautern statt.
Es wurden folgende Ubersichtsvortrige gehalten:

H.W. Lenstra, Jr.,, Applied Number Theory

Amsterdam
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M. Schneider,

Bayreuth

M. Kreck,
Mainz

H. Knérrer,
Bonn

E. Zehnder,
Bochum

G. Mazzola,
Diibendorf, CH
F.W. Gehring,
Ann Arbor

K. Steffens,
Hannover

H.O. Peitgen,
Bremen

W. Philipp,
Urbana

F. Natterer,
Miinster

Vektorbiindel und projektiv-algebraische Mannigfal-
tigkeiten

Exotische Strukturen auf 4-Mannigfaltigkeiten
Integrable Hamiltonsche Systeme und Algebraische
Geometrie

Periodische Lésung Hamiltonscher Systeme

Musik und Mathematik

The ubiquitous quasidisk

Faktoren der unendlichen Graphen

Morphologie von Grenzen — Grenzen der Erkenntnis
Schwach abhingige Zufallsverinderliche und deren

Rolle in der Zahlentheorie, Analysis und Statistik
Numerik des Radonschen Problems

Es wurden im Kolloquium ,,Mathematiker an Schulen‘* zwei Vortrige zur wissen-
schaftlichen Allgemeinbildung gehalten von den Herren K 6 nig (Saarbriicken)
und Mainzer (Konstanz).

Weiterhin fand ein Kolloquium zum Thema ,,Mathematik und Industrie* statt,
mit Vortrigen von Hirschel (Miinchen) und Tayler (Oxford).

Wihrend der DMV-Tagung wurden im Rahmen einer Ausstellung Computer-
Graphiken gezeigt.

2.2 Die Mitglieder-Versammlung fand am 20. 9. 1984 in Kaiserslautern statt.

Fiir die Nachfolge von Herrn Werner wird Herr Térnig gewihlt. Herr Fischer
und Herr Jacobs werden auf ihren Plidtzen wiedergewihlt.

3 Aktivitaten der DMV

3.1 DMV-Seminare. Die DMV veranstaltete fiinf DMV-Seminare, zwei davon in
Schloft Thurnau bei Bayreith und drei in Schlofs Mickeln in Diisseldorf.
10.—15. 6. ,,Geometric Measure Theory*“
Leitung: R. Hardt (Minneapolis), L. Simon (Canberra), K. Steffen
(Diisseldorf)
25.-30. 6. ,,Algebraische Kurven**
Leitung: W. Barth (Erlangen),J. Harris (Brown University)
23.-28. 7. ,,Biological Rhythms and Population Dynamics*
Leitung: F.C. Hoppenstaedt (Univ. of Utah), A.T. Winfree
(Purdue Univ.)
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9.—14. 9. ,,Die Berechnungskomplexitit algebraischer und numerischer
Probleme*
Leitung: J. von zur Gathen (Toronto), V. Strafien (Zirich)
23.-28. 9. ,,Arithmetic from a Geometric Point of View*
Leitung: G. Faltings (Wuppertal), L. Szpiro (Paris)
Die Teilnehmer konnten durch die Stiftung Volkswagenwerk finanzielle Unter-
stiitzung erhalten. Von der VW-Stiftung wurde fiir die Jahre 1985 und 1986 die
Finanzierung von je 5 Seminaren zugesagt.

3.2 Die DMV hat mit der Canadian Mathematical Society ein Reziprozitits-
abkommen geschlossen.

3.3 Es werden Uberlegungen angestellt hinsichtlich einer Ausrichtung des ICM
1990 (21.—-29. August) in Miinchen. Die Miinchener Kollegen erkliren ihre
Bereitschaft, auf die Ausrichtung des ICM 1990 hinzuarbeiten. Herr Dold schreibt
Briefe an die Herren Moser und Lehto (Prisident bzw. Generalsekretir der IMU),
in welchen die Bewerbung der DMV fiir die Durchfiihrung des ICM 1990 in Aus-
sicht gestellt wird.

3.4 Herr Fischer vertritt die DMV bei der Hauptversammlung des Deutschen
Vereins zur Forderung des naturwissenschaftlichen und mathematischen Unter-
richts am 16. 4. 1984 in Saarbriicken.

Herr Dold nahm am 28. 3. 1984 an einer Sitzung des International Council of
Scientific Unions (ICSU) teil.

Herr Bierstedt hat in Hannover an einer Sitzung der Deutschen Aktion fiir Bildung,
Erfindung und Information (DABEI) teilgenommen.

3.5 Fiir die Verleihung des Wolff-Preises sollen die Herren Atiyah, Hirzebruch
und Serre erneut vorgeschlagen werden.

3.6 Herr Fischer berichtete auf der Mitglieder-Versammlung in Kaiserslautern
iber Reaktionen auf die DMV-Informatikdenkschrift und bittet die Mitglieder,
sich fiir eine moglichst breite Beriicksichtigung mathematischer Inhalte im Infor-
matikunterricht ebenso zu engagieren wie fiir die Fortbildung bisheriger Fachleh-
rer zu Informatiklehrern. Aufgrund fehlender Planstellen muf8 der Informatik-
unterricht weitgehend fachfremd erteilt werden. Nach Meinung des Prisidiums
sollten sich die Mathematischen Institute der auf den Informatikunterricht abzie-
lenden Lehrerfortbildung annehmen. Es soll in den DMV-Mitteilungen kurz iiber
das am Diisseldorfer Mathematischen Institut bereits bestehende Angebot der
Informatikfortbildung berichtet werden.

3.7 Von der DMV wurde die Durchfithrung einer Erhebung iiber die Altersstruk-
tur der Hochschulmathematiker angeregt.

3.8 Herr Fischer berichtet iiber ,,Studienzentren‘ der Studienstiftung auf der
Mitgliederversammlung. Das Prisidium der DMV hat sich ausfiihrlich mit der
Problematik beschiftigt und der Studienstiftung gegeniiber seine Bedenken
geduflert:
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— Die Befriedigung iiber neue Bestrebungen der Studienstiftung, auch sehr spezi-
fische mathematische Begabungen stirker als bisher zu fordern

— die Problematik der Studienzentren

— die Panne beim improvisierten Verfahren und den Mangel an klaren Informa-
tionen der Dozenten. Das Prisidium wird diese Dinge mit Einverstindnis der
anwesenden Mitglieder erldutern und man hofft, da auf diese Weise weitere Mif3-
verstindnisse vermieden werden konnen.

4 Organisation

4.1 Aus Kostengriinden soll ein ausfiihrliches Mitgliederverzeichnis der DMV erst
wieder nach Umstellung der Geschiftsstelle auf EDV erscheinen. Als Zwischen-
information wird im Mai eine Adressenliste aller Mitglieder herausgegeben und
zusammen mit den Mitteilungen der DMV versandt.
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Deutsche Mathematiker-Vereinigung e.V.

Jahreschronik der DMV fiir 1985

1 Amter und Gremien

1.1 in der DMV

Vorsitzender A. Dold

Schriftfithrer Wallisser

Schatzmeister Grotemeyer

Geschiftsfilhrender Herausgeber  Jacobs

Prisidium  Bierstedt Krengel
Dold Pareigis
Fischer Schwarz
Grotemeyer Tornig
Hirzebruch Wallisser
Jacobs

Giste Barner (MFO)

Habetha (Fachbereichskonferenz)
Christian (OMG)

1.2 in den anderen Organisationen
Herr Dold vertritt die DMV im EMC (European Mathematical
Council).

Mitglieder des Deutschen Unterausschusses der IMUK: Barner, Bergmann,
Béddeker, Griesel, Grotemeyer, Kunle, Pickert, Schupp, Steiner, Vollrath.

Fachgutachter im DFG-Senat: H. Bauer.

Herr Tornig und Herr Oberschelp nehmen an der MNU-Tagung, 11.—14. Novem-
ber 1985 in Bad Honnef, teil.

Kandidaten fiir die von der DMV zu besetzenden Plitze bei der General-Assembly
der IMU 31. 7.—-3. 8. 1986: W. Schwarz, Hirzebruch, Barner, Fischer, Bierstedt,
Grotemeyer.

2 Jahrestagung und Mitgliederversammlung 1985

Wegen des Osterreichischen Mathematischen Kongresses hat die DMV im Jahr
1985 keine eigene Jahrestagung abgehalten. Der Kongress der OMG fand vom
16.—21. 9. 1985 in Graz statt.
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2.1 Die Mitglieder-Versammlung der DMV war im Rahmen des Kongresses in
Graz am 19. 9. 1985.

Fiir die Nachfolge von Herrn Dold wird Herr Kegel ins Prisidium gewihlt.

Herr Schwarz wird wiedergewihlt. Fiir die Nachfolge von Herrn Wallisser wird
Herr Flum als Schriftfiihrer gewihit.

Der Antrag auf Satzungs-Anderung der den Wahlmodus betreffenden Stellen der
DMV-Satzung (§ 6) wird von der Mitglieder-Versammlung angenommen.

Herr Schwarz wird in einer Briefwahl vom Prasidium zum neuen Vorsitzenden
der DMV fiir das Amtsjahr 1986 gewihlt.

3 Aktivitaten der DMV

3.1 DMV-Seminare. Die DMV veranstaltete fiinf DMV-Seminare, eines davon in
Schloff Thurnau bei Bayreuth und vier in Schlo3 Mickeln in Diisseldorf-Himmel-
geist. Die Teilnehmer konnten finanzielle Unterstiitzung durch die Stiftung Volks-
wagenwerk erhalten.

17.—22. 6. 1985 ,,The Topology and Geometry of 4-Manifolds*

Leitung: W. Singhof (Ko6ln), R. Stern (Salt Lake City)

22.-26. 7. 1985 ,,Hyperbolic Systems of Conservation Laws*

Leitung: C.M. Dafermos (Providence),S. Osher (LA)

4.-9. 8. 1985 ,,Harmonische Analyse auf nilpotenten Lieschen Gruppen*

Leitung: R. Ho we (Yale University), D. Pogun tke (Bielefeld),

E. Stein (Princeton)

8.—13.9. 1985 ,,Empirical Processes*

Leitung: W. Stute (Giessen),P. Gaenssler (Miinchen)

22.-27.9. 1985 ,,Darstellungen endlich-dimensionaler Algebren*

Leitung: P. Gabriel (Zirich), K. Bongartz (Wuppertal)
Die Finanzierung der DMV-Seminare durch die Stiftung Volkswagenwerk liuft
Ende 1986 aus. Es wurde ein Antrag auf Gewihrung permanenter finanzieller
Tragerschaft beim Bundesministerium fiir Bildung und Wissenschaft eingereicht.
Inzwischen sind im Birkhiuser-Verlag 6 Ausarbeitungen der DMV-Seminare
erschienen, die von DMV-Mitgliedern zu einem Vorzugspreis bezogen werden
koénnen.
In Zusammenarbeit mit der DMV ist vom Vieweg-Verlag jetzt der erste Band der
Reihe ,,Dokumente zur Geschichte der Mathematik‘‘ herausgebracht worden:
Band 1, R. Dedekind: Vorlesung iiber Differential- und Integralrechnung 1861/62.

3.2 Herr Schwarz nimmt als Vertreter der DMV an der Feier zum 100j4hrigen
Bestehen des Marburger Fachbereiches Mathematik am 25. 10. 1985 teil.
Herr Dold nimmt als Vertreter der DMV an der Sitzung des EMC im November teil.

Der European Mathematical Council arbeitet an einem Projekt einer Europiischen
Mathematischen Datenbank.

Herr Barner hat an einer Gedenkfeier aus Anla des 100sten Geburtstages von

W. Blaschke teilgenommen und ein Grufiwort der DMV iiberbracht.
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Herr Fischer hat an der Jahrestagung von DABEI (Deutsche Aktion fir Bildung,
Erfindung und Information) teilgenommen; man wird iiber die Aktivitdten von
DABEI weiter auf dem laufenden bleiben.

Herr W. Schwarz nahm als DMV-Reprisentant an den Feierlichkeiten aus Anlaf}
des 50jdhrigen Bestehens der Chinesischen-Mathematischen-Gesellschaft in
Shanghai teil.

3.3 Im Zusammenhang mit dem 100jdhrigen Jubilium 1990 wurde vom Prisidium
bislang die Beantragung einer Sonderbriefmarke bei der Deutschen Bundespost vor-
bereitet.

Der Antrag der DMV auf Ausrichtung des ICM 1990 muf3te von der IMU gegen-
iiber einer Bewerbung Japans zuriickgestellt werden.

3.4 Auf der Mitglieder-Versammlung der DMV in Graz berichtet Herr Schwarz
iiber seine Eindriicke von der Jahrestagung des ,,Deutschen Vereins zur Forderung
des naturwissenschaftlichen und mathematischen Unterrichts e. V. (MNU)* in
Bad Honnef. Es seien Bestrebungen zu erkennen, die alles in allem auf eine Ver-
anderung der Ziele des Mathematikunterrichts hinauslaufen. Er ruft die Mitglieder
zu erhdhter Wachsamkeit in der Frage des Computereinsatzes in der Schule auf.

3.5 Die DMV hat beim Fachinformationszentrum Energie-Physik-Mathematik
(FIZ) einen Antrag auf Aufnahme als Gesellschafter gestellt.

3.6 Fiir eine Erorterung einer Zusammenarbeit von DMV, GAMM und GI (Gesell-
schaft fir Informatik) in bestimmten Fragen wird Herr Térnig eine Zusammen-
kunft vorbereiten. Vonseiten der DMV sollen der Vorsitzende und die Herren
Barner, Krengel und E. Schwarz hinzugezogen werden.

Zwischen Vertretern der Mathematical Reviews und des Zentralblattes fiir Mathe-
matik wird iiber eine enge Zusammenarbeit der beiden Referatenorgane verhandelt.

3.7 Fir den Wolff-Preis werden die Herren Hirzebruch, Atiyah, und Serre vorge-
schlagen.

Fiir den Balzan-Preis hat die DMV Herrn Faltings vorgeschlagen.

4 Organisation

In den Mitteilungen der DMV Heft 1/1985 wurde ein Bericht iiber den ,,Einsatz
von Tischrechnern im Unterricht an Gymnasien* — Kurse zur Lehrerfortbildung
an der Universitit in Diisseldorf — beigelegt.

Die erste Ankiindigung fiir den IMC 1986 wird mit den Mitteilungen verschickt.

Das Formular fiir den Beitritt zur DMV wird aktualisiert und ein Neudruck
veranlafdt.

Fiir das World Directory of Mathematicians wird auf der Geschiftsstelle eine
Anschriften-Liste von deutschen Mathematikern erarbeitet und eingereicht.
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Schwarz
Numerische Mathematik

Von Prof. Dr. sc. math. Hans-Rudolf Schwarz,
Universitat Zirich

1986. 500 Seiten mit 88 Bildern, 131 Beispielen
und 94 Aufgaben. 16,2 x 22,9 cm.
ISBN 3-519-02960-X Kart. DM 46,—

Das Buch entstand aus einer viersemestrigen Vorlesung,

in welcher den Studierenden das Grundwissen vermittelt
wird, um vielfiltige Aufgaben der angewandten Mathematik
mit numerischen Methoden erfolgreich zu |6sen. Die aus-
filhrliche Darstellung von grundlegenden Verfahren ist stark
algorithmisch ausgerichtet mit dem Ziel, die Methoden nach
ihrer theoretischen Begriindung so zu formulieren, daB eine
Realisierung auf einem Rechner einfach ist. Mit den ange-
gebenen Algorithmen soll dem Leser die Mdglichkeit ge-
boten werden, die Verfahren durch die Lésung von konkre-
ten Aufgaben praktisch zu erproben. Das Buch eignet sich
gut fiir das Selbststudium. Der gebotene Stoff bildet die
Grundlage fiir das Studium von weiterfiihrender Literatur.

Aus dem Inhalt

Lineare Gleichungssysteme: GauBscher Algorithmus, Ge-
nauigkeitsfragen, Systeme mit speziellen Eigenschaften /
Lineare Optimierung: Simplex-Algorithmus, allgemeine line-
are Programme, diskrete Tschebyscheff-Approximation /
Interpolation: Polynominterpolation, rationale Interpolation,
Spline-Interpolation / Funktionsapproximation: Fourierrei-
hen, schnelle Fouriertransformation, orthogonale Polynome /
Nichtlineare Gleichungen: Gleichungen in einer und mehre-
ren Unbekannten, Polynomnulistellen / Eigenwertprobleme:
Jacobi-Verfahren, Transformationsmethoden, QR-Algorith-
mus / Methode der kleinsten Quadrate: Lineare und nicht-
lineare Ausgleichsprobleme, Singulérwertzerlegung / inte-
gralberechnung: Trapezmethode, Transformationsmethoden,
GauBsche Quadraturformeln / Gewdhnliche Differentialglei-
chungen: Einschrittmethoden, Mehrschrittmethoden, Stabili-
tat / Partielle Differentialgieichungen: Elliptische Randwert-
aufgaben, parabolische Anfangsrandwertaufgaben, Diffe-
renzenmethode, Methode der finiten Elemente

E B. G. Teubner Stuttgart




Initial Boundary Value Problems
in Mathematical Physics

By Prof. Dr. Dr. h. c. Rolf Leis, University of Bonn

1986. VIlI, 266 pages. 16,2 x 22,9 cm.
(Coproduction Wiley-Teubner)
ISBN 3-519-02102-1 Bound DM 62,—

This book serves as an introduction both to classical
scattering theory and to the time-dependent theory of linear
equations in mathematical physics. Hilbert space methods
are used to develop the latter theory in such a way that the
asymptotic behaviour of large time can be discussed;
among other topics discussed are the proof of the existence
of wave operators, some of the special equations of
mathematical physics (Maxwell equations, the linear
equations of elasticity and thermoelasticity, and the plate
equation), exterior boundary value problems, radiation
conditions, and limiting absorption principles.

The background knowledge required for a full understanding
of the concepts discussed here is presented in the second
chapter; there is also an extensive reference list, which
enables readers to increase their familiarity with topics
which are not central to the subject under discussion.

The material in this book is drawn from courses given by
Professor Leis in the Federal Republic of Germany, and in
Great Britain where he was a visiting professor. These
courses were given to graduate students of mathematics
and physics, and it is for these people in particular that the
book is intended, although it will also prove useful to their
teachers, and to those carrying out detailed research in the
field.

Contents

Introduction / Linear operators / The wave equation / The
spectrum of A and boundary value problems / The free
space problem for the wave equation / The wave equation
continued: time-asymptotic behaviour of the solutions /
Linear acoustics / Maxwell’s equations / Linear acoustics
and Maxwell's equations continued / A Schrédinger equa-
tion / Linear elasticity / The plate equation / Linear thermo-
elasticity; Appendix; References; Notation; Index

E B. G. Teubner Stuttgart




Teubner-Ingenieurmathematik

Burg/Haf/Wille

Hoéhere Mathematik fiir Ingenieure

Band 1: Analysis

717 Seiten. DM 44,—

Band 2: Lineare Algebra

ca. 280 Seiten. ca. DM 38,—

Band 3: Gewohnliche Differentialgleichungen, Distributionen,
Integraltransformationen

394 Seiten. DM 38,—

Band 4: Vektoranalysis und Funktionentheorie
ca. 280 Seiten. ca. DM 38,—

Dorninger/Miiller

Allgemeine Algebra und Anwendungen
324 Seiten. DM 48,—

v. Finckenstein
Grundkurs Mathematik fiir Ingenieure
448 Seiten. DM 42,—

Heuser/Wolf
Algebra, Funktionalanalysis und Codierung
168 Seiten. DM 34,—

Kamke

Differentialgleichungen

Lésungsmethoden und Lésungen

Band 1: Gewdhnliche Differentialgleichungen

694 Seiten. DM 78,—

Band 2: Partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir eine gesuchte Funktion

265 Seiten. DM 58,—

Krabs

Einfiihrung in die lineare und nichtlineare
Optimierung fiir Ingenieure

232 Seiten. DM 36,—

Schwarz

Numerische Mathematik
496 Seiten. DM 46,—

B. G. Teubner Stuttgart E
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1986

Neuerscheinungen
Mathematik

Lothar Afflerbach/Jirgen Lehn

Zufallszahlen und Simulationen

1986. 128 Seiten. 16,2x 23,5 cm.
Kart. DM 42,—

Bruno Buchberger u. a.

Rechnerorientierte Verfahren

1986. 281 Seiten. 16,2X23,5 cm.
{Mathematische Methoden in der Technik,
Bd. 4) Kart. DM 48,—

Klemens Burg/Herbert Haf/
Friedrich Wille

Hohere Mathematik fiir Ingenieure
Bd. 1: Analysis. 1985. XV, 717 Seiten mit

209 Bildern, zahlreichen Beispielen und 219

Ubungen. 16,2x22,9 cm. Kart. DM 44,—

Bd. 2: Lineare Algebra. 1987. ca. 280 Seiten

mit Anwendungsbeispielen, 37 Bildern und
52 Aufgaben. Kart. ca. DM 38,—

Bd. 3: Gewohnliche Differentialgleichungen,

Distributionen, Integraltransformationen.
1985. 394 Seiten mit 91 Bildern, zahlreichen
Beispielen und 66 Ubungen, 16,2X22,9 cm.
Kart. DM 38,—

Bd. 4: Vektoranalysis und Funktionen-
theorie. 1987. ca. 280 Seiten mit Bildern,
Anwendungsbeispielen und Aufgaben.
16,2%22,9 cm. Kart. ca. DM 38,—

Carlo Cercignani (Ed.)

Proceedings of the Fifteenth
International Symposium on

Rarefied Gas Dynamics
June 16—20, 1986 Grado/Italy

Vol. I: 1986. ca. 800 Seiten. 16,2X 23,5 cm.
Kart. ca. DM 98,—

Vol. I1: 1986. ca. 800 Seiten. 16,2x23,5 cm.
Kart. ca. DM 98,—

Karl Graf Finck von Finckenstein

Harro Heuser/Hellmuth Wolf

Algebra, Funktionalanalysis und
Codierung
Eine Einflihrung fir Ingenieure

1986. 168 Seiten mit 48 Bildern und 205
Beispielen. 16,2x22,9 cm. Kart. DM 34,—

Rolf Leis

Initial Boundary Value Problems
in Mathematical Physics

1986. VIII, 266 Seiten. 15,2%22,9 cm.
(In englischer Sprache)

Koprod. mit Wiley, Chichester.
Geb. DM 62,—

Frank Natterer

The Mathematics of Computerized
Tomography

1986. ca. 300 Seiten. 15,2x22,9 cm.

(In englischer Sprache)

Koprod. mit Wiley, Chichester.
Geb. ca. DM 70,—

Hans-Rudolf Schwarz

Numerische Mathematik

1986. 496 Seiten mit 88 Bildern, 131 Bei-
spielen und 94 Aufgaben. 16,2x 22,9 cm.
Kart. DM 46,—

Kurt Wolfsdorf
Versicherungsmathematik

Teil 1: Personenversicherung

1986. X1V, 477 Seiten mit zahlreichen Bil-
dern, Tabellen und Aufgaben.

13,7% 20,5 cm. (Teubner Studienbiicher)
Kart. DM 38,—

Teil 2: Theoretische Grundlagen
In Vorbereitung

Grundkurs Mathematik fiir Ingenieure

1986. ca. 440 Seiten. 16,2X22,9 cm.
Kart. ca. DM 37,—

Wolfgang Hackbusch
Theorie und Numerik elliptischer
Differentialgleichungen

1986. ca. 300 Seiten. 13,7x20,5 cm.
(Teubner Studienbicher) Kart. ca. DM 38,—
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