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Einige neuere Entwicklungen
in der Theorie der Funktionenriume

H. Triebel, Jena

1 Einleitung

In den Jahren 1935 bis 1938 publizierte S. L. Sobolev drei Arbeiten
(58, 59, 601, die zusammen mit seinem Buch [61] den Grundstein fiir die
Theorie der Sobolev-Ridume W'; legten; k=0,1,2,...und 1 <p <eoo. In der
Folgezeit setzte eine iiberaus stiirmische Entwicklung ein, die bis zum heutigen
Tage anhilt. Es entstanden Tausende von Arbeiten und mehrere Dutzend Biicher
zu diesem Gegenstand. Eine auch nur skizzenhafte Beschreibung in voller Breite
ist kaum moglich. Vielmehr sind wir nur am Kernland dieser Theorie (oder was
wir dafiir halten) im engsten Sinne des Wortes interessiert. Wir beschrianken uns
auf Funktionenriume (genauer: Riume von Funktionen und Distributionen),
die auf dem n-dimensionalen euklidischen Raum R, und verwandten Strukturen
wie vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit beschrinkter Geometrie
und Lie-Gruppen definiert sind. In technischen Termini ausgedriickt sind die
Riume W‘; nicht-homogen, isotrop und ohne Gewichte*). Alle Rdume in dieser
Arbeit sind von dieser Art. Mit anderen Worten, homogene Riume, anisotrope
Riume, Riume mit dominierenden gemischten Glattheitseigenschaften, gewich-
tete Riume, Riume vom Sobolev-Orlicz-Typ, aber auch Rdume auf Gebieten
des R, werden nicht untersucht. Ausfithrungen liber einige Typen der hier aus-
gesparten Riume findet man in [37, 38, 56].

Bis Anfang der 60er Jahre entstanden eine Reihe von Funktionenrdumen,
die fir unsere Zwecke von Bedeutung sind: Holder-Zygmund-R4dume, Bessel-
Potential-Rdume (mit den Sobolev-Rdumen als Spezialfall), Besov-Lipschitz-
Riume, Hardy-Riume und der Raum BMO. Abschnitt 2 dieser Arbeit enthilt
eine Beschreibung dieser Rdume, einschliefSlich der notwendigen historischen
Beziige. Anfang der 60er Jahre war damit eine Situation entstanden, die durch
eine Vielzahl anscheinend sehr unterschiedlicher Funktionenrdume gekennzeich-
net war (auch bei der uns auferlegten engsten Begrenzung des Gegenstandes).

*) Ein auf R,, definierter Funktionenraum heifit homogen, falls es eine reelle Zahl « gibt,
so daf || f(A -)|l = A¥||f]| fiir alle Elemente f dieses Raumes und alle A > 0 gilt. Hierbei ist || - ||
die zugehorige Norm oder Quasi-Norm. Ein auf R, definierter Funktionenraum heif8t isotrop,
falls alle Richtungen im R, gleichberechtigt in die entsprechende Definition eingehen.
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Ordnende Prinzipien waren gefragt. Ein erster grofer Erfolg gelang in den 60er
Jahren mit Hilfe der abstrakten Interpolationstheorie (reelle und komplexe
Methode). Es zeigt sich, daft man einige der komplizierter-aussehenden Riume
durch Interpolation aus einfacher-aussehenden Riumen gewinnen konnte. Im
Abschnitt 3 geben wir eine skizzenhafte Beschreibung einiger Resultate hierzu.
Abschnitt 4 ist dem Fourier-analytischem Zugang gewidmet. Diese Methode ent-
stand Ende der 60er und Anfang der 70er Jahre und fithrte bis 1975 zur Heraus-
bildung der beiden Skalen B} j und F} , in voller Allgemeinheit, basierend auf
einem einheitlichen Konstruktionsprinzip. Alle oben genannten Riume sind
hierin enthalten. Neben vielen Vorteilen hat die Fourier-analytische Methode
aber auch einen wesentlichen Nachteil: Sie verwischt den lokalen Charakter vie-
ler Funktionenrdume bis zur Unkenntlichkeit. Eine befriedigende Behebung die-
ses Defektes gelang in systematischer Weise erst in jiingster Zeit (auf Fourier-
analytischer Grundlage). Wir geben im Abschnitt 5 einen Einblick in diesen Teil
der Theorie. Auf dieser Grundlage war es nunmehr moglich, die Skalen B}, q und
F3}, g auch auf andere Strukturen auszudehnen, auf vollstindige Riemannsche
Mannigfaltigkeiten mit beschrankter Geometrie (Abschnitt 6) und auf Lie-Grup-
pen (Abschnitt 7). Die Resultate der Abschnitte S bis 7 sind erst in den letzten
Monaten entstanden und einige Ergebnisse (insbesondere aus Abschnitt 7) wer-
den hier erstmals publiziert.

Wir betrachten die Theorie der Funktionenrdume als eigenstindigen
Gegenstand und gehen auf die zahlreichen Anwendungen, die diese Theorie
gefunden hat, nicht ein.

2 Konstruktive Methoden

In diesem Abschnitt beschreiben wir jene klassischen Funktionenriume,
die fiir uns von Interesse sind. Wir folgen hierbei im wesentlichen [71,2.2.1, 2.2.2].
Alle Rdume sind iiber dem reellen n-dimensionalen Raum R,, definiert, so da®
wir ,,R,“ weglassen kdnnen, ohne Verwechslungen befiirchten zu miissen. Wir
erinnern an einige grundlegende Begriffe. Es sei

(D NfILll = o) PAx)'?  fiir 0 <p < oo
Rn

und

2) [If]1L |l = ess sup |f(x)|.
X € Ry

Die Rdume L, mit 0 <p < e haben dann die iibliche Bedeutung: Es sind die
Quasi-Banach-Rdume (Banach-Riume fiir p = 1) aller komplex-wertigen
Lebesgue-mefibaren Funktionen im R,, so daf3 (1) bzw. (2) endlich ist. Wir
erinnern, dafs ein Quasi-Banach-Raum alle Eigenschaften eines Banach-Raumes
hat (insbesondere vollstindig ist) mit Ausnahme der Dreiecksungleichung fiir
Normen, die durch die allgemeinere Ungleichung

(3)  lla+bli<c(lall +Ibl)

fir Quasi-Normen zu ersetzen ist. Hierbei ist ¢ = 1 eine Konstante, die von der
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Auswahl der Elemente a und b aus dem betreffenden Raum unabhingig ist.
Typische Beispiele fiir Quasi-Normen, die keine Normen sind, werden durch (1)
mit 0 <p <1 gegeben. Es sei C der Raum aller komplex-wertigen beschrinkten
gleichmifig-stetigen Funktionen in R;, durch (2) normiert. Ist m eine natiirliche
Zahl, so setzen wir

4 Cm ={f|D*f € C fur |a| <m},
wobei wir die iibliche Kurzschreibweise fiir Ableitungen D*=9'*!/ax{! . . . axir
n
mit a = (ay, . . ., &) Multi-index und |a|= ¥, o; benutzen. Schlieflich zdhlen
i=1

wir auch die Holder-Riume C®* mit 0 <s # ganz zu jenen Rdumen, die im Vor-

feld der beabsichtigten kleinen Geschichtsschreibung liegen: Ist 0 <s <1, so

setzen wir

[f(x) — f(y)|
Ix—yF

wobei das Supremum iiber alle x € R, und y € R, mit x # y zu bilden ist. Ist s

eine reelle Zahl, so setzen wir wie iiblich

(6) s=[s] +{s} =[s]”+{s}",

wobei [s] und [s]~ ganz sind, sowie 0 <{s} <1und 0 <{s}*<1gilt. Ist 0 <s+#
ganz, so sind die Holder-Raume C® definiert durch

M c={fecs ficr=1fic+ ¥ peficl) < o).

lal = [s]

(&  IfICH = lIfILall + sup

B

Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir jetzt zu jenen Rdumen, die im
eigentlichen Sinne fiir uns von Interesse sind.

2.1 Holder-Zygmund-Riume

Wir fiilhren Differenzen erster und héherer Ordnung fiir Funktionen im

R, ein:

(®)  AM()=f(x+h)—f(x), AR=Ar 'Aj, XER,, hER,,
£=2,3,... .Ists >0, so setzen wir

(9 ce={fifeCt, |ifictil = If|Ctel ||

+ X sup [h[" Y| AZD | L., || < oo}
lal=[s]” 0#* hERy
(Holder-Zygmund-Raume). Die wesentliche Erkenntnis, daf es hiufig besser ist,
zweite (und hohere) Differenzen von Funktionen zu betrachten, statt Ableitun-
gen, kombiniert mit ersten Differenzen, geht auf A. Zygmund [77] zuriick. Es gilt

(10) C*=cC* fur 0 <s# ganz,

und C* # C*fiir 0 <'s = ganz. Wihlt man als Giitekriterium die Niitzlichkeit eines
Raumes bei der Behandlung partieller Differentialoperatoren, so sind die Riume
C*mit s > 0 (insbesondere also C* mit 0 <'s # ganz) gut und die Riume C° mit
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0 <'s = ganz schlecht. Das Verdienst von A. Zygmund besteht also u. a. darin,
die einfachen aber schlechten Rdume C® mit 0 <s = ganz (sofern man das obige
Kriterium akzeptiert) durch die besseren Rdume C*ersetzt zu haben.

2.2 Sobolev-Riume

Ableitungen sind ab jetzt stets im Sinne der Theorie der Distributionen
zu verstehen. Ist m eine natiirliche Zahl und ist 1 <p <o, so0 setzen wir
(11 wp={fID*fel,fir le|<m}, [fIWg]= Y ID*fIL,ll,

jel< m

(Sobolev-Raume). Wie bereits gesagt wurde, gehen diese Raume auf S. L. Sobolev
zuriick [58, 59, 60]. Insbesondere nach Erscheinen des Buches [61] im Jahre
1950 16sten diese Rdume eine stiirmische Entwicklung aus, die u. a. auch dadurch
bedingt war, daf sich diese Rdume als iiberaus niitzlich zur Behandlung partieller
Differentialoperatoren erwiesen (ein Aspekt, auf den wir hier nicht eingehen
konnen).

2.3 Besov-Lipschitz-Riume

Vergleicht man die kontinuierliche Skala C*, s > 0, mit der diskreten
Skala W, m=0, 1, 2, ... (bei fixiertem p, 1 <p <eo,und L, = W), so dringt
sich die Frage nach Riumen W, 0 <s #* ganz, auf. Es hat im wesentlichen 2
erfolgreiche Versuche gegeben, die ,,Liicken*‘ zwischen den Sobolev-Rdumen
L,, Wi, W2, .. . zu fiillen. Der eine Ansatz fiihrte schlieflich zu den Besov-Lip-
schitz-Rdumen und der andere Ansatz zu den Bessel-Potential-Rdumen, die wir
im nichsten Unterabschnitt behandeln. Ende der SOer Jahre wurden durch
N. Aronszajn [2], L. N. Slobodeckij [57] und E. Gagliardo [24] Riaume vom Typ
W3 mit 1 <p <eo, 0 <s # ganz, eingefiihrt. Andererseits hatte S. M. Nikol’skij
[45] bereits 1951 Riume beschrieben, die ebenfalls geeignet waren, die Liicken
zwischen den Sobolev-Riumen zu schlieffen. Die Vereinigung dieser z. T. sehr
unterschiedlichen Ansitze mit der Idee von Zygmund, hohere Differenzen zu
benutzen, fiihrte dann O. V. Besov [7, 8] 1959 zur Definition der Radume Aj .
Die Riaume von Aronszajn-Slobodeckij-Gagliardo einerseits und von Nikol’skij
andererseits waren hierin als Spezialfille enthalten, ndmlich als Wi = A}, o,
s # ganz, bzw. als A} ... Wir erinnern an die Zerlegung (6). Sind s > 0,
1 <p<oound 1 < q <o, s0 setzen wir

(12)  Ajq=(FIFEWET,IFIAS, oIl = NEIWET |

dh \!/a
+ ¥ | f e azpefiL e —

~] <ol
lal=[s]” \Rp |hi

Sind s> 0, 1 <p <eoeund q = oo, so setzen wir

(13) Ay« = {EIFEWET, IFIAG Il = IEIWED |
+ ¥ sup Ih|~ {1 AZDFIL, Il < oo}
€ n

lal=(s]” 0*h
(Besov-Lipschitz-Riume). Im Vergleich zu (9) haben wir die beiden dortigen
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Normen vom L..-Typ zerlegt in zwei Normen von Ly- und L;-Typ. Ansonsten
ist die Analogie deutlich zu sehen.

2.4 Bessel-Potential-Raume

Die andere Methode, die Liicken zwischen den Sobolev-Riumen
L,, W, W2, . . . zu fiillen, kann als Vorldufer der Fourier-analytischen Methode
angesehen werden und geht auf N. Aronszajn, K. T. Smith [3] und A. P. Calderdn
[14] zuriick. S sei der Schwartz-Raum der komplex-wertigen rasch fallenden belie-
big oft differenzierbaren Funktionen im R,. Der zugehorige duale Raum der tem-
perierten Distributionen wird mit S’ bezeichnet. Die Fourier-Transformation F
ist auf S durch
(14)  Ffx)=Qm) ™ [ e ™f(§)d§, xER,,

RI’l
n

definiert, wobei x§ = Y, x;§; das Skalarprodukt im R, ist. Die inverse Fourier-

ji=1
Transformation F~! ist durch (14) mit ix¢ statt —ix¢ gegeben. Nach bekannten
n a2
Prozeduren kénnen F und F~! von S auf S’ ausgedehnt werden. A = —Z-)x-2
i=1 j
sei der Laplace-Operator im R, und E sei der Einheitsoperator. Ist k eine reelle
Zahl, so gilt

(15 Lf=(E-A)*f=F![(1+|£*)*Ff], fE€S".
Ist —,o <s <ooundist 1 <p <oo, 5o setzen wir

(16) Hy={fIf€S/, IfIHll = ILf| Lyl <eo}
(Bessel-Potential-Riume). Es gilt

(17) Hy=W; firl <p<e undO0<s-=ganz.

Die Bessel-Potential-Rdume enthalten die Sobolev-Rdume als Spezialfille, im
Gegensatz zu den Besov-Lipschitz-Riumen: Ist 1 <p <oo, p % 2 und 0 <s=ganz,
so ist W5, mit keinem der Rdume Aj 4,k >0, 1 < p <o, 1 < q <oo, identisch

(im mengentheoretischen Sinne).

2.5 Eigenschaften der Riume C*, A}  und Hj

All diese Rdume mit den oben angegebenen Grenzen fiir die jeweiligen
Parameter sind Banach-Riume. Nach (17) sind die Sobolev-Riume spezielle
Bessel-Potential-Riume. Systematische Darstellungen der Theorie dieser Riume
wurden in [9, 46, 68] gegeben, einschliefilich Anwendungen auf Approximations-
theorie, Fourier-Analysis und partielle Differentialoperatoren. Ferner verweisen
wir auf [1, 38, 41, 42, 61, 62, 64]. In diesen Biichern werden einige Aspekte der
Theorie der obigen Rdume unter verschiedenen Blickwinkeln untersucht. Es ist
nicht Anliegen dieser Arbeit, Eigenschaften der obigen Rdume im Detail zu dis-
kutieren. Aber wir mochten wenigstens einige Stichworte nennen. Aquivalente
Normen auf einem gegebenen Raum werden als nicht wesentlich verschieden
angesehen. Das fiihrt zu einer umfangreichen Theorie dquivalenter Normen. (17)
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ist ein Beispiel hierfiir. Verallgemeinerung von (15), (17) fiihrt fiir alle Raumklas-
sen zu folgender Lifteigenschaft:

(18) LHS=HS"*, k€R, sER, 1<p<oo
(19) LAY =AY, s>0, s—k>0, 1<p<e, 1<q<oo
(20) IC5=C"% s>0, s—k>0.

>

Die Beweise von (17) bis (20) beruhen darauf, daf} die diesbeziiglichen Riume
hinreichend viele Fouriersche Multiplikatoren besitzen. Neben Fourierschen
Multiplikatoren spielen punktweise Multiplikatoren eine wesentliche Rolle, also
die Frage fiir welche Funktionen g die lineare Abbildung f - gf ein stetiger
Operator von, sagen wir, Aj g in sich ist. Weitere zentrale Gegenstinde sind Ein-
bettungssédtze (auch zwischen verschiedenen Raumklassen) und Spuren auf
Hyperebenen. Ferner gibt es umfangreiche Untersuchungen entsprechender Raum-
klassen, die auf Gebieten des R,, definiert sind. Diese Riume haben sich als niitz-
lich erwiesen in der Approximationstheorie, in der Fourier-Analysis, zur Unter-
suchung von Rand- und Rand-Anfangswertproblemen fiir partielle Differential-
gleichungen und fiir viele andere Fragen der Analysis. Wir verweisen auf die oben
angegebene Literatur.

2.6 Hardy-Riaume, der Raum bmo

Die bisher betrachteten Rdume sind Banach-Riume. Fiir unsere Zwecke
ist es aber wichtig, die obigen Rdume durch die Hardy-Rdume h, mit 0 <p <eo
zu erginzen, die fiir 0 < p < 1 Quasi-Banach-Riume, aber keine Banach-Riume
sind. Die Hardy-Rdume haben eine lange Geschichte, die mit der Untersuchung
von Randwerten holomorpher Funktionen im Einheitskreis beginnt. Uns interes-
siert aber mehr die n-dimensionale reelle Version dieser Ridume, die auf E. M.
Stein und G. Weiss [63] aus dem Jahre 1960 zuriickgeht. (Ausfithrungen zur
Theorie der Hardy-Ridume holomorpher Funktionen findet man in [34].) Eine
endgiiltige Loslosung der Hardy-Raume von holomorphen und harmonischen
Funktionen gelang 1972 C. Fefferman und E. M. Stein [17]. Wir geben eine
Beschreibung dieser Rdume, wobei wir allerdings die nichthomogene Variante
bevorzugen (im Gegensatz zu den genannten Arbeiten), man vergleiche hierzu
auch [27, 28]. Es sei p(x) eine Test-Funktion im R, (d. h. eine beliebig oft dif-
ferenzierbare Funktion im R, mit kompaktem Triger) mit ¢(0) = 1. Es sei

21)  o(tD)f(x) = (2m) ™2 | e*Ep(tH)Ff(§)dE, t>0, x€E€R,.
Rn
Bei geeigneter Interpretation ist (21) fiir jede Distribution f € S’ sinnvoll, und der

Satz von Paley-Wiener-Schwartz zeigt, dafd ¢(tD)f(x) eine holomorphe Funktion
beziiglich x € R, ist. Ist 0 < p <o, 50 setzen wir

(22) hy={fifes, IIfIh,,II*°=|I0<Sl‘1121 le(tD) (- ) | [ Lpll < oo}

(nicht-homogene Hardy-Rdume), wobei gefragt wird, ob <sup< lp(tD) f(x) |
0<t 1

als Funktion von x zu L, geh6rt. Die Riume h,, sind von der Wahl von ¢ unab-
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hingig. Es sind Quasi-Banach-Réume. Fiir 1 <p <eogilt hy = L,,. SchlieBlich
erwihnen wir noch die nicht-homogene Version bmo des Raumes BMO der
Funktionen von beschrinkter mittlerer Schwankung. Der Raum BMO wurde
1961 von F. John und L. Nirenberg [30] eingefiihrt und erhielt 1971 durch

C. Fefferman [16] neue Aktualitit. Ist f(x) lokal Lebesgue-integrierbar und ist Q
ein beliebiger Wiirfel im R,,, so ist

(23) fo=1QI™ | f(x)dx
Q

der zugehorige Mittelwert. Wir setzen

(24) bmo = {f|f lokal Lebesgue-integrierbar,
Ifibmoll= sup Q™! | If(x) —foldx+ sup [Q|™* | |f(x)|dx <eo}.
IQI<1 Q 1QI> 1 Q

3 Die Methode der Interpolation

Es ist unser Hauptziel, die Fourier-analytische Methode zu entwickeln,
die erlaubt, die konkreten Rdume aus Abschnitt 2 in die allgemeineren Skalen
B}, q und F} 4 einzubetten. Das geschieht im nachfolgenden Abschnitt 4. Etwas
abseits von diesem Hauptweg mochten wir aber die Interpolationsmethode
wenigstens kurz erwihnen, aus Griinden der Vollstindigkeit und der geschicht-
lichen Entwicklung, aber auch weil an einer spéteren Stelle die Skala B} auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten und Lie-Gruppen aus der Skala F}, , durch
reelle Interpolation gewonnen wird. Aus diesem Grund geben wir im Unter-
abschnitt 3.2 eine Beschreibung der reellen Interpolationsmethode fiir Quasi-
Banach-Riume. Im Moment setzen wir aber voraus, daf® der Leser mit der
abstrakten Interpolationstheorie vertraut ist (anderenfalls kann er zumindest
Unterabschnitt 3.1 einfach iiberspringen). Die abstrakte Interpolationstheorie
fiir Banach-Rdume entstand Anfang der 60er Jahre durch J.-L. Lions, A. P.
Calderon, S. G. Krejn, J. Peetre u. a. Zusammenfassende Darstellungen findet
man in [6, 36, 68]. Fiir Anwendungen sind insbesondere die reelle Methode
(+,)o,qmit 0 <® <1, 1 <q< e und die komplexe Methode [ -, - ]o mit
0 <0< 1 von Interesse.

3.1 Interpolation von Funktionenriumen

Alle Bezeichnungen haben die gleiche Bedeutung wie im vorhergehenden
Abschnitt 2.

Satz 1. (i) Ist m eine natiirliche Zahl und ist 0 < © < 1, so gilt
(25) (C,C™),. = CO™.

(ii) Es seien 1 <p <oound 1 < q < oo, Es sei m eine ganze Zahl. Ist
0<0<1,sogilt

(26)  (Lp, W5)e,q = Apq-
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(iii) Es seien 1 <p < oo, —0 <5, <5, <0, 0<O<1unds=(1-0)s,
+ Bs,. Dann gilt

(7 [HY,HZlo = H.

Bemerkung 1. (25) und (26) zeigen, dal man die anscheinend kompli-
zierteren Holder-Zygmund-Réume C*und Besov-Lipschitz-Rdume A} ; aus den
einfacheren Riumen C™ und W} auf der Grundlage abstrakter Konstruktionen
gewinnen kann. Setzt man in (27) s, = 0 und 0 <s, = m = ganz, so folgt aus (17)

[L,, Wile = HP™.

Mit anderen Worten, die Bessel-Potential-Rdume Hf mit 1 <p <oounds>0
erhilt man aus den Sobolev-Riumen durch komplexe Interpolation. Zusammen

1 1
mit der Dualititsaussage (Hf,)' =Hp*mits >0, 1 <p <oound E + -p—,— =] erhilt

man hieraus alle Bessel-Potential-Rdume. Die Interpolationsmethoden erweisen
sich also als Ordnungsprinzip. Sie zeigen, da die oben besprochenen Riume in
natiirlicher Weise zusammenhingen. In [68] haben wir eine systematische Dar-
stellung der Interpolationstheorie fiir Funktionenriume gegeben. Wir verweisen
auch auf [6].

3.2 Reelle Interpolation

Wie angekiindigt, geben wir eine kurze Beschreibung der reellen Methode.
Agund A, seien zwei Quasi-Banach-Riume, die linear und stetig in einen gemein-
samen linearen Hausdorff-Raum A eingebettet sind. (Wie immer in dieser Arbeit
sind alle Rdume komplex.) Insbesondere ist dann

AgtA ={ala€A,Fa,€EA,,Ta, EA; mita=a,+2a,}
sinnvoll. Fiir jedes t > 0 wird A, + A, zu einem Quasi-Banach-Raum, sofern man
K(t, a) = inf (llag| Aoll + tlla; A,

als Quasi-Norm wihlt, wobei das Infimum iiber alle Darstellungen a = a, + a; mit
3y € Ay, 3; € A, zu bilden ist. K(t, a) ist das Peetre-Funktional. Ist 0 <© < 1
und ist 0 < q < oo, so wird

(Ao, Ayde,q= {ala €Ay + Ay, ll2|(Ag, Arde,qll
1

o q
={ | t®Ka(t, a) dt < oo}
t
)

und  (Ag,Ape,-={ala€Ag+ Ay, llal(Ag, Aye,=ll = sup t™®K(t, a)}
gesetzt. Das ist die reelle Interpolationsmethode fiir Quasi-Banach-Riume, die

in dieser Form auf J. Peetre zuriickgeht. Wir verweisen auf [6, 68], wo man
weitere Literaturangaben findet.
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4 Die Fourier-analytische Methode

4.1 Definitionen
Es sei p(§) € S mit

1
(28) suppepC {El§< 18] <2}
und .
(29) Y w27 =1 fir0#¢ER,.
j = —o00
Es ist leicht zu sehen, daf} es Funktionen ¢ mit den Eigenschaften (28), (29) gibt.
Wir setzen -
(30) @) =27 furj=1,2,3,... undgy®)=1- Y 27§
j=1
fiir £ € R,,. Dann hat auch ¢, einen kompakten Triger. In Analogie zu (21) defi-
nieren wir
B gD(x)=2m)~™2 | e*p(§)Ff(5)dE, x ER,,
Rl’l
j=0,1,2,...und f €S'. Dann sind ¢;(D)f(x) holomorphe Funktionen beziig-
lich x € R,,. Mit anderen Worten,

f=

j
ist eine Zerlegung von f € S’ in holomorphe Teile. Die Glattheit von f wollen wir
durch das Verhalten der holomorphen Funktionen ;(D)f(x) beziiglich x und j
messen. Einen Hinweis iiber die Art des Vorgehens erhilt man durch einen Satz
vom Paley-Littlewood-Typ, wonach

¢ (D)f
0

"M s

B2 Y M) VL I ~IfILyll, 1<p<eo,
ji=0

(4quivalente Normen) gilt, f € L,,. Multiplikatortheoreme, (18) mit k = s und (32),

filhren dann rasch zu

(33) NICY 125D ) ) 2L, Il ~ IfIHpll, sER;, 1<p<ee.
i=o0

Man kann nun fragen, ob Ansitze sinnvoll sind in denen man die 2,-Norm auf der
linken Seite von (33) durch eine £,-Norm ersetzt. Ferner kdnnte man versuchen,
in einem derartigen Ausdruck die Rollen von £, und L, zu vertauschen. Hierfiir
spricht die groflere Einfachheit der so entstehenden Normen. Es zeigt sich, dafl
diese Konstruktionen sinnvoll sind. Die eigentliche Uberraschung besteht aber
darin, daf® man diese Ansétze sogar auf Werte p und/oder q ausdehnen kann, die
kleiner als 1 sind.

Definition 1. Es sei ¢ die obige Funktion. Ferner seien —o0 < s < oo ynd
0<q<oo,
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(i) Es sei 0 < p < oo, Dann setzen wir
(34) B = {fIfES, IIfIB} ll*=( > 2js°‘|l&.¢>5(D)f|L,,II“)I/q < oo}
j=o

(mit der tiblichen Modifikation, falls q = o ist).
(ii) Es sei 0 < p < o0, Dann setzen wir

(35)  Fp q={fIfES, IfIF} gl*=I( X [25%(D)(-) 1)L, < o0}
i=o

(mit der iiblichen Modifikation, falls q = o ist).

Bemerkung 2. Die erste Frage, die man stellen wird, ist, ob B} ; und
F3, q unabhingig von der Wahl von ¢ sind. Ferner sind die Beziehungen dieser
Réume zu den Raumen aus Abschnitt 2 von Interesse. Daf eine solche Frage
nicht sinnlos ist, zeigen die Betrachtungen vor der obigen Definition.

Bemerkung 3. Die Rdume B}, 4 in der obigen Form wurden von J. Peetre
[47, 48] eingefiihrt, in der ersten Arbeit fiir p = 1 und in der zweiten Arbeit fiir
0 <p < 1. Der grofle zeitliche Abstand zeigt aber auch die Schwierigkeiten, die
mit einer Ausdehnung dieser Theorie vom Banach-Raum-Fall, d. h. p > 1, auf
den Quasi-Banach-Raum-Fall, d. h. p < 1, verbunden waren (die Grofie von q
bei der Kldrung dieser Fragen fiir die Rdume Bj g ist sekundir, im Gegensatz
zu den Rdumen F}, ). Die Rdume F},  mit 1 <p <eo, 1 < q <o wurden von
P. I. Lizorkin [39] und dem Autor [67] eingefiihrt. Die Ausdehnung auf die
obigen Werte p und q geht auf J. Peetre [49] zuriick. In [71] haben wir eine
Darstellung der Theorie dieser Riume gegeben, die etwa dem Stand im Jahre
1981 entspricht. Ferner verweisen wir in diesem Zusammenhang auf die Biicher
[6, 50, 68, 69, 70]. In der Zwischenzeit sind einige wesentliche Verbesserungen
von Resultaten aus [ 71] erzielt worden, und es wurden einige offene Probleme
aus [71] gelost. Wir verweisen in diesem Zusammenhang insbesondere auf die
Arbeit von J. Franke [22]. Ferner haben sich in letzter Zeit einige neue Ent-
wicklungstendenzen ergeben. Es ist eines der wesentlichsten Anliegen dieser
Arbeit, diese neuen Tendenzen in den Abschnitten 5 bis 8 kurz zu beschreiben.

Bemerkung 4. Im Gegensatz zu den Rdumen B} ; haben wir bei der Defi-
nition der Rdume F} , den Wert p = o0 ausgeschlossen. In [71, 2.3.4] haben wir
eine Modifikation von (35) angegeben, die erlaubt, Rdume FZ, ; mit —o0 <5 <o,
1 < q <o, in sinnvoller Weise einzufithren. Wir verweisen in diesem Zusammen-
hang auch auf [70, 2.4.1], wo wir gezeigt haben, daf eine direkte Ausdehnung
von (35) auf p = oo nicht erfolgreich ist.

4.2 Eigenschaften
Wir beantworten die Fragen aus Bemerkung 2 in zwei Sidtzen.

Satz 2. (i) Es seien —o0 <5 <00, ) <p < o0, 0 < q <o Dann ist B} 4
ein Quasi-Banach-Raum (Banach-Raum, falls p 2 1, q 2 1). B} 4 ist unabhingig
von der Auswahl von .
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(ii) Es sei —o0 <§ < o0, 0 < p < oo, 0 < q< o0 Dann ist F},q ein Quasi-
Banach-Raum (Banach-Raum, falls p > 1, q = 1). F}_, ist unabhdngig von der
Auswahl von o.

Bemerkung §. Die Réume F% ; mit —o0 <s <o, 1 < q < oo, sind ebenfalls
Banach-Riume.

Satz 3. (i) Fiir s> O gilt
(36) C(C*=B%, .

(ii) Fiir s> 0,1 <p<oound 1 < q<oogilt
(37  A}q=B},.

(iii) Fiir —o <s <ooynd 1 <p < oogilt
(38) Hi=

(iv) Fiir 0 <p < oo st
(39) h,=F},.

Bemerkung 6. Dieser Satz zeigt, daf} die im Abschnitt 2 betrachteten kon-
kreten Rdume in den natiirlichen Grenzen ihrer Parameter in den beiden Skalen
{B},q} und {F} 4} enthalten sind. Der obige Satz wurde in [71, 2.5.6 bis 2.5.8]
bewiesen. Dort findet man auch weitere Literaturangaben, insbesondere verwei-
sen wir beziiglich (39) auch auf [10, 43]. (38) und (39) sind Theoreme vom Paley-
Littlewood-Typ, man vergleiche auch mit (32), (33). Nach (17) gelten diese Aus-
sagen insbesondere fiir die Sobolev-Raume Wi mit 1 <p <eounds=0,1,2,... .
In Bemerkung 4 hatten wir erwihnt, daf man nach passender Modifikation
Réume F%  mit —o0 <5 <o, | < q < oo, einfiihren kann. Es gilt der Paley-
Littlewood-Satz

(40) bmo=F2 ,,

wobei bmo der Raum aus 2.6 ist. Wir verweisen auf [71, 2.5.8] und die dortigen
Literaturangaben.

4.3 Aquivalente Quasi-Normen (Differenzen)

In [71] und in einigen nachfolgenden Arbeiten haben wir eine Vielzahl
dquivalenter Quasi-Normen in den Réumen B} , und F q betrachtet: Charak-
terisierungen mittels Ableitungen, D1fferenzen Mlttelblldungen von Ableitungen
und Differenzen, Spline-Funktionen, durch Approximationseigenschaften und

n+1 32
durch Spuren harmonischer Funktionen ( 5— = O) und temperierter Funk-
i=1 9%

9 n 9%
tionen =y 2 ) auf {x, + ; = 0}. Wir beschranken uns hier vorwiegend
0Xn + 1 ji=1 X

auf jene dquivalenten Qua31-Normen die fiir die nachfolgenden Abschnitte, ins-
besondere 6 und 7, von Interesse sind. (Wir verweisen aber auch auf Unterab-
schnitt 5.2, wo wir kurz auf harmonische und thermische Erweiterungen eingehen.)
Die Differenzen AR haben die gleiche Bedeutung wie in (8).
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1
Satz 4. (i) Es seien 0 < p < oo, 0<q<°°undn(—.-——l— 1) <s<m,
wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist min (p, 1)

dh \Y/a
(M)lmuwﬂ | W AR Lo n)
i< 1 |hl
(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in B} .

(ii) Es seien 0 < p < oo, 0 < q < oo uynd n/min (p, q) <s <m, wobei m
eine natiirliche Zahl ist. Dann ist

(42)  NfILpll +

dh \Ya
(I [h|7s9| AR f(-) (@ n)l%
Ihi< 1 |hi

(Modifikation fiir q = o) eine dquivalente Quasi-Norm in F§ 4.

Bemerkung 7. Dieser Satz wurde in [71, 2.5.10, 2.5.12] bewiesen. Dort
findet man auch weitere Literaturangaben. Aus (36) bis (38) folgt, dafl man fiir
die klassischen Raume C%, AS , und Hj eine Vielzahl dquivalenter Normen (41)
bzw. (42) hat. Derartige Aussagen sind seit langer Zeit gut bekannt. In [68, 71]
findet man zahlreiche Literaturangaben hierzu.

4.4 Aquivalente Quasi-Normen (Mittelwerte von Differenzen)

Es zeigt sich, daB (42) ein Analogon fiir die Rdume F} , auf vollstédndigen
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit beschrinkter Geometrie besitzt, nicht aber
(41). Die Situation verbessert sich entscheidend, wenn man die Differenzen AR
durch Mittelwerte von Differenzen ersetzt. Wir geben eine kurze Beschreibung,
wobei wir im Moment natiirlich nur an Riumen mit R, als Grundraum interes-
siert sind. Es sei d eine beliebig oft differenzierbare nicht-negative rotations-
invariante Funktion im R, mit d(0) > 0 und supp d C {y| ly| < 1}. Die Differen-
zen AP haben wiederum die gleiche Bedeutung wie in (8). Wir setzen

(43) D&(d, tHf(x) = | d)ARf(x)dh, xER,, t>0,
Rp
(Mittelwerte fiir Differenzen). Hierbei erinnert ,,e* an ,,euklidisch*.
Satz 5. (i) Es seien 0 < q <oound 0 <r <oo. Ferner seien 0 <p < oo

1
und n(——.———— - 1) < s <m, wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist
min (p, 1)
! dt\Ya
44) 1Ll + (I t=%9||DR(d, ) fILpll* T)
0

(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in B .
(ii) Es seien 0 < q < oo und 0 <r <oo. Ferner seien 0 <p <oound

1
n (—————- - 1) < s < m, wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist
min (p, q, 1)

(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in Fy, 4.

45)  NfiLyll +

p dt\'/a
(grmmm¢0ﬁ»w7)|y
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Bemerkung 8. Den Satz in der obigen Formulierung findet man in [76].
Die Grundlage ist aber Theorem 7 in [73], das eine Modifikation des Teils (ii) des
obigen Satzes darstellt. (Im Gegensatz zu [76] und zur obigen Formulierung
haben wir in [73] vorausgesetzt, daB Fd und nicht d selbst einen kompakten
Tréger hat. Dieser Unterschied ist aber unerheblich.)

4.5 Interpolation

Fir die Rdume B} , und F} ; kann man eine Interpolationstheorie ent-
wickeln. Wir verweisen auf [71, 2.4]. Wir beschriinken uns auf jene Interpola-
tionsformel, die wir spéter auf Riemannsche Mannigfaltigkeiten und Lie-Gruppen
ausdehnen: Es seien 0 <p <o, 0 < q < o0 und —o0 < 5y <, < oo, Dann gilt

(46) B 4=(B,,B% o, mits=(l—O)s,+Os,.

5 Die lokale-globale Methode

Die Fourier-analytische Methode aus dem vorhergehenden Abschnitt ist
ein méichtiges Instrument in der Theorie der Funktionenrdume. Man kann aber
auch einige kritische Anmerkungen machen. Die erste ist mit den Beweisen der
Aussagen aus den Sitzen 3 und 4 verbunden, wie man sie in [71] und den dort
verwendeten Arbeiten findet. Diese Beweise wurden stets mit sehr spezifischen
Argumenten gefiihrt, die zumindest auf den ersten Blick wenig mit Fourier-
Analysis zu tun haben. Um diesen Punkt etwas klarer zu machen, setzen wir
n =1 und fragen wann sich etwa Differenzen in der Form (31) darstellen lassen.
Es gilt

0i(D)f(x) = AR'f(x) mith=2"

fir p = (¢'* — 1)™. Es wire somit wiinschenswert, Darstellungen der Form (34),
(35) auf derartige Funktionen ¢ auszudehnen (bei festen Werten fiir p, q fiir
grofle Werte von s). In gleicher Weise kann man mit anderen Charakterisierungen
verfahren, etwa Charakterisierungen durch Spuren harmonischer oder temperier-
ter Funktionen im Ry , | auf n-dimensionalen Hyperebenen. Auch hier kann
man die wiinschenswerten Funktionen ¢ im Sinne von (31), (34), (35) rasch
angeben. Wir gehen hierauf in 5.2 kurz ein. Eine Ausdehnung von (3 1), (34),
(35) auf wesentlich allgemeinere Klassen von Funktionen p ist also wiinschens-
wert, etwa mit der Zielstellung, konkrete Charakterisierungen daraus durch
Spezialisierung zu erhalten. Ein grundlegender Schritt in diese Richtung wurde
in [71, 2.3.6] getan, der in [72] ausgebaut wurde. Eine systematische Unter-
suchung erfolgte aber erst in [73]. Bevor wir ein typisches Resultat formulie-
ren, gehen wir noch auf einen zweiten Mangel der Fourier-analytischen Methode
ein. Um Differenzen oder Ableitungen einer Funktion f(-) in einem Punkt x €R
zu bilden, bendtigt man nur die Kenntnis der Funktion f in einer Umgebung

von x. Nach Abschluf} dieser lokalen Prozedur stellt man die (globale) Frage, ob
das Resultat zu L, gehért, man vergleiche mit (9), (11), (12), (13), aber auch
(41), (42) und (44), (45). Die Fourier-analytische Methode verwischt diesen
Sachverhalt vollstindig: Um ¢;(D)(-) aus (31) im Punkt x zu berechnen, bens-

n
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tigt man die Kenntnis von f im ganzen R,,. Die Frage ist, ob man die Bildung
¢;(D)f(x) auf solche ¢ ausdehnen kann, da} p;(D)f lokal im obigen Sinne ist.
Hierzu miifite F~'p kompakten Triger haben, im Gegensatz zum urspriinglichen
Ansatz, wo ¢ selbst einen kompakten Triger hat. Eine positive Antwort auf diese
Frage ist implizit schon in [71, 2.3.6] und den vorangehenden Arbeiten enthal-
ten, obwohl diesem Punkt seinerzeit (zu Unrecht) keine grofie Aufmerksamkeit
geschenkt wurde. Eine Herausschilung dieses Sachverhalts erfolgte dann in

[73, 74] und wurde unabhingig hiervon auch von J. Franke [23] gefunden und
benutzt. Wir beschrinken uns hier auf die Formulierung zweier typischer Resul-
tate fiir die angeschnittenen Fragen.

5.1 Aquivalente Quasi-Normen (Allgemeiner Fall)

Wir formulieren einen typischen Satz aus [ 73], der zeigt, in welchem
Mafle man die Darstellung (31), (35) von F} 4 auf allgemeinere Funktionen ¢
ausdehnen kann. Es seien h(x) und H(x) zwei beliebig oft differenzierbare Funk-
tionen im R, mit

1
supph C {yllyl<?2}, suppHC {ylz<|y|<4},

h(x)=1 fiur|x|<1, H®X=1 fﬁr%< x| <2.
Wir verwenden die Schreibweise ¢(tD)(-) aus (21) fiir die Funktionen ¢ aus dem
nachfolgenden Satz. Aus den Bedingungen an ¢ und den Umformulierungen aus
[73, Corollary 3] (man vergleiche auch mit der nachfolgenden Bemerkung 9) folgt,
daB o(tD)f(-) zumindest fiir f € S erklirt ist. Eine Ausdehnung auf f € F} ,im
Sinne des nachfolgenden Satzes ist dann eine Angelegenheit von Limes-Prozedu-
ren, auf die wir hier nicht eingehen.

Satz 6. Es seien 0 <p < oo, 0 < q <oound —o= < s < oo, Es seien sy und
s, zwei reelle Zahlen mit

(47) sptn

min (p, q, 1) ‘) <s<s

1
und s, > n(min @D 1)
ferenzierbare komplex-wertige Funktionen im R, bzw. im R, — {0}, die den
Tauberschen Bedingungen

1
48) lgo(x)|>0 firlx|<2, le(x)I>0 ﬁir§<lxl<2
geniigen. Es seien a> n/min (p, q),
_, Y(2)h(2)
F 1
o g [l

(50 sup 270 Rf [(F~'(2™ HH) W1 + [y Pdy <eo

. Ferner seien py(x) und ¢(x) zwei beliebig oft dif-

)(Y)‘(l +ly Dy <ee,

m=1,2,...
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und

(51) sup 27m%0 [ [(F'go(2™ YHC)) (N (1 + [y )*dy <ee.
m=1,2,... Ry

Fiir jede Zahl r > 0 ist

p dt\va
52 oI+ (T st T L,
1]

(Modifikation fiir q = *0) eine dquivalente Quasi-Norm in Fj, .

Bemerkung 9. Dieser Satz stimmt im wesentlichen mit Theorem 1 in [73]
iiberein, im Gegensatz zu diesem Theorem haben wir aber p(tD)f mit 0 <t <r
statt p;(D)f aus (31) mitj=1, 2, 3, . . . verwendet. Diese Anderung vom Diskre-
ten (j=1, 2, 3,...) zum Kontinuierlichen (0 <t <r) ist unwesentlich und wurde
in [73] hiufig benutzt. Die Bedingungen (49) bis (51) sehen etwas unhandlich
aus, sind aber gerade in dieser Form sehr niitzlich. Andererseits ist es nicht
schwierig, (49) bis (51) durch etwas schwichere Bedingungen zu ersetzen, die

einfacher aussehen: m sei eine natiirliche Zahl mit m > — + a. Ferner seien

2
sy || <o,
(59 m=SEI2),... 27™0l[ (2™ YH(-) IWF | <eo
und
(55) _sup  2™0lgo(2m JH() WP <.

Ersetzt man (49) bis (51) durch (53) bis (55) und gelten die iibrigen Vorausset-
zungen des obigen Satzes, so ist (52) eine dquivalente Quasi-Norm in F}, 4.

Bemerkung 10. In [73] haben wir neben dem obigen Satz einige Modifika-
tionen hergeleitet, die in ihrer Gesamtheit erlauben, die bekannten iquivalenten
Quasi-Normen in F} , (ausgedriickt durch Differenzen, Ableitungen, harmonische
oder thermische Erweiterungen usw.) auf einheitliche Weise durch Spezialisierung
zu gewinnen. Fir die Rdume B}, , gibt es ganz analoge Sitze und somit auch ganz
analoge Moglichkeiten der Herleitung konkreter dquivalenter Quasi-Normen aus
einem einheitlichen Prinzip. Um einen Eindruck zu vermitteln, wihlen wir n = 1
und setzen

(56) @o(x)=1 und @(x)=(e*™—1)™, m natiirliche Zahl,
wobei u eine geeignete positive Zahl ist. Dann ist
(57)  @o(D)f=f und (tD)f=ARS.

Man kann dann die Bedingungen an s, und s, ausrechnen, damit (49) bis (51)
erfuillt sind, z. B. ist s, = 0 ausreichend, damit (51) gilt. Losgeldst von expliziten
Bedingungen an s, p, q erhilt man auf diese Weise dquivalente Quasi-Normen vom
Typ (41), (42). Diese Uberlegungen kann man auch auf den mehrdimensionalen
Fall ausdehnen. Hierzu ist aber eine Modifikation des obigen Satzes notwendig,
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wie sie in [73, Theorem 2] beschrieben wurde. Die dquivalenten Quasi-Normen
aus Satz 5 kann man ebenfalls durch Spezialisierung aus Satz 6 (und seinem
Gegenstiick fiir die Raume B}, ) herleiten. Hierzu hat man (56) durch

(58) ¢o(x)=1 und «p(x)=R]' d(h) (e — 1)™dh

zu ersetzen (n-dimensionaler Fall). Wir gehen nicht auf Einzelheiten ein und ver-
weisen auf [73, 74].

5.2 Harmonische und thermische Erweiterungen

Obwohl es etwas abseits vom Hauptanliegen dieser Arbeit ist, mdchten
wir doch kurz auf harmonische und thermische Erweiterungen von Distributionen
aus F}, 4 und B 4 eingehen, nicht zuletzt aus geschichtlichen Griinden, aber auch
um weitere Anwendungsbeispiele fiir Satz 6 (und sein B} (-Gegenstiick) vorzufith-
ren. Wir erinnern an die Cauchy-Poisson-Halbgruppe

t
(59) PWfx)=c | a1 f(y)dy, x€R,, t>0,
f(lx-yP+t?) 2
und an die Gauf3-Weierstraf>-Halbgruppe
_Ix=y|2
60) WOfx)=ct™ [ e * f(y)dy, x€ER,, t>0.
Rp
Im (x, t)-R},, ;-Halbraum geniigt P(t)f(x) der Laplace-Gleichung und W(t)f(x) der
Wirmeleitungs-Gleichung mit f(x) als Anfangsdaten, wobei c geeignet zu wihlen
ist. In diesem Sinne sind P(t)f(x) die harmonische und W(t)f(x) die thermische
Fortsetzung von f(x) (definiert auf R,,, interpretiert als Hyperfliiche t = 0) in

y+1. (tD)f(x) hat die gleiche Bedeutung (21) wie oben. Ferner erinnern wir an

K
(61)  P(tD)f(x) = ct* Q—E%Q fiir p(§) = | ke ¢!
und an

I W(f(x)

(62)  pa/tD)f(x) = ct filr p(£) = |£|2e 167

atk
wobei k eine nicht-negative ganze Zahl ist. Wir verweisen auf [68, 2.5.2 und
2.5.3]. Man kann jetzt fragen, fiir welche Werte von k die Bedingungen (49), (50)
oder besser noch (53), (54) firr die Funktionen ¢ aus (61) bzw. (62) erfiillt sind.
Dann erhilt man dquivalente Quasi-Normen im Sinne von (52) fiir F} ; und
analog fiir By 4. Wir beschreiben ein Beispiel. Es seien 0 <p <o, 0 < q < oo,
2m > s > —oo, wobei m eine nicht-negative ganze Zahl ist. Ist , eine geeignete
Funktion im Sinne von Satz 6, so ist

a dt\a

T

(Modifikation fiir q = o) eine dquivalente Quasi-Norm in F} 4. Analog erhilt man

A"W((-)

(63)  llpo(D)ILyl + 56

1
( j t(m—sf2)q
0
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idquivalente Quasi-Normen fiir F§, ; mit P(t) statt W(t) und fiir B} 4. Die obige
Formulierung haben wir aus [73, Theorem 9] iibernommen. Wir verweisen in die-
sem Zusammenhang auch auf [72], [71, 2.12.2], sowie auf die Arbeiten von
H.-Q. Bui[11, 12] und G. A. Kaljabin [31, 32].

Bemerkung 11. Die Charakterisierung von Funktionenrdumen durch harmo-
nische und thermische Fortsetzungen im obigen Sinne hat eine lange Geschichte.
Soweit es die Besov-Lipschitz-Rdume Aj 4 und die Bessel-Potential-Rdume Hj
betrifft, hat M. H. Taibleson [66] die erste zusammenfassende Darstellung gege-
ben (wir verweisen in diesem Zusammenhang auch auf T. M. Flett [ 18]). Weitere
Ausfithrungen zu dieser Problematik findet man in den Biichern [13, 50, 62].

5.3 Lokale-globale Charakterisierungen

Wir kehren zu unserem eigentlichen Anliegen zuriick und beschreiben
eine weitere Folgerung aus Satz 6 (und seinem B}, ,-Gegenstiick). Es sei
B={yl |yl <1} die Einheitskugel im R,. Ferner seien k, und k zwei beliebig oft
differenzierbare Funktionen im R, mit

(64) suppkoCB, suppkCB,
(65) (FK)(0)#0 und (Fko)(y)#0 fiiralley€R,.

Es ist leicht zu sehen, daf® Funktionen k, mit den angegebenen Eigenschaften
n 62 N
existieren. Ist N eine natiirliche Zahl, so setzen wir ky = ( F k. (Das ist
ji=1 0Xj
fiir die weiteren Betrachtungen bequem, aber nicht wirklich notwendig: Wir bené-
tigen fiir die Anwendung von Satz 6 und Bemerkung 9 nur, dafl (Fky) (%) fiir
£ = 0 hinreichend rasch gegen Null geht.) Fir N=0, 1, 2, ... bilden wir die Mittel

(66) Kkn, )f(x) = | kn(Mf(x +ty)dy, x€R,, t>0,

Rp
wobei ,,e‘ wieder wie in (43) an ,,euklidisch* erinnert. Bei iiblicher Interpreta-
tion ist (66) fiir f € S’ sinnvoll (sogar fiir f € D).

Satz 7. Es seien 0 <e < oound 0 <r <o,
(i) Es seien 0 <p < o0, 0 < q <o und —oo < s<oo Ferner seiN eine

natiirliche Zahl mit 2N > sund 2N >n . Dann ist

1
min (p, 1) ‘)
p dt\'a
67) K (ko, ) IL, Il + (; £%9)| K (ky, DF Lyl T)
0

(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in B 4.
(ii) Es seien 0 <p < oo, 0 < q < oo und —o0 < s < oo, Ferner sei N eine

natiirliche Zahl mit 2N > sund 2N >n . Dann ist

1
min (p, 1) 1)
p dt\'/a
(§ t™* K (kn, ()9 T) ILp
0
(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in F .

(68)  1IK®(ko, )f|Lpll +
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Bemerkung 12. Der obige Satz stimmt mit Theorem A in [75] und in [76]
liberein und ist eine Modifikation von Proposition 1 in [74]. Der Satz folgt aus
Satz 6 durch geeignete Wahl der dortigen Funktionen ¢, und ¢.

Bemerkung 13. Dieser Satz spiegelt die lokalen Eigenschaften der Riume
Bp,q und F, 4 wider wie sie in den einleitenden Bemerkungen zu diesem Abschnitt
beschrieben wurden: Zur Berechnung der Mittel aus (66) im Punkt x benotigen
wir nur die Kenntnis von f aus einer Umgebung von x.

6 Réaume auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Es zeigt sich, da} Satz 7 fiir zahlreiche Anwendungen gut geeignet ist.
Insbesondere kann man mit seiner Hilfe Riume vom F} ; — B} -Typ auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten beschreiben. Wir folgen in diesem Abschnitt im
wesentlichen der Darstellung aus [75, 76].

6.1 Vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit beschrink ter
Geometrie

Wir beschreiben zuerst die Riemannschen Mannigfaltigkeiten M, die in
dieser Arbeit betrachtet werden. Wir nehmen stets an, daf3 M eine zusammen-
hingende C™-Mannigfaltigkeit mit glatter Riemannscher Metrik g ist. g ist somit
ein reelles zweifach kovariantes C*-Tensorfeld auf M, so daf} gp fiir jeden Punkt
P € M eine positiv-definite symmetrische Bilinearform ist,

69) g(X,Y)=gp(¥Y,X) und gp(X,X)>0 flir0#XETM

und Y € TpM. Wie iiblich ist T,M der Tangentialraum im Punkt P € M. Beziiglich
einer lokalen Karte (£2, ¢), wobei §2 eine offene Menge auf M und ¢ eine homéo-
morphe Abbildung von £ auf eine offene Menge U im R,, sind, sind die Christof-
fel-Symbole durch

1
Iy = 5 202k + 9;81i — O]
gegeben (mit der iiblichen Summenkonvention). Es sei c(t) = c(P, X, t) die Geodite
mit ¢c(P, X, 0)=PEM und (P X, 0) = X € TpM mit X # 0. Ist C(t) = p(c(t))

mit den Komponenten C’(t), so gelten die Geoditen-Gleichungen

d2Ci(t) dC (t) dC"(t)
dt? dt

(70) + M (C(1) ——

dC
mit C(0) = o(P) und (0) 0 X € Ty pyU. Es gilt 0 = || X||t, wobei o die Bogen-

ldnge ist, mit 0 = 0 im Punkt @(P) und || X[l =4/g(X, X). Wir setzen stets voraus,
dafd M vollstindig ist, d. h., daf} alle Geoditen beziiglich der Bogenliinge ¢ unbe-
schrinkt ausgedehnt werden kénnen, —oo < g < oo, (Nach dem bekannten Satz
von Hopf-Rinow ist das gleichbedeutend damit, da® M als metrischer Raum voll-
stindig ist.) Wir erinnern an die Exponentialabbildung expp mit P € M. Hierbei
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wird TpM durch
(71)  expp(X) =c(P, X, 1), XETpM,

in M abgebildet, wobei man expp(0) = P setzt. Ist r > 0 hinreichend klein, so ist
expp ein Diffeomorphismus von

(72) Bp(®) ={XIXETpM, IIX|| <t} auf Qp(r) = exppBp(r).

Identifiziert man TpM mit R,, so ist (2p(r), expp') die lokale Karte der normalen

geoditischen Koordinaten. Es sei rp das Supremum aller Zahlen r > 0, so daf}

expp ein Diffeomorphismus im Sinne von (72) ist. ro = inf rp ist der Injektivi-
PEM

titsradius von M. Wir setzen in Zukunft stets ro, > 0 voraus. In [75, Remark 5]
haben wir diese Frage kurz diskutiert. Schlieflich verlangen wir, daf® M eine
Mannigfaltigkeit mit beschrinkter Geometrie ist: Ist 0 <r <r,, so fordern wir,
daf es positive Zahlen ¢ und c, gibt mit

(73) detg;=c, |D*g;;l <c, fiir alle Multi-indizes «,

in den normalen geoditischen Koordinaten der lokalen Karten (£2p(r), expp!) mit
P €M im Sinne von (72). (Hierbei haben wir g mit der Metrik expgg beziiglich der
normalen geoditischen Koordinaten identifiziert.) Man kann die Forderung, daf}
M beschriankte Geometrie besitzen soll auch wie folgt ausdriicken: Auf der obigen
vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit mit positivem Injektivititsradius
sind simtliche kovarianten Ableitungen des Kriimmungstensors beschrinkt, d. h.,
die Skalare

(74) gL G LV R, LV Ry, k=0,1,2,. ..

sind beschrinkte C*-Funktionen auf M. Hierbei sind V, die iiblichen kovarianten
Ableitungen und Ry, sind die Komponenten des Kriimmungstensors. Mit ande-
ren Worten, die hier betrachtete Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstindig, ihr
Injektivititsradius ist positiv, und sie hat eine beschrinkte Geometrie (beziiglich
der gegebenen Metrik g). Es sei § > 0 hinreichend klein. Dann gibt es eine hdch-
stens abzihlbare Uberdeckung von M mit geoditischen Kugeln Qp’.(8) im Sinne
von (72), so da} jede Kugel £2p.(8) mit héchstens L weiteren von diesen Kugeln
einen nicht-leeren Durchschnitt hat. Hierbei ist L eine passende natiirliche Zahl.
Die Uberdeckung M = U £25.(8) kann man so wihlen, daf es eine zugehorige Zer-
legung der 1 mit folgenden ll:';igenschaften gibt:

DYy, eCM), 0<y;<1, Zy;=1aufM;
(ii) supp ¥; C Q2p,(8), j=1,2,..;
(iii) fiir jeden Multi-index « gibt es eine positive Zahl b, mit
ID*(y; 0 exppj)(x)l <b,, XE Bpj(r), (0<8 <r<rp).
Wir verweisen auf [75, Remark 6], wo wir diese Frage etwas genauer diskutiert

haben. Zerlegungen dieser Art gehen auf Calabi zuriick. Wir verweisen auch auf
[S, Lemmata 2.25, 2.26].

Bemerkung 14. Die obigen Ausfiihrungen allgemeiner Art basieren im
wesentlichen auf [5, 33]. Kompakte Mannigfaltigkeiten besitzen stets einen
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positiven Injektivitdtsradius, [33, S. 131]. Von besonderem Interesse konnten
Mannigfaltigkeiten mit Injektivititsradius ry = o sein, z. B. Riemannsche Mannig-
faltigkeiten mit nicht-positiver Schnittkrimmung, (29, S. 72], und symmetrische
Riemannsche Mannigfaltigkeiten vom nicht-kompaktem Typ, [33, S. 152].
Besitzt eine Mannigfaltigkeit beschrinkte Geometrie, so kann man weitreichende
Aussagen z. B. iiber das Verhalten des Laplace-Beltrami-Operators machen, die

z. T. erst in jiingster Zeit erhalten wurden. Hierzu und zur obigen Aquivalenz im
Sinne von (74) verweisen wir auf [4, 15, 40, 44] sowie auf [78, S. 35].

6.2 Spezielle Funktionenrdume auf Mannigfaltigkeiten

Es sei M die vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit positivem
Injektivititsradius und beschrinkter Geometrie aus dem vorhergehenden Unter-
abschnitt, obwohl man fiir die Zwecke dieses Unterabschnitts die Voraussetzun-
gen an M wesentlich abschwichen konnte. Fiir komplexe C”-Funktionen f auf M
setzen wir wie iiblich

(75) VKR =gMft | g%y, V£V .. Y

wobei V, wie oben die iiblichen kovarianten Ableitungen sind. Ferner erinnern
wir an den Laplace-Beltrami-Operator A, der in lokalen Koordinaten die Form

1 .
(76) Af=m 0;(/ |det g| gi%a,0)

hat. D(M) ist die Gesamtheit der beliebig oft differenzierbaren komplex-wertigen
Funktionen auf M mit kompaktem Triger. D'(M) ist der zugehdrige duale Raum
der komplex-wertigen Distributionen. Beziiglich des Riemannschen Volumenele-
ments, das in lokalen Koordinaten die bekannte Form+/|det g|dx hat, filhrt man
analog zu (1), (2) Quasi-Normen || f|L,(M) || mit 0 <p < o0 ein. (Wir erinnern
daran, da} L, stets als L,(R,) zu interpretieren ist.) Dann ist auch klar, was L,(M)
bedeutet, zumindest fiir 1 < p < oo, Insbesondere ist L,(M) ein Hilbert-Raum.

E sei der Einheitsoperator. Fiir p > 0 ist pE — A mit D(M) als Definitionsgebiet
ein positiv-definiter wesentlich selbstadjungierter Operator beziiglich des Hilbert-
Raumes L,(M). Uber die Spektraltheorie kénnen dann in L,(M) die Bessel-Poten-
tiale (pE — A)~%2 fiir s > 0 definiert werden. Anschliefend kdnnen sie von L, (M)
auf L,(M) mit 1 <p < o ausgedehnt werden. Details zu den letzten Ausfithrun-
gen findet man bei R. S. Strichartz (65, insbesondere Theorem 3.5 und Abschnitt 4].
Schlieflich fithren wir in Analogie zu (8) Differenzen auf M ein. m sei eine natiir-
liche Zahl. Fiir P€ M und X € TpM sind dann

Mmooy - qm—j M i
(77 Axf(P)—jgo( 1) J(j)f(c(P,X,m))

Differenzen im Sinne von (8) lings der Geodite c(P, X, t).

Definition 2. (i) Es sei 1 < p <oo. Ist k eine natiirliche Zahl, so setzen wir

k
(78)  IfIWEkMI = ¥ VI,

L=0
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Dann ist W&(M) die Vervollstindigung von {h|h € C*(M), [|h|W5(M)|| < oo} in
der Norm (78) (Sobolev-Rdume).

(ii) Es sei 1 < p <o, Fiir s > 0 ist Hy(M) die Gesamtheit aller £ € L,(M),
dieals f=(E— Ay ¥?*hmith € L,(M) darstellbar sind, || f[Hy(M) || = [Ih|L,(M) Il.
Es sei HY(M) = L,(M). Fiir s < 0 ist Hy(M) die Gesamtheit aller f € D'(M), die als
f = (E — A)*h mit h € H2**$(M) darstellbar sind, wobei k eine natiirliche Zahl mit
2k +s> Oist, IfIHZ M) |l = IIhIH,z,k+ S(M) || (Bessel-Potential-Raume).

(iii) Fiir s > O ist
(79) M) = {fIf € L.(M), IfIC*(M)II

= sup |f(P)|+ sup XI5 | A% S16(P) | < oo}
PEM PEM X

sup
€TpM
(Holder-Zygmund-Rdaume),

Bemerkung 15. Die obige Definition der Sobolev-Riume auf M geht auf
T. Aubin [4, 5] zuriick. Die Bessel-Potential-Riume wurden von R. S. Strichartz
eingefiihrt, [65, insbesondere Definition 4.1]. C5(M) aus (79) haben wir aus
[76, Definition 3] iibernommen, wobei [s] die grofite ganze Zahl mit [s] <s ist.
Ist M = R,,, so stimmen die obigen Riume W‘;(M), Hi(M) und C*(M) mit den
Riumen W¥ aus (11), den Rdumen Hj aus (16) und den Raumen C*aus(9) iiber-
ein.

Bemerkung 16. Die obigen Réume W‘;(M), H;(M) und C%(M) sind Banach-
Riume. Als Folgerung aus den spiteren Resultaten ergibt sich insbesondere

(80) HyM)=W;(M) firl<p<eco undO0<s-=ganz.

6.3 Definitionen

Es sei M die Riemannsche Mannigfaltigkeit aus 6.1 (vollstindig, mit posi-

tivem Injektivititsradius und mit beschrinkter Geometrie). Ferner sei ¢ = {y;}
|

die Zerlegung der 1 aus 6.1 auf M, also 1 = 3 ;, wobei J entweder eine natiir-
i=1

liche Zahl oder < ist (in Abhéngigkeit davon, ob M kompakt oder nicht-kompakt

ist). Ferner erinnern wir an die reelle Interpolationsmethode, die wir in 3.2

beschrieben hatten. Auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten sind Rdume vom

F}, o-Typ natiirlicher als Rdume vom Bj, 4-Typ. Aus diesem Grund ist es in Vor-

bereitung der Betrachtungen auf M angebracht, Fs, . = B% o, —0 <s <o, fir

die entsprechenden Rdume im R, zu setzen. Auch in Zukunft halten wir an der

fritheren Vereinbarung fest, daf B}  und Fj 4 die entsprechenden Raume im R,

sind. D'(M) hat die gleiche Bedeutung wie in 6.2.

Definition 3. (i) Es seien entweder 0 <p < oo, 0 < q <o oder p=q=oo.
Es sei —0 < § < oo, Dann setzen wir

(81)  F3,q(M) = {fIf € D'(M), IfIF}, (MDY
J
=( T 119 © expp, | F}, 4IP) /P < oo}

i=1

(Modifikation fiir p = o).
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(ii) Es seien 0 <p < o0, 0 < q < oound —0 <50 <s5<s; <. Dann
setzen wir

(82) Bj (M) = (F2,(M), F2 ,(M))e,
mit s= (1 — @)sy + Bs;.

Bemerkung 17. eXPp; und ¥; haben die frithere Bedeutung, wobei wir
stets 0 < 6 < (Imektmtatsradlus) annehmen. Hierbei setzt man y;f o eXPp;
aufierhalb der Kugel Bp.(r;) aus (72), 0 < 8 <r, < ry, mit Null fort. Dann 1st
y;fo XDy, €S’ und folJ ich ist (81) sinnvoll. Die Art der Fortsetzung ist aber
vollkommen uninteressant, wenn man die lokalen Quasi-Normen aus Satz 7 mit
hinreichend kleinen positiven Zahlen € und r wihit. Ist M = R, so gilt F¢ 5,a(M)
= F},q, wobei man im R, annehmen kann, daB die Funktionen y; die Form
1I/J(x) = Y(x — xJ) mit einer geeigneten Funktion ¥ und passenden Gitterpunkten
x’ € R, haben. Mit anderen Worten, wir haben eine Zerlegungseigenschaft der
Riume F} ;im R, als Motiv benutzt, um entsprechende Riume auf M einzufiih-
ren. Die Rdume B}, o mit p # q besitzen keine solche Zerlegungseigenschaft.
(81) und (82) sind sinnvoll, wenn F}, (M) unabhingig von ¢ ist und B}, (M)
unabhingig von s,, s, ist. Die obige Definition stimmt mit Definition 3 aus [75]
und Definition 2 aus [76] iiberein.

6.4 Eigenschaften

Gefragt sind Eigenschaften der Rdume aus Definition 3, sowie innere
Beschreibungen.

Satz 8. (i) Es seien entweder 0 <p <o, 0 < q <o oder p=q =, Es
sei —o0 < s < oo, Dann ist F}, ,q(M) ein Quasi-Banach-Raum (Banach-Raum fiir
p=1,q=1). Erist unabhangzg von den lokalen Karten {(.Qp (r), expP')} und
den zugehortgen Zerlegungen = {;} der 1.

(ii) Es seien 0 <p < o0, 0 < q <o und —oo < s < oo, Dann ist B}, (M)
ein Quasi-Banach-Raum (Banach Raum fiir p 2 1, q 2 1). Er ist unabhdngig von
der Wahl von sy, s, in (82).

(iii) Es seien 0 < p < oo und —o0 < s < oo, Dann ist
(83) B (M) =F; ,(M).

Bemerkung 18. Der Satz beantwortet die Fragen, die im Zusammenhang
mit Definition 3 aufgetreten waren. Beweise findet man in [75].

6.5 Innere Beschreibungen

Eine befriedigende innere Beschreibung der Riume F§,q(M) und B} (M)
erhilt man durch die Ausdehnung von Satz 7 von R, auf M. Wir gehen von den
gleichen Funktionen ko, k und ky wie in 5.3. aus, nehmen aber zusitzlich an,
da ko und k, und folglich auch ky, rotations-invariant sind, also

ko(x) =ko(Ix]) und k(x) = k'(Ix]), x ER,.

Auf TpM existiert ein natiirliches invariantes Volumenelement dX, das in einer




Funktionenriume 171

lokalen Karte (£2, ) mit P €  die Form+/|det g,p)|dp«X hat. Wie frither sei
U = ¢(£2). Dann lautet das Riemannsche Gegenstiick zu (66)
(84)  K(kn, ()= [ kn(IXIDE(c(P, X, ))dX
TpM
= | kn(lpeXID (£ 0 g )(CAP), 9 X, 1))/ Tdet g, ) deaX,
Tw(p)U
wobei das zweite Integral die invariante Erklirung des ersten ist. Von Interesse
sind nur kleine Werte von t > 0, etwa 0 <t <r,, wobei r, wieder der Injektivitits-
radius ist. (Auflerhalb der Einheitskugel in T, p)U wird der Integrand von (84)
mit Null fortgesetzt.) ||f|L,(M)I| hat die gleiche Bedeutung wie in 6.2.

Satz 9. (i) Es seien entweder 0 <p <o, 0 < q<oooderp=q=oo. Es
seien 0 <r <rgund —o0 <s < oo [st e > 0 hinreichend klein und ist die natiir-
liche Zahl N hinreichend grof8 (in Abhdngigkeit von s, p, q), so ist

r dt\la
(85)  lIK(ko, ef|Ly(M)Il + (I t759K(kn, () [ _tE) le(M)”

[}

(Modifikation fiir q = =) eine dquivalente Quasi-Norm in Fj, (M).

(ii) Es seien 0 <p <0, 0<q< o0, 0<r<rqund —o<s<oo, Iste>0
hinreichend klein und ist die natiirliche Zahl N hinreichend grof (in Abhingig-
keit von s, p, q), So ist

r dt\Ya
(86)  IIK(ko, €)fIL, (M) + ( § t73K(ky, D ILy(M) |2 Tt)
o

(Modifikation fiir q = =) eine dquivalente Quasi-Norm in B} ,(M).

Bemerkung 19. Der obige Satz ist das Gegenstiick zu Satz 7. Er gibt eine
befriedigende innere Beschreibung der Raume F}, (M) und B} ,(M). Dieser Satz
gehort zu den wesentlichsten Aussagen der Arbeit [75], wobei eine dortige
zusétzliche Forderung an die Mannigfaltigkeit M in [ 76, 4.8] beseitigt werden
konnte. In [75] findet man auch eine Diskussion wie klein € > 0 und wie gro N
sein sollten.

6.6 Aquivalente Quasi-Normen (Differenzen)

Es entsteht die Frage, ob man die Riume F} 4(M) und B§ (M) durch
andere dquivalente Quasi-Normen kennzeichnen kann, etwa in Analogie zu den
Sitzen 4 und 5. Ferner ist von Interesse, in welcher Beziehung die speziellen
Réume aus 6.2 zu den Ridumen aus Definition 3 stehen. In den nachfolgenden
Unterabschnitten formulieren wir einige Resultate in dieser Richtung. Wir erin-
nern an die Bezeichnungen Bp(r) und AR f aus (72), bzw. (77). Wie immer ist M
die obige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dem positivem Injektivititsradius r,.

Satz 10. Es seien entweder 0 <p < oo, 0 < q <o oder p = q = . Ferner
seien 0 <r <r,,

n 3
= +2-n| und m>cs,

>
87 s>2 min(p,q)+min(p,q, 1) 2
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wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist

(88) lIfIL,(M)II +

dx \Ya
fOIXITSIAR ) s ] ILp(M)
B B

(Modifikation fiir q = o) eine dquivalente Quasi-Norm in F} 4(M).

Bemerkung 20. Der Satz stimmt mit Theorem 2 in [76] iiberein. Die
Bedingungen (87) sind unnatiirlich. Man kann vermuten, dafd der Satz richtig

bleibt, wenn man lediglich m > s > oy voraussetzt, in genauer Analogie

_n
in (p, q)
zu Satz 4(ii). Man kann nicht erwarten, daf} es ein Gegenstiick zu Satz 4(j) gibt.
Dazu miif3te man die Tangentialrdume TpM fiir verschiedene Punkte P € M ver-
gleichen und die Tangentialvektoren zweifelsfrei zuordnen kénnen. 1. allg. ist
das aber nicht méglich. Damit zeigt sich wiederum, da8 die Raume Fj (M) auf
allgemeinen Riemannschen Mannigfaltigkeiten viel natiirlicher sind als die Raume
B}, o(M).

6.7 Aquivalente Quasi-Normen (Mittelwerte von Differenzen)

Im Gegensatz zum vorhergehenden Unterabschnitt darf man bei Mittel-
werten von Differenzen in Analogie zu Satz 5 auf dquivalente Quasi-Normen
sowohl fiir F} ,(M) als auch fiir B} (M) hoffen. Wir folgen der Darstellung in
[76, 3.6]. Wie in 4.4 sei d(x) eine beliebig oft differenzierbare rotations-invariante
Funktion im R, mit d(0) > 0 und supp d C {y| |y| < 1}. Dann lautet das Analo-
gon zu (43)

(89) Dn(d,)f(P)= [ d(X)AKF(P)IX, PEM, t>0.

TpM
Hierbei ist m eine natiirliche Zahl und dX ist das Volumenelement auf TpM aus
6.5. Es sei M wieder die obige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dem Injektivitits-
radius ro > 0.

Satz 11. (i) Es seien entweder 0 <p <o, 0< q<ooder p=q= o0,
Ferner seien 0 <r<ry,

p > s> min (p, q, 1)—1) 2

wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist

3
11—+2 und m>zTs,

90) s>2

dt

1/q
O LI + T) L, (M)

(} £-%9|Dpn (d, D) 8
0

(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in F} 4(M).
(ii) Es seien 0 <p <o, 0<q< 0, 0<r <1y,

3
und m>§s,

wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist

(92) s>2(g+2
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r 1/q

dt
(93)  NfIL M)l +{ | t™*IDm (d, OFIL,(MIT
0

(Modifikation fiir q = ) eine dquivalente Quasi-Norm in B} ((M).

Bemerkung 21. Der Satz stimmt mit Theorem 4 aus [76] iiberein. Er ist
die Ausdehnung von Satz 5 von R, auf M. Wie im Satz 10 sind die Bedingungen
(90) und (92) unbefriedigend, und es sollte mdglich sein, sie durch die entspre-
chenden Bedingungen aus Satz 5 zu ersetzen. Im Gegensatz zu Satz 10 haben
wir jetzt sowohl fiir F}, ((M) als auch fiir B} (M) 4dquivalente Quasi-Normen. In
[76] findet man weitere dquivalente Quasi-Normen unter Verwendung invarian-
ter Ableitungen und Differenzen.

6.8 Spezialfille
Wir kehren zu den Riumen aus 6.2, Definition 2, zuriick.
Satz 12. (i) Fiir 1 <p <oound —oo < s < oo gijlt
(94)  HL(M) =F5, ,(M).
(i) Fiir 1 <p<oounds=0,1,2,...gilt
95) WipM) =H;(M) =Fj, ,(M).
(iii) Fiir s > 4 gilt
96) C(M) =F%, (M).

Bemerkung 22. Beweise fiir (i) und (ii) findet man in [75], (iii) wurde in
[76] bewiesen. Die Einschrinkung s > 4 in (iii) ist storend, (96) sollte fiir s > 0
gelten. (94) und (95) sind Theoreme vom Paley-Littlewood-Typ. Der obige Satz
ist zumindest teilweise das Gegenstiick zu Satz 3.

7 Riume auf Lie-Gruppen

Funktionenridume auf einer Lie-Gruppe G sind von mehreren Autoren
mit sehr unterschiedlichen Methoden untersucht worden. Unter starken Ein-
schrinkungen an G (einfach-zusammenhingend, nilpotent, stratifiziert) haben
G. B. Folland [19, 20], G. B. Folland und E. M. Stein [21], S. G. Krantz [35]
und K. Saka [55] Holder-Zygmund-Rdume (dort Lipschitz-Riume genannt),
Hardy-Riume und Besov-Riume untersucht. Hilfsmittel in diesen Arbeiten sind
Differenzen, in Analogie zu (77), Ableitungen, Gauf3-Weierstra}-Halbgruppen
und insbesondere Cauchy-Poisson-Halbgruppen, in Analogie zu 5.2. Eine zweite
Moglichkeit wurde von I. Z. Pesenson [51, 52] und M. Geisler [25, 26] verfolgt:
Mit Hilfe invarianter Haarscher Mafie und invarianter Vektorfelder wurden die
Riume Ly(G), 1 <p <o, und die Sobolev-Riaume W5'(G) eingefiihrt. Die Besov-
Raume Aj ((G) werden dann durch reelle Interpolation gemaf (26) definiert. Auf
der Grundlage der abstrakten (nicht-kommutativen) Interpolationstheorie fiir
Halbgruppen von Operatoren gelingt es dann, die Besov-Rdume A}, ((G) durch
dquivalente Normen zu kennzeichnen, die analog zu (42) und verwandten Nor-
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men sind. Eine dritte Moglichkeit bietet die Fourier-Analysis und Darstellungs-
theorie auf Lie-Gruppen, in Analogie zur Fourier-analytischen Methode aus
Abschnitt 4. Zumindest fiir den Fall einer kompakten Lie-Gruppe gibt es erste,
z. Z. noch nicht publizierte Resultate von J. Franke. Wir beschreiben hier einen
vierten Weg, den Riemannschen Zugang. Diese Methode besteht darin, die Resul-
tate fiir Funktionenrdume auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten, wie sie im
Abschnitt 6 behandelt wurden, aber auch die Techniken aus [75, 76] auf Lie-
Gruppen anzuwenden. Wir geben eine kurze Beschreibung, Details werden spiter
publiziert.

7.1 Der Riemannsche Zugang

Es sei G eine n-dimensionale zusammenhingende Lie-Gruppe mit dem
Einheitselement e. Wie iiblich erzeugt man dann auf 6 = T.G die zugehérige Lie-
Algebra. Auf & sei eine reelle positiv-definite symmetrische Bilinearform g gege-
ben, analog zu gp aus (69). Es sei L, : x = ax, mit a € G, x € G, die Links-Mul-
tiplikation auf G. Dann erzeugen wir durch g, = (Ls-1)¥g, a € G, (pull-back) eine
links-invariante Riemannsche Metrik auf G. Beziiglich dieser Metrik ist G eine
vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit mit beschrinkter Geometrie im Sinne
von 6.1. Das zugehorige Riemannsche Volumenelement auf G erzeugt dann ein
links-invariantes Haarsches Maf auf G. Im Sinne dquivalenter Normen auf & sind
die so erzeugten links-invarianten Riemannschen Metriken dquivalent und die
zugehorigen links-invarianten Haarschen Mafde unterscheiden sich héchstens um
einen positiven Faktor. Nunmehr kann man nach Definition 3 die Riume F}, 4(G)e
und B} ((G), in den dort giiltigen Parameterbereichen von p, q und s einfithren.
Hierbei erinnert ,,2‘ an , links*. Es ist leicht zu sehen, da} diese Rdume unabhin-
gig von der gewihlten links-invarianten Riemannschen Metrik im obigen Sinne
sind. Hierbei ist expp, in (81) mit P; = a; € G im Riemannschen Sinne zu verste-
hen, nicht zu verwecﬁseln mit der Exponentialabbildung exp im Rahmen der
Theorie der Lie-Gruppen, die auch hier die iibliche Bedeutung hat. Aus (81) und
(95) ergibt sich, da® man die zugehorigen Sobolev-Riume W'{,(G)g auch wie folgt
beschreiben kann: X;(x) mit j=1,.. ., n und x € G seien n linear-unabhingige
links-invariante Vektorfelder auf G. Es seien 1 <p <eeundk=1,2,3,... .
Dann ist

K

O7) WiG={fIfE€EL;G)e, X X I1Xn, ... Xpy, fILp(Gell <oo}.

m=0 1<nj<n
Hierbei ist L,(G), der L,-Raum beziiglich des links-invarianten Haarschen Mafes.
In gleicher Weise kann man Raume F} ((G), und B} 4(G), auf rechts-invarianter
Grundlage einfiihren. Fiir alle diese Raume hat man die Aussagen aus Abschnitt 6
zur Verfugung, insbesondere die Sitze 9 bis 11. Es entstehen zwei Fragen:

1. Wann gilt
(98)  F34(G)l=F5q(G), und B o(G)=BS o(G),?

2. Kann man fiir F§ 4(G)e und B} ¢(G), (und analog fiir F} ,(G), und
B}, ¢(G);) dquivalente Quasi-Normen finden, die nichts mit der gewihlten Rie-
mannschen Metrik zu tun haben?
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In den nachfolgenden beiden Unterabschnitten formulieren wir einige Resultate
in dieser Richtung.

7.2 Kompakte Lie-Gruppen

Die Relationen (98) sind erfiillt, falls die oben beschriebene links-invari-
ante Riemannsche Metrik g zugleich auch rechts-invariant ist. Hierfiir gibt es not-
wendige und hinreichende Kriterien, wir verweisen auf [53, S. 88 bis 90]. Insbe-
sondere besitzen kompakte Lie-Gruppen eine invariante (d. h. zugleich rechts-
und links-invariante) Riemannsche Metrik. Fiir Lie-Gruppen mit invarianter
Riemannscher Metrik (also insbesondere fiir kompakte Lie-Gruppen) stimmen
die Geoditen im Sinne von (70) mit x - exp tX iiberein, X EG, X € §, —o0 < t < oo,
[53, 4.3]. Damit hat man eine Méglichkeit, die Riume Fj§ (G), und Bj 4(G)e mit
(98) wie folgt zu beschreiben: Man wihlt auf & ein Skalarprodukt (und damit eine
Norm) und berechnet fiir f € D'(G) die Mittel (84)

(99)  K(ky, DE) = | kKi(IXIDE(x - exp tX)dX, XxEG, tER,,
G

wobei ky die gleichen Funktionen wie frither sind. Satz 9 gibt dann dquivalente
Quasi-Normen fiir die Rdume Fj ,(G)e und B} 4(G), in denen die verwendeten
Riemannschen Metriken nicht mehr sichtbar werden. Es erhebt sich die Frage,
ob diese Charakterisierungen auch fiir allgemeine Lie-Gruppen gelten.

7.3 Allgemeine Lie-Gruppen

Es sei G eine beliebige zusammenhingende Lie-Gruppe. (99) ist fiir
f € D'(G) sinnvoll, wobei dX das Lebesguesche Maf ist (nachdem auf & eine
euklidische Metrik fixiert wurde). Hierbei sind ky mit N=0, 1, 2, . .. die glei-
chen Funktionen wie in 6.5. Schlieflich sei [|f|Lp(G)ell mit 0 < p < oo die Quasi-
Norm beziiglich eines fixierten links-invarianten Haarschen Maf3es.

Satz 13. Es sei G eine zusammenhdngende Lie-Gruppe.

(i) Geniigen p, q, 1, s, € und N den Bedingungen von Satz 9(i), so ist (85)
mit Ly(G), statt L(M) eine dquivalente Quasi-Norm in F} 4(G)e, wobei K(ky, €)f
und K(ky, t)f durch (99) gegeben sind.

(ii) Geniigen p, q, 1, s, € und N den Bedingungen von Satz 9(ii), so ist (86)
mit Ly(G)q statt L,(M) eine dquivalente Quasi-Norm in By ,(G)q, wobei K(ko, €)f
und K(ky, t)f durch (99) gegeben sind.

Bemerkung 23. Nach 7.2 ist dieser Satz fiir kompakte Lie-Gruppen eine
direkte Folgerung aus Satz 9. Fiir allgemeine zusammenhingende Lie-Gruppen
ist das nicht der Fall. Man kann aber die Techniken aus [ 75] benutzen, um den
obigen Satz zu beweisen. Von besonderem Interesse ist das Paley-Littlewood-
Theorem

WE(G)e=FK ,(G)g, 1<p<eo, k=0,1,2,...,

das durch Vergleich von (97) mit (85) in der obigen Interpretation entsteht. Im
Riemannschen Fall spielt die Struktur der Differentialgleichung (70) fiir die
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Geoditen eine entscheidende Rolle beim Beweis der entsprechenden Sitze. Im
Falle einer Lie-Gruppe tritt an Stelle von (70) die vollstindige Campbell-Baker-
Hausdorff-Formel, einschliefflich héherer Terme, die gelegentlich als Dynkin-
Polynome bezeichnet werden. Wir verweisen auf [53, S. 65 und S. 76/77] und
auf [54, Vorlesung 4]. Es sollte moglich sein, auch die Sdtze 10 und 11 in ent-
sprechender Weise auf Lie-Gruppen zu iibertragen, wobei Differenzen lings

X - exp tX mit t € R; zu nehmen sind. Details findet man in [79].
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