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Das Existenzproblem fiir Minimalfléichen
J. Jost!), Bochum

1 Zur Geschichte des Plateauschen Problems

Seifenblasen galten iiblicherweise als Allegorie des Illusionshaften, als Sym-
bole der Unbestindigkeit und Verginglichkeit, und so konnte ein (in mehreren Ver-
sionen existierendes) Bild des franzésischen Rokokomalers Chardin (1699—1779),
welches einen in seine ephemere Tétigkeit vertieften jugendlichen Seifenbliser
zeigt, auch nur allzuleicht als vollkommener Ausdruck der Geisteshaltung seiner
Epoche verstanden werden.

Als aber dann im letzten Jahrhundert der belgische Physiker Plateau (1801—1883)
durch Experimente, bei denen er eine Drahtschlinge in Seifenlauge tauchte und
dann die Form der sich in dem Draht einspannenden Seifenhaut beobachtete, auf-
grund der Vielfalt und Schonheit der auftretenden Formen und Gestalten die Fas-
zination seiner Zeitgenossen erregte, waren Seifenblasen nunmehr zum anschau-
lichen und dsthetisch reizvollen Ausdruck physikalischer Gesetzmifigkeiten ge-
worden.

Da Seifenhdute sehr diinn und daher leicht sind, lift sich meist der Einfluf} der
Schwerkraft auf ihre Gestalt vernachlissigen, und sie streben aufgrund inhirenter
Molekularkrifte dazu, sich soweit wie moglich zusammenzuziehen. Aufgrund der
Experimente Plateaus lag es daher nahe, das mathematische Problem zu studieren,
in eine vorgegebene Jordankurve im dreidimensionalen Raum eine Fliche kleinsten
Inhaltes — eine Minimalfliche — einzuspannen. Da das Problem von ihm populari-
siert worden war und er auch die Vermutung ausgesprochen hat, daf eine Losung
stets existiert, wird es seither Plateausches Problem genannt, auch wenn es als ma-
thematisches Problem schon im Jahre 1762 (also iibrigens zur Lebzeit Chardins,
allerdings ohne jeden Zusammenhang mit Seifenblasen) von Lagrange formuliert
worden war. Lagrange formulierte es als Problem im Rahmen der Variationsrech-
nung, und eine Losung der Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen fiir das
Oberflichenfunktional — um deren Existenz es bei dieser Version des Problems
geht — ist dann in diesem Sinne eine Minimalfliche, obwohl das Funktional im all-
gemeinen auch andere kritische Punkte als lokale Minima besitzt, so daf eine Mini-

1) In dem vorliegenden Artikel werden u. a. Erkenntnisse vorgestellt, die der Autor
gewonnen hat, wihrend er vom SFB 72 der Universitit Bonn und der Stiftung Volkswagenwerk
unterstiitzt wurde.
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malfliche nicht notwendigerweise ein Flichenminimum realisieren muf3. Unter
diesem Gesichtspunkt erscheint der Terminus ,,Minimalfliche* dann nicht vollig
gliicklich gewihlt. Was man unter einer Minimalflache versteht, héngt aber sowie-
so von der betrachteten Version des Problems und insbesondere vom gewihlten
Zugang ab — und, wie im folgenden dargestellt werden soll, gibt es sehr verschie-
denartige Zuginge zum Existenzproblem fiir Minimalfldchen. Es stellt sich iibrigens
heraus, daB eine differentialgeometrische Charakterisierung stationérer Punkte des
Flichenfunktionals darin besteht, daf (zumindest in geometrisch regulidren Punk-
ten) die mittlere Kriimmung H verschwindet, und so wird daher auch hiufig eine
Minimalflache als Fliche mit H =0 definiert.

Minimalflichen wurden im letzten Jahrhundert eifrig studiert, u. a. von einigen der
bedeutendsten Mathematiker wie Riemann, Schwarz und Weierstra. Jedoch ge-
lang die Loésung des Plateauschen Problems nicht, und es mag vielleicht ideenge-
schichtlich aufschlufireich sein, ein wenig iiber die Griinde zu spekulieren.
Zunichst war es vielleicht hinderlich fiir die Entwicklung des Gebietes, daf} die
Riemannschen Untersuchungen iiber Minimalflichen erst nach der durch Weier-
straf® erfolgten Kritik an der Giiltigkeit des Dirichletschen Prinzips stattfanden, als
sich also gezeigt hatte, dafd man kein Verfahren kannte, um die Existenz eines
Minimums fiir ein Variationsproblem sicherzustellen. Eine Begriindung der sog.
direkten Methoden der Variationsrechnung gelang bekanntlich erst spater Hilbert.
Ganz allgemein waren jedoch damals die geeigneten allgemeinen Begriffsbildungen
aus der Mafitheorie noch nicht vorhanden, und die Einfithrung der auf der Lebes-
gueschen Integrationstheorie basierenden Funktionenrdume (insbesondere L? und
der Sobolevraum H'*2) war spiter sehr hilfreich fiir ein auf allgemeinen Prinzipien
basierendes Studium des Problems.

Uberhaupt waren aber damals die Fragen nach der Existenz einer Losung und nach
deren expliziter Angabe in Abhingigkeit von den vorgegebenen Daten eines Pro-
blems noch nicht klar geschieden. Dies ist wiederum erst spater durch Hilbert er-
folgt.

Natiirlich lift sich beim heutigen Vorgehen kritisch fragen, was denn das Wissen
um die Existenz einer Losung niitzt, wenn man sie nicht auch gleichzeitig fir ein
vorgegebenes konkretes Beispiel explizit konstruieren kann, aber es zeigt sich eben,
daf die Trennung des Problems in zwei nacheinander behandelte Teilfragen — erst
die Existenz und dann die Konstruktion — hiufig wesentliche Fortschritte ermog-
licht. Beispielsweise lassen sich heutzutage aus Existenzbeweisen auch numerische
Verfahren zur Berechnung von Minimalflichen mit vorgegebener Berandung kon-
struieren, worauf spiter noch einmal kurz eingegangen werden soll.

Im letzten Jahrhundert ging man aber eher umgekehrt vor. Man bemiihte sich,
iibrigens in dieser allgemeinen Form vergeblich, zunéchst explizite Formeln zu fin-
den, die zu einer vorgegebenen polygonalen Berandung eine zugehorige Minimal-
fliche angeben, und kniipfte daran wohl die Hoffnung, zu einer allgemeinen (ana-
lytischen) Jordankurve dann eine Losung durch polygonale Approximation und
Grenziibergang zu erhalten, vielleicht in Form von Reihendarstellungen.

Man studierte iibrigens auch allgemeinere Randwertprobleme; man betrachtete
nimlich sog. Schwarzsche Ketten, d. h. Konfigurationen aus Polygonziigen und
Stiicken ebener Flichen, auf die die Minimalflichen senkrecht auftreffen mufite.
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Letzteres wird als freie Randbedingung bezeichnet, weil sich die Spur der Minimal-
flache ja noch auf diesem Ebenenstiick bewegen kann und die Bedingung des senk-
rechten Auftreffens dann gerade besagt, dafy die Minimalfliche auch stationir be-
ziiglich Variationen ist, die ihre Spur in dieser Ebene verschieben. Wir werden im
folgenden unsere Aufmerksamkeit daher nicht nur dem Plateauschen, sondern

u. a. auch dem freien Randwertproblem zuwenden.

Auch wenn, wie gesagt, das allgemeine Problem nicht gelost wurde, so ist es doch
nach dem Vorhergehenden nicht verwunderlich, dafy im letzten Jahrhundert viele
interessante und schoéne Beispiele von Minimalfldchen gefunden wurden, und zwar
nicht nur als Losungen von Randwertproblemen, sondern auch vollstindige
(offene) Minimalflachen im dreidimensionalen Raum, wie diejenigen von Scherk
und Enneper. Eine besondere Rolle hierbei spielten die von Weierstrafs angegebenen
Darstellungsformeln fiir Minimalflichen, die eine Verbindung zur Funktionentheo-
rie herstellten.

In diesem Jahrhundert konzentrierte man sich dann auf allgemeine Existenzpro-
bleme, und interessante neue Beispiele sind lange Zeit nicht gefunden worden.
Diesbeziigliche Untersuchungen haben jedoch auch inzwischen wieder eingesetzt,
und das wohl schonste Beispiel ist eine von Costa [Cs] angegebene vollstindige
Minimalfliche im R® mit drei Enden. Hoffmann-Meeks [HM] zeigten, daf} diese
Fliche eingebettet ist, verallgemeinerten die Konstruktion und stellten die erhal-
tenen Flichen durch Computergraphiken dar.

2 Die urspriingliche Losung von Douglas und Rado

Nach wichtigen Teilerfolgen durch Haar [Ha] und Garnier [Ga], welcher
iibrigens die oben angesprochenen Methoden von Riemann und Schwarz fortfiihrte,
wurde dann im Jahre 1930 eine Losung des Plateauschen Problems unabhingig
voneinander und auf verschiedenen Wegen von Douglas [D1] und Rad6 [R2] ge-
funden. Beide Ansitze waren recht kompliziert, aber kurz darauf wurden zwei er-
heblich einfachere Beweisgedanken von McShane [Mc] und Courant [C1] (und in
dhnlicher Form von Tonelli [Tn]) entwickelt. Beide Ansitze beruhen iibrigens je-
weils auf einem Gedanken von Lebesgue, und Lebesgue selber hitte mit diesen
beiden Gedanken schon das Plateausche Problem 16sen konnen, wenn ihm noch
die nachfolgende Beobachtung von Douglas bekannt gewesen wire!). Wir formu-
lieren diese Beobachtung im Rahmen des dann von Courant durchgefiihrten Lo-
sungsverfahrens.

Dazu betrachten wir das Plateausche Problem in der folgenden Fassung:

Es sei v eine rektifizierbare Jordankurve im R3 (oder allgemeiner im R®, n > 3).
D = {(u,v) €R?: u? + v?> <1} sei die Kreisscheibe in der Ebene. Wir betrachten
dann Abbildungen x : D = R3, die aD auf vy abbilden. Es erweist sich hierbei als

1) Diese Beobachtung ist iibrigens in doppelter Hinsicht historisch merkwiirdig: ein-
mal, weil sie trotz ihrer augenscheinlichen Einfachheit von allen vorherigen Mathematikern iiber-
sehen worden war, zum anderen, weil Douglas sie trotz ihres erheblichen Nutzens zur Verein-
fachung des Problems bei seiner eigenen Losung des Problems nicht benutzt hat.
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zweckmafig, nur solche Abbildungen zu betrachten, die 9D in monotoner Weise
auf v abbilden.
Das Flichenfunktional?) ist nun gegeben durch

AX)= | Ixy A xy| dudv
D

o ) ox! ox? ox® )
(hierbei ist zur Abkiirzung x, = | =, —, —| und weiter unten dann auch
ou’ du’ du
ax! ox! 9x? ax® ox3 ox®

2 ga g G @1 912 @r
Ju odu ou du oOJu ou’

Xy = Xy Xy = etc.

mit x = (x!, x2, x3)).

Gesucht ist dann ein Minimum von A in der oben beschriebenen Klasse von Funk-
tionen. Nun ist das Flichenfunktional A invariant unter der vollen Diffeomorphis-
mengruppe von D, d. h. A(x © 7) = A(X) fiir jeden Diffeomorphismus 7: D = D. In
der betrachteten (,,parametrisch* genannten) Fassung ist daher das Flichenfunk-
tional analytisch sehr schwer zu behandeln, weil die Klasse der Losungen hierbei
viel zu groB ist. (Wir werden spiter einige ganz andersartige mafitheoretische An-
sdtze skizzieren, die diese Schwierigkeit vermeiden.) Douglas bemerkte nun, daf
man stattdessen das Dirichletintegral

1
D(x) := 3 [ (x2+x%)dudv
D

betrachten kann. Es gilt nimlich allgemein
D(x) = A(x),

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn x (fast iiberall) konform ist, also

(1) xx=xt x4x%=0

fast iiberall in D gilt. Das Dirichletintegral besitzt nun den grofien Vorteil, daf} es
nur noch invariant unter konformen Automorphismen, nicht aber unter allgemei-
nen Diffeomorphismen von D ist.

Das Losungsverfahren besteht darin, D(x) zu minimieren, und zwar in der Klasse
aller Abbildungen aus C° N H!:2(D, R3), die 9D monoton auf v abbilden. (Damit
die Nichtkompaktheit der konformen Gruppe von D nicht zu Schwierigkeiten
fiihrt, wihlt man noch drei verschiedene Punkte 6,, 6,, 63 € D und drei verschie-
dene Punkte &, &,, £ € aus und verlangt noch x(8;) = &;,i=1, 2, 3, eine Nor-
malisierung, die wegen der konformen Invarianz von D(x) keine Einschrinkung
bedeutet.) Ein Minimum muf} dann natiirlich die Eulergleichungen fiir D(x) erfiil-
len, also harmonisch sein:

) Ax=0 inD.

2) Wir werden den Wert dieses Funktionals als ,,Oberfliche‘ oder ,,Flicheninhalt* und
gelegentlich auch einfach, wenn keine Mifverstindnisse auftreten sollten, als ,,Fliche** be-
zeichnen.



Das Existenzproblem fiir Minimalflichen 5

Die nichtlineare Plateaurandbedingung driickt sich in einer weiteren Gleichung fiir
ein Minimum aus, nimlich daf}

3) (x2 —x2 —2ix, - x,)(du +idv)?

auf 9D reell ist. Diese quadratische Differential ist nun andererseits wegen (2) holo-
morph, und muf} deswegen identisch verschwinden, so da} (1) gilt, und unser
Minimum von D deswegen gleichzeitig ein Minimum des Flachenfunktionals A lie-
fert, also das Plateausche Problem 16st.

Bei diesem Argument haben wir die Tatsache benutzt, daf} ein holomorphes qua-
dratisches Differential, das reell auf aD ist, in D identisch verschwindet. Dies bleibt
nun nicht mehr giiltig, wenn wir statt D eine Riemannsche Fliche mit Rand von
hoherem Geschlecht oder Zusammenhang benutzen, und dies fiihrt zu einer neuen
Schwierigkeit bei der Suche nach Minimalflichen von héherem Geschlecht, ein
Problem, welches wir spiter noch genauer diskutieren wollen.

Wir wollen vielleicht auch kurz skizzieren, wie man nun die Existenz eines Mini-
mums von D in der angegebenen Funktionenklasse beweist. Man wihlt eine be-
liebige Minimalfolge von Elementen aus H!':2 N C°,') welche 8D monoton auf y
abbilden und der Dreipunktebedingung geniigen. Jedes Element der Folge wird
dann durch den harmonischen Vektor mit den gleichen Randwerten ersetzt. Da
ein harmonischer Vektor das Dirichletintegral beziiglich seiner eigenen Randwerte
minimiert, ist die neue Folge ebenfalls eine Minimalfolge. Die verbesserte Minimal-
folge ist nun gleichgradig stetig. Dies folgt aus dem Maximumprinzip und dem
nachfolgenden Lemma, dessen Grundgedanke, wie gesagt, von Lebesgue stammt
(am Rande muf3 man noch die gewihlte Normalisierung ausnutzen, um aus diesem
Lemma tatsichlich die Gleichstetigkeit herleiten zu konnen):

Lemma 1. Sei x € H'*2(D), po €D, 8 < 1, D(x) <K. Dann existiert ein 1 € (8,4/5),

fiir das X3B(pq,r) n 0 absolutstetig ist und fiir irgendzwei Punkte p,, p, € 0B(po, 1)
NnD

1
1 1/2
(log -8—)
erfiillt.

(B(po,1) ={p €ER?: |p, — pP <r?}).

1x(py) — x(p)| < 2w K!/?2

Nach Auswahl einer Teilfolge konvergiert die Minimalfolge dann gleichmifiig und
schwach in H''? gegen einen harmonischen Grenzvektor x, der zudem aufgrund der
Unterhalbstetigkeit von D bei schwacher H!: 2 -Konvergenz ein Minimum fiir D in
unserer Funktionenklasse liefert. Aus bekannten Sitzen der Potentialtheorie er-
halten wir daher die folgende Losung des Plateauschen Problems.

1) H':2 jst der iibliche Sobolevraum derjenigen L2-Funktionen, die verallgemeinerte
Ableitungen absitzen, welche ebenfalls in L2 liegen, die also endliches Dirichletintegral haben.
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Satz 1. Es gibt eine Abbildung x : D - R?, x € C°(D) N C¥(D), mit
“) Ax=0 inD
(5) x2-x2-2ix,-x,=0 inD,

welche 0D monoton auf y abbildet und dem Dirichletintegral und auch dem
Flichenfunktional A ein Minimum in der gewdihiten Funktionenklasse verleiht.

Ein Vektor x, der (4) und (5) erfiillt, wird dann (bei diesem Zugang) als Minimal-
fliche bezeichnet.

Die Regularitit am Rande konnte erst spater durch Hildebrandt [H] geklirt wer-
den, mit Verschiarfungen oder Vereinfachungen durch Nitsche [N1], Kinderlehrer
[Ki], Heinz-Tomi [HT] und Heinz-Hildebrandt [HH2]; es gilt

Satz 2. Ist y von der Klasse C* (k=1,2,...,0<a<1),C" oder C“, so auch x.

3 Kritikpunkte zu dieser Losung und weiterfiihrende Fragen

So eindrucksvoll die Leistung von Douglas und Radé auch zunichst erschien, so
ist doch die gerade skizzierte Losung des Plateauschen Problems nicht in jeder Hin-
sicht zufriedenstellend. Es ergeben sich beispielsweise die folgenden Kritikpunkte
und/oder weiterfithrenden Fragen:

1) Zunichst besitzt x als Abbildung zwar optimale Regularititseigenschaf-
ten, aber es ist dies ein analytischer Regularititsbegriff, wihrend man eigentlich
gerne die geometrische Regularitit in dem Sinne, daf x(D) eine eingebettete Unter-
mannigfaltigkeit des R* mit Rand 1 ist, fordern wiirde. Aus den Gleichungen (4)
und (5) 14t sich jedoch nur schliefen, daf x eine moglicherweise verzweigte Im-
mersion ist. Durch zusétzliche Untersuchungen von Osserman [O], Gulliver [G] und
Alt [Alt1], [Alt2] konnte allerdings spéter gezeigt werden, dal wegen des Mini-
mumcharakters von x innere Verzweigungspunkte nicht auftreten kénnen. Rand-
verzweigungspunkte konnten bisher jedoch nur fiir den Fall ausgeschlossen werden,
daB v reellanalytisch ist (cf. [GL]), wihrend der allgemeine Fall weiterhin offen
ist.

Jedenfalls mufs die Losung x aber oft aus topologischen (wenn v verknotet ist)
oder geometrischen Griinden Selbstdurchschneidungen besitzen. Ein Beispiel ist
in Fig. 1 dargestellt.

Fig. 1

Man bemerkt dabei, da} die Minimalfldche x(D) sogar in unphysikalischer Weise
die Randkurve durchsetzt. Eine solche Lésung kann also insbesondere nicht ex-
perimentell beobachtet werden.
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2) Hiufig ist die Minimalfldche aus Satz 1 nicht die Fliche kleinsten In-
haltes mit Randkurve v. Fig. 2 zeigt einen einfachen Fall.

7 N

Fig. 2

Es ist offensichtlich, dafd man hier eine Fliche vom Geschlecht 1 finden kann, die
kleineren Flicheninhalt als jede Fliche x(D), also vom Geschlecht O, hat. Wenn
man unendlich viele, immer kleiner werdende Kurven von der Art der in Fig. 2 ge-
zeichneten miteinander verbindet, 1483t sich sogar eine rektifizierbare Jordankurve
konstruieren, fiir die das Infimum des Flicheninhaltes von iiberhaupt keiner Fliache
endlichen Geschlechts angenommen werden kann, cf. [F1].

Es zeigt sich iibrigens auch, daf® man immer, wenn eine Minimalfldche Selbstdurch-
schneidungen hat, durch Vergroferung des Geschlechtes den Flicheninhalt ver-
kleinern kann.

Aber natiirlich existiert nicht zu jeder Randkurve eine Minimalfliche vorgegebenen
Geschlechtes. Beispielsweise berandet eine ebene Kreislinie nur eine einzige Mini-
malflache, namlich eine ebene Kreisscheibe. Isotopiert man daher die Kurve aus
Fig. 2 in eine ebene Kreislinie, so kann irgendwann die verbogene Kurve keine
Minimalfliche vom Geschlecht 1 beranden. Es ist klar, daf} diese Art von Unstetig-
keit zusidtzliche Probleme bei der Frage nach der Existenz von Minimalflichen
hoheren Geschlechtes aufwirft.

Es 148t sich auch der Fall betrachten, wo mehrere disjunkte Jordankurven vorge-
geben sind. Es stellt sich dann die Frage, ob eine zusammenhingende Fliche mit
mehreren Randkomponenten einem niedrigeren Flicheninhalt besitzen kann als
die Vereinigung der aus Satz 1 zu den einzelnen Kurven gewonnenen Minimal-
flichen. Betrachtet man zwei nahe beieinanderliegende Kreislinien in parallelen
Ebenen, so hat eine geeignet gewihlte Ringfliche natiirlich kleineren Inhalt als zwei
von diesen Kurven berandete Kreisflichen. Vergroflert man jedoch den Abstand der
beiden Kreislinien, so erreicht man bald einen kritischen Abstand, bei dem die
Ringflache nicht mehr kleineren Inhalt hat, und vergréfert man den Abstand noch
weiter, so kann schliefflich weder experimentell noch mathematisch eine Ring-
flache als Losung des Plateauschen Problems existieren.

Schlieflich kann man auch fragen, zu welchen Jordankurven nichtorientierbare
Minimalfldchen, beispielsweise vom Typ des Mébiusbandes existieren, und ob
solche Fldchen vielleicht sogar manchmal das Infimum des Flicheninhaltes reali-
sieren konnen.

3) Im allgemeinen ist ein Minimum des Flicheninhaltes zu einer vorgege-
benen Jordankurve v nicht eindeutig bestimmt. Daher wire es wiinschenswert, fiir
gegebene Kurven die Anzahl der Losungen zu kontrollieren, wie auch die Existenz
von Sattelpunktlésungen nachzuweisen. Hat man nimlich zwei isolierte lokale
Minima, so erwartet man auch die Existenz einer weiteren instabilen Minimalfliche
zu der gegebenen Randkurve.
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4) Freie oder halbfreie Randwertprobleme sind zu 16sen. Man gibt sich eine
Stiitzflache S sowie moglicherweise einen Jordanbogen v vor, der entweder vollig
disjunkt zu S und geschlossen ist oder mit S nur seine beiden Endpunkte gemein
hat. Man sucht dann eine Minimalfldche, meist in einer durch bestimmte topolo-
gische Bedingungen (beispielsweise vorgeschriebene Verschlingungszahlen) einge-
schrinkten Klasse, deren Rand teils auf +, teils auf S liegt und dort senkrecht auf-
trifft. In dieser Fassung stammt das Problem von Courant, vgl. z. B. [C7]. Die ur-
spriinglichen Losungen haben aber wiederum den Nachteil, daf sie oft die Stiitz-
flache S in unphysikalischer Weise durchdringen und daher natiirlich experimen-
tell nicht beoachtet werden k6nnen.

S) Es stellt sich die Frage, ob man das Plateauproblem auch allgemeiner in
Riemannschen Mannigfaltigkeiten 16sen kann. Wihrend im euklidischen Raum auf-
grund des Maximumprinzips keine kompakten Minimalflichen ohne Rand existie-
ren konnen, sind solche Fliachen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten im allgemei-
nen nicht ausschliefSbar, und man kann daher auch nach diesbeziiglichen Existenz-
sitzen fragen.

(Jedenfalls wurde das Plateauproblem in Riemannschen Mannigfaltigkeiten schon
1948 von Morrey [M] gelost.)

6) Weiterhin stellt sich die Frage nach — geeignet verallgemeinerten — Mini-
malflichen in hoheren Dimensionen.

7) Wenn die Unbestidndigkeit von Seifenblasen auch nicht ohne einen ge-
wissen poetischen Reiz ist, so war sie doch Mathematikern, die sich experimentell
eine geometrische Vorstellung von den auftretenden Formen verschaffen wollten,
meist ein Argernis, gelegentlich Wutausbriiche iiber das stindige Zerplatzen der
fragilen Gebilde hervorrufend, und es hat nicht an Versuchen gefehlt, Minimal-
flichen in einem dauerhafteren Medium herzustellen. Heutzutage 143t sich dieses
Problem natiirlich auch dadurch umgehen, daff man versucht, eine Minimalfldche
zu vorgegebener Berandung numerisch zu berechnen. Gefragt ist dann nach kon-
struktiven und numerisch stabilen Existenzbeweisen mit geeigneter theoretischer
Fehlerkontrolle, damit man das vom Rechner gelieferte Ergebnis auch interpretie-
ren und in seiner Giite beurteilen kann.

In diesem Artikel wollen wir nun die verschiedenen heute bekannten Antworten
und Losungsansiitze auf diese Kritikpunkte und Fragen vorstellen (und auch deren
jeweilige Vor- und Nachteile diskutieren). Es ergeben sich hierbei interessante
Wechselwirkungen mit anderen Bereichen der Mathematik, beispielsweise der
hyperbolischen Geometrie und Teichmiillertheorie, der nichtlinearen Funktional-
analysis, der dreidimensionalen Topologie und der Riemannschen Geometrie, um
nur einige zu nennen.')

Ein ganzer Zweig der Mathematik, die geometrische Mafitheorie, hat sogar seine
grundliegenden Problemstellungen und entscheidenden Entwicklungsimpulse aus

1) Die im letzten Jahrhundert entwickelten Beziehungen zur Funktionentheorie und
algebraischen Geometrie werden hier allerdings in den Hintergrund treten.
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dem Minimalfldchenproblem erfahren und umgekehrt dann Methoden von grofler
Allgemeinheit und Reichweite fiir die Existenztheorie von Minimalflichen bereit-
gestellt.

4 Parametrische Methoden

Einige Arbeiten, die sich mit in 2) und 3) angeschnittenen Fragen beschif-
tigen, erschienen bereits in den dreifiger Jahren.
Douglas [D5], Courant [C4] und Shiffman [S1] behandelten die Frage nach der
Existenz von Minimalflichen hoheren Geschlechtes. Im Lichte der obigen Plausi-
bilitdtsbetrachtungen muf} eine Jordankurve v natiirlich noch eine zusitzliche
Bedingung erfiillen, damit sie eine Minimalfliche vom Geschlecht g beranden kann.
Douglas fiihrte das folgende Kriterium ein: Es sei

d(g,v) =inf { | |Vx[?* : £ Fliche vom Geschlecht g, x € C° N H!:2(Z),
£

x bildet aZ monoton auf vy ab}.
Man iiberlegt sich leicht
d@g, ) <de—-17

und das Douglaskriterium ist dann (in d4quivalenter Formulierung)
6) dg v <deg-1,7).

Es ist nicht schwer, nachzuweisen, dafd die Kurve aus Fig. 2 dies Kriterium fiir g = 1
erfiillt. In den zitierten Arbeiten wurde dann gezeigt, daf} (6) hinreichend fiir die
Existenz einer Minimalfliche vom Geschlecht g mit Rand vy ist. Analoge Kriteria
und Antworten wurden fiir den Fall mehrerer Randkurven, also fiir die Frage nach
der Existenz von Minimalfldchen héheren Zusammenhangs, sowie fiir nichtorien-
tierbare Minimalflichen angegeben, cf. [D3].

Jedoch wurden die genannten Zuginge kiirzlich von Tromba [T1] aus sehr unter-
schiedlichen Griinden kritisiert. Die Douglasschen Arbeiten sind zunichst duflerst
kompliziert, und er bemiihte sich zudem noch, das Problem in immer gréfierer All-
gemeinheit zu behandeln, cf. [D7]. Es bestehen jedoch auch prinzipielle Schwierig-
keiten. Wir wollen das grundsitzliche Problem fiir die Existenz von Minimalflichen
hoéheren Geschlechtes kurz erldutern: v sei gegeben. Eine Fliche £ (mit Rand) von
Geschlecht 21 kann verschiedene konforme Strukturen tragen, und man kann
nicht erwarten, dafd man fiir jede konforme Struktur eine Minimalfliche mit Rand
7 finden kann. Ist namlich S eine Fliche vom Geschlecht g, versehen mit einer
konformen Struktur, und minimiert man D(x) in der Klasse aller x € C° N H':2(S)
mit Plateauschen Randbedingungen, so erhilt man, wie oben erldutert, einen har-
monischen Vektor x, fiir den

(2 —x2 = 2ix, - x,)(du +idv)?

(u + iv lokaler konformer Parameter auf S) reell auf 9S ist. Jedoch ist dieser Aus-
druck nicht notwendig Null, und so erhilt man im allgemeinen keine Minimal-
fliche. Um eine Minimalfliche zu bekommen, mufl man dann noch zusitzlich
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zum Vektor x auch die konforme Struktur von S variieren, also iiber den Modul-
raum der konformen Strukturen auf £ minimieren.!) Dieser Modulraum ist nun
nicht kompakt, und um die Existenz eines Minimums zu sichern, muf} er daher
kompaktifiziert werden. Der Rand des kompaktifizierten Modulraumes sollte
dann aus konformen Strukturen auf Flichen vom Geschlecht <g — 1 bestehen.
Die Douglasbedingung sollte dann ausschliefien, daf} das Infimum auf dem Rande
angenommen wird.

Wie schon im Falle g = 0, hat auch hier Courant wiederum einen erheblich ein-
facheren Zugang gefunden, wiederum basierend auf Argumenten in der Art von
Lemma 1. Hier kritisierte Tromba jedoch, daft Courant sich gelegentlich in allzu
salopper Weise iiber einige Schwierigkeiten hinwegsetzte. Shiffman trug dann einige
der fehlenden Details nach, formulierte allerdings selber nur einen etwas schwiche-
ren Satz — wie iibrigens auch Tromba in [T1]. Luckhaus bereitete spiter den Zu-
gang von Courant und Shiffman noch einmal systematisch fiir den allgemeineren
Fall von Fldchen konstanter mittlerer Kriimmung auf, c¢f. [Lu]. In jedem Fall
bleibt das Verfahren aber deswegen etwas unanschaulich, weil die gewihlte kon-
forme Darstellung von Flichen hoheren Geschlechtes durch Parallelschlitzgebiete
die geometrisch-topologischen Argumente recht uniibersichtlich macht.

Die Existenz von Sattelpunktlésungen wurde von Morse-Tompkins [MT1] und
Shiffman [S2] studiert. Ein weiterer Zugang, auf polygonaler Approximation ba-
sierend, wurde spater von Courant entwickelt, cf. [C7]. Es wurde gezeigt, dafd aus
der Existenz zweier lokaler Minima, die in der C®-Topologie isoliert sind, die
Existenz einer dritten instabilen Minimalfliche folgt. Allgemeiner wurde auch eine
Morsetheorie fiir Minimalfldchen entwickelt. Man formulierte jedoch wiederum
die Definition des Indexes eines kritischen Punktes des Dirichletintegrales beziig-
lich Plateauscher Randbedingungen in der C°-Topologie, wihrend eine natiirliche
Entwicklung von D(x) in der Néhe eines kritischen Punktes aber in der H** 2-Topo-
logie stattfindet. (Die Wahl der C°-Topologie liegt in der Tatsache begriindet, daf
wegen Lemma 1 Funktionenfolgen mit beschrinktem Dirichletintegral in dieser
Topologie relativ kompakt sind. Jedoch ist D in dieser Topologie nur unterhalb-
stetig, aber nicht stetig, d. h. aus x, 3 x folgt nur

D(x) <lim inf D(x,),

aber im allgemeinen keine Gleichheit. Dies fithrt zu technischen Komplikationen,
wenn man einen Minimaxwert tatsiachlich durch eine Minimalfliche realisieren will.
Cf. auch unten die analoge Schwierigkeit bei Currents.) Aus diesem Grunde sind
die erzielten Ergebnisse nicht ganz zufriedenstellend.

Auch dieses Problem wurde kiirzlich von Tromba [T3], [T4] wieder aufgegriffen,
und er bewies wiederum ein partielles Resultat, nimlich die sogenannte letzte
Morseungleichung in der natiirlichen H''2-Topologie.

Jedoch konnten in den letzten Jahren auch neuartige, durchsichtige und vollstin-
dige Beweise all dieser Ergebnisse aus den dreifdiger Jahren erbracht werden. Struwe

1) Das angegebene holomorphe quadratische Differential erweist sich iibrigens gerade
als Ableitung des Dirichletintegrals bei Variation der konformen Struktur von S. Man erhilt also
genau dann eine Minimalflidche, wenn die Ableitung bzgl. der konformen Struktur verschwindet.
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[St2], [St3] gelang es, eine vollstindige Morsetheorie firr Minimalflichen vom Typ
der Kreisscheibe und des Kreisringes zu entwickeln, die mit der H':2-Topologie
kompatibel ist'). Der Autor [J2] behandelte das Douglasproblem, also bei Vorlie-
gen von (6) die Existenz einer Minimalflache vom Geschlecht g nachzuweisen, und
zwar direkt in Riemannschen Mannigfaltigkeiten. (Das Plateauproblem in Riemann-
schen Mannigfaltigkeiten fiir den Fall einer oder mehrerer Randkurven war schon
frither von Morrey [M] gelést worden.) Diese Losung des Douglasproblems benutzt
Hilfsmittel aus der hyperbolischen Geometrie, nimlich das Kragenlemma und den
Mumfordschen Kompaktheitssatz. (Vgl. auch [TT3], wo sich durch Kombination
des Ansatzes aus [T1] mit einem Argument aus [J2] ebenfalls eine Losung des
Douglasproblems ergibt.)

Existenzsitze fiir geschlossene Minimalflichen in Riemannschen Mannigfaltigkeiten
in diesem parametrischen Rahmen ergeben sich aus [SU], [SY] und [J2].

In diesen Arbeiten wird das Dirichletintegral in einer gegebenen Homotopieklasse
von Abbildungen einer geschlossenen Fliche S in die Mannigfaltigkeit N minimiert.
Das Dirichletintegral wird dabei mittels der Metrik von N definiert; schreibt sich

n
namlich die Metrik von N in lokalen Koordinaten (x*, ..., x")als ). g; dxiedx,
so ist ij=1

1 . L.
D(x) = 5 S gi(x(u +iv)) {xyx} + x; %} du dv,
s

falls u + iv wieder ein lokaler konformer Parameter auf S ist. Ist N kompakt und
7,(N) = 0, so existiert ein Minimum in einer gegebenen Homotopieklasse aus

[S, NJ; ist w,(N) # 0, so wird zwar im allgemeinen das Minimum nicht mehr in
jeder Homotopieklasse angenommen, aber es 1afit sich wenigstens die induzierte
Abbildung x,, : 7,(S) = m;(N) auf den Fundamentalgruppen noch vorschreiben?).
Ist nun S homoomorph zur 2-Sphire S?, so bekommt man, falls das minimierende
x nicht gerade konstant ist, auf diese Weise schon eine Minimalflidche, genauer eine
moglicherweise verzweigte minimale Immersion in N. Man erhilt ndmlich wieder
ein holomorphes quadratisches Differential

g (xh xd, — xi %, — 2ixt ¥, ) (du +i dv)?,

welches fiir S = S? wiederum verschwindet, weswegen x dann konform ist. Hat S
hoéheres Geschlecht, so mufd man wieder zusétzlich iiber den Modulraum variieren.
Um die Existenz eines Minimums im Innern des Modulraumes sicherzustellen,
kann man wie in [SU] und [SY] annehmen, daf} die induzierte Abbildung

Xy : T (S) = m(N) injektiv ist, oder allgemeiner wie in [J2] eine Ungleichung vom
Typ von (6) voraussetzen.

1) Allerdings wird noch die Nichtausgeartetheit der kritischen Punkte des Dirichletinte-
grals verlangt, welche generisch nur in R? fiir n = 4 erfullt ist, cf. [BT].

2) Fiir den hierbei bestehenden Zusammenhang mit harmonischen Abbildungen verwei-
sen wir auf [J1].
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In den fritheren Arbeiten gab es auch schon Versuche, eine Morsetheorie fiir Mini-
malflichen beliebigen Geschlechtes zu entwickeln. Allerdings 16sten Morse-Tompkins
[MT2] den in ihrem Titel ,,Unstable minimal surfaces of higher topological structure*
erhobenen Anspruch nicht ein, da sie nur Flichen vom Typ des Kreisringes betrach-
ten.

Eine allgemeine Morsetheorie fiir Minimalflichen beliebigen Geschlechtes ist nun

in [JS] entwickelt worden. Einerseits erm6glichen es hierbei neuere Entwicklungen
der Morsetheorie von Conley-Zehnder, Salamon, Benci u. a. (cf. [Bc]), auf die
Voraussetzung der Nichtdegeneriertheit von Minimalflidchen als kritischer Punkt
des Dirichletintegrals zu verzichten, und andererseits erlaubt ein genaueres Studium
der Modulriume Riemannscher Flichen, die Uberginge zwischen verschiedenen
topologischen Typen in den analytischen Ansatz einzubinden.

Sowohl in der Bailyschen [Ba] als auch in der Mumfordschen [Mu2] Kompaktifi-
zierung des Modulraumes der Flichen vom Geschlecht g treten als Randelemente
gerade Fliachen niedrigeren Geschlechtes auf, und wenn man nun Flichen belie-
bigen Geschlechtes betrachtet, so muf® man mit einem universellen Modulraum ar-
beiten, der dann gerade durch die einzelnen Modulrdume fiir variierendes Ge-
schlecht g stratifiziert wird.

Es zeigt sich iibrigens, daf fiir den Morseindex einer Minimalfliche der Einbettungs-
oder Immersionscharakter dieser Fliche eine Rolle spielt, so daf} sich hierdurch

ein neuer — parametrischer — Zugang zur Gewinnung eingebetteter Minimalflichen
zu eroffnen scheint.

(In diesem Zusammenhang verweisen wir auch auf die Arbeiten [T2], [T3], [T4]
von Tromba.)

Dieser parametrische Zugang erlaubt es also, sowohl den Wechsel des topologischen
Typs als auch die Variation der konformen Struktur der auftretenden Minimal-
flichen zu studieren, und erweist sich daher in dieser Hinsicht den weiter unten
skizzierten maftheoretischen Ansitzen als prinzipiell iiberlegen, denn bei diesen
Ansitzen wird die konforme Struktur der Minimalflichen grundsitzlich ignoriert.
Wie unten genauer erlautert, haben die mafitheoretischen Anséitze den Vorteil,
immer eingebettete, also geometrische regulire Losungen zu liefern. Andererseits
bedingt dies aber auch, dafd andere Losungen nicht beachtet werden, und der para-
metrische Zugang kann daher die Struktur der gesamten Losungsmenge des Plateau-
problems besser beschreiben (vgl. hierzu auch [BT] und [St4]).

5 Konzepte der geometrischen Mafitheorie I: Currents

Beim parametrischen Zugang wird eine Minimalfliche immer als eine Ab-
bildung von einem Parametergebiet in einen Bildraum betrachtet. Durch die Kon-
zentration auf die Untersuchung der Eigenschaften der Abbildung ist es dann
schwierig, die Frage der geometrischen Regularitit zu beantworten, wihrend die
Festlegung des Parametergebietes von vorneherein den topologischen Typ in einer
dem speziellen Problem vielleicht unangemessenen Weise einschriankt. Der Ansatz
der geometrischen Mafitheorie betrachtet nun die Abbildung als ein sekundires
Element, das mit der eigentlichen Minimalfldche gar nichts direkt zu tun hat und



Das Existenzproblem fiir Minimalflichen 13

insbesondere mit mancherlei Willkiirlichkeiten behaftet ist, und studiert stattdes-
sen eine Minimalflache als eine Menge im Raum, oder allgemeiner als Maf3, um da-
durch insbesondere die geometrischen Eigenschaften besser in den Griff zu be-
kommen.

Die Frage nach der Existenz eingebetteter Minimalflidchen als Losungen des
Plateauproblems ist mit diesen Methoden vollstindig von Hardt-Simon [HS] beant-
wortet worden:

Satz 3. Jede geschlossene Jordankurve v C R® der Klasse C1'*(0 <a <1)
berandet eine eingebettete orientierbare Minimalfliche.

Wir wollen kurz die diesem Satz zugrundeliegenden Konzepte diskutieren (und
gleichzeitig auch die Frage 6) behandeln).!)

Will man eine eingebettete Untermannigfaltigkeit als Losung des Plateauproblems
mit gegebenem Rand erhalten, so kann man nicht einfach in der Klasse der einge-
betteten Untermannigfaltigkeiten minimieren, weil diese Klasse nicht abgeschlossen
beziiglich irgendeines natiirlichen Konvergenzbegriffes ist und ein Grenzwert einer
Folge aus dieser Klasse alle moglichen Singularititen entwickeln kann. Daher mufy
man, wie dhnlich auch im parametrischen Fall, prinzipiell in zwei Schritten vor-
gehen, und zwar zunichst die gewiinschte Klasse geeignet abschliefien, so daf} das
Minimum nunmehr angenommen werden kann, und dann zeigen, daf} ein Minimum
des Flichenfunktionals tatsidchlich so gute Regularititseigenschaften besitzt, da®
es doch in der urspriinglichen Klasse liegt.

Wir werden gelegentlich den Begriff des Hausdorffmafles verwenden. Firr m =0
und § >0, A CR" sei

HI(A) =inf

d m -
lem( ‘;mcj) 'AC U G, diam G, <5
j= j=

wobei w,, das Mafl der m-dimensionalen Einheitssphire bezeichnet. Das m-dimen-
sionale Hausdorffmafs von A ist dann

H™(A) = lim HF'(A) (= sup H3'(A))
640 6>0

Der geeignete Begriff, der Mannigfaltigkeiten verallgemeinert und Klassen definiert,
die unter maBtheoretischer Konvergenz abgeschlossen sind, ist nun derjenige des
Current (Strom). Es seien

UCR™
w € D*(U) = {C™ n-Formen mit kompaktem Triger in U}
lwll =sup {{w, &) : £ € AL, (R™), i§| =1, £ einfach}

(alle Begriffsbildungen lassen sich in offensichtlicher Weise auf Riemannsche Man-
~ nigfaltigkeiten verallgemeinern). Der Raum der Currents ist dann

D.(U) = {Stetige lineare Funktionale auf D"(U)}.

1) Referenzen fiir die geometrische Maitheorie sind [F2] und [Si].
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Die Masse eines Current T ist definiert als
My(T) =sup {T(w) : lwl <1, w € D*(U)}.

Wir wollen uns kurz klarmachen, daf} eine n-dimensionale orientierte Unterman-
nigfaltigkeit M C R™ (mit lokal endlichem n-dimensionalem Hausdorffmal H")

einen Current definiert; die Orientierung sei durch §(x) =71, A ... A7, (r; Ortho-
normalbasis von T, M) gegeben; dann setzen wir fiir w € D*(U)

[MI(w) = § (w(x), &x)) dH™(x).
M

Im Grunde bedeutet dies natiirlich einfach nur, dafd man eine Differentialform
iber eine Mannigfaltigkeit integrieren kann. Umgekehrt spielen diejenigen Currents
eine wichtige Rolle, die fast {iberall so aussehen wie eine (moglicherweise mit Viel-
fachheit versehene) Mannigfaltigkeit. Es sind dies die (lokal) rektifizierbaren (in
der Terminologie von [F]) bzw. ganzzahligen (in der Terminologie von [Si]) Cur-
rents. Wir definieren

T € Ro)(U):

<V w e D(U):

T(w) = | (w(x), &x)) 0(x) dH (x),
M

wobei M C U H"-mefSbar und (H", n) abzihlbar rektifizierbar ist (d. h. bis auf eine
Menge vom H"-Maf} Null abzédhlbare Vereinigung von C!-Mannigfaltigkeiten), die
Vielfachheit 6 : M = N (lokal) H"-integrabel ist und die Orientierung &£ : M

= Ap(R™) H"-mefbar ist, wobei fir H"-fast alle XEM &X)=7, A...AT,, T
Orthonormalbasis von Ty M, ist.

(Ein solches T hei3t deswegen ganzzahlig, weil die Vielfachheitsfunktion nur natiir-
liche Zahlen als Werte annehmen darf.)

Wir haben auch einen Randoperator fiir Currents, nimlich

0T(w) = T(dw).

Das folgende elementare Lemma driickt die schwache Kompaktheit massenbe-
schrinkter Currents und die Unterhalbstetigkeit der Masse bei schwacher Kon-
vergenz aus:

Lemma 2. Es sei (Tj)jen C D,(U),
sup My (T;) <oo  fiir alle W CC U.
Dann konvergiert T; nach Auswahl einer Teilfolge schwach gegen ein T € D, (U),

und
My (T) <lim inf My (T;).

J—POO

Erheblich schwieriger ist die folgende Kompaktheitsaussage von Federer-Fleming
[FF].
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Lemma 3. Es sei (T;);en C Rlec(U,
sug (My (T;) + My (9T;)) <eo fiir alle W CC U.
je

Dann konvergiert T; nach Auswahl einer Teilfolge schwach gegen ein T € Rlec().

(Die Schwierigkeit besteht natiirlich darin, zu zeigen, dafd der Limes T ebenfalls
ganzzahlig ist.)

Aus diesem Lemma und der Unterhalbstetigkeit der Masse bei schwacher Konver-
genz folgt dann, dafl man das Plateauproblem in beliebiger Dimension und Kodi-
mension in der Klasse der ganzzahligen Currents 16sen kann.

Satz 4. Essei SE R, _,(R™*¥), 8S = 0, spt S kompakt. Dann existiert ein
T ER,(R***) mit oT = S, spt T kompakt, fiir das

M(T) < M(R)
fiir alle anderen solchen R gilt (zur Notation: spt M ist der Triger der Menge M).

Es lafdt sich auch die Existenz von Currents in Riemannschen Mannigfaltigkeiten
zeigen, die in ihrer Homologieklasse minimal sind:

Satz 5. Es sei N eine (n + k)-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit, R, € Da(N),
o0R, =0, und es sei

IR;) ={RED,(N):R-R,;=0S fiireinS ER,, ,,(N)}.
Dann existiert ein T € I(R,) mit
M(T) =inf {M(R): R €I(R,)}.

Der zweite Schritt besteht dann in der Untersuchung der Regularitit eines mini-
mierenden Currents. Wir definieren

Reg (T) = {x Espt T : x besitzt eine Umgebung U(x), fiir die spt T N U(x)
eine eingebettete Untermannigfaltigkeit ist}

und dann die singuldre Menge als
Sing (T) := spt T\Reg (T).

In der Kodimension 1 gilt der folgende Regularititssatz fiir minimierende Currents,
welcher von J. Simons [Sms] und Federer [F1] stammt.

Satz 6. Es sei T € R (U), U offen in R**1,
M(T) <M(R) fiir alle R mit spt (T —R) CC U.

Dannist Sing T N'U = @ fiir n < 6,lokal endlich fiirn =7, und H*~7**(Sing T N U)
=0 fiiralle «>0 fiirn>17.

Ein Beispiel von Bombieri-de Giorgi-Giusti [BAGG], spiter von Lawson [La2] ver-
allgemeinert, zeigt, da} diese Aussage scharf ist.
In beliebiger Kodimension gilt der folgende Satz von Almgren [A3]:
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Satz 7. Es sei T € R, (U), U offen in R** k und T sei im gleichen Sinne wie
in Satz 6 minimierend. Dann ist fiir alle « >0

Hr-2**(Sing TNU)=0.

Entsprechende Aussagen gelten in Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Da komplexe
Untervarietiten von Kahlermannigfaltigkeiten homologisch minimierend sind und
schon komplexe Kurven Verzweigungspunkte, also Singularitaten der (reellen) Ko-
dimension 2 besitzen konnen, ist Satz 7 fir « = 0 nicht mehr giiltig. Ubrigens hat
Chang [Ch] kiirzlich gezeigt, daf fiir zweidimensionale minimierende Currents im
wesentlichen nur solche Verzweigungspunkte als Singularitdten auftreten kénnen.
Hardt-Simon [HS] haben dann gezeigt, daf bei Kodimension 1 in der Situation
von Satz 4 firr S € C1*® ein minimierendes T am Rande iiberhaupt keine Singulari-
taten haben kann. Am Rande gilt also eine bessere Aussage als im Innern, wo nach
Satz 6 ja durchaus Singularititen, wenn auch mit hoher Kodimension, auftreten
konnen. Aus der Randregularitiat und den Sitzen 4 und 6 folgt dann Satz 3, und
sogar eine analoge Aussage bis zur Dimension 6.

Schlieflich hat Griiter [Grl], [Gr2] eine zu Satz 6 analoge Aussage fiir minimie-
rende Currents mit freien Randbedingungen erhalten. Hierfiir konnen teilweise
shnliche Methoden wie fiir die innere Regularitat benutzt werden.

6 Eingebettete Minimalfliichen von vorgeschriebenem topologischem Typ.
Das freie Randwertproblem

Nun produziert Satz 3 zwar eine Losung mit optimalen geometrischen
Regularititseigenschaften, aber andererseits hat man keine Kontrolle mehr iiber
den topologischen Typ der so erhaltenen Losung (abgesehen von einer oberen
Schranke fiir das Geschlecht in Abhingigkeit von der Gesamtkriimmung von v,
falls ¥ € C*' ). Currents sind auch prinzipiell ungeeignet, um Minimalfldchen von
vorgegebenem topologischem Typ zu erhalten. Dies liegt im wesentlichen an der
Tatsache, daf die Konvergenz, die man aus Kompaktheitssitzen erhilt, die
schwache Konvergenz ist, wihrend die Masse nur unterhalbstetig, aber nicht stetig
unter schwacher Konvergenz ist. So kann beispielsweise eine Folge von Kreis-
scheiben gegen eine Fliche vom Geschlecht 1 konvergieren, weil in der Grenze
Teilstiicke mit entgegengesetzter Orientierung zusammenkommen und sich gegen-
seitig aufheben kénnen. Eine kleine Skizze mag dies veranschaulichen (Fig. 3).

AN /.
= -7 <

Fig. 3

(Aus einem ihnlichen Grunde sind Currents auch fir Sattelpunktkonstruktionen
ungeeignet).

Es stellt sich aber die Frage, ob man in bestimmten Fillen, wo geeignete geome-
trische Voraussetzungen erfiillt sind, auch eingebettete Minimalfldchen von vor-
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geschriebenem topologischem Typ bekommen kann. In der Tat gibt es nun der-
artige Aussagen, und wir wollen zunichst die folgende diskutieren:

Satz 8. Es sei A ein strikt konvexer Korper der Klasse C? im R3, vy C 0A
eine geschlossene Jordankurve. Dann berandet v eine eingebettete Minimalfliche
vom Typ der Kreisscheibe.

Dieser Satz wurde zunichst von Gulliver-Spruck [GS] unter der Einschrinkung,
daf} die Gesamtkriimmung von v héchstens 4 ist, und dann von Tomi-Tromba
[TT1], Almgren-Simon [AS] und Meeks-Yau [MY1] in voller Allgemeinheit be-
wiesen. Alle vier Methoden sind vollig unterschiedlich, und jede Methode liefert
ein stirkeres Ergebnis als die vorhergehende.

Tomi-Tromba benutzen Methoden der globalen Analysis; ihr Ergebnis sagt nicht
aus, ob die gefundene Minimalfliche flichenminimierend ist.!) Almgren-Simon
minimieren die Oberfliche in der Klasse der eingebetteten Kreisscheiben und er-
halten als Grenzwert einer Minimalfolge eine Varifaltigkeit (ein Begriff, den wir
weiter unten genauer erldutern werden), deren Regularitit sie dann nachweisen.
Diese Varifaltigkeit entspricht dann einer eingebetteten Kreisscheibe, die stabil
(im Sinne der zweiten Variation der Oberfliche) ist. Es ist aber aus diesem Ansatz
nicht klar, ob sie auch in der Klasse der immersierten Kreisscheiben minimiert.
Meeks-Yau zeigen, daf in der vorliegenden Situation die urspriingliche Losung von
Douglas und Rado eingebettet ist (und damit iibrigens mit der von Almgren-Simon
gelieferten iibereinstimmt). Sie benutzen u. a. Methoden der geometrischen Topo-
logie, die zum Beweis des Dehnschen Lemmas entwickelt worden waren. Das
Dehnsche Lemma besagt, da} eine Jordankurve auf dem Rande einer kompakten
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M, die in M zusammenziehbar ist, eine einge-
bettete Kreisscheibe in M berandet. Umgekehrt ist die Methode von Meeks-Yau
so allgemein, da} hiermit auch ein neuer Beweis des Dehnschen Lemmas geliefert
wird. (Der entscheidende Vorteil des Verfahrens von Meeks-Yau im Vergleich zu
den anderen ist eben, daf hierbei nicht vorausgesetzt wird, daf v iiberhaupt eine
eingebettete Kreisscheibe berandet. Vielmehr folgt dies als Korollar.) Sie zeigen
nimlich, daf} eine Jordankurve v auf dem Rand einer konvexen Riemannschen
Mannigfaltigkeit, wobei 7y wieder zusammenziehbar ist, eine eingebettete minimale
(flichenminimierende) Kreisscheibe berandet. (Man kann auf M immer eine Rie-
mannsche Metrik einfiihren, die die obigen Voraussetzungen erfiillt, um die topo-
logische Aussage des Dehnschen Lemmas als Korollar zu bekommen.) Dies stellt
sogar eine wichtige Verschirfung des Dehnschen Lemmas dar, weil man namlich
aus der Minimumeigenschaft oft starke Folgerungen ziehen kann. Sind beispiels-
weise die Metrik von M und v invariant unter der Aktion einer endlichen Gruppe,
so ist auch die minimale Kreisscheibe invariant. Mit dhnlichen Argumenten bewei-
sen Meeks-Yau auch, cf. [MY2].

Satz 9. M sei eine kompakte dreidimensionale Riemannsche Mannigfaltig-
keit mit konvexem Rand.

1) Man vgl. jedoch [Li] und [Wh3] zu diesem Punkt.
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a) Die durch die Inklusion induzierte Abbildung
ig: T (M) > 7 (M)

sei nicht injektiv.
Dann existiert in M eine eingebettete Kreisscheibe, die OM senkrecht trifft, also ein
freies Randwertproblem Iést.

b) Es sei m,(M) # 0. Dann existiert in M eine eingebettete minimale S?
oder projektive Ebene.

Die in a) und b) erhaltenen Flichen minimieren jeweils in ihrer Homotopieklasse
die Oberfliche.

Auferdem sind zwei verschiedene derartige minimierende Flichen immer im Innern
disjunkt. Ansonsten konnte man nimlich durch Austausch von Teilen die Ober-
flache verkleinern. Eine Skizze mag dies verdeutlichen (Fig. 4).

oV
/SN SN

Dieser Gedanke spielt auch beim Nachweis der Einbettung eine wichtige Rolle.
Die Untersuchungen von Meeks-Yau wurden von Freedman-Hass-Scott [FHS] auf
Flichen hoéheren Geschlechtes ausgedehnt. Allerdings braucht man hierbei noch
zusitzlich topologische Voraussetzungen, um tatsichlich eingebettete Minimal-
flichen zu erhalten.

Ein weiteres Ergebnis fiir eingebettete Minimalflichen eines vorgegebenen Ge-
schlechtes stammt vom Autor [J3]:

Fig. 4

Satz 10. Es sei A eine kompakte dreidimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit, deren Rand A nichtnegative mittlere Krimmung beziglich der inneren
Normalen besitzt. A sei homéomorph zum Volltorus vom Geschlecht 2g.
ay, ..., a4 Seien Erzeugende von wy(A), und v C 0A sei eine Jordankurve, die in
A homotop zu

(7)  ajaar’az’. .. ay, 13,35, 13z
ist. Dann berandet v eine eingebettete Minimalfliche vom Geschlecht g.

Der Beweis arbeitet mit Varifaltigkeiten, benétigt aber im Vergleich zu [AS] all-
gemeinere Aussagen iiber die Randregularitit. Die Bedingung (7) war vorher von
Tomi-Tromba [TT2] eingefiihrt worden, die auch die Existenz einer (nicht not-
wendig eingebetteten) Minimalfliche mit Rand v vom Geschlecht g mit parame-
trischen Methoden gezeigt hatten ([TT3]).

Meeks-Yau hatten ihre Methode zur Gewinnung einer eingebetteten minimalen
Kreisscheibe iibrigens ebenfalls auf den Fall ausgedehnt, wo der Rand der Mannig-
faltigkeit nichtnegative mittlere Kriimmung besitzt.

SchlieRlich wurde das Verfahren aus [AS] von Meeks-Simon-Yau [MSY] erweitert,
um die Oberfliche in einer Isotopieklasse eingebetteter Flichen in einer Riemann-
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schen Mannigfaltigkeit zu minimieren. In der Grenze erhilt man dann eine einge-
bettete Minimalfliche von méglicherweise kleinerem Geschlecht als die Ausgangs-
flachen, die sich unter Umstinden auch in mehrere Komponenten aufspalten kann,
von denen einige auch nicht orientierbar sein konnen, auch wenn die Ausgangs-
flichen orientierbar waren. (Diese nicht orientierbaren Fliachen besitzen dann die
Vielfachheit 2, werden also vom Limes der Ausgangsflichen doppelt iiberdeckt.)
Aus diesem Resultat liefen sich wichtige Aussagen iiber die Topologie dreidimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten ableiten, cf. [MSY].

In diesem Zusammenhang soll nun noch die Existenz von eingebetteten Minimal-
flachen, die ein freies Randwertproblem 16sen, diskutiert werden. Wiahrend man
beim Plateauproblem das Geschlecht der Fliche variabel halten mufite, um in einer
allgemeinen Situation zu vermeiden, daf} die Minimalflache die Randkurve in un-
physikalischer Weise durchsetzt (cf. Satz 3), so stellt sich heraus, da® man beim
freien Randwertproblem den Zusammenhang, also die Anzahl der Randkurven der
Minimalfliche auf der Stiitzfliche, variieren muf}, damit die erhaltene Flache nicht
die Stiitzflaiche durchdringen kann. Im parametrischen Kontext wurde dies erstmals
von Tolksdorf [Tol] herausgestellt, wihrend fiir eingebettete, also geometrisch
regulire Minimalflidchen die diesbeziiglichen Resultate simtlich vom Verfasser [J3],
[J8] stammen. Um das Auftreten zweifach iiberdeckter, nicht orientierbarer Fla-
chen im Limes zu vermeiden und nicht durch zusitzliche topologische Bedingun-
gen (nach Art der Courantschen Verschlingungsbedingungen, cf. [C7]) ausschlieflen
zu miissen, dafd sich die Flichen der untersuchten Klasse zu einem Punkt zusam-
menziehen konnen, wollen wir an dieser Stelle nur ein sogenanntes gemischtes
Randwertproblem vorstellen, wo also sowohl freie als auch Plateausche Randbe-
dingungen vorkommen.

Satz 11. M sei eine kompakte dreidimensionale Mannigfaltigkeit, A und K
abgeschlossene Teilmengen mit Rand der Klasse C*. 0A habe nichtnegative mittlere
Kriimmung beziiglich der inneren Normalen. v;,j = 1, . . ., &, seien disjunkte Jor-
dankurvenin 0A, v, NK=Q G=1,...,8). vo und vk seien die dufieren Norma-
lenvektoren von oA bzw. 0K, und es gelte

vy vk =0 in 0A NoK.

Sofern dies topologisch méglich ist, existiert dann eine eingebettete Minimalfliche

2 vom Geschlecht 0 in X\K, welche 7, . . ., vq als Plateausche Randkurven sowie
moglicherweise freie Randkurven 'y, . . ., 'y, auf oK besitzt, lings denen Z senk-
recht auf oK auftrifft.

Man stelle sich K dabei als fiir die Minimalfliche undurchdringlichen Korper vor.
Im Experiment ist 0K also ein physikalisches Hindernis fiir die Minimalfliche. Die
Barriere dA nichtnegativer mittlerer Kriimmung ist dagegen nur ein geometrisches
Hindernis, welches erlaubt, das Geschlecht der auftretenden Minimalfliche zu kon-
trollieren. Setzt man analog voraus, daR® 0K nichtpositive mittlere Kriimmung be-
ziglich der inneren Normalen hat, so 13t sich entsprechend die Anzahl der freien
Randkurven, also der Zusammenhang von Z kontrollieren, cf. [J3], wie wir es dhn-
lich ja auch schon in Satz 9a) gesehen haben. Es sei noch auf gewisse Verallgemei-
nerungen hingewiesen: Zunichst braucht M nicht unbedingt kompakt zu sein, son-
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dern nur geeignete Homogenitétsforderungen zu erfiillen, da die Plateausche Rand-
bedingung verhindert, daf} der Limes einer Minimalfolge im Unendlichen ver-
schwinden kann. Weiterhin brauchen, genauso wie in den zitierten Untersuchungen
von Meeks-Yau, A und 9K nur stiickweise C? zu sein. Dies ist z. B. wichtig, wenn
man eine Minimalfliche mit Rand in einem weiteren Schritt als geometrisches
Hindernis fiir eine andere Minimalfliche benutzen will.

SchlieSlich ist die Existenzfrage fiir Minimalflichen hoheren Geschlechtes in der
Situation von Satz 11 in [J8] studiert worden.

Um den Uberblick zu vervollstandigen, wollen wir noch auf einige neuere Regula-
ritdtsresultate fiir parametrische Minimalflidchen mit freien Rindern hinweisen,
ndmlich [GHN], [Dz], [J6], [J7], [Y1], [Y2], sowie die Untersuchungen von Hilde-
brandt-Nitsche [HN1], [HN2], [HN3] erwihnen, die ein halbfreies Randwertpro-
blem studieren. Sie betrachten als Stiitzfliche eine Halbebene S im R3, also eine
Fliche, die selber einen Rand besitzt, sowie einen Jordanbogen y mit Endpunkten
auf zwei verschiedenen Seiten von S. Interessant hierbei ist, daf fiir geeignet ge-
wihltes vy die erhaltene Minimalfliche einen Verzweigungspunkt auf 9S besitzt,
und zwar sowohl mathematisch als auch experimentell.

7 Konzepte der geometrischen Mafitheorie II: Varifaltigkeiten.
Sattelpunktkonstruktionen

Wir wollen nun, wie schon angekiindigt, das Konzept der Varifaltigkeit
(varifold!)) vorstellen, welches die oben beschriebenen Nachteile des Currents ver-
meidet und sich zur Gewinnung von Minimalflichen von kontrolliertem topolo-
gischem Typ wie auch zur Gewinnung instabiler Minimalflichen verwenden lifit,
wie wir weiter unten noch sehen werden. Es sei U C R* * ¥ offen, G,(U)
=U x G(n +k, n) das Grassmannsche Biindel iiber U (die Faser in einem Punkt
x besteht aus den n-dimensionalen affinen Unterrdaumen des R® * ¥, die durch x
hindurchgehen). Eine n-dimensionale Varifaltigkeit V in U ist dann einfach ein
Radonmaf} auf G,(U), also ein positives Element in C*(G,(U)), dem Dualraum
der stetigen Funktionen auf G,(U), versehen mit der schwach-*-Topologie. In
Symbolen:

Vev,U).
Das Gewicht von V, definiert durch
uy(A) = V(Gy(A)) fir ACU

ist dann ein Radonmaf} auf U.
Wir benotigen auch die flache Metrik

Fy(V, W) =sup {|V() —W(D)| : f € Lip (G,(U)), IfI <1, Lip (f) <1}
fur V, W eV, (U).

1) Sprachlich ist dies eine Zusammenziehung aus ,,calculus of variations* und ,,mani-
fold*, die sich im Deutschen gut nachmachen ldfit.
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Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist Fy;(V, W) stetig unter schwach-*-Konvergenz.
Einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M von U 14t sich eine Varifaltigkeit
zuordnen

viM)(B) =H™{x: T,M CB} fir B C G,(U).

Das so erhaltene Ma® von B driickt also aus, wieviele Tangentialebenen von M in
B liegen.

Das Gewicht py(y) der so erhaltenen Varifaltigkeit ist dann gerade das n-dimen-
sionale Hausdorffmaf, eingeschrinkt auf die urspriingliche Mannigfaltigkeit M.
Man erhilt diese also wieder zuriick.

Wir schreiben auch (fir V € V,(U), A CU)

IVII(A) = py(A) = sup {V(g) : spt g C Gy(A), lgl <1}
Konvergenz von Radonmaflen g = u impliziert nun
K (A) > p(A) fiir alle kompakten A mit u(dA)=0

Daher ist [|.|| (R" * ¥) stetig unter Varifaltigkeitskonvergenz, falls alle Varifaltig-
keiten ihren Triger in einer festen kompakten Menge haben.

Es reicht aber nicht aus, nur die Konvergenz der Gewichtsmafie zu betrachten,
und hierin liegt die Motivation fiir die Begriffsbildung der Varifaltigkeit. Hat man
niamlich eine Folge beispielsweise von Mannigfaltigkeiten M; C U und betrachtet
die zugehorigen Mafle H™ L M;, so konvergiert zwar eine Teilfolge als Radonmafie,
aber das Grenzma® ist zu allgemein, als da® man noch sinnvolle Aussagen machen
kann. Insbesondere kann man nicht die erste Variation eines Radonmafies bzgl.
des Flicheninhaltes definieren, und deswegen kann man auch nicht sagen, ob ein
Radonmaf stationir, also eine verallgemeinerte Minimalflache ist. Aus diesem
Grunde betrachtet man als Varifaltigkeit die Mannigfaltigkeit nicht nur als Unter-
menge des R™* ¥, sondern zusammen mit der Gesamtheit ihrer Tangentialrdume.
Fiir eine Varifaltigkeit V 148t sich dann die erste Variation wie folgt definieren:
Fiir eine eigentliche Abbildung f € C'(R™**, R"*¥) und (x, S) € G,(U) setzen wir

Jof(x) = (det ((df(x)5)* © (df(x)s)))'/?

und  fuVA) = | Jf(x)dV(x,S)
F~1(a)

wobei F(x, S) = (f(x), df(x)(8)) : {(x, S) € G,(U) : Jf(x) # 0} = G,(f(U)).
Ist nun X ein (glattes) Vektorfeld mit kompaktem Triger K C U, so integrieren
wir X zu einer glatten einparametrigen Familie (¢;)_e << von Diffeomorphismen

von R™* ¥ mit

¢o=id, ¢, =id auBerhalb von K fiir alle t

0
X(x) = b_t $e(X)jt=o0-
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Schliefilich setzen wir
d
8V(X) = - M(81,V L Ga(K))j¢=g

(M ist die Masse wie oben)

= [ divg X(x)dV (x, S)
Gp(U)
(Iste;. ..., e, +x eine Orthonormalbasis von R * K T, T, eine Orthonormal-
basis von S, so ist

n+k n .
diVs X= Z € z (DTi)(])Ti
i=1 =1
fir X = (X!, ... X"*k)).
Die erste Variation driickt also aus, wie sich die Masse dndert, wenn wir die Vari-
faltigkeit durch Isotopien des umgebenden Raumes variieren.
Hat V beschrinkte erste Variation, also

[6V(X)| < csup IX]

fiir alle Vektorfelder in U, so 148t sich die erste Variation mittels Darstellungs-
sdtzen der Funktionalanalysis aufspalten in einen Anteil, der von der verallgemei-
nerten mittleren Kriimmung herriihrt, sowie einen Anteil, der den verallgemeiner-
ten Rand von V beschreibt.

Besonders niitzlich sind natiirlich rektifizierbare und ganzzahlige Varifaltigkeiten,
also solche, deren Triager eine rektifizierbare Menge mit einer positiven reellwer-
tigen bzw. ganzzahligen Vielfachheitsfunktion ist, genauso wie oben bei den
Currents.

Varifaltigkeiten wurden erstmals von Almgren eingefiihrt. Die zentralen Sitze
stammen von Allard [All], insbesondere ein Rektifizierbarkeitssatz, d. h. ein
Kriterium dafiir, wann eine Varifaltigkeit rektifizierbar ist, und ein Kompaktheits-
satz in der Klasse der rektifizierbaren bzw. ganzzahligen Varifaltigkeiten, welcher
dann wie oben die Losbarkeit von Variationsproblemen in dieser Klasse sichert.

Es gilt auch ein Regularititssatz fiir Varifaltigkeiten, die nahe an einer Kreisscheibe
in dem Sinne liegen, daf (aus Normierungsgriinden) die Dichte mindestens 1 in
fast allen Punkten ihres Tragers ist, ihr MaB in einer Kugel mit Radius p dasjenige
der n-dimensionalen Kreisscheibe mit gleichem Radius p nur wenig iibersteigt und
schliefflich die L?-Norm der verallgemeinerten mittleren Krimmung fiir ein p > n
geniigend klein ist. Dann lafit sich der Tréger von V in einer kleineren Kugel als
Graph einer C*»! ~ /P -Funktion iiber einer Tangentialebene darstellen. Ein solcher
Satz wurde von Allard im Innern [All] und fiir Plateaurandbedingungen [A12]
und von Griiter-Jost [GJ1] fiir freie Rinder bewiesen.

Varifaltigkeiten vermeiden nun die bei Currents auftretende Schwierigkeit, daf} im
Limes die Masse nach unten springen kann. In der oben angegebenen Topologie ist,
wie erldutert, das Gewicht stetig. Allerdings ist der Begriff der stationiren Varifal-
tigkeit (d. h. §V(X) = 0 fiir alle fiir das Problem zulissigen Vektorfelder X) noch zu
allgemein, um noch starke Regularititsaussagen machen zu kénnen. Insbesondere
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lassen sich Selbstdurchschneidungen durch die erlaubte Variationen, also Isotopien
des umgebenden Raumes, nie wegkriegen.

Es reicht also nicht aus, durch Sattelpunktkonstruktionen einfach nur irgend-
welche instabilen Varifaltigkeiten zu erzeugen. Pitts [P] entwickelte jedoch den
folgenden niitzlichen Gedanken (zur Erzeugung minimaler Untermannigfaltigkei-
ten der Kodimension 1): Fiihrt man beispielsweise eine Sattelpunktkonstruktion
erster Ordnung durch, so wird die erzeugte Losung (hochstens) den Index 1 haben.
Betrachtet man daher irgendzwei disjunkte offene Mengen, die den Triiger der als
Losung erhaltenen Varifaltigkeit schneiden, so muf} die Lésung in mindestens einer
der beiden Mengen stabil (fir das Flichenfunktional) sein. Dann lassen sich Regu-
laritéatssatze fiir stabile Hyperflachen der Dimension <5 (bzw. <6 in [SS]) von
Schoen-Simon-Yau [SSY] (spiter von Schoen-Simon [SS] verschirft) anwenden,
um zu folgern, da der Triger in dieser Menge eine eingebettete Minimalfliche ist.
Da diese Uberlegung fiir irgendzwei offene Mengen gilt, ist die Losung daher ein-
gebettet mit Ausnahme hochstens eines einzigen Punktes. Dieser Punkt stellt sich
dann als hebbare Singularitit heraus, denn eine (stabile) Hyperfliche der Dimen-
sion 22 kann sich nicht in einem isolierten Punkt selbst durchschneiden.

Aus der Untersuchung von Pitts [P] und dem Regularititssatz von Schoen-Simon
[SS], die gezeigt haben, daf fiir stabile minimale Hyperflichen die gleichen Regu-
laritatsaussagen wie fir minimierende Currents (s. 0.) gelten, folgt

Satz 12. Es sei M eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
der Dimension n, 3 <n < 7. Dann existiert in M eine kompakte eingebettete mini-
male Untermannigfaltigkeit ¥ der Kodimension 1.

Beispiele zeigen, dafy das konstruierte  nicht unbedingt zusammenhingend sein
muf’ und auch hohere Vielfachkeit haben kann.

Obwohl man also erwartet, dat die erhaltene Sattelpunktlésung instabil sein sollte,
kann sie doch einfach eine mehrfache Uberlagerung einer homologisch minimie-
renden Untermannigfaltigkeit sein. Sein groftes Interesse hat dieser Satz daher,
wenn H;, _; (M) verschwindet, wenn also die oben diskutierte Existenztheorie fiir
homologisch minimierende Hyperfliche nur triviale Lésungen liefert.

Der Grundgedanke des Existenzbeweises aus [P] sieht folgendermafien aus:

Man betrachtet stetige Familien (Z,), ¢ o, 1; eingebetteter Untermannigfaltigkei-
ten, fiir die Z, und Z,; Punkte sind und Z, fir 0 <t <1 die Kodimension 1 hat
und M in zwei Teile M; und My zerlegt, und zwar dann nur solche Familien, fiir die

volMg=0 und vol Mj=vol M!)

ist, die also das Volumen von M ausschépfen. Nach einem topologischen Satz von
Almgren [A1l] kann man jeden solchen Pfad mit einem Element von H,(M) iden-
tifizieren, also einem Vielfachen der Fundamentalklasse [M], wobei die Vielfach-
heit gerade angibt, wie oft das Volumen von M ausgeschopft wird. (Technisch muf}
man allgemeiner mit Currents arbeiten.) Dies zeigt, daf die Konstruktion topolo-

gisch nichttrivial ist und insbesondere inf  sup |Z;| > 0ist.
. (Z¢) wieoben t

1) Dabei sollen M; und M;’ natiirlich stetig von t abhingen.
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Satz 12 gibt wiederum keinerlei Kontrolle iiber den topologischen Typ der gewon-
nenen minimalen Untermannigfaltigkeit. Eine Betrachtung von White [Wh1] zeigt
nun, daf® man fiir n 2 4 nicht einmal eine topologische Kontrolle von flichenmini-
mierenden Untermannigfaltigkeiten, beispielsweise von Losungen des verallgemei-
nerten Plateauproblems, erwarten kann, und daher erst recht nicht von minimalen
Untermannigfaltigkeiten, die durch Sattelpunktkonstruktionen gewonnen werden.
Fiir n = 3, also fiir Flichen in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, ist dies aber,
wie schon angedeutet, anders; in der Tat zeigten Simon-Smith [SSm]

Satz 13. Jede zu S® diffeomorphe Riemannsche Mannigfaltigkeit enthdilt
eine eingebettete minimale 2-Sphdre.

Die Konstruktionen von Simon-Smith sind dann von Pitts-Rubinstein [PR] auf
andere topologische Typen von Mannigfaltigkeiten und Flichen erweitert worden.
Fiir das freie Randwertproblem bewies der Autor [J4], [J5] in Verallgemeinerung
von [St1] und [GJ2]:

Satz 14. Es sei A eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit, homdo-
morph zur Kugel, mit Rand dA € C2.

a) Dann existiert in A eine eingebettete Minimalfliche vom Geschlecht O,
also entweder eine Sphdre, eine Kreisscheibe oder eine Kreisscheibe mit Léchern,
die 0A senkrecht lings ihres Randes trifft.

b) Hat 0A nichtnegative mittlere Krimmung beziiglich der inneren Norma-
len, so existiert in A eine eingebettete Minimalfliche vom Typ der Sphdre oder
Kreisscheibe, die (im zweiten Fall) wiederum 0A senkrecht trifft.

Liegt A beispielsweise im R3, oder hat A allgemeiner nichtpositive Schnittkriim-
mung, so kann der Fall der Sphire nicht auftreten. Die Barrierenbedingung im
Falle b) ist natiirlich die gleiche wie oben.

In topologischer Analogie zu der Tatsache, da} es nach dem Satz von Lusternik-
Schnirelman auf jeder zu S> homoomorphen Fliche mindestens drei geschlossene
Geoditische ohne Selbstdurchschneidungen gibt, erwartet man nun, daf es in der
Situation von Satz 13 sogar vier verschiedene eingebettete minimale Sphéiren und
in derjenigen von Satz 14b) drei verschiedene minimale Kreisscheiben gibt.

Hierzu zeigte White [Wh2] zunichst, da} es zu einer Metrik auf der S3 mit positi-
ver Riccikrimmung mindestens zwei Losungen gibt. Nach Vorarbeiten in [J4], wo
Sattelpunktkonstruktionen héherer Ordnung und Analoga der topologischen Kon-
struktionen von Lusternik-Schnirelman fiir Minimalfldchen entwickelt wurden, hat
der Autor dann in [J9] das allgemeine Problem gelost; es gilt

Satz 15. a) Jede zu S? diffeomorphe Riemannsche Mannigfaltigkeit enthdilt
mindestens vier eingebettete minimale 2-Sphdren.

b) Es sei A ein kompakter, zur Kugel homéomorpher Kérper im R3, dessen
Rand von der Kiasse C* ist und positive mittlere Krimmung beziiglich der inneren
Normalen besitzt.
Dann enthdlt A mindestens drei eingebettete minimale Kreisscheiben, die 0A senk-
recht treffen.
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Eine Schwierigkeit bei diesem Problem besteht darin, daf’ eine durch eine Sattel-
punktkonstruktion hoherer Ordnung gewonnene Losung einfach die Losung erster
Ordnung mit hoherer Vielfachheit sein kann, also von dieser nicht geometrisch ver-
schieden zu sein braucht. Bei einer genaueren Analyse dieses Phinomens stellt sich
jedoch heraus, daf} in einem solchen Fall weitere sukzessive Sattelpunktkonstruk-
tionen moglich sind, die zu nichttrivialen Losungen fitlhren. Nach geniigend vielen
Schritten bekommt man dann doch schliefflich neue Losungen.

Schon vorher hatte Smyth [Sy] die folgende Aussage erzielt, die eine schon von

H. A. Schwarz diskutierte Situation behandelt:

Satz 16. Es sei T ein Tetraeder im R3. Dann existieren im Innern drei ein-
gebettete minimale Kreisscheiben, die senkrecht auf den Seitenflichen auftreffen,
transversal durch die Kanten hindurchgehen und disjunkt zu den Ecken sind.

Diese Aussage ist zwar einerseits viel spezieller und auch viel elementarer zu bewei-
sen als diejenige von Satz 15b), wird aber andererseits wegen der fehlenden Glatt-
heit hiervon nicht erfadt. Es scheint iibrigens auch, dafl die von Smyth gefundenen
Loésungen alle Sattelpunkte erster Ordnung sind.

In S3 mit der Standardmetrik entsprechen die minimalen Sphiren aus Satz 15a)
natiirlich Aquatorsphiren. Es gibt aber in der S* auch noch andere eingebettete

%) cs3c R4) wie
auch Flachen hoheren Geschlechtes (Beispiele von Lawson [Lal] und Karcher-
Pinkall-Sterling [KPS]). Es fragt sich daher, ob man auch Existenzaussagen fiir zu
S3 diffeomorphe Mannigfaltigkeiten machen kann. Abgesehen von partiellen Re-
sultaten von White [Wh2] fiir die Existenz minimaler Tori und von Pitts-Rubin-
stein [PR] firr Mannigfaltigkeiten mit speziellen Gruppenoperationen ist dieses
Problem aber noch offen.

x St

1
. sch B. . K 1(___
Minimalfldachen, z. B. den Clifford-Torus (S \/5

8 Verschiedenes. Schluibetrachtung: Die Nichteindeutigkeit
von Minimalflichen

Nur kurz erwidhnen wollen wir noch ein anderes, von Almgren [A2] einge-
fithrtes Konzept aus der geometrischen Mafitheorie, welches ein gutes mathema-
tisches Modell fiir manche experimentell bei Seifenfilmen beobachteten Konfigu-
rationen liefert. Eine n-dimensionale Teilmenge S des R™ mit Rand B = 9S heif3t
(M, 0, 8)-minimal beziiglich B (8§ > 0), falls fiir jede Lipschitzdeformation ¢ des
R™, fiir die der Triger von (¢ —id) in einer zu B disjunkten Kugel mit Radius §
enthalten ist,

H™(6(S)) =H™(S)

gilt. Da ¢ nicht differenzierbar, sondern nur Lipschitzstetig sein muf}, kann ein
solches ¢ auch Teile von S zusammendriicken. Fig. 5 zeigt eine nicht (M, 0, 1)
minimierende Teilmenge des R? (nach [Mg3]).

Taylor [Ty] zeigte, da zweidimensionale (M, O, §)-minimale Teilmengen des R3
nur zwei mogliche Arten von Singularititen haben konnen, nimlich einmal drei
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Flichen, die sich lings einer Kurve in einem Winkel von 120° treffen, und zweitens
vier solcher Kurven, die sich in einem Winkel von etwa 109° in einem Punkte tref-
fen. Dies sind genau die von Plateau experimentell beobachteten Singularitdten
von minimalen Seifenhautkonfigurationen.

¢ (4)

Fig. §

Ein parametrischer Ansatz zur Behandlung derartiger Strukturen wurde von Tolks-
dorf [To3] vorgeschlagen.

Nicht weiter eingehen wollen wir in diesem Artikel auf explizite Beispiele von
Minimalflichen. (Wir haben schon die Fliche von Costa und Hoffman-Meeks [HM]
genannt sowie Beispiele von Minimalflichen in der S* [Lal], [KPS] erwihnt.)
Nach mehreren speziellen Ansidtzen, die meist nur Minimalfldchen liefern konnen,
die sich als Graphen darstellen lassen, wurde das Plateauproblem numerisch erst-
mals von Jarausch [Ja] gelost. Er arbeitete mit parametrischen Methoden und er-
hielt die Douglas-Rad6-Lésung. Wohlrab [Wo] konnte dann allgemeiner auch freie
Randwertprobleme numerisch 16sen. In diesem Rahmen liegen inzwischen auch
Ansitze zur numerischen Konstruktion von Minimalflichen héheren Geschlechtes
vor.

Schlieflich wurden Ideen der geometrischen Mafitheorie in einem numerischen Ver-
fahren von Almgren-Super [ASu] verwandt.

Abschliefend wollen wir vielleicht noch einmal darauf hinweisen, da} das Plateau-
sche Problem im allgemeinen einen hohen Grad von Nichteindeutigkeit aufweist.
Eindeutige Losbarkeit gilt nur in sehr speziellen Fillen. Rado [R4] bewies, dafy
eine Kurve v C R3, die eine eindeutige Parallel- oder Zentralprojektion auf eine
ebene konvexe Kurve besitzt, nur eine einzige Minimalfliche beranden kann, die
sich iiberdies als Graph darstellen 14ft. Nitsche [N2] zeigte, daB, falls die Gesamt-
kriimmung von v hdchstens 4x betrigt, v nur eine einzige minimale Kreisscheibe
beranden kann; ob Losungen hdheren Geschlechtes in diesem Fall auftreten koén-
nen, ist noch offen (aufer wenn vy zusitzlich auf dem Rand eines konvexen Kor-
pers liegt, cf. [MY3]).

Courant und P. Lévy gaben sogar ein Beispiel einer (allerdings mit einer Singulari-
tit behafteten) Jordankurve v C R3, die unendlich viele verschiedene Minimal-
flichen berandet; die Konstruktion basiert allerdings auf dem erst spéter von
Meeks-Yau [MY3] gezeigten Briickensatz.

Die Frage, ob eine glatte Jordankurve im R*® unendlich viele Minimalflichen be-
randen kann, ist dagegen noch offen. Morgan [Mgl] und Gulliver-Hildebrandt [GH]
gaben Konfigurationen von vier bzw. drei koaxialen Kreisen im R3 an, die sogar
Kontinua von Minimalflichen beranden.
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Bohme [Bo] zeigte fiir jedes m € N und e > 0 die Existenz einer reellanalytischen
Jordankurve im R3 mit Totalkriimmung hochstens 47 + €, die mindestens m mini-
male Kreisscheiben berandet. Quien-Tomi [QT] konstruierten zu jedem m € N

eine glatte Jordankurve v, die mindestens m stabile immersierte minimale Kreis-
scheiben berandet. Der Gedanke besteht darin, daf «y sich zu einer Immersion der
Kreislinie in die Ebene parallel projizieren 1dft, die wenigstens m topologisch nicht
dquivalente Immersionen der Kreisscheibe berandet.

Schlieflich weisen wir auf den sehr allgemeinen und systematischen Ansatz von
Bohme-Tromba [BT] hin, mit dem man zeigen kann, daf’ eine generische Jordan-
kurve im R™, n = 4, nur endlich viele minimale Kreisscheiben berandet, sowie auf
den Endlichkeitssatz von Tomi [Tm], der besagt, daf, falls man Randverzweigungs-
punkte fiir lokale Minima mit Rand v ausschlieflen kann, es nur endlich viele sol-
cher lokalen Minima gibt; diese Voraussetzung ist z. B. erfiillt, wenn v reellanaly-
tisch ist, cf. [GL], oder auch in der Situation von [HS].

Erweiterungen dieser Ergebnisse stammen von Schiiffler [Siil ], [Si2], Thiel [Th],
Quien [Q], Meeks-Yau [MY3] und Morgan [Mg2].

Da die verschiedenen hier vorgestellten Ansitze Losungen des Plateauproblems mit
verschiedenen Eigenschaften liefern, so konnen sie zu einer gegebenen Jordankurve
- auch sehr unterschiedliche Minimalflichen liefern. Ein abschliefiendes Beispiel
moge diese Vielfalt verdeutlichen. Wir betrachten die skizzierte Kurve in Fig. 6.

Fig. 6

Zunichst berandet vy eine minimale Kreisscheibe mit einem Verzweigungspunkt
sowie ein minimales eingebettetes Mdbiusband, cf. [N3, § 370]. Weiterhin beran-
det v eine minimale immersierte Kreisscheibe als Douglas-Rado-Losung sowie eine
orientierte eingebettete Minimalfliche nach Hardt-Simon [HS].
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Steuerbarkeit als zentraler Begriff
beim Aufbau der Kontrolltheorie

H. W. Knobloch, Wiirzburg

1 Einleitung

Kontrolltheorie beschiftigt sich mit der Analyse und Synthese von Kontrollsyste-
men. Das sind dynamische Systeme, die von aufien her — iber den Eingang —
beeinflufit werden und die ihrerseits nach aulen hin — iiber den Ausgang — wirken
kénnen. Wir wollen den Rahmen unserer Betrachtungen von vorneherein einengen,
indem wir annehmen, da} Eingang bzw. Ausgang endlich-dimensionale Grofien u
bzw. y sind und daf eine weitere endlich-dimensionale Grofie — der Zustand x —
in folgendem Sinne die Rolle eines Bindegliedes spielt: Die zeitliche Evolution von
x wird durch eine von u abhéngige Differentialgleichung beschrieben, der Ausgang
ist eine Funktion des Zustandes. Dies ergibt dann die mathematische Beschreibung
eines endlich-dimensionalen Kontrollsystemes in der Form

(1.1) x=flx,u), y=ckx),

mit der iiblichen Interpretation: Man denke sich u auf alle méglichen Weisen zu
Funktionen der Zeit spezialisiert — diese Funktionen reprisentieren die denkba-
ren zeitlichen Verldufe der Eingangsgréfle — und integriere die Differentialglei-
chung. Die Losung x(t) und damit auch die Ausgangsfunktion y(t) = c(x(t)) ist
dann durch die Vorgabe der Eingangsfunktion u(t) und die Fixierung des Anfangs-
zustandes zu einem festen Zeitpunkt eindeutig bestimmt.

Mit dem Hinschreiben einer Relation der Form (1.1) ist fiir uns ein Kontrollsystem
definiert. Dafs wir diesen — keineswegs unumstrittenen — Standpunkt von Anfang
an einnehmen, liegt am Thema dieses Berichtes. Der Begriff der Steuerbarkeit basiert
auf einer Beschreibung eines Kontrollsystems in der Form (1.1), er benutzt —
genauer gesagt — den Teil dieser Darstellung, der sich auf das Eingangs/Zustandsver-
halten bezieht. Mit anderen Worten: Es geht uns primidr um Méglichkeiten, den
Zustand (und nicht nur den Ausgang) eines Systems auf dem Weg iiber den Eingang
zu beeinflussen. Es besteht daher auch nicht die Notwendigkeit, in eine generelle
Diskussion iiber das Thema Modellbildung einzutreten, doch seien zwei Bemerkun-
gen erlaubt.

1. Es gibt oft so etwas wie einen ,,natiirlichen‘ Zugang zu den dynamischen Geset-
zen, welche die Vorginge im Inneren eines Kontrollsystems beherrschen. Er fiihrt
tiber Bilanzgleichungen nach dem Vorbild der Kirchhoffschen Gesetze fiir elektri-
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sche Kreise. Eingang und Ausgang reichen aber nicht immer aus, um Bilanzgleichun-
gen formulieren zu kénnen; man muf} weitere Groflen hinzunehmen, die dann zu-
sammen mit Eingang und Ausgang den Zustand repridsentieren. Eine solche ad-hoc-
Definition 143t den Zustand oft als eine Zusammenstellung von Hilfsvariablen
erscheinen, deren Wahl nicht von vorneherein frei von Redundanz und Willkiir ist.
Hierliegt eine der Wurzeln fiir die Vorbehalte gegeniiber dem Arbeiten mit Zustands-
raum-Modellen. Es gibt nun aber Méglichkeiten, um iiber die sogenannten Normal-
formen (von denen auch in diesem Bericht die Rede sein wird) ein Zustandsraum-
Modell nachtriglich auf den fiir das Eingangs-/Ausgangsverhalten relevanten Kern
zu reduzieren, so daf} die tatsichliche Modellierung realer Kontrollsysteme von
inhaltlichen Diskussionen iiber die Wahl der geeigneten Zustandsgrofie entlastet
werden kann. Die algebraische Systemtheorie, die dies leistet und deren wesent-
liche Entwicklungsphasen hier dargestellt werden sollen, ermdglicht daher nicht
nur einen methodischen Zugang zu Kontrollsystemen, die bereits in der Form
(1.1) vorliegen, sondern sie erleichtert auch die Aufstellung solcher Modelle. In
dieser Hinsicht gibt es eine gewisse Parallele zwischen der Entstehung der moder-
nen Systemtheorie und dem historischen ProzeR der Formalisierung der klassischen
Mechanik, der ja nicht nur Selbstzweck gewesen ist, sondern die mathematische
Modellierung komplexer physikalischer Sachverhalte wesentlich angeregt hat.

2. Wenn wir hier den Standpunkt einnehmen, da® mit dem Hinschreiben von
Relationen der Form (1.1) das Thema Modellbildung abgeschlossen ist und die
Zuverlissigkeit des mathematischen Modelles nicht mehr zur Diskussion steht,
so ist dies streng genommen keine realistische Haltung. Unsicherheit beziiglich
der Modellbildung ist sehr oft das Hauptproblem bei der Analyse und Synthese
von Kontrollsystemen. Wie man wenigstens mit der mildesten Form der
Unsicherheit — dem Auftreten unbekannter Parameter in den Funktionen f und ¢
(siehe (1.1.)) — fertig werden kann, dazu sind vom Themenkreis Steuerbarkeit
einige Anstofie ausgegangen, die im folgenden an verschiedenen Stellen sichtbar
werden, etwa bei den methodischen Uberlegungen zum Reglerentwurf
(Abschnitt 3). Hinter diesen Vorschldgen scheint ein allgemeines Prinzip zu
stecken, das, auf eine kurze Formel gebracht, so lautet:

Man l6se das Problem so, als ob die fraglichen Parameter und somit das komplette
Modell bekannt wire und ersetze anschliefend die noch unbekannten Grofien
durch Schitzwerte, die man durch Auswerten von Messungen des Ausganges erhlt.
Die Philosophie des Schitzens von Parametern aus gegebenen Mefireihen ist hier
nicht identisch mit der in der Statistik gebrauchlichen. Wenn man vom ,,Schédtzen*
in der Kontrolltheorie spricht, orientiert man sich an dem Spezialfall der Zustands-
Rekonstruktion. Es geht dabei um die Frage, ob und wie sich der gesamte Zustand
des Systems aus einigen seiner Komponenten, die direkt gemessen werden konnen,
hochrechnen lift. Rekonstruierbarkeit ist in der linearen Kontrolltheorie der zur
Steuerbarkeit duale Begriff; die Dualitit geht im Detail so weit, da® man nur die
eine Hilfte der Theorie zu entwickeln braucht und die andere dann mit Hilfe

eines Lexikons gewinnen kann (ein Beispiel ist der Begriff des Beobachters, vgl.
Abschnitt 2). Der Zustandsbegriff ist nun flexibel genug, um die Identifizierung
unbekannter Parameter auch als Rekonstruktionsaufgabe formulieren zu kénnen.
Damit ist zunichst wenig gewonnen, denn man erhilt jetzt in jedem Falle ein
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nichtlineares Problem (auch wenn das zugrundegelegte Zustandsraum-Modell linear
ist), das bisher aufierhalb des Giiltigkeitsbereiches des klassischen Dualitdtsprinzips
liegt. Doch gibt es keinen Grund anzunehmen, da} dies immer so bleiben wird;

auf jeden Fall bietet die Entwicklung des methodischen Instrumentariums fiir

das Thema Steuerbarkeit nichtlinearer Systeme auch potentielle Ansatzpunkte

fiir die Losung von Identifizierungsaufgaben.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir den Gegenstand dieses Berichtes naher
beschreiben. Ein Kontrollsystem der Form (1.1) heif3t steuerbar, wenn man durch
Wabhl einer Steuerfunktion einen vorgegebenen Zustand X, in einen vorgegebenen
Zustand x, iiberfiihren kann. Mit anderen Worten: Wenn sich das Randwertproblem

(1.2) =x(to) =x0, x(t1)=x;

zu vorgegebenen x,, X, stets 16sen 1df3t. Ohne die Wahlmoglichkeit beziiglich der
Steuerfunktion wire dies keine sinnvolle Fragestellung, denn der Zustand wére
dann ja Lésung einer von vorneherein vollstindig fixierten gewohnlichen Differen-
tialgleichung und somit alleine durch Angabe von X, (und t,) bereits festgelegt.
Das Auftreten des Begriffes der Steuerbarkeit markiert daher — historisch gesehen —
die Loslosung der Kontrolltheorie von der Theorie der Differentialgleichungen.
Die Definition bedarf noch der Prizisierung in einer Reihe von Punkten, z. B. muf}
gesagt werden, ob Anfangs- und Endzeit to, t; fest vorgegeben oder frei wihlbar
sind. Steuerbarkeit unter Einschrinkungen beziiglich des Wertevorrates der Kon-
trollfunktion lassen wir hier aufler Betracht, da es uns um die prinzipiellen Mog-
lichkeiten der Verdnderung des Zustandes des Kontrollsystems geht. Ob man die
Eingangsgrofle u zu einer mef3baren, stetigen oder analytischen Funktion der Zeit
spezialisiert, ist fiir manche Feinheiten der Theorie bei nichtlinearen Systemen
durchaus von Belang. Doch kénnen wir hier darauf nicht niher eingehen und ver-
stehen daher im folgenden — wenn nichts anderes gesagt ist — unter einer zulissi-
gen Kontrollfunktion eine fiir alle t definierte, ansonsten beliebige stiickweise ste-
tige Funktion der Zeit. Ein Paar (u(t), x(t)), wo u(t) eine zulissige Kontrollfunk-
tion und x(t) Lésung der Differentialgleichung x = f(x, u(t)) ist, nennen wir kurz
eine Losung des Kontrollproblems (1.1). Wenn es uns nur auf x(t) selber ankommt,
sprechen wir einfach von einer zulissigen Trajektorie.

2 Steuerbarkeit linearer Kontrollsysteme

Wir setzen in diesem und dem nichsten Abschnitt voraus, daf f eine lineare (und
homogene) Funktion von x, u ist und somit das Eingangs-/Zustandsverhalten des
Kontrollsystems durch eine Differentialgleichung der Form

(2.1) x=Ax+Bu

beschrieben wird, wo A, B Matrizen passender Dimension sind. Ob das Randwert-
problem (1.2) fiir beliebige xo, x; 16sbar ist, hingt dann nicht von der Wahl von
Anfangs- und Endzeit to, t, ab. Mit anderen Worten: (2.1) heift steuerbar, wenn
man — bei irgendwie gewihlten to, t; >ty — die Randbedingungen (1.2) fiir jede
Wahl von xo, x; mittels einer zulédssigen Trajektorie erfiillen kann.
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Fiir die Steuerbarkeit des linearen Systems (2.1) gibt es einen einfachen Standard-
Test, der in zwei dquivalenten Formen (Kalman- bzw. Hautuskriterium) vorliegt.
Er stellt den Prototyp eines Steuerbarkeitskriteriums der Kontrolltheorie dar:
Nicht mehr von der Integration einer Differentialgleichung ist die Rede, sondern
von formalen Prozessen, die an der rechten Seite der Differentialgleichung auszu-
fithren sind.

Ein drittes Kriterium wollen wir an dieser Stelle ausfiihrlicher kommentieren, weil
es beim Aufbau der linearen Kontrolltheorie eine Schliisselrolle spielt.

Satz 1. Das System (2.1) ist dann und nur dann steuerbar, wenn sich jedes
reelle normierte Polynom vom Grad n (= Dimension von x) als charakteristisches
Polynom einer Matrix der Form A — BF auffassen lift. F ist dabei eine beliebig
waihlbare (m, n)-Matrix (m = Dimension von u).

In der Regelungstheorie wird die Aussage des Satzes zumeist unter dem Stichwort
,,Polvorgabe* zitiert. Diese Bezeichnung riihrt von folgender systemtheoretischer
Interpretation her. Nimmt man in (2.1) formal die Substitution

(22) u=-Fx+u
vor, so erhilt man das lineare System mit der Gleichung
(2.3) x=(A-BF)x+Bu'

und der neuen Eingangsgrofie u'. (2.2) bedeutet, dafy man sich die Entscheidung
fiir die Wahl der Steuerung aufgespalten denkt in einen frei wihlbaren und einen
riickgekoppelten, d. h. an den Zustand gebundenen Term. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch von einer Riickkoppelungstransformation. Das Wort Trans-
formation ist insofern irrefithrend, als die Substitution (2.2) die Dynamik des
Systems (2.1) verdndert und nicht etwa den gleichen mathematischen Sachverhalt
nur in ein anderes Koordinatensystem iibertrigt. Satz 1 besagt nun genau dieses:
Fiir ein steuerbares System lafit sich durch Wahl von F stets erreichen, daf3 die
Eigenwerte der Systemmatrix nach der Transformation eine vorgegebene zur reel-
len Achse symmetrische Konfiguration komplexer Zahlen bilden. Da die Eigenwerte
der Systemmatrix aber zu den Polen der Ubertragungsfunktion werden, wenn man
das Eingangs-/Ausgangsverhalten statt im Zustandsraum mit Hilfe von rationalen
Funktionen beschreibt, ist es {iblich geworden, nicht von Eigenwert-Vorgabe, son-
dern von Polvorgabe zu sprechen.

Setzt man u’ = 0, so wird die Steuerung zu einer Funktion des Zustandes. In der
Systemtheorie spricht man dann auch von einer Riickfihrung des Zustandes oder
von der Herstellung eines geschlossenen Kreises aus dem offenen Kreis (2.1). Die
Dynamik des geschlossenen Kreises wird durch die Differentialgleichung

% = (A — BF)x beschrieben, und hier kann man durch Wahl von F stets erreichen,
da die Ruhelage x = 0 asymptotisch stabil wird, sofern der offene Kreis steuerbar
ist. Mit dieser Feststellung pflegt man die Bedeutung des Satzes von der Polvorgabe
gerne zu demonstrieren. Seine Tragweite ist aber damit keineswegs erschopft. Er ist
ein vielseitiges methodisches Instrument, daf® auch und gerade bei der Analyse von
Sachverhalten, die direkt mit Steuerbarkeit nichts zu tun haben, mit Vorteil einge-
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setzt werden kann. Auf drei Beispiele wollen wir im folgenden niher eingehen:
Zustandsrekonstruktion, Steuerungsinvarianz, Normalformen.
Rekonstruierbarkeit. Ein lineares System

(24) %x=Ax+Bu, y=Cx

hat diese Eigenschaft, wenn sich aus der Kenntnis von u(t) und y(t) auf einem Zeit-
intervall [to, t1], to < t1, der Zustand x(t) exakt bestimmen lifit. Wegen der Line-
aritit des Kontrollsystems fiihrt ein elementarer Schluf} 4 la Fredholmscher Alter-
native zu folgender Charakterisierung rekonstruierbarer Systeme, die iiblicherweise
als Definition genommen wird: (2.4) heifit rekonstruierbar, wenn fiir jede Losung
u(t), x(t) und jedes Intervall [to, t;], to <t;, aus dem identischen Verschwinden
von u(t) und y(t) auf das identische Verschwinden von x(t) geschlossen werden
kann.

Die Dualitit zwischen Steuerbarkeit und Rekonstruierbarkeit, die schon in der Ein-
leitung angesprochen wurde, 14t sich nicht aus der Definition, wohl aber aus den
Kriterien herauslesen und auf die kurze Formel bringen: Rekonstruierbarkeit des
Systems (2.4) ist eine Eigenschaft, die von der Wahl der Matrix B unabhéngig und
mit der Steuerbarkeit des ,,dualen‘ Systems x = ATx + CTu dquivalent ist. Damit
ist klar, daf es fiir rekonstruierbare Systeme ein Analogon zum Satz von der Pol-
vorgabe gibt und daf es sich hier so formulieren 148t: Man kann durch Wahl von K
die Eigenwerte der Matrix A —KC in der komplexen Ebene beliebig plazieren, ins-
besondere sie alle in die linke Halbebene legen. Die Verwertung dieser Aussage in
der linearen Systemtheorie ist wohlbekannt und bildet die Grundlage fiir die dyna-
mische Rekonstruktion des Zustandes, wenn Eingang u(t) und Ausgang y(t) fur alle
t = to gegeben sind: Die Schitzung des unbekannten Zustandes x(t) durch den
Zustand %(t) des Systems

(2.5) &=A%+Bu(t) + K(y(t) — C%)

wird asymptotisch exakt, unabhingig davon, welchen Anfangswert %(t,) man dem
Beobachter — so nennt man das System (2.5) — eingibt.

Bei einem rekonstruierbaren System kann man die Aufgabe der Schitzung des
Zustandes also einem Beobachter anvertrauen, statt sie selbst gemafl der Defini-
tion auszufithren. Mit dem Unterschied allerdings, daf® der Beobachter unendlich
lange Zeit braucht, wihrend die exakte Rekonstruktion sich iiber jedem Zeitinter-
vall bewerkstelligen 143t. Die Griinde, warum man dennoch einem Beobachter den
Vorzug gibt, sind véllig analog zu den Motiven, aus denen heraus man eine Zustands-
riickfiihrung wihlt, um die duale Aufgabe — Uberfithrung des Zustandes eines steu-
erbaren Systems in die Ruhelage — zu 16sen: Der Beobachter schitzt den Zustand
nicht nur zu einem bestimmten Zeitpunkt, sondern kontinuierlich, und nutzt
einmal gesammelte Erfahrung aus: Die Schitzung zur Zeit t” hiingt nur ab von
de;r S”chéitzung zur Zeit t' < t" und dem Verlauf von u(-) und y(-) im Intervall
[t,t"].

Die Parallele zwischen Aussagen iiber Steuerbarkeit und solchen iiber Rekonstru-
ierbarkeit ist in einem Punkte unvollstindig: Die erste Eigenschaft bleibt bei Riick-
koppelungstransformationen erhalten, die zweite im allgemeinen nicht. Der Grund
istsehreinfach: Rekonstruierbarkeit ist eine Eigenschaft des ungesteuerten Systems
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(es wird u = 0 gesetzt), bezieht sich daher lediglich auf das Zustands-/Ausgangsver-
halten des Systems.

Wie man den Begriff der Rekonstruierbarkeit weiterentwickelt hat, um diesem
Mangel abzuhelfen, dazu wird im néchsten Abschnitt einiges gesagt werden.

3 Steuerungsinvarianz, Aquivalenz und Normalformen linearer Systeme

Den Betrachtungen dieses Abschnittes liegt wieder ein lineares System der Form
(2.4) zugrunde. Wir befassen uns jetzt mit den Moglichkeiten, die Steuerung nicht
zum Zwecke der Verinderung, sondern zum entgegengesetzten Zwecke, nimlich
zur Erhaltung des Zustandes einzusetzen. Genau gesagt geht es um die Frage, ob
sich mit Hilfe der Steuerung der Zustand in einem vorgegebenen Teilraum des
Zustandsraumes festhalten Lift.

Definition 1. Ein Unterraum U des Zustandsraumes heift invariant beziig-
lich des linearen Systems X = Ax + Bu, falls es zu jedem X € |/ eine zuléssige Tra-
jektorie durch x, gibt, die fiir alle Zeiten in V verbleibt, d. h. also, falls eine zulis-
sige Steuerfunktion u(t) existiert derart, dal die Losung x(t) des Anfangswert-
problems

x=Ax +Bu(t), =x(0)=x,
der Bedingung x(t) € V! fur alle t geniigt.

Es gibt mehrere dquivalente Fassungen der Definition der Steuerungsinvarianz. Aus
der vorliegenden kann man sich in wenigen Schritten die Richtigkeit folgender Aus-
sage klarmachen: Jeder lineare Unterraum U des Zustandsraumes enthilt einen
maximalen steuerungsinvarianten Unterraum, und dieser kann charakterisiert wer-
den als die Gesamtheit der Punkte von U, durch die sich eine zuléssige und ganz in
U verlaufende Trajektorie legen 148t. Von besonderem Interesse ist der maximale
steuerungsinvariante Unterraum von U = {x : Cx = 0}, er wird im folgenden mit V*
bezeichnet. /* = [0] ist die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, dafs es
keine nicht-triviale zuldssige Trajektorie x(t) mit identisch verschwindendem Aus-
gang y(t) = Cx(t) gibt. Anders gewendet: /* = [0] bedeutet, da} sich mittels der
Steuerung keine nicht-triviale Bewegung im System erzeugen lif3t, die am Ausgang
verborgen bleibt. Man beachte den Unterschied zur Forderung der Rekonstruier-
barkeit: Von einem rekonstruierbaren System verlangt man lediglich, daf jede unge-
steuerte (u = 0!) nicht-triviale Bewegung am Ausgang in Erscheinung tritt. V * = [0]
ist eine Forderung an den gesamten Komplex Eingang-Zustand-Ausgang, eine Tat-
sache, die auch im nachstehenden Kriterium ihren Niederschlag findet.

Satz 2. Dann und nur dann reduziert sich der maximale in {x : Cx = 0} ent-
haltene steuerungsinvariante Unterraum auf [0], wenn jedes aus (2.4) vermittels
einer Riickkoppelungstransformation (2.2) entstehende System rekonstruierbar ist.

V* = [0] ist also eine Verschirfung der Rekonstruierbarkeitsforderung, die unter
Riickkoppelungstransformationen erhalten bleibt. Wichtig ist nun, daf} sich diese
Bedingung durch eine Art Faktorisierungsprozef} stets durchsetzen 1i3t. Das ist der
wesentliche Inhalt des nachstehenden Satzes 3, in dessen Formulierung der Begriff
der Aquivalenz eingeht, iiber den zuvor einiges gesagt werden soll.
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Aquivalenz wird durch Ausfithren von Transformationen an einem linearen System
erklart, wobei man jedoch von vorneherein so wenige Unterschiede wie moglich
zwischen x und u zu machen versucht. Priziser: Man denke sich auf das Paar (x, u)
alle linearen Transformationen angewendet, welche die Form der Relationen (2.4)
nicht 4ndern, d. h. nicht zum Auftreten von formalen Ableitungen nach u fuhren.
Es ist unmittelbar einzusehen, daf eine Aquivalenztransformation sich stets zusam-
mensetzen 1Rt aus je einer Transformation in x und u alleine sowie einer Riickkop-
pelungstransformation (vgl. (2.2)), und daf steuerungsinvariante Unterrdiume unter
einer solchen Transformation in Rdume mit der gleichen Eigenschaft iibergehen.

Satz 3. Jedes lineare System besitzt eine dquivalente Darstellung der Form
(3.1) X =ApxitApx; +Buy, X2 =Apx; tBiug, y=Cox,.

Zur Beschreibung des Eingangs-/Ausgangsverhaltens des gesamten Systems reichen
also die Relationen

(3.2) %X,=Anx; +tBuy, y=0Cxo

aus, und fiir dieses Teilsystem gilt: Der maximale in {X, : C,x, = 0} enthaltene
steuerungsinvariante Unterraum des X;-Raumes reduziert sich auf [0].

Zu dem Satz ist dies zu bemerken. 1. Die Aufspaltung von x bzw. u in der Form
(X1, X2) bzw. (u, uz) mufd nicht echt sein. Es kann x mit x, und u sowohl mit u;
wie auch mit u, zusammentfallen. 2. Eine gewisse Eindeutigkeit der Normalform
kommt darin zum Ausdruck, daf in der Aufspaltung von x bzw. u die jeweiligen
ersten Komponenten x; bzw. u; einen Unterraum des Zustands- bzw. Kontroll-
raumes parametrisieren, der eine vom Koordinatensystem unabhéngige Bedeutung
hat. Es gilt ndmlich

(i) der maximale in {x = (x;, X;) : Cx = C,x, = 0} enthaltene steuerungsinvariante
Unterraum des Systems (3.1) ist der Raum {x = (x4, x,) : X, = 0}.

(ii) Bei fest gewidhltem Anfangszustand x(0) = 0 erzeugt eine zuliissige Steuerfunk-
tion u(t) = (u,(t), uz(t)) dann und nur dann eine identisch verschwindenden Aus-
gang, wenn U, identisch verschwindet.

Die Giiltigkeit von Satz 3 ist an keine speziellen Voraussetzungen beziiglich des
zugrunde gelegten Systems gebunden. Fiir die Klirung prinzipieller Fragen — etwa
beim Reglerentwurf, s. u. — ist die Annahme, daf} das System in der Normalform
des Satzes 3 vorliegt, daher oft von Vorteil, wie sich bei der Behandlung folgender
klassischer Fragestellung zeigt. Es geht um die Entkopplung des Ausganges von
einem Teil des Einganges. Wir nehmen an, daf der gesamte Eingang sich in zwei
Teile zerlegen 14f3t, die wir mit u und v bezeichnen. Entsprechend schreiben wir die
Systemgleichung (2.4) jetzt in der Form

(33) x=Ax+Bu+Gv, y=Cx.

y von v entkoppeln heift: Eine Zustandsriickfithrung u = —Fx zu finden, derart
daf} der Ausgang des Systems

Xx=(A—-BF)x+Gv, y=Cx

nicht mehr von der Wahl der Eingangsfunktion v(t) sondern nur noch vom Anfangs-
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zustand x(0) abhéngt. Die Fragestellung bleibt ersichtlich unberithrt von Aquivalenz-
transformationen, sofern sie sich nur auf das Paar (x, u) erstrecken. Man kann da-
her annehmen, dafy das System in der Normalform des Satzes 3 vorliegt, wobei man
auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen (3.1) sich aber jetzt je einen
Zusatzterm G,v bzw. G,v angefiigt zu denken hat. G, = 0 ist dann die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daf} y von v entkoppelt werden kann. Auf das
System (3.3) zuriickgerechnet fiihrt dies — im Hinblick auf eine frithere Bemerkung
iber die inhaltliche Bedeutung der Komponenten x;, X, in der Darstellung (3.1) —
zur Bedingung

(34) GveV* fiurallev,

wobei V/* wie bisher der maximale in {x : Cx = 0} enthaltene steuerungsinvariante
Unterraum des Systems

Xx=Ax+Bu

ist.

Entkoppelung ist die radikalste Losung eines grundlegenden Problems der Kon-
trolltheorie, das in der anwendungsorientierten Literatur als ,,Reglerentwurf*
apostrophiert wird und sich in etwas vagen und allgemein gehaltenen Formulie-
rungen so darstellt. Es soll der Eingang u des Systems dazu benutzt werden, um
den Einfluf}, den ein externes Storsignal v — das nicht beherrscht und auch nicht
exakt gemessen werden kann — auf den Ausgang ausiibt, zu reduzieren. Daf} Ent-
koppelung kein realistischer Losungsvorschlag ist, liegt zum einen an der Bedin-
gung (3.4), die ja auf exakt einzuhaltende Gleichungen zwischen den einzelnen
Komponenten des Storsignals hinauslduft. Zum anderen daran, daf} die Realisie-
rung einer Zustandsriickfuhrung, d. h. einer Bindung des Einganges an den Zustand,
voraussetzt, da} letzterer in jedem Zeitpunkt exakt gemessen werden kann.

Es gibt nun realitdtsndhere Losungen des Entwurfsproblemes; auf zwei von
ihnen wollen wir zum Abschluf} dieses Abschnittes ndher eingehen. Gemeinsam ist
beiden, daf} a-priori-Annahmen iiber die Natur des St6rsignals nicht in der ,,harten*
quantitativen Form (3.4), sondern als ,,weiche Forderungen hinsichtlich des dyna-
mischen Verhaltens der Stérung gestellt werden. Ferner tritt an Stelle der Zustands-
riickfiihrung das Konzept der Ausgangsriickfilhrung: Das mathematische Modell des
Reglers ist eine Anweisung zur Spezialisierung der Steuerung u in jedem Zeitpunkt
t, wobei die Ausfilhrung nur die Messung von y zu Zeitpunkten s <t voraussetzt.
Mit anderen Worten: Eine Ausgangsriickfiilhrung zu entwerfen bedeutet nichts
anderes, als eine nicht-vorgreifende Abbildung des Raumes der Ausgangsfunktio-
nen in den Raum der Eingangsfunktionen zu konstruieren, mit deren Hilfe sich
das Entwurfsziel — Reduktion des Einflusses von v auf y — realisieren 1afit. Wie das
Entwurfsziel dabei im einzelnen definiert wird, hingt von den a-priori-Annahmen
iiber die Natur der Stérung ab. Trotz der hierdurch bedingten Unterschiede in den
beiden Entwurfskonzepten gibt es ein gemeinsames Grundmuster fiir die Strategie,
mit der sich das jeweilige Entwurfsziel realisieren 143t: Die Ausgangsriickfiihrung
baut sich gemif} den nachstehenden Beziehungen aus einem dynamischen und
einem statischen Anteil auf, ndmlich so:

(3.5) u(t)=-F%(t) — Ly(t), %(t) Losungvon & =Ng&+ My(t),
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wobei F, L, M, N Matrizen geeigneter Dimensionen sind, die auch von t explizit
abhingen kénnen.

In diesem Resultat und den Verfahren zur tatsichlichen Konstruktion der dyna-
mischen Reglerstruktur (3.5) diirften wohl die wichtigsten Ergebnisse der linearen
Kontrolltheorie zusammengefait sein. Da in diese Ergebnisse die Theorie der Steu-
erbarkeit und Steuerungsinvarianz wesentlich einflieit, sind die folgenden kurzen
Ausfiihrungen durchaus geeignet, die Bedeutung des Themas unseres Berichtes fir
die Anwendungen zu demonstrieren.

1. Der optimale (lineare) stochastische Regler. Das Storsignal v(t) wird als Reali-
sierung eines stochastischen Prozesses angenommen, Entwurfsziel ist die Minimie-
rung der mittleren quadratischen Abweichung von y zu einem vorgegebenen Zeit-
punkt t.. Um dieses Ziel durchsetzen zu kénnen, muf ein expliziter Zusammen-
hang zwischen den statistischen Daten des Stérprozesses, der Steuerung und dem
Wert des Ausganges zur Zeit t. herstellbar sein. Unter welchen Voraussetzungen
dies moglich ist und wie sich das stochastische Optimierungsproblem dann in ein
deterministisches iibersetzen 143, ist aus der Lehrbuchliteratur wohlbekannt. Nur
zwei Anmerkungen iiber die Grenzen dieses Ansatzes diirfen hier am Platze sein.
Voraussetzung fir die Konstruktion ist die Kenntnis des vollstindigen Wahr-
scheinlichkeitsgesetzes der Stérung, optimal ist der Regler nur im statistischen
Sinne, seine Wirksamkeit gegen ein individuelles Stérsignal ist nur grob abschétz-
bar.

2. Storgréfenkompensation. Dieser Terminus wird in der regelungstechnischen
Umgangssprache verwendet, wenn

a) fiir den Prozef der Regelung (unendlich) lange Zeit zur Verfligung steht,

b) die Stérung v(t) — zumindest niherungsweise — als deterministische Funktion
der Zeit angesehen werden kann, die von endlich vielen ,,verborgenen‘‘ Parametern
linear abhingt (Beispiel: v(t) ist eine periodische Funktion mit bekannter Periode,
aber a priori unbekannten Fourierkoeffizienten),

¢) das Entwurfsziel die asymptotische Entkoppelung des Ausgangs vom Stérsignal
ist, d. h. es soll

3.6) lim y(t)=0
t —> oo

gelten.

Die Forderung b) wird dabei liblicherweise so prizisiert: Es existiert ein — als
bekannt vorausgesetztes — dynamisches Stérgroflenmodell in Form einer Differen-
tialgleichung und einer linearen Abbildung T der Menge ihrer Lésungen auf die
Menge der in Frage kommenden Stdrsignale:

3.7 z=8Sz, v=Tz.

Ein Kompensator wird dann durch eine dynamische Reglerstruktur (3.5) definiert,
wobei die Kenntnis von S und T bei der Konstruktion von F, L, M, N verwendet
werden kann. Entwurfsziel ist die asymptotische Entkoppelung gemaf (3.6), und
zwar simultan fiir alle Storsignale aus der durch (3.7) festgelegten Funktionen-
menge. Eine schirfere — aber aus der Sicht des Anwenders realistischere — Formu-
lierung des Entwurfszieles ¢) hort sich in der e-6-Sprache so an: Es soll

(3.6) tIim sup ||ly(t)|| <e
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gelten, falls man vom Storsignal v(t) weif’, dal es sich mittels einer — a priori unbe-
kannten — Losung z(t) der Differentialgleichung z = Sz in der Form

(3.8) V() —Tz(DII <3, t=t,,

approximieren 1af3t.

Man kennt heute einfache und relativ schwache Bedingungen (an die
Systemgleichungen (2.4) und das dynamische Stérmodell (3.7)), welche die Még-
lichkeit einer Stérgroflenkompensation in der schirferen Form (3.6"), (3.8) garan-
tieren. Sie machen die Stirke des Kompensators im Vergleich zum stochastischen
Regler deutlich. Sie liegt nicht allein in der Form des Entwurfsziels — die ja indi-
viduellen Erfolg und nicht nur gutes ,,mittleres* Abschneiden garantiert —, son-
dern vor allem in der grofleren Flexibilitdt hinsichtlich der Modellbildung des Stér-
signals. Unsicherheiten lassen sich hier unter Umstinden dadurch iiberspielen, da
man das Modell (3.7) von vorneherein so reichhaltig ansetzt, da} alle in Frage kom-
menden Typen von Stérsignalen vertreten sind. Die richtige Auswahl aus der ihm
angebotenen Palette trifft der Regler selber, denn Storgroflenkompensation hat
— im Gegensatz zu Entkoppelung und stochastischer Regelung — eine lernende
Komponente. Der Kompensator identifiziert die verborgenen Parameter in einem
solchen Ausmafle, daf} er die Stérung schliefflich ausmanévrieren kann. Daf} diese
Eigenschaft ihren Preis hat, und zwar in Form eines (unendlich) gro}en Zeitauf-
wandes, ist plausibel.

Wer den historischen Weg vom Konzept der Steuerbarkeit und Steuerungs-
invarianz bis hin zu Entkoppelung und Kompensation verfolgen will, mége das
Buch von Wonham (1979), mittlerweile ein Klassiker der Kontrolltheorie, zur
Hand nehmen. Einen einheitlichen und konsequent in der Wonhamschen Sprache
geschriebenen Zugang zu Entkoppelung und Kompensation findet man bei Schu-
macher (1981), eine weniger auf begriffliche Systematik, aber mehr auf konstruk-
tive Moglichkeiten abgestellte Darstellung bei Knobloch/Kwakernaak (1985). Fiir
eine erste Einfiihrung in den Themenkreis Steuerbarkeit/Beobachtbarkeit steht
eine Vielzahl von Lehrbiichern zur Auswahl. Wir nennen hier Kwakernaak/Sivan
(1972) und Brockett (1970).

Will man das Entwurfsproblem von inhaltlichen Erérterungen iiber die
Natur der externen Stérung losgeldst betrachten und tiber v(+) nicht mehr als etwa
die Zugehorigkeit zu Klasse LP(0, o) voraussetzen, so werden sich sinnvolle Ent-
wurfskriterien an der Beziehung

ly()llg <KVl

orientieren. Solche Beziehungen ergeben sich aus der Interpretation von v(-) als
Eingangs- und y(-) als dazugehoriges Ausgangssignal desjenigen Systems, welches
durch (3.3) und (3.5) definiert wird. Die Anfangszustinde x(0), %(0) hat man sich
zu 0 normiert zu denken und muf asymptotische Stabilitdt des ungestdrten Systems
(v=0) voraussetzen.

Kann man durch Wahl der Koeffizienten in (3.5) erreichen, daf} K zu 0 wird, so ist
der Ausgang y von der Stérung v entkoppelt. Man spricht von Fast-Entkoppelung,
falls sich mittels dynamischer Reglerstrukturen (3.5) beliebig kleine K erreichen
lassen. Daf} sich auch diese Moglichkeit im wesentlichen algebraisch charakterisie-
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ren 1aft, ist ein etwas iiberraschendes Resultat und demonstriert die Tragweite der
Methoden, die in diesem Abschnitt vorgestellt wurden, vgl. Willems (1981), Sche-
rer (1988). Die naheliegende Frage, wie man K durch Wahl der Reglerstruktur mini-
mieren kann, fiihrt auf nicht weniger interessante funktionentheoretische Probleme.
Man muf} dann allerdings das Problem vom Zustandsraum in den Frequenzbereich
verlagern, vgl. Francis (1987).

4 Lokale Steuerbarkeit

Wir wenden uns jetzt nichtlinearen Problemen zu, d. h. wir setzen voraus, daf3 das
Eingangs-/Zustandsverhalten des Kontrollsystems durch eine Differentialgleichung
mit weitgehend willkiirlicher rechter Seite beschrieben wird:

“4.1) x=f(t,x,u).

Um Diskussionen zu vermeiden, die am Kern der Sache vorbeifiihren, werden wir
im folgenden stets voraussetzen, daf} f eine fiir alle t, x, u definierte C*-Funktion
ist. Die Randwertaufgabe (1.2) wird jetzt ein typisches globales Problem, das sich
aus dem Stand heraus oder etwa durch Analogien mit andernorts behandelten Pro-
blemen nicht angreifen 143t. Die Entstehung einer Vielzahl von Spielarten des
urspriinglichen Steuerbarkeitsbegriffes (accessibility, attainability, local controll-
ability, small time local controllability, vgl. etwa Sussmann (1983b), Sec. 1) war
wohl notig, um iiberhaupt Bewegung in die nichtlineare Systemtheorie zu brin-
gen.

Wir beschrinken uns hier auf die Diskussion einer einzigen dieser Varianten, die
von der Definition her etwas hausbackener wirkt als die anderen, aber wohl den
geradlinigsten Einstieg in die Elemente der geometrischen Theorie darstellt.

Definition 2. Es sei Ti(t), X(t) eine Losung der Gleichung (4.1) iiber einem
Intervall [t,, t;] (im folgenden kurz ,,Referenzldsung® genannt). Das System heifdt
entlang der Referenzldsung lokal steuerbar, falls es eine volle Umgebung von %(t,)
im x-Raum gibt, deren Punkte zur Zeit t, entlang zuléssiger Trajektorien, die zur
Zeit to in X(to) starten, erreichbar sind.

Mit anderen Worten: Der Spielraum, den die Steuerung bietet, ist wenigstens so
grof}, dafd sich von einem vorgegebenen Anfangspunkt aus alle Punkte des Zustands-
raumes zum Zeitpunkt t; ansteuern lassen, die von einem einmal erreichten Endzu-
stand hinreichend wenig abweichen.

Fiir lineare zeitunabhingige Systeme ist lokale Steuerbarkeit mit der in Abschnitt 2
erorterten Eigenschaft der Steuerbarkeit identisch, fiir lineare zeitabhingige Systeme

(4.2) x=A(tx+B(tu

bedeutet lokale Steuerbarkeit, dafl die Randwertaufgabe (1.2) fiir beliebige x,, X,
16sbar ist. Fiir lineare Systeme ist lokale Steuerbarkeit daher das gleiche wie globale
Steuerbarkeit iiber einem vorgegebenen Zeitintervall [t, t, ]. Damit ist ein Begriff
vorprogrammiert, den man als ,,lokale Steuerbarkeit in erster Naherung* bezeich-
nen konnte. Er beinhaltet die Steuerbarkeit desjenigen Systems, welches durch
Linearisierung von (4.1) entlang der Referenzlésung gebildet wird. Man priift also
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die Steuerbarkeit von (4.2) tiber dem Intervall [t,, t,] fiir folgende Wahl der
Koeffizienten:

(43) A =£i,(t, x(1), Ut)),  B(D) = fy(t, X(1), U(t)).

Daf} Steuerbarkeit in erster Naherung eine hinreichende Bedingung fiir lokale Steu-
erbarkeit darstellt, kann man sich mit einfachen Hilfsmitteln (Parameterabhingig-
keit der Losungen einer Differentialgleichung) klarmachen. Interessant wird erst
die Frage nach der Schirfe dieses Kriteriums; hier klafft die Schere zwischen hin-
reichend und notwendig weiter auseinander als man zunichst im Hinblick auf
dhnliche Situationen in der Analysis vermuten wiirde. Das klassische Demonstra-
tionsobjekt sind Systeme, deren rechte Seite analytisch, zeitinvariant und zudem
linear und homogen in u = (uy, . . ., Uy ) sind:

m
“44) x= 3 ub(®x).
v=1
Ein solches System besitzt die stationdre Lésung u = 0, x = 0. Die entlang dieser
Losung linearisierte Gleichung

m

4.5) x= Y ub,(0)

v=1
ist so einfach gebaut, dad man dies auf einen Blick sieht: Steuerbarkeit — iiber
irgendeinem Zeitintervall — ist dann und nur dann gewihrleistet, wenn die
b,(0),»=1,...,m, den vollen Zustandsraum R" aufspannen. Die notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, daf (4.4) entlang der Referenzlésung und
iiber jedem Zeitintervall lokal steuerbar ist, lautet jedoch: Es ist L, = R", wobei
Lo die lineare Hiille der folgendermafien definierten Teilmenge des R™ ist: Man
nimmt zu den b,(x) noch alle Vektoren, die aus ihnen durch wiederholte Bildung
von Lie-Klammern erzeugt werden konnen, hinzu und wertet dann alles, was man
auf diese Weise an von x abhingigen Vektoren erhilt, an der Stelle x = 0 aus.
Die offensichtliche Diskrepanz zwischen den Bedingungen fiir lokale Steuerbarkeit
der Systeme (4.4) und (4.5) hat einen plausiblen Grund. Linearisierung hat im
Falle des Systems (4.4) eine eklatante Vergréberung der Dynamik zur Folge.
Die méglichen Richtungen, in denen die Evolution des Zustandes erfolgen kann
— wenn man statt von (4.4) von (4.5) ausgeht — liegen ein flir allemal fest und
kénnen sich mit dem Zustand selbst nicht mehr verindern. In (4.4) dagegen findet
ein Zusammenspiel zwischen Verdnderung der Dynamik und Verdnderung des
Zustandes statt. Diese gegenseitige Abhédngigkeit mathematisch erfassen zu kén-
nen war — so erscheint es zumindest im nachhinein — ein fiir die Entwicklung der
modernen Systemtheorie wesentlicher Schritt. Erleichtert wurde er durch den
Umstand, daf} das benétigte Instrumentarium schon zum richtigen Zeitpunkt
bereitstand. Die Vorarbeiten befafdten sich freilich mit einem anderen Thema,
namlich der Integration von Systemen partieller Differentialgleichungen erster
Ordnung. Dies ist auch — sinngemédfl — der Titel einer Arbeit von Chow aus dem
Jahre 1939, die heute als einer der Ausgangspunkte der geometrischen Orientie-
rung in der modernen Systemtheorie angesehen wird. Wiederentdeckung und
Nutzbarmachung dieser Quelle 143t sich in der Literatur gut verfolgen, instruktiv
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ist hier vor allem die Lektiire der frithen Arbeiten: Hermann (1962/63) Nagano
(1966), Haynes/Hermes (1970), Lobry (1970), Sussmann (1973).

Die differentialgeometrische Charakterisierung lokaler Steuerbarkeitseigen-
schaften hat heute einen gewissen Abschluf} erreicht, jedenfalls sofern man sich
auf das Studium analytischer affiner Systeme und stationirer Referenzlosungen
beschrinkt. Man spricht von einem affinen System, falls die rechte Seite der
Systemgleichung (4.1) von der Zeit nicht explizit abhéngt und eine lineare Funk-
tion der Steuerung ist, wenn das System sich also in der Form

m

4.6) x=fo(x)+ Y wby(x), u=(uy,..., un),

v=1
schreiben ladt. (u, x) = (0, 0) ist eine stationire Losung, falls fo(0) = O gilt. Lokale
Steuerbarkeit iiber dem Zeitintervall [0, t;] bedeutet dann, daf® x = 0 innerer Punkt
in der Menge A(t;) der zum Zeitpunkt t, von O aus ansteuerbaren Punkte ist.
Der nachstehende Satz ist ein Extrakt aus verschiedenen in der Literatur verstreu-
ten Resultaten, die in ihren Aussagen teilweise weitergehen. Wir haben uns fiir die
vorliegende Fassung entschieden, weil in ihr deutlich wird, in welchem Ausmafy
die Theorie der affinen Systeme iiber die der linearen Systeme hinausgewachsen
ist.
Zur Vorbereitung brauchen wir lediglich die Definition der dem System (4.6)
zugeordneten Kontroll-Lie-Algebra L. Wir benutzen die Abkiirzungen

(4.7) [f, gl =g f—fxg, adfg:=g, adfg:=[f,adf 'gl, p=1,2,....
L ist dann die von den n-dimensionalen und vom Zustand x abhéngigen Vektoren
(4.8) adfb,, »=1,...,m, p=0,1,2,...

erzeugte Lie-Algebra. Multiplikation bedeutet dabei natiirlich die Operation [. ., . .]
(vgl. (4.7)), so daB L auch erklirt werden kann als der von den Lie-Monomen der
Elemente (4.8) aufgespannte lineare Raum. Den linearen Raum, der sich durch
Auswerten der Elemente von L an der Stelle x = 0 ergibt, bezeichnen wir mit L,.

Satz 4. Voraussetzung: £y,b,,v=1,...,m,sind analytisch in einer Umgebung
yon x = 0, £,(0) = 0. Lo = R™ ist dann die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daf die Referenz-Trajektorie x = 0 zur abgeschlossenen Hiille des Inneren
von A(ty) fiir jedes t; > 0 gehort.

Die Aussage des Satzes findet sich wohl erstmals bei Sussmann/Jurdjevjc (1972);
inwieweit man von der Analytizitit abgehen und mit C™ als Voraussetzung arbei-
ten kann, hat Krener (1974) untersucht. Einen Eindruck von den Anwendungs-
moglichkeiten des Satzes vermitteln die ersten Kapitel der Lecture Note von Isidori
(1985). Lo, = R" ist insbesondere eine notwendige Bedingung dafiir, daf x =0
innerer Punkt von A(t,) ist, fiir jedes t; > 0. Daf} sie im allgemeinen nicht hinrei-
chend ist, zeigen einfache Gegenbeispiele. Das Bemiihen, Forderungen an die Ele-
mente von L zu formulieren, die garantieren, dafy x = 0 zum Inneren der erreich-
baren Menge A(t;) gehort, hat erst nach mehreren Anlidufen zu einem befriedigen-
den, ndmlich zu einem die wichtigsten Spezialfille umfassenden, Kriterium gefiihrt
(Sussmann (1987)). Zu den Spezialfillen, die man unter einem gemeinsamen Dach
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vereint sehen mochte, gehort einmal der Satz von Chow (fiir den homogenen Fall
fo = 0) und seine Verallgemeinerung auf den inhomogenen Fall (Knobloch und
Wagner (1984)) wie auch die Bedingungen fiir lokale Steuerbarkeit in erster Nihe-
rung. Letztere lassen sich ndmlich — fir ein affines System und eine stationire
Referenzlésung — ebenfalls mit Hilfe von Elementen der Lie-Algebra L bzw. des
Raumes Lq erkliren: Wertet man die Vektoren (4.8) an der stationiren Stelle x = 0
aus, so erhalt man gerade die Spalten der Kalman-Matrix, die zum linearisierten
(und in diesem Falle auch zeitinvarianten) System (4.2), (4.3) gehort (siehe auch
Hermes (1976), Sec. 1).

Als Haupthindernis beim Versuch, die Beweismethode des Satzes von Chow
auf allgemeinere Situationen zu iibertragen, erwies sich ein Verlust an Symmetrie
beim Ubergang von homogenen zu inhomogenen affinen Systemen. Genauer gesagt,
die Unmoglichkeit, die Umkehr der Evolutionsrichtung, d. h. den Ubergang von
f(x, u) zu —f(x, u), mittels einer geeigneten Steuerung zu realisieren. Die Idee, an
Stelle dieser allzu vordergriindigen (und daher unrealistischen) Symmetrieforderung
an die rechte Seite von (4.1) eine wesentlich subtilere Symmetriebedingung an die
Lie-Algebra L zu stellen, ist der eigentliche Hintergrund fiir die — noch im Gang
befindliche — Entwicklung eines Types von Steuerbarkeitskriterien, die auf die
folgende Vermutung zuriickgehen: Unter der Annahme Lo = R™ wird x = 0 innerer
Punkt von A(t,), falls jedes Lie-Monom, welches aus einer geraden Zahl von Fakto-
ren der Form (4.8) besteht, aus Lie-Monomen niedrigeren Grades linear kombiniert
werden kann. Diese Vermutung ist — fiir den Fall einer skalaren Steuerung u — von
Hermes aufgestellt und von Sussmann (1983b) erstmals bewiesen worden.

Es sind in der Zwischenzeit Verschirfungen dieser Aussage bekannt geworden, die
eines deutlich machen: Es sind tatsichlich Lie-Monome gerader Ordnung, die Hin-
dernisse auf dem Wege zur lokalen Steuerbarkeit aufbauen, und diese Hindernisse
lassen sich nach dem Vorschlag von Hermes aus dem Weg rdumen, indem man ihre
,,Neutralisierung‘‘ durch Lie-Monome niedriger Ordnung verlangt. Eine solche For-
derung braucht man aber offenbar nicht generell zu stellen, die gegenwirtige For-
schung unternimmt daher u. a. den Versuch, die Menge der Lie-Monome, die neu-
tralisiert werden miissen, moéglichst scharf einzugrenzen. Wie weit man auf diesem
Wege gekommen ist, verdeutlicht wohl wieder die Arbeit Sussmann (1987) am
besten. Fiir detailliertere Informationen zum Thema lokale Steuerbarkeit sei im
iibrigen auf den Ubersichtsartikel von Sussmann (1983a) hingewiesen.

Zum Schluf’ dieses Abschnittes wollen wir noch auf einen wichtigen Anwen-
dungsaspekt des Themas ,,lokale Steuerbarkeit‘ eingehen. Er bezieht sich auf Vari-
ationsprobleme, bei denen u. a. eine Nebenbedingung in Form einer Differential-
gleichung (4.1) gestellt wird. Man kann das Problem oft so formulieren, da die zu
optimierende Gréf3e gleich einer Komponente des Endzustandes wird. Denkt man
sich dann eine mogliche Ldsung eines solchen Variationsproblemes als Referenz-
16sung gewihlt, so tritt Verlust der lokalen Steuerbarkeit ein — jedenfalls sofern
keine Kontrollrestriktionen (Einschrinkungen des Wertevorrates der Steuerung)
bestehen. Durch logische Negation erhilt man daher aus jeder hinreichenden Bedin-
gung fir lokale Steuerbarkeit eine notwendige Bedingung fiir optimale Losungen
von Steuerungsaufgaben. Daf lings eines singuldren Bogens (das ist ein Teil einer
optimalen Lésung, fir den eventuelle Kontrollrestriktionen nicht aktiv sind) Steu-
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erbarkeit in erster Ndherung nicht bestehen kann, war lingst bekannt. Es folgt dies
einfach aus dem Pontryaginschen Maximumprinzip und 148t sich durch eine Mul-
tiplikatorenregel (Orthogonalitit der Spalten der Kalman-Matrix der linearisierten
Gleichung (4.2), (4.3) zur adjungierten Variablen y(t)) in Evidenz setzen. Weitere
notwendige Bedingungen — die nicht aus dem Maximumprinzip folgen und daher als
,,Bedingungen héherer Ordnung* apostrophiert werden — sind von Anwendern
mit heuristischen Argumenten erraten und als Mittel zur Charakterisierung singu-
larer Bogen in groflem Ausmaf eingesetzt worden. Die fehlende mathematische
Fundierung und Systematik bildete lange Zeit hindurch ein Desideratum inner-
halb der Variationsrechnung, das auch von den Fortschritten der allgemeinen
Optimierungstheorie unberiihrt blieb. Das Verstindnis der notwendigen Bedin-
gungen hoherer Ordnung kommt von der geometrischen Seite her, denn diese
Bedingungen konnen zumeist als Multiplikatorenregel

4.9) ytTa<o

geschrieben werden, wobei a ein (entlang der optimalen Trajektorie auszuwertendes)
Lie-Monom ist. Zudem ldft sich die typische Voraussetzung fiir das Bestehen einer
solchen Beziehung — ndmlich triviales Erfiilltsein der entsprechenden Relation fiir
Lie-Monome niedrigeren Grades — in natiirlicher Weise als die Forderung nach
Neutralisierbarkeit gewisser Lie-Monome in dem vorhin erwihnten Sinne interpre-
tieren. Trotz dieser deutlichen Parallelen ist eine direkte Umsetzung der geometri-
schen Theorie in Multiplikatorenregeln vom Typ (4.9) aus vielerlei Griinden nicht
moglich. So hat z. B. die unumgingliche Umformulierung eines Kontrollproblems
(Einbeziehung des Zielfunktionals in den Zustand) in der Regel zur Folge, daf} die
rechte Seite der Systemgleichung (4.1) nicht mehr linear in u wird.

Es existiert heute ein mathematisch ausgereifter Zugang zu den notwendi-
gen Bedingungen hoherer Ordnung, der streng genommen unabhingig vom Gegen-
stand dieses Berichtes ist, ideologisch aber der geometrischen Theorie so nahe
steht, daf} er eigentlich nur von dorther motiviert werden kann. Hier haben wir
ein erstes Beispiel fiir das Eindringen geometrischer Begriffsbildungen in konkrete
Anwendungsbereiche der Kontrolltheorie, eine weitere Anwendung wird im nich-
sten Abschnitt diskutiert werden.

Der Formalismus der Lie-Klammern ist als ordnendes Prinzip beim Ver-
stindnis der notwendigen Bedingungen héherer Ordnung erstmals von Krener
(1977) und Knobloch (1981) eingesetzt worden. Daf er offenbar weiter trigt als
herkémmliche Multiplikatorenregeln und zu Aussagen iiber optimale Lasungen
fuhrt, die schérfer und spezifischer sind als alles, was sich etwa durch Einordnung
in die allgemeine Optimierung gewinnen lift, zeigen neuere Beitrige (Wagner (1986)).
Insbesondere scheint sich hier ein systematischer Zugang zu Steuergesetzen vom
Riickkoppelungstyp zu erdffnen, mit deren Hilfe mégliche Kandidaten fiir singuléire
Extemalen besser explizit als bisher ausgesondert werden kénnen.
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5 Stabilisierung und Entkoppelung affiner Systeme

Wir nehmen jetzt an, daB ein Kontrollsystem in der allgemeinen Form (1.1) gege-
ben ist und daf’ das Problem des Reglerentwurfes zur Diskussion steht. Mathema-
tische Konzepte zur Konstruktion von Reglerstrukturen stecken noch in den Kin-
derschuhen, wenn man vom linearen Fall einmal absieht (vgl. Abschnitt 3). Doch
1aBt sich auch fiir nichtlineare Systeme zu den in der Uberschrift aufgefiihrten The-
men heute einiges sagen, was auch in absehbarer Zukunft noch Giiltigkeit haben
diirfte.

Stabilisierung. Das zentrale Problem besteht hier zunédchst einmal darin, eine sinn-
volle Verallgemeinerung des Satzes von der Polvorgabe (vgl. Abschnitt 2) zu for-
mulieren. Eines ist sicher: Sie liegt nicht im Bereich der lokalen Stabilitdt. Fragt
man nidmlich nur danach, ob eine instabile Ruhelage des ungesteuerten Systems
durch Zustandsriickfilhrung stabilisierbar ist, so erkennt man sofort, daf} die line-
are Theorie zur Beantwortung dieser Frage allein ausreicht — von gewissen ,,kriti-
schen‘ Ausnahmefillen abgesehen. Gilt nimlich der Satz von der Polvorgabe fur
das linearisierte System, so 1aft sich die Ruhelage stabilisieren, und zwar durch
lineare Zustandsriickflihrung. Umgekehrt: Wenn flir jede Wahl von F die aus den
Jacobi-Matrizen A := f,, B := f,, gebildete und aus der linearen Theorie wohlbe-
kannte Matrix A — BF (vgl. (2.3)) mindestens einen Eigenwert in der offenen
rechten Halbebene besitzt, so kann auch eine noch so geschickt gewihlte nicht-
lineare Zustandsriickfiihrung der Gleichgewichtslage nicht zur Stabilitdt verhelfen.
Dies folgt einfach aus wohlbekannten elementaren Stabilitatskriterien.
Stabilisierbarkeit im Grof3en, d. h. die Erzeugung explizit angebbarer oder
zumindest abschitzbarer Einzugsbereiche mittels nichtlinearer Zustandsriickfiih-
rung ist die eigentlich reizvolle Aufgabe auf diesem Teilgebiet der modernen
Systemtheorie. Abseits der eingefahrenen Wege der direkten Methode zeichnet
sich bisher aber nur eine neue Entwicklung ab, vgl. Knobloch (1988b). Wenn
keine expliziten Kontrollrestriktionen bestehen, so kann man mit dem Ansatz

u=¢eux)

in die Systemgleichung eingehen und e als kleinen Parameter auffassen. In der
ingenieurwissenschaftlichen Literatur spricht man von ,.high gain feedback®. Aus
mathematischer Sicht stellt dieser Ansatz einen Anschluf} an die singuldre Stérungs-
theorie bei gewdhnlichen Differentialgleichungen her. Hier gibt es nun in der Tat
ein zentrales Resultat iiber globales asymptotisches Losungsverhalten, nimlich den
Satz von Tychonov. Er diirfte zum zukiinftigen Handwerkszeug des Systemtheore-
tikers gehoren. Eine Darstellung, die dem heutigen Wissensstand iiber den gesamten
Komplex des Tychonovschen Satzes gerecht wird, findet sich bei Nipp (1988).

Entkoppelung. Wir nehmen jetzt wieder an, daf® der gesamte Eingang sich in zwei
Teile u, v aufspalten 148t und daB der erste Anteil dazu benutzt werden soll, um
den Einflu® des zweiten auf den Ausgang zu reduzieren. Die Systemdarstellung
nimmt also jetzt die Form an

(5.1) x=f(x,u,v), y=c(x).
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Von den beiden im Abschnitt 3 behandelten Vorschligen zur Lésung des Entwurfs-
problems im linearen Fall — Entkoppelung und Kompensation — hat sich bisher
nur der erste als verallgemeinerungsfahig erwiesen, und zwar auch dann nur, wenn
man die Betrachtungen auf das einfachste Regelgesetz, nimlich sogen. statische
Zustandsriickfiihrung u = u(x), beschrinkt. Aus der Sicht des Anwenders sind sol-
che Einschrinkungen deswegen gravierend, weil die Realisierung des Steuergesetzes
voraussetzt, dafl man zu jedem Zeitpunkt iiber den gesamten Systemzustand voll
informiert ist. Aber auch bei dieser extensiven Interpretation der Zulissigkeit einer
Strategie stellt die Mdglichkeit einer vollen Entkoppelung des Ausgangs von der
Storung eher die Ausnahme als die Regel dar, eine Erfahrung, die man ja bereits

in der linearen Kontrolltheorie macht. Daran dndert auch die Tatsache nichts, daf}
es vorzeigbare Beispiele fiir gelungene nichtlineare Entkoppelung gibt (Nijmeijer

et al. 1984)).

Die zukiinftige Bedeutung der Theorie, die in ihren Grundziigen jetzt skizziert wer-
den soll, diirfte daher wohl eher in einem Anwendungsbereich liegen, den man als
partielle Entkoppelung bezeichnen konnte, und der erhebliche praktische Bedeu-
tung besitzt. Es geht hierbei nicht mehr darum, das Eingangs-/Ausgangsverhalten
des Systems mittels Riickkoppelung auf die triviale Méglichkeit — der Ausgang
héngt tiberhaupt nicht vom Eingang ab -- zu reduzieren. Vielmehr mdchte man
eine Entflechtung des Eingangs-/Ausgangsverhaltens in dem Sinne erreichen, dafl
gewisse Komponenten des Ausganges von gewissen Komponenten des Einganges
nicht mehr abhingen. In der ingenieurwissenschaftlichen Literatur spricht man
von ,,non-interacting control®. Eine prizise Definition dieses wie auch aller ande-
ren spiter auftauchenden Begriffe findet man bei Isidori (1985); wir werden diese
Lecture Note — die bisher einzige in sich geschlossene moderne Einflihrung in die
nichtlineare Kontrolltheorie — im folgenden mit [I] zitieren.

Grundlegend fur die Losung des Problems der Entkoppelung ist das im
nachstehenden Satz formulierte Kriterium fir eine Systemeigenschaft, die man als
Ausgangs-Invarianz (output invariance, vgl. [I], II1.3) bezeichnet. Was dieser Ter-
minus bedeutet, wollen wir fiir affine Kontrollsysteme erkliren, wobei die Bezeich-
nung im Hinblick auf spitere Anwendungen abweichend von der bisherigen Praxis
gewihlt wird: '

Kk
(52) x=f(x)+ Y wvug(x), y=cx).
k=1
Der Wert des Ausganges zur Zeit t = 0 hiingt dann zunichst ab von den Werten der
Steuerfunktionen v,(+) im Intervall [0, t] sowie vom Anfangszustand x, zur Zeit
t = 0 und wire daher korrekterweise so zu schreiben

(5.3)  y(t, X0, v1(*) . . ., Vi(+)).

Ausgangsinvarianz besagt einfach: (5.3) hingt in Wirklichkeit nur von t, Xg, nicht
aber von den v;(-) ab.

Satz 5. Es seien f, 81, - - +» &k, C tiberall erklirte und analy tische Funktionen
von x. Notwendig und hinreichend dafiir dap der Systemausgang (5.3) nicht von
den Eingangsfunktionen v,(-), . . ., vi(-) abhdingt, ist dann das Bestehen (identisch in X)
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der nachstehenden Relationen
(5.4) (ac/ax)ad“fgﬂ =0, u=1,..,k p=0,1,....

Zum Verstindnis der Formel (5.4): d¢/0x ist die Funktionalmatrix der Ausgangs-
funktion c(x), der ad-Operator ist gemaf (4.7) definiert.

Die Aussage des Satzes gehort ohne Zweifel zur mathematischen Grundausriistung
jedes angehenden Systemtheoretikers. Wo sie innerhalb der Mathematik einzord-
nen ist, wird sicherlich eine Geschmacksfrage bleiben. Man kann in ihr nicht mehr
als eine kultivierte Variante elementarer Resultate iiber die Abhéingigkeit der Losun-
gen von den rechten Seiten einer gewdhnlichen Differentialgleichung sehen, wobei
die Rolle der sonst iiblichen Parameter jetzt von den frei wihlbaren Eingangsfunk-
tionen iibernommen werden. Ein Kalkiil, der ganz auf dieser Linie liegt und auf
eine (formale) Potenzreihenentwicklung der Lésungen abzielt, ist in Knobloch
(1981) entwickelt worden. Aus dem dortigen Theorem 7.1 kann man sich ohne
allzu grofien Aufwand selbst einen Beweis von Satz 5 zurechtzimmern. Auf die
Analytizitit (als Funktion des Zustandes) und die Linearitit beziiglich der v, der
rechten Seite der Differentialgleichung (5.2) kann dabei allerdings nicht verzichtet
werden. Dagegen spielt die Tatsache, daf t explizit nicht vorkommt, keine wesent-
liche Rolle. Eine entsprechende Verallgemeinerung von Satz S ist fiir weitere
Anwendungen niitzlich (vgl. Knobloch 1988a).

Ausgangs-Invarianz ist — fiir ein affines System — gleichbedeutend mit dem
Erfiilltsein unendlich vieler Relationen. Die formale Struktur dieser Relationen
legt den Versuch nahe, dem Kriterium eine andere Fassung zu geben, die unter
Umstianden auf das Nachpriifen nur endlich vieler Beziehungen hinauslduft. Diese
Fassung wird in der Literatur zumeist verwendet (siehe z. B. [I], IIL.3, insbeson-
dere Theorem 3.12) und beniitzt einige Begriffe der Differentialgeometrie wie
Distribution, Invarianz einer Distribution, involutive Distribution. Wir begniigen
uns mit einer summarischen Definition, wer es genauer wissen will, sei auf [I],

Ch. I oder auf Bishop/Crittenden (1964), Ch. I, verwiesen.

Wir gehen aus von irgendeiner Menge von C”-Vektorfeldern im Zustands-
raum. Den von ihnen erzeugten Modul — wobei als Koeffizientenbereich der Ring
der C”-Funktionen von x fungiert — nennen wir eine Distribution und bezeichnen
ihn im folgenden mit A. Wir schreiben ferner A = {k;, . . ., k;}, falls A von den
Vektorfeldern ki, . . ., k; erzeugt wird. A heifdt invariant beziiglich des Vektorfel-
des f, falls [f, A] C A gilt. Dabei bezeichnet [f, A] die Menge aller Vektorfelder der
Form [f, d],d € A, [...,...] bedeutet wie bisher Lie-Klammer-Bildung. A heifit
schlieBlich involutiv, falls es beziiglich jedes seiner Elemente invariant ist.

Die Bedingung (5.4) lat sich offenbar auch so formulieren: Es existiert eine Distri-
bution A mit den Eigenschaften

(5.5) {g1,... 8} C A Cker(cy),
(5.6) [f, AlCA.

Zum intuitiven Verstindnis der Beziehungen (5.4)—(5.6) geben wir hier
eine Interpretation der Grofie

(5.7 (adfg)(x0), 0=0,1,...
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an, die man durch simples Nachrechnen direkt verifizieren kann. Man betrachte
die Losung x(t) = x(t, xo) der Differentialgleichung x = f(x) mit Anfangswert
x(0) = xo sowie die Matrix-Lésung X(t) der adjungierten Variationsgleichung

y = —f,(x(t))Ty mit Anfangswert X(0) = E (= Einheitsmatrix). (5.7) wird dann
gerade die p-te Ableitung von

(5.8)  X(t)Tg(x(t)
an der Stelle t = 0. X(t)T 14t sich andererseits aus der Jacobi-Matrix
(9%/0%0)(—t, Xo)

durch die Substitution x4 = x(t) gewinnen. Die Potenzreihe
= o 4

R (adfg)(x)

stellt daher die Taylorentwicklung einer Funktion dar, fur die sich in der Literatur

die Bezeichnung

(5.9) (Adte)(x)

eingebiirgert hat (vgl. Krener (1985), p. 524) und deren Rolle fiir die Dynamik des
Systems

k= f(x) + g(x)v

folgendermafien beschrieben werden kann. Man denke sich die Stérung v iiber
einem kleinen Zeitintervall [T — €, 7] mit Stirke 1 wirksam, aufierhalb dieses Inter-
valls gleich O gesetzt. Ndherungsweise — d. h. bis auf Grofien, die beziiglich € von
hoéherer als erster Ordnung sind — resultiert aus dieser Stérung zum Zeitpunkt

t > 7 eine Abweichung vom Zustand des ungestdrten Systemes, die gerade durch

e(Adig)(x(t), T:=7-t,

gegeben ist. (5.9) muf also im Kern von c,(x), liegen, damit eine durch eine Sté-
rung induzierte Zustandsabweichung nicht eine Abweichung zwischen den jewei-
ligen Ausgidngen zur Folge hat.

Wir betrachten nun ein System der Form (5.1), bei dem die rechte Seite
der dynamischen Gleichung linear in der Stérung v ist, d. h. wir nehmen an, dal
sich (5.1) jetzt in der Form

k
x=fi(x,u) + Zl vugu(x), y=c(x)
-

schreiben 14f3t. Unter der Voraussetzung, daf alle auftretenden Funktionen analy-
tisch von x abhingen, 1aBt sich dem Problem der Entkoppelung (des Ausganges y
von der Stérung v) die folgende mathematische Fassung geben, welche verdeutlicht,
welchen Dienst Satz 5 der Kontrolltheorie zu erweisen vermag: Es ist eine Distri-
bution A und eine analytische Steuerfunktion ii(x) so zu konstruieren, dafl die
Beziehungen (5.5), (5.6) mit

(5.10) f(x) = f,(x, U(x))
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erfullt sind. Mit der Umformulierung ist das Problem der Entkoppelung freilich
noch nicht gelost, man erkennt aber, wo die wirkliche Crux liegt: Bei der Bedin-
gung (5.6), die ja eine simultane Forderung an A und t(x) ist. Wie man versucht,
diese Forderung prinzipiell in den Griff zu bekommen, ist naheliegend: Durch
Aufspaltung in je eine Bedingung fiir A und fiir U(x) alleine. In der Tat hat man
damit auch Erfolg, sofern f; linear in u ist, sich also in der Form

fi(x, W) =fo(x) + Y uyb,(x)

v=1

schreiben 1df3t. Von der Distribution wird jetzt verlangt:
(5.6) [fy,AlCA+{by,...,bn}, [b,,AlCA+{by,..., byl.

Welche Motive einen veranlassen, die Forderung (5.6) — jedenfalls soweit sie sich
auf A alleine bezieht — gegen (5.6") einzutauschen, kann im Rahmen eines kurzen
Berichtes nicht niher ausgefiihrt werden. Man miifite dazu den Begriff ,,Entkoppe-
lung* genauer definieren; tatsichlich méchte man namlich mehr erreichen als was
von uns postuliert wurde (vgl. [I], IV.1). Dagegen ist es sicher angebracht, kurz
auf die nun anstehende und letztlich entscheidende Frage einzugehen: Unter der
Annahme, daf eine Distribution A den beiden Forderungen (5.5), (5.6") geniigt,
1aft sich dann die Bedingung (5.6), (5.10) durch Wahl eines geeigneten Ui(x) erfiil-
len und wie kann dies geschehen? Im linearen Fall ist die Antwort sehr einfach:
Man mache den Ansatz ti(x) = —Fx und kommt dann auf ein lineares Gleichungs-
system fiir die Elemente der Matrix F. Die Losbarkeit wird in diesem Falle eine
Folge der Bedingung (5.6") (Knobloch/Kwakernaak (1985), Kap. 5, Satz 5.1).

Im allgemeinen Fall ist es nun nicht damit getan, nach bekanntem Muster
die Argumentation im linearen Fall der neuen Situation anzupassen. (5.6), (5.10)
stellen nidmlich jetzt ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ord-
nung dar, und zu der Problematik des Umganges mit nichtlinearen Gleichungs-
systemen kommt noch eine weitere: Das Einhalten von Integrabilititsbedingungen.
Auch dies lifit sich durch Forderungen an die Distribution A erreichen, von denen
die wesentliche so lautet

(5.11) A ist eine involutive Distribution.

Die Diskussion des Themas Storgroflenentkoppelung hat damit einen gewissen
Abschluf erreicht. Zweierlei ist festzuhalten:

1. Die Mathematisierung des Problems: Eine Steuerfunktion i(x) bewirkt dann
und nur dann Entkoppelung, wenn sie Lésung der Gleichungen (5.6), (5.10) ist.
2. Die Aufldsbarkeit (im Kleinen) dieser Gleichungen ist gewihrleistet, wenn die
Distribution A die Eigenschaften (5.6'), (5.11) besitzt (und gewissen technischen
Zusatzvoraussetzungen geniigt, vgl. [1]).

Die zweite Feststellung liegt nicht auf der Hand, ihr Beweis stellt eine der schwie-
rigeren Passagen von [I] dar (Kap. IV, Abschnitt 1, siehe insbesondere Lemma
(1.10)). Was man bei der Lektiire lernen kann, ist vor allem dies: Das geometrische
Element setzt sich in der Kontrolltheorie mehr und mehr durch, es dient nicht
nur kosmetischen Verbesserungen, sondem leistet auch unersetzliche methodische
Hilfestellung. Ein Beispiel hierfiir ist der Ideenkreis um den klassischen Satz von
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Frobenius iiber die Integrierbarkeit von Systemen partieller Differentialgleichun-
gen erster Ordnung. Dieser Satz zdhlt heute zu den wichtigsten mathematischen
Grundlagen der Systemtheorie. In vielen der gingigen Lehrbiicher der Differential-
geometrie vermifit man ihn allerdings, so da} wir uns mit den folgenden Literatur-
hinweisen begniigen miissen: [I], I.3 und Bishop/Crittenden (1964), Ch. I.
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Buchbesprechungen

Elliott, P. D. T. A., Arithmetic Functions and Integer Products (Grundlehren der
mathematischen Wissenschaften. A Series of Comprehensive Studies in Mathematics, Band 272),
Berlin u. a.: Springer-Verlag 1985, xv, 461 pp., Hard cover, DM 198,—

Die vorliegende Monographie stellt ein schwer zu charakterisierendes Buch dar; teil-
weise werden (spiter benétigte) Ergebnisse lehrbuchmifig abgehandelt, teilweise werden For-
schungsarbeiten des Autors zusammenfassend dargestellt, und zu einem guten Teil hat das
Buch den Charakter einer umfangreichen Originalarbeit.

Das Buch wendet sich vor allem an Mathematiker, die im Gebiet der zahlentheoreti-
schen Funktionen selbst aktiv sind oder iiber Beziehungen dieses Gebietes zu anderen mathe-
matischen Disziplinen wie Siebtheorie, Dualitdtstheorie, Ma8theorie auf Gruppen, Ringtheorie,
Wahrscheinlichkeitstheorie etc., etwas erfahren méchten. Der Leser wird einen erstaunlichen
Reichtum an Informationen und Ideen in diesem Buch finden, angefangen mit einem ausfiihr-
lichen Literaturverzeichnis, meist Originalarbeiten'), eine Sammlung von 108 meist keineswegs
leichten ,,Ubungsaufgaben®, 18 research-problems (Unsolved Problems, p. 417ff.), die zum
Teil derzeit sicherlich ,,apparently beyond reach* sein diirften, weiter eine Fiille einfacherer,
sehr niitzlicher Standard- oder Weniger-Standard-Ergebnisse iiber zahlentheoretische Funktio-
nen, neben den zum Teil nachstehend aufgefiihrten vielen neuen Ergebnissen.

Ein ausfiihrlicher Anhang erginzt die beiden fritheren Springer-Binde des Verfassers
iiber Probabilistic Number Theory durch neue, seither erzielte Ergebnisse; zum Beispiel werden
die bestmogliche Konstante in der Turan-Kubiliusschen Ungleichung und Analoga dieser
Ungleichung gegeben.

Besonders interessant scheint, dal der Verfasser allgemeinere Gesichtspunkte aus der
Funktionalanalysis (Stichwort ,Dualitit*) einflieBen 148t; auf diese Weise ergeben sich neue
Resultate, neue Beweise und neue Einsichten im Bereich der zahlentheoretischen Funktionen
und — last not least — neue Ansatzpunkte, die weitere Untersuchungen erméglichen. Weit-
gehendst werden Gegenstinde behandelt, die bisher anscheinend noch keinen Eingang in die
Lehrbuchliteratur gefunden haben. Vielleicht ist deswegen die Darstellung gelegentlich etwas
ungeglittet, und der Leser hat Miihe, die Querverbindungen, die der Verfasser aufdeckt oder
andeutet, sofort zu durchschauen.

Ein entscheidender Ausgangspunkt des Buches ist das alte Erdossche Problem, den
Logarithmus als additive reellwertige zahlentheoretische Funktion zu kennzeichnen; eine hin-
reichende Bedingung ist z. B. f# oder f(n + 1) — f(n) - 0. So beschiftigt sich der Verfasser in
weiten Teilen des Buches mit dem Problem, Aussagen iiber eine additive Funktion f
(z. B. Abschitzungen nach oben, Charakterisierung, Gréfienaussagen im Mittel, Aussagen iiber

Ek p—klf(pk)lz, .. .) aus Kenntnissen iiber Differenzen f(a - n + b) — f(A - n + B) zu gewinnen.

P
Als Beispiel sei die ,,Basic inequality** (Theorem 10.1) genannt:
Sinda>0,A>0,b, Bmit A=aB—bA # 0 gegeben, so gilt die Ungleichung

_ 1
<Z q"If(q)—F(x)'logq|2<x<s‘1:';)<xc;'x<§ If(an +b) - f(An + B) 2,
x n<w
@ Asd)=1

1y Man erginze die beiden Arbeiten von K. H. Indlekofer in: Math. Z. 146 (1976)
285-290, und Illinois J. 25 (1981) 251—257, MR 52 # 10567 bzw. 82e # 10011.
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mit .
F)= Y q'fQ)- Y q'logq| ,
x1/2<q<x xlﬂ<q<x
(q,3A8)=1 (@, aAA)=1

gleichmifig fiir alle additiven Funktionen f, wenn x > x,.

Im 13. Kapitel ergibt sich hieraus die Losung eines Kataischen Problems?) und im
14. Kapitel eine Verallgemeinerung tiefer Wirsingscher Ergebnisse (Additive and completely
additive functions with restricted growth, Proc. Symp. Durham 1979, Vol. 2, 231-280,
Amer. Math. Soc. Proc. of Symp. in Pure Math. 20 (1971) 375-381).

Ein weiteres Problem, das auch im Zusammenhang mit Eindeutigkeitsmengen additi-
ver Funktionen auftaucht, ist das der Darsteilung ganzer Zahlen als Produkte ganzer Zahlen
vorgegebenen Typs (siehe Kap. 15 bis 19), etwa in der Gestalt

n=TI(p;+1), ¢=%1, p;prim.
i

Als ein Ergebnis iiber simultane Darstellung sei Theorem 19.1 zitiert. Sind a >0,
b, A> 0, B ganze Zahlen ungleich Null, die aB —bA #0, (A, B) = 1 = (a, b) erfiillen, dann
gibt es eine positive ganze Zahl v derart, daf jedes Paar m, m, ganzer Zahlen mit (m,a) =1,
(m,, A) = 1 eine simultane Darstellung

[

mj =
i

. r .
(an; +b)°,, mY= I (An;+B)‘
1 i=1

mit natiirlichen Zahlen n; und ¢; = + 1 besitzt.

Als Anwendung der grundlegenden Ergebnisse des zehnten Kapitels werden im 21. Ka-
pitel notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir gegegen, daf fiir reellwertige additive
Funktionen die relativen Haufigkeiten

ve{n; f(n + 1) — f(n) < z - f(x)}

fiir x - oo gegen eine Grenzverteilung streben (Satz 21.1).
In Kapitel 22 wird ein sehr allgemeiner Satz iiber multiplikative Darstellungen natiirlicher Zah-
len mit Hilfe des folgenden Theorems 22.2 hergeleitet.
Ist a, <a, <...eine Folge natiirlicher Zahlen mit positiver oberer Dichte d und f eine additive
zahlentheoretische Funktion, mit Werten in R/Z, die auf den a; konstant ist, so gibt es eine
ganze Zahl m in 1 <m <d™! so daB die Reihe imt (;‘.)3" o p~! konvergiert. (|| 81| bezeichnet
m-

den Abstand von f zur nichsten ganzen Zahl.)

Ruzsas Ergebnis {Ist L : N - H (H ist abelsche Gruppe) additiv, so besitzt die Urbild-
menge L~ (h) fiir jedes h € H eine asymptotische Dichte; siehe Acta Arith. 32 (1977), 313—
347} wird neu bewiesen.

Dieses wichtige, inhaltsreiche und ideenreiche Buch, das nebenbei bemerkt, sich kaum
mit Elliotts beiden Binden zur Probabilistic Number Theory iiberschneidet, verdient es, griind-
lich studiert zu werden.

Frankfurt am Main W. Schwarz

2) Ist f reellwertig und additiv und gilt f(an + b) — f(An + B) = C fiir n = o (bei vor-
gegebenen positiven a, b, A, B, mit A = aB — bA # 0), so ist f(d) = F - log d fiir alle d, die zu
a- A - A teilerfremd sind.
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Guaraldo, F., Macri, P., Tancredi, A., Topics on Real Analytic Spaces (Advanced
Lectures in Mathematics, ed. by Gerd Fischer), Braunschweig: Vieweg 1986, x, 164 pp.,

DM 42,—

Neben der umfangreichen Lehrbuchliteratur iiber komplex analytische Geometrie hier
nun einmal ein Buch iiber reell analytische Geometrie. Ein niitzliches Buch. Es ist nicht das Ziel
dieses Buches, die Grundlagen der reell analytischen Geometrie darzulegen. Vielmehr wird eine
gewisse Vertrautheit mit reell analytischen Riumen und komplex analytischen Réumen voraus-
gesetzt. In diesem Buch werden einige spezielle Themen der reell analytischen Geometrie behan-
delt: Komplexifizierung reell analytischer Riume, Einbettungsfragen reell analytischer Varietd-
ten, Approximationsprobleme. Es ist das Verdienst der Autoren, daf sie wichtige Ergebnisse aus
diesen Gebieten, die bisher nur iiber die Literatur verstreut waren, zum ersten Mal in einem
Buch zusammengefaft haben. Die angesprochenen Themen werden bei weitem nicht in allen
ihren Aspekten ausgeleuchtet und behandelt. Dazu ist allein schon der Umfang des Buches viel
Zu gering.

Leider ist das Buch nicht mit allzu grofer Sorgfalt geschrieben. Allein schon die lange
Liste der Druckfehler ist hinderlich beim Lesen. Das Buch enthilt zahlreiche Ungenauigkeiten
und mathematische Versehen. Einige Beweise sind unklar. Zwar werden die verwendeten Ergeb-
nisse genau zitiert, aber das Verzeichnis der weiterfiihrenden Literatur konnte ausfiihrlicher
sein.

Der Inhalt im einzelnen: Das Buch ist in acht Kapitel aufgeteilt. Im ersten Kapitel
werden die iiblichen Begriffsbildungen iiber lokal geringte Riume eingefiihrt. Das zweite Kapi-
tel beschiftigt sich neben den einfachsten Eigenschaften reell analytischer Rdume mit Anti-
involutionen auf komplex analytischen Riumen. Es ist jedoch nicht zu erkennen, warum Anti-
volutionen auf komplex analytischen Riumen hier so umstiindlich definiert wurden. Im dritten
Kapitel wird die Komplexifizierung eines reell analytischen Raumes konstruijert. Als erste
Anwendung hiervon werden Theorem A und Theorem B fiir reell analytische Rdume bewiesen.
Im vierten Kapitel werden die Normalisierung und Desingularisierung reell analytischer Varieta-
ten kurz abgehandelt. In der Verlagsankiindigung heifit es hierzu ,,comprehensive treatment®.
Dies ist es nun wirklich nicht. Kapitel VII beschiftigt sich mit der Approximation differenzier-
barer Abbildungen durch analytische Abbildungen. Diese Approximationsaussagen dienen zum
Beweis der Einbettungseigenschaften einer reell analytischen Varietit in einen R™ (Kapitel VI)
und dazu, die Klassifikation analytischer Vektorbiindel auf reell analytischen Varietdten auf
die Klassifikation topologischer Vektorbiindel zuriickzufiihren.

Regensburg M. Knebusch

Marchenko, V. A., Sturm-Liouville Operators and Applications (Operator Theory:
Advances and Applications, Vol. 22), Basel — Boston — Stuttgart: Birkhduser Verlag 1986,
xiund 367 pp., paper, DM 148 ,—

Es ist wohl unbestritten, daf zahlreiche bedeutende Entwicklungen in Mathematik
und Physik ihren Ursprung in der Untersuchung ganz simpler Objekte haben. Als Beispiel die-
ses Sachverhalts seien hier die Sturm-Liouvillesche Gleichung —y” + q(x)y = A%y und der ihr
zugeordnete Sturm-Liouville-Operator L =—(d?/dx?) + q(x) genannt. Beginnend mit dem Stu-
dium der eindimensionalen Wellengleichung durch D. Bernoulli und L. Euler (an dem real vor-
liegenden Problem der Transversalschwingungen einer elastischen Saite), wurden in der zeitli-
chen Abfolge unzihlige Erkenntnisse und Ideen iiber dieses spezifische Objekt gesammelt, durch
die nicht nur eine stindige Befruchtung der Spektraltheorie stattfand, sondern die auch andere
verwandte Gebiete der Analysis nachhaltig beeinflufiten. Unter den aufregendsten Entdeckun-
gen neuerer Zeit ist in diesem Zusammenhang die Verbindung zu erwihnen, die von C. Gardner,
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J. Green, M. Kruskal und R. Miura (“‘A method for solving the Korteweg-de Vries equation”,
Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 1095—1098) zwischen der Spektraltheorie von Sturm-Liouville-
Operatoren und den Solitonldsungen spezieller nichtlinearer partieller Differentialgleichungen
gefunden wurde.

Bereits in den vierziger Jahren hatten J. Delsarte und B. M. Levitan das Instrumenta-
rium der Spektraltheorie durch das Konzept der Transformationsoperatoren bereichert, mit
deren Hilfe es gelang, Entwicklungssiitze fiir Eigenfunktionssysteme allgemeiner Sturm-Liouville-
scher Gleichungen zu beweisen. Transformationsoperatoren stehen auch im Mittelpunkt des
Interesses des Autors der zur Besprechung vorliegenden Monographie. Vladimir A. Marchenko,
Professor fiir Mathematik im ukrainischen Charkov, zihlt zu den intimen Kennern der Materie,
ist er doch selbst einer der herausragenden Exponenten in der modernen Geschichte der Spek-
traltheorie.

Das erklirte Ziel des Buches ist es, durch konsequente Verwendung von Transforma-
tionsoperatoren nicht nur zu einer Reformulierung der klassischen Spektraltheorie von Sturm-
Liouville-Operatoren zu gelangen, sondern dariiber hinaus auch nicht kanonische Verbindungen
zum Bereich nichtlinearer partieller Differentialgleichungen aufzuzeigen. Der Autor will ferner
das vorliegende Werk verstanden wissen als Aktualisierung einer bereits frither erschienenen
Monographie, welche allerdings nur in russischer Sprache publiziert wurde (“Spectral Theory
of Sturm-Liouville Operators”, Naukova Dumka, Kiev 1972). Nach unserem Urteil wird
Marchenko dem zweiten Anliegen nur zum Teil gerecht. In dem vorliegenden Buch wird die
Entwicklung der Materie aus der Sicht der russischen Schule nur etwa bis zum Jahre 1978
einigermafien umfassend aufgearbeitet. Diesem Manko begegnet allerdings der Ubersetzer
A. Tacob durch eine zwar bescheidene, aber doch reprisentative Ergénzung des ohnehin knap-
pen Literaturverzeichnisses, in welcher die Trends der letzten zehn Jahre in der Theorie nicht-
linearer Evolutionsgleichungen vom Korteweg-de Vries-Typ und in der damit verbundenen
Spektral- und Streutheorie aufgezeigt werden.

Die Schliissel zum Verstindnis des Buches liefern die Transformationsoperatoren
Id + K, Id + Ky, Id + K., und ihre Inversen. Wir stellen hier eine kurze Beschreibung dieser
Operatoren voran. Gegeben sei ein stetiges Potential q : I = C auf einem Intervall I C R, wel-
ches den Ursprung x = 0 enthalte. Dann hat die Sturm-Liouvillesche Gleichung L{y] = A%y zu
vorgegebenen Anfangsdaten

y(0)=1, y'(0)=ix ¢Y)

bei beliebiger Wahl von A € C bekanntlich genau eine (klassische) Losung y(x) = eo(A, x). Man
zeigt leicht, dafl die Funktion u(x, t) := e‘“eo()\, x) auf I x R das folgende Cauchy-Problem 16st:

Ut = U —q()u; w0, t) =elM 1, (0, t) = e, ?2)

Mit Hilfe der Riemannschen Integrationsmethode gewinnt man andererseits die Losungen die-
ses Problems in der Form

) tx )
u(x, t) =eM+ 4 [ R(x, t;0, 7)eiMdr.
t—x

Dabei bezeichnet R(x, t; £, 7) die in allen Variablen stetige Riemann-Funktion des Problems (2).
Wird hier speziell t = O gesetzt, so resultiert mit K(x, 7) := R(x, 0; 0, 7) die Darstellungsformel

. X . .
e\, x) =™ + [ K(x, 7)eMdr = (Id + K)e**. )
-X

Der Integraloperator Id + K transformiert mithin die Losung f(x) = e der simplen Gleichung
-y" =22y in die Losung y = (Id + K)f der (weitaus komplizierteren) Sturm-Liouvilleschen
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Gleichung L{y] = A%y unter Beibehaltung derselben Anfangsdaten (1). Ganz analoge Korrespon-
denzen zwischen den Losungen der beiden Differentialgleichungen Ly] = A%y und —y" = A%y
werden durch die Transformationsoperatoren Id + Ky, und Id + K., vermittelt, wenn man an die
Stelle von (1) die Anfangsdaten

yn(®)=1, ya(0)=h bzw. y=(0)=0, y=(0)=1

setzt und die Kerne der Integraloperatoren Ky, K. gemifd

Kn(x, 7) = h+ K(x, 7) + K(x, =) * h | [K(x, &) —K(x, ~§)]d&,
K (x, 7) =K(x, 7) - K(x, 7)

erklirt.

Im ersten Kapitel des vorliegenden Buches werden die wesentlichen Eigenschaften der
oben genannten Transformationsoperatoren und ihrer Inversen herausgearbeitet. Damit gelingt
es, die klassische Theorie der nichtentarteten Sturm-Liouvilleschen Randwertaufgaben auf end-
lichen Intervallen mit unkonventionellen Mitteln erneut aufzurollen. Selbstverstindlich muf
auch dieser neue Weg zu den bekannten Vollstindigkeits- und Entwicklungssitzen fiir das zuge-
ordnete System der verallgemeinerten Eigenfunktionen fithren. Es ist aber doch iiberraschend,
mit welcher Eleganz unter anderem Aussagen iiber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte
w=+/A fiir groBe Moduli || herausspringen. Dariiber hinaus zeigt es sich, daf mit Hilfe der
Transformationsoperatoren ein genauer Zusammenhang hergestellt werden kann zwischen den
Regularititseigenschaften eines periodischen Potentials q(x) und dem asymptotischen Verhal-
ten der Liicken im Spektrum des zugrundeliegenden Hill-Operators —(d?/dx?) + q(x).

Das zweite Kapitel bringt nach einer kurzen Einfithrung in die Distributionentheorie
eine Diskussion der Sturm-Liouvilleschen Gleichung auf der Halbachse 0 < x < oo fiir ein kom-
plexes Potential q(x) und fir Randbedingungen der Form y'(0) n hy(0) = 0. Unter Verwendung
von distributionswertigen Spektralfunktionen werden auch in diesem Fall Vollstindigkeits-
und Entwicklungssitze gewonnen, die im Einklang stehen mit klassischen Resultaten von
H. Weyl. Es wird ferner gezeigt, daB der Kern K(x, ) des Transformationsoperators Id + K die
Integralgleichung von I. M. Gelfand und B. M. Levitan 16st (“On the determination of a dif-
ferential equation from its spectral function”, Izv. Akad. Nauk SSSR Ser. Mat., 15, No. 4
(1951) 309—360 = Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, 1 (1955) 253—304). Damit gelingt es,
das inverse Problem der Spektralanalyse, nimlich der Rekonstruktion des Sturm-Liouvilleschen
Randwertproblems aus der Vorgabe der Spektraldaten, zu 16sen. Es werden in der Tat durch
notwendige und hinreichende Bedingungen diejenigen Distributionen charakterisiert, die als
distributionelle Spektralfunktionen eines Sturm-Liouville-Operators auf der Halbachse in
Frage kommen.

Im dritten und wohl wichtigsten Kapitel des Buches werden neben dem inversen Pro-
blem fiir den (periodischen) Hill-Operator weitere inverse Probleme der Streutheorie behandelt.
Hier wird ausfiihrlich Bezug genommen auf das inverse Streuproblem der klassischen Quanten-
mechanik: Lat sich das interaktive Potential zweier Elementarteilchen mit gegebenen Massen
aus dem asymptotischen Verhalten (im Unendlichen) der Wellenfunktion der zugeordneten
Schrodinger-Gleichung rekonstruieren? Die vollstindige Losung des Rekonstruktionsproblems
gelingt wieder unter Verwendung eines Transformationsoperators Id + K fiir diejenigen Poten-

tiale, die die Nebenbedingung [ x|q(x)|dx < o= erfiillen. Man erhilt das gesuchte Potential aus
0 1d
der Kernfunktion K(x, 7) iiber die simple Beziehung q(x) = — > dx K(x, x). In engem Zusam-

menhang mit diesem Resultat stehen auch Aussagen iiber die Stabilititszonen der Hillschen
Differentialgleichung.
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Das letzte Kapitel bringt schlieBlich einen knappen Abriff der Integrationsmethode
von P. D. Lax (“Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves”, Comm. Pure
Appl. Math. 21 (1968) 467—490), mit deren Hilfe eine grofie Zahl nichtlinearer Gleichungen
der mathematischen Physik behandelt werden kann. Eine detailliertere Diskussion wird am Bei-
spiel der Korteweg-de Vries-Gleichung v = 6vv' —v""' durchgefihrt, wobei wiederum die vorher
etablierten Methoden der Spektraltheorie zum Tragen kommen.

Es wire falsch, in der vorliegenden Monographie ein Lehrbuch der Spektraltheorie
sehen zu wollen. Mit der Beschrinkung auf eindimensionale Schrodinger-Operatoren wird nur
eine der schillernden Facetten dieser Theorie beleuchtet. Die Einstiegsvoraussetzungen an den
prospektiven Leser werden nicht zu hoch angesetzt. Gute Kenntnisse der Funktionentheorie
und einiger Grundtatsachen der Funktionalanalysis geniigen als Riistzeug. Das iibrige Instrumen-
tarium wird in angemessener Weise bereitgestellt. Jedem Abschnitt ist ein Katalog von Aufgaben
mit ausfihrlichen Losungshinweisen angefugt. Das Buch mag nicht nur dem Spezialisten als
Leitfaden dienen; ein sehr sorgfaltiger Aufbau des Werkes und eine sehr detaillierte Beweisfiih-
rung machen es auch fiir interessierte Studenten der Mathematik und der Physik im Hauptstu-
dium brauchbar.

Erlangen H. Grabmiiller

Leis, R., Initial Boundary Value Problems in Mathematical Physics, Chichester: Wiley
& Sons 1986, Stuttgart: Teubner 1986, 266 pp., DM 62,—

Die beiden letzten Jahrzehnte fiihrten unter wesentlicher Mitwirkung des Autors und
seiner Schiiler zu einem vertieften mathematischen Verstindnis linearer Wellenausbreitungsvor-
ginge. Die neuere Entwicklung ist vor allem durch die verstirkte Anwendung funktionalanalyti-
scher Hilfsmittel, insbesondere der Spektraltheorie und der Hilbertraummethoden fiir lineare
partielle Differentialgleichungen gekennzeichnet. Die Spektraltheorie 1dft sich als eine sehr allge-
meine Form des klassischen Prinzips der Trennung der Variablen auffassen und erméglicht auf
zwei verschiedenen Stufen die Zuriickfilhrung zeitabhingiger Prozesse auf zeitunabhingige Pro-
bleme. Zunichst zeigt man, da sich der Ortsanteil des Differentialoperators unter Beriicksichti-
gung der jeweiligen Randbedingungen zu einem selbstadjungierten Operator A erweitern laft.
Dieser Schritt lduft im wesentlichen auf die schwache Losung eines (im allgemeinen elliptischen)
Randwertproblems im Hilbertraum L, (,,geddmpfter Fall*‘) hinaus. Die Losung des zeitabhéngi-
gen Problems ergibt sich mit Hilfe des Funktionalkalkiils fiir selbstadjungierte Operatoren. Auf
der zweiten Stufe stehen die qualitativen Eigenschaften der Losung im Vordergrund, insbeson-
dere ihr asymptotisches Verhalten fiir t - * . Diese Fragen erfordern im mathematisch besonders
interessanten ungedimpften Fall eine eingehende Diskussion der Spektralschar Py von A. Auf-
grund des Zusammenhangs zwischen P) und den Grenzwerten der Resolvente (A — 2)~! fur
Im z - O lift sich Py durch die Losungen des zeitunabhingigen Problems im dampfungsfreien
Grenzfall ausdriicken. Diese Losungen liegen nicht im L, und sind durch geeignete Ausstrah-
lungsbedingungen zu kennzeichnen. Die Giiltigkeit des Prinzips der Grenzabsorption ist im allge-
meinen ein Indikator fir ein ,,normales* asymptotisches Verhalten der zeitabhiéngigen Losung
flirt—>+=,

Methoden der Spektraltheorie wurden zunichst mit groem Erfolg auf die Quantenme-
chanik angewendet. Beziiglich einer detaillierten Darstellung sei auf das vierbéndige Werk von M.
Reed und B. Simon (,,Methods of Modern Mathematical Physics*, 1972—1978) verwiesen. Bei
den Anwendungen auf Wellenausbreitungsvorginge der klassischen Kontinuumsphysik ist vor al-
lem der EinfluB eingebetteter reflektierender Hindernisse von Interesse, so daf sich in natiirlicher
Weise Randwertaufgaben fiir Aufenriume ergeben. Die weitere Entwicklung des Gebiets wurde
insbesondere durch die Monographien von P. D. Lax und R. S. Phillips (,,Scattering Theory*,
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1967) und von C. H. Wilcox (,,Scattering Theory for the d’Alembert Equation in Exterior Do-
mains*, 1975) beeinfluBt. Im Mittelpunkt dieser beiden Werke steht die skalare Wellengleichung,
die die Ausbreitung akustischer Wellen beschreibt.

In dem vorliegenden Werk werden die oben erwihnten Methoden auf die wichtigsten
Wellenausbreitungsvorginge der klassischen Mathematischen Physik angewendet. Insbesondere
werden akustische, elektromagnetische, elastische und thermoelastische Wellen unter einheitli-
chen Gesichtspunkten behandelt. Als Beispiel fiir einen Wellenausbreitungsproze8, der durch
einen Differentialoperator von hoherer als zweiter Ordnung beschrieben wird, ist die Plattenglei-
chung in die Darstellung einbezogen. In allen Fillen wird zuniichst die Wellenausbreitung im hin-
demnisfreien, homogenen, isotropen Raum (,,ungestorter Fall*“) untersucht. Hierbei ergeben sich
in natiirlicher Weise die zur Kennzeichnung des Losungsverhaltens im Unendlichen erforderlichen
Ausstrahlungsbedingungen. Die Untersuchung des allgemeinen Falls, der Stérungen durch Aniso-
tropien und Inhomogenititen des Mediums sowie durch (nicht notwendig glatt berandete) Hin-
dernisse in einem beschrinkten Teil des Raums einschlieft, wird bis zum Nachweis der Existenz
von Wellenoperatoren gefiihrt, die den Vergleich des asymptotischen Verhaltens der Losungen
im gestorten und im ungestorten Fall ermoglichen. Die Existenz und die Unitaritit der Wellen-
operatoren wird mit Hilfe der Methode der Spurklassenoperatoren von Kato und Birman bewie-
sen. Besonders interessant ist die kombinierte Darstellung der Akustik und der Elektromagnetik
in Kapitel 9, die auf Ideen von R. Picard beruht und die wechselseitige Strukturierung der Null-
raume herausarbeitet. Am Beispiel der Schrodingerschen Gleichung mit Coulombschem Poten-
tial, die mit Hilfe der Dollardschen Modifikation des Wellenoperators behandelt wird, weist der
Autor auf die zusitzlichen Schwierigkeiten hin, die sich ergeben, falls sich die Stérungen bis ins
Unendliche erstrecken. Die im abschliefenden Kapitel untersuchten thermoelastischen Wellen
fiihren auf nicht-selbstadjungierte Operatoren, wobei sich die Theorie der stark-stetigen Halb-
gruppen als addquates Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Rand- und Anfangswertprobleme
erweist.

Das vorliegende Werk gibt eine anspruchsvolle Einfiihrung in ein aktuelles, vielseitiges
und anwendungsreiches Teilgebiet der Mathematischen Physik und kann dem in Forschung und
Industrie arbeitenden Mathematiker, Physiker und Ingenieur, aber auch dem fortgeschrittenen
Studenten mit guten Kenntnissen in Funktionalanalysis und Partiellen Differentialgleichungen
uneingeschrinkt empfohlen werden.

Stuttgart P. Wermner

Hale, J. K., Magalhaes, L. T., Olivia, W. M., An Introduction to Infinite Dimensional
Dynamical Systems — Geometric Theory, with an Appendix by K. P. Rybakowski (Applied Ma-
thematical Sciences, Vol. 47), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1984,
17 fig., vii, 195 pp., softcover, DM 54,—

Das vorliegende Buch ist der Untersuchung spezieller Klassen von Halbfliissen mit un-
endlichdimensionalen Zustandsrdumen gewidmet. Es ist wohlbekannt, daf Halbfliisse auf unend-
lich-dimensionalen Riumen u. a. von partiellen Differentialoperatoren und von Funktional-Dif-
ferentialgleichungen erzeugt werden. Dies zeigt einerseits die groe Bedeutung solcher Halbfliis-
se fir die Beschreibung des qualitativen Verhaltens dieser Systeme, andererseits ihre grofie Kom-
plexitit.

Den Autoren geht es darum, eine Theorie aufzubauen, welche méoglichst viel Ahnlich-
keit mit der qualitativen (generischen) Theorie endlichdimensionaler Systeme besitzt. Um dies
zu errreichen, sind sie bereit, drastische Einschrinkungen an die zugrunde liegenden Strukturen
in Kauf zu nehmen. Dies bedeutet, da sie praktisch nur gewisse Klassen retardierter Funktio-
naldifferentialgleichungen auf kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeiten behandeln konnen.
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Diese Einschrinkung scheint — vom Standpunkt der Anwendungen aus — ziemlich unnatiirlich
zu sein, was sich auch im Fehlen interessanter konkreter Beispiele bemerkbar macht.

Aufgrund der erwidhnten Einschrinkungen diirfte das Buch nur fiir wenige Spezialisten
von Interesse sein.

Es sei noch erwihnt, dal Rybakowski einen 45seitigen Anhang beigefligt hat, in dem
er die grundlegenden Ideen und Sitze seiner unendlichdimensionalen Verallgemeinerung des
Conley-Eastonschen Homotopieindex’ erldutert und deren Anwendbarkeit (auf Funktionaldif-
ferentialgleichungen) aufzeigt. Diese Theorie bendtigt weit weniger Restriktionen und ist des-
halb auf viel grofiere Klassen von Problemen anwendbar (z. B. auf semilineare parabolische Glei-
chungen). Sie liefert dafiir aber auch weit schwichere Aussagen.

Ziirich H. Amann

Hackbusch, W., Theorie und Numerik elliptischer Differentialgleichungen (Teubner
Studienbiicher), Stuttgart: Teubner 1986, 280 S., 40 Bilder, Kart., DM 38,—

Die Entwicklung effizienter Diskretisierungsmethoden fiir partielle Differentialglei-
chungen und ihre fundierte mathematische Analyse setzt in der Regel gute Grundkenntnisse
aus der Theorie der kontinuierlichen Probleme voraus. Im vorliegenden Buch iiber die Behand-
lung elliptischer Randwertaufgaben wird dies durch eine weitgehend einheitliche Darstellung
von Theorie und Numerik beriicksichtigt. Dadurch ist eine mathematisch geschlossene, kom-
pakte Einfithrung in diesen wichtigen Themenkomplex entstanden, welche sich deutlich von
vielen reinen ,,Rezeptsammlungen‘ zur Aufstellung und Losung der diskreten Gleichungen
abhebt.

Von Umfang und Stoffauswahl her geht das Buch iiber den méglichen Inhalt einer
vierstiindigen Einfithrungsvorlesung erheblich hinaus, ist aber bei Konzentration auf die wesent-
lichen Abschnitte als konzeptionelle Grundlage wie als Begleittext einer solchen Veranstaltung
gut geeignet. Die in jedes Kapitel eingeflochtenen Ubungsaufgaben sind gut gewihit; ein kurzer
Anhang mit stichwortartigen Musterlosungen wire fiir das Selbststudium niitzlich. Auch wenn
die meisten der benétigten Sitze aus der Existenz- und Regularititstheorie elliptischer Rand-
wertaufgaben ausfiihrlich dargestellt sind, ist das Buch angesichts der erforderlichen analytischen
Vorkenntnisse und der mathematischen Anspriiche in vielen Beweisen zugeschnitten auf Mathe-
matikstudenten im Hauptstudium. Fiir die vom Verlag zusitzlich genannten Zielgruppen der
Physiker und Ingenieure wire wohl eine mehr praxisorientierte Darstellung vorzuziehen.

Der Kiirze des Textes angemessen beschrinkt sich der Autor auf lineare Probleme.
Auch werden nur die gebrduchlichsten Diskretisierungsmethoden angesprochen: finite Diffe-
renzenverfahren und die Methode der finiten Elemente.

Beim Aufbau des Buches fillt eine weitgehende Verzahnung der Darstellung von theo-
retischen Grundlagen und Losungseigenschaften der kontinuierlichen Probleme und ihrer dis-
kreten Analoga auf. So werden beispielsweise Regularitatsresultate nicht unmittelbar nach der
Existenztheorie behandelt, sondern gemeinsam mit der ,,diskreten Regularitit von Differenzen-
schemata diskutiert. Dadurch wird eine innermathematische Motivation fiir die Wahl der ver-
schiedenen Diskretisierungsansitze gewonnen, und die Vorgehensweise bei ihrer Analyse
erscheint weitgehend durch die Theorie vorgegeben.

Der Inhalt 148t sich wie folgt gliedern:

1. Klassischer Zugang zur Potential- bzw. Poissongleichung: Maximumprinzip, explizite

Darstellung der kontinuierlichen L&sung; Differenzendiskretisierungen mit M-Matrix-

Eigenschaften, diskretes Maximumprinzip, Techniken der Randapproximation

2. Behandlung allgemeiner Randwertaufgaben: Maximumprinzip und Differenzenver-
fahren fiir skalare Probleme 2. Ordnung, Behandlung der biharmonischen Gleichung
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3. Variationeller Zugang und die Methode der finiten Elemente: Funktionalanalytische
Grundlagen, Sobolevriume, schwache Formulierung von Randwertaufgaben, wesent-
liche und natiirliche Randbedingungen; Ritzsches Verfahren, konforme finite Elemente
fiir Probleme 2. und 4. Ordnung, L2-Fehlerabschitzungen, Ausblick auf weitere
Zuginge

4. Regularititsfragen: Differenzenquotiententechnik zum Nachweis innerer Regulari-
tit, Randregularitit bei glattem Rand und auf Polygongebieten; Regularitit von Dif-
ferenzenschemata bzgl. diskreter Sobolevnormen, Konvergenz unter minimalen
Regularititsvoraussetzungen

5. Spezielle Gleichungen: Operatoren mit unstetigen Koeffizienten, Konvektions-
Diffusions-Probleme

6. Eigenwertprobleme: Theoretische Behandlung von Eigenwertaufgaben, qualitative
und quantitative Konvergenzaussagen

7. Lineare elliptische Systeme am Beispiel der Stokes-Gleichungen: Funktionalanaly-
tische Behandlung von Sattelpunktproblemen, Finite-Elemente-Diskretisierung, Nach-
weis der Brezzi-Babu¥ka-Bedingung

Trotz der Fiille des Stoffes ist eine iibersichtliche Darstellung gelungen. Die Beweise
der wesentlichen Sitze sind vollstindig ausgefiihrt oder zumindest soweit skizziert, daf eine
Vervollstindigung mit etwas Aufwand mdoglich ist. Anzumerken ist eine starke Gewichtung
sonst hiufig vernachlissigter Themen wie die Behandlung von Eigenwertaufgaben oder die
Frage nach optimaler Konvergenz von Differenzenverfahren unter realistischen Regularitits-
voraussetzungen. Zugunsten einer vertieften mathematischen Analyse hat der Autor hingegen
auf die sonst in Einfilhrungen iibliche Priasentation von Testrechnungen, eine Diskussion des
numerischen Aufwands und einen Vergleich der betrachteten Zuginge verzichtet. Gleichfalls
ausgeklammert bleiben Techniken zur effizienten Losung der entstehenden Gleichungssysteme.

Der Text weist eine Vielzahl von erginzenden Bemerkungen und Ausblicken auf még-
liche Verallgemeinerungen auf. An einigen Stellen sind diese jedoch so knapp ausgefallen, dafl
sie dem nicht geiibten Leser nur als erweiterter Hinweis auf die zusitzlich angegebene Literatur
dienen konnen. Hier haben sich auch einige kleine Ungenauigkeiten eingeschlichen, die aber in
einer iiberarbeiteten Fassung leicht korrigiert werden konnen. Das Literaturverzeichnis bietet
eine gute Auswahl aus der Fiille der vorhandenen Arbeiten und Lehrbiicher. Wiinschenswert
wire hochstens die Erginzung um einige neuere Arbeiten zur Diskretisierung der Stokes-Glei-
chungen.

Insgesamt steht mit diesem Buch ein wertvoller Beitrag zur Einfiihrung in die Numerik
partieller Differentialgleichungen zur Verfiigung, der in keiner Lehrbuchsammlung fehlen sollte.

Saarbriicken H. Blum

Nikol’skif, N. K., Treatise on the Shift Operator (Grundlehren der mathematischen
Wissenschaften. A Series of Comprehensive Studies in Mathematics, Band 273), translated
from the Russian by J. Peetre, Berlin u. a.: Springer-Verlag 1985, 7 figs., 505 pp., Hard cover,
DM 184,—

Bei der vorliegenden Ubertragung des russischen Originals (1980) handelt es sich um
die Niederschrift (auch Ausarbeitung) von insgesamt 11 Vorlesungen, die etwas mehr als die
Hilfte des ca. 500 Seiten starken Werkes ausmachen; der verbleibende Teil ist einer Reihe von
5 Anhiingen gewidmet, die teils als Voraussetzungen, teils als Erginzungen des Hauptteils
dienen.

In den Vorlesungen handelt es sich um ein eingehendes Studium der innigen Bezie-
hung zwischen den (vornehmlich spektraltheoretischen) Eigenschaften des (zweiseitigen)
Shiftoperators S auf dem Raum L2(T) (T die Kreisgruppe) sowie seiner Einschrinkung S
auf den Raum H2(D) (den Hardyraum auf der Kreisscheibe D), und der Funktionentheorie
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einer komplexen Variablen auf D. (Diese Beziehung ist sofort daran erkennbar, daB fiir f € H2(D)
und z € D stets Sf(z) = zf(z) gilt.) Die Fiille des dargebotenen Materials ist so grof, daf® der
Referent nur versuchen kann, durch Auswahl einiger Kostproben dem Leser dieser Besprechung
die Entscheidung zu erleichtern, ob er sich diesem Buch im Detail zuwenden will. So wird in der
1. Vorlesung (Invariante Teilrsume von S) zunichst das Beurling-Helson-Theorem iiber die
Gestalt der invarianten Teilrdume von S diskutiert, aus dem sich zahlreiche wichtige Folgerun-
gen ergeben: Existenz und Eindeutigkeit duflerer und innerer Funktionen, Bestimmung von
f € H?(D) durch seine Randwerte (m[f(z) = 0] > 0= f = 0, wobei z € T und m das Haarmag
auf T) sowie der Satz der Gebriider Riesz iiber analytische Mafie auf T, d. h. Mafle der Form
u=h-m,h€H (D). Der Verfasser erhilt viele klassische Resultate der Funktionentheorie
und der harmonischen Analyse auf sehr einfache Weise iiber Eigenschaften des Shiftoperators;
dazu gehoren auch die Sitze von Helson-Lowdenslager und Szegs-Kolmogoroff. Andere Bei-
spiele fir Gegenstand und Reichweite des Werkes liefern die dritte und vierte Vorlesung, die
sich mit den ,,Kompressionen* PS|K (P die orthogonale Projektion auf den bezgl. S* invarian-
ten Teilraum K) beschiftigen. Hier werden die Spektren dieser Kompressionen sowie ein Funk-
tionalkalkiil (iiber H™) und spektrale Abbildungssitze untersucht. Dies fiihrt zu der im wesent-
lichen auf B. Sz.-Nagy und C. Foias zuriickgehenden Theorie der Operatoren der Klasse C,,
(vollstindig nichtunitire Kontraktionen T, welche eine annullierende Funktion 0 # ¢ € H”
besitzen), die u. a. eine weitgehende Verallgemeinerung der klassischen Elementarteilertheorie
zulassen. Die weiteren 7 Vorlesungen greifen Themen wie Dreiecksgestalt von Shiftkompres-
sionen, Rieszsche Basen und Interpolation, verallgemeinerte Spektraleigenschaft, die Carleson-
Vasyunin-Bedingung und anderes auf.

Insgesamt wird hier, wie der Titel es verspricht, eine umfassende Abhandlung iiber die
Theorie des Shiftoperators vorgetragen; am stirksten beeindruckend ist dabei die angestrebte
(und gelungene) Synthese von Methoden und Ergebnissen der Funktionentheorie, der harmoni-
schen Analyse und der Funktionalanalysis. Das Buch besticht durch die, bei aller Vielfalt des
Details, groflartige Synopsis dieser Gebiete; dem mit dem Gegenstand einigermafien Vertrauten
wird es daher auch ein willkommenes Nachschlagewerk sein. Zum anderen ist es aber oft, vor
allem durch die Fiille der verwendeten Symbole, nicht leicht zu lesen; die Andersartigkeit von
Vorlesung und Lehrbuch wird doch gelegentlich deutlich. Als Einfiihrung in dieses faszinierende
Gebiet jedenfalls diirfte das Werk nur demjenigen hilfreich sein, der es mit grofier Motivation
studiert.

Tiibingen H. H. Schaefer
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tions to other areas such as, for instance, potential theory and quantum field theory.
Much of the impetus for the study of holomorphic functions in infinite dimensions has
been provided by the investigation of topological properties of spaces of such mappings.
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Neuerscheinungen — Neuauflagen

Heuser
Gewohnliche Differential-
gleichungen

Eine Einfiihrung in Lehre und
Gebrauch

Von Prof. Dr. H. Heuser, Universitat Karls-
ruhe

1989, 628 Seiten mit zahlreichen Bildern,
Aufgaben mit Lésungen und Beispielen.
16,2 x 22,9 cm. Kart. DM 68,—
(Mathematische Leitfaden)

ISBN 3-519-02227-3

Dieses Buch mochte nicht nur ein theore-
tisches GerUlst aufbauen (Loésungsmetho-
den, Existenz-, Eindeutigkeits- und Ab-
hangigkeitssatze, Reihenentwicklungen,
Eigenwert- und Stabilitdtstheorie usw.),
sondern auch eine Briicke zu den Anwen-
dungen schlagen. Es iibt deshalb neben
dem Losen das Aufstellen von Differen-
tialgleichungen ein und zeigt detailliert,
wie besonders wichtige Differentialglei-
chungen und Differentialgleichungstypen
aus konkreten naturwissenschaftlichen
Fragestellungen herauswachsen und
dann umgekehrt wieder helfen, die aller-
verschiedensten Probleme befriedigend
zu klaren. Dieses Ineinandergreifen von
Theorie und Praxis wird an zahlreichen
Beispielen und Aufgaben (mit Lésungen)
aus den Ingenieurwissenschaften, der
Mechanik, Physik, Chemie, Biologie, Me-
dizin und Wirtschaftswissenschaft sach-
lich verdeutlicht und historisch beleuchtet.

Louis
Inverse und schiecht
gestellte Probleme

Von Prof. Dr. Alfred Louis, Technische
Universitat Berlin

1989, ca. 200 Seiten. 13,7 x20,5 cm.
Kart. ca. DM 25,—

(Teubner Studienbiicher)

ISBN 3-519-02084-X

Motiviert durch Probleme aus Technik
und Medizin werden Regularisierungsver-
fahren zur Behebung der Instabilitét ein-
gefihrt und Kriterien fir optimale Verfah-
ren diskutiert. Stabilisierungsverfahren
werden verglichen und ihre numerische
Realisierung untersucht. SchlieB3lich wer-
den Ergebnisse auf ein Problem der
diagnostischen Medizin angewandt.

Grundlage fir dieses Buch sind Vor-
lesungen, die sich an Hoérer mittlerer Se-
mester der Mathematik, Physik und Inge-
nieurwissenschaften richteten. Uber Vor-
diplomkenntnisse hinausgehende mathe-
matische Hilfsmittel werden bereitgestellit.
Somit ist dieses Buch sowohl als Lektiire
zu einer entsprechenden Vorlesung als
auch zum Selbststudium geeignet.




