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Darstellungstheorie nilpotenter Lie-Gruppen.
Ein distributionentheoretischer Zugang

R. Felix, Eichstitt

1 Einleitung

Die Darstellungstheorie von Lie-Gruppen unterscheidet sich wesentlich
von der Darstellungstheorie abstrakter Gruppen. Die Darstellungstheorie endli-
cher Gruppen etwa, die sich natiirlich nur mit endlichdimensionalen Darstellun-
gen beschiftigt, ist eine rein algebraische Theorie; in der Darstellungstheorie von
Lie-Gruppen dagegen, wo es hauptsichlich um unendlichdimensionale Darstel-
lungen geht, stehen analytische und funktionalanalytische Methoden im Vorder-
grund.

In der Darstellungstheorie lokal-kompakter Gruppen gilt das Hauptinter-
esse den unitdren Darstellungen, und zwar aus verschiedenen Griinden. Zum einen
treten unitére Darstellungen ganz natiirlich in der Physik auf, etwa bei der
Beschreibung der Kovarianz quantenmechanischer Systeme unter gewissen Sym-
metriegruppen. Zum anderen haben unitire Darstellungen schéne Eigenschaften;
z.B. sind unitire Darstellungen vollstindig reduzibel, so daB man sich beim
Studium unitdrer Darstellungen im wesentlichen auf das Studium irreduzibler
Darstellungen beschrianken kann. Und schlieBlich spielen die unitiren Darstellun-
gen eine wichtige Rolle bei dem Bestreben, die klassische kommutative Fourier-
Analyse auf nichtkommutative Gruppen zu iibertragen.

Das Kernproblem der kommutativen Fourier-Analyse lautet so: Gegeben
sei eine Funktion fauf einer lokal-kompakten Abelschen Gruppe G; man bilde die
Fourier-Transformierte fals Funktion auf der Charaktergruppe G und gewinne f
aus f zuriick. Die Lésung dieses Problems wird gegeben durch das klassische
Plancherel-Theorem, welches besagt, daB ein geeignet normiertes Haar-MaB auf ¢
eine Umkehrformel liefert.

Die Behandlung einer derartigen Fragestellung fiir nichtkommutative
Gruppen G fiihrt in eine schwierige und 4uBerst komplexe Problematik. Ein
moglicher und recht erfolgreicher Ansatz besteht darin, als duales Objekt G die
Menge der Aquivalenzklassen unitirer irreduzibler Darstellungen zu wéhlen. (Im
kommutativen Fall reduziert sich dann G gerade auf die Charaktergruppe.) Somit
stellt sich die Aufgabe, die Menge G der Aquivalenzklassen unitirer irreduzibler
Darstellungen zu parametrisieren und auf G ein Plancherel-Maf zu bestimmen,
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welches dann eine Umkehrformel liefert. Fiir eine grofie Klasse lokalkompakter
Gruppen weiB man um Existenz und Eindeutigkeit des Plancherel-Malies.

Von einer allgemeinen Bestimmung des Plancherel-MaBes ist man aller-
dings noch weit entfernt. In einigen Fillen jedoch ist diese Aufgabe weitgehend
gelost. Fiir kompakte Gruppen gibt das Peter-Weyl-Theorem die Antwort. Des
weiteren gibt es befriedigende Antworten fiir halbeinfache und fiir nilpotente Lie-
Gruppen. Die Losung dieser Aufgabe fiir halbeinfache Lie-Gruppen ist - wie
iiberhaupt die systematische Entwicklung der Darstellungstheorie halbeinfacher
Lie-Gruppen - im wesentlichen das Werk Harish-Chandra’s. (Siehe [33]; zur
Losung dieser Aufgabe in Spezialfillen siehe auch [28] und [32].) Die Darstellungs-
theorie nilpotenter Lie-Gruppen wurde begonnen und weit vorangetrieben durch
Dixmier ([12]-[17]). Im Jahre 1957 charakterisierte Dixmier ,fast alle” irreduzi-
blen Darstellungen einer nilpotenten Lie-Gruppe G und beschrieb das Plancherel-
MaB ([13]). Spiter gab Pukanszky in [49] eine weiterfiihrende Erlduterung und
Berechnungsméglichkeit des Plancherel-MalBes.

Eine universelle Parametrisierung von G gelang Dixmier jedoch noch nicht
ganz. Diese wurde dann im Jahre 1962 durch Kirillov gefunden. In seiner
berithmten Arbeit iiber ,,Unitire Darstellungen nilpotenter Lie-Gruppen® ([37])
rief Kirillov die sogenannte ,,Methode der Bahnen*“ ins Leben; und zwar beschrieb
er G durch ein sehr schones geometrisches Objekt, nimlich durch den Bahnenraum
der natiirlichen Wirkung von G im Dualraum der Lie-Algebra von G. Diese
spektakulire Entdeckung Kirillov’s hatte eine sehr breite Wirkung. In einer Fille
von Arbeiten haben sich viele Autoren mit Kirillov’s Idee befafit. (Siche etwa
KongreBbericht [23].) Man hat die Methode der Bahnen nach und nach auf
groBere Klassen von Lie-Gruppen ausgedehnt. (Fiir Exponentialgruppen siche [4];
fiir auflosbare Lie-Gruppen siehe [1] und [51]. Einen Uberblick bietet [45].) Auch
fiir andere Klassen von Lie-Gruppen wurde die Methode der Bahnen nutzbar
gemacht. (Siehe z. B. [22], [36], [39], [52], [53]; ein Uberblick findet sich in [56].)
Fiir keine Klasse von Lie-Gruppen jedoch hat man derart ideale Verhiltnisse wie
fiir nilpotente Lie-Gruppen.

Im ersten Teil des vorliegenden Aufsatzes werde ich - dem Wege Kirillov’s
folgend - fiir nilpotente Lie-Gruppen die Parametrisierung von G und einige ihrer
Eigenschaften vorstellen. Im zweiten Teil werde ich darstellen, wie man auch auf
einem anderen, nimlich einem distributionentheoretischen Wege zu den wesentli-
chen Aussagen der Kirillov-Theorie gelangen kann.

2 Requisiten aus der Darstellungstheorie

Im folgenden sei G stets eine nilpotente einfach zusammenhingende Lie-
Gruppe.‘) G ist stets unimodular. Eine Untergruppe H von G werde immer als
zusammenhingende Lie-Untergruppe vorausgesetzt. Dann ist H selbst eine

1Y Die Voraussetzung des einfachen Zusammenhangs bedeutet keine Einschriankung. Fiir eine
zusammenhingende Lie-Gruppe G ist namlich der unitdre Dual G eine Teilmenge des unitiren Duals
der einfach zusammenhingenden Uberlagerung von G.
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nilpotente einfach zusammenhingende Lie-Gruppe, welche in G abgeschlossen
ist.
Mit g werde die Lie-Algebra von G bezeichnet. Die Exponentialabbildung

Exp:g—~ G

ist ein Diffeomorphismus, der das Lebesgue-MaB dX auf g in das Haar-Ma8 da auf
G uiberfiihrt. Unter Beriicksichtigung der Campbell-Hausdorff-Formel kann man
demnach eine nilpotente einfach zusammenhingende Lie-Gruppe G als einen IR”
ansehen, auf dem die Gruppenmultiplikation durch eine Polynomialabbildung
gegeben ist.

Das einfachste Beispiel einer nichtkommutativen nilpotenten einfach
zusammenhingenden Lie-Gruppe ist die dreidimensionale Heisenberg-Gruppe,
realisierbar als Gruppe aller reellen Matrizen der Form

1
0 =![x,y, z].
0

(=T
—t N

Die Gruppenmultiplikation ist gegeben durch die Polynomialgleichung
x,y,z21- [x,y, Z1=[x+x",y+y,z+ 2 + xp'].

Die Lie-Algebra der Heisenberg-Gruppe 4Bt sich realisieren als Menge aller
reellen Matrizen der Form

0 x =z
0 0 y |=:(xy,2).
0 0 O

Die Elemente X :=(1,0,0), ¥:=(0,1,0) und Z:=(0,0, 1) bilden eine Basis der
Lie-Algebra und geniigen den Kommutationsrelationen
[X,Y]=2, [X,Z]=[Y,Z] =0.

Sei nun # #0 ein Hilbert-Raum iiber € und U(s#) die Gruppe aller
unitdren Operatoren in J, versehen mit der starken Topologie. (Das ist die durch
die Halbnormen T~ ||T¢||, &e o#, definierte Topologie.) Eine (stetige) unitdre
Darstellung von G in & ist ein stetiger Homomorphismus

7:G — U(#).

Einer Darstellung 7 von G kann man eine Darstellung (ebenfalls 7 genannt) der
involutiven Faltungsalgebra LI(G) assoziieren durch die Vorschrift

n(f) =] f@n(@)da,  feL'(G).
Dabei sind fiir £, ge L'(G) die Faltung f* g und die Involution f* definiert durch
fxg@:=[fB)gd " 'a)db und f*(a):=fla7").

Die unitiaren Darstellungen von G und die nichtausgearteten Darstellungen von
L'(G) entsprechen sich in eineindeutiger Weise.
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Aus einer unitiren Darstellung z von G 148t sich durch Differentiation eine
Darstellung dr der Lie-Algebra ¢ gewinnen. Die Darstellungsoperatoren dn(X),
X e, sind schiefsymmetrische Operatoren im Raum # * aller Vektoren & € o, fur
die

a~rn(a)é
eine C”-Abbildung auf G ist. #° ist ein dichter Unterraum von . Die
Darstellung dn von g in # 1aBt sich erweitern zu einer Darstellung 7 der
universellen Einhiillenden U(g) von g.

Ist (;)ic 7 eine Familie von Darstellungen in den Hilbert-Rdumen 5, so
definiert man in natiirlicher Weise die direkte Summe ®;.; 7; als Darstellung in
@;c7 . Ist my=n fiir alle i1, so heilt @;.; 7; ein Vielfaches von n; fir ®;c 1 ;
schreibt man dann auch mn mit m :=card (7).

Der Begriff ,direkte Summe® 148t sich erweitern zum Begriff tetig
direkte Summe“ (oder ,direktes Integral”); und zwar geht man von einem
MaBraum (7, u) aus, konstruiert einen Hilbert- Raum ]] H;du(i) und bildet das
,direkte Integral* |’ m;du(i)als Darstellung in f H#;du(i). (Eine Einfuhrung in die
Theorie der direkten Integrale findet sich z. B. in [18] und [19].)

7 ist irreduzibel, wenn m nicht als direkte Summe zweier Darstellungen
geschrieben werden kann; 7 ist faktoriell, wenn m dquivalent ist zu einem
Vielfachen einer irreduziblen Darstellung. Dabei heilen zwei Darstellungen 7,
und 7, in #; bzw. # dquivalent (man schreibt: 7; =,), wenn ein Isomorphismus
U: #, — H#, existiert, welcher 71(a) in 75(a) transformiert fiir alle a € G; 7 und =,
sind quasidquivalent (man schreibt: 7, =~ n;), wenn 7; und 73 ,,bis auf Vielfachhei-
ten“ dquivalent sind.

Ein wichtiges Problem der Darstellungstheorie besteht darin, eine gegebe-
ne Darstellung 7 in irreduzible Darstellungen zu zerlegen, also r als direkte Summe
- oder allgemeiner - als direktes Integral irreduzibler Darstellungen zu schreiben.
Man fithrt auf der Menge G der Aquivalenzklassen irreduzibler Darstellungen eine
a-Algebra ein. Nun hat man ein , Zerlegungsmaf}“ x auf G und Vielfachheiten m.,
7e G, zu bestimmen, so daB 7= IGG) m.tdu(7) gilt.

Es werden jetzt einige Methoden vorgestellt, wie man zu unitiren
Darstellungen gelangen kann:

a) Darstellung definiert durch eine Gruppenwirkung

Die Gruppe G operiere stetig und maBerhaltend auf einem lokalkompak-
ten Mafiraum X; d. h. es gebe einen stetigen Gruppenhomomorphismus g:a~ a,
von G in die Gruppe der maBerhaltenden Homéomorphismen von X nach X. Dann
kann man auf natiirliche Weise eine unitire Darstellung U° von G in L*(X)
definieren durch

U%(a)f(x) = foa-1(x)), aeG,xeX.
Ist speziell X = G und g,(x) = ax, so heiit U’ die (links-)regulire Darstellung.
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b) Die induzierte Darstellung

Sei H eine Untergruppe von G und o eine unitire Darstellung von H in
einem separablen Hilbert-Raum 2. Mit da werde das G-invariante MaB auf dem
Nebenklassenraum G/H bezeichnet. Man betrachtet nun den Raum # aller
meBbaren Funktionen f: G — X mit

f@ab)=o®)"'f@), aeGbeH, und [ |f(@)|’da<ce.
G/H
Identifiziert man wie iiblich Funktionen, die fast iiberall iibereinstimmen, so ist 5
ein Hilbert-Raum, und man kann eine Darstellung # von G in 3 definieren durch

n(a)f(x) :=fa 'x).

Diese Darstellung heiBt induzierte Darstellung; man schreibt 7 =:ind%e. Im
Spezialfall H={e} und " = C ist = gerade die regulire Darstellung.

c¢) Die Gelfand-Segal-Konstruktion

Eine Distribution T auf G heiBt positiv definit, wenn T(@* * ¢) >0 gilt fiir
alle e C;(G). Zu einer positiv definiten Distribution 7 kann man nun
folgendermaBen eine unitire Darstellung U'" konstruieren: Auf CZ° (G) wird
durch

(@, ¥) = T(y*+*9)

eine positiv definite Hermitesche Form definiert. Ist # das Radikal dieser Form, so
ist der Quotientenraum C; (G)/# ein Pri-Hilbert-Raum, dessen Vervollstindi-
gung mit # 7 bezeichnet werde. Fiir ae G liefert der Operator U®)(q), definiert
durch

UD(@)p(x) = (@ 'x), 9 € C(G),

durch Ubergang zum Quotienten einen Operator in C; (G)/®, der sich zu einem
unitiren Operator in # D fortsetzen 14Bt. Die Fortsetzung werde ebenfalls mit
U™ (a) bezeichnet. Dann wird durch U®: g+ UD(a) eine Darstellung von G in
#'TD) definiert.

Ist insbesondere T'= 6 das Dirac-MaB auf G, dann ist 57 =L%(G) und
UD die regulire Darstellung.

Von Blattner ([6]) wurde eine interessante Beziehung zwischen der
Induktion von Darstellungen und den durch die Gelfand-Segal-Konstruktion
gewonnenen Darstellungen gefunden. (Blattner hat sein Resultat zwar fiir
lokalkompakte Gruppen und positiv definite MaBe formuliert; im Falle einer Lie-
Gruppe 148t sich dieses Resultat jedoch ebenso gut fiir positiv definite Distributio-
nen beweisen.) In einer auf unsere Bediirfnisse zugeschnittenen Form lautet das
Resultat von Blattner folgendermaBen:

Sei H eine Untergruppe von G, T eine positiv definite Distribution auf H,
UD die aus T mittels der Gelfand-Segal-Konstruktion gewonnene Darstellung
von Hund S die triviale Fortsetzung von T nach G. (Die triviale Fortsetzung S ist
definiert durch (S, @) :=(T, ¢| i), p € C.°(G).) Dann st S positiv definit auf G, und
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die aus S mittels der Gelfand-Segal-Konstruktion gewonnene Darstellung U ) ist
4quivalent zur induzierten Darstellung ind$ U"

3 Die Kirillov-Korrespondenz

Der Ansatzpunkt fiir die Kirillov-Theorie ist die Beobachtung, daf} jede
irreduzible Darstellung n einer nilpotenten einfach zusammenhingenden Lie-
Gruppe G monomial ist; d. h. 7 ist induziert durch eine eindimensionale Darstel-
lung einer Untergruppe. Dixmier bewies dieses Resultat in [12] unter Verwendung
von Mackey’s Theorie iiber induzierte Darstellungen ([41], [42]). (In Kirillov’s
Buch ([38], S. 197) findet sich ein Beweis dieses Resultates unter Verwendung der
Ergebnisse von [43].)

Kirillov gab in seiner Arbeit [37] einen Beweis mit etwas anderen Mitteln;
er machte die Beobachtung, daB} G stets die dreidimensionale Heisenberg-Gruppe
als Untergruppe enthilt (auBer im trivialen kommutativen Fall), und verwendete
dann das Stone-von Neumann-Theorem. Mittels dieses Theorems lassen sich
niamlich die irreduziblen Darstellungen der Heisenberg-Gruppe bestimmen und
als monomial erkennen. Dies soll nun kurz beschrieben werden:

Es ist klar, daB die selbstadjungierten Operatoren Pf(f) :=— f (¢) und
Qf(t) '=tf(t) in LZ(IR) die Heisenberg-Relation

PQ—QP=-?—1I

erfiillen. (Dabei ist #=2zn# die Planck-Konstante.) Das Stone-von Neumann-
Theorem besagt jetzt, daB die Operatoren P und Q im wesentlichen die einzigen
selbstadjungierten Operatoren sind, die der Heisenberg-Relation geniigen. Genau-
er: Bilden zwei selbstadjungierte Operatoren P’ und Q' in einem Hilbert-Raum 5#
ein irreduzibles System und geniigen sie der Heisenberg-Relation, so sind sie unitér
dquivalent zu P und Q ([46]).

Ist 7 eine irreduzible Darstellung der Heisenberg-Gruppe, dann ist dn(Z)
mit allen Darstellungsoperatoren vertauschbar. Wegen der Irreduzibilitit von =
muB also

dn(Z) = iil
gelten. Die Kommutationsrelation [X, Y] = Z liefert
dn(X)dn(Y) — dn(Y)drn(X) = iA1l.

Im Falle A =0 ist 7 offensichtlich eindimensional. Fiir 4 #0 ergibt sich mittels des
Stone-von Neumann-Theorems, daB bis auf unitire Aquivalenz

2 irx)=P und é—dn(Y)=Q
1 1l

gilt. Demnach kann 7 als Darstellung in L?*(R) realisiert werden, gegeben durch

n([x, y, 2)) f(£) = 20" f(t + x).
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Man kann jetzt leicht verifizieren, daB diese Darstellung 4quivalent ist zu der durch
den Charakter

2(00, y, 2]) := e™**

der Untergruppe {[0, y, z]|y, z € R} induzierten Darstellung.

Die Monomialitit der irreduziblen Darstellungen einer beliebigen nil-
potenten Lie-Gruppe G erhielt Kirillov nun unter Verwendung des Prinzips der
vollstindigen Induktion nach der Dimension von G.

Somiit ist also jedes Element z e G von der Form

n= indg)(,

wobei H eine Untergruppe von G und y ein Charakter von H ist. Das Differential
dy von y ist ein Lie-Algebren-Homomorphismus der Lie-Algebra h von H nach R;
d. h. es gilt

dy(X,Y)=0

fiir alle X, Y € b. Man kann dy natiirlich zu einer Linearform fder Lie-Algebra g von
G fortsetzen,; es gilt dann die Beziehung

S(h, b]) = 0.

Man sagt in diesem Fall, die Unteralgebra § ist der Linearform fe g* untergeord-
net. Anders ausgedriickt: § ist ein total isotroper Unterraum fiir die schiefsymme-
trische Bilinearform By(X, Y) := f([X, Y]) auf g. Eine Unteralgebra §, die zugleich
ein maximaler total isotroper Unterraum fiir By ist, heif$t Polarisation im Punkte
feg*.

Ist umgekehrt eine Linearform feg* gegeben und ist b eine dieser
Linearform untergeordnete Unteralgebra, dann ist die Einschrankung fj ein Lie-
Algebren-Homomorphismus von § nach R, den man zu einem Charakter ys der
zu b gehoérigen Untergruppe H von G integrieren kann. Man bildet die unitire
Darstellung

Ty = inngf.

Nun machte Kirillov die folgenden entscheidenden Beobachtungen:

a) nsy ist genau dann irreduzibel, wenn § unter allen untergeordneten
Unteralgebren maximale Dimension hat. (h ist dann eine Polarisation im Punkte f.
Vgl. hierzu auch [1] oder [5], Chap. IV.)

b) Hat h maximale Dimension, so hdngt s (bis auf Aquivalenz) nicht von
der speziellen Wahl von b ab. Man kann also schreiben 7z, =: 7.

Man erhilt damit eine surjektive Abbildung (Kirillov-Abbildung)

k:g* - G, frny.

c) Die Fasern von k sind genau die Bahnen unter der natiirlichen Wirkung
der Gruppe G in g*. (Die Gruppe G wirkt auf ¢ vermoge der adjungierten
Darstellung 4d und folglich auf g* vermoge der zu Ad kontragredienten
Darstellung 4d*.) Diese Bahnen heifien auch koadjungierte Bahnen. Somit ergibt
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sich eine Bijektion
k:¢*/G— G,0~ng:=n, mit ©=0;=Bahnvonf.

Man erhilt also eine eineindeutige Korrespondenz zwischen den irreduziblen
Darstellungen und den koadjungierten Bahnen in ¢* (Kirillov-Korrespondenz) und
damit eine Beschreibung von G durch ein geometrisches Gebilde.

Im Fall der dreidimensionalen Heisenberg-Gruppe lassen sich die ko-
adjungierten Bahnen sehr iibersichtlich darstellen:

Sei (x*, y*, z*) die Koordinatendarstellung der Punkte in g*. Es gibt zwei
Typen von Bahnen: Zum einen die Punkte der x*, y*-Ebene, die unter der Kirillov-
Korrespondenz den eindimensionalen Darstellungen von G entsprechen; zum
anderen die zur x*, y*-Ebene parallelen Ebenen, welche von der x*, y*-Ebene
selbst verschieden sind (Fig. 1).

z*

x* Fig. 1

Im allgemeinen sind die koadjungierten Bahnen nicht affin, wie das
Beispiel der vierdimensionalen Gruppe zeigt, deren Lie-Algebra mit der Basis
ei1, e, e3,e4 definiert ist durch die nichttrivialen Lie-Produkte [e4,e3]=e3,
[es, e2] =e;. Hier gibt es drei Typen von Bahnen, einpunktige Bahnen, zweidi-
mensionale affine Bahnen und zweidimensionale parabolische Bahnen. Sei
(x*, y*, z*, w*) die Koordinatendarstellung der Punkte in g*. Unterdriickt man
die x*-Komponente, so kann man sich die Bahnen folgendermaBen veranschauli-
chen:

Erstens sind die Punkte der y*-Achse (einelementige) Bahnen, zweitens
sind die Parallelen zu y*-Achse in der y*, z*-Ebene (affine) Bahnen. Die Bahnen
vom dritten Typ bestehen aus Parabeln, welche in den zur y*, z*-Ebene parallelen
Ebenen liegen; diese Parabeln haben eine umso ,engere Offnung®, je niher die
betreffende Ebene bei der y*, z*-Ebene liegt (Fig. 2).

Eine koadjungierte Bahn 0 = ¢y ist diffeomorph zum homogenen Raum
G/ Gy, wobei Gy die Fixgruppe von funter der Wirkung von G in g* ist. Aus der
Nilpotenz von G folgt, daB Gy nichttrivial und zusammenhéngend ist. Also ist O
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Fig.2

diffeomorph zu R* fiir ein k <n. (k=dim 0 ist stets gerade, weil die zu Gy
gehorige Lie-Unteralgebra g, das Radikal der schiefsymmetrischen Bilinearform
Byist.)

! Man kann @ durch eine Polynomialabbildung parametrisieren ([48],
Part. II, Chap. I, § 3). AuBerdem existiert auf 0 ein (bis auf einen positiven Skalar
eindeutiges) G-invariantes MaB, da G und Gy unimodular sind. Eine explizite
Berechnung und kanonische Normierung eines solchen Malles wurde von
Pukanszky mit Hilfe der soeben erwihnten polynomialen Parametrisierung von ¢
gegeben ([48], Part. I, Chap. I, §4). Dieses MaB heif3t Projektionsmaf und wird
mit A¢ bezeichnet. Man kann ein G-invariantes MaB} auch gewinnen, indem man ¢
mittels By zu einer symplektischen Mannigfaltigkeit macht; das auf diese Weise
gewonnene MaB heillt Kostant-Maf. (Siehe dazu etwa [5], Chap. IT oder [49].) Aus
der polynomialen Parametrisierung von @ folgt ferner, dal O stets abgeschlossen
istin g*. Folglich kann Ag auch als MaB auf g* aufgefa3t werden; als MaB auf g* ist
Ao temperiert.

Die Kirillov-Korrespondenz erlaubt interessante geometrische Interpreta-
tionen darstellungstheoretischer Operationen:

Sei H eine Untergruppe von G und b die zugehorige Lie-Unteralgebra von g.
Man betrachtet die kanonische Projektion

prg* — b,
die jeder Linearform auf ¢ die Einschrankung derselben auf  zuordnet. Ist nun
7 € G eine irreduzible Darstellung und 0, die zugehorige koadjungierte Bahn in g*,
so wird die Einschrankung n| g beschrieben durch die Projektion p(0,) der Bahn 0,
auf b*; d.h. 7|y zerfallt in ein direktes Integral iiber der Menge derjenigen
irreduziblen Darstellungen von H, deren zugehérige H-Bahnen in p(0,) c h* liegen
(Fig. 3).

_ Auf ganz dhnliche Weise lafit sich die Induktion ind$ o einer Darstellung

o € H durch das Urbild p_l(%) der zu g gehorigen H-Bahn ¢, beschreiben.
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s*

lp

b* Fig.3

Zur Prazisierung dieses Resultates hat man fiir 7|z bzw. fiir ind§ o ein
ZerlegungsmaB anzugeben und die zugehérigen Vielfachheiten zu bestimmen. Mit
diesem Problem haben sich in den vergangenen Jahren viele Autoren beschiftigt.
(Siehe z. B. [3], [7], [8], [9], [10], [25], [27], [31], [40].)

Ein weiterer interessanter Punkt der Kirillov-Theorie ist die Beschreibung
des infinitesimalen Charakters einer irreduziblen Darstellung 7 = r:

Ist Z(g) das Zentrum der universellen Einhiillenden U(g) und ist 7 die zu
gehorige Darstellung von U(g), so ist fiir e Z(g) der Operator 7(x) mit allen
Operatoren der Darstellung 7 vertauschbar. Wegen der Irreduzibilitit von 7 ist
demnach 7 () ein skalares Vielfaches des Einsoperators, also

T(u) = x(@1.
Die Abbildung
xZ(g)—~C

heiBt der infinitesimale Charakter von n.
Sei S(g) die symmetrische Algebra von g. Bekanntlich laBt sich S(g)
realisieren als Algebra der Polynome auf g*. Die Symmetrisierungsabbildung

w: S(g) ~ U(y)
fithrt dann den Raum 7(g) < S(g) der G-invarianten Polynome in Z(g) iiber. (Siche
etwa [34].) Die Abbildung

w: 1(g) ~ Z(g)

ist sogar ein Algebrenisomorphismus. (Siehe [11]; fiir aligemeine Lie-Gruppen vgl.
[20], [21].) Im Kontext der Kirillov-Theorie 148t sich nun der infinitesimale
Charakter y von 7 =ny, als Charakter von I(g) verstanden, beschreiben durch

x:1(9) — C, P~ P(if),

also als Auswertung des Polynoms P e I(g)=Z(g). (Hier ist i=+/—1.)
Eines der wichtigsten Ergebnisse der Kirillov-Theorie ist die Charak-
terformel, eine Formel, welche die Berechnung des Charakters einer irreduzi-
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blen Darstellung 7 von G in Termen der zugehérigen Kirillov-Bahn 0, ermég-
licht:

Zunichst mufl man erkldren, was unter dem Charakter einer unendlich-
dimensionalen Darstellung zu verstehen ist. Ist ndmlich n eine Darstellung in
einem unendlichdimensionalen Hilbert-Raum s mit der Basis (e;), so macht der
Ausdruck

Sp n(a) = 2. (n(a)e;, &)

fiir ae G keinen Sinn, weil die Reihe im allgemeinen nicht konvergiert. Der
Charakter von 7 kann also nicht einfach — wie im Falle kompakter Gruppen - als
gewohnliche Funktion auf G verstanden werden. Man kann aber trotzdem fiir
n € G einen Charakter definieren. Fiir ¢ € C.°(G) ist namlich 7(¢) ein Spuropera-
tor; d.h. die Reihe D (n(p)e;, e;) konvergiert absolut. Uberdies definiert die
Abbildung

#: @~ 2 (n(p)e;, &) =: Sp n(p)

eine temperierte Distribution of G. Dieses wichtige Resultat wurde im Jahre 1959
von Dixmier bewiesen ([16]). Unabhingig von Dixmier gab auch Kirillov einen
Beweis mit anderen Methoden. Die Distribution # nennt man nun den Charakter
von 7.

Da die Exponentialabbildung Exp: ¢ — G ein Diffeomorphismus ist, kann
man den Charakter 7 auch als Distribution auf der Lie-Algebra g ansehen. Nun
besagt Kirillov’s Charakterformel, dal der Charakter von 7 =my, aufgefalit als
Distribution auf der Lie-Algebra g, gerade die Fourier-Transformierte eines
(geeignet normierten) G-invarianten Mafles mg auf O ist. Also

(@) = Sp n(9) = [ $(f)dmo(f),
Y

oder kiirzer:

T = Mmg.
(Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die Fourier-Transformation ¢ — @
bzw. mg+— i hier im gewohnlichen Euklidischen Sinne zu verstehen ist. Die
Fourier-Transformation fithrt Schwartz-Funktionen auf g in Schwartz-Funktio-
nen auf g* iiber und - via Dualitit - temperierte Distributionen auf g* in
temperierte Distributionen auf ¢.)

Das MaB mg heit kanonisches Maf; der Proportionalititsfaktor zwischen
mg und dem Kostant-Maf} hidngt nur von der Dimension von @ ab ([49]).

Die Plancherel-Formel lautet

p(e) = [ (@)du(n) (p € CZ(G)).

G

Sie kann verstanden werden als Desintegration des Dirac-MaBes J auf G iiber der
Menge der Charaktere. Das DesintegrationsmaB u auf G hei3t Plancherel-Ma§p.
Mittels der Charakterformel verleiht nun die Kirillov-Theorie der Plancherel-
Formel eine neue Deutung; fithrt man namlich in der Plancherel-Formel die
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Fourier-Transformation durch, so erhilt man einfach die Desintegration des
Lebesgue-MalBes A auf g* iiber der Menge der kanonischen MaBe auf den Bahnen:

A= j mo_du(m).
¢

Das Desintegrationsmal} # (und damit das Plancherel-MaB) berechnet sich aus
dem Proportionalitdtsfaktor zwischen mg und A¢. (Siehe [48], Part. II, Chap.1, § 8
und Chap. III, § 6, oder [49].)

4 Ein distributionentheoretischer Zugang

Es soll nun ein anderer Weg zu den Resultaten der Kirillov-Theorie
vorgestellt werden. Dieser Weg bringt die Distributionentheorie im Euklidischen
Raum wesentlich ins Spiel sowie die Beziehung zwischen den Begriffen ,Irreduzibi-
litat* und ,Extremalitdt“. Den Ausgangspunkt bildet ein von Godement vermute-
tes und von Schiffmann bewiesenes Resultat ([55]), das nun erldutert werden soll:

Da die Exponentialabbildung ein Diffeomorphismus der Lie-Algebra g auf
die Gruppe G ist, 148t sich der Raum C; (G) mit dem Raum C; () identifizieren.
Folglich konnen auch deren Dualrdume 2’(G) und 2’(g) miteinander identifiziert
werden, so daB Distributionen auf der Gruppe auch als Distributionen auf der Lie-
Algebra angesehen werden kénnen und umgekehrt.

Natiirlich kann die Lie-Algebra g auch als Abelsche Gruppe aufgefaBit
werden mit der Addition als Gruppenverkniipfung. Demgemif gibt es fiir eine
Distribution Te 2'(G)=2’(g) zwei verschiedene Arten positiver Definitheit,
namlich zum einen die positive Definitheit auf G hinsichtlich der Gruppenmultipli-
kation und zum anderen die positive Definitheit auf g hinsichtlich der Addition. Da
dem inneren Automorphismus mit dem Element a € G gerade der Automorphis-
mus Ad(a) der Lie-Algebra g entspricht, entsprechen die zentralen - d. h. die unter
den inneren Automorphismen invarianten - Distributionen auf G den unter der
adjungierten Darstellung invarianten Distributionen auf g.

Der Satz von Schiffmann besagt nun, daB fiir solche Distributionen die
beiden genannten Arten positiver Definitheit iibereinstimmen.

Dieses Ergebnis verkniipft also eine nicht-Abelsche Situation mit einer
Abelschen!

Es sei noch erwiahnt, daB3 dieses Resultat von Benoist im Jahre 1984 auf
nilpotente symmetrische Rdume verallgemeinert wurde ([2]).

Unter Verwendung von Schiffmann’s Resultat gelang Linda Preiss Roth-
schild im Jahre 1974 ein sehr kurzer und eleganter Beweis von Kirillov’s
Charakterformel ([54]). Die Beweisidee kann in wenigen Zeilen dargestellt werden:

Sei 7 e G gegeben; nach Dixmiers Resultat ist der Charakter # von 7 eine
temperierte Distribution auf G, die wegen der Eigenschaften der Spur natiirlich
zentral und positiv definit ist. Nach Schiffmann’s Resultat ist # dann aber auch als
Distribution auf g positiv definit. Nach dem Satz von Bochner-Schwartz ist
demnach # die Fourier-Transformierte eines positiven temperierten G-invarianten
Radon-MaBes m;, auf g*, also 7% =,. Da & irreduzibel ist, ist 7 extremal im Kegel
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der positiv definiten zentralen Distributionen; folglich ist auch m, extremal im
Kegel der positiven temperierten G-invarianten Radon-MaBe auf ¢*; d. h. m, wird
von einer einzigen G-Bahn getragen.

Kirillov’s Charakterformel kann also mit dem Satz von Schiffmann
bewiesen werden. Man kann aber auch umgekehrt den Satz von Schiffmann sehr
schnell aus Kirillov’s Charakterformel folgern ([26]).

Wir werden nun sehen, dal Rothschild’s Beweis fiir die Charakterformel
ganz unabhingig von Kirillov’s Konstruktion eine Herleitung der Korrespondenz
zwischen irreduziblen Darstellungen und koadjungierten Bahnen gestattet. Und
zwar ordnen wir einfach der irreduziblen Darstellung = den Trager O des MaBies m;,
zu: R
r:G - g*/G,n~ 0.

Wir haben jetzt zu zeigen, dafl die Abbildung r bijektiv ist:

Die Injektivitit von r ergibt sich sofort aus der bekannten Tatsache, daBl
verschiedene Darstellungen auch verschiedene Charaktere haben. Zum Beweis der
Surjektivitit von r wihlen wir auf einer vorgegebenen Bahn ¢ ein invariantes Maf
mund bilden dessen Fourier-Transformierte T := . Nach dem Satz von Bochner-
Schwartz ist T eine positiv definite Ad-invariante Distribution auf g, welche aber
nach Schiffmann’s Resultat auch als Distribution auf G positiv definit ist. Weil m
extremal ist unter den G-invarianten MaBlen auf g¢*, ist T extremal unter den
zentralen positiv definiten Distributionen auf G. Daraus kénnen wir folgern, dal
die durch die Gelfand-Segal-Konstruktion gewonnene Darstellung U @ faktoriell
ist. (Siehe [24]; vgl. auch [19], §6.)2) Demnach ist U'" ein Vielfaches einer
irreduziblen Darstellung #. Aus der Eindeutigkeit der Spur auf einem Faktor
schlieBen wir nun, dal T und # proportional sind und daraus O=r(x).
(Insbesondere folgt auch U® ~17.)

Wir haben damit eine eineindeutige Korrespondenz r zwischen irreduzi-
blen Darstellungen und koadjungierten Bahnen mit distributionentheoretischen
Mitteln hergeleitet. Jetzt erhebt sich die Frage, ob denn eigentlich r =%k~ gilt, ob
also die Korrespondenz r wirklich die Kirillov-Korrespondenz liefert. Nun,
aufgrund von Kirillov’s Charakterformel ist das klar. Unsere Absicht war es aber,
die Ergebnisse der Kirillov-Theorie auf einem anderen Wege zu gewinnen, so daf3
wir jetzt nicht einfach wieder Kirillov’s Resultate selbst verwenden diirfen. Wir
werden daher die Gleichung r=k ' beweisen, ohne uns auf die bekannte
Beziehung zwischen Kirillov-Korrespondenz und Charakterformel zu berufen.
Auch werden wir ohne Riickgriff auf Kirillov’s Konstruktion zeigen, da3 zu einer
vorgegebenen Bahn @ die Darstellung 7 mit r(z) = @ durch einen Induktionspro-
zell gewonnen werden kann.

%) Hier wird ein entscheidender Vorteil des Kegels der positiv definiten Distributionen
gegeniiber dem Kegel der positiv definiten Mafle deutlich. Fiir ein unter den positiv definiten MaBen
extremales Element braucht namlich die zugehorige durch die Gelfand-Segal-Konstruktion gewonnene
Darstellung keineswegs irreduzibel zu sein. (Ein Beispiel findet sich in [30].) Im Kegel der positiv
definiten Distributionen dagegen erhalten wir das entsprechende Ergebnis aus dem folgenden Satz
([29], S.157, [44], S.196, [30], Th.2), den uns das Kern-Theorem von L.Schwartz schenkt: Ist
(@, w)~ F(, y) eine Hermitesche Form auf C.°(G), invariant unter Translationen mit Gruppenele-
menten, so existiert eine Distribution T auf G mit F(g, ) =T(y* * @).
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Dazu bestimmen wir zunéchst fiirr einen Normalteiler N in G und eine
Darstellung o € N die induzierte Darstellung ind§ o in Termen unserer Korrespon-
denz r:

Sei n die zu N gehorige Lie-Unteralgebra von g und r: N —n*/N die oben
konstruierte Korrespondenz zwischen irreduziblen Darstellungen und koadjun-
gierten Bahnen, bezogen auf N. Da Nein Normalteiler ist, wirkt G kanonisch auf n*
und - nach Ubergang zum Quotienten - auch auf n*/N; ferner wirkt G kanonisch
auf N. Man iiberlegt sich ohne Schwierigkeiten, daB r hinsichtlich dieser
Wirkungen dquivariant ist. Sei nun ¢ :=r(g) die N-Bahn von ¢ und Ko N die
Fixgruppe von ¢. Die Menge

o' = U a-o
aeG
ist eine G-Bahn in n*, und
m' = [ mg,di
G/K

ist ein G-invariantes MaBl auf o’. Wir wihlen einen zu n komplementiren
Unterraum m in g und identifizieren n* mit m* c g* vermége der Bijektion p|y. .
(Hier bezeichnet p: g* — n* wieder die kanonische Projektion.) Dann haben wir die
Zerlegung

g*=n*@dnt
und dementsprechend

p No)=2o" +1n"
p (0" ist eine G-invariante Teilmenge von g*, und das MaB

m:=m'®1
auf p~(0’)= o' +nt ist G-invariant. Der Ubergang zur Fourier-Transformierten
liefert

m=m®J= j M,., ® dda.

G/K

Wir kénnen m in G-invariante MaBle auf den in p_'(p’) enthaltenen G-Bahnen
desintegrieren:

m= I m,-—l(g)dﬂ(@).
p ()G
Weil die Darstellung Ua-¢) quasisquivalent zu a- o ist, gilt
ind§ U"a o) ~ ind§ o

fiur alle ae G. Da m,.,®J die triviale Fortsetzung von #,., nach G ist, gilt
aufgrund des in Abschnitt 2 angefiihrten Resultates von Blattner

ind§j e = e 0®9),
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Somit erhalten wir

® ®
indYo~ [ indfU%ddi~ [ Uo®gi~ye
G/K G/K
®
~ [ rOduo).
rl(0)/G
Mit diesem Ergebnis haben wir Kirillov’s geometrische Interpretation der
Induktion von Darstellungen wiedergefunden.
Nun kénnen wir die Beziehung r =% ! leicht durch Induktion nach der
Dimension von G beweisen:
Seine Gund 0y := r(m). Wir wihlen fe 0y, eine Polarisation f im Punkte f
und ein Ideal n 5§ der Kodimension 1 in g. Da

k(f) = ny=indfys

irreduzibel ist, muB auch o 2=ind1}’1)(f eine irreduzible Darstellung von N sein.
Nach Induktionsvoraussetzung ist

r(0) = o := N-Bahn von f|.

Nach den obigen Uberlegungen gilt
®
ind§ o ~ J' r~ 1 (0)du(0).
2~ 1(0")/G
Aus der ,Pukanszky-Bedingung® f+ bl < 0o ([50]) folgt £+ nt = @. Daraus ergibt
sich zusammen mit der Gleichung p(@ax)=a-p(x), xeg*, aeG, die Beziehung
p"l(o’) = (0p und damit

Ty = ind§ o ~ r_l((Oo).

Wir haben nun zwar ohne Verwendung von Kirillov’s Beweis der
Charakterformel gezeigt, daB die oben konstruierte Korrespondenz r zwischen
irreduziblen Darstellungen und koadjungierten Bahnen in der Tat mit der Kirillov-
Korrespondenz iibereinstimmt. Um aber die Gleichung r=k~! zu erhalten,
mufiten wir uns selbstverstindlich auf Kirillov’s Konstruktion beziehen. Wir
werden nun aber sehen, dal wir auch ohne Riickgriff auf Kirillov’s Konstruktion
die Korrespondenz r durch einen InduktionsprozeB beschreiben kénnen. Mehr
noch: Wir kénnen zu fe 0y = r(r) eine kanonische untergeordnete Unteralgebra |
konstruieren derart, daB3

n ~ indfys

gilt. Diese Konstruktion verliuft parallel zu einer von Penney angegebenen
Konstruktion einer kanonischen untergeordneten Unteralgebra ([47]), fuBSt aber
auf den eben entwickelten analytischen Methoden, wihrend die Methoden
Penney’s eher algebraischer Art sind.
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Wir betrachten den groBten linearen Unterraum F von g* mit
Oy = Oy + F.

Wir nennen Fden ,flachen Anteil“ von 0. Natiirlich nehmen wir an, dal 0o nicht
einpunktig ist; sonst ist namlich 7 selbst schon ein Charakter von G, und wir
konnen h =g wihlen. Aus der Nilpotenz von G folgt, dal F nichttrivial ist; der
Annullator n := F* von Fin g ist ein echtes Ideal. Wie oben besorgen wir uns einen
Komplementirraum m von 1t in g und identifizieren n* mit m* < ¢*. Wir haben dann
die Zerlegung

p*=n*OF
und dementsprechend
Oy = o +F,

wobei o’ := p(0) die G-Bahn von f":=p(f)inn*ist. Ist nun ¢ die N-Bahn von f,
so gilt mit p:= r 1(o)e N wegen p'(o") =0, die Beziehung
®
indfo~ [ r'(0)du(0)~ n. (Siehe Fig. 4.
p~UoV/G

Fig. 4

Damit haben wir unser Problem auf eine Gruppe niedrigerer Dimension,
nimlich auf N reduziert. Nun wenden wir denselben ProzeB auf f’ € ¢ =r(g)an. So
fahren wir sukzessiv fort, bis die entsprechende Bahn einpunktig ist, und gelangen
zum Ziel.

Die Unteralgebra b, die wir schlieBlich erhalten, ist also auf kanonische
Weise gewonnen worden und héngt nicht von irgendwelchen Willkiirlichkeiten ab
wie die Polarisationen Kirillov’s. Es gibt allerdings auch einen Nachteil: Die
induzierte Darstellung

indfy

ist im allgemeinen nicht mehr irreduzibel, sondern nur noch faktoriell.
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Auch Kirillov’s Beschreibung des infinitesimalen Charakters 148t sich mit
distributionentheoretischen Mitteln herleiten:

Die universelle Einhiillende U(g) kann realisiert werden als Algebra der
links-invarianten Differentialoperatoren D auf G. Das Zentrum Z(g) von U(g)
entspricht dabei den biinvarianten Differentialoperatoren. Dem Operator D kann
ein Differentialoperator Dy auf ¢ mit konstanten Koeffizienten assoziiert werden
vermoge der Gleichung

Do(e) = Dop(0), 9 eC(G) = C™(y).
Nach Fixierung einer Basis in g leitet man fiir P:=w " !(D)e S (g) die Beziehung
Do =P 'a— 5 eeny 9
axy Xy
her ([34], Ch.II, Th.4.3). Aus den Eigenschaften der Fourier-Transformation
ergibt sich dann fiir ¢ € C;”°(g) und das Polynom Q( f) = P(if) auf g* die Gleichung
Dip)" =Q- ¢
(D§ ist der zu D, transponierte Operator) und daraus fiir eine temperierte
Distribution m auf g* die Beziehung

Do = (Q - m)".

Vermége der Exponentialabbildung 148t sich D auch als Differentialoperator auf g
auffassen, und nach dem Satz von Kashiwara-Vergne ([35]) stimmen D und Dy auf
den Ad-invarianten Distributionen auf g iiberein. (Auch dieses Resultat kann man
- wie den Satz von Schiffmann - als Verkniipfung einer nicht-Abelschen mit einer
Abelschen Situation ansehen.)

Sei nun 7 e G gegeben und sei Xx:Z(g)— € der zugehorige infinitesimale
Charakter. Man zeigt leicht, daB # Eigendistribution jedes biinvarianten Diffe-
rentialoperators D auf G ist mit dem Eigenwert x(D). Dazu verifiziert man
zunichst die Formel

n(D'p) = n(p)7 (D) = x(D)n(9), 9 € CO(G),
(D' ist der zu D transponierte Operator) und folgert dann

(D%, p) = (&, D'p) = Sp n(D'p) = x(D) Sp n(p) = (D) ().
Mit 0 := r(z) gilt jetzt die Gleichung

Dt =Doft = (Q * my)" = Q(O)rh, = Q(O)7
und folglich die gewiinschte Beziehung

x(D) = Q(0).
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Richard Rado 1906-1989

H. Lenz, Berlin, M. Aigner, Berlin, W. Deuber, Bielefeld

1 Lebensdaten

Richard Rado starb am 23. Dezember 1989, im Alter von 83 Jahren. In
seinem Lebensweg spiegeln sich die groBe geistige und kulturelle Tradition wie auch
das Schicksal der Wissenschaft in diesem Jahrhundert.

Richard Rado wurde am 28. April 1906 in Berlin geboren. Sein erster Wunsch
war, Pianist zu werden. Nach der Schule machte er die Mathematik zu seinem
Lebensziel. Er wurde schlieBlich beides: ein weltberithmter Mathematiker und ein
wundervoller Musiker. Rado studierte in Gottingen und Berlin, vor allem bei Issai
Schur. Bereits seine Dissertation ,Studien zur Kombinatorik 1931 war ein
mathematisches Juwel. Die Grundidee, eine Briicke zwischen endlicher und
unendlicher Mathematik zu errichten, blieb ein Hauptthema fiir viele seiner spateren
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Arbeiten, und wurde von zahlreichen anderen Mathematikern aufgenommen und
weiterentwickelt. 1933 erhielt er seinen Doktorgrad - und stand auf der Straf3e. Als
Jude war er von einer Universititslaufbahn ausgeschlossen und verlor auch die
DMV-Mitgliedschaft.

Seine deutsche Zeit war beendet — mit einem lebensrettenden Stipendium fiir
jiidische Wissenschaftler in Deutschland findet er mit seiner Frau Luise geb. Zadek -
die beiden hatten 1933 geheiratet -~ Zuflucht in Cambridge. Spiter konnte er
seinerseits seinem Lehrer Schur bei dessen Emigration behilflich sein. Bei G. H.
Hardy erwirbt er 1935 den englischen Doktorgrad. Nach etwa 10 Jahren als Lecturer
in Sheffield geht er 1947 als Reader ans King’s College in London, und wird
schlieBlich als Professor und Department Head 1954 an die Universitit von Reading
berufen, wo er bis zu seiner Emeritierung 1971 bleibt. Auch nach Deutschland kehrte
er wieder zuriick, vor allem die Tagungen, die Atmosphire und Musik in
Oberwolfach liebte er — unvergeBlich, wenn er mit seiner Frau einen vierhdndigen
Militirmarsch von Schubert voll Temperament und musikalischem Feingefuihl
darbot. '

Richard Rados Beitrige zur Mathematik wurden hoch geschitzt und mit
vielen Ehrungen bedacht. Schon 1936 hielt er einen eingeladenen Vortrag beim
Internationalen KongreB in Oslo. Er war ein Wissenschaftler von seltener Universali-
tat. Seine Meisterschaft zeigte sich in grundlegenden Arbeiten auf so verschiedenen
Gebieten wie Kombinatorik, Mengenlehre, Analysis, Zahlentheorie, Algebra, Geo-
metrie und MaBtheorie. Ein Teil seiner bedeutendsten Publikationen entstand in
Zusammenarbeit mit dem ungarischen Mathematiker Paul Erdés. Die legendére
Zusammenarbeit dieser beiden groBen Wissenschaftler begann 1934, als Rado noch
in Cambridge war, und dauerte iiber ein halbes Jahrhundert.

Richard Rado war seit 1948 im Vorstand der Londoner Mathematischen
Gesellschaft, deren Sekretir und Vizeprisident er spater wurde. Er griindete das
British Combinatorial Committee, dessen Vorsitzender er bis 1987 blieb. 1972 erhielt
er den Senior Berwick Preis und 1978 wurde er zum Fellow of the Royal Society
gewihlt, die hochste wissenschaftliche Auszeichnung in Grof3britannien. Der
Fachbereich Mathematik der Freien Universitéit Berlin ehrte Professor Rado 1981
durch die Verleihung der Ehrendoktorwiirde. Unter den vielen Auszeichnungen war
diese Ehrung nicht die wichtigste, aber vielleicht die fiir ihn bewegendste. In einem
Nachruf der Times von 2. Januar 1990 heifit es: ,,Perhaps the tribute which provided
the most moving experience of his life was his visit to the Free University of Berlin in
October 1981 to lecture and receive an honorary doctorate.“ Der Kreis nach Berlin
hatte sich geschlossen.

Richard Rados wissenschaftliche Leistungen werden ihm einen dauernden
Platz in der Mathematik sichern - und fiir alle, die ihn persénlich kennen durften,
wird er unvergessen bleiben als einer der feinsinnigsten und giitigsten Menschen. Wir
neigen uns vor ihm und seiner am 2. 6. 1990 verstorbenen Frau und trauern mit dem
Sohn Peter.

Im folgenden sollen einige ausgewihlte und besonders wichtige Leistungen
Rados kurz erldutert werden.
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2 Der Problemkreis um Rados Dissertation [1933B]

Ausgangspunkt waren fiir Rado die folgenden beiden Sitze:

(S1) Satz von L Schur (1916): Zerlegt man die Menge N der natiirlichen Zahlen
irgendwie in endlich viele Klassen, so enthélt mindestens eine dieser Klassen
drei Zahlen x, y, z, welche die diophantische Gleichung x + y =z erfiillen.

(S2) Dasselbe gilt schon, wenn man N durch N ={l,...,s} mit hinreichend
groflem s ersetzt.

(W 1) Satzvon van der Waerden (1927): Zerlegt man N in endlich viele Klassen, so
enthilt mindestens eine dieser Klassen eine arithmetische Progression
a,a+d,...,a+ld von beliebig vorgegebener Linge /+ 1 (d > 0).

(W?2) Es gibt ein kleinstes s = W(k, /), so dal (W 1) schon bei jeder Zerlegung von
IN{ in k Klassen gilt.

Eine arithmetische Progression a + N{- d kann, zusammen mit ihrer Diffe-
renz d als Losung (xo, ..., x;+1) des linearen Gleichungssystems

Q21D x=x—x1=..=x+1—Xx

aufgefat werden. Daher umfafit die Losung des folgenden Hauptproblems der
Radoschen Dissertation die Sitze von Schur und van Waerden:
Welche homogen linearen Gleichungssysteme

(22) Ax=0,
ausfiihrlich
2.3) anxi+...+aipxin=0 (i=1,...,m)

mit g€ Z (fiir alle (, j) e N{" X NT) haben die folgenden Eigenschaften?

(R1) Bei jeder Farbung der natiirlichen Zahlen mit hochstens k& Farben (d. h. bei
jeder Zerlegung von N in h6ch§}ens k Klassen) enthdlt mindestens eine
Klasse eine Losung (xy, ..., x,) = x des Gleichungssystems (2.2).

(R2) Dasselbe fiir INj statt IN mit hinreichend groBen se N.

(R3) Dasselbe fiir Z\ {0} =+ statt N.

(R4) Dasselbe fiir @ \ {0} statt N.

Wenn (R 1) fiir festes k € IN gilt, so hei3t die Matrix 4 (und das Gleichungssy-

stem (2.2)) k-reguldr bzw. partitionsregulir (kurz reguldr). Rado zeigte unter
anderem:
Die Eigenschaften (R 1) bis (R4) sind dquivalent. Die Gleichung ax+ by =0 ist
regulér, falls a+ b =0 ist, und anderenfalls nicht einmal 2-regulidr. Die Gleichung
ax+by = cz ist 2-regulir (g, b, ce N). Dafiir, dal eine Matrix 4 regulir ist, fand
Rado folgendes Kriterium:

Sonderfall m = 1: Einige der Koeffizienten ay;, ..., a;, haben die Summe Null.
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Allgemeiner Fall: Die Spaltenvektoren a Leend » der Matrix A erfiillen die folgende
Spaltenbedingung: Es gibt eine Zerlegung der IndexmengeIN{ in7 + 1 Klassen Jy, ..., J,
mit folgenden Eigenschaften:

2.4 Z a g =6 (Nullvektor);

jEJO

(2.5) Im Fall r>0 sind (fiir h=1,...,r) dic Summen » 4; linear abhingig
jedy
(iiber @Q) von den Spaltenvektoren a LJEJp V. Uy

Hauptsatz von Rado: Die Spaltenbedingung ist dquivalent zu (R 1).

Man sieht, daB die Gleichung x+y=z die Spaltenbedingung erfiillt.
Dasselbe gilt firr das Gleichungssystem (2.1). Der Radosche Hauptsatz enthilt also
den Satz von Schur (S 1) und den Satz von van der Waerden (W 1).

Dal die Spaltenbedingung notwendig ist, zeigte Rado mit Hilfe der folgenden
(p» — 1)-Farbung von N. Es sei p eine (hinreichend groBe) Primzahl. Farbklassen sind
die Restklassen # 0 modulo p. Die natiirliche Zahl n =p°- @ mit a # 0 mod p gehore
der Farbklasse ¢ modulo p an. Dann ist es ganz leicht zu zeigen, daf die
Spaltenbedingung im Sonderfall m = 1 notwendig ist, und im allgemeinen Fall nicht
viel schwerer, wenn man erst einmal wie Rado auf die richtige Idee gekommen ist.
Dal} die Spaltenbedingung hinreichend ist, 148t sich nur mit erheblich mehr Miihe
beweisen. Der Satz von van der Waerden, also ein Spezialfall, ist ein unentbehrliches
Hilfsmittel (das gilt auch, wenn man wie heute iiblich, den Satz von Hales und Jewett
beniitzt, denn auch dieser verallgemeinert den Satz von van der Waerden). Siehe dazu
das sehr inhaltsreiche, tiefgehende und anspruchsvolle Buch Ramsey-Theory (1980)
von Graham, Rothschild und Spencer [GRS 1980], sowie den Ubersichtsartikel
[D 1989] von W. Deuber, der iiber die zahlreichen Folgeresultate aus iiber 60 neueren
Arbeiten berichtet, u. a. Rados eigenen Beitrag [1943b], der die partitionsregulidren
Matrizen mit komplexen Koeffizienten kennzeichnet.

3 Der Satz von Erdos-Ko-Rado

Die lange und tiberaus fruchtbare Zusammenarbeit mit Paul Erdés [E 1987]
erzielte 1938 ihr erstes Resultat, gemeinsam mit dem chinesischen Mathematiker
Chao Ko. Wie Erdés in [E 1987] berichtet, wurde dieses Resultat allerdings erst
Jahrzehnte spater veroffentlicht [1961 A]. Es handelt sich um Eigenschaften von
Teilmengen der Potenzmenge 2™ einer endlichen Menge M. Die drei Verfasser
behandelten die folgenden Fragen.

Problem 3.1. Wieviele verschiedene Mengen X e ( Iz), d. h. Teilmengen X

von M mit |X| =k, kann es geben, wenn je zwei von ihnen nichtleeren Durchschnitt
bzw. wenn je zwei von ihnen mindestens  Elemente gemein haben?

Die Antwort geben folgende Sitze.
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Satz3.2. Es sei ¥ (Akl),

3B.1) XnY+#@ furalleX, Ye&
und | M| =m > 2k (anderenfalls ist die Antwort trivial). Dann ist

m—1
32 9] <( - )

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn
33) = {Xe (Akl):an} mit festem aeM.

Satz 3.3. Fordert man statt |X| =k fiir alle k€ & nur
(B4 X<k
und dafiir die sogenannte Sperner-Eigenschaft
35 XcY=X=Y fiuralle X Ye¥,

sowie nach wie vor (3.1), so gilt wieder (3.2).
Satz 3.4. Vorausgesetzt sei wieder & < ( 1;(4) und nun

(3.6) |XnY|>r furalle X Ye4.
Wenn dann | M| nicht zu klein ist, d. h.
(3.7)  |M| Znok, 1),
so gilt
(38) 1#1< ( " )

k—r

Ausfiihrliche Auskiinfte iiber die weitere Entwicklung des damit angegriffe-
nen Problemkreises geben die Ubersichtsartikel Erdés [E 1978] und Déza/Frankl
[DF 1983]. Z.B. wurde die kleinste untere Schranke ny(k, r) in (3.7) spéiter von
P. Frankl und R. M. Wilson genau bestimmt, namlich zu

(B9 nyk,ry=FE—r+)(r+1).

Fir |M| <ny(k, r) bleiben offene Fragen. Erdés fragt in [E 1987] das
folgende: Es sei |M| =m =4n, k=2nund r =2. Ist dann '

3

die kleinste obere Schranke fiir |#|? Fiir den Beweis oder die Widerlegung dieser
Vermutung hat Erdés 1987 in [E 1987] 250 Pfund Sterling ausgesetzt.
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4 Probleme um den Satz von Ramsey

Der Satz von Ramsey (1930), der 1934 von den damals jungen ungarischen
Mathematikern Erd6s und Szekeres wiederentdeckt wurde, lautet:

(Rs1) Die Zahlen r, ke N seien gegeben. Die Menge ( R:) der k-elementigen

Untermengen von N sei in r Klassen zerlegt (= mit r Farben gefirbt). Dann

gibt es eine unendliche Teilmenge M c N, so daB (M) ganz in einer
Klasse liegt. k

Der Fall k = 1 ist das Schubfachprinzip. Der Fall £ = 2 kann als Satz iiber die
Kantenfarbung unendlicher Graphen veranschaulicht werden. Triviale Folgerungen
aus (Rs 1) sind:

(Rs2) Die natiirlichen Zahlen k, r und m > k seien gegeben. Wird ( ]}Ij ) irgend-

wie in r Klassen zerlegt, so gibt es ein Me (N ), so daf} (M) ganz in
einer Klasse liegt. m k

(Rs3) Die natiirlichen Zahlen k, r und my, ..., m, > k seien gegeben. Wird ( ]ZI )
irgendwie in r Klassen Fi,...,F, zerlegt, so gibt es ein ie N] und ein

zugehoriges M; e ( N ), so daf} ( A:') ganz in F; liegt.
m;

Nicht ganz so triviale Folgerungen aus (Rs 1) sind (vgl. § 8):
(Rs4) Wie (Rs2) mit geeignetem N7 statt IN.
(Rs5) Wie (Rs 3) mit geeignetem N7 statt N.

Die kleinste Zahl s, fir welche (Rs 5) bzw. (Rs 4) gilt, heit die Ramsey-Zahl
R¥ (ml, 2) bzw. R¥ (m). Nur ganz wenige Ramseyzahlen sind genau bekannt, so
R}(3)= 6 R3(3,4)=09. Die groflen Arbeiten Erdés/Rado [1952E, 1956 C] und
Erdo6s/Hajnal/Rado [1965 B] befassen sich vor allem mit dem Ramsey-Problem fiir
unendliche Ordinal- und Kardinalzahlen r, m; (0 <i <r) und stellen klar, daB das
Problem fiir unendliche k keinen Sinn gibt (dann gilt kein Ramsey-Satz). Aber die
drei genannten Autoren behandeln auch den klassischen Fall endlicher Parameter
erneut. Unter anderem geben sie von den friiheren verschiedene Beweise des Satzes
von Ramsey (Rs 1) bzw. (Rs 2).

Dabei ist nicht so sehr der Beweis interessant, sondern die daraus ableitbare
obere Schranke fur die Ramsey-Zahlen, wie sie von Erdés und Rado [1952E]
angegeben wurde. Zur Abkiirzung sei

4.1) xxy:=x’, X1 *¥xp% L xxp i =x1 % (X2 % ... * Xy).
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Aus ihrem Beweis erhalten Erds und Rado, mit der Abkiirzung R(k) := R¥(m), fir
k>1

42) RE)r*[RKE—1D"/k—DN<r*RE—1*,
und daraus

4.3) Rk)<r*r* leri«[rm—1)+1],

insbesondere

(@44 RQ=R}m)<r" ",

@.5) RQO)=RXm)<r"™ .

Die oberen Schranken sehen ziemlich groB aus. DaB sie nicht ganz schlecht
sind, haben Erdos, Hajnal und Rado in ihrer erwéhnten grofien Arbeit') [1965B]
durch Angabe unterer Schranken gezeigt. Wesentliches Hilfsmittel ist ein Stepping-
up-lemma (= Aufsteigelemma, siche Ramsey Theory [RGS 1980], S.91). Es sagt
folgendes aus: Fiir k> 2 gilt

(4.6) n<RFm)=2"<RY'Qm+k—4).

Insbesondere fiir r =2 und festes k <2 ergeben sich daraus folgende untere
Schranken fiir Ramsey-Zahlen: Die Turmfunktion t;(x) sei erklart durch
H(x) :=x, ti+1(x) :=2*¢;(x). Dann gibt es zu jedem k > 2 eine positive Konstante
cxr€ R, so daB

“7)  RE(m)>ti—i(cem®)
ist. So folgt aus R3(4)> 12 (Isbell 1969) und dem Aufsteigelemma
(4.8) R3(14)>2%2%12>10'2%, R$(29)>2%2%2%12.

Fiir kK = 2 versagt das Aufsteigelemma, wenn man keine zusétzlichen Farben
einfiihrt. Siche dazu Ramsey Theory [GRS 1980], S. 93, sowie zu diesen Abschitzun-
gen insgesamt auch [1969B] und [1984B], S. 145-157. In diesem Zusammenhang
stellte Erdos [E 1987] die Vermutung

(™ Rim)>2*" mit einer positiven Konstanten ¢

auf und bot 500 Pfund Sterling fiir ihren Beweis oder ihre Widerlegung. Die Zahlen
R¥(m) wachsen mit k (wenn m nicht zu klein bleibt) sehr rasch an; aber die 1980
zuginglichen oberen Schranken fiir die van-der-Waerden-Zahlen W(r, /) sind
unvergleichlich viel groBer. Ob sie sich wesentlich verkleinern lassen, ist ein
schwieriges Problem. Vgl. dazu Deuber [D 1989], S. 60-65, mit einem Bericht iiber
eine bedeutende Arbeit von Shelah aus dem Jahr 1988.

Jedoch haben Erdés und Rado in ihrer erwahnten Arbeit [1952 E] eine untere
Schranke fiir die van der Waerden-Zahl W(r, /) [siehe (W 2)] angegeben, namlich

(4.9)  W(r,I)>~/2I-r" (zu Fortschritten s. Ramsay Theory [GRS 1980]).

!y deren Hauptbedeutung jedoch in der unendlichen Kombinatorik und Mengenlehre liegt, s.
Erdés [E 1987).
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Richard Rado ist auch eine zweckmiBige Bezeichnung fiir die Aussage (Rs 5) bzw.
(Rs 4) zu verdanken, nimlich das Pfeilsymbol.

(4'10) s_,(ml’”.’mr)’l‘f
bzw. im Fall m;=...=m,
@.11) s—m)F

bedeutet, daB s >R¥ (my,...,m,) bzw. Rl‘(m) ist. Wenn es aus dem Zusammenhang
klar ist, was gemeint ist, wird der letzte Index 7 in (4.10) auch weggelassen. Die
Negation der Aussagen (4.10) bzw. (4.11) wird durch das Symbol #* bezeichnet. Das
Pfeilsymbol erwies sich als duBerst niitzlich bei der Ubertragung der Ramsey-Satze
auf unendliche Zahlen. Der Satz (RS 1) lautet in der Pfeilsymbolik |IN| — (| N|)¥ fiir
alle r, k € N. Der Partitionskalkiil von Erdés, Hajnal und Rado befaBt sich mit der
Giiltigkeit bzw. Nichtgiiltigkeit der Pfeilrelation fiir unendliche Kardinal- bzw.
Ordinalzahlen.

5 Der Partitionskalkiil

Gemeinsam mit Erdés und Hajnal hat Rado in verschiedenen Arbeiten den
Partitionskalkiil fiir (unendliche) Kardinal- und Ordinalzahlen entwickelt. Heraus-
zuheben ist hier vor allem die Arbeit [1965B], die in Fachkreisen auch als das ,.giant
triple paper” bekannt ist. Einen nahezu vollstandigen Uberblick iiber den gegenwir-
tigen Stand des Wissens findet man in dem Buch [1984B].

Die Grundfrage, um die es hier geht, ist die Giiltigkeit der Partitionsrelation

a—(B)

fiir gegebene Kardinalzahlen e, f, k und r zu untersuchen. Dabei steht ,a — (8)r“
abkiirzend fiir ,,zu jeder r-Férbung der k-elementigen Teilmengen von « gibt es eine
einfarbige f-elementige Teilmenge*“. Der Satz von Ramsey 148t sich ja formulieren als
0 — ()¥“ fiir alle natiirlichen Zahlen k und .

Die erste Beobachtung [1952 E] ist, daB k& notwendig eine endliche Kardinal-
zahl bleiben sollte, es gilt ndmlich unter Verwendung des Auswahlaxioms

x P ()

fiir jede Kardinalzahl x.

Erdos und Rado [1956C] geben eine prézise Antwort auf die Frage, wie man
zu gegebenen B, k und r ein a finden kann mit a—(B8)¥. Es gilt nimlich der
fundamentale Satz:

Satz5.1. expy—(x)" = (x")¥ fiir alle unendlichen Kardinalzahlen x und
natiirlichen Zahlen k.

Dabei bezeichnet x* den Nachfolger von x und expi(x) die iterierten
Potenzen

expr(x) = 25k —1(),
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Man kénnte argwdhnen, daB die durch expx—1(*)* gegebenen Schranken
weitaus zu groB sind. Ein Indiz dafiir, daB} dies nicht so ist, liefert das Resultat von
Sierpinski:

25+ (x ).

In ihrem ,giant triple paper* haben Erd6s, Hajnal und Rado 1965 mit Hilfe
des sogenannten ,,negative stepping up lemma“ gezeigt, wie sich allgemeine untere
Schranken beweisen lassen. Genauer:

Satz5.2
@) expr—1(x) = (x)5
()  expr—i(x)* (k+ D

Die exakte Bestimmung der Ramseyzahlen fiir unendliche Kardinalzahlen
wird zu Recht als das grundlegende Problem des Partitionskalkiils angesehen.
Dariiber hinaus gibt es eine Vielzahl weiterer tiefliegender Ergebnisse, auf die hier
nicht eingegangen werden kann.

6 Kanonische Ramsey-Theorie

In ihrer Arbeit ,A combinatorial theorem“ [1950B] haben Paul Erdos und
Richard Rado den Grundstein zur sogenannten Kanonischen Ramsey-Theorie
gelegt. Sie untersuchten eine Verallgemeinerung des Satzes von Ramsey dahinge-
hend, dafl Farbungen mit beliebig vielen Farbklassen zugelassen sind.

Man betrachtet also beliebige Aquivalenzrelationen und fragt nach heredit-
ren Mustern. Es zeigt sich, dal ein typisches Muster der k-elementigen Menge
A={ay,...,ar—1}< darin besteht, eine gewisse Teilmenge 4:J={a;|ieJ} auszu-
zeichnen, wobei J {0, ..., k — 1} eine dieses Muster beschreibende Menge ist.

Erd6s und Rado bezeichnen diese Muster als kanonische Muster. Es gibt also
2% viele kanonische Muster k-elementiger Mengen. Das Erdés-Rado-Canonization
Theorem besagt nun, da} es keine weiteren erblichen Muster gibt.

Satz6.1. Zu jeder Farbung 4: ( R:)—» IN der k-elementigen Teilmengen

von N mit abzihlbar vielen Farben gibt es stets eine unendliche Teilmenge X c N
sowie eine Teilmenge J {0, ..., kK — 1} derart, daB fiir alle k-elementigen Teilmengen
A und B von X gilt:

A4(A)=A4(B) genauwenn A:J=B:J.

Im Falle k=1 reduziert sich diese Aussage auf das Schubfachprinzip; zu
jeder Farbung 4 : IN — N gibt es eine unendliche Teilmenge, die entweder einfarbig
oder injektiv gefirbt ist.

Fir k=2, man fiarbt zweielementige Teilmengen, gibt es genau vier
kanonische Muster: einfarbig, injektiv, die Farbe hingt nur vom minimalen Element
ab und, als letzter Fall, die Farbe hingt nur vom maximalen Element ab.
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In seiner Arbeit ,Direct decomposition of partitions“ [1954 A] untersucht
Rado dann, wie sich hereditire Muster von Produkten beschreiben lassen. Es zeigt
sich, daB erbliche Muster von

( Ny v N

ko kq

. . No N 1 .

in der Tat als Produkte der kanonischen Muster von L und beschrie-
0 0

ben werden konnen. Dies ist durchaus nicht so banal, wie es auf den ersten Blick
scheinen mag, da es Beispiele von allgemeineren Produktsituationen gibt, bei denen
dies nicht der Fall ist. Eine ausfiihrliche Diskussion von kanonischen Produktargu-
menten wurde spiter von Voigt gegeben.

7 Wohlquasiordnungen

Ausgehend von einer Frage von Erdés untersuchte Higman partielle
Wohlordnungen, welche heute auch Wohlquasiordnungen genannt werden.

Definition 7.1. Eine teilweise Ordnung heilit Wohlquasiordnung, falls jede
nichtleere Teilmenge mindestens ein, aber hdchstens endlich viele minimale Elemente
besitzt.

Es ist nicht schwierig zu sehen, - hier braucht man einige oft wiederentdeckte
kombinatorische Argumente sowie den Satz von Ramsey — dafl das Produkt von zwei
Wohlquasiordnungen mit der Produktordnung wieder eine Wohlquasiordnung ist,
ja daB sich endliche Folgen von Elementen aus einer Wohlquasiordnung auf
natiirliche Weise so partiell ordnen lassen (Higman-Ordnung), dal wieder eine
Wohlquasiordnung entsteht.

Definition 7.2. Sei P eine teilweise Ordnung. Die Higman-Ordnung <C* fiir
endliche Folgen iiber P ist definiert dadurch, daB} (xg... xp—1) <* ()9... yn—1) genau
wenn eine strikt aufsteigende Abbildung f: {0, ...,m — 1} —{0, ..., n — 1} existiert mit
X S yp) fur alle 7.

Rado [1954 D] untersuchte w-Folgen iiber Wohlquasiordnungen und gab ein
Beispiel, welches zeigt, dal Higman-Ordnung fiir w-Folgen nicht wohlquasigeordnet
zu sein braucht. Das tiefe Verstindnis von Rado fiir diese Fragestellungen zeigt sich
darin, daB sein Beispiel auch universell ist.

Satz 7.3. Die Radoordnung auf ( ];I) ist definiert durch {x, y} <’ {», v}
mit x <y, ¥ <y, genau wenn x =u und y v oder aber y <uw.

Satz7.4. Sei P¢ eine Wohlquasiordnung. Die Higman-Ordnung fir -
Folgen tiber P ist eine Wohlquasiordnung genau wenn P nicht die Radoordnung
enthalt.
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Bei seinen Uberlegungen gewann Rado den Eindruck, daB ein Transferresul-
tat: aus ,,P wohlquasigeordnet” folgt ,Folgen iiber P wohlquasigeordnet® noch
richtig wire, wenn man nur ,restringierte“ Folgen z. B. mit endlichem Wertebereich
betrachtet. Nach Vorarbeiten von Kruskal und Erdés bewies Nash-Williams 1965
diese Vermutung von Rado. Mit dieser Arbeit von 1968 stieB Nash-Williams das Tor
auf zum weiten Feld der ,besseren Quasiordnungen® sowie zur ,topologischen
Ramseytheorie“.

Die von Rado initiierten Fragestellungen iiber Wohlquasiordnungen gehéren
heute zum Standardrepertoire der Ordnungstheorie.

8 Das Radosche Auswahlprinzip

In der Mathematik kommen immer wieder Schliisse vom Endlichen aufs
Unendliche vor. Beispiele sind uns schon begegnet, so die Aquivalenz der Sitze (S 1)
und (S 2) bzw. (W 1) und (W 2), (R 1) und (R 2), (Rs 2) und (Rs4). In seiner Arbeit
~Axiomatic treatment of rank in infinite sets“, [1949C], hat Richard Rado sein
Auswahlprinzip - den folgenden Satz 8.1 - formuliert, das sich als grundlegendes
Hilfsmittel der unendlichen Kombinatorik erwiesen hat.

Satz8.1. Gegeben sei eine unendliche Familie (M;);c aus endlichen Mengen
M; mit der Vereinigungsmenge M = U M;. Zu jeder endlichen Indexmenge Jc I
iel
sei eine partielle Auswahlfunktion
SiiJ-M mit fii)eM; firiel
gegeben.
Dann gibt es eine totale Auswahlfunktion
@) fiI-M mit f(i)eM; firiel,

so daf} zu jeder endlichen Indexmenge J eine endliche Indexmenge K mit Jc K/
existiert, so daB

(82) flI=fklJ

gilt. (Die totale Auswahlfunktion stimmt also auf jeder endlichen Indexmenge mit
mindestens einer partiellen Auswahlfunktion iiberein.)

Rado hat diesen Satz 1949 mit Hilfe des Wohlordnungssatzes bewiesen. Ein
eleganter Beweis mit Hilfe des topologischen Satzes von Tychonoff stammt von
Gottschalk 1951. Ein weiterer relativ einfacher Beweis wurde in [1971B] von Rado
gegeben, unter Beniitzung des Zornschen Lemmas.

Einige Anwendungen des Radoschen Auswahlprinzips:

a) Je zwei Basen eines Vektorraumes (allgemeiner eines Matroids, s. z. B. Aigner,
Combinatorial Theory, sowie den folgenden Abschnitt 9) sind gleichmdichtig.

b) Jede torsionsfreie abelsche Gruppe (mit der Eigenschaft x” =1 = x = 1) ldpt sich
ordnen (als geordnete Gruppe).
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¢) Lipt sich jeder endliche Teilgraph E eines unendlichen Graphen G mit k Farben
fiirben, so daf gleichfarbige Ecken nicht durch eine Kante verbunden sind, so liBt sich G
(mit derselben Nebenbedingung) mit k Farben férben.

Andersherum: LBt sich G nicht mit k Farben firben, so gilt dasselbe schon fiir einen
endlichen Teilgraphen E von G.

Beispiel c) 14Bt sich verallgemeinern auf Hypergraphen. Ein Hypergraph #
besteht aus einer Menge H von Punkten und einer Menge # C 2H yon Blicken, d. h.
endlichen Teilmengen von H. Unter einer k-Fiarbung von J verstehen wir eine
Abbildung f:H—F mit |F| =k, so daB kein Block Be# einfarbig ist, d.h.
I{ f(x): xeB}| > 1 fiir jeden Block B gilt. Die chromatische Zahl x5 ist (wie in der
gewohnlichen Graphentheorie) die kleinste Zahl k € N, fiir welche eine k-Farbung
von # existiert, und oo, falls es kein solches k gibt.

Beispiele: 1) H=N. % besteht aus den arithmetischen Progressionen der
Linge /+ 1. Der Satz von van der Waerden sagt, dafl y# = ist.
2) H=N,und 4 besteht aus den Losungen {x1, ..., x,} des Gleichungssystems (2.2).
Der Hauptsatz von Rado sagt, da$l die Spaltenbedingung mit der Aussage y# =
dquivalent ist.

3) H= ( N ), und & besteht aus den Mengen (M) mit Me ( N ), wobei die
r r m

Zahlen r, m € N fest gegeben sind. Der Ramsey-Satz (Rs 2) sagt aus, daBl y# = ist.

Unter einem Teilhypergraphen (T, #7) verstehen wir einen Hypergraphen mit
der Punktmenge T < H und der Blockmenge

.QZT:Z{XG.@:XQT}Z.@AZT.

Satz8.2. # sei ein Hypergraph. Ist yo# >k, so gibt es einen endlichen
Teilhypergraphen #’ mit y#’ > k.

Beweis: I = H sei die Menge der Punkte von &, und M = IN{ die Menge der
Farben. Zu zeigen ist: Gestattet jeder endliche Teilhypergraph 5#” eine k-Farbung, so
gestattet J# eine k-Farbung. Wir setzen M;:= M fiir alle j € I. Fiir endliche J < I gibt
es nach Voraussetzung eine k-Fiarbung f;:J— M, die auf keinem Block BcJ
einfarbig ist. f:1— M sei eine (totale) Radosche Auswahlfunktion, und B sei ein
Block. Es gibt eine endliche Teilmenge K < Imit B € K und f|B = fx|B. Daher ist fauf
B nicht einfarbig, w.z.b.w.

Beispiele:
SDH=(S2), (WlhHeW2), [R2)=RI1), (Rs2)=(Rs4).

Diese vier Beispiele folgen schon aus dem Auswahlprinzip fiir abzéhlbare
Mengen und waren lange vor der Entdeckung des allgemeinen Auswahlprinzips
bekannt.
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9 Matroide und Transversaltheorie

Die klassischen Begriffe und SchluBweisen iiber lineare Abhingigkeit
wurden einerseits von van der Waerden (in seinem Algebrabuch, mit Anwendung auf
die algebraische Unabhingigkeit), andererseits von Whitney 1935 (mit einer Fiille
von Beispielen, unter anderem aus der Graphentheorie) axiomatisiert. Daraus ist die
Matroidtheorie entstanden (vgl. etwa Aigner, Combinatorial Theory, oder Welsh,
Matroid Theory). Sie behandelt im wesentlichen mathematische Strukturen folgen-
der Art (es gibt viele dquivalente Axiomensysteme dafiir):

Gegeben ist eine Menge V. Eine Teilmenge % — 2" aus endlichen Teilmengen
von V ist ausgezeichnet; diese Teilmengen heien unabhingig. Dabei sollen - wie in
Vektorraumen - folgende Eigenschaften erfiillt sein:

(U1) Die leere Menge ist unabhingig.
(U2) Jede Untermenge einer unabhingigen Menge ist unabhingig.
(U32) Ausd4,Be und |B| =|A| + 1 folgt A U {x}e % fiir mindestens ein x € B\A.

Die geldufigsten Beispiele sind die Vektorrdume ¥ bzw. geeignete Untermen-
gen von solchen. Aus diesen Axiomen - oder dquivalenten Axiomensystemen (.
dazu auch Rados Ubersichtsartikel: Abstract linear dependence [1966A]) - lassen
sich die natiirlichen Verallgemeinerungen der Fundamentalsitze der linearen
Algebra gewinnen. Insbesondere gelten die klassischen Sitze iiber Rang (Dimension)
und Basis unverdndert. Wie schon erwihnt, hat Rado sein Auswahlprinzip
aufgestellt, um in diesem allgemeinen Rahmen zu beweisen, daf alle Basen eines
Matroids gleichméchtig sind. (Eine Basis ist natiirlich eine maximale unabhingige
Teilmenge, und eine unendliche Menge heilt unabhingig, wenn alle ihre endlichen
Teilmengen unabhingig sind.)

Der Heiratssatz von Philip Hall (1935), der heute in jedem Lehrbuch der
Kombinatorik steht und auf dem die ganze Transversaltheorie (siehe dazu die Biicher
von Mirsky, einem Schiiler Rados, und Jungnickel) aufbaut, sagt folgendes:

Gegeben seien die endlichen Mengen M;, i € I, mit |I| < 0. Gesucht ist eine Bedingung
dafiir, da aus jedem M; ein x; ausgewihlt werden kann, so daB alle x;,iel,
verschieden sind. Die x; bilden dann ein sogenanntes Vertretersystem (system of
distinct representatives). Notwendig fiir dessen Existenz ist offenbar die folgende
Bedingung von Philip Hall:

(H) | U M;| > |J| fur jede endliche Teilmenge J von I.
ieJ
Satz9.1. Die Hallsche Bedingung (H) ist hinreichend fiir die Existenz eines
Vertretersystems.

Marshall Hall hat den Heiratssatz auf unendliche Indexmengen I verallgemei-
nert. Ein ganz kurzer Beweis dieser Verallgemeinerung folgt wieder aus dem
Radoschen Auswahlprinzip. Weiter hat Rado eine Abschitzung (von M. Hall) der
Anzahl der Vertretersysteme noch verbessert, siche [1967 B]. Vor allem aber hat er den
Heiratssatz auf Matroide iibertragen. Er ging von folgender Fragestellung aus:
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Gegeben seien Teilmengen M, ..., M, aus Elementen (= Punkten) eines Matroids.
Haben sie ein unabhingiges Vertretersystem (xi, ..., x,)? Eine notwendige Bedin-
gung dafiir ist

(RR) rang ( U M,) > |J| fur jedes J< NY,
ieJ

das heiBt, daB die Vereinigung der M;, ieJ, stets mindestens |J| unabhéngige

Elemente enthilt. Der Rang ersetzt also die Anzahl.

Satz9.2. Die Bedingung (RR) ist hinreichend fiir die Existenz eines unab-
hingigen Vertretersystems. Siehe R. Rado, A theorem on independence relations,
[1942A]. Nach [1967C] gilt die entsprechende Verallgemeinerung auch fiir
Matroide unendlichen Ranges und unendliche Indexmengen 1.

Dieses Resultat ergab den Schliissel zu vielen weiteren Satzen mittels der
Interpretation von speziellen Situationen durch geeignete Matroide (sieche dazu
Mirsky, Tranversal Theory). Die Verallgemeinerung des Heiratssatzes auf beliebi-
ge Mengen M; und beliebige Indexmengen I erwies sich als duBlerst schwierig.
Befriedigende notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz von
Vertretersystemen wurden schlieBlich 1983 von Aharoni, Nash-Williams und
Shelah gegeben, und es ist ein schoner Abschlul dieses Berichts, dal Nash-
Williams als Rados Nachfolger dessen Lehrstuhl in Reading iibernahm.

SchluBbemerkung

Dieser Bericht iiber Teile des mathematischen Werks von Richard Rado muf}
notwendigerweise recht unvollstindig bleiben, weil Rado viel mehr zum mathema-
tischen Forschritt beigetragen hat, als sich in Kiirze darstellen 148t. So konnten die
meisten seiner 116 mathematischen Publikationen hier nicht einmal erwdhnt
werden. Sie- werden jedoch im nachfolgenden Schriftenverzeichnis vollstindig
aufgefiihrt.
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Buchbesprechungen

Bolzano, B., Wissenschaftslehre §§ 164-222, § § 223-268, herausgegeben von Jan
Berg. Bernard Bolzano-Gesamtausgabe, Reihe I, Band 12, 2. Teil, Band 12, 3. Teil,
Stuttgart-Bad Cannstatt: Friedrich Frommann 1988, 237S./239S., Ln., je Band DM 335,-

Jeder Mathematikstudent weiB, daB Bolzano (1781-1848) Sitze iiber stetige
Funktionen bewiesen und ein Gegenbeispiel zu ihrer Differenzierbarkeit angegeben hat.
Wichtig fiir die Entwicklung der Analysis ist daran: Er hat als einer der ersten gesehen, daf3
derartige Aussagen eines Beweises oder einer Widerlegung bediirfen, und daf man in der
Analysis nicht nur, wie zuvor iiblich, aus Formelausdriicken, sondern auch aus Begriffen
schlieBen kann. Das fiihrte ihn zur Untersuchung von Grundbegriffen wie dem der ,reellen®
Zahl. (Vgl. diesen Jahresbericht 79 (1977) 33; 80 (1978) 20.)

Konsequenterweise kommt man dann, und zwar nicht nur von der Mathematik
aus, zur Wissenschaftslehre (1837), dem philosophischen Hauptwerk, mit der Begriindung
der Lehre von den ,,Sitzen an sich“ und von den Schliissen, deren fiir den Mathematiker
wichtigste Teile in den beiden vorliegenden Bianden enthalten sind. Bolzano gilt manchen als
Vorlaufer von Mengenlehre und mathematischer Logik, doch ist es empfehlenswert, sein
viel breiter angelegtes Werk ohne Festlegung auf uns vertraute Begriffe aufzunehmen.

Mit Freudenthal kann man in Bolzanos Mathematik ,premature discoveries®
sehen, die erst viel spiter beachtet wurden, und entsprechendes gilt auch fiir die
Wissenschaftslehre. Die Neuausgabe sollte jedem an den Grundlagen der Mathematik
Interessierten zuginglich sein. Bolzano schreibt fiir Mathematiker verstandlicher als wir es
sonst bei Philosophen befiirchten. Es gibt zwei weitere Einstiegshilfen, eine in Bolzanos
eigenem Text und die andere in den ausgezeichneten Einleitungen des Herausgebers.

Ich habe es hilfreich gefunden, zunichst Bolzanos eigene Auseinandersetzungen
mit den Vorgingern zu studieren, hier die §§185-194 und 254-268. Man findet eine
verstindliche Darstellung der Lehre von den Schliissen seit Aristoteles, in der Bolzano
abwigend seine eigenen Abweichungen begriindet. Zugleich wird seine eigentiimliche
Wissenschaftssprache umgangssprachlich erlautert. Bolzano strebt mit seiner Schluflehre
weit mehr an als eine formalisierbare mathematische Logik oder eine Reduktion auf eine
Mengenlehre. Andererseits betont er (§185), daBl er Sdtze an sich betrachtet und
anschlieBend sprachliche Sitze, die solche Verhiltnisse ausdriicken. Umgangssprachliches
Reden iiber Vertriglichkeit, Ableitbarkeit, Wahrscheinlichkeit, Kausalitit, Abfolge redu-
ziert er auf Sitze der kanonischen Form: Die Vorstellung ¥ hat die Beschaffenheit b, kurz 1
hat . (Auch eine natiirliche Zahl wird als Beschaffenheit aufgefait.) Entsprechend lautet
eine kanonische Form fiir den Existenzquantor: Die Vorstellung von einem V hat
Gegenstandlichkeit (bzw. Mangel an Gegenstandlichkeit).

In seiner Beweistheorie (§§ 195-222) kann Bolzano u. a. die Frage behandeln, ob B
eine logische Folgerung aus A ist, nicht aber in priaziser Weise, ob eine Formel B aus einer
Formel 4 in einer Theorie T formal herleitbar ist. Doch behandelt er spezielle Fragen der
Art, ob eine Formelkette (Abfolge) eine Herleitung von B aus A4 innerhalb von T ist. Dabei
ist ein ,Beweis“ nicht auf rein logische Beziehungen beschrinkt, sondern kann auch auf
direkten SchluBfolgerungen oder inhaltlichen Implikationen beruhen. Eine explizite
Definition des Begriffs Abfolge kann Bolzano nicht geben, doch stellt er dafiir eine Reihe
von Bedingungen auf. Berg hat versucht, diese in Postulaten zusammenzufassen, von denen
das zehnte und letzte lautet: Es gibt mindestens zwei Grundwahrheiten. (Ein wahrer Satz an
sich ist eine Grundwahrheit genau dann, wenn er nicht in Abfolgerelation stehen kann.)

An diesem Beispiel zeigt sich die Problematik, vor der der Herausgeber stand.
Bolzano selbst ist nimlich zégernd und vermeidet apodiktische Festlegungen oftmals. Er
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vermutet (§ 214), ,,daB es allerdings Wahrheiten gebe und geben miisse, die keinen weiteren
Grund ihrer Wahrheit haben: allein ich muf3 gestehen, daB ich bisher noch keinen Beweis
dafiir kenne ...“, findet etwas Vergleichbares in Leibniz’ vérités primitives, aber sonst kaum.
Trotz der Bedenken fahrt er aber in § 215 hypothetisch im Sinne des Bergschen Postulats
fort, daBl es, wenn iiberhaupt eine, so mehrere Grundwahrheiten gebe, ,weil ich nicht
begreife, wie aus einer einzigen Wahrheit alle die iibrigen, die es noch gibt, als Folgen und
Folgen dieser Folgen hervorgehen sollten.“ Leibniz benutze ja auch den Plural. Uberlegun-
gen ontologischer Natur, die eine rein formale Logik nicht berithren wiirden, sind Bolzano
wichtig.

Berg geht auch auf Beziehungen zur Logik des 20.Jahrhunderts ein, so auf
Gentzen, das Lemma von K6nig, auch auf Frege, und er setzt sich gelegentlich kritisch mit
anderen Bolzano-Forschern (H. Scholz) auseinander. Die Editionsarbeit ist, wie in den
anderen Bénden der Gesamtausgabe, vorziiglich. Zusitzlich zur Originalausgabe wurden
von Bolzano selbst handschriftlich hinterlassene Korrekturen beriicksichtigt. Die hervorra-
gende Ausstattung entspricht dem Ladenpreis.

Darmstadt D. Laugwitz

Scholz, E., Symmetrie - Gruppe - Dualitiit, Zur Bezichung zwischen theoretischer
Mathematik und Anwendungen in Kristallographie und Baustatik des 19. Jahrhunderts
(= Science Networks - Historical Studies - Band 1), Basel - Boston - Berlin: Birkhiduser
Verlag 1989, 406 S., Geb., DM 98 -

Der Autor vereinigt in seiner Habilitationsschrift zwei ausfithrliche Fallstudien aus
dem Bereich der ,Angewandten Mathematik“ mit einem wissenschaftstheoretischen
Kapitel, das grundsétzlichen Erérterungen iiber die Beziehungen zwischen theoretischer
Mathematik und ihren Anwendungsgebieten gewidmet ist.

Er stellt im 1. Kapitel den Ubergang von der beschreibenden zur mathematischen
Kristallographie detailliert dar - beginnend mit der noch dem 18. Jahrhundert angehéren-
den Lehre A. G. Werners, der von einfachen Kristallpolyedern als Grundgestalten ausging.
Auf atomistischer Basis hatte auch J. B. L. Romé de I’Isle seine quantitativ viel stirker
prizisierte Modifikationstheorie entworfen.

Im AnschluB an der Chemie Lavoisiers entnommene molekulare Vorstellungen
stellte R. J. Haity mathematisch prézisierte Erzeugungsregeln auf und gab 1822 achtzehn
welementare Kristallformen“ an. Unter dem EinfluB der dynamistischen, von Kraftvorstel-
lungen beherrschten Naturphilosophie entwickelte C. S. WeiB} sein alternatives Theoretisie-
rungsprogramm der Kristallographie. Insbesondere 148t sich, wie Verf. zeigt, die Konzep-
tion von Kristallachsen aus der Annahme von HauptabstoBungsrichtungen der polar
wirkenden Krifte begreifen. Bei F. L. Frankenheim kam es dann zu einer Verbindung der
beiden gegensitzlichen Standpunkte. Das - damals weitgehend iibersehene - Resultat war
eine vollstandige Ubersicht iiber die 32 Kristallklassen (1826) sowie in der Ausdruckweise
eine Anndherung an die zeitgendssische Permutationslehre.

Die Vormachtstellung der Theorie Haiiys lieB sich 1840 aufgrund der Fortschritte
der Chemie nicht mehr halten. Die von G. Delafosse geforderte Anpassung im Sinn einer
abstrakten Gitterkonzeption der Kristalle verlangte zuvor die Prizisierung der méglichen
Symmetrietypen der Molekiile, die Analyse des Zusammenhangs zwischen Gitterkonfigura-
tionen und Grundformen der Kristalle und die Klirung der Prinzipien des Zusammenwir-
kens von Gitterkonfigurationen und Molekiilsymmetrien. Die beiden ersten Fragenkreise
konnte A. Bravais weitgehend aufklédren, die Beschiftigung mit dem dritten fithrte ihn zur
Aufstellung einer Theorie, die in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts die eindeutig
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vorherrschende wurde und eine fast vollstindige implizite Klassifikation der endlichen
orthogonalen Gruppen erméglichte. Bravais hatte 1850 das Ziel der Klassifikation der
Raumgitter unter Symmetriegesichtspunkten erreicht (d. h. eine implizite Charakterisierung
der 14 Isometriegruppen der Raumgittertypen).

Verf. wendet sich dann C. Jordans Klassifizierung der Bewegungsgruppen des
euklidischen Raums (1869) zu, beschreibt dessen algebraischen Ausgangspunkt und sein
Bestreben, verschiedene kristallographische Ansitze zu verbinden. Auch macht er deutlich,
weshalb Jordans Leistungen zunichst eher in der Geometrie (bei F. Klein und S. Lie) auf
fruchtbaren Boden fielen als in der Kristallographie. Das 1. Kapitel endet mit der
Beschreibung der Durchsetzung des mathematischen Gruppenbegriffs und der Aufstellung
der 230 Raumgruppentypen (L. Sohncke, E. S. Fedorov, A. Schoenflies), wie bereits in
anderen, hier zitierten Publikationen niher untersucht.

Das 2. Kapitel iiber das Vordringen projektiver Methoden in der graphischen Statik
beginnt mit einer Skizze iiber die Verwissenschaftlichung der Technik im 19. Jahrhundert.
Dabei geht es dem Verfasser um die Verdeutlichung der Wechselwirkungen zwischen den
beiden als komplementir angesehenen Entwicklungstendenzen: der starken Fixierung der
mathematischen Forschung auf die reine Theorie und der Verselbstdndigung wichtiger
Anwendungsgebiete.

Als erstes wird C. Culmanns Versuch einer Fundierung der (von ihm implizit
vektoriell betriebenen) graphischen Statik durch Konzepte der projektiven Geometrie
besprochen. — Etwa parallel dazu verlief die mit den Namen Rankine, Maxwell und
Cremona verkniipfte Entwicklung. Maxwell erzielte durch Einbeziehen flichentopologi-
scher Gesichtspunkte 1870 weitere Fortschritte. Cremona kniipfte 1872 an den Maxwell-
schen Ansatz an, leistete mit seiner Arbeit aber zugleich einen Beitrag zu Culmanns
Programm, indem er die Rankine-Maxwell-Dualitit von Stab- und Kriftediagramm in
dessen Theoretisierungsprogramm einordnete.

Culmanns Scheitern wird vom Autor in den weiteren Zusammenhang der
Methodendebatte der (deutschen) Ingenieurwissenschaften in den Jahren nach 1890 gestellt
und als Paradebeispiel einer mifigliickten (weil am ,,Formalbildungsideal® der reformierten
deutschen Universititen des 19. Jahrhunderts ausgerichteten) Theoretisierung gesehen.
Zukunftsweisend war dagegen die Mathematisierung der Baustatik durch Vektorrechnung
und n-dimensionale Algebra. A. Foppls ,Graphische Statik“ (1900), je nach Bedarf auf
verschiedene mathematische Theorien zuriickgreifend und die Bediirfnisse der Ingenieure
beriicksichtigend, markierte dann den Durchbruch.

Das 3. Kapitel bringt die interessante wissenschaftstheoretische Auswertung der
beiden Fallstudien. Verf. hilt bei der angewandten Mathematik ihren heteronomen, also
fremdbestimmten Charakter fiir das Wesentliche gegeniiber der autonomen, ihre eigenen
Ziele setzenden reinen Mathematik. Die reine Mathematik des 19. Jahrhunderts strebt nach
selbstreferentieller Begriindung; dagegen ist die angewandte Mathematik zumindest zum Teil
von Begriindung und Bedeutung her fremdreferentiell - iibernimmt aber dann teilweise
von der reinen Mathematik das Ideal selbstreferentieller Begriindung. Man sollte den
Vorschlag aufgreifen, diese Kategorien auch bei weiteren mathematikhistorischen Unter-
suchungen anzuwenden, um zu iiberpriifen, inwieweit sich so der wechselseitige EinfluB
zwischen reiner Theorie und Anwendungen in schiarferer Weise erfassen 14Bt, als es mit
Hilfe der traditionellen Dichotomie zwischen ,reiner und ,angewandter Mathematik
moglich ist.

Hamburg C. J. Scriba
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Dieudonné, J., A History of Algebraic and Differential Topology 1900-1960, Basel:
Birkhduser Verlag 1989, 695S., DM 168,

Dies ist zun4chst einmal ein Buch von einem Mathematiker fiir Mathematiker.
Als solches ist es von hohem Wert. Es informiert den Leser nicht nur iiber den zeitlichen
und wechselseitig bedingten Ablauf topologierelevanter Entdeckungen und Konstruktio-
nen von Poincaré bis ca. 1960, von den ersten unsicheren und auch fehlerhaften Schritten
bis zur Kldrung und endgiiltigen (?) Form. Es berichtet und kommentiert nicht nur, was
die verschiedenen Forscher zu einem Thema oder einer Theorie beigetragen haben - das
sind Dinge, die man von einem solchen Werk erwartet. Es gibt dariiber hinaus auch
mathematische Erlduterungen, gibt Beweise oder Beweisskizzen, die teils der Historie
dienen teils dem mathematischen Verstindnis eines Zusammenhangs. Bei diesen Erliute-
rungen verwendet der Autor durchaus auch neuere Betrachtungsweisen. Zwar berichtet
und erklért er, wie die frithen Topologen zu ihren Ergebnissen kamen (oft auf verschlunge-
nen Wegen), dies aber nicht selten von einem moderneren Standpunkt aus. Das Buch ist
daher so etwas wie ein historischer Enzyklopidieband der algebraischen Topologie, in
welchem allerdings die s. g. niederdimensionale Topologie fast ganz fehlt (s. unten). Der
Mathematiker kann daraus lernen, was Homologie ist oder ein CW-Komplex, oder auch
kompliziertere Dinge wie Steenrodoperationen, ja iiberhaupt die wichtigsten in der
Berichtsperiode entstandenen Begriffe, und er erfihrt dabei gleichzeitig, wann und wie sie
entstanden sind. Man kann einem guten, fortgeschrittenen Studenten das Buch zum
Selbststudium empfehlen. Er wird dabei nicht nur die Grundbegriffe kennenlernen,
sondern gleichzeitig auf ausfiihrliche und weiterfithrende Literatur hingewiesen und
vorbereitet werden. Wenn der Student dazu noch den Student’s Guide von J. F. Adams
(Cambridge 1972) hinzuzieht (sowie Steenrod’s klassifizierenden Reviewsband, Am. Math.
Soc. 1968), dann wird sein Studium der Topologie gut gefiihrt - allerdings nur bis ca. 1960.
Was danach kommt, brauchte fiir die nachsten 25 Jahre einen weiteren umfangreichen
Band. AuBerdem fehlt die klassische und gleichzeitig aktuelle Topologie der kleinen (< 4)
Dimensionen bedauerlicherweise fast ganz. In diesen Dimensionen treten besondere
Probleme auf, bei denen die allgemeinen Methoden kaum greifen; umgekehrt sind die
Methoden der kleinen Dimensionen meist auf Phinomene zugeschnitten, die in héheren
Dimensionen nicht auftreten. Zumindest beim heutigen Stand wire es angemessen, diesem
Teil der Topologie ein selbstandiges Buch zu widmen. Der Wissenschaftshistoriker wird an
Dieudonné’s Buch gewill vieles auszusetzen haben und mit dem Vorgehen und den
Methoden des Autors in vieler Hinsicht unzufrieden sein. Die Kritik, die der Besprecher C.
J. Scriba in diesen Jahresberichten 83 (1981) 60-61 zu der unter der Direktion von
Dieudonné publizierten ,Abrégé d’histoire des math. 1700-1900“ iibt, trifft in vieler
Hinsicht auch fiir das vorliegende Buch zu. Dennoch scheint mir, da8 das Buch auch dem
Wissenschaftshistoriker sehr niitzlich sein kann, insbesondere natiirlich, wenn er sich
selbst mit der Geschichte der Topologie befaBt: Es zeigt ihm Wege und innere Zusammen-
hiange der Topologie und es fithrt ihn nach mathematisch-inhaltlichen Gesichtspunkten
durch die Literatur. Dabei bleiben vermutlich manche historisch interessante Quellen
ungenannt, sie werden aber leichter auffindbar bzw. zugénglich. Das Buch richtet sich
eben in erster Instanz an Mathematiker - und sogar vor allem an die Topologen und deren
Verwandte.

DaB ein solches Werk auch mathematische Ungenauigkeiten enthilt, ist bei der
Fiille des Stoffes und der zwangsldufigen Skizzenhaftigkeit wohl unvermeidlich. Der
Besprecher hat jedoch nur kleine Mingel bemerkt, meist fehlende Teile der Voraussetzun-
gen, wie z.B. die folgenden (aber nicht nur diese): Seite 53, Zeile 11/12 (transverse
intersection); S. 278, Z. 20 von unten (, 4 trivial; S.281, Z. 3 v. u. (a necessary condition);
S.283, Formel (22) (Endlichkeitsvoraussetzung); S.523 eine Kohomologieoperation ist
eine natiirliche Transformation.
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Das Buch ist zweckmiBig und ubersichtlich angelegt. Es besteht aus drei
Hauptteilen, 18 Kapiteln und iiber 220 Abschnitten und Unterabschnitten. Jeder Hauptteil
hat eine ausfiihrliche, instruktive Einleitung. Es gibt eine gegliederte Aufstellung der
verwendeten Bezeichnungen, einen Index der zitierten Namen, einen Sachindex und eine
Bibliographie mit 526 Titeln. Wir zitieren zum SchluB} die Kapiteliiberschriften.

Part 1. Simplicial Techniques and Homology: The Work of Poincaré. — The Build-
Up of “Classical” Homology. - The Beginnings of Differential Topology. — The Various
Homology and Cohomology Theories.

Part 2. The First Applications of Simplicial Methods and of Homology: The
Concept of Degree. - Dimension Theory and Separation Theorems. - Fixed Points. -
Local Homological Properties. — Quotient Spaces and Their Homology. - Homology of
Groups and Homogeneous Spaces. - Applications of Homology to Geometry and
Analysis.

Part 3. Homotopy and Its Relation to Homology: Fundamental Group and
Covering Spaces. - Elementary Notions and Early Results in Homotopy Theory. -
Fibrations. - Homology of Fibrations. — Sophisticated Relations between Homotopy and
Homology. - Cohomology Operations. — Generalized Homology and Cohomology.

Heidelberg A. Dold

Liineburg, H., Tools and Fundamental Constructions of Combinatorial Mathema-
tics, Mannheim: BI Wissenschaftsverlag 1989, 527S., DM 78,-

Professor Liineburg’s new book on combinatorial mathematics is quite unusual in
his choice of topics which, however, does not at all diminish its interest. The reader who is
familiar with the author’s previous books will, of course, not be surprised to learn that this
is again a very personal view of the subject. As Liineburg says himself: “It is my anthology
of combinatorial mathematics which is displayed here, and there will be people denying
that it is a book on combinatorics at all.” Indeed, the book contains much more material
from algebra (both universal and concrete) and from the foundations (number systems and
set theory) than one would expect; there also is quite a bit of transfinite math in here. A
glance at the table of contents will suffice to give some idea; the 24 Chapter headings are as
follows:

I. Dedekind Triples: The Fundamental Gauge - II. Finite Sets: The Basic Objects
of Combinatorics - ITI. Familiar Realizations of Dedekind Triples - IV. Adding without a
Carry: Ein Glasperlenspiel - V. Rudiments of Universal Algebra - VI. Embedding
Commutative Semigroups into Groups: Localization - VII. The Revolving Door Algo-
rithm - VIII. Partitions of Finite Sets — IX. Gray Codes: The General Case - X. A Little
Bit on Graphs - XI. Operator Groups - XII. The Symmetric Groups: Combinatorial
Properties — XIII. The Symmetric Groups: Algebraic Properties - XIV. Lyndon Words -
XV. Galois Fields: Counting Irreducible Polynomials — XVI. Ordered Sets - XVII. The
Axiom of Choice: Equivalent Principles and Consequences - XVIII. The Marriage
Theorem - XIX. Independence Structures — XX. Free Constructions - XXI. Symmetric
Polynomials - XXII. Lie Algebras — XXIII. Ordered Groups — XXIV. The Fundamental
Theorem of Algebra: A Final Highlight

As the title suggests, considerable emphasis is given to the algorithmic side of the
subject; there are many detailed algorithms, e.g. for generating subsets, k-subsets,
partitions, trees etc. As usual with the author, the book is very carefully written, giving all
the details. The real “final highlight” is, of course, the bibliography which starts with a 20-
page essay which both comments the references to follow and, much more important,
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places them and the matter dealt with in historical perspective. This short essay contains
an astounding wealth of historical information which I found immensely interesting and
important. This part by itself would already amply justify acquiring the book. I have one
bit of information to be added in this context: The theorem on the dimension of the space
generated by the (nXn)-permutation matrices for which Liineburg gives no source (cf.
p- 490) seems to be due to H. K. Farahat and L. Mirsky (“Permutation endomorphisms and
a refinement of a theorem of Birkhoff”, Proc. Cambridge Phil. Soc. 56 (1960) 322-328).
Another feature I like is the occasional didactical aside (all books by Professor Liineburg
serve a didiactical purpose, even if this is not generally acknowledged); in particular, I
recommend reading the author’s arguments in favour of basis-free teaching of linear
algebra on p. 293.

The author’s aim was to provide a beautiful book on combinatorics. I think he has
succeeded: His book contains a lot of interesting combinatorics (both theoretical and
algorithmic), and a lot of beautiful mathematics closely related to combinatorics (even if
not generally considered combinatorics). Moreover, it is not just a collection of gems,
plums or the like, but it gives an idea of the unity of the subject matter considered even if it
seems, at first glance, rather unrelated. Presenting the reader with some fascinating and
not quite expected connections is one of its main achievements; as an example, let me
mention the recurring theme of Dedekind numbers (which show up in counting irreducible
polynomials and in counting Lynson words which leads us on to Lie algebras and to free
groups). This book should convince the sceptic that combinatorial thinking is not only a
respectable but indeed an indispensable part of doing mathematics.

To sum up: This book is non-standard, but all the better for being so. I would not
want to miss it, and I recommend the reader to buy his own personal copy. I think he will
not be disappointed. I guess the best way to close this review is by reproducing the quote
from H. E. Huntley’s “The Divine Proportion” given by Liineburg at the beginning of his
Foreword: “I can’t see much in your scenery here”, said an American tourist to a guide in
Wordsworth’s country. “Don’t you wish you could, sir?” was the apt retort.

Giellen D. Jungnickel

Hall, R. R., Tenenbaum, G., Divisors (Cambridge Tracts in Mathematics 90),
Cambridge University Press 1988, 167 pp., $39.50

Die vorliegende, technisch sehr anspruchsvollel) Monographie behandelt ein
spezielles, aber wichtiges und aktuelles Thema aus der analytischen Zahlentheorie,
niamlich Fragen nach der Verteilung der Teiler einer (grofen) Zahl n; insbesondere werden
Fragen nach der Existenz von Teilern von n, die ,,nahe“ beieinander liegen, gestellt und
beantwortet. Ein zentrales Ergebnis des Buches (5. Kapitel) ist der (von H. G. Maier und
G. Tenenbaum 1984 stammende) Beweis der auf P. Erdos zuriickgehenden Vermutung:

Alle Zahlen n < x bis auf hichstens o(x) Ausnahmen besitzen zwei Teiler d, d’, die
d <d' < 2d erfiillen.

Die meisten der in den sieben Kapiteln des Buches (einschlieBlich der , Exercises®)
bewiesenen Sitze gehen auf Arbeiten der beiden Verfasser, von H. G. Maier, A. Hilde-
brand und C. Hooley zuriick.

l) “The book is addressed to graduates training in analytic number theory, and to more
advanced persons to whom the content appears unfamiliar and potentially useful.”
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Als ein Ausgangspunkt der Theorie kann ein Ergebnis von Hardy und Ramanujan
iiber die Teilerfunktion: Fiir jedes ¢ > 0 ist (logn)°2 ¢ < t(n) < (log n)°®2* ¢ p.p. (d. h. fiir
alle n < x mit hichstens o(x) Ausnahmen) oder iiber die Funktionen n— w(n) bzw. Q(n)
gelten: Ist w(n) 7 =, y(n) < (loglogn)"/S, so gilt

|w(n) — loglog n| < w(n)- /loglog n

fiir alle n < x mit hochstens O(x +exp (—1/2 wz(x))) Ausnahmen.

Im Vorwort wird beschrieben, welchen EinfluB diese Ergebnisse und die Ideen
von Paul Erd6s auf die weitere Entwicklung des Gebietes hatten. Die Vielzahl dieser
Entwicklungen macht es unmoglich, diese alle in einer Monographie darzustellen. So
beschrinken sich die Verfasser - von denen bedeutende Beitrige zum Fragenkreis des
Buches stammen - auf die Fragestellung der propinguity of divisors: gibt es Intervalle der
logarithmischen Lénge log®n, 0 < @ < 1, in denen ,,sehr viele“ Teiler einer vorgegebenen
Zahl n liegen?

Methodisch wird eine Vielzahl von Techniken der analytischen Zahlentheorie
angewandt; ein zentraler Punkt ist die Gewinnung asymptotischer Formeln mit ,,guten“
Restgliedern fiir erzeugende Funktionen der Gestalt

anx,...f(n)'yﬂ(n),

aus deren Verhalten mit Hilfe der Fourier-Transformierten Riickschliisse auf die Koeffi-
zienten f(n) gezogen werden konnen. Fiir die betrachteten Teilerfunktionen ist u. a. auch
Information iiber die Exponentialsumme

(1, 0)=2 4, d"®
notig.

Im einzelnen werden die folgenden Fragestellungen behandelt: Im nullten Kapitel
~preliminaries“ werden wichtige, spiter hiufig benétigte, vielseitig anwendbare Ergebnisse
aus der analytischen Zahlentheorie (wie etwa Abschitzungen von Summen iiber multipli-
kative Funktionen, Siebabschitzungen [z.B. fiir die Anzahl der n<x mit gréBtem
Primfaktor < z], Ergebnisse iiber die lokale Verteilung der Werte der Funktionen Q und
) zusammengestellt.

Im ersten Kapitel werden (recht genaue) Ergebnisse iiber die Anzahl w(n, f) der
Primteiler < ¢ von , die GréBe des j-ten Primfaktors und des j-ten Teilers von n bewiesen,
die fiir alle n < x bis auf o(x) Ausnahmewerte gelten.

Das zweite Kapitel ,Sieving by an Interval” befaBit sich mit Abschitzungen der
Anzahl H(x, y, z) der ganzen Zahlen n < x, die mindestens einen Teiler d im Intervall
y<d<z besitzen. Als Anwendungen ergeben sich z. B. Existenz und Abschitzung der
asymptotischen Dichte der natiirlichen Zahlen n, die wenigstens einen Teiler d in

n(l — u)/t <d<nl/'

besitzen, sowie eine obere Abschitzung der (von y abhingigen) asymptotischen Dichte der
Folge der n, die Edl,,, a<y u(d) #0 erfiillen.
Das dritte Kapitel befaB3t sich mit der spiter benstigen Funktion

©(n, ©) = 4 d'%,

z.B. werden fiir ,fast alle“ n giiltige obere Abschétzungen sowie asymptotische Formeln
fiir

Dn<x |t(n, ©))F -y ®
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und - mit sehr genauen Restgliedern - fiir

Sacx T, 0 und  Xa<x |t(n, ©))2 y2?

bewiesen.
Im vierten Kapitel werden die vier Funktionen

T(n,a)=#{d|n, d’|n, | log (d/d")| < log®n},
U(n, o) =#{d|n, d’|n, ggT(d,d’) =1, |log(d/d")| <log" n},
T (n)=#{k; 3d|n, 2 <d <2**1} (P. Erdés), und
A(n) = max, #{d|n, z < d < ez} (C. Hooley)

studiert; z. B. werden asymptotische Formeln fiir die Summen
Sacx T, @)y und  X,<x Uln,a) y®

bewiesen, aus denen leicht obere Abschitzungen fiirr T'(n, @) und U(n, a) gefolgert werden
konnen, die fir ,fast alle“ » giiltig sind.

Das fiinfte Kapitel kreist um die schon eingangs genannte Vermutung von Erdés;
es wird bewiesen, daB die Anzahl der n < x, die kein Teilerpaar d, d’ mit d < d’ < 2d
besitzen, ein O(x - (loglog x)_"j - (logloglog x)‘w) ist, wobei # = 0.00415... ist.

Die beiden letzten Kapitel schlieBlich befassen sich mit Verallgemeinerungen 4,(n)
der schon oben eingefiihrten Hooleyschen Funktion 4(n), die ebenfalls die ,Nahe“ der
Teiler von n messen. Insbesondere werden untere und obere Abschitzungen fiir die
Summe S,(x, y) = an x 4,(n)* y°® gegeben. Eine vermutete asymptotische Formel fiir
diese Summe wird auf p. 138 formuliert. Der Beweis dieser Formel gelingt ,fast, d. h. bis
auf einen Faktor (log x)°().

Die Monographie enthilt ein ausfiihrliches Literaturverzeichnis, einen Anhang
iiber Verteilungsfunktionen, weiter zu jedem einzelnen Kapitel ,notes“, in denen in
knapper Form die Entstehung wichtiger Begriffe erliutert wird und Hinweise auf die
Literatur gegeben werden. Besonders hervorzuheben sind die insgesamt 74 meist sehr
anspruchsvollen ,exercises“ zu den einzelnen Kapiteln, die jedoch mit hinreichend vielen
Losungshinweisen versehen sind, so daB fiir graduierte Studenten der analytischen
Zahlentheorie das Losen der Ubungsaufgaben ein auBerordentlich lehrreiches Training
darstellt.

Die knapp geschriebene, aber wegen der klaren Beschreibung der benétigten
Ideen und der Angabe aller wesentlichen Einzelschritte fiir Graduierte trotz aller Kiirze
noch gut zu lesende Monographie behandelt ein aktuelles Teilgebiet der analytischen
Zahlentheorie und bringt Ergebnisse, die bis vor kurzem noch unerreichbar schienen.

Frankfurt am Main W. Schwarz

Serre, J-P., Lectures on the Mordell-Weil Theorem, translated and edited by
Martin Brown from notes by Michel Waldschmidt (Aspects of Mathematics, vol. E15),
Braunschweig: Vieweg Verlag 1989, X + 218 Seiten, soft cover DM 52,~

Diese Vorlesungausarbeitung ist ein erstklassiges, weit ausgreifendes Buch zu
einem klassischen Thema, in dessen Umkreis sich viele der aufregendsten Entwicklungen
der neuesten Arithmetischen Algebraischen Geometrie abspielen.

Entstanden ist diese englische Version der Vorlesungausarbeitung aus der Mit-
schrift Michel Waldschmidts von Serres Vorlesungen am Collége de France 1980 und 1981.




Buchbesprechungen 31

Diese Mitschrift war als Preprint unter dem treffenden aber schwer iibersetzbaren Titel
»Autour du Théoréme de Mordell-Weil“ erhiltlich, wurde aber fiir die vorliegende Neufas-
sung noch einmal iiberarbeitet. Auf 200 ,geTEXten“ Seiten wird nun das imponierende
Pensum bewiltigt, das wir jetzt in groben Ziigen durchgehen.

Das Buch beginnt mit einem knappen A4brif des Folgenden. - Leider unterlduft
hier gleich auf der ersten Seite ein, freilich weit verbreiteter, historischer Fehler: Poincaré
hat in seiner berithmten Arbeit von 1901 keineswegs gezeigt, daB die rationalen Punkte
einer punktierten Kurve vom Geschlecht 1 eine Gruppe bilden: ihm fehlte das Inverse!
Sylvester war iibrigens schon 1880 in die durch den Tangenten-/SekantenprozeB entste-
hende algebraische Struktur auf den rationalen Punkten einer Kubik tiefer eingedrungen
als Poincaré 1901.

Mit Kapitel 2 beginnt der Stoff des Buches im Einzelnen: zunéchst eine griindliche
Einfithrung in die Theorie der Héhen. Die Begriffe werden so weit wie nétig axiomatisiert.
Trotzdem behilt die Darstellung weitgehend die Konzentriertheit einer guten Vorlesung.
Seitenargumente z. B. werden an der Stelle eingeschoben, wo man sie braucht. Im Zentrum
von Kapitel 2 steht die Endlichkeit der Punkte des IP,(@Q) von beschrinkter Hhe und
beschrinktem Grad iiber @ - der ,Satz von Northcott*, einschlieBlich der quantitativen
Version nach Schanuel. AnschlieBend wird auf projektive Varietiten verallgemeinert. Das
Kapitel schliet mit einem interessanten Beispiel zum Aufblasen, das iibrigens in einer
neuen Arbeit von Batyrev und Manin (Sur le nombre des points rationnels de hauteur
borné(e) des variétés algébriques; Preprint IHES/M/89/25, April 1989; Prop. 1.6) aufge-
nommen wird. - Das im Index leider fehlende Symbol % wird auf Seite 27 eingefiihrt.

Den Normalisierten Hohen ist eigens das dritte Kapitel gewidmet. Es beginnt mit
Tate’s Trick, gewisse nur bis auf O(1) bestimmte Funktionen zu normalisieren. Ab § 3.2
wird dann die Néron-Tate Hohe auf abelschen Varietiten studiert. Als Anwendung
bekommt man gleich schon eine erste Strukturaussage (insbes. Endlichkeit der Torsion)
iiber die Gruppe der K-rationalen Punkte einer abelschen Varietit, K ein Zahlkérper.

Nachdem in den beiden vorhergehenden Kapiteln die Hohen so eingehend
untersucht worden sind, bedarf es am Anfang von Kapitel 4 nur noch fiinf iibersichtlicher
Seiten, um den Satz von Mordell-Weil - d.i. die endliche Erzeugtheit der Gruppe der
rationalen Punkte einer abelschen Varietit iiber einem Zahlkorper — mit mehrfachen
Beweisvarianten und Verweisen auf Verallgemeinerungen, und einschlieBlich einer Beweis-
skizze des fundamentalen Hermiteschen Endlichkeitssatzes iiber Zahlkorper zu erledigen.
Der Autor 148t hier wie auch im iibrigen Buch jeweils knapp und deutlich verschiedene
Methoden, die zum selben Resultat fiihren, Revue passieren. Die beiden letzten Paragra-
phen dieses Kapitels sind wieder expliziten Resultaten gewidmet: § 4.5 gibt die asymptoti-
sche Anzahl der rationalen Punkte mit beschrinkter Hohe einer abelschen Varietit nach
Néron; §4.6 schlagt den Bogen zuriick zum elementaren Beweis des schwachen Mordell-
Weil mit Faktorisierungsargumenten fiir elliptische Kurven.

Kapitel 5 ist mit Mordells Vermutung iiberschrieben. Zwischen Serres Vorlesung
und dem Erscheinen des Buches liegt der (mittlerweile auch mehrfach in Buchform
bearbeitete) Beweis dieser Vermutung durch Faltings. Statt des Beweises bietet das
vorliegende Buch iltere partielle Ergebnisse, die aber ihr Interesse durch Faltings’
allgemeinen Beweis nicht véllig verloren haben: Chabautys Methode (§5.1) liefert gute
effektive Schranken fiir die Punkteanzahl spezieller Kurven. - Der Ansatz von Manin-
Demjanenko (§ 5.2-5.4) 148t sich u. a. auf Modulkurven Xp(p™) und damit auf rationale
Torsionspunkte elliptischer Kurven anwenden. Beispielhaft fiir die weite Perspektive des
Buches ist es, dal anlidBlich dieser Anwendung auch Belyis Satz iiber die Universalitit
allgemeiner Modulkurven (nicht notwendig zu Kongruenzuntergruppen) mit Beweis
eingeschoben wird. (Am Rande sei vermerkt, daB der Ubersetzer (S. 67, 71) eine nur im
Franzésischen iibliche Wendung ins Englische iibernimmt, indem er der upper half plane
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noch den Namen Poincaré voranstellt). - Mumfords effektive Schranke (in Abhéngigkeit
nur von s) der Anzahl der rationalen Punkte der Kurve, deren Héhe zwischen 7 und r(1 +
s) liegt, wird in der effektiven Version von Faltings’ Satz nach Par$in und Zarchin benutzt.
Diese Anwendung wird allerdings in § 5.7 nicht erwihnt.

Kapitel 6 bietet eine kurze Einfithrung in Nérons lokale Héhen einschlieBlich
expliziter Formeln fiir elliptische Kurven.

In Kapitel 7: Siegels Methode, geht es erstmals nicht um alle rationalen sondern
um (S-)ganze Punkte auf affinen Kurven. Siegels Satz iiber die Endlichkeit der ganzen
Punkte auf Kurven vom Geschlecht >0 oder mit mindestens 3 unendlich fernen Punkten
wird samt Verallgemeinerung auf S-ganze Punkte bewiesen, wobei die Aspekte der
diophantischen Approximation besonders herausgearbeitet werden. Eine genaue Diskus-
sion der rationalen Kurven mit unendlich vielen ganzen Punkten unterbleibt dabei (im
Gegensatz etwa zu Siegels Originalarbeit), wird aber in der Ubung am Ende von Kapitel 9
im Kontext von Hilberts Irreduzibilitatssatz teilweise nachgeholt.

Kapitel 8 behandelt effektive Endlichkeitssitze fiir (S-)ganze Punkte, die aus
Bakers Abschitzung fiir Linearkombinationen von Logarithmen algebraischer Zahlen
folgen (welche selber hier nicht bewiesen wird). Die erste, entscheidende Anwendung der
Methode (§8.3) ist auf IP; —{0, 1, }. In diesem Abschnitt vermiit man leider einen
Hinweis auf das spektakulire Ergebnis von Evertse iiber Lésungen der Gleichung Ax + uy
=1 in S-Einheiten (Inventiones 75 (1984) 561-584). Es wurde nach Serres Vorlesung erzielt
und fand wohl deshalb nicht mehr den Weg in dieses Buch. - Weitere Anwendungen von
Bakers Methode schlieBen insbesondere die Aussage ein (§8.5), daB es (bis auf Isomor-
phie) nur endlich viele elliptische Kurven iiber gegebenem Zahlkorper mit guter Reduktion
auBlerhalb einer gegebenen endlichen Menge S von Stellen gibt.

Mit Kapitel 9 iiber Hilberts Irreduzibilitdtssatz beginnt der letzte Teil des Buches
(Kapitel 9-13). Er behandelt als Anwendungen des Satzes weiterhin die Konstruktion von
Galoiserweiterungen mit vorgegebener Gruppe (Kapitel 10), die Konstruktion elliptischer
Kurven mit hohem Rang der Mordell-Weil Gruppe (Kapitel 11) und schlieft mit quantitati-
ven Aussagen iiber diilnne Mengen, die aus dem groBen Sieb folgen (Kapitel 12/13) - eine
Methode, die sonst in Texten zur arithmetischen algebraischen Geometrie selten zu finden
1st.

Auf 12 klein bedruckten Seiten folgt dann noch ein Anhang iiber das Klassenzahl-
1-Problem und ganze Punkte auf Modulkurven. Er gibt einen detaillierten Uberblick iiber
verschiedene Methoden, die imaginir-quadratischen Zahlkorper mit Klassenzahl 1 durch
das Studium ganzer Punkte auf gewissen Modulkurven effektiv zu bestimmen - und héufig
interessante Zusatzinformationen zu erhalten. Dieser Anhang ist fiir den zahlentheoretisch
interessierten Leser eine willkommene Abrundung des Buches und zeigt sehr schon die
vorher allgemein diskutierten Methoden ,bei der Arbeit®.

An Vorkenntnissen verlangt das Buch vom Leser eine gewisse Vertrautheit mit der
Sprache der modernen Algebraischen Geometrie — was bei der sonstigen Literatur iiber
diesen Gegenstand ja auch heute noch nicht iiberall selbstverstandlich ist. Angesichts des
hiufig knappen und assoziationsreichen Stils ist Vorwissen niitzlich; anders gesagt: das
Buch wird auch den Kenner nicht langweilen. Fiir den Lernenden diirfte sozusagen jede
Seite dieses Buches eine hdchst anregende Lektiire sein.

Leider 148t die Bibliographie stellenweise zu wiinschen iibrig und dies ist bei
einem Buch, das so viel Literatur verarbeitet wie dieses, um so bedauerlicher. Schon die
Reihenfolge der Eintrige ist nicht immer einsichtig; etwa ,[Na]“ - ,[No]“ - ,[Ne]“, u.a.
Vor allem aber ist die Zuordnung zwischen Verweisen im Text und Eintrigen der
Bibliographie nicht fehlerfrei. So kann man auf Seite 137 noch leicht erraten, da das
zitierte ,[Sh]“ dem Eingang ,[Sha]“ der Literaturliste entsprechen muf. Ebenso ist
J[Dol1]“ (S. 189), durch Tippfehler oder versehentliche Orientierung am Vornamen,
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natiirlich ein Verweis auf die Arbeit ,[Gol]“ von Dorian Goldfeld. Der Eingeweihte
erkennt auch, daB ,[Gr]* (Seite 196) auf B. H. Gross’ (in der Bibliographie fehlende)
Springer Lect. Notes #776, und nicht auf den Eintrag ,[Gr]* der Bibliographie verweist.
Auch die Seite 128 mit ,[Oe]“ bezeichnete Arbeit von Oesterlé 148t sich wohl identifizie-
ren. Aber was ist mit ,[MZ]“ auf Seite 40 gemeint? - Diese Mingel sind #rgerlich, zumal
sich doch auf dem Computer solche Fehler mit wenig Miihe finden und korrigieren
lassen.

Bonn N. Schappacher

Vinberg, E. B., Linear Representations of Groups, Basel: Birkhduser Verlag 1989,
152 S., DM 46,-

Man kann die Bedeutung des Begriffes einer linearen Darstellung einer Gruppe
kaum iiberschitzen. Lineare Darstellungen von Gruppen, deren systematisches Studium
durch Frobenius um die Jahrhundertwende eingeleitet wurde, spielen eine wichtige Rolle
in verschiedenen Gebieten der Mathematik (harmonische Analyse, Zahlentheorie, Theo-
rie der endlichen Gruppen, Differentialgeometrie, Spektraltheorie linearer Operatoren,
usw.) und werden erfolgreich benutzt bei zahlreichen Problemen der Physik und der
Chemie.

Das vorliegende Buch von E. B. Vinberg ist eine Einfiihrung in die Theorie der
linearen Darstellungen von Gruppen. Dabei werden nur endliche oder — allgemeiner -
kompakte Gruppen behandelt, und es werden ausschlieBlich endlich dimensionale Darstel-
lungen iiber € oder R betrachtet. Gegen eine solche Auswahl aus der Fiille der moglichen
Themen aus dem Bereich der Gruppendarstellungen ist natiirlich nichts einzuwenden. Zu
kritisieren ist vielmehr, da8 das Buch selten in die Tiefe geht und fast keine allgemeinen
Ergebnisse enthilt. Der Autor selbst schreibt, daB er keinen Anspruch auf Vollstiandigkeit
erhebt. Zu Recht: Uber das Hauptthema dieses Buches - die Darstellungstheorie endlicher
Gruppen - erfihrt man mehr in der ,Algebra“ von S. Lang! So werden z. B. induzierte
Darstellungen nicht behandelt, und der modultheoretische Aspekt von Gruppendarstellun-
gen wird ausgeklammert.

In dem Abschnitt iiber kompakte Gruppen wird zwar die Existenz eines Haar-
males erwihnt aber nicht weiter verwendet. Der Satz von Peter-Weyl wird nur fiir lineare
kompakte Gruppen bewiesen. Zu erwihnen ist der hiibsche Beweis (ohne Haarmaf!) der
volistandigen Reduzibilitit endlich dimensionaler Darstellungen kompakter Gruppen.
Positiv zu bewerten ist auch die Tatsache, daB das Buch neben vielen ﬁbungsaufgaben
zahlreiche konkrete Beispiele enthilt (z. B. Bestimmung aller irreduziblen Darstellungen der
orthogonalen Gruppe von R, Zerlegung des Raumes der stetigen Funktionen auf der
2-Sphire in drehinvariante irreduzible Teilriume). Da aber nur endlich dimensionale
Darstellungen betrachtet werden, ist keineswegs gesichert, daB man in den Beispielen alle
unitéren irreduziblen Darstellungen bestimmt hat.

Das Buch enthilt noch einen kurzen Abschnitt iiber die Darstellungstheorie von
Lie-Gruppen, wo hauptséchlich die irreduziblen endlich dimensionalen Darstellungen der
Lie-Algebra von SL(2, C) bestimmt werden. Fazit: Das Buch gibt nur einen fliichtigen
Einblick in die Darstellungstheorie von Gruppen. Zu diesem Thema gibt es aber bereits
hervorragende Biicher.

Miinchen M. E. Bekka
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Lawden, D. F., Elliptic Functions and Applications, Berlin u.a.: Springer-Verlag
1989, 335 S., DM 124,

Die Theorie der elliptischen Funktionen (EF) ist bekanntlich eine alte, ehrwiirdige
Theorie, deren Anfinge auf Euler zuriickgehen und die dann vor allem von Legendre, Abel,
Jacobi und WeierstraB weiterentwickelt wurde. In heutigen Vorlesungsplinen treten EF als
selbstandiges Thema nur noch selten auf; abschreckend wirken wohl die feinen Bezeichnun-
gen und die Unzahl von Formeln fiir die Zusammenhinge, die es zwischen EF gibt. Dies
andert nichts an der Tatsache, daB EF bei vielen Anwendungen der Analysis nach wie vor
eine groBe Rolle spielen. Ziel des vorliegenden Buches ist, die Theorie der EF und ihre
Anwendungen nicht in Vergessenheit geraten zu lassen.

Ausgangspunkt sind die Theta-Funktionen, mit deren Hilfe die Jacobi-Funktionen
sn, cn, dn eingefithrt werden, womit dann in Kapitel 3 die elliptischen Integrale dargestellt
werden konnen. (In einem Anhang befindet sich ein BASIC-Programm zur Reduktion eines
elliptischen Integrals auf Standardform.) Es folgen dann sehr interessante Anwendungen in
Geometrie (im R2 und R3) und Physik (z. B. nicht-harmonischer Oszillator, verschiedene
Anziehungsgesetze, rotierende Kette, Plattenkondensator). Integrationsprobleme oder die
Losung gewisser Differentialgleichungen fithren auf elliptische Integrale; die EF lassen eine
geschlossene Darstellung der Losung des vorgelegten Problems zu.

Kapitel 6 fithrt in die WeierstraBschen EF ein, die dann in Kapitel 7 gleich
angewendet werden, z. B. auf Kreisel oder das rdumliche Pendel. Kapitel 8 enthélt die mehr
funktionentheoretische Diskussion der EF (Teilbruchzerlegung, Fourier-Entwicklung) und
Kapitel 9 das Verhalten der EF bei Substitutionen durch die Transformationen der
Modulgruppe. Ein weiteres BASIC-Programm dient der Berechnung von 6,(z, g), und es
folgen dann noch 13 ziemlich ausfithrliche Tabellen fiir EF, mit denen der Anwender
jedenfalls gewisse Anspriiche erfiillen kann.

Besonders positiv zu bewerten sind die oben nur teilweise genannten Probleme aus
den Anwendungen, welche bis ins einzelne ausgefithrt werden, sowie die iiber 200
Ubungsaufgaben, die den Stoff wesentlich erginzen und oft eine weitere Quelle fiir
praktische Anwendungen der EF darstellen. Mit etwas Geschick kénnte man dem Buch
leicht einige Themen fiir ein Proseminar entnehmen und dadurch mithelfen, daf die EF
nicht vergessen werden.

Das vorliegende Werk erginzt sich gut zu dem im deutschen Sprachraum
bekannten Buch von Tricomi-Krafft (Elliptische Funktionen, Akad. Verlagsgesellschaft
1948), welches dieselben Ziele verfolgt, aber weniger Anwendungen und keine Ubungsauf-
gaben enthilt. Fiir den Funktionentheoretiker bietet jenes Buch gewisse Vorziige; auch sind
dort die wichtigsten von den iiberaus zahlreichen formelméBigen Zusammenhingen besser
hervorgehoben. Insgesamt ist jedoch das Erscheinen des Buches von D. F. Lawden sehr zu
begriifen.

Gieflen D. Gaier

Nicholls, P. J., The Ergodic Theory of Discrete Groups (London Mathematical
Society Lecture Notes Series 143), Cambridge University Press 1989, soft cover, £ 19.50

Die diskreten Gruppen des Titels sind diejenigen, die auf einem hyperbolischen
Raum H operieren. Ein hyperbolischer Raum ist eine einfach zusammenhingende
Mannigfaltigkeit mit konstanter negativer Krimmung und wird als solche durch seine
Dimension und Kriimmung eindeutig bestimmt. Er ist ein symmetrischer Raum zu einer
orthogonalen Gruppe vom reellen Rang 1 und hat eine Reihe von attraktiven geometrischen
Realisierungen, wie die Kleinschen und Poincaréschen Ballmodelle, als ein Halbraum oder
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als eine Schale eines zweischaligen Hyperboloids. Die Entwicklung einer Theorie von
diskreten Gruppen, die auf diesen Rdumen operieren, wurde durch mehrere ziemlich
unterschiedliche Beispiele motiviert. In der Funktionentheorie erscheinen solche Gruppen
in der Uniformisierungstheorie und Modultheorie Riemannscher Flichen, in der zwei- und
dreidimensionalen Topologie in der Klassifikationstheorie, in der kombinatorischen
Gruppentheorie und in der zahlentheoretischen Untersuchung quadratischer Formen. Die
Gruppen I, die zuerst untersucht wurden, geniigten meistens der Bedingung, daB das
Volumen von '\ endlich sei. In den letzten zwanzig Jahren hat das Interesse an Gruppen
mit unendlichem Covolumen betrichtlich zugenommen, und die friither gingige Vorstel-
lung, daB es vergeblich wire, Fragen nach der feineren Struktur dieser Gruppen zu stellen,
wurde widerlegt.

Eine wichtige Klasse von solchen Fragen betrifft das Verhalten der Gruppe im
Groflen und das asymptotische Wachstum gewisser Funktionen, die dieses Verhalten
messen sollen. Fiir solche Fragen gibt es jetzt mehrere Ansitze. Manche dieser Ansitze, wie
z. B. die Potentialtheorie oder die Theorie der Irrfahrten auf Gruppen, sind auf wesentlich
gréBere Klassen von Gruppen anwendbar. Andere Ansitze sind eher spezifisch fiir die in
Betracht kommenden Gruppen; in der Theorie der hyperbolischen Gruppen werden zwei
groBe Klassen von Methoden verwendet, die Spektraltheorie des Laplaceoperators auf INH
und die Ergodentheorie des geoditischen Flusses. Sie sind nur bedingt voneinander
unabhingig.

Das Zusammenspiel zwischen Ergodentheorie und der Theorie der diskreten
Gruppen hat eine lange Geschichte. Es geht auf die Arbeiten von M. Morse und E. Artin in
den zwanziger Jahren dieses Jahrhunderts zuriick. E. Artin hat 1924 bemerkt, daB die
Theorie der Kettenbriiche, die ja eng mit der der Modulgruppe I = PSLy(Z) zusammen-
hingt, einen Beweis der Aussage, daB fast alle Bahnen des geoditischen Flusses auf dem
Sphérenbiindel von I'\H dicht sind, liefert. Dieses war das erste Beispiel dieser Art, und in
der rasanten Entwicklung der Ergodentheorie in den darauffolgenden Jahren war dieses
Beispiel zentral. Die Kronung dieser Entwicklung war E. Hopfs groBartiger Beweis der
Ergodizitit dieses Flusses unter der Voraussetzung, daB '\ H endliches Volumen hat und
die Dimension von H zwei ist. Die Verallgemeinerung zu héheren Dimensionen ist
allerdings problemlos. Die schénen Ideen dieses Beweises blithten in den Arbeiten von
Anosov, Sinai und Bowen in den sechziger Jahren auf.

Ist das Volumen von I'\H unendlich, dann ist der geoditische FluB dissipativ. Auf
den ersten Blick sieht es aus, als ob eine verniinftige Theorie von vornherein ausgeschlossen
wird. Es stellt sich aber heraus, daB die nicht-wandernde Menge sich sehr gut mit den
Methoden der modernen Ergodentheorie untersuchen liBt. Wie Margulis als erster
bemerkte, gibt es ein natiirliches GibbsmaB auf der nichtwandernden Menge. Es stellt sich
heraus, da dieses Gibbsmal sich sehr gut untersuchen liBt, im Gegensatz zu GibbsmaBen
bei den meisten dynamischen Systemen. In diesem Fall gibt es eine sehr direkte
Konstruktion iiber eine sogenannte ,konforme Dichte®. Eine »konforme Dichte“ ist ein
MaB, das auf der ,Sphire bei Unendlichem“ getragen wird und eine angenehme und
natiirliche Transformationseigenschaft unter I" hat. Die konforme Dichte kann durch ein
Grenzverfahren konstruiert werden und entpuppt sich in mehreren Fillen als Hausdorff-
sches MaB auf der Limesmenge. Dieses ist einer der wenigen Fille, wo ein Hausdorffsches
MaB ,in der Natur“ auftaucht.

Das Buch von Peter Nicholls gibt eine solide Einfithrung in diesen Gedankenkreis.
Die Betonung liegt nicht auf Vollstindigkeit, sondern auf Griindlichkeit. Folgende
Themenbereiche werden behandelt:

- die grundlegende Geometrie diskreter Gruppen,
- die Teile der Ergodentheorie, die fiir die Ziele des Buches benétigt werden,
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- die Grundbegriffe, die mit der Limesmenge und dem kritischen Exponent verbunden
sind,
- die Konstruktion der konformen Dichte und die Analyse derselben.

Die Anwendung dieser Ideen fiithrte z. B. zu einer Identifikation der Hausdorff-
schen Dimension der Limesmenge mit dem kritischen Exponenten bei geometrisch
endlichen Gruppen. Der Hohepunkt dieser Entwicklung ist die Verallgemeinerung des
Hopfschen Ergodensatzes auf geometrisch endliche Gruppen. Sie sagt aus, dafi das
Gibbssche Maf ergodisch ist. Dieser schone Satz hat viele wichtige Anwendungen. Die
Entwicklung wird durch einige fiir Fuchssche Gruppen eigene Betrachtungen ergénzt. Es
wurde gezeigt, daB die geodatischen und horozyklischen Fliisse mischend sind. Aus diesen
Aussagen leitet der Autor einige sehr eindrucksvolle asymptotische Abschitzungen ab.

Dieses Buch ist eine gut geschriebene, sehr brauchbare Einfilhrung in den
besprochenen Ideenkreis und ist die erste Monographie iiber diese Theorie seit Hopfs
Ergebnisbericht von 1939. Es wird von denjenigen sehr begriit werden, die etwas liber
diesen attraktiven Teil der Mathematik lernen wollen.

Gottingen S. J. Patterson

Auslander, J., Minimal Flows and their Extensions (North Holland Mathematics
Studies 153), Amsterdam - New York - Oxford - Tokyo: North-Holland 1988, 266S.,
DAl 165,-

Es sei XX G~ X, (x, g)~ x+ g, eine (simultan in beiden Variablen) stetige Wirkung
einer Gruppe G auf einem kompakten Hausdorffraum X; ein solches System wird
gewdhnlich ,Flow*“ genannt. (X, G) heiBt minimal wenn die Bahn jedes Punktes in X dicht
liegt, d.h. x* G=X fiir alle x EX.

Das Thema des vorliegenden Buchs ist die Beschreibung der Struktur minimaler
Flows. Diese Beschreibung stiitzt sich auf die folgenden Elemente: 1) Die einhiillende
Halbgruppe E (X, G), definiert als der punktweise Abschluf der Translationen x—~x-g im
Raum X¥ aller Selbstabbildungen von X. Wichtige Eigenschaften des Flows (X, G) spiegeln
sich in der algebraischen Struktur insbesondere der Idealstruktur) von E(X, G) wider. Die
Halbgruppe E(X, G) kann als Kompaktifizierung von G gedeutet werden; umgekehrt erhilt
man jeden minimalen Flow (X, G) mit Transformationsgruppe G aus einer Halbgruppen-
kompaktifizierung von G. 2) Erweiterungen von Flows. Hier geht es um die Konstruktion
eines minimalen Flows aus dem trivialen Einpunkt-Flow durch sukzessive Erweiterungen
von spezieller, moglichst ,einfacher, Bauart. Fiir diesen Zweck ist es notwendig,
grundlegende Begriffe, wie ,distal“, ,gleichgradig stetig®, »proximal“, auf Erweiterungen
auszudehnen. 3) Relationen zwischen Systemen mit gleicher Transformationsgruppe G,
aber unterschiedlichen Phasenriumen X. Vor allem wird hierzu der Begriff disjunkt
betrachtet, ein Konzept, das die ,Unabhingigkeit zweier Flows charakterisiert. 4)
Darstellungen von Flows mit Transformationsgruppe R als Wirkungen in einem Funktio-
nenraum.

Das Buch ist in einem sehr lesbaren, fliissigen Stil geschrieben. Es wendet sich wohl
in erster Linie an Leser, die sich mit der Theorie der Flows vertraut machen wollen, bietet
aber auch dem , Kundigen“ eine wohlorganisierte neue Darstellung. Leider verfiigt der Band
iiber keinen Index.

Wien W. A. F. Ruppert
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Bluman, G. W., Kumei S., Symmetries and Differential Equations (Appl. Math.
Sciences 81), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1989, 412 pp., 21 figs., hardcover, DM 114,-

Dieses Buch ist eine gelungene, fiir den Anwender geschriebene Einfithrung in die
Liesche Transformationsgruppentheorie und ihre Anwendungen auf gewohnliche und
partielle Differentialgleichungen. Es werden sowohl klassische Resultate als auch moderne
Entwicklungen dargestellt. Das Buch besteht aus sieben Kapiteln.

Im ersten, vom Rest des Buches unabhéngigen Kapitel wird die Dimensionsanalyse
mit einigen Anwendungen behandelt. Die Autoren erldutern, wie sich der dimensionsanaly-
tische Ansatz in die Liegruppenmethode einfiigt.

Im zweiten Kapitel werden zunichst einparametrige Liesche Transformationsgrup-
pen definiert und mittels ihrer infinitesimalen Erzeugenden charakterisiert. Der fiir alle
weiteren Anwendungen entscheidende Begriff der k-ten Fortsetzung einer Lieschen Gruppe
x*=X(x, u, €), u*="U(x, u, ¢) von Punkttransformationen wird schrittweise eingefiihrt.
Mehrparametrige Liesche Transformationsgruppen und Liesche Algebren werden kurz
besprochen.

Symmetrien gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen in Bezug auf
Punkttransformationen sind das Thema der nichsten zwei Kapitel. Eine (gewdhnliche oder
partielle) Differentialgleichung k-ter Ordnung heit symmetrisch oder invariant beziiglich
einer Lieschen Gruppe (X, U) von Punkttransformationen, wenn die Losungsfliche der
Gleichung beziiglich der k-ten Fortsetzung (X, U, Uy,..., Uy) von (X, U) invariant ist. Die
Invarianzbedingung fithrt zu linearen homogenen partiellen Differentialgleichungen (den
sog. Bestimmungsgleichungen) fir die Koeffizienten der infinitesimalen Erzeugenden von
(X, U). Durch das Losen der Bestimmungsgleichungen lassen sich Symmetriegruppen von
Differentialgleichungen héufig explizit angeben. Dies wird anhand mehrerer Beispiele, u. a.
der Wirmeleitungsgleichung und der Wellengleichung in nichthomogenen Medien verdeut-
licht. Umgekehrt lassen sich die Bestimmungsgleichungen auch verwenden, um die
beziiglich einer Lieschen Transformationsgruppe invarianten Differentialgleichungen zu
finden. Wie die Verfasser zeigen, erlaubt die Kenntnis von Symmetriegruppen hiufig eine
Vereinfachung der Differentialgleichung, wie z. B. eine Reduktion ihrer Ordnung. Oftmals
lassen sich auch spezielle (invariante) Losungen auffinden. Im vierten Kapitel wird
auBlerdem auf Systeme partieller Differentialgleichungen und auf Symmetrien bei Rand-
wertproblemen eingegangen.

Im Kapitel 5 wird der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungssitzen
bei Lagrangeschen Systemen (Satz von Emmy Noether) dargestellt. Es zeigt sich, daB
Punkttransformationen hierfiir nicht mehr ausreichen. Dies fithrt zum Begriff der
verallgemeinerten Transformationen, die von den Autoren als Lie-Bicklund-Transformatio-
nen bezeichnet werden. Als spezielle verallgemeinerte Transformationen werden auch die
fiir die Mechanik so wichtigen Beriihrungstransformationen definiert. Mithilfe des Noether-
schen Satzes und der Bestimmungsgleichungen fiir Lie-Backlund-Symmetrien lassen sich
Erhaltungssitze konstruktiv aufstellen, wie anhand der KdV-Gleichung eindrucksvoll
demonstriert wird.

In den letzten beiden Kapiteln des Buches wird der Frage nachgegangen, wann es
mdglich ist, mithilfe einer Punkt- oder Lie-Bécklund-Transformation Losungen einer
Ausgangsdifferentialgleichung (A) auf Lésungen einer (,leichteren®) Zieldifferentialglei-
chung (Z) abzubilden. Kriterien dafiir lassen sich aus dem Vergleich der Symmetriegruppen
von (A) mit denen von (Z) gewinnen. Auf diese Weise kann man z. B. systematisch die
bekannte Hopf-Cole- als auch die Miura-Transformation herleiten.

Bei der Anwendung der erwihnten Kriterien bettet man oft eine der gegebenen
Gleichungen, etwa durch Einfiihrung eines Potentials, in eine neue Gleichung (P) ein. Die
bisher betrachteten lokalen Symmetrien von (P) werden somit zu nichtlokalen sogenannten
Potentialsymmetrien der urspriinglichen Differentialgleichung. Im Buch werden Potential-
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symmetrien unter anderem bei der Behandlung der Burgers-Gleichung, der nichtlinearen
Warmeleitungsgleichung, der nichtlinearen Telegraphengleichung und der Thomas-Glei-
chungen angewandt.

Das Buch enthilt eine Vielzahl von Ubungen und ein ausfiihrliches Literaturver-
zeichnis.

Zum Verstindnis des Buches geniigen Grundkenntnisse der Analysis und der
Differentialgleichungen. Die Beschrinkung der theoretischen Vorkenntnisse auf ein
Minimum sowie die zahlreichen Anwendungsbeispiele machen dieses Buch zu einem
unentbehrlichen Hilfsmittel fiir viele angewandte Mathematiker, Naturwissenschaftler und
Ingenieure. Doch auch fiir den theoretisch orientierten Leser, der sich mit Symmetrien bei
Differentialgleichungen befaBt, ist der vorliegende Band von Bluman und Kumei eine
wesentliche Ergédnzung zu dem mathematisch anspruchsvolleren Lehrbuch von P. J. Olver
(Applications of Lie Groups to Differential Equations, Springer-Verlag, New York, 1986) und
dem Standardwerk von L.V.Ovsiannikov (Group Analysis of Differential Equations,
Academic Press, New York, 1982).

Freiburg im Breisgau K. P. Rybakowski

Bruno, A. D., Local Methods in Nonlinear Differential Equations (Part I: The Local
Method of Nonlinear Analysis of Differential Equations, Part II: The Sets of Analyticity of a
Normalizing Transformation) (Springer Series in Soviet Mathematics), Berlin u.a.:
Springer-Verlag 1989, 348 S., DM 188,-

Unter lokalen Methoden wird in diesem Buch das Studium von analytischen,
nichtlinearen und autonomen Differentialgleichungssystemen in der Néhe eines singuldren
Punktes bzw. eines invarianten Torus endlicher Dimension mit Hilfe von Potenzreihen-
Transformationen in eine Normalform verstanden. Andere Methoden topologischer Natur
oder aus der differenzierbaren Dynamik bleiben ausgeschlossen. Innerhalb des durch das
Hilfsmittel konvergenter oder divergenter Potenzreihen-Transformationen in eine Normal-
form abgegrenzten Rahmens wird jedoch alles bis heute Bekannte angesprochen und von
einem moglichst universellen formalen Standpunkt aus untersucht.

Der Teil I des Buches enthilt fiinf Kapitel, von denen die ersten zwei dem Verhalten
analytischer Differentialgleichungen

*) dxp/dt =apx; + ...+ @qgpx, + ..., k=1,...,n

in der Néhe des Nullpunkts x; =... =x, =0 im Falle n = 2 gewidmet und aus Vorlesungen
des Autors fiir Studenten ab dem 5. Semester hervorgegangen sind. Hier wird an Quellen so
ziemlich alles beriicksichtigt, was seit den Arbeiten von Briot und Bouquet (1856) bis heute
zu diesem Thema geleistet worden ist. AuBerdem ist die Darstellung mit ausfiihrlichen
Beweisen, vielen Figuren, Beispielen und Ubungen versehen, so daB sie als gute Einfithrung
in den Problemkreis betrachtet werden kann.

Als wichtiges Hilfsmittel der Untersuchung dient neben den Potenzreihen-
Transformationen die Methode des Newtonschen Polygons, die im vierten Kapitel
ausfiihrlich dargelegt wird.

Das dritte Kapitel behandelt Systeme (*) fiir beliebiges » und deren konvergente
bzw. divergente Potenzreihen-Transformationen in eine Normalform, die statt 4 = (a;) die
Jordansche Normalform von 4 und von Gliedern héherer Ordnung nur Resonanzglieder
besitzt. Der Autor, der sowohl zur formalen Seite dieses Themas als auch zur Konvergenz-
frage wesentliche Beitrige geliefert hat, zieht in diesem Kapitel ein Resiimee aus eigenen
Originalarbeiten.
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Das fiinfte Kapitel enthilt schlieBlich eine Reihe vollstindig durchgerechneter
Aufgaben aus der Mechanik, die den Nutzen von Transformationen in eine Normalform
demonstrieren.

Im zweiten Teil des Buches wird ein analytisches, parameterabhéngiges System von
gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet und das Problem formu-
liert, alle invarianten Mengen in der Nihe eines vorhandenen invarianten Torus zu finden.
Dieses Problem wird hauptséchlich algebraisch behandelt, indem formale Potenzreihen fiir
die Beschreibung der invarianten Mengen gesucht werden. Spezialfille des Problems sind
die Existenz periodischer Losungen, Bifurkationen von Familien periodischer Losungen
ebenso wie die Existenz quasiperiodischer Lésungen. Ziel der Untersuchung ist es, all diese
Spezialfille, die in der Literatur mit den unterschiedlichsten Methoden abgehandelt werden,
aus demselben Blickwinkel heraus zu betrachten.

In formaler Hinsicht ist dies dem Autor ziemlich erschopfend gelungen. Die
analytische Seite des Problems, nimlich die Frage der Konvergenz der auftretenden
Potenzreihen, wird dagegen bedauerlicherweise nur kurz gestreift, indem die diesbeziigli-
chen Kovergenzsiatze ohne Beweis zitiert werden.

Alles in allem meine ich aber, daB dieses Buch fiir lange Zeit eine Standardreferenz
sein wird, in der der einschligig Interessierte erschopfende Information und viele
Anregungen finden kann.

Mainz H. RilBmann

Kreiss, H. O., Lorenz, J., Initial-Boundary Value Problems and the Navier-Stokes
Equations (Pure and Applied Mathematics, Vol. 136), New York - London - Tokyo:
Academic Press 1989, 402 + xi pp., hard cover, $ 54.50

Partielle Differentialgleichungen sind, seitdem sie in der Mathematik betrachtet
wurden, immer in enger Verbindung mit physikalischen und technischen Fragestellungen
untersucht worden. Daher wurde die Entwicklung in dieser mathematischen Disziplin
vielleicht stérker als in anderen Disziplinen durch praktische Erfordernisse, wie z. B. dem
numerischen Auffinden von Losungen, beeinfluft. Sieht man von einigen wenigen
allgemeinen Sitzen ab, etwa dem Satz von Cauchy-Kowalewskaja oder dem Satz von
Holmgren, so hat sich erst in den spéten vierziger und den fiinfziger Jahren so etwas wie eine
allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu entwickeln begonnen. Der
Titel der Héormanderschen-Thesis ,,On the theory of general partial differential operators*
liest sich im nachhinein wie ein Programm, welches bald zur Theorie der Pseudodifferential-
operatoren und zur mikrolokalen Analysis fiihrte. Andererseits hat die Entwicklung von
leistungsfahigen Rechenanlagen dazu gefiihrt, daB effektive numerische Verfahren zur
Lésung von partiellen Differentialgleichungen (sowie von Rand- und Anfangswertproble-
men) bendtigt wurden. Scheinbar teilte sich also diese mathematische Disziplin in einen
mehr theoretischen Teil sowie in einen mehr angewandten Teil. Aber von den frithen, mehr
numerisch, besser konstruktiv, orientierten Arbeiten, etwa der Arbeit von R. Courant,
K.- O. Friedrichs und H. Lewy iiber Differenzengleichungen der mathematischen Physik,
Math. Ann. 100 (1928), ist bekannt, daB nur eine solide Kenntnis der Theorie in der Numerik
weiter hilft.

Ein grofles Verdienst des vorliegenden Buches ist es, daB es diese engen Bezichun-
gen zwischen Theorie und numerischen Verfahren betont, wobei mit Theorie z. B. auch etwa
die Theorie der Pseudodifferentialoperatoren gemeint ist. Die Autoren, wobei vor allem der
Erstgenannte u. a. bekannt ist fiir seine Beitréige zur Approximation von Anfangswertaufga-
ben fiir partielle Differentialgleichungen, behandeln die Theorie der Rand-Anfangswertauf-
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gaben, lineare und nichtlineare, die bei vielen Fragen der Praxis auftreten. Stets haben sie
dabei numerische Verfahren im Hinterkopf, z. B. werden Existenzsitze typischerweise
durch Approximation mit Differenzenverfahren gezeigt. Als Anwendungsbeispiel begleitet
uns durch das gesamte Buch das System von Navier-Stokes mit allen seinen Niherungen.
Dieses System wird im ersten Kapitel sehr ausfiihrlich von der physikalischen Seite her
diskutiert. Es folgt sodann ein Kapitel iiber das Cauchy-Problem fiir lineare Systeme mit
konstanten Koeffizienten und raumlich periodischen Daten und Lésungen. Zwei Dinge
werden hier schon klar herausgearbeitet. Zum einen, daB es sinnvoll ist das Problem zu
algebraisieren, d. h. statt den Operator betrachtet man sein Symbol, zum anderen wird das
Konzept der Korrektgestelltheit eingefiihrt. Es wird aber nicht die klassische, auf J.
Hadamard zuriickgehende Definition benutzt, sondern es wird dem Leser nahegelegt, gleich
an die Giiltigkeit gewisser a-priori-Abschitzungen zu denken. Dieser Gedanke zieht sich
durch das ganze Buch: Benutze das Symbol, um a-priori-Abschitzungen zu gewinnen,
benutze diese dann, um das eigentliche Problem zu 16sen. Es werden nun im zweiten Kapitel
hyperbolische und parabolische Systeme diskutiert, die Rolle von Energieabschitzungen
und der Symmetrisierung erldutert. Kapitel 3 dehnt die Betrachtungen auf riumlich
eindimensionale Systeme mit variablen Koeffizienten aus. Es wird aufgezeigt, wie man
durch Einfrieren der Koeffizienten hoffen kann, die Ideen aus dem zweiten Kapitel
iibertragen zu konnen. Dieser Gedanke wird an Hand von der Forderung nach der
Giiltigkeit gewisser a-priori-Abschitzungen systematisch entwickelt, die Begriffe paraboli-
sches, hyperbolisches und parabolisch-hyperbolisches System werden herausgearbeitet und
ihre Eigenschaften diskutiert, etwa die der endlichen Ausbreitungsgeschwindigkeit und
damit einhergehend die Bedeutung der Charakteristiken. Weiterhin werden Existenzsitze
fiir das Cauchy-Problem mittels Differenzenapproximation hergeleitet. SchlieBlich werden
die Resultate auf verschiedene Niherungen des Navier-Stokes-Systems, der linearisierten
Korteweg-deVries- und einer Schrodinger-Gleichung angewendet. Dies beendet den ersten
Durchgang der linearen Theorie.

Die Burgersche Gleichung wird nun als einfachste nichtlineare Modellgleichung im
vierten Kapitel behandelt. Auch hier werden die allgemeinen Eigenschaften und Uberlegun-
gen in den Vordergrund gestellt, etwa die Approximation durch Gleichungen mit
Viskosititsterm, Definition und Eindeutigkeit der verallgemeinerten Lésung (Sprungbedin-
gung von Rankine-Hugoniot) oder die Ausbreitung von Schocks. Die Tatsache, dafl mittels
einer Cole-Hopf-Transformation diese spezielle Gleichung auf eine lineare zuriickgefithrt
werden kann, wird erwihnt, aber dies wird nicht ausgefithrt. Das anschliefende Kapitel
behandelt allgemeine nichtlineare, eindimensionale Systeme. Der Unterschied zwischen
(zeitlich) lokalen und globalen Existenzresultaten wird genauso erldutert wie die Rolle von
Symmetrisierungen.

Kapitel 6 kehrt zur linearen Theorie zuriick, Anfangswertprobleme fiir Systeme mit
variablen, rdumlich periodischen Koeffizienten in mehreren Raumdimensionen werden
diskutiert. Wir werden auf nun schon vertrauten Wegen gefiihrt, allerdings miissen die
Autoren (wie auch noch einmal in Kapitel 8) ein wichtiges Resultat ohne Beweis angeben,
namlich die Existenz einer Symmetrisierung fiir stark hyperbolische Systeme. Hierfiir ist die
Theorie der Pseudodifferentialoperatoren nétig, es wird auf gingige Quellen verwiesen -
etwa das Buch von G. I. Eskin. Eine kurze Diskussion iiber nichtlineare Systeme beschliefit
das Kapitel.

Bisher wurde das Cauchysche Anfangswertproblem fiir Systeme behandelt, die
konstante oder riumlich periodische Koeffizienten haben. Der Rest des Buches beschiftigt
sich nun mit Rand-Anfangswertaufgaben. Zunichst werden im eindimensionalen Fall die
wichtigsten Begriffe, insbesondere die Vertriglichkeit der Rand- und Anfangsdaten und die
Korrektgestelltheit eines Problems, diskutiert. Dabei werden u. a. die wichtigsten Typen von
Randvorgaben besprochen. Auch hier wird wieder der Wunsch nach der Giltigkeit von
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gewissen a-priori-Abschitzungen erldutert, um dann Bedingungen an die Symbole herzulei-
ten. Es werden einige Existenzsitze (wie iiblich durch Differenzenapproximation) gezeigt,
insbesondere aber auch der Fall des Halbraums unter Zuhilfenahme der Laplace-
Transformation behandelt, um die Grenzen der bisher benutzten Methoden aufzuzeigen. In
Kapitel 8 werden nun mehrdimensionale Rand-Anfangswertprobleme besprochen, die
abschlieBenden Kapitel 9 und 10 wenden die hergeleiteten Resultate auf gewisse Approxi-
mationen des Navier-Stokes-Systems an. Vier Anhénge (iiber Resultate aus der linearen
Algebra, iiber Interpolation mit trigonometrischen Polynomen, iiber Sobolev-Ungleichun-
gen und iiber Anwendungen des Satzes von Arzela und Ascoli) bilden den Abschluf} des
Buches.

Mir gefiel die Vernetzung von moderner Theorie, relevanten Gleichungen und
Aspekten ihrer numerischen Behandlung sehr gut. Die Autoren lassen zusammenwachsen,
was zusammengehort. Manchmal ist die Notation nicht gliicklich gewihlt, manchen
Beweisgang wiirde ich etwas modifizieren, ... Dies sind aber alles vernachldssigbare
Kritikpunkte. Im Vorwort stellen sich die Autoren die Aufgabe, ein Buch zu schreiben,
welches die Liicke zwischen elementaren Biichern und sehr abstrakten Biichern zu fiillen in
der Lage ist. Diese Aufgabe haben sie sicher sehr erfolgreich gelost.

Erlangen N. Jacob

Struwe, M., Plateau’s Problem and the Calculus of Variations (Mathematical Notes
35), Princeton University Press 1989, 158 pp., $ 19.50

Das Buch von M. Struwe beschreibt ein aktuelles Kapitel aus der Variationsrech-
nung mit eigenen Ergebnissen. Erreicht ist damit, daf} alle Prinzipien aus der klassischen
Theorie von M. Morse, der Geoditische zwischen zwei Punkten wie kritische Punkte fiir ein
Funktional studiert hat, auf den Fall der Minimalflachen in IR® mit fester Randkurve
iibertragen werden, um neue Existenzsitze fiir solche zu beweisen. Ein bekanntes Hindernis
dahin war jenes, daB die Topologien auf L* (S!) und H'/2(S") nicht genau gleich sind. Dieses
Hindernis ist gut beseitigt, und der Text des Buches trennt auch formal die topologischen
Schliisse von ihren technischen Grundlagen.

Es geht so vor: Erst werden die klassischen Existenzsitze fiir die kleinste Fliche zu
einem festen Rand gezeigt, mit der Unterhalbstetigkeit des Dirichlet-Integrals bei schwacher
Konvergenz und mit dem Lemma von Courant-Lebesgue. Dann folgt ein Mountain-Pass-
Lemma, das Bedingungen fiir die Existenz einer weiteren Minimalfliche in dieser
Randkurve angibt. Das Hauptresultat sind aber die Morse-Ungleichungen zwischen allen
instabilen Minimalflichen zu festem Rand, wo der (lokale) Trigheitsindex der zweiten
Variation mit der (globalen) Struktur der Menge aller Vergleichsflachen verkniipft ist. Diese
Morse-Ungleichungen sind formal genau dieselben wie fiir Geoditische. Methodisch
wichtig ist die Betrachtung eines geeigneten Pseudogradienten und die Behandlung der
konformen Invarianz des Variationsintegrals. Er verallgemeinert so klassische Resultate
von Ljusternik-Schnire’man und Palais-Smale.

Im zweiten Teil wird das fiir Randwertprobleme bei Minimalflichen genutzte
Prinzip konzequent verallgemeinert auf Randwertprobleme fiir H-Flichen, wo die mittlere
Kriimmung H der Flache konstant ist (aber nicht Null wie fiir Minimalfldchen). Er folgt den
bekannten Existenzsitzen von Heinz und von Wente und zeigt, daB unter verniinftigen
Bedingungen das Randwertproblem fiir H-Flichen eine extremale Lésung besitzt. Fiir die
Menge aller H-Fliachen bei festem Rand werden auch hier die Morse-Ungleichungen
bewiesen.
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Als Uberraschung ergibt sich, daB dann hier ein Mountain-Pass-Lemma (Stru-
we, Brezis, Coron) neben allen ,kleinen“ Losungen auch die Existenz einer ,,groBen“ Losung
impliziert, womit eine berithmte Vermutung von F. Rellich gezeigt ist.

Bochum R. Bohme

Dozzi, M., Stochastic processes with a multidimensional parameter (Pitman Rese-
arch Notes in Mathematics Series, 194), Harlow: Longman Scientific u. Technical 1989,
216S., pb, £17.50

Obwohl er sich an seinen eigenen Forschungsergebnissen und -interessen orientiert,
streift M. Dozzi in seinen ,research notes“ einen groBen Teil der Gebiete, in denen in den
vergangenen 15 Jahren versucht wurde, die Theorie stochastischer Prozesse mit einem
zeitlichen Parameter auf allgemeinere Parametermengen zu iibertragen.

In Kapitel 1 werden wichtige Elemente der ,, Théorie générale“ verallgemeinert,
gesehen vom Ansatzpunkt der VektormaBtheorie. Die Grundidee dieses von Bichteler
(Ann. Probab. 9 (1981) 49-89) entwickelten Einstiegs ist eine Charakterisierung der
Semimartingale als vektorwertige Integratoren. Er wurde zuerst von Huerzeler (J. Multiv.
Anal. 17 (1985) 279-303) im Falle eines 2-dimensionalen Parameterbereichs ausgebaut. Die
Verbindung zur Martingaltheorie wird iiber Doleansmasse hergestellt. Mit Hilfe von
Ungleichungen z.B. des Typs von Burkholder, Davis, Gundy werden dann einige
Zerlegungen der Integratoren durch Prozesse erzielt, die sich in gewissen Richtungen des
Parameterraums wie Martingale, in den iibrigen wie Prozesse von beschrinkter Variation
verhalten. Bei Glattheit des Integrators kann das stochastische Integral auf Integranden
verallgemeinert werden, die schwichere MeB- oder Integrierbarkeitseigenschaften haben,
wie im Fall eines Parameters. Kein Analogon in der klassischen Theorie haben hingegen
stochastische Linienintegrale entlang von Kurven im Parameterraum, die zuerst von
Cairoli, Walsh (Acta Math. 134 (1975) 111-183) betrachtet wurden. In ihrem Sinne
untersucht der Autor Begriffe wie ,pfadunabhingige Integrierbarkeit* und erhilt eine
Version des Satzes von Stokes.

Stochastische DGL fiir Mehrparameterprozesse werden in Kapitel 2 untersucht.
Dabei wird der Standpunkt von Kapitel 1 eingenommen: die treibenden Prozesse sind
Integratoren, die z. B. auch unstetig sein konnen. Dieser Ansatz wurde von Métivier,
Pellaumail (Stochastic integration, Academic Press, New York 1980) fiir Prozesse mit einem
Parameter entwickelt. Er beinhaltet daher von Natur aus als wesentliches Hilfsmittel
Stoptechniken, die bei Ubertragung leider der komplexeren Struktur des Parameterraums
kaum gerecht werden. Es bleibt unklar, wie die davon herrithrenden technischen Bedingun-
gen, unter denen Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitit starker Losungen bewiesen werden,
fir Prozesse mit nicht unabhingigen Zuwichsen oder keiner Verwandtschaft zum
Wienerprozef verifiziert werden kénnen. Aufer bei Regularitdtsaussagen fiir stochastische
Fliisse werden diese Resultate in den iibrigen Abschnitten des Kapitels kaum benétigt. Als
Grundlage fiir Abschitzungen groBer Abweichungen im Sinne von Freidlin, Wentzell, die
im Ubrigen auf einer durch Interation aus dem Einparameterfall gewonnenen Exponential-
ungleichung und Rechnungen wie in Doss, Priouret (Sém. de Prob. XVII, LNM 986 (1983))
aufbauen, wird z. B. nur ein Existenzsatz fiir den (treibenden) Wienerproze8 benutzt. Die
Aussagen iiber die Asymptotik der unendlichdimensionalen Wirmeleitungsgleichung, die
daraus gewonnen werden konnen, scheinen schon in Varadhan (Comm. Pure Appl. Math.
19 (1966) 261-286) enthalten zu sein. Die anschlieBend untersuchte zeitliche Markoveigen-
schaft von Lésungen stoch. DGL hingt von einer starken Unabhingigkeitsbedingung an
den treibenden ProzeB ab. SchlieBlich werden die ,,minimal splitting fields“ von Raum-Zeit-
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Markovfeldern bestimmt, die von Losungen stochastischer PDGL herriihren, die von
,Martingalmassen“ im Sinne von Walsh (LNM 1180 (1986) 266-439) angetrieben werden.

In Kapitel 3 werden einige weniger kohirente Einzelresultate uber ,spezielle
Prozesse“ dargestellt. Der WienerprozeB wird in Abschnitt 1 als ,harness“, einer Art von
Riickwirtsmartingal, charakterisiert, wobei der Levysche Satz iiber die Kennzeichnung der
Brownschen Bewegung als Martingal die Hauptrolle spielt. In Abschnitt 2 werden etwa 10
verschiedene Markoveigenschaften untersucht und zum Teil verglichen, die alle mit der
teilweisen Ordnung des Parameterraums verkniipft sind und daher fiir Gebiete mit
rechteckigem Grundmuster formuliert sind. Im abschlieBenden Abschnitt werden Aufent-
haltsintegrale des Wienerprozesses asymptotisch untersucht. Mit Hilfe von Lokalzeiten
(rdaumliche Dimension d= 1) und komplexen Abschitzungen fiir d=2 werden neue und
interessante Ergebnisse erzielt, die z. B. das Gesetz von Kallianpur und Robbins verallge-
meinern. M. Dozzi orientiert sich in seinen Untersuchungen fiir meinen Geschmack zu sehr
an den Ergebnissen der Theorie stochastischer Prozesse mit einem Parameter. Dadurch
lauft er Gefahr, analoges Vorgehen der Suche nach Zugingen, die der Andersartigkeit
mehrdimensionaler Parameterbereiche besser gerecht werden, vorzuziehen. ,Analoge*
Beweise geraten daher héufig allzu straff, schwer lesbar und teilweise liickenhaft (z. B. erste
Ungleichung auf p. 119, pp. 135-139).

Miinchen P. Imkeller

Goodman, F., de la Harpe, P., Jones V., Coxeter graphs and towers of algebras, Berlin
u.a.: Springer-Verlag 1989, 290 S., DM 68,-

Auf dem Gebiet der Operatoralgebren gibt es im Augenblick zwei besonders
aktuelle Forschungsrichtungen: die nichtkommutative Topologie und Geometrie (K-
Theorie, KK-Theorie, zyklische Kohomologie usw.) und die Theorie des Index fur
Unterfaktoren oder fiir Endomorphismen (mit Beziehungen zu Quantengruppen, Knoten-
invarianten usw. ). Beide Entwicklungen hingen auch mit Fragestellungen aus der mathema-
tischen Physik zusammen.

In dem vorliegenden Buch werden Methoden und Ergebnisse zu der von V. Jones
initiierten Untersuchung des ,,Index” eines Unterfaktors Nin einem von Neumann Faktor M
zusammengestellt. Ein Faktor ist eine von Neumann Algebra mit trivialem Zentrum. Einen
Faktor vom Typ II, kann man sich als eine (unendlichdimensionale) ,Matrixalgebra“ M; (C)
mit kontinuierlichem s, 0 <s<1, vorstellen. Insbesondere besitzt ein solcher Faktor eine
kanonische Spur. Wenn N ein Unterfaktor von M mit derselben Eins ist, kann man den
»Index“ von N in M (unter Zuhilfenahme der Spuren auf N und M) etwa in Analogie zum
Index einer Untergruppe in einer Gruppe G definieren. Der Index ist eine positive reelle
Zahl. Grob gesprochen kann ein irreduzibler Unterfaktor als die , Fixpunktalgebra“ fiir die
Wirkung einer kompakten (sogar endlichen) virtuellen oder ,Para“-gruppe angesehen
werden. Die erste wichtige Entdeckung von V. Jones war, daB der Index ,,quantisiert” ist,
d. h. nur bestimmte reelle Werte annehmen kann. Zwischen 1 und 4 z. B. kann er nur die
Werte 4 cos?(n/n), ne N, n >3 annehmen. Welche Werte im allgemeinen auftreten, ist ein
noch ungelostes Problem. Die Klassifikation der Unterfaktoren fiir verschiedene Indizes
fiihrte zu tiberraschenden Zusammenhingen mit Invarianten fiir Knoten, Darstellungen
von Heckealgebren, Darstellungen von Zopfgruppen, Quantengruppen und Gruppenduali-
tat.

Die Autoren stellen Ideen und Techniken dar, die den urspriinglichen Artikeln von
V. Jones zugrundeliegen. In erster Linie werden also Resultate auf dem Gebiet der
Operatoralgebren beschrieben. Auf den Zusammenhang mit Quantengruppen und Kno-
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teninvarianten wird nur am Rande eingegangen. Das durchgehende Thema ist die
Untersuchung von Inklusionen von Faktoren, die durch Inklusionen von endlichdimensio-
nalen (halbeinfachen) komplexen Algebren approximiert werden kénnen. Es wird gezeigt,
daB solche Inklusionen durch gewisse spezielle ,,Bratteli-Diagramme® beschrieben werden
konnen, die ihrerseits wieder aus bestimmten Coxetergraphen konstruiert werden kénnen.
Bei der Untersuchung der linearen Algebra endlichdimensionaler Inklusionen und ihrer
Limiten treten als wichtige Hilfsmittel Heckealgebren, Temperly-Lieb-Algebren, Jonespro-
jektoren, Markovspuren und kommutative Quadrate auf. Die Darstellung ist sehr gut
lesbar. Die meisten Begriffe werden erklirt, aber eine gewisse Vertrautheit mit den
einfachsten Tatsachen aus der Theorie der Operatoralgebren ist wohl doch nétig, um das
Buch mit Gewinn lesen zu konnen. Wie die Autoren selbst in der Einleitung schreiben, ist es
noch zu frith, um ein Buch iiber die Klassifikation von Unterfaktoren mit irgendeinem
Anspruch auf Vollstindigkeit zu verfassen. So fehlen hier zum Beispiel die grundlegenden
Ergebnisse von Ocneanu und Popa zur Klassifikation von Inklusionen von hyperfiniten
Faktoren mit Index < 4. Die allgemeine Theorie ist im Augenblick noch in rasanter
Entwicklung. Ein wichtiges offenes Problem ist zum Beispiel die Frage, welche positiven
reellen Zahlen als Index eines irreduziblen Unterfaktors endlicher Tiefe auftreten konnen.
Eine Vermutung besagt, daB es sich hierbei genau um die Normen (Perron-Frobenius-
Eigenwerte) von Matrizen der Form 4 * 4, wo A eine Matrix mit positiven ganzzahligen
Matrixelementen ist, handelt. Zur Zeit befindet sich die Theorie allerdings noch in einem
Stadium, wo jede neue Zahl, die als méglicher Index erwiesen wird, einen Fortschritt
darstellt. Das vorliegende Buch ist sicher eine hervorragende Einfiihrung in bestimmte
Aspekte der Theorie fiir jeden, der sich in dieses Gebiet einarbeiten will. Sehr zu empfehlen
ist es auBerdem didaktisch als Erginzung durch konkrete Beispiele zu einer Einfithrung in
die Theorie der Operatoralgebren.

Heidelberg J. Cuntz

Warner, S., Topological Fields (North-Holland Mathematics Studies, Vol. 157),
Amsterdam: North-Holland 1989, xiv + 564 Seiten, hard cover, Dfl. 210.00

In der topologischen Algebra untersucht man algebraische Strukturen mit
Topologien, die geeignete Vertraglichkeitsbedingungen erfiillen. Der Haupt-Gegenstand
des vorliegenden Buches sind (nicht notwendig kommutative) Kérper, welche mit Ringto-
pologien versehen sind.

Das erste Kapitel behandelt recht ausfiihrlich die Theorie der topologischen
Gruppen. Die Vervollstindigung einer Hausdorff-Gruppe wird mit Hilfe der minimalen
Cauchy-Filter konstruiert; die Gruppenstruktur erlaubt es, dabei den Begriff der
Uniformitét zu vermeiden. Ferner wurden die Sitze von Ellis und Zelazko aufgenommen,
die besagen, dafl bei lokal kompakten oder vollstindig metrischen Topologien die
Definition einer topologischen Gruppe abgeschwicht werden kann. Kapitel 11 beschiftigt
sich mit topologischen Ringen, Moduln und Algebren, insbesondere mit deren Vervoll-
stindigungen. Die Beschrinktheit, als Verallgemeinerung der Kompaktheit, spielt eine
zentrale Rolle; eine Teilmenge eines topologischen Rings heiBt beschrinkt, wenn sie durch
Multiplikation mit einer geeigneten Nullumgebung beliebig klein gemacht werden kann.
Im Zusammenhang mit Normen und Spektralnormen werden (ultra-) normierbare Ringe
charakterisiert als lokal beschrinkte Ringe mit zusitzlichen Eigenschaften. Archimedische
und nichtarchimedische Absolutwerte auf Ringen sind das Thema von Kapitel III. Nach
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Ostrowski gibt es auf dem Korper der rationalen Zahlen bis auf Aquivalenz nur den
gewohnlichen und die p-adischen Absolutbetrage. Siatze von Shafarevich, Kaplansky,
Kowalsky, Diirbaum und Fleischer charakterisieren diejenigen Ringtopologien auf Schief-
koérpern, welche von Absolutwerten oder von Bewertungen herriihren; im kommutativen
Fall sind dies genau die retro-beschriankten Topologien (leider fehlt der Hinweis darauf,
daB diese Topologien auch als Topologien vom Typ V bezeichnet werden). Bei einem
kurzen Ausflug in die nichtarchimedische Analysis werden der p-adische Logarithmus und
die p-adische Exponentialfunktion eingefiihrt. Kapitel I'V behandelt topologische Vektor-
rdume, genauer: Hausdorff-Vektorriume iiber bewerteten Korpern. Nach einer sorgfalti-
gen Diskussion endlich-dimensionaler Vektorriume werden in einem Abschnitt iiber
,Prinzipien der Funktionalanalysis“ die Siatze von Banach-Steinhaus und von Hahn-
Banach in allgemeinerem Rahmen formuliert und bewiesen; der letzte Satz gestattet auch
eine nichtarchimedische Version, welche den Begriff ,sphirisch kompakt“ involviert. Das
Kapitel endet mit mehreren Hohepunkten: aufbauend auf dem Fortsetzungssatz fiir
Absolutwerte wird der Satz von Gel’fand-Mazur und Ostrowskis Charakterisierung
archimedischer Absolutwerte auf Schiefkorpern bewiesen; ferner werden alle lokal kom-
pakten zusammenhingenden oder unzusammenhingenden Korper klassifiziert (Pontria-
gin, Jacobson). In einer Ubungsaufgabe wird nach Dieudonné gezeigt, daB die komplexen
Zahlen echte dichte zusammenhingende Teilkdrper enthalten. In Kapitel V wird die
Bewertungstheorie systematisch weiterentwickelt. Hier findet man die Approximationssét-
ze, maximale Bewertungen und lineare Kompaktheit, und schlieBlich Henselsche Bewer-
tungen und die ,Henselisierung® eines bewerteten Korpers. In den Ubungsaufgaben
werden u.a. neuere Beitrige zur Artin-Schreier-Theorie reell abgeschlossener Korper
angedeutet. Beschreibungen lokal beschriankter Topologien auf speziellen Kérpern sind
das Thema von Kapitel VI. Zunichst werden alle lokal beschrinkten Topologien auf den
rationalen Zahlen mit Hilfe von Mengen von Primzahlen beschrieben. Damit 148t sich der
Satz von Pontriagin verallgemeinern: die reellen Zahlen, die komplexen Zahlen und die
Quaternionen sind die einzigen vollstindigen zusammenhingenden lokal beschrinkten
Korper mit beschriankter Kommutatorgruppe. Nach einer Darlegung der algebraischen
Theorie der Dedekind-Ringe werden die linearen Topologien auf deren Quotientenkér-
pern beschrieben und niher untersucht (Heine-Warner 1973). Ferner werden nach Weber
(1978) alle lokal beschriankten Ringtopologien auf algebraischen Zahlkorpern, auf alge-
braischen Funktionenkérpern (in einer Variablen, mit beschrinktem Konstantenkérper)
und auf Ordnungen von globalen Korpern beschrieben.

Das letzte Kapitel gibt einen sehr lesenswerten Abrif3 der historischen Entwicklung
der topologischen Algebra. Das sorgfiltig zusammengestellte Literaturverzeichnis besteht
aus 38 eng beschriebenen Seiten; abgesehen von der Bewertungstheorie wurde hier
Vollstiandigkeit angestrebt, und wohl auch weitgehend erreicht. Namensregister und
Sachregister sind bei einem Buch dieses Umfangs sehr willkommen.

Viele erginzende Resultate und Beispiele sind in den Ubungsaufgaben enthalten,
die nach jedem der 37 Abschnitte gestellt werden; diese Ubungsaufgaben sind oft mit Zitaten
und grofziigigen Lésungshinweisen versehen.

Das vorliegende Buch systematisiert ein Gebiet, dessen Ergebnisse bisher nur in
verstreuten Zeitschriftenartikeln vorlagen. Insgesamt ist es dem Autor sehr gut gelungen,
sein breit angelegtes Konzept einer Einfithrung in die Theorie der topologischen Kérper zu
realisieren. Im Bestreben, die nétigen algebraischen und topologischen Vorkenntnisse
gering zu halten, hat der Verfasser gleichzeitig eine Einfithrung in die topologische Algebra
geschrieben. Im Vergleich zu dem Buch von W. Wieslaw mit dem gleichen Titel (Dekker
1988) hat Warners Monographie stirker enzyklopddischen Charakter und ist auf breiterer
Basis aufgebaut; natiirlich gibt es zwischen einzelnen Kapiteln in beiden Biichern groBere
Uberschneidungen.
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Bei der typographischen Ausstattung ist Kritik anzubringen: das Buch wurde im
Schreibmaschinensatz ohne Randausgleich hergestellt, Definitionen und Sitze sind durch
keinerlei typographische Hilfsmittel hervorgehoben. Schon bei miBig komplizierten
Formeln machen sich die zu geringen Abstéinde unangenehm bemerkbar. In Anbetracht des
hohen Preises hitte man hier Besseres erwarten diirfen.

Trotzdem ist dieses Buch aufgrund seines Inhalts sehr willkommen. Als erste
Einfithrung ist es vielleicht weniger geeignet, da die strenge Abfolge von Definitionen,
Satzen und Beweisen nur selten unterbrochen wird. Hat man dagegen schon eine erste
Orientierung in der topologischen Algebra gewonnen, so wird man dieses Buch zur
Vertiefung und zum Nachschlagen gerne in die Hand nehmen.

Tiibingen Th. Grundhofer
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