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1 Einleitung

In diesem Aufsatz wollen wir hauptséchlich nichtlineare Wellengleichun-
gen vom Typ

(L1 uy — Au+yu, = f(t, x, u, uy, Vu, Vg, V1)

fiir eine Funktion u = u(z,x), 1 >0, x€ Q, Q ein Gebietim R", y € {0, 1}, behandeln,
jedoch auch andere Evolutionsgleichungen wie etwa Wirmeleitungsprobleme
werden zur Sprache kommen. Zur Gleichung (1.1) kommen Anfangsbedingungen

(1.2)  u(=0)=uy, u,(t=0)=u

*) Ausarbeitung eines Vortrages anlifilich der DMV-Tagung 1991 in Bielefeld.
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und
(1.3) Randbedingungen

hinzu, letztere fiir den Fall, da Q+#IR", d.h. ein Gebiet mit Rand ist. (In den
meisten Fallen wird es sich dabei um ein AuBlengebiet handeln.)

Wir interessieren uns fiir die Existenz globaler Losungen zu (1.1)-(1.3),
d. h. fiir Lésungen, die fiir alle Werte des Zeitparameters ¢ definiert sind. Losungen
werden dabei glatte Losungen sein, die etwa in der Klasse C? beziiglich ¢ mit
Werten in Sobolevraumen entsprechend hoher Differenzierbarkeitsordnung lie-
gen.

Ein typisches Beispiel fiir nichtlineare Wellengleichungen vom Typ (1.1) ist
die folgende Gleichung fiir eine schwingende Saite (n=1), eine schwingende
Membran (n =2) bzw. eine schwingende Luftsiule (n= 3):

Vu

(1.4)  wy = diy ——t .
" V1+ |[Vul?

Diese Gleichung geht durch Addition von —Au auf beiden Seiten elementar in die
Form (1.1) iiber.

Wir verabreden, daf3 wir in diesem Aufsatz von ungedimpften Wellenglei-
chungen (y =01in (1.1)) sprechen, sofern es nicht ausdriicklich anders gesagt wird.

Bei Gleichungen vom Typ (1.1), aligemeiner bei nichtlinearen hyperboli-
schen Differentialgleichungen oder -systemen, ist wohlbekannt, dal man nicht
notwendigerweise eine (in ) globale Losung erwarten darf, d. h. auch bei noch so
glatten und kleinen Daten uy, ) konnen sich Singularitdten entwickeln. Somit wird
ein allgemeiner Existenzsatz, den wir zunéchst fiir die Gleichungen (1.1) anstreben,
nur unter speziellen Voraussetzungen an die Nichtlinearitdt fzu erwarten sein. Es
wird sich dabei ein globaler Existenzsatz ergeben, der bei hinreichend kleinen
Daten anwendbar sein wird und ein gewisses Verschwinden der Nichtlinearitit
f=f(t,x,w) im Nullpunkt w=0 voraussetzt. Der notwendige Grad des Ver-
schwindens ist dabei dimensionsabhéngig und geringer in héheren als in niedrige-
ren Raumdimensionen, was eng mit dem asymptotischen Verhalten von Losungen
des zugehorigen linearisierten Systems ( f=0) fiir 1 —o° verkniipft ist und in die
Beweismethode wesentlich eingeht. Damit wird sich auch eine Beschreibung des
asymptotischen Verhaltens der Losung des nichtlinearen Problems ergeben.

Es werden hier also im wesentlichen Probleme zu kleinen Daten behandelt,
fiir Probleme zu grofen Daten existiert auch schon eine reichhaltige Literatur - mit
ebenso umfangreichen interessanten, offenen Fragen -, fiir die wir dem Leser
wenigstens ein paar Zitate geben mochten, die dann in dieses Gebiet weiterfithren.

Wir wir schon bemerkten, ist es ein typisch hyperbolisches Phinomen, daf3
sich auch bei noch so kleinen Daten, d.h. in noch so kleiner Umgebung einer
Gleichgewichtslage, und bei beliebig glatten Daten unter Umstdnden Singularita-
ten in endlicher Zeit entwickeln konnen. Dabei werden gewisse C*-Normen der
Losungen unendlich, es existiert héchstens — und im allgemeinen, da die typischen
Modelle Vorginge in der Natur beschreiben, wohl auch mindestens - eine
schwache Losung, die z. B. noch stetig sein kann, aber vielleicht schon nicht mehr
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differenzierbar ist. Wir werden auf die Entwicklung von Singularititen kurz
eingehen, jedoch nicht eine Theorie schwacher Losungen oder Stowellenanalysis
betreiben.

Es stellt sich nun heraus, dal die Methode, die wir zunéchst fiir Cauchysche
Anfangswertaufgaben formulieren, fiir allgemeinere Anfangswertprobleme bei
Evolutionsgleichungen anwendbar ist, d. h. fiir Gleichungen vom Typ

(15) V,+AV=FE V=V(x), F=FtxV,. . . vV, Vi=0=V"

Hierbei ist A ein linearer Differentialoperator und F= F(¢, x, W) verschwindet in
W =0 von einer gewissen Ordnung a + 1, @ € N. || kann dabei gleich der Ordnung
von A sein, d. h. es werden insbesondere voll nichtlineare Probleme studiert.

Beispiele:

1. Gleichung(1.4) geht durch die Transformation V' :=(u,, Vu)in die Form
(1.5) iiber mit o =2.

2. Die folgende nichtlineare Wirmeleitungsgleichung fallt unter die be-
handelbaren Probleme:

(1.6) u, — Au= f(t, x, u, Vu, V2u), u(t = 0) = u.

Aber auch Elastizititsgleichungen, gekoppelt hyperbolisch-parabolische Systeme
wie die Thermoelastizititsgleichungen (s. Abschnitt 2.3), Maxwellgleichungen und
Schrédingergleichungen sind mit dieser Methode studiert worden.

Wie im nichsten Kapitel aufgefithrt werden wird, gibt es fiir die Cauchy-
sche Anfangswertaufgabe, d. h. x e 2 = R", eine ganze Reihe von Arbeiten, welche
verschiedene hinreichende und zum kleineren Teil auch notwendige Bedingungen
an die Daten und an die Nichtlinearitat fiir die Existenz globaler Losungen
angeben. Fiir den Fall, daB ein echtes AuBengebiet Q # R" vorliegt, d. h. R"\ Q ist
ein beschrinktes Gebiet, liegen weitaus weniger Resultate vor. Dal3 das Vorhan-
densein eines Randes die Uberlegungen immer komplizierter macht, ist natiirlich
einsichtig. Hier kann man direkt noch spezieller sagen, daf} es in AuBlengebieten
schon schwierig ist, das asymptotische Verhalten von Lésungen des linearisierten
Systems (f=0in(1.1) bzw. F=01in (1.5)) fiir = o¢ - in Form von Abklingraten der
Lo6sung in negativen Potenzen von ¢ — zu erhalten, im Gegensatz zum Ganzraum-
fall 2=1R", bei dem z.B. explizite Darstellungsformeln und insbesondere die
Fourier-Transformation zur Verfiigung stehen.

Es werden dann Auflenraumprobleme zu geddmpften Wellengleichungen
behandelt, bei denen auch inhomogene Operatoren anstelle der oben vorgestellten
Operatoren mit konstanten Koeffizienten wie A auftreten werden. Beispielsweise
diskutieren wir das folgende Anfangsrandwertproblem:

Uy — i@ (X) 3k + ty = f(us, Vut, Vg, V)

mit zugehorigen Anfangs- und Randwerten. Dabei wird —3;a;x(x)3 zu einem
positiven, selbstadjungierten Operator, hier zu Dirichletschen Randbedingungen,
werden, der auflerhalb einer festen Kugel mit —A {ibereinstimmt.

Auch hier wird der Ansatz allgemeiner Natur sein und es erlauben,
beispielsweise parabolische Gleichungen héherer Ordnung zu studieren.
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Es sei hier betont, da} bei der Fiille der Fragestellungen auf dem Gebiet
nichtlinearer Wellengleichungen, hyperbolischer Systeme oder gar Evolutionsglei-
chungen im allgemeinen notwendigerweise nur ein ganz spezieller Teil behandelt
werden kann, dessen Auswahl sich natiirlicherweise an den Arbeitsgebieten des
Autors orientiert. Bei den zitierten Arbeiten wurde zumindest versucht, auch zu
den hier nur weniger besprochenen Teilen Literatur anzugeben, die den interessier-
ten Leser dann weiterfithren kann.

Der Aufsatz gliedert sich nun wie folgt: In Kapitel 2 besprechen wir ein
klassisches Schema, welches bei nichtlinearen Evolutionsgleichungen im Ganz-
raumfall zum Ziel fithrt, als Beispiel tauchen insbesondere Wellengleichungen,
Wirmeleitungsgleichungen und die Thermoelastizititsgleichungen auf. Anschlie-
Bend erwiahnen wir in Kapitel 3 kurz andere Methoden. Kapitel 4 beschiftigt sich
mit der Entwicklung von Singularitdten bei hyperbolischen Gleichungen. In
Kapitel 5 gehen wir dann auf Anfangsrandwertprobleme in Auflengebieten ein. Im
letzten Kapitel werden dann verwandte und einige zur Zeit aktuelle Probleme
angesprochen.

Ausfithrlichere Darstellungen speziell zu Kapitel 2 geben wir in [79].

Zur Notation:
wm™P(Q), WiP(Q): ubliche Sobolevraume mit Norm |||, (s.[1]);
WP (Q)=L?(2) mit Norm ||:||,, me No, 1 <p < e°.
Co’(2): C*-Funktionen mit kompaktem Triger in Q, Q ein Gebiet im R”.
11l m, pcGys |I*llp(cy: Norm in W™P(G) bzw. L?(G), G ein Gebiet.
K(x,r): Kugel mit Mittelpunkt x und Radius ;
Q,: QnK(@O,r).
3;=23/dx;,i=1,...,n,3,=293/3t, V*=({,...,35"), @« € N§, analog fiir D®, wobei
D =(3,, V). (Ein ' deutet die Transposition an, in Kapitel 4 auch eindimensionale
Ableitungen.)

div=V": Divergenz, rot=Vx: Rotation (im R*), A= Laplaceoperator.
V/u =(V“u)0< || <j,j€ ]N().

172
IVEull ... = ( > ||V"u||2...) , analog fiir ||D%u) ...,
la| =L
172 ~
Vil ... = ( > ||V“u||2...) , analog fiir ||[Dfu|| ..., L € Ny.
0<lal<L
2 Eine klassische Methode bei Evolutionsgleichungen

Wir besprechen hier eine Methode zum Nachweis der Existenz globaler
Losungen, welche fiir eine ganze Reihe von Evolutionsgleichungen zum Ziel fiihrt.
Als spezielle Beispiele behandeln wir dann Wellengleichungen und Warmelei-
tungsgleichungen, auch gekoppelt in Form der Thermoelastizitiatsgleichungen.
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2.1 Das allgemeine Schema

Die hier betrachtete Methode ist eine geschickte Durchfithrung eines
klassischen Programms, welches in der Fortsetzung als lokal in der Zeit existierend
erkannter Losungen fiir alle Werte des Zeitparameters ¢ aufgrund von a priori
Abschitzungen besteht. Die Schwierigkeit, insbesondere bei voll nichtlinearen
Problemen, liegt hierbei im Nachweis der a priori Abschatzungen, und dort setzt
die Entwicklung der letzten Jahre ein, indem sie sich zum einen die Kenntnis des
asymptotischen Verhaltens von Lsungen der zugehorigen linearisierten Probleme
zu Nutze macht und zum anderen geeignete Sobolevraumabschédtzungen fiir
zusammengesetzte Funktionen beweist.

Schematisch sieht das wie folgt aus. Zu behandeln sei das System (1.5),d. h.

1) V,+AV=F F=FuxV, .. VV), ve=0=Vv"

V=V(t,x),t >0,xeR", V0 gegeben.) Hierbei ist A ein linearer Differentialopera-
tor, | B| kann dabei gleich der Ordnung von A sein, und wir nehmen an, daf} sich die
Nichtlinearitiat F=F(t,x, W) in W=0 wie folgt verhalt:

(2.2) F(@t,x, W)y=o0(w|**"Y fur |[W| -0,

fiir ein @ € N, gleichméBig in ¢ und x, in Beispiel (1.4) etwa: ¢ =2.

Je groBer a ist, desto kleiner ist der EinfluB der Nichtlinearitét F fur kleine
W], d.h. das lineare Verhalten dominiert und 148t auf eine globale Losung fiir
kleine Daten hoffen. Man beachte jedoch, dafl diese scheinbar so naheliegende
heuristische Argumentation sich zwar im Fall von Auflengebieten, insbesondere
also fiir die gerade studierten Cauchyschen Anfangswertaufgaben, als richtig
erweist, jedoch nicht in beschriankten Gebieten zutrifft. (Dort haben das unter-
schiedliche Abklingverhalten, der Rand und die Randbedingungen gréB8eren
Einflufl und die Situation ist komplexer.)

Zum Nachweis der Existenz einer globalen Losung werden nacheinander
folgende Punkte untersucht:

A: Abklingverhalten von Lésungen des linearistischen Systems (F=0):
@3) VOl <c+ D7V w,p

wobei 2 g, 1/p+1/g=1;c,d>0und N e N sind Funktionen von g und der
Raumdimension n.

Beispiele:
® In (1.4) (Wellengleichung):

g="_1 (1—3), N>n(1—3) fiir 2 < ¢ < oo
2 q q

® In (1.6) (Warmeleitungsgleichung):

d=£(1_3>, N>n (1—i> fiir 2 < g < oo,
2 q q
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B: Lokale Existenz und Eindeutigkeit:
Ve C'([0, T1, W*X(R") A C' ([0, T], W52(R"), 5,5 N,T>0 geeignet.

C: Spezielle Energieabschitzungen fiir die lokale Losung:
t
2.4)  IV@)lls,2 < ClIVOls,2 - exp {C [ !IV(r)II‘Z,wdr},
0

te[0,T]; C hdangt nur von s ab, nicht von T} b ist von s unabhingig; (dies erlaubt
spater den Schritt E).

D: Spezielle a priori Abschitzung:
Unter Ausnutzung von A zeigt man fir hinreichend kleine Daten V°:

@2.5)  sup  (1+ DMV(O)lls,q < Mo < oo,
0T

wobei My unabhingig von T ist, s; hinreichend groB und ¢; =gq,(@) geeignet
gewihlt sind; d; =d(q;,n) gemial A.

E: Cund D fithren nun zu der angestrebten klassischen a priori Abschit-
zung:

IV Ols,2 < CIVOLs, 2, 0<<T,
fiir hinreichend groBes s € N (und kleines ¥°), C unabhingig von T.

Damit erhélt man nun einen globalen Existenzsatz fiir Daten V°, die
geniigend klein sind in gewissen Sobolevnormen. Wie dies konkret aussiecht, wird
in den nachstehenden Beispielen gezeigt.

Das obige Schema findet man in knapper Form bei Klainerman & Ponce
[47] (ausgefiithrt in [77]), Vorldufer waren etwa Matsumura [57], Matsumura &
Nishida [58] und Strauss [100]. Ahnliche Resultate findet man bei Shatah [84]. In
[47] werden Wellengleichungen vom Typ (1.4), durch Vergleich mit der Arbeit von
Klainerman [43] auch Warmeleitungsgleichungen vom Typ (1.6), Klein-Gordon-
Gleichungen, Elastizititsgleichungen und Schrédingergleichungen behandelt.
Aber etwa auch Maxwellgleichungen lassen sich so studieren, siehe Klaus [48].

Die Resultate beschreiben gewissermallen Stabilititsresultate fiir kleine
Stérungen linearer Probleme; natiirlich interessieren auch Fragestellungen fiir
grofle Daten; hierzu gibt es, speziell fiir semilineare Probleme, eine umfangreiche
Literatur, fiir Wellengleichungen sehe man etwa bei Pecher [68], von Wahl [106],
Struwe [102] oder in der Ubersicht von Strauss [101] nach.

Wenn auch die gerade vorgestellte Methode vielfach zum Erfolg fiihrt, so
sei doch schon bemerkt, daBl noch viele offene Fragen bleiben. So hat in den
meisten der bisher behandelten Fille im Hinblick auf Punkt A der Differentialope-
rator A konstante Koeffizienten; hier drangen sich natiirlich Fragen nach
inhomogenen und anisotropen Situationen auf. Ferner erwahnen wir die Entwick-
lung von Singularitéten, die in Kapital 4 kurz angesprochen werden wird.
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2.2 Beispiele

2.2.1 Wellengleichungen. Wir formulieren zunichst den globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir ungedimpfte (y = 0) Wellengleichungen vom Typ (1.1)
und skizzieren dann, wie die Punkte A bis E in diesem Fall aussehen und den
Beweis liefern. Wir nehmen 0.B.d.A. an, daB die Nichtlinearitét fnicht explizit von
¢ und x abhingt und erinnern an die Definition von a in Formel (2.2), in der das
Verschwinden von F (bzw. f aus Gleichung (1.1)) im Nullpunkt charakterisiert
wird. Ferner sei f glatt und hinge nicht von u ab, d. h.

2.6) f= f(u, Vu, Vu,, V2u) = f(Du, VDu).

Satz2.1 ([47]). Es sei L (1 + L) <z ;1 . Dann existieren eine natiir-
a a

liche Zahl so>n/2+ 1 und eine 6 >0, so daf gilt:

Ist VO=(uy, Vo) € W (R A WA (RY, mit s> 50, p = —t s

2a+1
+ ] V°||5, » <0, so existiert eine eindeutige Losung u der Cauchyschen Anfangswert-
aufgabe (1.1), (1.2), (2.6) mit:

. sowie ||Vl

V = (u;, Vu) € C°([0, ), W**(R")) A C}([0, o), W*~-2(R")).

Ferner gilt dann:
n—1 a

IV(@)llags2 =00 2 1), V()2 = 0(1), fiirt — .

Da auch noch Ableitungen von V bis zu einer gewissen Ordnung wie V in der
L?**2.Norm abklingen, folgt aus dem Sobolevschen Einbettungssatz dieselbe
Abklingrate fiir die L™-Norm von ¥, welche jedoch nicht mehr optimal ist.

In dem klassischen Beispiel (1.4) mit e@=2 geht die Bedingung

L (1 + i) <2 ;1 iiber in die folgende Bedingung an die Raumdimension:
a a

n>2.5. Das Abklingverhalten fiir n=3 ist: ||(u(r), Vu@)lls=0@"*>). Wir
bemerken, daB} keine Aussage fiir die Félle n =1, 2 (schwingende Saite, Membran)
gemacht wird und damit sind wir schon bei der Frage der Optimalitat der
Resultate, auf die wir im nichsten Abschnitt zu sprechen kommen werden.

Zum Beweis von Satz 2.1 nach dem vorgestellten Schema:

1. Das Abklingverhalten von Lésungen des linearisierten Systems, d. h.
von Losungen der linearen Wellengleichung im IR”, ergibt sich wie folgt. Die
wohlbekannte Energieerhaltung liefert fir V= (u,, Vu) die Erhaltung der L*
Norm, d. h. in Gleichung (2.3) fiir g =p =2 die Rate d=0 bzw. fiir den Operator
T,: L2 (R")— L*(R"), (T,V°)(x)=V(1,x), die Norm M;=1. Aus den explizit
gegebenen Darstellungsformeln im R” (etwa der Kirchhoffschen Formel im R3,
s.g9, 107] folgt eine L™-Abschitzung, nimlich fiilr g=o°, p=1 zuerst fiir
V' =(u,0):

Q7 VOl <c(l+ 1)~ p0,
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d.h. T: W™ (R") = L*(R") mit Norm My<c(1+1) "~V somit ergibt sich
durch Interpolation fir 2 g <<, 1/p+1/g=1:

n—1 (1—1)
28) V@l <Cc+1) 2 a1V,

(V0 =(u,0), N>n (1 - i), C=C(q).) Dies ist die gewiinschte Abschitzung
im Punkt A. 9

2. Einen lokalen Existenzsatz findet man etwa bei Klainerman [42], Kato
[39] oder Hughes, Kato & Marsden [20] (ersterer zuriickgehend auf Schauder [83])
oder bei Majda [56], ausfiihrlich dargestellt in [77, 79]. Fir s>n/2+1,
Ve W*2(R") erhilt man eine lokale Losung ¥ = (1, Vi) mit

Ve CO(0, T1, W"*(R") ~ C'([0, T], W*~ “2(R")),

fiir ein T=T(|| Volls,z) >0und es kann || V()| <1 fiir 7€ [0, T] erreicht werden,
falls || °||,.» hinreichend klein ist.

3. Die spezielle Energieabschitzung in Punkt C nimmt die Gestalt

(2.9) IVO)ls2 < ClIVs.2 - exp

C[1DV()|% drl
0

anund ergibt sich durch Differentiation von (1.1), Multiplikation mit entsprechen-
den Ableitungen von u, in L2(1R"), trickreiches partielles Integrieren, Ausnutzung
von Sobolevraumabschitzungen fiir Produkte von Funktionen (s. [47, 77]) und der
Gronwallschen Ungleichung.

4. Die spezielle a priori Abschitzung lautet nun
=L a-2/g)

(2.10) M;(T)= sup (1+1) 2 IV ()lls,,q < Mo <o,
0<1KT

wobei ¥ hinreichend klein sein muB (s.u.), g=2a+2 wie in Satz 2.1 gewihlt ist
und s; =s,(n, g) = 51(n, @) hinreichend groB ist.
Die spezielle Wahl von g ergibt sich notwendig aus der benétigten Abschitzung

QA1) W, V)54 n,p < cllVIIS, gl Pl 2,

welche fir a/g+1/2=1/p gilt (was zusammen mit 1/p+1/¢g=1 zu g=2a +2,
p=Q2a+2)/(2a + 1), wie in Satz 2.1 angegeben, fiihrt.)

Schreibt man (1.1) als Differentialgleichung in V= (u,, Vu), so ergibt sich
Vi + AV =F(V, VV) = (f(V, VV), 0).

— A erzeugt eine Halbgruppe, und wir erhalten die Darstellung

t
2.12) V(@©y=e V0 + [ e CIAEW, VI )r)dr.
0
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Benutzt man diese und die Formel (2.11) so erhilt man fiir z := M; (T):
z < co(1 + 2%,

sofern das entstehende Integral

T(1+r)“ 5 (’"%)dr
0

kleiner als unendlich ist, was fiir
ol (1 -2) g2 22l
2 q a+l 2

erfiillt ist. Letztere Ungleichung ist aber dquivalent zu der im Satz geforderten
Bedingung

i<1+—1—><"_1.
a a 2

Somit folgt fiir hinreichend kleines J, d. h. hinreichend kleines yo.

M; (T) < Mo.

(M, ist die erste positive Nullstelle von ¢(z) =zd(1 +z%*") —z.)

5. Die klassische a priori Abschitzung ergibt sich nun leicht aus Schritt 3
und 4:

V(@52 < CIIVCs 2+ exp

C| ||l_)V(r)||‘Z°dr}
0

< CIVYl5 26 M D
LKV,

mit K = K (s) = Ce 0 unabhingig von 0 <1< T.
(Wie iiblich benutzen wir die gleichen Symbole fiir Konstanten wie C, die sich in
Ungleichungsketten dndern konnen.)

Somit kann man den lokalen Existenzsatz wieder anwenden und gelangt zu
einer globalen Losung. An den Abschitzungen in Schritt 4 und 5 liest man das
behauptete asymptotische Verhalten der Losung fiir £ — o0 ab. Damit ist Satz 2.1
bewiesen.

Bemerkungen:

1. Satz 2.1 stellt eine Art Stabilitatsresultat dar, welches nahelegt, daf} sich
die Lésung asymptotisch linear verhilt, d. h. es existiert eine Vektorfunktion V.,
welche Losung der (auf ein System erster Ordnung transformierten) Wellenglei-
chung ist, so daB} sich V(¢) asymptotisch fiir z — o wie V. (t) verhilt, genauer: Sei
Vi) :=V(t) + [ e CTIF(s)ds,

1
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F(s)=F(V(s), VV(s)) wie vorher. Es gilt dann:
th_n:o V(@) = Vi@l = 0.

Fiir allgemeinere Untersuchungen solchen Streuverhaltens, speziell bei semilinea-
ren Problemen, verweisen wir auf Strauss [101].

2. Imvorhergehenden Teil war es von Bedeutung, daB die Nichtlinearitit f
keine Funktion von u selbst, sondern nur von Ableitungen von u war. Das hingt
damit zusammen, dal man zwar iiber die Darstellungsformeln entsprechende L*-
Abschitzungen fiirr Lésungen u des linearen Problems leicht angeben kann, sich
jedoch die L>-Norm von u nicht so einfach abschitzen 14Bt. Hier sind weitere
Uberlegungen notig. Li & Chen [51] setzen hierzu statt eines Fortsetzungsargu-
ments fiir lokale L3sungen ein (in ¢) globales Iterationsverfahren an. Die notigen
a priori Abschitzungen speziell fiir die L2-Norm werden mit Hilfe geeigneter
Invarianzeigenschaften des Operators 37 — A und darauf aufbauender Unglei-
chungen vom Sobolevschen Typ (Klainerman [44] folgend, vgl. auch den nichsten
Abschnitt und Kapitel 3) bewiesen. Heraus kommt ein globales Existenzresultat
fir kleine Daten zu f=f(u, Du, DVu), f(W)Z(O([WI“H) fur |W| —0 und ein
a €N, unter der folgenden Bedingung:

(2.13) n-1 (1 _i) >L’
2 an a
tabellarisch in Tabelle 1 dargestellt.

Zum Vergleich die Situation, die sich aus Satz 2.1 ergibt, in Tabelle 2.

Wir bemerken, daf} sich das Resultat im Fall, daB f nicht von u abhingt,
verbessern 14t zu n >4 fiir « = 1, indem man die gerade erwihnten Invarianzen
benutzt, siche den folgenden Abschnitt.

Tabelle 1 fvon u abhingig
a= ‘ 1 2,3 4,5, ...

n> | 5 3 2

Tabelle2 fvon u unabhingig
l 1 2 3,4,...

R
I

n> | 6 3 2

Fir den semilinearen Fall, dal} f nur von u abhéngt, gibt es fiir sich schon
eine Reihe von Untersuchungen, wir verweisen auf Pecher [69, 70], Strauss [101]
und die dort zitierte Literatur.

2.2.2 Zur Optimalitiit der Resultate in Einzelfiillen. Die groBe Allgemein-
heit der Methode laBt erwarten, daB sie nicht in jedem Einzelfall scharfe
Ergebnisse liefern wird. Zunichst einmal bemerken wir, daB keine Aussagen iiber
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die optimale Regularitit gemacht wurden, es handelt sich immer um Aussagen
fiir hinreichend glatte Koeffizienten und Daten. Was uns jedoch hier mehr
interessiert, ist die Beziehung zwischen der Raumdimension # und der Ordnung
des Verschwindens der Nichtlinearitit, charakterisiert durch die natiirliche
Zahl a. Die im vorigen Satz angegebene Bezichung zwischen n und e ist im
allgemeinen nur hinreichend, nicht notwendig. So reicht einerseits fiir kubische
Nichtlinearitdten (@ =2)n>2.5,d. h. n >3, aus, und fiir quadratische Nichtlinea-
rititen (@ = 1) kénnen im R? Singularititen auftreten, s. John [33]. Dies gilt in
gleicher Weise fiir die Elastizititsgleichungen (im anfanglich isotropen Fall) (vgl.
Abschnitt 2.3), nach Arbeiten von Klainerman [43] (Existenz im kubischen Fall
im IR*) und John [34] (fiir den Nachweis der Entstehung von Singularititen im
quadratischen Fall). Andererseits ist die Bedingung aus Satz 2.1, die sich bei der
Wellengleichung fiir die Raumdimension im quadratischen Fall a=1 ergibt,
namlich # > 6, nur hinreichend. Klainerman hat gezeigt, dal n =4, 5 moglich ist,
s. [44]. Hierzu werden spezielle Invarianzeigenschaften des Operators RF—A
ausgenutzt (Lorentzinvarianzen insbesondere, siehe auch Kapitel 3). Dies ist
nicht unmittelbar auf die nachfolgenden Systeme iibertragbar, hier werden
Einzelfalliiberlegungen notig.

Auch etwa bei nichtlinearen Wirmeleitungsgleichungen (1.6) liefert die
sich ergebende Beziehung zwischen n und @ aus dem Satz 2.1 entsprechenden
Resultat (vgl. den folgenden Abschnitt) nur ein hinreichendes Kriterium. Insbe-
sondere wenn die Nichtlinearitit f nicht von u abhingt, nutzt die Methode die
spezielle Gestalt der Differentialgleichung, d. h. den dissipativen Term —Au, nicht
geniigend aus.

Dies unterstreicht, daB} die Methode zwar in vielen Fallen gute Ergebnisse
liefert, jedoch im Einzelfall weiter Betrachtungen nétig sein kénnen, um optimale
Resultate zu erhalten, was wiederum die Untersuchung jeder einzelnen Gleichung
gesondert rechtfertigt.

Hierhin gehoren denn auch die fiir spezielle Gleichungen entwickelten
Methoden, die wir kurz in Kapital 3 ansprechen werden.

2.2.3 Wirmeleitungsgleichungen. Es wird der folgende Typ von Anfangs-
wertaufgaben betachtet:

(2.14) u, — Au = f(u, Vu, V*u), u(t = 0) = up,
wobei f glatt ist und
(2.15) |f(W)| = o0(W|**Y) firein acN,|W| -0,

erfullt.

Im Verhiltnis zu den vorher betrachteten Wellengleichungen dndert sich
abgesehen von kleineren beweistechnischen Modifikationen nur in Teil A das
Abklingverhalten von Lésungen des linearen Systems: die L™-Norm von Lésungen
des linearen Problems féllt nun mit der Rate n/2 (statt (n —1)/2 wie bei der
Wellengleichung) ab.

Es ergibt sich das Satz 2.1 entsprechende Resultat, nur ist ,,(n — 1)/2* durch
~1/2 zu ersetzen. Wir verzichten auf die explizite Notierung; statt dessen geben wir
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die Tabelle 3, in der auch dariiber hinausgehende Resultate verzeichnet sind (nach
Zheng [113]).

Tabelle 3 Nichtlineare Wirmeleitungsgleichungen

n 1 2 3 4 5 6
o
1 — — * * +
2 + +
3 + +
4

Das Anfangswertproblem (2.14) besitzt nach der vorgestellten Methode
globale Losungen fiir kleine Daten in den Kombinationen (e, 7), in denen ein +
steht; ein * gibt an, daf} mit subtileren Argumenten noch die Existenz einer globalen
Losung nachgewiesen werden kann, und ein — bedeutet, daB man mit der
Entwicklung von Singularitdten zu rechnen hat.

Wenn f nicht von u abhingt, sondern nur von Ableitungen von u, d.h.
F=/f(Vu, V*u), so existieren globale Losungen fiir kleine Daten fiir alle Werte von
n,aeNN.

Uber nichtlineare parabolische Systeme kénnte man natiirlich noch viel
mehr sagen, jedoch soll dieser Aufsatz sich in erster Linie mit Wellengleichungen
beschiftigen. Wir erwiahnen deshalb nur noch speziell fiir den semilinearen Fall
f=f(u) den Ubersichtsartikel von Levine [501].

2.3 Thermoelastizititsgleichungen

Wir greifen diese Gleichungen als spezielles Beispiel heraus, weil sie als
hyperbolisch-parabolisches System mit verschiedenen Abklingraten fiir verschie-
dene Losungsanteile und mit verschiedenen Arten von Nichtlinearititen zun4chst
einmal aus dem vorher besprochenen Schema herausfallen, es sich jedoch als
moglich erweist, die Methode geeignet zu modifizieren, was ihre Bedeutung
unterstreicht.

Die Thermoelastizitatsgleichungen beschreiben sowohl das elastische als
auch das thermische Verhalten elastischer, wirmeleitender Medien, insbesondere
die Wechselwirkung zwischen Spannungen und Temperaturunterschieden. Sie
bilden eine Kopplung der Elastizititsgleichungen und der Wirmeleitungsglei-
chung und sind demgemal ein hyperbolisch-parabolisches System, welches in der
Tat spezielle hyperbolische als auch parabolische Effekte aufweist.

Wir untersuchen hier das nichtlineare Cauchysche Anfangswertproblem
im R’ fiir ein homogenes und anfinglich isotropes Medium (erwidhnen aber auch
die eindimensionalen Resultate). Die Differentialgleichungen sind Gleichungen
fiir den Verschiebungsvektor U= U(t, x) und die Temperaturdifferenz 6 = (¢, x)
(=T.—T), T.: absolute Temperatur, Tj: konstante Temperatur, 0.B.d.A. Ty =1).
Es stellt sich die Frage, ob das Verhalten dominiert wird durch den hyperbolischen
Teil - i.w. Elastizitdtsgleichungen fiir U plus Kopplungsterme - oder durch den
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parabolischen Teil - i.w. eine Wirmeleitungsgleichung fiir 6 plus Kopplungsterme.
Fiir die reinen Elastizititsgleichungen ist bekannt, daB globale Lésungen fiir kleine
Anfangswerte existieren, sofern die Nichtlinearitét bis zur Ordnung 2 degeneriert,
s. Klainerman [43], ferner, daB im echt nichtlinearen Fall (,,genuinely nonlinear®)
Singularititen entstehen kénnen, s. John [34]. Auf der anderen Seite wissen wir aus
dem vorigen Abschnitt, daB quadratische Nichtlinearititen in drei Raumdimensio-
nen immer noch globale Lésungen der nichtlinearen Wiarmeleitungsgleichung
zulassen (wihrend im R? mit Singularititenentwicklung gerechnet werden muf).
Daher erhebt sich die Kernfrage, ob bei den Thermoelastizititsgleichungen der
EinfluB, der durch interne Dampfung durch die Warmeleitung gegeben ist, stark
genug ist, um das Entstehen von Singularititen zumindest bei kleinen Anfangswer-
ten zu verhindern.

Bevor wir Antworten darauf geben, erinnern wir an die behandelten
eindimensionalen Modelle, fiir die letzteres gilt. Dies wurde von Kawashima &
Okada, s. [41, 40], fiir das Anfangswertproblem gezeigt; sie bewiesen einen
globalen Existenzsatz fiir kleine Daten allein mit der L%-Energiemethode. Einen
dhnlichen Satz bewiesen Zheng & Shen [115] mit der hier vorgestellten Methode.
Ebenfalls mit einer Lz-Energiemethode bewiesen auch Hrusa & Tarabek [19] einen
Existenzsatz. Dariiberhinaus gibt es die am Anfang stehende Arbeit von Slemrod
[97] fiir ein beschrinktes Gebiet mit speziellen Randbedingungen, die Untersu-
chungen von Jiang [25] fiir die Halbachse, die Behandlung des Dirichletproblems
fiir ein beschrianktes Gebiet von Racke & Shibata [80] (kiirzlich verbessert in [81])
und fiir die Halbachse von Jiang [27] sowie des Neumannproblems fiir ein
beschranktes Gebiet von Shibata [90] und von Jiang [28], dort auch fiir die
Halbachse. In [12] betrachtet Feireisl periodische Losungen. Fiir groe Daten
entstehen schon in einer Raumdimension moglicherweise Singularitdten, wie
Dafermos & Hsiao [10] (fiir spezielle Nichtlinearititen) sowie Hrusa & Messaoudi
[18] nachwiesen.

Fiir kleine Anfangswerte wird das eindimensionale Modell von der
Wirmeleitungsgleichung dominiert, es tritt nur eine Art elastischer Wellen auf. In
dem dreidimensionalen Modell ist dies nicht mehr der Fall, wir werden es mit
verschiedenen Arten von Nichtlinearitdten sowie mit durch die verschiedenen
Gleichungstypen bedingten unterschiedlichen asymptotischen Verhalten der
Komponenten von U sowie 8 zu tun haben. Darin liegt die Besonderheit des
Systems, welche geeignete Darstellungen der Gleichungen und spezielle a priori
Abschitzungen erfordert, die die gekoppelte Struktur des Systems sowie die
verschiedenen Nichtlinearitdten beriicksichtigen.

Die Gleichungen lauten

(2.16) 3%U; = Cimjx(VU, 0)3,,3, U; + Cim(VU, 6)3,,0, i=1,2,3,

(2.17) (6 + Tp)a(VU, 6)3,0 = div ¢(VU, 8, V6)
+tr {ékm(VUa 0);<m * (39 Ur)rs}(e + TO),

(2.18) U@t =0)=U", U(r=0)=U", 6(r = 0) = 6°.
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Hierbei sind

3?w(VU, 6
Conp(VU, ) = — VT 0)
3k U)3@nUy)
- 3%y (VU,
Cim(VU, ) = Wg((am—a))’ a > ay, apkonstant,

und g = WirmefluBl gegebene glatte Funktionen (tr: Spuroperator.). y heiBt
Helmholtz-Potential und die Existenz ist gesichert.
Wir nehmen an, dal das Medium anfénglich isotrop ist, d. h. es gilt

(2.19) Cim(0, 0) = Abim0jx + 1(Ji0km + SjmSutc)s
4, u: Lamé-Konstanten, J: Kronecker-Delta. Ferner gelte
Cim(0,0) = —y6im, 7€ R\{0},
3¢'(0,0,0) _
3(Cnm8)
Dann koénnen wir die Thermoelastizititsgleichungen umschreiben zu:
(2.20) Uy —(Qu+A)VV' —uV X VX)U + yVo
= q1(VU, VU, 6, V8) + K, (VU, V2U, 6, V),
(2.21) 6, — zAG + yV'U, = OA8 + q2(VU, VU, VU,, 6, V0, V26)
+ Ky(VU, V23U, VU, 6, V0, V30),
(222) Ut=0)=U", U(t=0)=U", 6t =0)=6°,

%#0im, x>0 (Wirmeleitfahigkeitskoeffizient).

wobei g; quadratisch und K kubisch in der Ndhe des Nullpunktes ist, j=1, 2. Man
beachte den speziellen quadratischen Term 6Af, der von dem Term (8 + Tp) in
(2.17) herriihrt. (O.B.d.A. ist die Konstante vor diessm Term als gleich 1
angenommen.) (U°, U', 6° sind die gegebenen Anfangswerte.)

Die Gleichungen (2.20)-(2.22) kénnen nun mit einer geeigneten Modifizie-
rung der allgemeinen Methode behandelt werden. Notation: W™ = W™P(R?).
Wir haben bewiesen:

Satz 2.2 ([72]). Falls g;=0, j=1, 2, so gibt es eine natiirliche Zahl s > 3 und
ein >0, so daf fir (VU°,U', 0% e W2 A W*", mit Norm kleiner als 5, es eine
eindeutige Losung (U, 0) von (2.16)—(2.18) gibt mit

(VU, Uy e C'([0, =), W*~"%) A CO([0, =), w*?),
6 e C'([0, =), W32 A C°([0, ), W*?).
Ferner gilt
I(VU, U, )@l = 0¢™>®),  |I(VU, Uy, 0)(@0)ll52 = OQ) fiir t — oo

Bemerkungen: Die Annahmen iiber ¢; sind Annahmen iiber das zugrunde-
liegende Medium. Die Annahmen iiber die Anfangswerte konnen verschirft
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werden zu: ,Es gibt natiirliche Zahlen sy, s5, 54, S¢, so daB fiir (VU°, U, %) e w2
A W7 ~ W 1~ e 26/15 ~ e 1811 mit Norm kleiner als J, eine globale
Losung existiert*.

Zum Beweis:
1. Abschiatzungen fiir das linearisierte System: Man zerlegt U mit
U= U’+ U’ gemilB der orthogonalen Zerlegung

(2.23) L?>=Dy+ Vwh? (Dy: Felder mit Divergenz Null).

Dies fiihrt zu einer Wellengleichung fiir U° (nicht gekoppelt mit '), so daB hierfiir
das asymptotische Verhalten bekannt ist. U’ und 6 sind nun in einer Weise
gekoppelt, die es erlaubt, das asymptotische Verhalten mit Hilfe der Fourier-
Transformation einfach zu beschreiben. Man erhilt ein Abklingverhalten, welches
dem von Losungen der Warmeleitungsgleichung entspricht — auch im Hinblick auf
bessere Abklingraten fiir die Ableitungen.

2. Lokale Existenz: Dies ergibt sich aus den Resultaten in [31, 40]. Dabei
transformieren wir auf ein System erster Ordnung, i.w. V=(VU, U,, §). (Direkte
Untersuchungen fiir das System zweiter Ordnung wurden inzwischen von Mu-
koyama [65] vorgenommen.)

3. Die folgende spezielle Energieabschitzung wird fiir eine lokale Losung
bewiesen:

1V(®)lls.2 < CIVO)ls,2
t

cexp 1C [ (I(V, V2, V2, V)% + (VP2 V2P ||L)(ndr |,
0

te[0,T], wobei C nur von s, nicht von T abhingt.
Bemerkung: Man beachte die verschiedenen Exponenten.
4. Die nachstehende spezielle a priori Abschitzung wird gezeigt:

sup {(1+ 017", VA(O)llsy 002 + A+ )TV @)1y 1302
0T

+ IV @)lsg, 2611 + V2V ()15 18/7)} < o2,

sofern V(0) hinreichend klein ist.
Damit konnen wir wie vorher in Schritt E die klassische a priori
Abschitzung beweisen und eine lokale Lsung fortsetzen. O

Durch Ausnutzung des stirkeren Abklingverhaltens von 6 und seinen
Ableitungen wie auch der speziellen Gestalt der Nichtlinearititen konnten wir in
einer Arbeit mit G. Ponce das Resultat verbessern zu:

Satz2.3([71]). (0.B.d.A. sei K;=0.) Enthilt q;, j = 1,2, keine quadratischen
Terme, die nur aus (den Ableitungen von) Komponenten von U bestehen, so existiert
eine globale Losung fiir kleine Daten.

Die Annahme, daB es keine ,rein hyperbolischen“ quadratischen Terme in U gibt,
kann man im allgemeinen nicht fallenlassen, man hat mit der Entwicklung von
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Singularititen zu rechnen, was wir in [73] am Beispiel ebener Wellen nachwiesen.
(Die Idee dort war, die Zerlegung (2.23) auf ein nichtlineares Modell zu iibertragen
und fiir U’ ein rein hyperbolisches nichtlineares System zu erhalten.)

Wir bemerken, daf auch hier wie fiir die vorigen betrachteten Systeme gilt,
daB nun zwar das grundsitzliche Verhalten verstanden ist, daB3 aber auch fiir das
Anfangswertproblem noch viele interessante offene Fragen bleiben, etwa hier die
nach anisotropen und inhomogenen Medien.

Fiir dreidimensionale Modelle sind bisher lokale Existenzresultate fiir
Anfangsrandwertaufgaben, auch im inhomogenen und anisotropen Fall, fiir
beschrankte und fir unbeschrinkte Gebiete bewiesen worden, s. Chrzeszczyk [8]
und Jiang & Racke [29] fiir die Dirichletsche Randwertaufgabe sowie Shibata [89]
fiir die Neumannsche Randwertaufgabe.

3 Andere Methoden

Wie wir gesehen haben, liefert die besprochene klassische Methode - im folgenden
Energiemethode genannt - mit ihrer grofen Klasse von Anwendungen nicht
immer optimale Ergebnisse. Fir einzelne Gleichungen erwiesen sich spezielle
Ansitze als schlagkriftiger. Bevor wir dazu Stellung nehmen, méchten wir als
erstes eine — mittlerweile auch als klassisch zu bezeichnende - Methode erwidhnen,
die, was zum Beispiel allgemeine Resultate fiir Wellengleichungen betrifft,
historisch vor der Energiemethode rangiert.

1. Das Nash-Moser-Hormander-Schema. Erste globale Existenzsitze fiir
nichtlineare Wellengleichungen, spéter auch fiir andere Evolutionsgleichungen,
wurden von Klainerman 1980 bzw. 1982 in den Arbeiten [42, 43] bewiesen. Dabei
wurde mit einem Iterationsverfahren fiir Losungen der linearisierten Gleichungen
in [0,0)X R" gearbeitet statt lokale Losungen des nichtlinearen Problems
fortzusetzen. Grob gesprochen bedeutet dies fiir

Uy — Au = f(Du, VDu), u(t =0) = uy, u,(t =0) =u,,

daB zunichst aus einem gegebenen #" die Funktion #"*! aus der natiirlichen
Iteration
3.1 artt— A"t = f(Du", VDu"), Tl =0=u, @t =0)=u

studiert wird. Dabei sind die Abklingeigenschaften von Lésungen des linearen
Problems auch wieder von Bedeutung. Auftretende Regularitdtsverluste, die
speziell durch das Auftreten héchster Ableitungen in der Nichtlinearitat entstehen,
werden mit einer Art des ,Nash-Moser-Hormander-Schemas“ behandelt; dabei
wird ein Gléttungsoperator S =S, eingefithrt und als nachste Iterierte wird nun

un+1 f—= Snizn+l

betrachtet. #”*! geniigt der Differentialgleichung in (3.1) nicht mehr exakt, der
durch S, verursachte Fehler hat jedoch nur quadratischen Charakter (vgl. die
Newton-Iteration), die durch S, erreichte Glittung kompensiert die erwahnten
Regularititsverluste bei der einfachen Iteration (3.1).
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Diese Methode ist technisch aufwendig, sie wurde auch schon fiir Auflenraumpro-
bleme angewandt (von Shibata & Tsutsumi in [91]), sie liefert jedoch weniger
scharfe Regularitits- und Abklingresultate (vgl. [42, 43, 47, 93]).

Bemerkungen: Zur Namensgebung dieser Methode bemerken wir, dafl der
kritische Regularititsverlust, der bei einer naiven Iteration auftritt, Gegenstiicke
hat bei den sogenannten ,,Problemen kleiner Nenner” in der Himmelsmechanik
sowie bei isometrischen Einbettungen in der Differentialgeometrie. Es gibt hier
hauptsichlich zwei Wege, diese Schwierigkeiten zu iiberwinden. Der erste wurde
von Nash in seiner Arbeit [66] iiber isometrische Einbettungen entwickelt und von
Hormander weiterentwickelt, etwa fiir Probleme aus der Geodasie, s. [16]. Der
zweite basiert auf einer Modifikation der Newton-Iteration, siche etwa die Arbeit
[64] von Moser.

Es sei hinzugefiigt, daB die wesentlichen Probleme, fiir die sie nach unserem Wissen
bisher benutzt wurde, im grolen ganzen mit anderen, einfacheren Methoden
behandelt werden konnten, so die Anfangswertaufgaben wie besprochen in [47]
(statt [42, 43]), Hormanders geoditisches Problem von Witsch in [111] mit der
Legendre-Transformation, Auflenraumprobleme mit der Energiemethode von
Shibata & Tsutsumi in [93], und selbst das zu Beginn stehende klassische Nash-
Resultat wurde von Giinther in [15] anders bewiesen. Aber sicher gibt es noch
andere Anwendungsgebiete fiir diese originelle Methode.

2. Die Methode invarianter Normen. Diese von Klainerman entwickelte
Methode benutzt die Invarianz von 32 — A unter der Poincarégruppe (Translatio-
nen, homogene Lorentztransformationen) und Ungleichungen vom Sobolevtyp in
Normen, die aus den Erzeugern dieser Gruppe gebildet werden - in Analogie zu
den iiblichen W*2Normen, die aus den Operatoren 9, j=1,...,n, gebildet
werden, s. [44, 45].

Dies erlaubt zum einen wie schon erwihnt fiir quadratische Nichtlinearititen
(e=1) bei der Wellengleichung die Raumdimensionen n >4 zuzulassen. Die
Invarianzeigenschaften erlauben es, an Stelle der frither benutzten L*-L'-
Abschitzung fiir Losungen der linearen Wellengleichung, bei der die L*-Norm der
Losung mit der Rate (n — 1)/2 gegen gewisse L'-Normen der Anfangswerte (und
einiger Ableitungen) abgeschitzt wurde, sieche Formel (2.7), nun eine entsprechen-
de L°°—L2—Abschéitzung zu beweisen, was dann an die Stelle der Beziehung

1 -1 . . —
— (1 + —1—> <X > 1 die schirfere Beziehung L <X 5 ! setzt.

a a a

Zum anderen erweist sich im Fall @ = 1, n =3 eine sogenannte ,,Nullbedingung*“ an

die Nichtlinearitét als hinreichend fiir die Existenz globaler kleiner Lésungen.

Die Nullbedingung lautet fir f(W)=q(W) + O(|W|3), W= (u, Du,D’u), q(W)=

o(| W) fur |W| —0:
?*q(W)

sGuyeem ~9
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47
3(3:u)d(3;3k 1) i€k =0
N
3(3;3u)3(3x3yu) &€&k =0,

fiir alle &= (o, &1, &2, &3) € R mit ¢§ =3+ €3 + £% und beliebige W, wobei jeweils
iber alle auftretenden Indizes von 0 bis 3 zu summieren ist.

Ein typisches Beispiel, bei dem die Nullbedingung erfiillt ist, ist die Nichtlinearitit
f=1Vul*—ul.

Zur Formulierung der Nullbedingung verweisen wir auch auf John [36] und
Strauss [101]. Diese Bedingung wurde auch von Christodoulou in [7] als

hinreichende Bedingung im Fall quadratischer Nichtlinearititen (wie in Satz 2.1)
im R erkannt.

3. Die Methode konformer Abbildungen. Die Wellengleichung ist auch
konform invariant. Christodoulou benutzt eine spezielle konforme Abbildung, die
R xR" auf eine beschrinkte Menge in RXS" (S” = Einheitssphire im R"*!)
abbildet, in diesem Sinne also ,konform kompaktifiziert“ (vgl. die Notizen bei
Strauss [101]). Somit wird das globale Existenzproblem auf ein lokales zuriickge-
fithrt, welches bis zur méglichen Grenze geldst werden muB. — Diese Methode
wurde vorher auch schon auf Yang-Mills-Gleichungen angewandt, s. [7].

4. Die Methode der Normalformen. Um den Fall einer quadratischen
Nichtlinearitit fim R fiir die nichtlineare Klein-Gordon-Gleichung

(3% — A + m)u = f(u, Du, VDu), m >0,

zu behandeln, fithrt Shatah eine Variablentransformation durch, die im wesentli-
chen die quadratische Nichtlinearitit in eine kubische iiberfiihrt, welche nach
leichten Modifikationen mit der Energiemethode behandelt werden kann, s. [85].
Die Namensgebung ist dabei verkniipft mit der Poincaréschen Theorie der
Normalformen, welche bei gewohnlichen Differentialgleichungen eine Rolle spielt.
Schematisch kann man den Ansatz so verstehen, dafl zur Lésung der Gleichung

v; + Av = f(v),

wobei fvon einer gewissen Ordnung in v =0 verschwindet, eine Variablentransfor-
mation

w=uv+h()
durchgefithrt wird, wobei 4 so zu bestimmen ist, daf} w schlieBlich einer Gleichung
der Art

wy + Aw = g(w)

geniigt, wobei jetzt g von hoherer Ordnung als f(in w = 0) verschwindet. Dies lauft
natiirlich auf eine Differentialgleichung fiir 4 hinaus, welche von Shatah fiir die
Klein-Gordon-Gleichung behandelt werden kann.
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Wir bemerken, da} die letzten drei Methoden ausfithrlicher in dem Buch
von Strauss [101] besprochen werden.

Natiirlich gibt es noch andere Methoden und Hilfsmittel fiir spezielle
Systeme mit besonderen Problemen, man vergleiche etwa die Literatur zu den
Navier-Stokes-Gleichungen in dem DMV-Ubersichtsartikel [4].

4 Entwicklung von Singularititen

Es ist ein typisch hyperbolisches Phinomen, daB Lésungen hyperbolischer
Gleichungen oder Systeme, - und wir erinnern daran, daB wir immer von
ungeddmpften hyperbolischen Problemen sprechen, sofern wir es nicht ausdriick-
lich anders betonen -, Singularititen entwickeln kénnen, daB es zu einem
sogenannten ,blow-up“ kommt, d.h. im allgemeinen, daB in endlicher Zeit
Ableitungen der (lokal existierenden) Losungen singuldr werden, also im Betrag
unendlich anwachsen. Nur hinreichend kleine Daten kénnen eventuell globale
Losungen garantieren und auch das nur unter Bedingungen an die Nichtlinearitit
und die Raumdimension, wie in den vorigen Kapiteln beschrieben wurde.

Beginnen méchten wir diese Ubersicht mit der Erinnerung an den
einfachen Fall von Gleichungen erster Ordnung in einer Raumdimension, bei dem
klar wird, da8 Glattheit und Kleinheit der Daten i. a. nicht die Existenz globaler,
glatter Losungen sichern kdnnen.

Betrachten wir die Gleichungen

4.1)  u +a@@u, =0, u(t=0)=uy, (,x el
so folgt die implizite Losungsdarstellung
(4.2)  u(1, x) = up(x — ta(u(t, x))),

und man sieht, daBl u, und u, in endlicher Zeit unendlich werden, falls etwa a’
positiv und u( negative Werte annimmt, unabhiingig von der Glattheit und der
Kleinheit der Anfangswerte 1. Mit

up(x) = ep(x), ¢eCy(R), &>0,
gilt fiir die Lange des maximalen Existenzintervalles 7= T'(¢)

(4.3) lim &T(e) >0,
el0

falls a’(0) # 0 (d. h. im sogenannten ,echt nichtlinearen Fall“), wihrend im Fall,
daBl a’(0)=0 gilt, aber a nicht konstant ist in einer Umgebung von =0, die
Beziehung

lim £2T(e) > 0,
el
gilt, siche John [37].

John [30] und auch Liu [54] zeigten ein entsprechendes Resultat fiir
Systeme erster Ordnung in einer Raumdimension, was auch hilfreich ist fiir das
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Studium ebener Wellen in héheren Raumdimensionen, angewandt etwa auf
elastische Wellen in [30, 73].

Fiir Systeme von m Erhaltungsgesetzen auch in héheren Raumdimensio-
nen der Form

U+ fu)x =0, u(t = 0) = u,
wobei f: R” = R"XR"™, f(0)=0, xe R” und mit B;(x) = Matrix mit Koeffizienten
—Z—fl (u) gelte entweder 1. oder 2., wobei
‘ 1. n=1, B;(u) hat nur reelle Eigenwerte mit Eigenvektoren, die den ganzen
Raum aufspannen;

2. Bi(u)=Ag '(u)A;(¥) mit symmetrischen Matrizen Ai(w), i=1,...,n,
Ao (u) positiv definit;
zeigt Sideris [96] (unter gewissen weiteren Annahmen, die der echten Nichtlineari-
tatsbedingung a’(0) # 0 fiir das System (4.1) entsprechen), daB fiir grofe Daten
keine globalen glatten Losungen existieren.

Nun zu den Gleichungen, die hier im Vordergrund stehen. Wir betrachten
wieder

uy; — Au = f(Du, VDu).
John hat radialsymmetrische Losungen studiert und in [35] fiir die Gleichung
“4.4) u,= cz(u,)Au

im R® nachgewiesen, dal, mit ¢(0)=1 und sofern ¢’(0)#0 (0.B.d.A. >0) ist,
immer Singularitdten in den Ableitungen von u entstehen werden.

u(t =0) = ¢g, u(t=0)=c¢ey

impliziert

1
4.5 lim elog T(e) < R
4.5) im ¢ log (e) < O

(K >0 ergibt sich aus den Daten.) Es gilt sogar die Gleichheit in (4.5).
Auch fiir den folgenden quadratischen Fall
(4.6) Uy — Au = 2u,u"

wies John [33] die Entstehung von Singularititen nach, genauer: Es gibt keine
globale C2-Lésung (zu glatten Daten mit kompaktem Triger), falls

| [0, x) — u}(0, )] dx >0
R3

ist.

Auf den speziellen Fall der Nichtlinearitaten vom Typ f= f(x) wollen wir
nicht nidher eingehen, sondern auf Glassey [13], Strauss [101] und John [37]
verweisen. Wir bemerken nur, daB im R? die quadratische Nichtlinearitat f(u) = u?
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zur Entwicklung von Singularitéten fiihrt; allgemeiner kann man versuchen fiir
f(u) =u” den kritischen Exponenten p in Abhingigkeit von der Raumdimension n
zu charakterisieren, siche auch John [32], Pecher [69].

Nachdem wir nun gesehen haben, daf} sich im allgemeinen Singularitdten
entwickeln konnen, daB z.B. quadratische Nichtlinearititen im R” fir n>4
globale Losungen fiir kleine Anfangswerte zulassen, im R? jedoch Singularititen
verursachen konnen, stellt sich in den Fillen, in denen nicht notwendigerweise eine
globale Losung existiert, die Frage nach der Lebensdauer einer glatten Losung in
Abhingigkeit von den Anfangswerten. Fiir den eindimensionalen Fall haben wir
schon in (4.3) das Resultat angegeben, ebenso fiir die spezielle Gleichung (4.4) in
4.5).

Fir die Gleichungen

uy; — Au = f(Du, VDu),
u(t =0) = e, u(=0)=cy, (>0),
lfwW)| = o(w|**"), fur |W| -0 undeinaeNN,

fassen wir die Resultate iiber Abschiatzungen der Linge des maximalen Existenz-
intervalls einer glatten Lésung T = T'(¢) in der folgenden Tabelle 4 zusammen, siche
Li & Yu [52], Hérmander [17], John [37]. (Den Fall f= f(u) betrachten wir nicht,
siche [52, 37] und die dort zitierte Literatur.) Der Nachweis der behaupteten
Beziehungen in der Tabelle benutzt u.a. auch die verallgemeinerten Sobolev-
abschitzungen, die die Invarianz von 3% — A unter gewissen Transformationen
nahelegten, vgl. Abschnitt 2.2.1-2 und Kapitel 3 sowie John & Klainerman [38].
Die Resultate im Fall nicht globaler Existenz bezeichnet man (zumindest im
exponentiellen Fall, s. u.) als Resultate iiber fast globale Existenz.

In der Tabelle4 bezeichnet 4 eine Konstante, die nur von ¢,y und f
abhingt, und die Aussagen sind fiir hinreichend kleine ¢ zu lesen.

Tabelle 4 (Fast) globale Existenzresultate

a n Untere Schranken fiir T'(¢)
1 1 Ae™!

1 2 Ae?

1 3 exp (de ™)

2 2 exp (de?)

1 >4

2 >3 Globale Losungen

3 >2

Wir beschlielen dieses Kapitel mit dem ebenso naheliegenden wie wichti-
gen Hinweis auf den Umstand, daBl die vorstehenden Resultate es wiinschenswert
machen, schwache Losungen, die global existieren kénnen, zu studieren. Man
beachte, dafl wir immer davon gesprochen haben, dafl bei der Entwicklung von
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Singularititen gewisse Ableitungen singulir werden, daB aber z. B. eine globale
stetige L3sung existieren kénnte. Hier sind Untersuchungen erforderlich, insbe-
sondere auch die Betrachtung der Ausbreitung von Unstetigkeiten — Stonellen
vgl. auch die Biicher von Smoller [98] und Majda [56].

Eine ausfithrliche Ubersicht iiber nichtlineare Wellengleichungen im
Ganzraumfall findet sich bei John [37], Strauss [101] und Hérmander [17].

5 Auflenraumaufgaben

Fiir Aulenraumprobleme, also Anfangsrandwertprobleme, bei denen x in
einem AuBlengebiet Q2 < IR” variert, d. h., Q ist ein Gebiet, welches ein nichtleeres,
beschrénktes Komplement besitzt (fiir n>2, fiir n=1: 2 =(0, %)), gibt es weit
weniger Resultate als fiir die bisher besprochenen Anfangswertprobleme.

Orientiert man sich methodisch an Kapitel 2, so bereitet schon der erste
Schritt - der Nachweis von Abklingraten fiir Lésungen des linearisierten Problems
- Schwierigkeiten. Hilfsmittel wie die Fourier-Transformation oder explizite
Darstellungsformeln stehen im Auflenraum nicht zur Verfiigung. Hier setzen nun
unsere Uberlegungen in Abschnitt 5.1 an. Wir werden dann in Abschnitt 5.2 sehen,
daBl man die Asymptotik des linearen Problems wieder zum Beweis von globalen
Existenzsitzen fiir nichtlineare Probleme benutzen kann.

In diesem Kapitel werden wir meist von geddmpften Problemen sprechen,
also von (1.1) mit y =1 oder von parabolischen Gleichungen hoherer Ordnung.
Der Rand des Gebietes  wird immer als hinreichend glatt vorausgesetzt. Als
typische Beispiele behandeln wir dann:

Eine nichtlineare parabolische Gleichung vierter Ordnung:

u+ A%u=f(u, Vu, V2u, V3u, V*4) in [0, %) x Q,

. (NPG)
u=A~Au=0 in  [0,90) X 3Q.

Eine inhomogene geddmpfte Wellengleichung:

uy — day (x)Ou + u, = h(u;, Vu, Vuy,, V2u)  in [0, ) X Q,

. j (NGWG)
u=20 in  [0,%)x3Q.

(Fiir weitere Annahmen siche Abschnitt 5.1.2).

Zu nichtlinearen Systemen in mehr als einer Raumdimension gibt es
Resultate fiir spezielle Gleichungen, z. B. fiir die Gleichungen wirmeleitender,
kompressibler, viskoser Fluide im R* von Matsumura & Nishida [59] oder fiir die
inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen von Iwashita [23], der zunichst auch
L?-L%-Abschitzungen fiir das lineare Problem beweist. Fiir allgemeine voll
nichtlineare Gleichungen wie (NGWG) gibt es Resultate von Shibata [88] (dort mit
der Nash-Moser-Hormander-Methode) fiir konstante Koeffizienten a;;, siehe auch
die Referenzen dort.

In den folgenden Abschnitten geben wir noch weitere Literatur an.
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5.1 Abklingraten bei linearen Problemen

5.1.1 Laplace-Transformation. Der Ansatz von Vainberg besteht darin,
beziiglich der Zeit ¢ die Laplace-Transformation anzuwenden, die Resolvente der
entstehenden stationiaren Gleichungen genau zu untersuchen und die gewonnenen
Kenntnisse in der Riicktransformation auszunutzen. Fiir die Gleichungen

5.1) u;,—Au=0 in RxQ
52) u=0 in RX3Q
5.3) u@=0=0, u(t=0)=wu in Q,

Q ein AuBengebiet im IR”, heilt dies folgendes.
Sei

(5.4)  ak, )= [ e Mu(, ) dt
0

Dann ist
(5.5) (A +EkHak, ) =u(),
also

(5.6) d(k, x) = (R(E*)u) (),

wobei R(k?) die Resolvente (A + k)71 ist, welche zunichst nur fiir Werte k2, die
nicht im Spektrum o = [0, «°) liegen, erklért ist. Wir erhalten dann eine Darstellung
von u aus der Laplace-Riicktransformation:

© —jc

67 u, x)=2L [ gk, x)dk, > 0 belicbig,
n —o0 —j¢

also

68) ut=-— | eMRE))E,
27 —o—ic

und das gewiinschte asymptotische Verhalten (zeitliches Abklingen mit einer
gewissen Rate) von u ergibt sich hieraus, falls man R(k?) geniigend genau kennt.
Ein Element des Vorgehens ist danach, den Integrationsweg in (5.8) geeignet zu
verschieben.

Vainberg [104, 105] zeigte, daf} es eine holomorphe Erweiterung von R(kz)
auf k2e[0,%0) gibt und R(k?) als Losungsoperator von L3(2) (=Menge der
Funktionen aus L?(£2) mit kompaktem Triger im R") nach H2(£2) (= Menge der
Funktionen u, die lokal in W%2(Q) liegen und fiir die e ~ "' VAu() aus L2(Q) ist fiir
| Bl <2) folgendermalien abschitzbar ist:

1. |k|—oe:

NREDN ~ 1k, (Operatornorm in L2.)

sofern das Gebiet 2 ,non-trapping” ist (zur Definition s. u.).
2. |k| = 0: R(k?) kann in eine Laurentreihe entwickelt werden.
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Es gibt sich ein Abfall fiir die lokale L>Norm von Du. (Lokaler Energie-
abfall mit einer Rate, die dimensionsabhingig ist; in ungeraden Dimensionen
(n > 3) exponentiell, in geraden Dimensionen polynomial, s. Shibata & Tsut-
sumi [93].)

Diese Kenntnis, zusammen mit einer Abschneidetechnik und der Kenntnis
der L?-L?-Abschitzungen fiir das Cauchyproblem (s. Kapitel2) erlauben es,
Abklingraten fiir den AuBlenraum zu beweisen, s. [93].

Wir bemerken, daf} die minimale Abklingrate durch den Teil 2. ,,|k| —0“
bestimmt wird, in dem die Bedingung ,,Q non-trapping® nicht nétig ist.

Zur Definition von non-trapping: Ein AuBengebiet Q2 heilt non-trapping,
falls es fiir alle 2> 0 ein 7> 0 gibt, welches nur von @ und  abhingt, so dabB fiir
beliebige u; € L3(Q) (={feL*(2)| Triger von f liegt in 2,=Q~K(0,a)}) gilt:
Die Losung von (5.1)-(5.3) gehort zu C*([T, ) X Q,).

Die Konvexitat von R”\ Q impliziert, daB Q non-trapping ist, s. Melrose
[60], Yamamoto [112]. Zur weiteren geometrischen Interpretation von non-
trapping (,Alle Strahlen, die auf 3Q treffen und sich gemiB den Gesetzen der
geometrischen Optik fortpflanzen, entfernen sich von 3 in endlicher Zeit; kein
Strah] wird eingefangen (,,trapped“), auch nicht asymptotisch“) vgl. auch Mora-
wetz, Ralston & Strauss [63].

Der Vorteil der obigen Methode liegt in der groBen Allgemeinheit der
Anwendbarkeit, so z. B. auf ungedimpfte wie auch auf gedimpfte Probleme, siche
etwa Shibata & Tsutsumi [93] fiir die ungedampfte Wellengleichung, bei der fnicht
von u abhéngt und Chen [6] fiir den Fall, dall fvon u abhéngt, oder Jiang [26] fiir
gedampfte Plattengleichungen, auch auf Probleme mit variablen Koeffizienten
oder auf parabolische Probleme, dhnlich bei Eidus [11]. Auch fiir Schrédingerglei-
chungen wurde dieser Zugang benutzt, s. Tsutsumi [103] sowie fiir nichtselbstad-
jungierte Probleme, s. [80]. Wir bemerken, dal bei gedimpften Problemen die
Voraussetzung ,,Q2 non-trapping“ nicht benétigt wird.

Der Nachteil liegt in der Komplexitat der benotigten Argumente und dem
damit verbundenen groBen Aufwand zum Studium von R (k?). Zumeist ergibt sich
auch nur ein lokaler Energieabfall, nicht direkt L?-L7-Abschitzungen fiir den
Auflenraum.

Es sei darauf hingewiesen, dafl wir hier typische AuBenraumprobleme
studieren; daneben sind auch andere unbeschrinkte Gebiete von Interesse, etwa
Gebiete mit unbeschrinktem Rand wie Halbebenen, Wellenleiter oder unbe-
schrankte Zylinder, letztere beide also Gebiete vom Typ

Q=R'""xQ',  cR"beschrinkt, 1<m<n.

(Zum Fall m=n, d.h. fir beschrinkte Gebiete vgl. die SchluBbemerkungen in
Kapitel 6.)

Hier tauchen schon in der linearen Theorie neue Phinomene auf, etwa die
Ungiiltigkeit des Prinzips der Grenzamplitude in speziellen Fallen, s. Werner [108],
welches Aussagen iiber das asymptotische Verhalten von Losungen linearer
Wellengleichungen bei zeitharmonischer Erregung fiir # — o trifft und in AuBBenge-
bieten (n > 2) immer giiltig ist.
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Typisch sind auch die hier betrachteten Randbedingungen, némlich
Dirichletsche. Bei linearen und nichtlinearen Wellengleichungen stellt sich in
vielen Fillen heraus, daB man entsprechende Resultate auch fir Neumannsche
Randbedingungen erhilt, vgl. etwa Leis [49] fiir lineare Probleme und Shibata &
Tsutsumi [91, 92] fiir nichtlineare Probleme. Dies ist nicht selbstverstdndlich; man
beachte etwa, daB bei den Elastizitdtsgleichungen im homogenen, isotropen Fall
fiir ein AuBengebiet im R® bei Dirichletschen Randbedingungen die lokale Energie
(lokale L>-Normen von Ableitungen des Verschiebungsvektors) exponentiell
abfillt (analog zur Situation bei Wellengleichungen), bei Neumannschen Randbe-
dingungen jedoch nicht mehr mit einer Rate (im Gegensatz zur Situation bei
Wellengleichungen). Bei der gemischten Robinson Randbedingung (Vorgabe einer
Kombination des Verschiebungsvektors und von Normalableitungen des Ver-
schiebungsvektors) wichst die lokale Energie sogar an, s. Ikehata & Nakamura
[22]. Diese Probleme erfordern also neue Ansétze.

Wir stellen nun eine einfache Methode vor, die verallgemeinerte Eigen-
funktionsentwicklungen benutzt und fiir gedampfte Probleme bei sternformigen,
beschriankten Hindernissen R" \ Q die gewiinschten Ergebnisse liefert.

5.1.2 Verallgemeinerte Eigenfunktionen. Um das asymptotische Verhalten
in AuBengebieten zu beschreiben, erinnern wir an die elementare Tatsache, dafl
man die Abklingraten fiir Lésungen der linearen Wirmeleitungsgleichung

5.9 u—Au=0,

zum Anfangswert u in R” leicht erhalten kann, indem man die Fourier-
Transformation benutzt, somit wegen der Spektraleigenschaft der Fourier-
Transformation aus (5.9) eine gewdhnliche Differentialgleichung macht und dann
ausnutzt, daB der Kern der Fourier-Transformation, nimlich (2n)_"/ 2¢%¢ gleich-
miBig beschrinkt ist beziiglich x und &. Ist etwa (¢, &) die Fourier-Transformierte
beziiglich x mit Parameter £ € R”, so folgt

a(t, &) = "o 2),
somit also
u(t, x) = Qm) ™" [ e g @&)de,
IRH
woraus sich das L!-L*-Verhalten mit der Abklingrate 12

Abschnitt 2.2.3). Dies fiihrt uns zu folgendem Ansatz.

Sei 2 < IR” ein AuBBengebiet (wir werden i. a. n >3 annehmen) mit glattem
Rand 0Q.
Sei A:D(A)cL*(Q)— L*(Q),

D(A) 1= {v e W3 2(Q)an(")3v € L*(Q)},

sofort ergibt (vgl.

Av() = —3iai(+)3xv(+), wobei ay = ay; eine reellwertige, glatte Funktion von x € Q
ist, ajx(x) =0y (Kronecker-Symbol) fiir |x| >ry>0 fiir ein festes ro>0 mit
3QcK(0,ry). (Wir verwenden die Einsteinsche Summationskonvention,
i,k=1,...,n.) Fiir xe Q, £ € R" nehmen wir an: a;(x)&& > aol €)%, ap > 0 fest.
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Es ist bekannt, dal} es eine verallgemeinerte Eigenfunktionsentwicklung (auch
verallgemeinerte Fourier-Transformation genannt) % : L2(Q) -»LZ(IR”) gibt; F,4
ist unitdr und besitzt die Eigenschaft

(5.10) F1(p(AIW)(&) = o(IE11)(F 1 w)(©)
fur Funktionen ¢(4) von 4, die durch den Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren 4 (s. Wilcox [109], Leis [49]) definiert sind. Dariiberhinaus gilt:

(Zw)(©) = [ y(x, Hw(x)dx =w(&),
k)
und die Inverse ist gegeben durch

(FENE) = [ wix, HW(E)dE.
R”

Der Integralkern y ist eindeutig durch die folgenden Bedingungen (5.11)-(5.15)
bestimmt. Sei je C*(R), j>0, j(r)=0 fir r<ry, j(r)=(27z)_"/2 fur r>r+1,
71> rg fest.

G-11) w(x, &) = j(IxDe™ + y'(x, &),

(5.12) YEeR: (1 —j(lNy'C, &) e D(4),

(5.13) YEeR"  j(I'Dy'C, &) e W>HQ,) fiir alle r > 0,

(5.14) VEeR™ (A4 —[ZPy ¢, =(A+EP( e,
VEeR"\{0}: w'(, &) geniigt der Ausstrahlungsbedingung:

(5.15) a"’T"‘IQ — 111y (x, &) = 0(1x| "2,
2P

w(x, &) = O(|x|~ "2, fiir x| — oo,

Bemerkungen:
1. Es gibt auch eine verallgemeinerte Fourier-Transformation %_, die
einer ,Einstrahlungsbedingung® entspricht (man ersetze —i in (5.15) durch +i).
2. Da y’ eine Losung einer Helmholtzgleichung in einem AuBenraum ist,
bei dem |¢|% im Spektrum von 4 liegt, ist A in (5.14) als formales Differentiations-
symbol zu lesen; es ist

Ay, O =112y, O,

d.h. y (-, &) ist eine verallgemeinerte Eigenfunktion.

3. Um die (eindeutige) Existenz von  (im wesentlichen von y’) nachzu-
weisen, kann man das Prinzip der Grenzabsorption benutzen, s. [49, 109], welches
allgemeiner fiir eine grofere Klasse von Operatoren wie etwa Elastizititsoperato-
ren oder Maxwell-Operatoren giiltig ist.

4. Eine solche verallgemeinerte Eigenfunktionsentwicklung wurde zuerst
von Ikebe [21] fiir den Schrédinger-Operator im R? geliefert. Spiter wurde dies
dann erweitert auf hohere Raumdimensionen und auf Stérungen des Laplace-
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Operators, auch fiir AuBlengebiete, siche etwa die Arbeiten von Alsholm &
Schmidt [3], Majda [55], Shenk [86], Shenk & Thoe [87] oder auch Mochizuki
[61].

Mit Hinblick auf (5.10) und die Bemerkungen zur Warmeleitungsgleichung

zu Beginn dieses Abschnittes sind wir nun an punktweisen Abschiatzungen fiir y
bzw. ' interessiert.

Satz5.1([62,82]). Sei A=—A, d. h. ay(x)= "0y fiir alle xe Q, sei R"\ Q
sternformig, n > 3. Dann gilt

(5.16) ImeNIc>0VxeQVER : |y(x, &) <c-(1+|EH™

Dies folgt im wesentlichen aus den Ergebnissen in der Arbeit von Morawetz
& Ludwig [62], siehe [82] fiir die notwendigen Uberlegungen am Rand von Q.

Zum Beweis: Es reicht zu zeigen: Fiir eine Losung w von Aw +A%w =g,
w=0 auf 902, 1 >0, g mit kompaktem Tréger, gilt:

Vr>331,c>03meNVxeQ, 1>0:|w(x, 1)
<@+ A" 1" glle + 1l1-1gll12)-
Dies ergibt sich wie folgt. Zunéchst gibt die Darstellungformel

wix, ) = [ fullx —yDgdy — [ fullx —yl)z—;f(y)dy,
Q 2Q

wobei f, die Fundamentallosung zu A +A? im IR” ist und 7 die Normale an 3Q
bezeichnet, welche in 2 hinein gerichtet ist.

Der erste Term 146t sich leicht durch Kenntnis der Asymptotik der
Fundamentallésung (Hankelfunktionen, s. Leis [49]) abschitzen, der Randterm
wird behandelbar durch die Giiltigkeit der Abschitzung

ow
Bll—= 2o < cllI*]l2,
on

welche mit einer positiven Konstante ¢ in sternférmigen Gebieten (genauer: x - n
> >0 fiir x€9Q) richtig ist. Dies wird in [62] mit Hilfe geschickter Differen-
tial(un)gleichungen bewiesen. O

Bemerkung: Fir n=1 kann man die Fourier-Sinus-Transformation
verwenden, n=2 bereitet noch Schwierigkeiten wegen der Singularitit der
Fundamentallésung f;.

Unter Ausnutzung von (5.10) geht der Faktor (1+|£])™, der in (5.16)
auftritt, schlieBlich nur in eine Differentiation der Anfangswerte iiber.

Fiir 4 mit variablen Koeffizienten erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 5.2 ([5,75]). Sei A = —23,ay(*)3x wie oben definiert gegeben, sei R*\ Q
sternformig, ferner gelte

(5.17) min (2 min ax(x)¢iéx — max  |Vag(x) - x]) > 0.
xeQ 1€l =1 Lk=1,2,3
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Dann gilt:
(5.18) Vr>03c>0VxeQ VEeR®: |p(x, &) <c-(1+|&EDA

Der Beweis benutzt die Abschatzungen fiir || — o0 (,Hochfrequenzasym-
ptotik“) aus der Arbeit von Bloom [5], in der das Vorgehen von Morawetz &
Ludwig [62] - insbesondere die Differential(un)gleichungen - auf diesen Fall
tibertragen wird sowie das Prinzip der Grenzabsorption (vgl. Leis [49]) fiir die
»Niederfrequenzasymptotik*“ |&| — oo, 5. [75].

Bemerkungen: Der lokale Charakter der Abschétzung fiir w beziiglich x
im letzten Satz erlaubt es dennoch, globale Abschitzungen fiir Losungen des
zeitabhangigen Problems (NGWG) zu beweisen. Es ist hinreichend, zuerst eine
Abklingrate fiir die lokale Energie zu beweisen, welche groB genug ist (um es iiber
Abschneidetechniken mit dem Cauchyproblem kombinieren zu konnen, hier:
A=—Aim R? gemiB dem Vorgehen in Shibata & Tsutsumi [93]).

Das in Abschnitt 5.1.2 erwidhnte Vorgehen von Vainberg [104, 105] oder
auch Eidus [11] sollte bei den hier studierten gedimpften Problemen die
Beseitigung der Voraussetzung der Sternférmigkeit erlauben.

Wir erhalten nun mit Hilfe der beiden letzten Sétze leicht Abklingraten fiir
die linearisierten Probleme zu (NPG) und (NGWG), z.B. erhalten wir fiir
Losungen von

u +ANu=0, v = Au = 0 am Rand, u(t=0)=u

n/a

eine L*-Abklingrate der Ordnung ¢~ . Dies folgt sofort aus der Darstellung

u(t, ) = | yix, O 1 ip()de
]Rn
und Satz 5.1. Wir werden im nichsten Abschnitt direkt die zugehorigen
nichtlinearen Probleme betrachten.

Zum Abschluf} dieses Abschnittes iiber verallgemeinerte Eigenfunktions-
entwicklungen bemerken wir noch, dal} dies (zuerst) auf Systeme angewandt
wurde, namlich auf ein spezielles Anfangsrandwertproblem aus der Thermoelasti-
zitatstheorie in [74] und daB solche verallgemeinerten Fourier-Transformationen
auch fiir andere Systeme als die hier betrachteten vorliegen. Dort gilte es dann,
a priori Abschitzungen fiir die entsprechenden Integralkerne zu beweisen. Auch
ist die Anwendung auf ungedimpfte Probleme von Interesse.

5.2 Globale Existenzsitze bei nichtlinearen Problemen

Mit der im vorigen Abschnitt gewonnenen Moglichkeit, Abschitzungen fiir
Losungen der linearen Probleme zu gewinnen, sind wir nun in der Lage, uns den
entsprechenden nichtlinearen Aufgaben zuzuwenden. Zunichst zu der schon
erwihnten parabolischen Gleichung vierter Ordnung (NPG):
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u, + A%u = f(u, Vu, V2u, V¥u, V') in [0,0)x Q,
u=Au=0 1in [0,)X3Q,

u(t=0)=wuyy in £, (NPG)
fglatt, f(w) = (9(|w|2) in der Umgebung von w = 0,

R"\ Q ist sternformig.

In einer Arbeit mit Zheng [82] haben wir zunichst, wie im vorigen
Abschnitt diskutiert, das asymptotische Verhalten von Losungen des linearisierten
Problems analysiert; hierbei reichen Kenntnisse iiber das L 1.1 2(sic!)-Abklingver-
halten fiir das parabolische Problem aus. Dann folgten die Schritte ,lokale
Existenz* und ,,a priori Abschitzungen® mit all den normalen Schwierigkeiten, wie
sie bei dem Vorliegen von Réndern auftreten, aber auch iiberwunden werden
konnen. Dies fithrte zu folgendem Satz.

Satz5.3([82]). Sei n>4, m >[n/2]+ 1. Dann existiert ein 6 >0, so dap fiir
uge Wt 22(Q) ~n W™ 1(Q) mit Norm kleiner als 5, welches den iiblichen Kompati-
bilititsbedingungen geniigt, es eine eindeutige Losung u von (NPG) gibt mit

m
ue [ C"TH(O, %), WHQ)).
k=0
Ferner gilt:

@@l + [lu@lla = 0@ %) fiir t— .

Dieser Satz entspricht den Resultaten in Kapitel 2, d. h. globale Existenz fiir
kleine Daten unter Kleinheitsbedingungen an die Nichtlinearitidt im Nullpunkt,
und das asymptotische Verhalten fiir ¢ — o wird beschrieben.

Als weitere Anwendung, speziell von Satz 5.2, behandeln wir nun noch die
inhomogene gedimpfte Wellengleichung (NGWG).

Uy — Oiadxu + uy = h(u;, Vu, Vuy, Vzu) in [0,%) X Q,

u=0 in [0,)x3Q,

u(t =0) = uy, w(=0=uwu in Q, (NGWG)
h glatt, h(w)= (9(|w|3) in einer Umgebung von w = 0,

R}\ Q ist sternférmig,

ay wie im vorigen Abschnitt angegeben, es gelte (5.17). )

Dann konnten wir den nachstehenden Satz zeigen.

Satz 5.4 ([76]). Es gibt eine natiirliche Zahl Ly >9 und ein 6 > 0, so dap gilt:
Ist (up,u)) e whi(Q) A WL’6/5(Q), mit L> Ly, L gerade, mit Norm kleiner als 9,
welches den iiblichen Kompatibilititsbedingungen (der Ordnung L + 10) geniigt, so
existiert eine eindeutige Losung u von (NGWG) mit
L—1
ue i [} €0, ), W-2(Q) n W (@)} A C([0, ), LA(Q)).
j=0
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Ferner gilt:
@l + lu@lle = 0" fir oo,

(Die Voraussetzung, dafl L gerade ist, ist unwesentlich und diente nur der
Vereinfachung der Darstellung.)

Der Beweis von Satz 5.4 benutzt Satz 5.2 zur Herleitung von L”-L9-
Abschitzungen fiir das lineare Problem und Energieabschitzungen, wie sie fiir das
Cauchyproblem und Anfangsrandwertprobleme schon frither studiert wurden,
s. Shibata [88] fiir den Fall 4=—A, dort mit der Nash-Moser-Hérmander-
Methode, dabei ohne die Einschriankung, daff R\ Q sternférmig ist. (Einen
lokalen Existenzsatz findet man z. B. bei Shibata & Tsutsumi in [94].)

Auch die Methode von Vainberg greift wohl fiir dieses Problem mit
variablen Koeffizienten, s. Iwashita & Shibata [24] fiir Systeme zweiter Ordnung.

6 AbschlieBende Bemerkungen

Es wurden neben Wellengleichungen eine Reihe von Differentialgleichun-
gen verschiedener Naturen angesprochen und dabei gemeinsame Strukturen und
Ansatzpunkte zur Gewinnung globaler Existenzsitze gefunden, sowohl fiir
Anfangswertprobleme als auch fiir Anfangsrandwertprobleme in Auengebieten.
Es liegt nahe, die Konzepte auf weitere Gleichungen anzuwenden, etwa auf
nichtlineare Plattengleichungen vom Typ

uy + N*u= f(u, Du, ...)

mit zugehorigen Anfangswerten, was gerade in ersten Ansitzen untersucht wurde,
s. [110].

Ebenso ist der Ubergang von anfinglich isotropen elastischen Medien - wie
bei den Thermoelastizititsgleichungen studiert — zu kubischen ein nachster Schritt,
der hier zu allgemeinen anisotropen Medien fithren soll; schon in diesem Fall
jedoch ergeben sich interessante Schwierigkeiten bei der Analyse des Abklingver-
haltens von Losungen des linearen Problems, s. [99] fiir die Elastizititsgleichun-
gen. Fiir spezielle anisotrope Medien in der Kristalloptik (Maxwellgleichungen)
gibt es Resultate von Liess [53].

Auch kann man an allgemeinere inhomogene Probleme (von x und ¢
abhingige Koeffizienten des Differentialoperators im Hauptteil) denken als etwa
die in Kapitel 5 betrachteten.

Immer steht neben der Frage nach Existenzkriterien die nach der Charakte-
risierung von Singularitdtsentwicklungen, man beachte etwa, daB fiir die unbe-
schriankte Membran (Gleichung (1.4) im R?) kein Ergebnis vorliegt.

Wir erwahnten schon, daBl es natiirlich ist, schwache Lésungen zu
studieren, woran sich eine Regularititstheorie anschlésse; dabei sind Gebiete mit
Ecken sicher eine harte Nuf fiir diese nichtlinearen Probleme; die bisher erwahnten
Auflenraumprobleme gingen von glatten Rindern aus.

Ohne Frage gebiihrt numerischen Untersuchungen, etwa bei der StoBwel-
lenanalysis — der Ausbreitung von Unstetigkeiten bei hyperbolischen Systemen —
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grofer Raum aufgrund der konkreten Anwendungen etwa bei den Eulergleichun-
gen der Gasdynamik, aber auch, weil sich Hinweise fiir die weitere theoretisch-
analytische Untersuchung ergeben kénnen.

In diesem Aufsatz haben wir stets von unbeschrinkten Gebieten gesprochen,
welche gegeniiber beschrankten Gebieten einige Schwierigkeiten aufweisen (be-
sonders deutlich etwa bei gedimpften Problemen, vgl. etwa die Warmeleitung:
exponentieller Abfall in beschrinkten Gebieten, polynomialer Abfall in AuBlenge-
bieten), jedoch scheint bei ungeddmpften hyperbolischen Problemen der umge-
kehrte Effekt einzutreten. So fehlt zunichst ein Satz 2.1 auch nur annihernd
entsprechender Existenzsatz. Das ist zun4chst methodisch begriindet, denn Losun-
gen des linearen Problems zu (ungedampften) Wellengleichungen in beschrinkten
Gebieten, etwa zu Dirichletschen oder Neumannschen Randbedingungen, fallen
nicht mit einer Rate ab, sondern oszillieren bekanntermafen. Insbesondere hat der
Rand einen EinfluB3, der den hyperbolischen Charakter zutage treten 1463t, man hat
i. a. mit Singularitédten zu rechnen; fiir eindimensionale Modelle der schwingenden
Saite siehe Klainerman & Majda [46], hoherdimensionale ,,Gegenbeispiele“ zu
Satz 2.1 findet man bei Zheng & Chen [114], aufbauend auf Glassey [13] (s. a.
Payne & Sattinger [67]) und haben wir auch in [78] angegeben,; sie unterstreichen,
daBl man a priori immer mit Singularititenentwicklung zu rechnen hat, unabhin-
gig von der Kleinheit und der Glattheit der Daten, insbesondere niitzt auch das
Verschwinden der Nichtlinearitdt von noch so hoher Ordnung im Nullpunkt i. a.
nichts. Erst bei dissipativen Randbedingungen kann man globale Lésungen fiir
kleine Daten erwarten, siche Greenberg & Li[14] oder Alber & Cooper [2] fiir den
R! sowie Shibata & Zheng [95] fiir den R”, n > 3.

Hier gibt es also auch noch viel zu tun.
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Offene Probleme in der Darstellungstheorie
endlicher Gruppen

B. Kiilshammer, Augsburg

0 Vorbemerkungen

Der vorliegende Aufsatz ist entstanden aus dem Manuskript eines Vor-
trags, den der Autor am 9. Mai 1991 im Rahmen des Bayerischen Mathematischen
Kolloquiums in Weihenstephan bei Freising gehalten hat. Intention des Vortrags
war, einem Publikum aus Nichtexperten an Hand von Beispielen aktuelle
Fragestellungen aus der Darstellungstheorie endlicher Gruppen vorzustellen und
einige der Methoden aufzuzeigen, mit denen zur Zeit an ihrer Losung gearbeitet
wird. In dieser Ausarbeitung habe ich versucht, diese Zielsetzung méglichst
beizubehalten. Aus diesem Grunde war ich gezwungen, auf Einzelheiten weitge-
hend zu verzichten, wichtige Fakten und Begriffe nur in vereinfachter Form zu
prasentieren und alternative Zuginge zum Teil ganz wegzulassen. Den Fachmann
mulB ich daher um Nachsicht bei der Lektiire bitten.

Die beiden Vermutungen, die ich hier vorstellen méchte, bestechen durch
ihre Einfachheit. Die Tatsache, daf3 sie nach wie vor unbewiesen sind, zeigt, daf} es
noch fundamentale Zusammenhinge zu entdecken gibt. Meine Erwartung ist, dafl
eine positive Losung die Darstellungstheorie auch in anderen Fragestellungen
voranbringen wird. Insbesondere hoffe ich, daB3 eine Lésung auch Einsicht in
Strukturen bringen wird, nicht nur in numerische Invarianten.

Es ist natirlich ungewill, ob die hier vorgestellten Ansitze zum Erfolg
fithren werden. Sicher ist jedoch, dafl die dabei entwickelten Methoden fiir die
Zukunft eine wichtige Rolle spielen werden.

1 Einleitung

Darstellungstheorie im weitesten Sinne beschéftigt sich mit Operationen
von Gruppen auf mathematischen Objekten. Haufig kann man diese Operationen
linearisieren und erhélt so /ineare Darstellungen, d. h. Homomorphismen einer
Gruppe G in die allgemeine lineare Gruppe GL (V) aller invertierbaren linearen
Abbildungen eines Vektorraums V in sich. Wir beschrianken uns hier auf den Fall,
dafl G endlich und ¥V endlich-dimensional ist. Es ist niitzlich, auer der Gruppe
GL(V) auch den Ring End (V) aller linearen Abbildungen von V in sich zu
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betrachten. Ebenso kann man die Gruppe G in einen Ring einbetten, die
Gruppenalgebra FG von G iber dem zugrunde liegenden Korper F. Diese besteht
aus allen formalen Linearkombinationen der Elemente in G,

FG= z ag:a,eFfirgeGy,
geG

und die Multiplikation in FG setzt die Multiplikation in G in natiirlicher Weise fort.
Jede Darstellung von G 148t sich dann zu einer Darstellung von FG, d. h. zu einem
Homomorphismus von Algebren FG — End (V), fortsetzen:

G - GL(®)
! l
FG — End(V).

Die Struktur von FG ist hiufig iibersichtlicher als die von G selbst. So folgt etwa
aus den grundlegenden Sitzen von Wedderburn und Maschke, dal €G eine
direkte Summe von (eindeutig bestimmten) vollen Matrixalgebren tiber C ist:

€)) CG = Mat(d;, C) ® Mat(d,, C) ®--- ® Mat (di, C).
Ein Vergleich der Dimensionen liefert also
@ |Gl =di+d}++dL

dabei ist k =k(G) die Anzahl der Konjugationsklassen von G, und die auftreten-
den Grade d,, ..., dy sind Teiler der Gruppenordnung |G|.

Ist z. B. G =S, die symmetrische Gruppe des Grades 4, d. h. die Gruppe
aller Permutationen der Zahlen 1,2, 3,4, so ist |G| =24 und k(G )=15; Représen-
tanten der Konjugationsklassen von G sind namlich die Elemente

M, (1,2, (1,23, (1,2,3,4), (1,23, 4.
Die entsprechende Zerlegung von €CG hat die Form
3) CS;=C®C @ Mat(2, C) ® Mat(3, C) ® Mat (3, C).

2 Zwei Vermutungen

Im folgenden halten wir eine Primzahl p und eine p-Sylowgruppe P von G
fest. Mit k(G bezeichnen wir die Anzahl derjenigen Summanden Mat (d;, C) von
CG in (1), deren Grad d; nicht durch p teilbar ist:

ko(G) = I{i: 1 <i<k,p Ydj}l.
Die erste der zu betrachtenden Vermutungen besagt dann:
Alperin-McKay-Vermutung: ko(G) = ko(Ng(P)).

Dabei bezeichnet Ng(P) den Normalisator von Pin G. Falls die Vermutung stimmt
- woran meines Wissens niemand zweifelt, so ist also die Invariante ko(G) durch
die (i. a. kleinere) Untergruppe N¢(P) bestimmt.
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Betrachten wir etwa das Beispiel von oben, G =S, mit der Primzahl p =2.
Wie man aus (3) erkennt, ist ko(G)=4. AuBerdem ist P eine Diedergruppe der
Ordnung 8 mit P =Ng(P), also

CNG(P)=CP=COC®CSC S Mat(2, T).

Dabher ist auch ko(Ng(P)) =4 in Ubereinstimmung mit der Vermutung.

Der aktuelle Stand unserer Kenntnis im Zusammenhang mit der Alperin-
McKay-Vermutung wird in [7] beschrieben.

Um unsere zweite Vermutung vorstellen zu kénnen, bezeichnen wir mit
1(G) die Anzahl der Konjugationsklassen von G, die aus Elementen mit zu p
teilerfremder Ordnung bestehen. Ferner bezeichnen wir mit 8o(G) die Anzahl der
Summanden Mat (d;, C) von CG in (1) mit der Eigenschaft, daB p kein Teiler von
| G|/d; ist. Die Alperin-Vermutung bringt diese beiden Invarianten folgenderma-
Ben in Zusammenhang:

_ v Po(NG(Q)/0)
1= % |G :Ng(Q)|

dabei erstreckt sich die Summe iiber alle p-Untergruppen Q von G.

Ist wieder G =S, und p =2, so ist 1(G) =2; die entsprechenden Konjuga-
tionsklassen werden durch (1) und (1, 2, 3) représentiert. In der folgenden Tabelle
sind Repréasentanten Q fiir die Konjugationsklassen von p-Untergruppen, die
entsprechenden Gruppen N¢('Q)/Q und die Zahlen fo(Ng(Q)/ Q) aufgelistet. Es ist
bekannt, dal fo(H)=0 ist, falls die endliche Gruppe H einen nichttrivialen p-
Normalteiler besitzt. Dies erklart die Nullen in der letzten Spalte.

Alperin-Vermutung:

2

Q Ne(Q)/Q  Bo(Ne(Q)/Q)
S4 0

<(1 2)) S 0

(1, 2)(3, 4) S2 X S 0

(1,2,3,4) S 0

((1,2), (3,4)) S 0

((1,2)(3,4), (1, 3)(2, 4)) ?3 i

P

Die Invariante fy(S3) in dieser Tabelle erhilt man wegen |S3| =6 und
CS; =C & C & Mat(2, C).

Summation der Eintrdge in der letzten Spalte liefert die Zahl 1+1=2 in
Ubereinstimmung mit der Alperin-Vermutung.

Die Alperin-Vermutung wurde erstmals in [1] 6ffentlich vorgestellt.
Einblick in den derzeitigen Entwicklungsstand gibt [7]; jedoch ist gerade bei dieser
Vermutung die Entwicklung besonders stiirmisch.
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3 Ein erster Ansatz

Wir gehen aus von der Menge 2 aller nichttrivialen p-Untergruppen von G.
Diese Menge 2 ist durch die Inklusion ,c“ (partiell) geordnet. Wie jeder
geordneten Menge kann man 2 einen simplizialen Komplex 4 zuordnen,; fiir jede
Dimension d sind die d-Simplizes von 4 genau die Ketten

@ Q< <-<Q

der Linge d, gebildet aus nichttrivialen p-Untergruppen Qy, Qi, ..., Qzvon G. Die
Konjugation von G auf 2 induziert eine (simpliziale) Operation von G auf 4. Fir
o € 4 bezeichnen wir mit G, den Stabilisator von ¢ in G, d. h.

Gs = Ng(Qo) " Ng(Q1) N ... " Ne(Qa)

fiir ein o wie in (4). Uberlegungen von R. Knérr und G. R. Robinson zeigen nun,
daf sich die Alperin-Vermutung auch folgendermaflen formulieren 14Bt:

IGIU(G) = Bo(G)) = 3 (—1)¥ ™| G, ((Go) — Bo(Go));

ced

siehe auch [11]. In dieser Form erinnert die Vermutung an die Euler-Charakteristik
2= 2 (=D?dimCs= Y (—1)*dim (Ker (32)/Im (34+1))
d d

eines (endlichen) Kettenkomplexes von Vektorrdumen

Ca+1 S
€= Cip1— Ci— Gy =
Es gibt eine Reihe offensichtlicher Kandidaten fiir die Vektorraume C,. Was
jedoch Schwierigkeiten macht, sind die Verbindungshomomorphismen 3.

4 Blocke

Um den zweiten Ansatz fiir die Vermutungen zu erldutern, ist es niitzlich,
eine Verallgemeinerung einzufiihren, die gleichzeitig die Vermutungen auch in
einem anderen Licht erscheinen 148t.

Wir bezeichnen mit F einen algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik p. Nach bekannten Resultaten von R. Brauer ist dann 1(G) auch die
Anzahl der einfachen FG-Moduln, und fy(G) ist die Anzahl der einfachen FG-
Moduln, die gleichzeitig projektiv (im Sinne der Ringtheorie) sind. Es ist von
Vorteil, die Gruppenalgebra in unzerlegbare Algebren zu zerlegen:

) FG=B,®--®B,.

Die auftretenden Summanden By, ..., B, sind dann eindeutig bestimmt und heiflien
die Blocke von FG. Im Gegensatz zu der in (1) beschriebenen analogen Situation
iiber € sind diese Blocke i.a. keine vollen Matrixalgebren iiber F, sondern von
komplizierterer, meist nicht genau bekannter Natur. Die Zerlegung (5) von FG in
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Blocke induziert dann fiir jeden FG-Modul M eine Zerlegung
M=BM®--®BM

in FG-Untermoduln B| M, ..., B, M. Ist M einfach, so ist also B;M # 0 fiir genau ein
ief{l,...,r}, und M ist auch ein einfacher B;-Modul. Man sagt dann, daB} M zum
Block B;von FG gehort. Auf diese Weise gehért jeder einfache FG-Modul zu genau
einem Block B von FG. Wir bezeichnen mit 1(B) die Anzahl der einfachen FG-
Moduln, die zum Block B von FG gehoren, und mit fy(B) die Anzahl der einfachen
projektiven FG-Moduln, die zu B gehéren. Man hat dann

I(G)=1B1)+-++1(By) und fo(G)= Po(B1) + ** + Bo(B,).

Dies legt eine Verallgemeinerung der Alperin-Vermutung auf Blécke nahe. Dazu
ist es notwendig, Blocke von FG mit Blocken von Untergruppen und Faktorgrup-
pen in Verbindung zu bringen. Ein wichtiges Hilfsmittel dabei ist der Brauer-
Homomorphismus o¢, definiert fiir jede p-Untergruppe Q von G. Er bildet das
Zentrum ZFG von FG in das Zentrum ZFNg(Q) von FNg(Q) ab und ist definiert
durch

o Sl 3 an

geG 8eCg(Q)

dabei bezeichnet C;(Q) den Zentralisator von Q in G. Eine weitere wichtige
Abbildung ist der natiirliche Epimorphismus vy:FNg(Q)— F[Ng(Q)/Q]. Mit
diesen Hilfsmitteln erhalt man die folgende Verfeinerung der Alperin-Vermu-
tung:

. N Bo(d)
(6) Alperin-Vermutung fiir Blocke: 1(B) = —
g, 1G:NG(Q)]

dabei durchlauft Q alle p-Untergruppen von G, und fiir jede p-Untergruppe Q von
G durchléuft b alle Blocke von F[Ng(Q)/Q] mit vo(cp(15))b+# 0. Die urspriingli-
che Version der Alperin-Vermutung erhélt man aus der Blockversion, indem man
iiber alle Blécke summiert.

Die p-Untergruppen maximaler Ordnung, fiir die der entsprechende
Summand in (6) von 0 verschieden ist, spielen eine besonders wichtige Rolle. Man
nennt sie die Defektgruppen von B; je zwei von ihnen sind in G konjugiert. Ist D eine
Defektgruppe des Blocks B von FG, so gibt es nach R. Brauers Erstem Hauptsatz
iiber Blocke genau einen Block B’ von FNg(D) mit op(1g) = 1p. Man nennt B’ den
Brauer-Korrespondenten von B in FNg(D).

Fir Blocke mit abelschen Defektgruppen nimmt die Alperin-Vermutung
eine besonders einfache Form an:

Alperin-Vermutung fiir Blocke mit abelschen Defektgruppen:
1(B) =1(B");

dabei bezeichnet B’ den Brauer-Korrespondenten von B.
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In dhnlicher Weise 148t sich auch die Invariante ko(G) auf Blocke
verallgemeinern. Auf Details gehen wir hier nicht ein; wir formulieren jedoch eine
Variante der Alperin-McKay-Vermutung fiir Blocke mit abelschen Defektgrup-
pen:

Alperin-McKay-Vermutung fiir Blocke mit abelschen Defektgruppen:
dim ZB = dim ZB’;

dabei bezeichnet B’ wieder den Brauer-Korrespondenten von B. Beide Vermutun-
gen sind fiir auflésbare Gruppen bewiesen (T. Okuyama [8] bzw. T. Okuyama-
M. Wajima [9]). Man hat in diesem Fall jedoch ein wesentlich starkeres Resultat,
das aus einem Satz von E. C. Dade [3] folgt; siche auch [5]:

Satz. Seien G auflosbar und B ein Block von FG mit abelscher Defektgruppe
D und Brauer-Korrespondent B’ in FNg(D). Dann existieren natiirliche Zahlen n
und n’, so daf$ Mat (n, B) und Mat (n’, B") isomorph sind.

Insbesondere haben B und B’ in diesem Fall 4quivalente Modulkategorien. Dies
liefert den Ausgangspunkt fiir unseren zweiten Ansatz.

5 Ein zweiter Ansatz

Es ist bekannt, daf} sich die Voraussetzung der Auflésbarkeit von G nicht
ersatzlos aus dem obigen Satz streichen 1463t. Nach einer Idee von M. Broué kénnte
aber die folgende Aussage richtig sein:

Broué-Vermutung: Sei G beliebig und B ein Block von FG mit abelscher
Defektgruppe D und Brauer-Korrespondent B’ in FNg(D). Dann haben B und B’
dquivalente derivierte Kategorien.

Die hier benutzte Variante der derivierten Kategorie Der (B) hat als Objekte nach
rechts beschriankte, fast iiberall exakte Kettenkomplexe projektiver FG-Moduln
Ln“ B:

o= Py = Py— Pyy —

Als Morphismen kann man die Morphismen von Kettenkomplexen modulo
Homotopie nehmen. Die Modulkategorie Mod (B) 148t sich bekanntlich in die
derivierte Kategorie Der (B) einbetten, indem man jedem Modul seine (bis auf
Homotopie eindeutige) projektive Auflésung zuordnet.

Es ist bekannt, daB} die Giiltigkeit der Broué-Vermutung die Giiltigkeit der
Vermutungen von Alperin und Alperin-McKay (fiir Blécke mit abelschen
Defektgruppen) nach sich zieht. Die Broué-Vermutung ist bewiesen fiir den Fall,
daB D nicht nur abelsch, sondern sogar zyklisch ist (J.Rickard [10] und
M. Linckelmann [6]). Es ist jedoch zur Zeit nicht zu sehen, wie sich dieser Beweis
verallgemeinern lieBe.
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Buchbesprechungen

Turén, P., Collected Papers (Edited by Paul Erdés), Budapest: Akadémiai Kiado
1990, 2665 S., DM 340,-

Das Gesamtwerk von Paul Turan (1910-1976) umfat 246 Publikationen, von
denen 227 zu den vorliegenden Gesammelten Abhandlungen, in drei Binde aufgeteilt,
vereinigt sind. Dabei sind 26 Arbeiten in deutscher, zwei in franzdsischer und alle weiteren in
englischer Sprache abgedruckt; urspriinglich ungarische oder russische Artikel wurden ins
Englische iibertragen.

Die drei Bande belegen eindrucksvoll, daB Turdn herausragende Beitridge zu
zahlreichen, so weit auseinander liegenden Gebieten der klassischen Mathematik geleistet
hat wie Elementare und Analytische Zahlentheorie, Diophantische Approximationen,
Kombinatorik, Graphentheorie, Statistische Gruppentheorie, Fourierreihen, Differential-
gleichungen und Numerische Analysis.

Die wohl originellsten und auch seinem eigenen Urteil nach wichtigsten Resultate
Turans finden sich in seinen Publikationen iiber Potenzsummen-Abschitzungen und deren
Anwendungen. Worum es dabei geht, soll im folgenden kurz skizziert werden.

Fiir von Null verschiedene komplexe Zahlen by,...,b, bzw. zi,...,z, werden die
n

,verallgemeinerten“ Potenzsummen f(v) := z b;Z} bei natiirlichem v betrachtet und mit
j=1

gewissen Normen M (f,v) verglichen. Was man immer wieder benotigt, ist die Existenz

geeigneter v, fiir die der Quotient

*) | f)I/ My (£, v)

unabhingig von den zi,..., z, geniigend gut nach unten abgeschitzt werden kann. In dieser

Richtung hatte im Falle der Norm My(f,v):= z |b;| |zj|” bereits H. Bohr 1910 mit Hilfe
j=1

der klassischen Sitze von Dirichlet bzw. Kronecker iiber simultane homogene bzw.

inhomogene Approximationen sehr gute untere Abschitzungen erzielt und diese auf

Wertverteilungsfragen bei der Riemannschen Zetafunktion angewandt.

Auch bei Turan rithrten die ersten Impulse zur Beschiftigung mit diesem
Problemkreis (um 1940) von gewissen, in der Analytischen Zahlentheorie aufgetauchten
Fragen her. Wiahrend sich bei Verwendung der ,,Bohr-Norm*“ My (£, v) die v-Werte, fiir die
sich der Quotient (*) bei k =0 relativ gut nach unten abschitzen la8t, prinzipiell nur sehr
schwach bzw. {iberhaupt nicht lokalisieren lassen, erkannte Turan, dafl andere Normen,
etwa die

~Minimum-Norm“ M;(f,v) = min |z;]|° oder die
<j<n

sMaximum-Norm“ M(f,v) := max |z]",
<Jj<n

sehr genaue Lokalisationen der v-Werte gestatten. Diese Tatsache erwies sich fiir zahlreiche
Anwendungen der Potenzsummen-Abschétzungen in der Analysis als von fundamentaler
Bedeutung.

Turan verstand seine Potenzsummen-Methode im Nachgang zu Bohrs Untersu-
chungen als Teil der Theorie der Diophantischen Approximationen. Von seinem kontinu-
ierlichen Ausbau dieser Methode legen etwa 70 in den vorliegenden Werken abgedruckte
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Originalarbeiten Zeugnis ab, die im Zeitraum zwischen 1940 und 1976, seinem Todesjahr,
entstanden sind. Sieht man sich diese Arbeiten in ihrer zeitlichen Abfolge an, so erkennt man
sehr schén, wie Turdn durch konkrete Anwendungen zu immer neuen Varianten von
Potenzsummen-Abschitzungen stimuliert wurde.

Eine erste zusammenfassende und systematische Darstellung seiner Potenzsum-
men-Methode legte Turan iibrigens bereits 1953 in Buchform vor: , Eine neue Methode in
der Analysis und deren Anwendungen® (in deutscher und in ungarischer Sprache; nicht in
den Werken enthalten). Wihrend diese Monographie schon ein Jahr spiter in iiberarbeite-
ter, chinesischer Version erschien, plante Turan ab 1959 eine vollige Revision, die er in
Anbetracht der inzwischen erzielten Verbesserungen und der sich rasch ausweitenden
Anwendungen als notwendig erachtete. Diese Entwicklung verlief so stiirmisch, daB die
neue, nun englische Version erst 1984 unter dem Titel ,,On a New Method of Analysis and its
Applications” erscheinen konnte. Grundlage hierfiir war ein posthumes Manuskript von
Turén, das von seinen Schiilern G. Hal4sz und J. Pintz aktualisiert und erheblich erganzt
worden war.

P. Erdés, fiir den Turén einer seiner dltesten und besten Freunde und einer seiner
ersten Koautoren war, hat die Edition der vorliegenden Gesammelten Werke besorgt und
diesen sehr informative ,,Personal Reminiscences of the Work of Paul Turin® vorangestellt.
Zum Schluf sei noch erwihnt, daB wertvolle Kommentierungen einzelner Publikationen
oder ganzer Gruppen von Arbeiten durch verschiedene Autoren in die drei Binde
eingestreut sind, so daf sich der Leser auch ein gutes Bild von den weiteren Entwicklungen
machen kann, die von Turans Lebenswerk ausgingen.

Koln P. Bundschuh

Burckhardt, J. J., Die Symmetrie der Kristalle, Von René-Just Haiiy zur kristallo-
graphischen Schule in Ziirich. Mit einem Beitrag von Erhard Scholz. Basel u. a.: Birkh4user-
Verlag 1988, 196 S., DM 68—

Der Verfasser sieht sein Buch als einen Beitrag zum Thema ,,Symmetrie“. Er will
das ,Auftreten und die Bedeutung dieses Begriffes in der Kristallographie“ darstellen: ,Im
ersten Teil des Buches gebe ich einen kurzen Uberblick iiber seine Rolle im 19. J ahrhundert,
im zweiten Teil méchte ich insbesondere den Beitrag hervorheben, den die Forschung an
den Ziircher Hochschulen hinzufiigte®.

Die so gestellte Aufgabe versucht den Verfasser zu 16sen, indem er in 22 Paragra-
phen, deren Linge zwischen zwei und 17 Seiten variiert, die ihm wichtig erscheinenden
Beitrage von bedeutenden Kristallographen und von einigen wenigen Mathematikern zur
Entwicklung einer Theorie der Symmetrie und - in geringerem MaBe - der Struktur der
Kristalle darzustellen versucht. Die von J. J. Burckhardt verfaten Paragraphen enthalten
meist eine Angabe des behandelten Themas, ein oder zwei Zitate aus einem Werk des
jeweiligen Kristallographen, welche die Grundidee seines Beitrages andeuten, ein Portrait
von ihm, einige seiner Originalfiguren und Tabellen der klassifizierten Objekte und in
einigen Fillen Zitate zur Wirkungskeschichte oder Rezeption eines Beitrages.

In dieser Weise werden im ersten Teil u. a. folgende Themen behandelt: § 2 Das
Symmetriegesetz der Kristallographie bei R.-J. Haily, § 3 Kristallsysteme und Kristallklas-
sen — Weil}, Frankenheim, Hessel, § 4 Gitter und Netze - Frankenheim und Bravais, § 5 Die
symmetrischen Polyeder und die 32 Kristallklassen — Bravais und Hessel, § 8 Sohncke und
die regelmaBigen Punktsysteme.

Der zweite Teil ,Die kristallographische Schule in Ziirich“ behandelt Beitrige von
P. Niggli, W. Nowacki, F. Laves, H. Heesch, L. Weber, A. Speiser, G. Polya, und auch vom
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Verfasser selbst, der seinen eigenen Beitrag, die Herausarbeitung des Begriffs der
arithmetischen Kristallklasse, in sehr bescheidener Weise darstellt, indem er mehrfach
darauf hinweist, daB sich die 73 arithmetischen Kristallklasen leicht aus den Tabellen in
Nigglis ,,Geometrische Kristallographie des Diskontinuums® von 1919 herauslesen lassen.
SchlieBlich enthalt der 2. Teil auch Berichte iiber zwei Beitrage, die man eigentlich nicht zur
kristallographischen Schule in Ziirich rechnen kann, namlich von R. L. E. Schwarzenberger
1976 und von Johannes Kepler in ,Harmonices mundi“ 1619.

Diese Andeutungen zum Inhalt zeigen, daB auf den knapp 200 Seiten des Buches ein
weites Feld von Themen berithrt wird. Leider fiihrt dies dazu, daB es fast immer nur bei
Andeutungen bleibt. Wer die Ergebnisse der mathematischen Kristallographie nicht schon
kennt, und wer genau liest, diirfte groBe Schwierigkeiten haben, irgendetwas wirklich zu
verstehen. Ein Beispiel soll dies illustrieren. Bekanntlich gibt es 32 geometrische Kristall-
klassen, d.h. modern gesprochen, Konjugationsklassen endlicher Untergruppen von
0(3,R), welche ein Gitter invariant lassen, und 14 Bravaistypen von Gittern. Die 32
geometrischen Kristallklassen wurden - lange Zeit unbeachtet von den Mathematikern -
schon 1830 von dem Kristallographen J. F. Ch. Hessel hergeleitet. Sie wurden aber noch
vorher, schon 1826, von M. L. Frankenheim in einem Aufsatz in der von Oken
herausgegebenen Zeitschrift Isis bestimmt. Es ist ein Verdienst von J. J. Burckhardt, 1984
diesen Aufsatz von Frankenheim wiederentdeckt zu haben. Die 14 Bravaistypen von
Gittern wurden 1850 von Bravais bestimmt, aber schon vorher, mit einem doppelt
aufgezihlten Typ, 1835 von Frankenheim. Man kann nun die Einteilung der 230
Raumgruppentypen in 32 geometrische Kristallklassen bzw. in 14 Bravaisscharen auf drei
verschiedene Weisen so vergrobern, daB8 diese Einteilungen beriicksichtigt werden. Die
feinste gemeinsame Vergroberung fithrt zu 6 Kristallfamilien. Hierbei sind beide Einteilun-
gen, die in 32 Kristallklassen und die in 14 Bravaisscharen, gleichberechtigt. Bevorzugt man
die 32 geometrischen Kristallklassen, so werden diese zu 7 Kristallsystemen vergrobert.
Bevorzugt man die 14 Bravaisscharen, so werden diese zu 7 Bravaissystemen vergrobert.
Wer dies nicht schon weiB, diirfte die gréBten Schwierigkeiten haben, zu begreifen, warum
in §3 von den 7 Kristallsystemen von Weifl die Rede ist, aber in §4 von den 6
,Kristallsystemen®, in die Frankenheim seine Gittertypen einordnet.

Man muB sagen, daB fast nirgendwo in Burckhardts Buch die behandelten Objekte
definiert, die verwendeten kristallographischen Notationen erklirt oder die Figuren so weit
erliutert werden, daBl dem nicht Initiierten zweifelsfrei klar wird, was gemeint ist. Man lese
etwa die Andeutungen zur Reduktionstheorie quadratischer Formen p.119 oder die
Formulierung des Zonengesetzes p. 27. Eine solche Klarung erfolgt auch dort nicht, wo sie
fiir den mathematisch vorgebildeten Leser mit wenigen Worten moglich wire und wo der
Verfasser selbst an der Herausarbeitung der Begriffe beteiligt war, z. B. kein Begriff der
Farb-Ornamentgruppen. Uberhaupt wird der Mathematiker bedauern, da die Beziehun-
gen zwischen Mathematik und Kristallographie in sachlicher wie historischer Sicht nur
selten angedeutet werden. So wird z. B. iiber die Bestimmung der euklidischen Raumformen
durch den Kristallographen Nowacki 1935 berichtet, nicht aber iiber die fast gleichzeitige
Arbeit von Hanztsche und Wendt 1934 und den Kontext des Clifford-Kleinschen
Raumproblems.

Allgemein gesprochen, fehlt ein iibergreifendes Konzept, durch das die Entwick-
lung der Symmetrielehre in der Kristallographie in ihrer durch die Bediirfnisse der
Kristallographie bedingten Eigengesetzlichkeit und in ihrer Wechselwirkung mit der
Mathematik in groBere Zusammenhénge einzuordnen wire. Dal} eine solche Darstellung
der Entwicklung des Symmetriebegriffs moglich ist, hat E. Scholz in seinem 1989 erschienen
Buch ,,Symmetrie, Gruppe, Dualitit“ gezeigt. Die §§ 8, 9, 10 im hier rezensierten Buch
stammen von Herrn Scholz und sind gekiirtzte Versionen der entsprechenden Abschnitte
aus §5 seines Buches. Sie behandeln in klarer und systematischer Weise den Weg von
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Fedorov und Schoenflies zur Herleitung der 230 Raumgruppentypen und sind fiir einen
mathematisch vorgebildeten Leser gut nachzuvollziehen.

Das Dilemma des Buches von Herrn Burckhardt scheint mir darin zu liegen, dal} er
zu viele Leser auf einmal ansprechen will. Der weder mathematisch noch kristallographisch
Vorgebildete wird nicht in der Lage sein, die nur angedeuteten Gegenstéinde wirklich
zuverldssig aufzunehmen. Den interessierten Laien wire da eher das schéne Buch ,Die
Entdeckung der Kristalle“ von Fabian zu empfehlen oder , Farbige Parkette* von W. Borho
u. a., den Studierenden ein Lehrbuch, darunter auch Burckhardts ,,Die Bewegungsgruppen
der Kristallographie“. Die Mathematiker werden die Darstellung wegen des Verzichts auf
mathematische Prizisierung als unbefriedigend empfinden und zu der mit einem umfangrei-
chen Literaturverzeichnis zitierten Originalliteratur greifen, wenn sie fiir das schone Gebiet
der Kristallographie, fiir Lagerungen und Packungen und Pflasterungen geniigendes
Interesse haben. Dies zu wecken, kénnte das Buch vielleicht beitragen, vor allem auch durch
die vielen schonen und historisch interessanten Figuren, die darin in sehr guter Qualitat
reproduziert sind, aber auch durch den Hinweis auf wenig bekannte, jedoch historisch
wichtige Arbeiten oder auf nicht genug beachtete, aber doch interessante Arbeiten aus dem
Umkreis der Ziricher Schule, wie z.B. die leider m. W. unveréffentlichte Arbeit von
Ingeborg Hund tiber Flechtornamente. Am meisten wird das Buch wohl dem historisch
interessierten Kristallographen bringen. Er wird darin neben vielem, was er kennt und liebt,
auch noch Unbekanntes und Anregendes finden, das sein Bild von der Geschichte seiner
Wissenschaft hier und da erginzt.

Bonn E. Brieskorn

Anderson, I., Combinatorial designs: Construction methods, Chichester: Ellis
Horwood Ltd. 1989, 290 S., $84.00

The author’s aim in writing the book under review was “to provide a readable
account of the construction of a number of different combinatorial structures® suitable “to
introduce the subject to the final year undergraduate or the postgraduate student who
wishes to discover how combinatorial designs are actually constructed“ (hence the title).
These aims restrict the book’s scope in two respects: First of all, it contains only a few
theoretical results on the structural properties of designs; e.g., their is very little concerning
what is usually called “analysis of designs“ (almost nothing beyond Fisher’s inequality and
the Bruck-Ryser-Chowla theorem) and practically no results on the connections to group
theory (Multipliers for difference sets are considered, but without even mentioning that they
yield automorphisms; indeed, the term “automorphism* does not appear in the index!) and
no characterization theorems (for “classical“ examples like the designs obtained from finite
affine and projective geometries) at all. Secondly, it does cover the constructive results which
are most standard by now and can be found in most previous books on Design Theory
(including proofs for the existence of (cyclic) Steiner triple systems; Kirkman triple systems;
three mutually orthogonal Latin squares of orders # 2, 6, 10; selforthogonal Latin squares
of orders # 2, 3,6). More advanced results (e.g. on block designs with k=4 or 5, Steiner
quadruple systems, asymptotic existence of designs, etc.) are quoted but not proved. It is
only fair to say that the author’s preface clearly states these limitations. E.g., the author says
that “the originality of the book lies in its final chapters, dealing with tournament designs®.
Here one encounters (on about 50 pages) topics not generally available in book form, like
Howell designs, balanced tournament designs and whist tournament designs.

Within his self-imposed limits, the author has by and large met his aims and
produced an adequate (and to a large extent actually quite nice) introductory text. The book
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is generally well-written (with interesting historical remarks) and contains a wealth of good
exercises ranging from the simple to quite demanding project outlines sketching construc-
tions not covered in the main body of the text. On the other hand, the text also contains some
undeniable flaws; I will mention some examples concerning one of my favorite topics, i.e. the
theory of difference sets. I was particularly annoyed by the fact that the author reproduces
Hall’s very technical 3 page proof for the first multiplier theorem (and that only for cyclic
groups!) even though a much more conceptual (and simultaneously short and elegant) proof
due to Lander (whose book on symmetric designs is quoted but not in this context) and later
simplified even further by Pott has been available for several years now; this turns a potential
highlight into a student scare. In Exercise 2.35 (dealing with difference sets for k < 10)
Lander’s extensive table of abelian difference sets (up to k=50) should have been
mentioned; likewise, it is almost unforgivable to spend quite some effort on cyclic difference
sets without mentioning Baumert’s excellent (and still standard) lecture notes text on this
topic. Apparently, the author only wants to consider cyclic difference sets in Exercise 2.35
(though this restriction is not stated); this is a pity (cf. the case (25,9, 3)). In Exercise 3.21, it
would have been no more difficult to sketch at least a general abelian version (in fact, some
nonabelian version can be obtained, and by other methods due to Hughes even stronger
results are possible) instead of sticking to the cyclic case only. It is a mystery to me why the
author attributes the proof he gives for Singer’s theorem (4.3.1) to Hall (1986). More
complaints could be made regarding other topics. To mention only one further point: The
three mutually orthogonal Latin squares in Example 7.6.1 (which are due to Todorov, not
Torodov) shoul have been given by a difference type approach (as in the original paper)
instead of exhibiting them explicitly; this would have made the verification much simpler
(and also indicated how the author could find them - certainly 14 is much too large an order
to search for the required squares just by brute force; in fact, already 10 is at present too large
for an exhaustive computer search for 3 MOLS of this order!).

To sum up, I think Anderson’s book provides a sound basis for an advanced
undergraduate or postgraduate course on construction methods for combinatorial designs.
Personally, I would prefer giving a course enriched by quite a bit of material on the
structural properties of designs (in particular, automorphism groups and characterization
theorems); for this one can of course draw on other text books. With the qualifications
made, I can recommend the book to the interested student, lecturer or aspiring future
researcher in Design Theory; but it clearly is of only limited attraction to the expert.

Giessen D. Jungnickel

Protter, Ph., Stochastic Integration and Differential Equations: A New Approach,
Berlin u. a.: Springer-Verlag 1990, 302 S, DM 98 -

Stochastische Integration ist eine der zentralen Techniken zur Untersuchung
zufilliger Prozesse mit stetiger Zeit: Martingaltheorie, Markov-Prozesse, stochastische
Differentialgleichungen mit ihren vielfaltigen Anwendungen in Mathematik, Physik,
Ingenieurswissenschaften, Biologie, Okonomie etc. benutzen stochastische Integrations-
theorie und tragen zu ihrer Entwicklung bei. Formuliert wurde diese Theorie zuerst fiir die
Brownsche Bewegung als Integrator, d. h. fiir den Wiener-ProzeB, welcher einer zentrale
Rolle in der Entwicklung moderner Wahrscheinlichkeitstheorie spielt, als GauBscher
ProzeB, als Martingal und als starker Markov-ProzeB3.

Ein ,naiver Ansatz“ zu stochastischer Integration, selbst fiir einfache Prozesse, ist
nicht méglich, wie die folgende Uberlegung zeigt: Es sei x(¢) eine rechtsstetige Funktion auf
[0, 1] und P, eine Folge diadisch rationaler Partitionen von [0, 1], deren Intervalldnge gegen
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null geht. Wenn die Summen
Sp=Im  f(te)[x(te+1) — x(t)]
lkEPn

fiir alle stetigen Funktionen f konvergieren, dann ist x von beschrinkter Variation nach
einer Beobachtung von P. A. Meyer [19], welche den Satz von Banach-Steinhaus benutzt.
Fir (stetige) stochastische Prozesse x(¢, w) konnte man nun lediglich die Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit fiir die Summen fordern, doch die Antwort bleibt dieselbe: Es ist
erforderlich, daB x(-, w) fast sicher Trajektorien von beschrinkter Variation besitzt. Dies ist
aber falsch fiir den Wiener-Prozel3 und allgemeiner fiir alle nichttrivialen Martingale.

In den frithen 20er Jahren entwickelte N. Wiener [25, 26] eine Integrationstheorie
fiir die Brownsche Bewegung mit zeitabhéngigen, aber nicht-zufilligen Integranden, eine
Theorie, die somit nicht als Basis fiir stochastische Differentialgleichungen dienen konnte.
In 1944 gab K. It6 eine rein probabilistische Definition mit zufilligen Prozessen als
Integranden [11], was das Studium mehrdimensionaler Diffusionen erlaubte, unabhingig
vom Riickgriff auf partielle Differentialgleichungen via Kolmogorovs Vorwirts- und
Riickwirtsgleichungen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten, die z. B. Fellers analytische
Methoden dominiert hatten. In J. L. Doobs fundamentalem Buch von 1953 [5] wird der
Zusammenhang des Itéschen Integrals mit Martingalen betont, und das Zusammenspiel
von Martingal- und Markov-Theorie trieb die Entwicklung der Theorie fiir etwa 20 Jahre
an: P. A. Meyer [16] bewies in 1962 den fundamentalen Zerlegungssatz fiir Submartingale,
was, nach seinen eigenen Worten, die Tiir eine allgemeine stochastische Integrationstheorie
offnete, wie sie schon Doob angedeutet hatte. Eine technische Schwierigkeit ergibt sich nun
aus der Tatsache, daB fiir den Wiener-ProzeB die vorhersehbare (predictable) und die
optionale (optional) o-Algebra identisch sind (der Wiener-Prozef} ist ein starker Markov-
ProzeB ohne Spriinge). Meyer bemerkte in 1967 [17], daB fiir allgemeine Submartingale die
Beschriankung auf vorhersehbare Integranden natiirlich ist. In [4] zeigten C. Doléans-Dade
und Meyer 1970, dafl die Beschrankung auf quasilinksstetige Filtrationen des Integranden
nicht erforderlich ist (diese Einschrinkung war natiirlich fiir die begleitenden o-Algebren
starker Markov-Prozesse). Damit stand eine allgemeine Integrationstheorie fiir Submartin-
gale (=Summe eines lokalen Martingals M und eines vorhersehbaren, wachsenden
Prozesses 4) zur Verfiigung. Man benutzt ein stochastisches Integral fiir M und ein
Lebesgue-Stieltjes-Integral fiir A. Diese allgemeine Theorie, zusammen mit Verallgemeine-
rungen auf Seminartingale und mit vielen neuen Eigenschaften des stochastischen Integrals,
ist in Meyers ,Kurs“ [18] aus dem Jahre 1976 enthalten, einer Zusammenfassung der
»franzosischen théorie général“. Es blieb noch die Frage offen, ob stochastische Integra-
tionstheorie tiber die Benutzung von Semimartingalen als Integratoren hinaus verallgemei-
nert werden konnte. Daf} dies unter relativ schwachen Anforderungen nicht mdéglich ist,
zeigten 1980 Dellacherie [3] und 1981 K. Bichteler [1] unabhéngig voneinander: Ein
rechtsstetiger ProzeB als Integrator, dessen Integral linear ist und fiir welches ein schwacher
Satz iiber beschrankte Konvergenz gilt (gleichmafBige Konvergenz der Integranden
impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit der Integrale), ist notwendig ein Semimartin-
gal.

Es ist nicht verwunderlich, dafl nach dieser Abrundung der Theorie stochastischer
Integration es in den letzten Jahren eine Explosion von Biichern iiber dieses und
angrenzende Gebiete gab. Beschrankt man sich auf stetige Prozesse, so kann man ohne
einige der Feinheiten der théorie général auskommen (und sogar die Doob-Meyer-
Zerlegung umgehen). Beispiele fiir dieses Vorgehen sind z. B. I. Karatzas und S. E. Shreve
[13], D. Revuz und M. Yor [20], K. L. Chung und R.J. Williams [2] (deren 1990-Ausgabe
nun Abschnitte iiber die Girsanov-Transformation und eine Einfithrung in stochastische
Differentialgleichungen enthilt). Die Untersuchung von Markov-Prozessen steht im
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Vordergrund bei S. N. Ethier und T. G. Kurtz [9], M. Sharpe [22] und R. K. Getoor [10]. Die
allgemeine Theorie mit all ihren technischen Schwierigkeiten wird entwickelt z.B. im
L. C. G. Rogers und D. Williams [21], R. J. Elliott [7], J. Jacod und A. Shiryayev [12], und
Meétivier [15]. Fast komplementar dazu sind die Biicher von M. Eméry [8] iiber geometrische
Aspekte von Diffusionen auf Mannigfaltigkeiten und von H. Kunita [14] iiber stochastische
Fliisse und deren Verhalten.

Das hier vorliegende Buch von Philip Protter mit dem Untertitel ,,A new approach*
ist meines Wissens nach das erste (und bisher einzige), welches die allgemeine stochastische
Integrationstheorie aufbauend auf dem Satz von Dellacherie und Bichteler entwickelt.
Semimartingale werden eingefiihrt als stochastische Prozesse x, fiir die das Integral [ Adx
linear und stetig ist, beziiglich der gleichm#Bigen Kovergenz von 4, — A und der Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit von f h,dx —*I hdx.

Dies erlaubt die Definition des Integrals als eine Riemannsche Summe fiir
adaptierte Integranden mit cAdlag-(rechtsstetig mit linksseitigen Grenzwerten) Trajektorien
und Protter kommt hierfiir ohne die tiefliegenden Sitze der ,théorie général“, wie
Martingalzerlegungen aus. Verschiedene Anwendungen, wie die Itd-Formel und stochasti-
sche Differentialgleichungen, sind auf dieser Ebene méglich. Fiir die Theorie in voller
Allgemeinheit sind natiirlich gewisse Elemente der ,,théorie général“ erforderlich, wie z. B.
die Doob-Meyer-Zerlegungen, der Hauptsatz iiber lokale Martingale (jedes lokale Martin-
gal ist die Summe eines lokalen Martingals mit beschrinkten Spriingen und eines Prozesses
mit beschrankter Variation) und Girsanovs Satz. Protter entwickelt diese Ergebnisse in sehr
intuitiver, nicht-technischer Weise unter Benutzung von Meyers Konzept der ,natiirlichen
Prozesse®, was zu einer sehr leicht lesbaren Einfithrung in diese Theorie fithrt. Gliicklicher-
weise wird dann der Satz von Dellacherie und Bichteler (sehr elegant) bewiesen, so daB die
Aquivalenz dieses Ansatzes mit dem klassischen Zugang iiber vorhersehbare Prozesse
deutlich wird.

Das stochastische Integral in voller Allgemeinheit, zusammen mit Anwendungen
auf Martingalrepréasentationstheorie und lokale Zeiten, wird dann als eine Lebesgue-
dhnliche Verallgemeinerung des zuvor iiber Riemannsche Summen definierten Integrals
eingefithrt. Dieses geschieht in Kapitel IV, welches im Zentrum von Protters Ansatz steht,
und benutzt wird die Zerlegung aus dem Satz von Dellacherie und Bichteler. Dieses Kapitel
enthélt auch eine sehr verstindliche Diskussion von Azémas Martingal, einem der
Standardgegenbeispiele in der Theorie lokaler Zeiten: Dieses Martingal hat lokale Zeit null
fiir jeden Level, auBler an 0, wo die lokale Zeit mit der des Wiener-Prozesses iibereinstimmt,
und besitzt daher keine reguldare Version.

Das letzte Kapitel schlieBlich enthilt eine Einfithrung in stochastische Differential-
gleichungen, wobei sich Protter darauf konzentriert zu zeigen, welche Voraussetzungen fiir
bestimmte Eigenschaften der Losungen erforderlich sind. Neben der iiblichen It6-Version
wird auch die Stratonovi¢-Interpretation der Gleichungen diskutiert via quadratischer
Variation und zufalliger Ito-Formel. Diese Interpretation fithrt zu einem Kalkiil mit
Formeln wie in der (nicht stochastischen) Analysis und erméglicht die Approximation der
Lésungstrajektorien durch Losungen deterministischer, gewdhnlicher Differentialgleichun-
gen (Doss [6], Sussmann [24], Stroock und Varadhan [23], wobei Protter sich auf den
Dosschen Ansatz beschriankt).Die Markov-Eigenschaft der Losungen wird gezeigt fiir
Integratoren, welche Lévy-Prozesse sind (unabhingige, stationidre Zuwichse). SchlieBlich
wird die FluBeigenschaft der Losungen unter Benutzung stochastischer Exponentiale
untersucht, wobei klar wird, da} Stetigkeit und Differenzierbarkeit von der Glattheit der
Integranden abhéngt, wihrend die Bijektivitit von der Natur der Spriinge des Integratoren
bestimmt wird.

Protters Buch gibt auf etwa 300 Seiten eine vollstindige Einfithrung in die
allgemeine stochastische Integrationstheorie fiir vorhersehbare Prozesse, zu der der Autor




10 Buchbesprechungen

wesentliche Beitrdge geleistet hat. Es ist zur Zeit sicherlich die lesbarste Darstellung dieser
Theorie, und man merkt auf jeder Seite die paddagogischen Bemithungen des Autors, dieses
sehr technische Gebiet dem Leser zuginglich zu machen: Viele Kommentare und
Querverweise sind iiber den ganzen Text verteilt, Beweise sind in leicht verdauliche Happen
von i.allg. nicht mehr als einer Seite unterteilt, intuitive Zuginge wurden gegeniiber
kiirzeren, aber mehr technischen Darstellungen bevorzugt (insbesondere im Kapitel I1I iiber
die Grundlagen der théorie général), manche sonst sehr schwierigen Beweise erscheinen hier
in ganz natiirlicher Form (z.B. Strickers Satz, Kunita-Watanabe-Zerlegung, lokales
Verhalten stochastischer Integrale, Boleau-Yor-Formel, Azémas Martingal). Diese relativ
leichte Zugénglichkeit beruht sowohl auf dem padagogischen Talent des Autors als auch auf
dem Ansatz, stochastische Integrationstheorie auf dem Satz von Dellacherie und Bichteler
aufzubauen. Ich wiirde nicht zogern, dieses Buch in einem Kurs fiir Diplomaden oder
Doktoranden der Mathematik einzusetzen, obwohl eine Auslassung gerade unter den
Anspriichen des Autors unverstindlich ist: Es werden keine Aufgaben oder Probleme
angeboten, die eine Beschaftigung mit dem Material erleichtern, Vertiefungen andeuten
(nicht alle Sdtze werden hier in voller Allgemeinheit dargestellt, wie z. B. unbeschriankte
vorhersehbare Prozesse, der Zusammenhang des Stratonovié-Integrals mit deterministi-
schen Differentialgleichungen usw.), oder zusitzliche Querverbindungen zur klassischen
Darstellung schaffen. Es bleibt dem Leser oder in einer Vorlesung dem Vortragenden
iberlassen, diese sicherlich sehr wiinschenswerten Vertiefungen zu erarbeiten. (Angespro-
chen auf diese Kritik erwdhnte Protter mir gegeniiber, daB eine Aufgabensammlung in
Vorbereitung ist.)

Das Buch ist geschrieben fiir Mathematiker mit gutem Hintergrundwissen in
Wabhrscheinlichkeitstheorie und zumindest einiger Vertrautheit mit Martingaltheorie, da
verschiedene Ergebnisse aus diesem Gebiet lediglich zitiert werden. (Ethier und Kurtz [9]
z. B. enthilt all das erforderliche Material, aber deren trockener Stil ist nicht jedermanns
Sache. Auch Williams’ Buch [27] ist ausreichend und sehr leserlich, wenn man eine lebhafte
Darstellung bevorzugt.)

Protters ,new approach® zeigt dariiber hinaus, wie ein anwendungsorientierter
Zugang zu stochastischer Integrationstheorie und zu allgemeinen stochastischen Differenti-
algleichungen fiir Nichtmathematiker méglich sein diirfte. Sein Buch enthilt keine
»auBlermathematischen“ Anwendungen (er beschriankt sich auf Bemerkungen wie z.B.
»This has interesting implications in Finance Theory (the theory of continuous trading)“),
aber sie liegen an verschiedenen Stellen im Text nahe. SchlieBlich sei noch der Wunsch
gedulBert, dafl dhnlich padagogisch motivierte Darstellungen fiir andere, aktive Gebiete der
modernen Theorie stochastischer Prozesse, wie z. B. den Malliavin-Kalkiil oder die Theorie
vorgreifender Prozesse folgen mogen.
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Nach dem Abfassen dieser Besprechung ist das Buch ,,Stochastic Integrals® von H. von Weizsdcker und
G. Winkler (Vieweg, 1990) erschienen. Ich hatte noch keine Zeit, dieses Buch ausfiihrlich zu lesen, doch
scheint es zum Teil von dhnlichen Prinzipien wie Protters Werk getragen zu sein.

Ames, lowa W. Kliemann

Emery, M., Stochastic Calculus in Manifolds (Universitext), Berlin u. a.: Springer-
Verlag 1989, 168 S, softcover, DM 48,-

Das Buch gibt eine Einfithrung in die Theorie der stochastischen Prozesse auf
Mannigfaltigkeiten. Es ist entstanden aus Vorlesungen des Autors, der seit Jahren in diesem
Gebiet forscht und zahlreiche Beitrige zu dessen Entwicklung geleistet hat.

Im ersten Kapitel sind die wichtigsten Grundlagen aus der Theorie der reellwertigen
Semimartingale und der stochastischen Integration zusammengefaBt. Fiir den Nicht-
Wahrscheinlichkeitstheoretiker bietet erginzend der Anhang, geschrieben von P. A. Meyer,
eine hervorragende, konzentrierte Einfithrung in den stochastischen Kalkiil. Im zweiten
Kapitel wird einiges elementares Vokabular aus der Differentialgeometrie wiederholt. Doch
empfiehlt es sich fiir den unbedarften Leser (wie der Autor selbst betont), ein Standardwerk
aus diesem Gebiet als Begleitliteratur heranzuziehen.

In den darauffolgenden Kapiteln III-V werden Semimartingale auf beliebigen
(C™-) Mannigfaltigkeiten, dann Martingale auf Mannigfaltigkeiten mit affinem Zusam-
menhang und schlieBlich die Brownsche Bewegung auf riemannschen Mannigfaltigkeiten
behandelt. Zunichst wird ausfithrlich die ,Lokalisierung von Semimartingalen und der
Begriff der b-quadratischen Variation eines Semimartingals fiir eine beliebige 2-form b
besprochen. Dann wird sehr schén die Analogie zwischen Martingalen und Geoditischen
dargestellt, z. B. bei der Charakterisierung von affinen Zusammenhéngen oder der von
affinen bzw. konvexen Funktionen. Weitere Schwerpunkte sind die Charakterisierung,
Konvergenz und ,Nicht-Konfluenz von Martingalen auf Mannigfaltigkeiten. In dem
Kapitel iiber Brownsche Bewegung werden neben harmonischen Abbildungen u.a. die
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Beziechungen zwischen den verschiedenen Vollstindigkeitsbegriffen studiert (i.e. die
geoditische, Martingal- und Brownsche Vollstandigkeit).

Kapitel VI und VII enthalten eine leicht verstindliche Darstellung der ,,2nd order
geometry” von L. Schwartz und ihrer Anwendung auf Semimartingale (X,),», auf
Mannigfaltigkeiten M. Die so erhaltene und der Intuition sehr niitzliche Interpretation von
dX, als Vektorfeld zweiter Ordnung fithrt dann zur Definition eines stochastischen Integrals,
dessen Integrand ein stochastischer Proze mit Werten in den Formen zweiter Ordnung und
dessen Integrator das M-wertigen Semimartingale (X,), >oist. AnschlieBend wird (was nach
diesen Vorbereitungen recht einfach geht) ein Stratonovich-Integral for 1-Form-wertige
Semimartingale und im Fall, daB ein affiner Zusammenhang auf M gegeben ist, ein It6-
Integral fiir 1-Form-wertige stochastische Prozesse eingefiihrt. Letzteres ist moglich mit
einer zuvor bewiesenen, sehr interessanten Charakterisierung von affinen Zusammenhin-
gen mit Hilfe von ,2nd-order-geometry“. In den genannten Fillen werden auch Jjeweils
Existenz- und Eindeutigkeitssitze der zugehérigen stochastischen Differentialgleichungen
bzw. Sitze iiber diskrete Approximationen bewiesen.

Das letzte Kapitel VIII behandelt (stochastische) Parallelverschiebungen und
»moving frames“, zugehdrige Itd/Stratonovich ,,depictions* und Liftings“ von Semimartin-
galen auf einer Mannigfaltigkeit in den Tangentialraum.

Am Ende eines jeden Kapitels findet man Bemerkungen iiber die zugrundeliegende
Literatur. Einen Terminology-Index sucht man jedoch vergeblich. Dafiir sind die wichtig-
sten Ergebnisse am Anfang jedes Kapitels stichwortartig (und versehen mit den entspre-
chenden Nummern im Text) zusammenfaBt, was die Lektiire erheblich erleichtert.

Ich halte dieses Buch fiir eine schéne Einfithrung in die Theorie der stochastischen
Prozesse auf Mannigfaltigkeiten. Obwohl es in erster Linie an Wahrscheinlichkeitstheoreti-
ker gerichtet ist, bietet es (nicht zuletzt wegen des bereits erwihnten Anhangs von P. A.
Meyer) auch Lesern aus anderen Gebieten der Mathematik einen schnellen Einstieg in diese
Theorie. Da das Buch so konzipiert ist, daB zum Verstindnis ein Minimum an geometri-
schem Vorwissen ausreicht, wird zwar ein Geometer manch wichtigen, in diesem
Zusammenhang niitzlichen geometrischen Begriff vermissen (z.B. wird die kovariante
Ableitung nur am Rande erwihnt). Doch sollte es mit geringem Arbeitsaufwand méglich
sein, z. B. bei der Vorbereitung einer Vorlesung auf der Grundlage dieses Buches fiir eine
geometrisch besser vorgebildete Hérerschaft, den Inhalt entsprechend zu modifizieren.
(Hilfreich sind dabei sicherlich die zahlreichen Bemerkungen, in denen der Autor vieles in
die Sprache der Vektorbiindel iibersetzt). Dieses Buch sollte in keiner mathematischen
Bibliothek in der Abteilung Stochastik oder Geometrie fehlen.

Bonn M. Roéckner

Pinkus, A., On L'-Approximation, Cambridge University Press 1989, 239 S., $ 44,50

Die lineare Theorie bester gleichmiBiger Approximation ist in Biichern ausfiihrlich
behandelt worden. Dies gilt nicht fiir die lineare Theorie der besten L'-Approximation. Das
vorliegende Buch ist im wesentlichen eine Abhandlung iiber die qualitative Theorie der
besten L'-Approximation durch endlich dimensionale Unterraume. Die Fragestellungen
sind klassisch, aber erst in den letzten Jahren wurden viele davon beantwortet. Nun wird in
diesem Buch die Fiille der neuen Ergebnisse zusammen mit den klassischen Ergebnissen
dargestellt. Das Buch ist in sieben Kapitel eingeteilt. Nach jedem Kapitel sind Ubungen
angegeben, die Teil des Ganzen sind. Die Kapitel enden mit Hinweisen auf die Originallite-
ratur.
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Kapitel 1 behandelt zunichst allgemeine Ergebnisse aus der Approximationstheo-
rie. Es werden Fragen der Existenz, Eindeutigkeit und Charakterisierung des besten
Approximationsoperators betrachtet.

Kapitel 2 untersucht die Approximation von Funktionen in L'(B, v) durch endlich
dimensionale Unterraume. Zunichst wird das Hauptkriterium fiir beste Approximationen
durch lineare Raume angegeben. Dann wird eine Variante fiir endlich dimensionale
Unterrdume Uvon L'(B, v) gezeigt. Im Beweis wurde dabei ein Satz von Liapounoff benutzt.
Gerade diese Variante hat sich als besonders fruchtbar erwiesen. Die Frage der Eindeutig-
keit der besten Approximation muB in diesem allgemeinen Fall zunéchst negativ beantwor-
tet werden. Es gibt stets Funktionen, die mehrdeutige beste Approximationen besitzen. Die
Menge dieser Funktionen ist sogar dicht. AuBerdem existieren keine stetigen Selektionen.

Kapitel 3 beschiftigt sich daher mit der Approximation stetiger Funktionen; denn
in diesem Fall stellt sich die Situation der Eindeutigkeit ganz anders dar. Sei C(K) der Raum
der stetigen, reellwertigen Funktionen, die auf einer kompakten Teilmenge K C R definiert
sind, wobei K gleich dem AbschluB seines Inneren ist. Dann sei C(K, x) der Raum C(K)
versehen mit der Norm || f]|; = [x| £ |du. Im folgenden wollen wir einen endlich dimensiona-
len Unterraum U von Ci(K, ) einen Eindeutigkeitsraum nennen, wenn jede Funktion in
Ci(K, ) eine eindeutige beste Approximation aus U besitzt. Zunéchst wird eine genaue
Charakterisierung jener Funktionenriume angegeben, die Eindeutigkeitsraume sind. Fiir
den Fall, daB kein Eindeutigkeitsraum vorliegt, wird die GréBe der Funktionenmenge
untersucht, deren Elemente eine eindeutige beste Approximation besitzen. Auflerdem wird
das Problem stetiger Selektionen betrachtet.

Die Kriterien von Kapitel 3 besitzen allerdings auch Nachteile. Sie sind schwer
nachweisbar und vom MaB u abhingig. In Kapitel 4 werden daher Rdume mit der
sogenannten Property A eingefithrt. Ein Unterraum U erfiillt Property A genau dann, wenn
U ein Eindeutigkeitsraum fiir eine groBe Klasse von MaBen ist. Es werden allgemeine
Folgerungen von Property A angegeben. Daraus ergibt sich fir KCR eine vollige
Charakterisierung der Unterrdume mit Property A. Fur K C R? d>2, ist eine allgemeine
Charakterisierung nicht bekannt. Doch es werden viele wichtige Teilergebnisse gezeigt. Die
leichte Anwendbarkeit der obigen Sitze wird an einer Reihe von Beispielen demonstriert. Es
wird nachgewiesen, daB Ridume von Splinefunktionen und zusammengesetzte Tscheby-
scheffsysteme Eindeutigkeitsraume sind. Es wird aber auch ein Beispiel fiir Funktionen in
zwei Variablen angegeben.

Kapitel 5 betrachtet das Problem der besten einseitigen L;-Approximation (von
unten). Dieses Problem wurde in letzter Zeit intensiv untersucht. Es ist ein wesentlicher
Unterschied zwischen L;-Approximation und einseitiger L;-Approximation. Hier wird
durch eine konvexe Menge eines endlich dimensionalen Raums approximiert, die abhéngig
von der zu approximierenden Funktion ist. AuBerdem sind die Ergebnisse hinsichtlich
Eindeutigkeit und Charakterisierung der besten Approximationen anders geartet. Falls
man stetige Funktionen approximiert, existieren fiir die gebriauchlichen Unterrdume stets
Funktionen, die mehrere beste Approximationen besitzen. Es wird nachgewiesen, daf die
Eindeutigkeitsrdume in gewissen Sinne trivial sind. Falls man sich aber auf die Klasse der
stetig differenzierbaren Funktionen C!(K) beschrinkt, erhilt man wesentlich andere
Ergebnisse. Es zeigt sich, da ein Unterraum U eine sogenannte Property B genau dann
erfiillt, wenn fiir jedes zulidssige MaB x eine eindeutige, beste einseitige Approximation von
U an jedes f€ C!(K) existiert. Die Property B wird intensiv untersucht und es werden eine
Reihe von Beispielen angegeben.

In Kapitel 6 wird auf diskrete Approximation im R™ eingegangen. Es werden die
theoretischen Probleme der ein- und zweiseitigen /{"(w)-Approximation diskutiert. Die
Ergebnisse sind im wesentlichen eine Verallgemeinerung oder Spezialisierung der fritheren
Resultate. Es gehen aber auch einige Eigenschaften verloren.
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Kapitel 7 befaBt sich schlieBlich mit Algorithmen zur besten zwei- und einseitigen
L!-Approximation. Verschiedene Moglichkeiten werden aufgezeigt, um die besten Approxi-
mationen zu berechnen. Eine Methode verwendet die Theorie der Subgradienten. Zu diesem
Zweck werden Gradienten und Subgradienten kurz diskutiert. Zunichst wird das Problem
der diskreten Approximation behandelt. Diese Aufgaben kénnen durch Methoden der
linearen Optimierung geldst werden. Bei der zweiseitigen Approximation werden jedoch
Algorithmen angegeben, die auch die spezielle Situation des Approximationsproblems
berticksichtigen. Dann wird beste einseitige und zweiseitige L'-Approximation im Fall
stetiger, kontinuierlicher Funktionen betrachtet. Neben Diskretisierungsverfahren werden
Subgradientenmethoden und schlieBlich auch Newtontypverfahren untersucht.

Dem Buch sind noch zwei Kapitel als Anhang hinzugefiigt.

In Anhang A werden Tschebyscheffsysteme und schwache Tschebyscheffsysteme
betrachtet. In sehr iibersichtlicher Weise ist eine Reihe von Ergebnissen, die in fritheren
Kapiteln benétigt wurden, zusammengestellt. Da schwache Tschebyscheffsysteme in der L!-
Approximation eine gréBere Bedeutung besitzen, wurden sie ausfiihrlicher behandelt.

Anhang B untersucht L'-Approximation fiir Funktionen aus einem Konvexititske-
gel. Dies sind Funktionen f, so daB zu einem schwachen Tschebyscheffraum U auch span
{U.,f} schwach tschebyscheffsch ist. In diesem Fall hat das (einseitige) Approximationspro-
blem einen speziellen Charakter. Im Fall zweiseitiger Approximation erhalt man fiir
Funktionen im Konvexitétskegel die beste Approximation durch Interpolation in bestimm-
ten kanonischen Punkten. Diese Theorie wird hier entwickelt. Danach wird eine entspre-
chende Theorie fiir das Problem einseitiger Approximation dargestellt. SchlieBlich wird
noch ein Zusammenhang zur Momententheorie angeben.

In diesem hervorragend geschriebenen Buch ist die aktuelle Forschung in der L!-
Approximation in einer sehr abgerundeten Form wiedergegeben. Viele Ergebnisse aus den
Kapiteln 4 und 5 und Teile aus den Kapiteln 3 und 6 wurden erst kiirzlich gewonnen. Das
Buch enthélt auch hochinteressantes und ganz aktuelles Material, das sich bisher noch
nirgends findet. Bestechend ist dabei die Klarheit und die Ubersichtlichkeit, mit der die
Ergebnisse dargestellt sind. Auch umfangreiche und komplizierte Beweise sind sehr gut
lesbar. Hervorzuheben ist auBerdem die Illustration der Theorie durch viele wichtige
Beispiele. Daher spricht das Buch einen groBen Leserkreis an.

Alles in allem beeindruckt das Werk sehr durch die umfassende Wiedergabe der
bekannten Ergebnisse und durch die Eleganz und Durchsichtigkeit der Darstellung.

Erlangen H. StrauBl

Hernédndez-Lerna, O., Adaptive Markov Control Processes, Berlin u. a.: Springer-
Verlag 1989, 148 S, DM 78,-

Das vorliegende Buch befaB3t sich mit einer Klasse von zeitdiskreten Steuerungspro-
zessen, die in der Literatur als gesteuerte Markovsche Prozesse bekannt sind. Ebenfalls
ublich sind die Bezeichnungen Markovsche Entscheidungsprozesse und Markovsche
Dynamische Programme.

Die Steuerungstheorie ist ein Zweig der sich rasch entwickelnden und weit
verbreiteten Systemtheorie. Aus einer intuitiven Perspektive beschiftigt sich diese unter
anderem mit der Analyse qualitativer und quantitativer Phinomene, die sich als zeitabhin-
gige Prozesse darstellen lassen und in einem Objekt — dem System - stattfinden. Ferner sucht
sie das notige Instrumentarium zur Verfiigung zu stellen, mit dem eine zieladiquate
Beeinflussung der ProzeBdynamik méglich ist.
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Man geht dabei von zwei Mengen X und A aus, die mit den o-Algebren % und & der
meBbaren Untermengen von X bzw. A ausgestattet sind. Das heiit, man startet mit zwei
meBbaren Riumen (X, £), dem Zustandsraum des Grundprozesses, und (A, &), dem Raum
der Interventionen, Aktionen oder Steuerungen.

N bezeichne die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen, 2" bzw. /" jeweils die
o-Algebren auf XY bzw. A¥, die von der entsprechenden Zylindermenge erzeugt werden. Fiir
X=(X1,X2,.+., Xp,...) EX¥und a =(ay, a5,...,a,,...) € AY interpretiert man x, bzw. a,, als die
Zustandswerte des Grundprozesses bzw. der Intervention oder Steuerung zur Zeit n.

Wenn das betrachtete System Anderungen stochastischer Natur unterliegt, bend-
tigt man zur Bestimmung eines gesteuerten Prozesses:

Erstens, eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen u(-|) auf 87, die mittels einer
Familie von bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen p= {p,(dx,|xg,.-.,Xn—1;
ag,...,a,—1), n=1,2,...} bestimmt wird. Die Familie {u(-|a), a€AN} definiert ein
gesteuertes Objekt.

Zweitens, eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen v(+|x) auf o/ ¥, die ebenfalls
mittels einer Familie von bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilungen g ={da,|x,..., X,;
o, ..., ay—1, n=0,1,...} bestimmt wird. Die Familie {v(:|x), x€X¥} definiert eine
Steuerungsstrategie.

Unter angemessenen Bedingungen konstruiert man einen (stochastischen) gesteu-
erten ProzeB (¢, a) = {({,, a,) EXXA, n=0,1,2,...}. Genauer gesagt existiert fiir jedes
gesteuerte Objekt 4 und jede Strategie v ein gesteuerter Grundproze ¢ ={&,,n=0,1,2,...}
und eine Steuerungsfolge a ={a,,n=0,1,2,...}, fiir die eine eindeutige Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf X¥ X A¥ im Sinne von Kolmogorov konstruiert werden kann. Wenn der
gesteuerte ProzeB (&,a) zur Verfiigung steht, wird die Frage nach den optimalen
Steuerungstrategien zum grundlegenden Problem der Steuerungstheorie.

Um dieser Frage nachzugehen, konzentriert man sich auf eine Familie von
zuldssigen Steuerungsstrategien U, d. h. eine Familie von Steuerungsstrategien v(+|+) mit
deren Hilfe ein gesteuertes Objekt u(+|+) mit der gewiinschten Eigenschaft bestimmt werden
kann.

Um eine optimale Steuerung auszuwihlen, wird ein in Bezug auf #%X &V
meBbares Funktional r(x, a) auf XV, X A¥ eingefiihrt, das die Steuerungskosten bzw. das
Interventionsentgelt beschreibt. E, bezeichne fiir eine ausgewihlte Steuerungsstrategie die
mathematische Erwartung in Bezug auf dasjenige WahrscheinlichkeitsmaB, das mit dem
gesteuerten Prozefl (&, @) assoziiert ist. Verwendet man die Steuerung v(-|+), werden die
entstehenden Steuerungskosten bzw. das resultierende Entgelt durch die Beziehung

JO)=Er(¢, a) M

beschrieben. Daher besteht das Optimierungsproblem darin, eine Strategie v(-|*)EX zu
wihlen, mit deren Hilfe (1) ihren minimalen Wert erreicht.

Geht es um ein System, bei dessen Beschreibung entscheidende Information
entweder fehlt oder unzureichend ist, so spricht man von einem adaptiven Steuerungspro-
blem. Aus diesem Grund fithrt man einen Parameter 6 ein, dessen Werte gemif3 der neu
gewonnenen Information angepalit werden.

Die Bezeichnung ,Steuerungsmodell“ bezieht sich auf die Zusammenfassung der
eingefiihrten Instrumente in ein Tupel der Form (X, A, p, ¢, 7, 8) und die Kennzeichnung der
Komponenten durch dem Steuerungsziel entsprechende Eigenschaften, z.B. ist X ein
vollstindiger separabler metrischer Raum, p markovsch und dhnliches.

Das Buch besteht aus 6 Kapitel und 4 kurzen Anhingen, die dem Leser einen
raschen Zugriff auf einige oft auftretende Begriffe und Sdtze aus der Analysis und
Wabhrscheinlichkeitstheorie ermoglichen. Kapitel 1 stellt wesentliche Aspekte des Markov-
Steuerungsmodells (MCM) und seine wichtigen Varianten dar. Dariiberhinaus werden




16 Buchbesprechungen

zusitzliche Grundziige des Steuerungsprinzips anhand einer Reibe sehr interessanter
Beispiele erlautert, die einen Einblick in Anwendungsbereiche wie zum Beispiel Lagerhal-
tungs- und Produktionssysteme, Steuerung von Wasserreservoirs, Bewirtschaftung von
erneuerbaren Naturressourcen vermitteln.

Die Kapitel 2 bis 4 sind der Behandlung von MCM-Fragen mit diskontierten und
Durchschnittsteuerungskosten sowie unvollstindigen Informationen gewidmet. Diese
Kapitel beginnen mit einer sehr klaren Einfilhrung des Steuerungsproblems und geben
weiterhin eine Ubersicht der jeweiligen Optimalititsbedingungen. Ferner werden verschie-
dene Approximationsverfahren und Wertiterationsmethoden ausfiihrlich diskutiert, wobei
die Aufmerksamkeit insbesondere auf Fragen der adaptierten Steuerung gerichtet ist.

Im Fall von MCM mit unvollstindiger Information, wie es vor allem bei
Zustandsprozessen vorkommt, die nur zum Teil beobachtet werden kénnen, wird in den
Fall von MCM mit vollstdndiger Information umgewandelt und anschlieBend mit den in
den vorangehenden Kapiteln eingefithrten Methoden behandelt. In den letzten beiden
Kapiteln werden die dazugeh6rigen Parameterschitzungs- und Diskretisierungsmethoden
untersucht. Zwei Beispiele erldutern in Kapitel 5 einige Merkmale der Kontrastfunktion und
ihre Rolle bei der Parameterschitzung. Rekursive und nichtrekursive Verfahren fiihren iiber
die Diskretisierung zu einer Art von Schitzungs- und Steuerungsprinzip, das die adaptiven
Steuerungsstrategien umfaf3t.

Alle Kapitel schlieBen mit Bemerkungen und Literaturhinweisen, die einen sehr
guten Einblick in die Entwicklung, Ziele und verwandte Fragen der adaptierten Markov-
Steuerung vermitteln. Insgesamt bietet dieses Buch eine kurze und schéne Darstellung
einiger sehr aktueller Fragen des Gebiets der adaptiven Steuerung mit diskreter Zeit,
insbesondere derjenigen, bei denen der Verfasser entscheidend mitgewirkt hat.

Erlangen G. Gomez

Horst, R., Hoang Tuy, Global Optimization - Deterministic Approaches, Berlin u. a.:
Springer-Verlag 1990, 696 S., 55 Abb., 6 Tab., DM 220,-

Im Gegensatz zur gewohnlichen Optimierungstheorie fiir nichtlineare Probleme
beschiftigt sich die globale Optimierung mit der Bestimmung eines oder mehrerer globaler
Optima bei Problemen mit mehreren lokalen, Losungen. Die Standardtechniken der
nichtlinearen Optimierung liefern dagegen hochstens lokal optimale Losungen. Im
Vergleich zur lokalen Optimierung ist die globale Optimierung noch ein recht junges
Forschungsgebiet. Neben vereinzelten fritheren Arbeiten begann eine intensive Forschungs-
tatigkeit auf diesem Gebiet erst Ende der siebziger Jahre. So ist es auch nicht verwunderlich,
daB erst wenige Biicher iiber globale Optimierung vorliegen.

Dieses seit lingerem erwartete Buch trifft auf eine echte Liicke in der mathemati-
schen Buchliteratur. Umfangreichere Darstellungen der deterministischen Verfahren zur
globalen Optimierung liegen im englischen Sprachraum bisher sonst nur in Originalarbeiten
oder in knapper Ubersichtsform ohne Beweise vor.

Das vorliegende Buch ist in drei groBe Abschnitte gegliedert: Teil A: Einfithrung
und grundlegende Techniken, Teil B: Konkave Minimierung und einem kurzen Teil C:
Allgemeine nichtlineare Optimierung.

Im Teil A werden, nach einer kurzen Charakterisierung einiger globaler Optimie-
rungsprobleme (konkave Probleme, D.C.-Probleme, also solche, bei denen sich die
Zielfunktion in eine Differenz konvexer Funktionen zerlegen 1a8t, und Probleme mit
lipschitzstetigen Funktionen) die grundlegenden Techniken der dufleren Approximation,
der Konkavitits-Schnitte, und von Branch and Bound (BB) eingefiihrt.
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Im Teil B werden Schnittmethoden, sukzessive Approximationsmethoden, und
Subdivisionsmethoden fiir konkave Minimierungsprobleme betrachtet. Auch die fiir die
praktische Anwendung wichtige Zerlegung grofler Probleme in handlichere wird eingehend
erortert. Ein Kapitel iiber spezielle Probleme der konkaven Optimierung schlieBt Teil B ab.

Teil C enthilt eine kurze Betrachtung nicht-konkaver Probleme. Einer Betrachtung
von Verfahren fiir D. C.-Probleme schlieBt sich ein Kapitel iiber Lipschitz-Probleme an, in
dem im wesentlichen das klassische Verfahren von Piyavkii und Shubert und seine
Varianten beschrieben werden. Weiter wird gezeigt, daB sich viele der klassischen Methoden
unter ein einheitliches BB-Schema fassen lassen. Teil C wird mit der Beschreibung einer
neuen konzeptionellen Methode von Thach und Tuy abgeschlossen.

Viele eingestreute Beispiele erleichtern das Verstindnis der behandelten Sitze und
Methoden und viele Verfahren sind in verstindlichem Pseudocode beschrieben. Dagegen
sind nur wenige numerische Tests zu finden, aus denen man etwas iiber die Effizienz der
Verfahren entnehmen kann. Uberhaupt fehlen Aufwandsbetrachtungen und eine gewisse
Bewertung der verschiedenen Verfahren fast vollig.

Trotz seines Umfangs bietet das Buche keinenwegs einen Uberblick iiber die
deterministischen Verfahren der globalen Optimierung. Stattdessen konzentrieren sich die
Autoren auf konkave Minimierungsprobleme, also auf Probleme, bei denen eine konkave
Zielfunktion iiber einer konvexen Menge zu minimieren ist. Diese Auswahl mag aus zwei
Griinden gerechtfertigt sein: Zum einen ist diese Problemklasse fiir die praktische
Anwendung sehr wichtig, und viele Probleme die zunichst nicht diese Form haben, lassen
sich in ein solches Problem transformieren. Zum anderen lassen sich diese Probleme in
Form von Sitzen und Beweisen einigermaflen einheitlich und systematisch behandeln. Es ist
den Autoren gelungen, viele verstreute Ansitze unter einheitlichen Gesichtspunkten
darzustellen und die Gemeinsamkeiten und Beziehungen dieser Ansitze zueinander
herauszuarbeiten.

Der Satz des Buches hitte im Zeitalter der computerisierten Satzsysteme besser sein
koénnen und amerikanische Rezensoren werden sicher das Fehlen von Ubungsaufgaben
bemangeln. Fiir den Forscher auf diesem Gebiet aber wird dieses Buch ein willkommenes
Nachschlagewerk werden.

Gottingen I. Diener

Grimmett, G., Percolation, Berlin u. a.: Springer-Verlag 1989, 320 S, DM 98 -

Das Thema des Buches ist die Kantenperkolation in Z9 einem der aktivsten
Felder der Wahrscheinlichkeitstheorie in den 80er Jahren. Perkolation bedeutet, mit jeder
Kante ist eine Zufallsvariable assoziiert, die sagt, ob eine Kante offen oder geschlossen ist,
und zwar mit Wahrscheinlichkeit p. Es bezeichne 6(p) die Wahrscheinlichkeit, daB die
Menge aller Punkte, die sich durch einen offenen Pfad mit 0 verbinden lassen, unendlich
ist. Dann existiert ein kritischer Wert p,, so da8 §(p) =0 fiir p <p, und 6(p) >0 fiir p > p,.
Von besonderem Interesse ist nun p,. zu bestimmen, z. B. das berithmte Resultat von H.
Kesten p, =/ in Z? und das Verhalten fiir p - p, zu studieren; es zeigt sich namlich, daf
die Kantenperkolation ein Modell liefert, an dem man hoffen kann, Konzepte der
mathematischen Physik wie Phaseniibergang, Potenzgesetze, kritische Exponenten und
Universalitat rigoros abzuleiten. Damit gemeint ist eine genauere Untersuchung des
Verhaltens am kritischen Punkt. Es wird vermutet, daB am kritischen Punkt interessante
GroBen wie zum Beispiel die erwartete Clustergrofie wie eine Potenz divergiert, daB 6( p)
wie eine Potenz fiir p | p. verschwindet und daB die auftauchenden Exponenten nur von der
Dimension, aber nicht von der Graphenstruktur abhéngen. Der kritische Wert selbst ist
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natiirlich extrem abhingig sowohl von der Dimension, als auch Einzelheiten der Graphen-
struktur.

Das Buch beginnt mit einer Einfithrung in diese Zusammenhinge (Kap. 1). In
Kap.2 werden die wichtigsten mathematischen Instrumente, FKG-Ungleichung, BK-
Ungleichung und Russos Formel entwickelt. Im dritten Kapitel werden zwei Beweise
gegeben fiir die Tatsache, dal fiir p <p, die erwartete GroBe des Clusters, das die 0 enthilt,
endlich ist. Kap. 4 befait sich mit der Zahl offener Cluster pro Punkt. in Kap. 5 werden dann
die Eigenschaften im Bereich p <p, hergeleitet, Korrelationsldnge, Verteilung der Cluster-
groBe etc. Das nichste Kapitel behandelt den superkritischen Bereich p > p,, es wird die
Eindeutigkeit des unendlichen Clusters hergeleitet. Das Kapitel schliet mit Differenzier-
barkeitseigenschaften der Funktionen 6(:), x/(*) = erwartete ClustergréBe bedingt auf die
Endlichkeit des Clusters. In den Kapiteln 7, 8 wird das Verhalten nahe am kritischen Punkt
diskutiert und eine Einfiihrung in die Skalierungstheorie und Renormalisierung, wie sie in
der Physik kursiert, gegeben. Das Kap.9 enthilt den Beweis des oben erwiahnten
Sachverhaltes p. ='/> in d=2. Kap. 10 diskutiert einige Erweiterungen wie Perkolation mit
langer Reichweite, elektrische Netzwerke und ,first passage“-Perkolation. Leider enthélt
das Buch kein Kapitel iiber gerichtete Perkolation und die Anwendung von Techniken aus
der Perkolation in der Theorie von Wachstumsprozessen wie z. B. dem KontaktprozeB. Das
Buch behandelt auch wichtige Resultate, die erst nach dem Erscheinen von Kestens Buch
»Percolation for Mathematicians” erzielt wurden.

Zwei Dinge fallen an dem Buch auf. Einmal die grofle Sorgfalt, die darauf
verwendet wird, die Perkolation im Zusammenhang mit den Fragestellungen der statisti-
schen Physik zu sehen, das Kap. 7 iiber Skalierungstheorie ist hier besonders ausgezeichnet.
Zum zweiten werden die Beweise gut motiviert und eine einfache Heuristik wird jeweils
vorangestellt. Weiterhin bringt die Beschriankung auf Kantenperkolation in Z¢ es mit sich,
die Lesbarkeit fiir den Nichtexperten ganz entscheidend zu erhéhen und damit hoffentlich
das Gebiet insgesamt populdrer zu machen. Literaturverzeichnis und Index erscheinen
vollstindig und erleichtern den Zugang fiir Leser mit speziellen Interessen.

Von den Voraussetzungen her ist es méglich, mit dem Buch als Grundlage ein
Seminar abzuhalten, dessen Horer nicht mehr Vorkenntnisse, als eine elementare Einfiih-
rung in die Stochastik benétigen. Auf der anderen Seite bieten insbesondere die Kapitel, die
sich mit dem Verhalten am kritischen Punkt beschiftigen, geniigend Stoff fiir Veranstaltun-
gen auf fortgeschrittenerem Niveau. Es ist schade, daB das Kapitel 10 iiber elektrische
Netzwerke, ,first passage“-Perkolation nicht etwas ausfithrlicher geraten ist, insgesamt ist
das Buch aber sehr zu empfehlen.

Gottingen A. Greven

Nguyen, H.T., Rogers, G.S., Fundamentals of Mathematical Statistics (Vol. 1:
Probability for Statistics, Vol. 2: Statistical Inference) (Springer Texts in Statistics), Berlin
u. a.: Springer-Verlag 1989, 440 S./425 S., DM 84,- pro Band

Dies ist ein Text fiir eine zweisemestrige Kursusvorlesung iiber Mathematische
Statistik.

Er beginnt mit einer (im wesentlichen maBtheoriefreien) Einfilhrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie und fithrt hin bis zu klassischen Lehrstiicken der Mathemati-
schen Statistik wie etwa der Theorie der gleichmaBig besten unbiased Tests. Das Besondere
an diesem Werk ist die Gliederung des Stoffs in 97 je in sich geschlossene ,, Lektionen“ - eine
Lektion kann dabei in einer etwa einstiindigen Vorlesung abgehandelt werden. Die Autoren
haben 22 Lektionen gekennzeichnet, die ausgelassen werden konnen, ohne spiirbare Liicken
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aufzureiBlen. Diese Gliederung des Stoffs kommt den Besonderheiten des Fachs sehr
entgegen; sie ermoglicht eine grofiere Breite unter Verzicht auf Systematik. Insbesondere ist
anzuerkennen, dafl die eigentliche Statistik hier keineswegs nur als Anhidngsel zur
Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt wird, sondern daB statistische Themen wie Tests und
Konfidenzbereiche in Spezialfallen schon frithzeitig behandelt werden. Allgemein bemiihen
sich die Autoren, Begriffe und Methoden aus konkreten Beispielen heraus zu entwickeln.
Als (zwangsldufigen) Nachteil kann man dabei empfinden, daf bei diesem Konzept nicht
alle Gegenstiande griindlich genug behandelt werden konnen und oft auf Beweise verzichtet
werden mufl. Auch tritt bei dieser Konzeption der Pluralismus statistischer ,,Prinzipien“, zur
Geniige bekannt aus der Lehrbuchliteratur, hier starker und verwirrender hervor: neben
logisch begriindbaren statistischen Verfahren werden solche vorgestellt, die nur auf
yheuristischen Prinzipien beruhen, wie Likelihood-Quotienten-Tests und Maximum-
Likelihood-Schitzer. Man sollte daher vielleicht ernsthaft in Betracht ziehen, in einfiihren-
den Vorlesungen auf heuristische Prinzipien génzlich zu verzichten. So koénnte die
Konstruktion von statistischen Verfahren mehr an formulierbaren Zielen, wie z. B. der
Robustheit, von der im vorliegenden Werk iibrigens gar keine Rede ist, als an geheimnisvol-
len Likelihood-Prinzipien orientiert werden.

Das Werk ist in der vorliegenden Form mit Bedacht als Grundlage fiir Vorlesungen
fir Mathematik-Studenten zu verwenden; die zugrundeliegende Konzeption ist zur
Erprobung und Weiterentwicklung zu empfehlen.

Heidelberg D. W. Miiller

Reiss, R. D., Approximate Distributions of Order Statistics (Springer Series in
Statistics), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1989, 360 S., DM 124,

Verteilungen von Ordnungsstatistiken zu unabhingigen und identisch verteilten
reellen Zufallsvariablen lassen sich zwar explizit mit Hilfe der zugrundeliegenden Vertei-
lungsfunktionen bzw. Dichten beschreiben, die dabei auftretenden analytischen Ausdriicke
erweisen sich aber haufig als sehr unhandlich. Infolgedessen sind Approximationen durch
einfachere Verteilungen mit expliziten Fehlerschranken von theoretischem und praktischem
Interesse. Die vorliegende Monographie enthdlt eine einheitliche Theorie derartiger
Approximationen zusammen mit verschiedenen Anwendungen von Ordnungsstatistiken im
Rahmen statistischer Modelle, an deren Entwicklung der Verfasser in den letzten fiinfzehn
Jahren einen entscheidenden Anteil hatte.

Das Buch ist in drei Teile mit insgesamt zehn Kapiteln gegliedert, denen ein kurzes,
einleitendes Kapitel 0 vorangestellt ist. Einige technische Resultate sind in drei Anhéingen
zusammengefaBt. Jedem Kapitel sind Ubungsaufgaben und Erginzungen, hiufig mit
Literaturhinweisen versehen, beigefiigt. Separate bibliographische Anmerkungen machen
nicht nur die Beziige zur Literatur deutlich, sondern zeigen auch historische Entwicklungen
auf. Das Literaturverzeichnis weist knapp 240 Titel meist jiingeren Datums aus, und das
Sachverzeichnis ist hinreichend detailliert fiir eine sinnvolle Nutzung.

Charakteristisch fiir die dargestellten Approximationen ist die Verwendung des
Hellingerabstands oder der Variationsnorm als AbstandsmaB fiir Verteilungen anstelle des
iblicherweise in klassischen Grenzwertsitzen der Stochastik betrachteten (schwicheren)
Kolmogorov-Smirnov-Abstands fiir Verteilungsfunktionen. Auf diesen Ansatz, der etwa
bei mehrdimensionalen Verteilungen vorteilhaft ist, wenn die Dimension mit dem
Stichprobenumfang wichst, bereitet Kapitel 0 den Leser vor. Hier werden auch das
unterschiedliche Verhalten zentraler und extremer Ordnungsstatistiken sowie die Ein-
schrankung auf den Fall unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariabler diskutiert.
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Teil I behandelt unter der Uberschrift , Exact Distributions and Basic Tools“ einige
grundlegende Eigenschaften von Ordnungsstatistiken (in Kapitel 1 z. B. exakte unbedingte
und bedingte Verteilungen, die Markoveigenschaft, Momente und Darstellungen vom
Rényi-Typ) sowie die fiir die Gewinnung von Approximationen benétigten Hilfsmittel (in
Kapitel 3 z. B. stochastische Ungleichungen, das Konzept asymptotischer Entwicklungen
und die verschiedenen Abstandsbegriffe fiir Verteilungen, insbesondere den Hellingerab-
stand und die Variationsnorm mit ihren spéter benétigten Eigenschaften). Als beweistechni-
sches Hilfsmittel findet bei der Herleitung von exakten wie spiter von approximativen
Verteilungen durchweg die Methode der Quantiltransformation Verwendung, die eine
Reduktion auf Spezialfille wie den der Gleich- oder Exponentialverteilung gestattet und
dadurch zu einheitlich strukturierten Beweisen fiihrt. Die Grundlagen dieser leistungsfihi-
gen Methode zur Behandlung unabhingiger und identisch verteilter Zufallsvariabler
werden in Kapitel 1 in sehr ausfiihrlicher Form dargestellt.

Teil IT iiber ,, Asymptotic Theory“ bildet in theoretischer Hinsicht den Hauptteil des
Buches. In Kapitel 4 wird zunichst die Normalverteilungsapproximation fiir eine oder
mehrere Ordnungsstatistiken vorgestellt; anschliefend stehen asymptotische Entwicklun-
gen hoéherer Ordnung im Mittelpunkt. Kapitel 5 ist den extremen Ordnungsstatistiken
gewidmet. Nach einer allgemeinen Einfithrung in die Grenzwertsitze der Extremwerttheo-
rie folgen Abschitzungen der Konvergenzgeschwindigkeit im Hellingerabstand und
asymptotische Entwicklungen in der Variationsnorm fiir die & groBten Extremwerte. Die
Leistungsfahigkeit von asymptotischen Entwicklungen in diesem Bereich demonstriert das
Beispiel des Maximums von normalverteilten Zufallsvariablen (Seite 172 ff.), in dem die
Entwicklung bis zur Ordnung zwei fiir den Stichprobenumfang 40 eine bessere Approxima-
tion der wahren Verteilung liefert als es die Gumbel-Grenzverteilung beim Stichprobenum-
fang 400 vermag. Kapitel 6 bringt in seiner ersten Hélfte Anwendungen von Ergebnissen aus
den Kapiteln 4 und 5 auf die Momentenkonvergenz bei Ordnungsstatistiken und auf die
Approximation von Verteilungen von Funktionen von Ordnungsstatistiken. In der zweiten
Hilfte werden Approximationen eines ginzlich anderen Typs besprochen, namlich die
Bahadur-Approximation zwischen empirischer Verteilungs- und Quantilfunktion sowie die
Bootstrap-Approximation fiir empirische Quantile.

Teil III ist mit ,Statistical Models and Procedures“ iiberschrieben und enthilt
Anwendungen von Ordnungsstatistiken in verschiedenen Gebieten. In Kapitel 8 sind dies
z. B. Kernschitzer fiir empirische Quantile und die Bootstrap-Approximation fiir empiri-
sche Quantile basierend auf geglatteten empirischen Verteilungsfunktionen bei glatter
wahrer Verteilungsfunktion, die der Bootstrap-Approximation aus Kapitel 6 iiberlegen ist,
bei der die klassische empirische Verteilungsfunktion verwendet wurde. Kapitel 9 beschif-
tigt sich u.a. mit der Schitzung des Index der Grenzverteilung in Modellen der
Extremwerttheorie, widhrend in Kapitel 10 die approximative Suffizienz einer kleinen
Anzahl von Ordnungsstatistiken studiert wird.

In den bisher angesprochenen Kapiteln werden ausschlieBlich Ordnungsstatistiken
zu Zufallsvariablen mit Werten in der reellen Zahlengeraden mit der natiirlichen Ordnung
betrachtet. Die Kapitel 2 und 7 dagegen fithren in die Theorie der Ordnungsstatistiken fiir
Zufallsvektoren im R? mit d > 1 ein. Da keine natiirliche Ordnung mehr ausgezeichnet ist,
gibt es verschiedene Ansétze zur Definition von Ordnungsstatistiken in dieser Situation, von
denen einige vorgestellt werden. Das Schwergewicht liegt auf Aussagen iiber exakte und
asymptotische Verteilungen von komponentenweise definierten Ordnungsstatistiken.

Die Monographie bietet professionellen Stochastikern eine Fiille von Informatio-
nen iiber Ordnungsstatistiken, die bisher noch nicht in Buchform verfiigbar waren. An
vielen Stellen wird der Leser, z. T. anhand von neuen Resultaten, an die aktuelle Forschung
herangefiihrt. Da nicht nur Extremwerte behandelt werden und der Verfasser dort, wo er
Extremwerttheorie betreibt, immer den quantitativen Aspekt der Approximationsgiite
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betont, sind die Uberschneidungen mit neueren Darstellungen der Extremwerttheorie von
Galambos, Leadbetter-Lindgren-Rootzén und Resnick minimal.

Das Buch ist auch Studenten héherer Semester zuginglich, sofern sie die mit
asymptotischen Entwicklungen notwendigerweise verbundene Analysis meistern kénnen
und etwas mehr als nur oberflichliche Kenntnisse in Wahrscheinlichkeitstheorie und
Mathematischer Statistik mitbringen. Daneben ist die Bereitschaft zu einem ergdnzenden
Blick in die Literatur gelegentlich hilfreich: Die asymptotische Uberlegenheit einer
geglitteten empirischen Verteilungsfunktion iiber die klassische Version bei zugrundelie-
gender glatter Verteilungsfunktion ist z. B. in der zitierten Originalarbeit des Verfassers
ausfiihrlicher erklirt als auf Seite 262 ff. der vorliegenden Monographie.

Insgesamt gesehen stellt das Buch einen wichtigen Beitrag zur Literatur iiber
Ordnungsstatistiken und ihre Anwendungen dar, den jeder an diesem Teilgebiet der
Stochastik Interessierte in seine , Werkzeugkiste“ aufnehmen sollte.

Miinchen E. Héusler

Pruscha, H., Angewandte Methoden der Mathematischen Statistik, Lineare, loglinea-
re, logistische Modelle (Teubner Skripten zur Mathematischen Stochastik), Stuttgart: B. G.
Teubner 1989, 391 S., Kart., DM 49,-

Der vorliegende Text will aus den mathematischen Grundlagen der Stochastik
heraus die einzelnen Verfahren bis zur anwendbaren Formel hin mathematisch deduktiv
ableiten und mit praxisbezogenen Hinweisen sowie Fallstudien die numerische Anwendung
illustrieren. Dies gelingt in beeindruckendem Umfang.

Die ersten beiden Kapitel umfassen vorbereitende Grundlagen, einschlieBlich
Uberlegungen zur Planung des Stichprobenumfangs. Kapitel 3-5 sind dem linearen
statistischen Modell gewidmet und spezialisieren dieses zur Varianzanalyse und zu
Regressionsmodellen. Kapitel 6 untersucht das asymptotische Verhalten des Maximum-
Likelihood-Schitzers (Konsistenz, Normalitat), sowie des Loglikelihood-Quotienten und
der Pearson-Fisher-Teststatistiken (y2- Verteilung). In Kapitel 7 wird das lineare Modell zum
generalisierten linearen Modell verallgemeinert, mit besonderer Beriicksichtigung des
logistischen Modells. Kapitel 8 bietet eine ausfithrliche Darstellung loglinearer Modelle zur
Analyse von Kontingenztafeln.

Damit hat der Autor viele der fiir die Anwendungen wichtigen Verfahren in den
vorliegenden Text eingebracht. Sein Ziel, etwas von dem deduktiven Hintergrund dieser
Verfahren so aufzubereiten, daB} in Schliissigkeit und Pragnanz ein mathematisch geschulter
Leser angesprochen wird, hat der Autor in bestem Mafe erreicht.

Die Teubner-Skriptenreihe, in der das Buch erschienen ist, strebt bewufB3t keinen
Perfektionismus an. Einige wenige stilistische Unebenheiten, die beim Lesen auffallen, sind
deshalb gerne entschuldbar. Die Quellen Pearson 1900 (Seite 56) und W. Gossett 1908 (Seite
96) sind nicht nachgewiesen. Die Verwendung des Symbols |4| sowohl fiir die Norm
(Seite 7) wie auch die Determinante (Seite 17) ist miBlich. Ein Wechselwirkungseffekt
(Seite 131) ist auf Deutsch wohl eine Wechselwirkungswirkung. Der Druckfehler in der
Definition der Normalverteilungsdichte (Seite 18) ist vielleicht sogar didaktisch wertvoll.
Ansonsten ist das Buch in beeindruckendem MaBe frei von Druckfehlern.

In die Diskussion der Verfahren eingeschlossen sind kurze Bemerkungen, inwieweit
sie in den Programmpaketen BMDP, SAS and SPSS implementiert sind. Diese sind eher
rudimentédr geraten, oder das Vorwort mit seinem Hinweis auf Fallstudien und auf die
Beratungstatigkeit des Autors hat beim Rezensenten die falschen Erwartungen geweckt.
Auf das erste ausfiihrlichere Beispiel mufl man 122 Seiten lang warten. Insgesamt machen



22 Buchbesprechungen

die ca. 12 Fallstudien etwa 24 Seiten aus. Das sind 24 Seiten, die in vielen anderen Biichern
zur Mathematischen Statistik gar nicht existieren. Vielleicht wegen ihrer Plazierung am
Ende der methodischen Abschnitte ist der Ton der Darstellung eher so, als wire die
vorgeschlagene Analyse logisch richtig und mathematisch zwingend, anstatt von den
Irrungen und Wirrungen statistischer Modellbildung zu berichten und von den Lernzyklen,
die dabei durchlaufen werden miissen. Hier scheint dem Rezensenten ein wesentliches
Defizit unserer derzeitigen mathematischen Ausbildung zu bestehen. Biicher wie das
vorliegende sollten dazu dienen, unsere angehenden Mathematik-Absolventen in ihrer
Fiahigkeit zur Modellbildung und zur Modellkritik zu schulen und hierin auf ein Niveau zu
bringen, das den Absolventen anderer Fachrichtungen gleichkommt. Andererseits mufl der
Rezensent beim wiederholten Lesen des Vorworts zugeben, daB sich der Autor seine Ziele so
nicht gesetzt hat.

Der Autor hat sein Ziel, wichtige statistische Verfahren vor ihrem mathematischen
Hintergrund darzustellen, in hervorragender Weise erreicht, treffend in der Auswahl und
pragnant in der Darstellung. Das Skript wird sich bewéhren als Schnellreferenz, insbesonde-
re zu generalisierten linearen Modellen und Kontingenztafeln-Analyse. Es eignet sich als
Studiertext fiir Mathematik-Studenten, die eine erste Stochastik-Vorlesung besucht haben.
Es bietet eine anregende thematische Auswahl, um den Text in einer Vorlesung zu
verwenden oder in einem Seminar zu vertiefen.

Augsburg F. Pukelsheim

Zavialov, O.I., Renormalized Quantum Field Theory (Mathematics and its applica-
tions, Soviet Series), Dordrecht: Kluwer Academic Publishers 1989, 560 S., Dfl. 295,00

Renormierung, konzipiert als eine Methode unphysikalische Parameter wie etwa
die ,nackte Masse“ des Elektrons (also des Elektrons ohne sein elektromagnetisches
Selbstfeld) durch physikalische, also mefibare Parameter zu ersetzen, wird hiufig als ein
dubioses Verfahren angesehen, ,Unendlich“ von ,Unendlich“ zu subtrahieren. Dieser
Eindruck wird genihrt durch die Behandlung des Problems in vielen dlteren Lehrbiichern
der Quantenfeldtheorie — mit einer rithmlichen Ausnahme, dem Buch von Bogoliubov und
Shirkov. Dort findet man die bereits die Grundlagen fiir die mathematisch einwandfreie
Losung des Renormierungsproblems, wie sie in der darauffolgenden Periode von Hepp,
Zimmermann, Speer, Epstein und Glaser, um nur einige zu nennen, erarbeitet worden.
Abgesehen von den Originalarbeiten findet man diese Resultate leider nur in speziellen
Monographien bzw. Berichten von Sommerschulen (z. B. Les Houches), sie haben jedoch
noch keine iibersichtliche Darstellung in einem Lehrbuch gefunden. Es gibt zwar auch
neuere Lehrbiicher iiber Renormierung (z. B. Itzykson und Zuber, Collins etc.), jedoch
haben diese mehr die praktische Anwendung im Auge, insbesondere die Storungstheorie der
nichtabelschen Eichtheorien, und weniger die mathematisch rigorose Behandlung des
Renormierungsproblems. Ein Grund dafiir liegt sicherlich darin, dal die mathematisch
exakte Behandlung die Einfiihrung einer Reihe komplizierter technischer Hilfsmittel
erfordert, die fiir die praktische Anwendung mehr oder weniger nutzlos sind.

SchlieBt also das Buch von Zavialov hier eine Liicke? Diese Frage ist sicher zu
bejahen, wenn auch mit gewissen Einschriankungen, die nachfolgend noch zu diskutieren
sein werden. Zuerst soll jedoch eine kurze Inhaltsbeschreibung des umfangreichen Werkes
(524 Seiten) erfolgen.

Der Inhalt ist in fiinf Kapitel aufgeteilt. Das erste trdgt den Titel ,,Elements of
Quantum Field Theory“. Dort wird zuerst die Theorie der freien Felder und ihrer Wick-
geordneten Produkte dargestellt. Es folgt eine Diskussion der Probleme, die bei der
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Konstruktion Zeit-geordneter Produkte freier Felder auftreten. Dies geschieht im Hinblick
auf die storungstheoretische Entwicklung der Streumatrix, deren formale Konstruktion sich
anschlief3t.

Im zweiten Kapitel werden die technischen Hilfsmittel bereitgestellt, die eine
systematische Analyse der Singularititen regularisierter Feynman-Amplituden erlauben.
Dazu gehort insbesondere die sogenannte a-parametrische Darstellung in ihrer einheitli-
chen graphentheoretischen Form. Es folgt eine ausfiihrliche Erlduterung der rekursiven
Bogoliubovschen R-Operation, die eine systematische Umsetzung der Renormierungsidee
(d. h. Renormierung der Parameter des Wirkungsfunktionals) in die Sprache der Feynman-
Graphen darstellt.

Kapitel IIT beginnt mit dem Konvergenzbeweis der rekursiv renormierten Feyn-
man-Integrale. Es folgt eine Diskussion der Probleme die auftreten, falls ein Teil der Felder
masselos ist. Hinreichende Kriterien fiir infrarot-konvergente Theorien werden angegeben
und ein modifiziertes Renormierungsverfahren (,,soft mass renormalization®) eingefiihrt.
AbschlieBend werden noch weitere Renormierungsverfahren (u.a. die ,Dimensionale
Renormierung,, ) vorgestellt und ihre Aquivalenz zur Bogoliubovschen R-Operation gezeigt.

Das vierte Kapitel ist der Renormierung zusammengesetzter Feldoperatoren
gewidmet, die insbesondere fiir die Formulierung des Schwingerschen Wirkungsprinzips
von ausschlaggebender Bedeutung sind. Eine wichtige Rolle fiir die Anwendung spielt auch
die sogenannte Operatorproduktentwicklung, sowohl die ,Short-Distance Expansion® als
auch die ,,Light Cone Expansion®. SchlieBlich folgt eine Anwendung des Wirkungsprinzips
auf die Herleitung der Renormierungsgruppen-Gleichung bzw. der Callan-Symanzik-
Gleichung.

Im letzten Kapitel wird die wohl schwierigste, aber auch wichtigste Anwendung der
Renormierungstheorie, die Renormierung der Yang-Mills-Theorien beschrieben. Zavialov
weicht dabei von den etablierten Verfahren ab, indem er anstelle der iiblichen BRS-
Invarianz eine abgeschwichte Invarianzbedingung fordert, die die iibliche Konstruktion
zusammengesetzter Feldoperatoren vermeidet. Fiir diese neue Invarianz konzipiert er eine
Klasse von invarianten Regularisierungen, dhnlich denen, die fiir abelsche Eichtheorien
schon friiher von Breitenlohner und Mitter vorgeschlagen wurden.

Der Abschlul bildet eine kurze Diskussion des Anomalie-Problems fiir den
Axialvektorstrom in abelschen Eichtheorien.

Es ist hier sicher nicht der Ort fiir eine ins Einzelne gehende Detailkritik des Buches
von Zavialov. Allerdings scheint es angebracht, angesichts des in beiden Vorworten
ausdriicklich betonten Anspruchs der mathematischen Rigorositit einige kritische Anmer-
kungen zu machen.

Es fillt auf, da der Autor hiufig die Uberzeugungskraft seiner Argumente
dadurch zu steigern versucht, dafl er Floskeln verwendet wie ,is sure to be valid“ etc. In
diesen Fallen ist gelegentlich etwas Vorsicht angebracht, wie z. B. die Ausfithrungen iiber die
»~Dimensionale Renormierung“ auf Seite 222ff. zeigen. Zavialov argumentiert hier mit der
Integration iiber ,innere Impulse” in der a-parametrischen Darstellung, die gar keine
inneren Impulse mehr enthilt.

Unbefriedigend finde ich die Behandlung des Infrarot-Problems. Zavialov fiihrt
hier die Begriffe ,infrared safe“ and ,catastrophic“ ein. Der mit den Details weniger
vertraute Leser mufl Theorien, die das Pradikat ,catastrophic“ erhalten fiir unrettbar
infrarot-singulir halten. Ein Blick in die relevante Literatur zeigt jedoch, dal dem nicht so
ist und Zavialovs Kriterien fiir die Abwesenheit von Infrarotdivergenzen weitaus zu
restriktiv sind.

Wie schon erwihnt geht Zavialov bei der Renormierung der Yang-Mills-Theorien
neue Wege. Er modifiziert nicht nur die iiblichen BRS-Transformationen, sondern fordert
eine schwichere ,,On-shell“-Invarianz. Dabei bleiben m. E. entscheidende Fragen offen:
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i) Unitaritdt der Theorie

ii) Kopplung des Yang-Mills-Feldes an Materie-Felder

iii) Falle fur die keine invariante Regularisierung bekannt ist (z.B. chirale
Eichtheorien wie das Standard-Modell).

Gewisse Schwierigkeiten konnen dem Leser aus der Art erwachsen, wie Zavialov
mit seinen Zitaten der bestehenden Literatur verfahrt. In der Einleitung wird darauf
hingewiesen, dal Originalarbeiten nur in den Fillen zitiert werden, in denen Resultate
Verwendung finden, die im Text nicht bewiesen werden. Davon abgesehen, daB diese
Grundsitze nicht immer eingehalten werden, wird dem Leser die Moglichkeit genommen,
die Argumente des Autors mit denen der Originalarbeiten zu vergleichen. Dies wird zwar
teilweise durch die kurze Literaturiibersicht am Ende des Buches ausgeglichen, allerdings
stort dabei etwas die Konzentration auf die eigenen Arbeiten des Autors. Das fithrt zum
vielleicht problematischsten Aspekt des Buches: die starke Ausrichtung des Stoffes an den
eigenen - sicher wichtigen - Beitrigen des Autors zum Gegenstand. Insofern meine ich,
kann das Buch nicht ohne weiteres die eingangs angesprochene Liicke fiillen.

Positiv vermerkt werden sollte auf jeden Fall die originelle Darstellung der ,,Light
Cone Expansion“ (Kap. IV, §4), die eine Reihe von Problemen der iiblichen Behandlung
dieses Themas vermeidet.

Ohne Zweifel verdient die Miihe, die sich Zavialov mit der mathematisch
anspruchsvollen Darstellung der ,vertrackten“ Renormierungstheorie gemacht hat, Aner-
kennung. Jeder potentielle Leser, insbesondere ein nicht mit dem Thema vertrauter, sollte
sich jedoch nicht der Illusion hingeben eine leicht lesbare Darstellung des Gegenstands vor
sich zu haben. Vielleicht fiihlt sich der eine oder andere Fachmann auf diesem Gebiet
angesprochen, eine weniger umfangreiche, leichter lesbare und doch mathematisch saubere
Darstellung dieses wichtigen Gebiets der theoretischen Physik zu wagen.

Miinchen D. Maison
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ren Einfliihrungen in die Zahlen-
theorie. Ein zweites liegt in der
Betonung der Theorie der
Diophantischen Approximation,
genauer in den Untersuchungen
iber Irrationalitdt und Transzen-
denz. Man findet zu diesem
Thema auch als Kenner tiberra-
schende Schliisse. (...) Die
Darstellung ist ausfiihrlich, sehr
gut lesbar und kommt ohne
spezielle Kenntnisse aus. Das
Buch kann daher jedem Studen-
ten schon im nullten Semester
empfohlen werden.“

Monatshefte fiir Mathematik

Springer-Verlag

Eine anwendungsorientierte
Einfiihrung

2.,verb. Aufl. 1992. X, 330 S.
19 Abb. (Springer-Lehrbuch)
Brosch. DM 48,-

ISBN 3-540-54724-X

Dieses Lehrbuch behandelt den
Grundkanon der linearen Funk-
tionalanalysis, so wie er in vielen
Teilgebieten der Mathematik und
auch in der Physik bendtigt wird.
Dieser Kanon umfaBt einmal die
Einfiihrung von Banach- und
Hilbertrdumen, die Eigenschaften
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Vollstindig neu bearbeiteter
Nachfolger des bekannten zwei-
bindigen Werkes Werner/Scha-
back: Praktische Mathematik
(erschienen in der Reihe Hoch-
schultext), kurzgefaBt und in
einem Band, mit neu hinzugefiig-
ten Schwerpunkten:

- Grundlagen des Computer-
Aided Design

- Algorithmen fiir Vektor- und
Parallelrechner

- Lineare und nichtlineare
Optimierung

- Singuldrwertzerlegung

- Verfahren konjugierter
Gradienten mit Vorkonditio-
nierung und moderner
Darstellung von Splines und
Eigenwertproblemen.

Der erste Teil des Buches kann
auch als Grundlage einer nur
einsemestrigen Vorlesung iiber
Numerische oder Praktische
Mathematik dienen.
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The new Peitgen...

... presents a broad view of the view
of the underlying notions behind,
fractals, chaos, and dynamics.

... presents how fractals and chaos
relate to each other and to many
other apsects of mathematics as well
as to natural phenomena.

... presents the inherent visual and
imaginative beauty in the structures
and shapes of fractals and chaos.

Table of Contents:

Foreword: Benoit B. Mandelbrot: Fractals and the
Rebirth of Experimental Mathematics. - The Back-
bone of Fractals: Feedback and the Iterator. -

Classical Fractals and Self-Similarity. ~ Limits and Self-Similarity. - Length,
Area and Dimension. - Measuring Complexity and Scaling Properties. -
Encoding Images by Simple Transformations. - The Chaos Game: How
Randomness Creates Deterministic Shapes, - Irregular Shapes: Randomness
in Fractal Constructions. '

H.-O.Peitgen, H. Jiirgens, D. Saupe
FRACTALS FOR THE CLASSROOM
Part 1

Introduction to Fractals and Chaos

1992, XIV, 450 pp. 289 figs. 8 in color. Hardcover DM 54,-
ISBN 3-540-97041-X

Part2
Mandelbrot Set and Complex Iterators

1992. Approx. 300 pp. 125 figs. Hardcover DM 54,-
1SBN 3-540-97722-8
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Walter de Gruyter

Berlin - New York

Nicolas Bouleau deG r

Francis Hirsch S4tudies in Mathematics
1

Dirichlet Forms
and Analysis
on Wiener Space

as Bouleau - Francis Hirsch

1991. X, 325 pages. 17 x 24 cm. Dirichlet Forms
Cloth DM 128.00 ISBN 3-11-012919-1 and Analysis on

de Gruyter Studies in Mathematics, Vol. 14 ‘Niener Space

Editors: Heinz Bauer, Jerry L. Kazdan,
and Eduard Zehnder

This book presents an introduction to the ideas, phenomena, and methods of
analysis in infinite-dimensional spaces, in particular Wiener spaces, and stochastic
differential equations. Emphasis is led upon the interaction between two im-
portant tools: the Malliavin calculus and the theory of Dirichlet forms and spaces.
The text introduces the reader to an important subject of current research and is
accessible to advanced undergraduate or graduate students, since it requires only
a first course in analysis and probability theory as background. At the same time,
itis also of interest to researchers because it contains many recent and new results,
some of which appear here for the first time. Numerous exercises and examples
form an important and integral part of the book and will help the reader testing
the understanding of the general theory in the text.

Contents:

General Dirichlet forms . Closed forms . Sub-Markovian symmetric operators . Dirichlet forms and
Dirichlet operators . The carré du champ operator . Locality - Functional calculus - Absolute continuity
ofimage measures - Capacity . Distributions of finite energy . Dirichlet forms on vector spaces - Standard
Dirichlet structure on RN" . Standard structure on the Wiener space . Abstract Wiener spaces . Dirichlet
forms and directional derivatives . An absolute continuity criterion . Operators Dand & . Sobolev spaces.
Analysis on Wiener space . Operations on chaos decompositions - Derivation operator . Calculus on
stochastic integrals - Representation of positive distributions . Stochastic differential equations - Solu-
tion for a fixed initial condition - Existence of densities - Regularity of the flow - Accurate versions of the
flow . The algebra of Dirichlet structures . Image structures - Tensor products and projective limits . Other
constructions of Dirichlet structures . Dirichlet-independence . Substructures and conditioning - An
extension of Girsanov’s theorem . Distribution-measures . Extension of Girsanov’s theorem . Examples .
Quasi-everywhere convergence - Derivation operator . Ergodic theorems - Convergence of martingales .
Stochastic differential equations.

Price subject to change

Walter de Gruyter & Co., Genthiner Str. 13, D-1000 Berlin 30 (Germany)
Phone (30) 2 60 05-0, Telex 184 027, Fax (30) 2 60 05-2 51




Teubner - Texte zur Mathematik

Bd. 117: Surveys on Analysis, Geometry and Mathematical Physics
Hrsg. Schulze/Triebel. 308 Seiten. Kart. DM 51,-

Bd. 118: Equadiff 7

Proceedings of the 7th Czechoslovak Conference on Differential
Equations and their Applications held in Prag, 1989

Hrsg. Kurzweil. 312 Seiten. Kart. DM 42,-

Bd. 119: Nonlinear Analysis, Function Spaces and Applications - Vol. 4
Proceedings of the Spring School held in Roudnice nad Labem, 1980
Hrsg. Krbec/Kufner/Opic/Rakosnik. 256 Seiten. Kart. DM 42,-

Bd. 120: Function Spaces
Proceedings of the Second International Conference, Poznan 1989
Hrsg. Musielak/Hudzik/Urbanski. 268 Seiten. Kart. DM 42, -

Bd. 121: Numerical Treatment of Differential Equations
Selection of Papers presented at the Fifth Seminar ,2NUMDIFF - 5 held in Halle, 1989
Hrsg. Strehmel. 372 Seiten. Kart. DM 59, -

Bd. 122: Huber-Dyson, Gédel's Theorems; a Workbook on Formalization
292 Seiten. Kart. DM 46,-

Bd. 123: Nahapetian, Limit Theorems and Some Applications in Statistical Physics
244 Seiten. Kart. DM 38, -

Bd. 124: Baum/Friedrich/Grunewald/Kath, Twistors and Killing
Spinors on Riemannian Manifolds
180 Seiten. Kart. DM 29,-

Bd. 125: Stern, Semimodular Lattices
236 Seiten. Kart. DM 38,-

Bd. 126: Thalheim, Dependencies in Relational Databases
220 Seiten. Kart. 38,-

Bd. 127: Strenmel/Weiner, Linear-implizite Runge-Kutta-Methoden und ihre Anwendungen
356 Seiten. Kart. DM 49, -

Bd. 128: Hoffmann, Improved Estimation of Distribution Parameters: Stein-Type Estimators
176 Seiten. Kart. DM 29,-

Bd. 129: Dubovoj/Fritzsche/Kirstein, Matricial Version of the Classical Schur Problem
356 Seiten. Kart. DM 49,-

Bd. 130: Richter, Approximation of Gaussian Random Elements and Statistics
156 Seiten. Kart. DM 29,-

Bd. 131: Symposium ,,Analysis on Manifolds with Singularities®, Breitenbrunn 1990
Hrsg. Schulze/Triebel. 308 Seiten. Kart. ca. DM 44,-

Bd. 132: Leonov/Reitmann/Smirmnova, Non-Local Methods for Pendulum-Like
Feedback Systems
VI, 242 Seiten. Kart. ca. DM 39,-
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