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Max Koecher zum Gedichtnis

A. Krieg, Miinster, und H. P. Petersson, Hagen!)

Max Koecher wurde am 20. Januar 1924 in Weimar als einziges Kind eines in
Apolda (Thiiringen) wohnhaften Kaufmanns geboren. In Apolda verbrachte
Koecher seine Jugend, besuchte dort sowohl die Volksschule als auch das
Gymnasium und erwarb 1942 das Reifezeugnis.

Nach zweijahrigem Dienst beim Militir geriet er 1944 in amerikanische
Gefangenschaft, aus der er 1946 wieder entlassen wurde. Im Sommersemester 1947
nahm Koecher das Studium der Mathematik und Physik an der Universitit
Gottingen auf, wo er am 23. Februar 1951 mit der Dissertation ,Uber Dirichlet-
Reihen mit Funktionalgleichung“ zum Doktor der Naturwissenschaften promo-

1) Beim Schreiben dieses Nachrufs wurden die Autoren von Frau Hansi Koecher sowie von
zahlreichen, dem Verstorbenen persénlich oder fachlich nahestehenden Kollegen im In- und Ausland
vielféltig unterstiitzt. Ihnen allen sei hiermit auf das herzlichste gedankt.
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vierte. Wenn dabei auch Max Deuring als offizieller Berichterstatter fungierte,
mul gleichwohl Hel Braun als wahre Betreuerin des im {ibrigen selbstgewéhlten
Dissertationsthemas und Koecher somit als ihr Schiiler angesehen werden.

Nachdem Koecher im Herbst 1951 ein Forschungsstipendium der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft wahrgenommen hatte, wechselte er 1952 an das II.
Mathematische Institut der Universitit Miinster, wo er eine wissenschaftliche
Assistentenstelle antrat. Hier kam er iiber Hans Petersson und seine Schule
verstirkt mit der Theorie der Modulformen einer Variablen in Berithrung. Die
Anregungen, welche er dabei erhielt, veranlafiten ihn, intensiv nach héherdimen-
sionalen Analoga zu suchen, und 16sten so eine iiberaus fruchtbare Schaffensperio-
de aus. Durch die Entdeckung des sog. Koecher-Effektes gelangte er schon in
jungen Jahren zu hohem internationalen Ansehen. 1953 heiratete Koecher Hansi
Ponfick; aus der Ehe gingen zwei Kinder hervor, Max (geb. 1955) und Martina
(geb. 1957). Am 16. Juli 1954 habilitierte Koecher sich mit der Habilitationsschrift
»Zur Operatorentheorie der Modulformen n-ten Grades“ und erhielt die venia
legendi fiir das Fach Mathematik. Nachdem er 1956 in eine Diitendozentur
eingewiesen worden war, wurde er 1960 zum auBerplanmiBigen Professor
ernannt. Im akademischen Jahr 1961/62 folgte Koecher einer Einladung auf eine
Gastprofessur an der University of Minnesota, die ihm Gelegenheit gab, den von
ihm 1957 entwickelten Begriff des Positivititsbereiches sowie dessen fundamentale
Beziehung zu Jordan-Strukturen und beschrinkten symmetrischen Gebieten
erstmalig systematisch darzustellen. Aus diesen Vorlesungen gingen die Lecture
Notes ,Jordan algebras und their applications“ hervor, die noch heute zu seinen
am hiufigsten zitierten Werken zéhlen.

Der nachhaltige wissenschaftliche Eindruck, den Koecher wiahrend dieses
Gastaufenthaltes hinterlassen hatte, wird dariiber hinaus durch die Tatsache
dokumentiert, dal er im Mai 1962 einen Ruf an die University of Minnesota
erhielt. Er lehnte jedoch ab, schlug auch ein entsprechendes Angebot der
Universitdt Minster aus und folgte statt dessen im Oktober des gleichen Jahres
einem Ruf auf eine ordentliche Professur fiir Mathematik an der Universitit
Miinchen, wo er seine rege Lehr- und Forschungstitigkeit mit unverminderter
Intensitit fortsetzte. Vor allem konzentrierte er sich nun auf Untersuchungen aus
der nichtassoziativen Algebra, wobei die von ihm diskutierten Fragestellungen
ihren analytischen Hintergrund nie verleugnen konnten; dies kam der behandelten
Materie auBerordentlich zugute. Die von Koecher in diesem Zusammenhang
erzielten Resultate fanden zu einem wesentlichen Teil ihren Niederschlag in seinem
gemeinsam mit Hel Braun in den ,,Grundlehren® des Springer-Verlages publizier-
ten Lehrbuch iiber Jordan-Algebren, das sich, vor allem im Hinblick auf
Anwendungen in der Analysis, zu einem Standardwerk entwickelt hat. Den
Schiilerkreis, welchen er bereits wihrend seiner Miinsteraner Zeit um sich zu
sammeln begonnen hatte, baute er in Miinchen weiter aus. Gastaufenthalte an der
Yale University im akademischen Jahr 1965/66 (auf Einladung N. Jacobsons), an
der Universitidt Aarhus im Friihjahr 1967 und schlieBlich an der Rice University im
Frithjahr 1969 runden das Bild eines Wissenschaftlers ab, dessen mathematisches
Werk wachsender Beachtung und Anerkennung durch die Fachwelt gewil} sein
konnte. Dies fand auch seinen Ausdruck in Koechers um diese Zeit einsetzende
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Tatigkeit als Mitherausgeber bedeutender mathematischer Zeitschriften, insbe-
sondere der Mathematischen Annalen (1968-1980). SchlieBlich tat er sich als
Begriinder und langjdhriger Leiter einer Tagung iiber Jordan-Algebren am
Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach hervor, die dort seit dem Jahre
1967 im regelmiBigen Zyklus stattfindet und sich im In- und Ausland hoher
Wertschitzung erfreut.

Im Oktober 1970 kehrte Koecher als ordentlicher Professor fiir Mathema-
tik an die Universitat Miinster zuriick. Seine bisherigen Aktivititen fanden an
dieser Wirkungsstitte ihre natiirliche Fortsetzung. Er beschiftigte sich weiter mit
nichtassoziativen Algebren auf der Grenzlinie zur Analysis und brachte unter
diesem Aspekt insbesondere grundlegende Untersuchungen iiber die Riccatische
Differentialgleichung und iiber konvexe Kegel hervor. Die Zahl seiner Schiiler
wuchs stetig an. 1971 wurde Koecher korrespondierendes Mitglied der Bayeri-
schen Akademie der Wissenschaften. Den 1975 ergangenen Ruf auf einen Lehr-
stuhl fiir Mathematik an der Universitidt Bayreuth lehnte er ab. Einen wesentlichen
Teil des Jahres 1977 verbrachte er als Gastprofessor an der University of Ottawa.

In der letzten Dekade seines Lebens wandte sich Koecher wieder denjeni-
gen Fragen der klassischen Mathematik zu, die ihn bereits in seiner Jugend
fasziniert hatten. Dies wird nicht nur in seinen wissenschaftlichen Arbeiten
erkennbar, in denen der explizite Bezug zu Modulformen und zur Zahlentheorie
wieder deutlich iiberwiegt, sondern auch in seinen wihrend dieser Periode ent-
standenen Vorlesungsausarbeitungen und Monographien. So findet seine Liebe
zur klassischen Geometrie in dem fiir die FernUniversitit geschriebenen Fernstu-
dienkurs ,,Geometrie der Ebene“ ebenso ihren Niederschlag wie in seinem
Lehrbuch ,Lineare Algebra und analytische Geometrie“. In diese Zeitspanne fallt
auch Koechers Tatigkeit als Mitherausgeber der Lehrbuchreihe ,,Grundwissen
Mathematik“. Der Kreis schlief3t sich mit seinem Lehrbuch , Klassische elementare
Analysis“, in dem der im Titel genannte Gegenstand eine beispielhafte Darstellung
erfahrt. Wihrend seiner letzten Lebensjahre schrieb Koecher an einer Monogra-
phie iiber ganzzahlige Matrizen, die durch ein Akademie-Stipendium der Stiftung
Volkswagenwerk geférdert wurde, und fertigte eine Vorlesungsausarbeitung iiber
elliptische Modulformen an; beide Manuskripte sollen posthum versffentlicht
werden.

Wie viele Mathematiker entwickelte Koecher mit zunehmendem Alter ein
starkes Interesse fiir die geschichtliche Entwicklung der Mathematik. Beispielswei-
se wird dies durch die historischen Bemerkungen, die seine erwihnten Lehrbiicher
tiber Lineare Algebra und Analysis durchsetzen, nachdriicklich dokumentiert.
Aber auch die Tatsache, dal Koecher gegen Ende seines Lebens die Herausgabe
der (partiellen) Lebenserinnerungen von Hel Braun ([Br2]) mit groem personli-
chen Engagement betrieb, beruht zu einem nicht geringen Teil auf seinem
ausgepragten GeschichtsbewulBtsein.

Max Koecher wurde am 28. Februar 1989, schon schwer krank, emeritiert.
Er starb nach langem, mit groBer Geduld ertragenem Leiden am 7. Februar 1990 in
Lengerich (Westfalen) und wurde auf dem Friedhof von Tecklenburg beigesetzt.

*
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Intellektuelle Brillanz und mathematischer Einfallsreichtum zeichneten
Max Koecher nicht nur in seinem wissenschaftlichen Werk aus; sie fanden
gleichermaBien Eingang in die von ihm gehaltenen Vorlesungen und Referate,
traten aber auch pointiert in Diskussionen auf, an denen er beteiligt war. Die in
seinen Vorlesungen gestellten Anspriiche waren hoch, ohne je iberzogen zu sein.
Tendenzen zu exzessiven Verallgemeinerungen durchaus abhold, z6gerte Koecher
gleichwohl nicht, abstrakte Formalismen zu benutzen, falls dies der Sache dienlich
war.

Koechers gewissermallen sprungbereite mathematische Intelligenz trat
besonders deutlich bei Diskussionen zutage, etwa im Anschlul an Kolloquien
auswirtiger Referenten. Auf beeindruckende Weise manifestierte sich hier seine
Féhigkeit, die verborgenen Zusammenhinge, welche die Mathematik regieren,
auch dann instinktiv zu erfassen, wenn er selbst auf dem zur Diskussion stehenden
Gebiet nicht gearbeitet hatte. Seine Schiiler fanden in Max Koecher einen
akademischen Lehrer, der ihnen eine optimale Betreuung zuteil werden lie3. Stets
zu einem fachlichen Gedankenaustausch bereit, zeigte er einerseits grofie Geduld,
wenn sich anfinglich die Erfolge nicht recht einstellen wollten, erzeugte er
andererseits aber auch durch beharrliches Nachfragen in den ihm Anvertrauten
jene heilsame Unruhe, ohne die ein wissenschaftliches Werk nicht zur Reife
gelangen kann.

Als Mensch entsprach Max Koecher in keiner Weise den klischeehaften
Vorstellungen, welche man sich in der Offentlichkeit iiber Mathematiker zu bilden
pflegt und die von Mathematikern auch kultiviert werden. Er war weder zerstreut
noch weltfremd, verfiigte im Gegenteil iiber ein hochst sachkundiges, mit groB3er
Menschenkenntnis gepaartes Urteil in politischen und wirtschaftlichen Fragen,
brachte Problemen der Technik in Theorie und Praxis grof3es Interesse entgegen
und war dariiber hinaus manuell aullerordentlich geschickt; hiervon zeugen
insbesondere die mit professioneller Perfektion gefertigten Tischlerarbeiten, die
man in seinem Hause bewundern kann. Seine Berufsauffassung war einerseits von
den Maximen preuBischer Pflichterfilllung geprégt, wie sie sich beispielsweise im
letzten Jahr vor seiner Emeritierung manifestierten, als er seinen Dienstaufgaben
in der Lehre mit aufopferungsvollem Engagement nachkam, obwohl ihn seine
Krankheit bereits wiederholt zu lingeren Aufenthalten im Krankenhaus gezwun-
gen hatte. Auf der anderen Seite war er aber ein viel zu unabhéngiger Geist und
widersprach es im iibrigen auch seinem menschlichen Naturell, als daB er der
Gefahr obrigkeitsstaatlicher Unterwiirfigkeit hitte erliegen kdnnen, wie sie ja
nicht selten mit preuBischer Pflichterfiillung einhergeht. Dem Geschéft der
akademischen Selbstverwaltung unterzog er sich mit Augenmal} und Engagement.
Obwohl politisch eher konservativ eingestellt, gelang es ihm stets, etwa wahrend
seiner Amtszeit als Geschiftsfithrender Direktor des Mathematischen Instituts der
Universitidt Miinchen (1964/65) oder als Dekan des Fachbereichs Mathematik der
Universitidt Minster (1972/73), das Gesprich auch mit der studentischen Linken
nicht nur zu finden, sondern konstruktiv zu nutzen, weil die andere Seite eben
wubte, daB auf sein Wort Verlal} war.

Die Bereitschaft, sich neben seinen Aktivitdten in Lehre und Forschung fiir
die Belange der Universitidt und der Mathematik einzusetzen (von 1975 bis 1982
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war er Mitglied des Prisidiums der DMV), verstellten Max Koecher freilich nicht
den Blick fiir die Gefahren, in administrativen Funktionen dieser Art vollstiandig
aufzugehen. Eifersiichtig wachte er dariiber, daB seine Privatsphire gewahrt blieb
und die Belange seiner Familie nicht zu kurz kamen. Mit besonderem Nachdruck
betonte er immer wieder, wie wichtig es sei, persénliche Freundschaften und
Beziehungen auch auBlerhalb der Universitidtskreise zu pflegen.

Im personlichen Umgang vermittelte Max Koecher, vor allem in seinen
spiteren Jahren, den Eindruck groBer innerer Disziplin. Nur wer ihn sehr gut
kannte, vermochte Anzeichen dafiir zu entdecken, wie unsagbar tief ihn der
tragische Unfalltod seines Sohnes im Friihjahr 1975 getroffen haben muf3. Die von
Tatkraft und Mut gekennzeichnete Haltung, mit welcher er am Schluf3 das
Schicksal seiner schweren Krankheit auf sich nahm, verliehen seinem Leben jene
Wiirde, die zu einem wesentlichen Teil den Sinn der menschlichen Existenz
ausmacht.

*

In dem mathematischen Gesamtwerk Max Koechers lassen sich die folgenden
grofen Entwicklungslinien ausmachen.

I Analysis und Zahlentheorie, insbesondere Modulformen
von mehreren Variablen ([1]-[10], [12], [15]-[17], [40]-[45])

C. L. Siegel ([Sil]) entwickelte in den dreifliger Jahren eine systematische
Theorie der Modulformen n-ten Grades, die als Verallgemeinerung der klassischen
elliptischen Modulformen aufzufassen sind. Dazu geht man vom Siegelschen
Halbraum H, aus, der aus allen komplexen symmetrischen (# X n)-Matrizen mit
positiv definitem Imaginirteil besteht. Unter einer Siegelschen Modulform vom
Grad n und Gewicht k (aus Z) versteht man nach [Sil] eine Funktion f: H, — C mit
folgenden Eigenschaften:

(SME.1) fist holomorph.

(SMF.2) Fiir alle Matrizen AB ) aus der Siegelschen Modulgruppe
I, :=Sp,(Z) und alle Z € H, gilt

f((AZ + B)(CZ + D)™ ') = det (CZ + D)*f(2).

(SME.3) fistim Bereich{Z e H,:(Im Z) — E positiv semidefinit} beschrdnkz.

Jede Siegelsche Modulform f besitzt eine Fourier-Entwicklung der Form
() f@)= Y a(T)esrT2) (Z € Hy),

T>0

wobei T die halbganzen symmetrischen (n X n)-Matrizen durchlauft. Die Regulari-
tatsforderung (SMF.3) im Unendlichen stellt sicher, daB in (1) nur positiv
semidefinite Matrizen T aufreten.

Die klassische Theorie elliptischer Modulformen ist in dem geschilderten
Ansatz mit n=1 enthalten. In diesem Fall hatte Hecke ([Hel]) das sog.
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Umbkehrproblem gelost, indem er eine Korrespondenz zwischen (ganzen) ellipti-
schen Modulformen und Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung herstellte.

Durch Hel Braun war Koecher mit der Siegelschen Theorie in Berithrung
gekommen. In seiner Dissertation ([1], [2]) wendet er sich nun dem Umkehrpro-
blem fiir beliebiges n zu, nachdem Maal} ((M1]) zuvor den Fall n=2 behandelt
hatte. Fir gerades k betrachtet man zu einer Siegelschen Modulform f die
Dirichlet-Reihe

5 (D) . .

Q2 D) ; FALT) (detT) (s € C, Re(s) > 0),

wobei T ein Vertretersystem der Klassen {U'SU: Ue GL,(Z)} positiv definiter
halbganzer Matrizen durchlduft und # (Aut 7') die Ordnung der Automorphismen-
gruppe von T bezeichnet. Neben den sog. Koecher-Maaf-Reihen (2) betrachtet
Koecher eine Verallgemeinerung der Epsteinschen Zetafunktion, die man heute
Koechersche Zetafunktion nennt. Die Koechersche Zetafunktion ist im wesentli-
chen eine spezielle Selbergsche Zetafunktion und kann als Eisenstein-Reihe zu
einer maximalen parabolischen Untergruppe der GL, aufgefaBt werden ([T2]).

Koecher leitet fiir beide Typen von Dirichlet-Reihen analytische Fortset-
zung, Funktionalgleichung und Residuenformeln her. Allerdings enthilt die
Arbeit einen Fehler, weil ein dort auftretendes Mellin-Integral divergiert (vgl.
Zbl. Math. 55 (1956/57) 55-56 oder [T2]). Diese Liicke konnte erst wesentlich
spiter durch die Arbeiten von Terras ([T1]), Maal} ((M3]), Arakawa ([Arl], [Ar2],
[Kli]) und Wohlfahrt ((Wo]) geschlossen werden. Erst kiirzlich wurde entdeckt,
daB die Koecher-MaafB-Reihe (2) auch interessante arithmetische Eigenschaften
hat ([B6], [BSP], [Kr2)).

Koecher zeigt dann in seiner Dissertation, dal das Umkehrproblem fiir
n> 1 mit nur einer Dirichlet-Reihe nicht 16sbar ist. Diese Frage ist bis heute aktuell.
Es gibt inzwischen Losungen von Imai ([1]) fiir n = 2 und von Weissauer ([Wei)) fiir
den allgemeinen Fall.

Diesen Problemkreis greift Koecher spiter in [42] mit einer allerdings
etwas anderen Zielrichtung wieder auf. Dort untersucht er ganzzahlige Darstellun-
gen von quadratischen Formen a-ten Grades durch solche m-ten Grades. Im Fall
n=1 fithrt er dann eine zur Epsteinschen Zetafunktion analoge matrixwertige
Zetafunktion ein, fiir die er analytische Fortsetzung, Funktionalgleichung und
eine Residuenformel herleitet.

In [5] und [6] iibertriagt Koecher die wesentlichen klassischen Resultate auf
Siegelsche Modulformen zu Kongruenzuntergruppen von I,. Dabei enthilt [5],
Satz 1, Koechers wichtigstes Resultat aus dem Bereich der automorphen Formen.
Man nennt es Koecher-Effekt oder Koecher-Prinzip: Die Regularitiatsforderung
(SME.3) folgt fiir n > 1 bereits aus (SMF.1) und (SMF.2). Fiir n =1 ist das nicht der
Fall.

Zum Beweis betrachtet man eine holomorphe Funktion f: H,— C, die
(SME.2) erfiillt. fbesitzt eine absolut konvergente Fourier-Entwicklung der Form
(1), wobei allerdings iiber alle halbganzen symmetrischen (#x n)-Matrizen T zu
summieren ist. Dariiber hinaus impliziert (SMF.2)

a(U'TU) = ay(T) firalle Ue SL,(Z).
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Aus a(T)+0 folgt somit die absolute Konvergenz der Reihe

(3) 2 ¢ 2miSpur (S2) (ZeH),

s
wobei S die Menge {U'TU: Ue SL,(Z)} durchlduft. Im Fall n> 1 kann Koecher
nun elementar zeigen, dafl die Reihe (3) genau dann absolut konvergiert, wenn T
positiv semidefinit ist. Damit erhélt man (1) und somit auch (SMF.3).

Als Folgerung aus dem Koecher-Effekt schlieft man leicht, daB jede
Siegelsche Modulform vom Grad n > 1 und Gewicht k > 0 Nullstellen besitzt. Also
existiert fiir n> 1 kein Analogon der Diskriminante 4(t). Ferner ist jede auf H,
holomorphe, I,-invariante Funktion fiir n>1 konstant, so da auch kein
Analogon der Standard-Modulfunktion j(7) existiert.

Fir Hilbertsche Modulformen zu Q(\/g )war das entsprechende Resultat
bereits von Gotzky ([Go]) bewiesen worden. Der Koecher-Effekt gilt aber
allgemein fiir groe Klassen von automorphen Formen (vgl. [Brl], [F2], [Kr1],
[PS], [Zi]).

Im Rahmen der komplexen Analysis kann man den Koecher-Effekt
unter dem folgenden Phdnomen einordnen: Mit Hilfe der Satake-Kompaktifizie-
rung ([S1]) kann man H,/TI, als offenen, dichten Teilraum eines kompakten
topologischen Raumes X, auffassen, der die Struktur eines normalen komplexen
Raumes trigt. Fiir n>1 ist die Kodimension von H, /I, in X, groBer als 1. Also
folgt die Regularititsforderung (SMF.3) in diesem Fall schon aus einem allge-
meinen Hebbarkeitssatz fiir normale komplexe Rdume (vgl. [F1], Kap.II und
Anhang VI).

In der klassischen Theorie der elliptischen Modulformen spielen die sog.
Hecke-Operatoren eine zentrale Rolle, weil sie den arithmetischen Charakter der
Fourier-Koeffizienten enthiillen. Die Interpretation der Fourier-Koeffizienten als
Eigenwerte der Hecke-Operatoren bei simultanen Eigenformen ergibt die Euler-
sche Produktdarstellung der zugehorigen Dirichlet-Reihe. Aufbauend auf diese
klassischen Ergebnisse von Hecke ([He2], [He3]) und H. Petersson ([P1], [P2])
gelangte Maal} ([M2]) zu ersten schonen Resultaten fiir Siegelsche Modulformen.

Koecher ([7]-[9]) hat sich intensiv bemiiht, eine zur klassischen Theorie
analoge Operatorentheorie fiir Siegelsche Modulformen zu entwickeln. Die von
ihm eingefithrten Operatoren sind jedoch i.a. keine Endomorphismen mehr,
sondern Homomorphismen zwischen Vektorriumen von Siegelschen Modulfor-
men zu verschiedenen Kongruenzgruppen, so da3 der technische Aufwand recht
erheblich wird.

Spater fithrte Shimura ([Sh2]) die abstrakte Hecke-Algebra ein und
bestimmte ihre Struktur fiir die Siegelsche Modulgruppe in [Sh1]. Eine iibersichtli-
che Darstellung der Operatorentheorie fiir Siegelsche Modulformen findet man in
[F1] und [An]. Ein wesentlich allgemeinerer Ansatz der Hecke-Theorie geht auf
Satake ([S2]) zuriick, der sphirische Funktionen auf p-adischen reduktiven
algebraischen Gruppen betrachtet.

Im AnschluB an Selbergs Vortrag iiber die Spurformel 1956 in Bombay gibt
Koecher in [10] einen Beweis der Eichler-Selbergschen Spurformel fiir den
Spezialfall der Hecke-Operatoren zu elliptischen Modulformen. Insbesondere



8 A. Krieg und H. P. Petersson

fithrt er aus, wie in diesem Fall das Ergebnis relativ leicht aus den klassischen
Resultaten von H. Petersson ([P1]) gewonnen werden kann.

In den Arbeiten [3] und [4] beschiftigt sich Koecher mit nicht-analytischen
Modulformen. [4] enthilt einen neuen Beweis der Kroneckerschen Grenzformel
fiir die nicht-analytische Eisenstein-Reihe auf der oberen Halbebene. Dieser
Beweis verwendet nicht die Produktdarstellung der Diskriminante 4(r), sondern
benutzt ihre Charakterisierung durch das Transformationsverhalten.

In [3] greift Koecher die Siegelschen Ansatze ([Si2]) iiber Theta-Reihen zu
indefiniten quadratischen Formen auf und verallgemeinert sie auf den Fall der
Darstellung von quadratischen Formen n-ten Grades durch solche m-ten Grades.
Man kann diese Theta-Reihen als nicht-analytische Siegelsche Modulformen
auffassen. Sie zeigen ein zu (SMF.2) analoges Transformationsverhalten unter der
Siegelschen Modulgruppe. Anstelle von (SMF.1) geniigen sie einer partiellen
Differentialgleichung der Ordnung 2. Im Fall n=1 erhélt man auf diesem Wege
die konfluente hypergeometrische Funktion.

Im Jahre 1943 hatte C. L. Siegel ([Si3]) erstmals systematisch den Zusam-
menhang zwischen diskontinuierlichen und diskreten Transformationsgruppen
untersucht. Gemeinsam mit W. Roelcke beschreibt Koecher in [15] den Fall, daf}
die Gruppe @ aus den Isometrien eines lokal-kompakten metrischen Raumes X
besteht. Betrachtet man auf Q die kompakt-offene Topologie, so fallen die beiden
Begriffe weitgehend zusammen: Jede diskontinuierliche Untergruppe I" von £ ist
diskret. Ist X zusammenhingend, so ist jede diskrete Untergruppe I" von £ auch
diskontinuierlich.

In [41] beschiftigt sich Koecher mit dem Moore-Penrose-Inversen oder
verallgemeinertem Inversen von rechteckigen Matrizen. Ist 4 eine ganzzahlige
Matrix, so ist das Moore-Penrose-Inverse 4* von A i.a. nur rational. Aus dem
Elementarteilersatz gewinnt man eine ganzzahlige Maximalrangzerlegung von 4.
Damit kann Koecher eine Abschitzung fiir die Nenner von A* geben. Die
Ergebnisse werden angewendet, um die Losungen von diophantischen Gleichungs-
systemen explizit zu bestimmen.

II Positivititsbereiche und Jordan-Algebren
([111-[14], [16]-{21], [31], [35], [37], [BK])

Die Arbeit [11], in der der fundamentale Begriff des Positivititsbereiches
entwickelt und ihm eine erste griindliche Untersuchung gewidmet wird, stellt einen
tiefen Einschnitt in Koechers mathematischem Schaffen dar. Dieser Begriffsbil-
dung liegt das Bestreben zugrunde, die verschiedenen Typen von Modulformen
mehrerer Variablen einheitlich zu behandeln. Was der Theorie der Positivititsbe-
reiche dabei ihr unverwechselbar-eigentiimliches Geprége gibt, ist ein ebenso
iiberraschender wie fruchtbarer Zusammenhang, den Koecher zwischen dieser und
der Theorie der Jordan-Algebren herstellt ([13], [14], [18]).

Jordan-Algebren waren erstmals Anfang der dreiBiger Jahre bei dem von
Pascual Jordan unternommenen Versuch aufgetreten, einen algebraischen Forma-
lismus zur Beschreibung der Quantenmechanik zu entwickeln ([Jo1]-[Jo3]).
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Daran hatten sich Strukturuntersuchungen endlich-dimensionaler formal-reeller
Jordan-Algebren ([JNW]), endlich-dimensionaler Jordan-Algebren iiber alge-
braisch abgeschlossenen Grundkérpern ([A1]-[A3]) und schlieBlich solcher iiber
beliebigen Grundko6rpern ([JJ]) angeschlossen, ehe es Jacobson ([J1]) gelang, die
Theorie um zwei grundlegende methodische Hilfsmittel zu bereichern, namlich um
die quadratische Darstellung und den Begriff des Homotops.

Bezeichnet # eine beliebige Jordan-Algebra iiber einem Korper K der
Charakteristik ungleich zwei (also eine kommutative K-Algebra, welche an Stelle
des Assoziativgesetzes der Jordan-Identitdit

€)) u(u?v) = u?(uv) u,ve #)

geniigt), so bestand Jacobsons erste grundlegende Einsicht darin, dafl es weniger
die Linksmultiplikation ist (also die lineare Abbildung L:_# — Endg (#) mit
L(u)v=uv fir u, ve #), welche die Struktur von # beherrscht, als vielmehr die
quadratische Darstellung P: ¢ — Endg (#), erklirt durch

P(u) = 2L%*(u) — L(u?) (ue #).

Die zentrale Bedeutung dieser Abbildung kommt dabei durch die von Jacobson
vermutete, von ihm selbst aber nur in Spezialfillen verifizierte Fundamentalformel

P(P(u)v) = P(w)P(v)P(u) (u,ve 9)

zum Ausdruck, die sich fiir die weitere Entwicklung der Theorie in der Tat als
fundamental erwiesen hat. Jacobsons zweite grundlegende Einsicht bestand darin,
daB man gleichberechtigt neben der urspriinglichen Algebra # ihre simtlichen
Homotope #™ (we #) zu betrachten hat, welche auf dem # zugrundeliegenden
Vektorraum durch die neue, von dem jeweiligen Element w abhédngige Multiplika-
tion

u ™o =uw)+v(uw) — (uv)w (u,ve #)

gegeben sind. Die Signifikanz dieser Bildungen wird dabei durch den ebenfalls von
Jacobson vermuteten, wiederum aber nur in Spezialfillen verifizierten Homo-
topiesatz unterstrichen, wonach mit # auch jedes ihrer Homotope eine Jordan-
Algebra ist.

Die von Koecher gewonnene Beziehung zwischen Positivititsbereichen
und Jordan-Strukturen erlaubt es, fiir die hier geschaffene algebraische Begriffs-
welt?) gdnzlich neue, gewissermaBen analytische Betrachtungsweisen zu ent-
wickeln. Wie dies geschieht, werde kurz skizziert ([18]). Sei ¥ ein endlich-
dimensionaler reeller Vektorraum, versehen mit einem Skalarprodukt . Wir
betrachten einen Positivititsbereich Y in V mit Charakteristik o, d. h. eine nicht-
leere, in der natiirlichen Topologie von V offene Teilmenge mit den beiden
folgenden Eigenschaften:

(POS.1) Fir alle x,ye Y gilt o(x,y)>0.

2) Einer Anregung Hel Brauns folgend, sprach Koecher dabei nicht von Homotopen, sondern
von Mutationen einer Jordan-Algebra.
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(POS.2) Fiir alle xe V mit a(x,a)>0 fiir alle a+0 aus dem topologischen
Abschluf Y von Y gilt xe Y.

Es wird stets angenommen, Y sei homogen, d.h. die lineare Automorphismen-
gruppe

) Aut(Y)={WeEndgr(V): WY=Y}c GL(V)
operiere transitiv auf Y. Unter einer Norm von Y verstehen wir eine stetige Funktion
N:Y-R,

die auf dem Rand verschwindet, in ¥ reell-analytisch und strikt positiv ist und das
Transformationsverhalten

N(Wy) = |det W|N(») (WeAut(Y),ye Y)

aufweist. Aus Homogenitatsgriinden kann es natiirlich (bis auf einen positiven
Faktor) nicht mehr als eine Norm auf Y geben; die Existenz wird umgekehrt durch
die Zuordnung

-1
yr ( J e“()’a)")dy')
Y

garantiert. Bezeichnet nun N irgendeine Norm von Y, so stellt man fest, dal} diese
homogen und das Negative ihrer logarithmischen Hesseform an einer beliebigen
Stelle yeY, also —(D*logN)(y), ein Skalarprodukt auf V ist. Es gibt daher
eindeutig bestimmte, von N unabhingige reell-analytische Abbildungen 1: Y=V
sowie H:Y - Endg(V) mit

a(1(y), u) =(DlogN)(y)u (yeXueb),
o(H(y)u, v) = —(D*1og N)(y)(u, v) (yeY,uveV),

und fiir alle y e Y ist H(y) positiv definit beziiglich o. Ferner erweist sich 7 als eine
Involution von Y, die genau einen Fixpunkt e besitzt. Nunmehr kann V eindeutig
mit einer (nichtassoziativen) Algebrenstruktur ¢, (u,v) — uv, versehen werden, so
daf3

o(uv, w) = % (D3log N)(e)(u, v, w)

fir alle u, v, weV gilt. Trivialerweise ist ¢ eine kommutative Algebra mit
Einselement e. Die Homogenitit von Y garantiert dariiber hinaus, dafl ¢ der
Jordan-Identitit (4) geniigt, es sich insgesamt also um eine Jordan-Algebra
handelt. Bemerkenswerterweise bekommt man dabei fiir deren quadratische
Darstellung, mit den hier beschriebenen analytischen Daten durch die Formel

P(y)=H(y)"' (ye?Y)

verbunden, die Fundamentalformel zu Gesicht, ehe iiberhaupt feststeht, ob man es
mit einer Jordan-Algebra zu tun hat. Auch der Homotopiebegriff fiigt sich
zwanglos in diesen Rahmen ein. Da namlich ¥ die Charakteristik o keineswegs
eindeutig bestimmt, kann man zu einem neuen Skalarprodukt ¢’ ibergehen, das ¥
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ebenfalls zu einem Positivitdtsbereich macht, die hier geschilderte Konstruktion
mit ¢” an Stelle von ¢ reproduzieren und so zu einer neuen Jordan-Algebra ¢’
gelangen, von der man sich rasch iiberzeugt, daf sie ein Homotop der alten ist.
Obwohl sich # und #’ bei genauerer Betrachtung sogar als isomorph erweisen,
erscheint hier die Homotopie mehr noch als die Isomorphie als eine der Theorie der
Jordan-Algebren besonders angepalite Begriffsbildung, weil diese dabei auf vollig
kanonischem Wege zustande kommt, wihrend jene ganz spezieller, im rein
algebraischen Kontext kaum lebensfihiger Argumente bedarf.

Quadratische Darstellung und Homotopiebegriff haben also einen handfe-
sten analytischen Hintergrund. Vor diesem Hintergrund sind analytisch orientierte
Beweise der Fundamentalformel durch Hertneck ([Her]) und des Homotopiesat-
zes durch Koecher ([20]) fiir Jordan-Algebren endlicher Dimension gefiihrt
worden. Der allgemeine Fall folgt aus einem von Macdonald ([Ma]) entwickelten
universellen Prinzip iiber die Giiltigkeit nichtassoziativer Polynomidentititen in
beliebigen Jordan-Algebren. Erst etliche Jahre spiter haben McCrimmon ([J3])
und Meyberg ([Mel], [28]) elementare ad-hoc-Beweise vorgelegt.

Im iibrigen darf nicht unerwihnt bleiben, dal sowohl die Fundamentalfor-
mel als auch der Homotopiesatz ihrem Charakter nach vollig elementare Aussagen
und in der Tat bereits eine sichere Beute der modernen Computer-Algebra
geworden sind. Wie uns ndmlich I. R. Hentzel brieflich mitgeteilt hat, benétigt sein
Computer, versehen mit dem von D. Jacobs entwickelten Programm ,ALBERT*,
weniger als fiinf Minuten, um fiir die freie Jordan-Algebra in 3 Erzeugenden eine
Basis der homogenen Elemente von Grad 7 zu ermitteln, und danach weniger als
eine Sekunde (!), um etwa die Fundamentalformel zu verifizieren. Da jedoch auch
unsere heutigen Computer nach wie vor hoffnungslos iiberfordert sind, sobald es
darum geht, Identititen wie die Fundamentalformel oder den Homotopiesatz zu
erraten, kommt dem Koecherschen Ansatz gerade unter diesem Aspekt eine
besondere Bedeutung zu.

Der Nutzen des von Koecher ([13]) entdeckten, von Vinberg ([V1]) auf
einem anderen, mehr Lie-theoretisch orientierten Wege gewonnenen Zusammen-
hangs zwischen Positivitdtsbereichen und Jordan-Algebren erschépft sich aber
nicht nur in der Moglichkeit, algebraische Begriffsbildungen zu motivieren. So
verdankt man Hertneck ([Her]) die fundamentale Einsicht, daB dieser Zusammen-
hang eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen homogenen Positivititsberei-
chen und formal-reellen, also solchen Jordan-Algebren endlicher Dimension (iiber
R) induziert, in denen die Gleichung x?+ y2=0 nur trivial losbar ist. Da die
endlich-dimensionalen formal-reellen Jordan-Algebren bereits in [JNW] vollstan-
dig klassifiziert wurden, impliziert dies nunmehr eine vollstindige Klassifikation
der homogenen Positivitdtsbereiche. Dariiber hinaus hat sich der hier geschilderte
Zusammenhang aber auch bei der systematischen Behandlung analytischer
Fragestellungen vielfach bewihrt. In diesem Zusammenhang sei der Leser
insbesondere auf die Untersuchungen von Faraut-Koranyi ([FK1], [FK2]),
Faraut-Travaglini ([FT]), Iochum ([Io]), Koranyi ([Ko]), Lassalle ([L4]), Muhly-
Renault ((MR]), Nomura ([No]) und Satake ([S5]) hingewiesen.

Die allgemeine Theorie der Positivititsbereiche geht in ihren Anwendungs-
méglichkeiten weit iiber den hier geschilderten Bezug zu Jordan-Algebren hinaus,
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indem sie nicht nur, ihrer urspriinglichen Bestimmung gemiB, Verbindungen zur
Theorie der automorphen Funktionen ([12]) und zur Reduktionstheorie quadrati-
scher Formen ([16], [17]), sondern auch zur Differentialgeometrie im GroBen
([14]) herstellt. So verfiigt jeder Positivititsbereich kanonisch iiber eine unter der
linearen Automorphismengruppe ((5)) invariante MaBbestimmung. Die diesbe-
ziiglichen Geoditischen sind folglich bekannt, sobald man diejenigen unter ihnen
bestimmt hat, welche durch das Einselement der assoziierten Jordan-Algebra
fithren; letzere wiederum werden durch die dieser Jordan-Algebra zugeordnete
Exponentialfunktion beschrieben. Die hierin sichtbar werdende Beziehung zwi-
schen Jordan-Algebren und Differentialgeometrie, welche sich desgleichen in dem
von Koecher ([BK] X1 Satz 2.4, vgl. auch [31]) bewiesenen Satz widerspiegelt, dal3
die Einskomponente der Menge der invertierbaren Elemente einer halbeinfachen
reellen Jordan-Algebra ein homogener symmetrischer Raum ist, hat auch seine
Schiiler zu differentialgeometrischen Untersuchungen angeregt. In dem zur
Diskussion stehenden Zusammenhang sind U. Hirzebruch ([Hi2], [Hi4]), Helwig
([Helw2], [Helw3]) und insbesondere Loos ([Lol], [Lo2]) zu nennen, dem mit
seinem Begriff des Spiegelungsraumes eine v6llig neue Begriindung der Theorie der
symmetrischen Rdume gelang.

Geht man von einem Positivititsbereich Y in einem IR-Vektorraum V aus,
so nennt man

V+iY c V@RC

den zugehorigen Halbraum. In [12] stellt Koecher das Konzept einer Theorie von
automorphen Formen auf Halbrdaumen vor. Darin sind die klassisch bekannten
elliptischen, Siegelschen, Hermiteschen oder Hilbertschen Modulformen als
Spezialfille enthalten. Koecher skizziert die wesentlichen Ergebnisse einer einheit-
lichen Theorie von Modulformen auf Halbraumen.

Die ,moderne“ Methode, automorphe Formen auf halbeinfachen Lie-
Gruppen oder auf den adelischen Punkten von reduktiven Gruppen zu untersu-
chen (vgl. [Bo], [B], [G], [BC]), tibertrifft den Koecherschen Ansatz ohne Zweifel
an Allgemeinheit. Dennoch ist der Koechersche Ansatz von unabhingigem
Interesse, da er die explizite Verbindung zur Theorie der Jordan-Algebren
herstellt. Wie niitzlich dies sein kann, wird beispielsweise in den von Resnikoff
([R]) und Dorfmeister ([D2]) gefithrten Untersuchungen iiber Theta-Funktionen
formal-reeller Jordan-Algebren demonstriert. Schlielich wurde der Koechersche
Ansatz, automorphe Formen auf Halbridumen zu studieren, auch von Selberg
([Se]) aufgegriffen.

Zur Durchfiithrung des in [12] angekiindigten Programms einer Theorie der
Modulformen auf Halbraumen bedarf es einer Reduktionstheorie auf Positivitats-
bereichen, da der in [12] konstruierte Fundamentalbereich fiir die Anwendung auf
Modulformen nicht optimal zu sein scheint. Dazu greift Koecher in [16], [17] auf
einen fast in Vergessenheit geratenen Ansatz von Voronoi ([Vol], [Vo2]) zu einer
geometrisch orientierten Reduktionstheorie quadratischer Formen zuriick, der
alle Darstellungen des Minimums einer quadratischen Form benutzt. Koecher
dndert Voronois Definition vollkommener Matrizen etwas ab und iibertragt dann
die Methode auf eine grofe Klasse diskontinuierlicher Automorphismengruppen
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I'von Positivitdtsbereichen. In dieser Aligemeinheit erscheinen die Ergebnisse der
Minkowskischen Reduktionstheorie und der Humbertschen Verallgemeinerung
auf algebraische Zahlko6rper als Beispiele.

Die fiir die Theorie der Modulformen so wesentlichen Minkowski-
Siegelschen Ungleichungen werden zur Definition der Minkowskischen Pyramiden
herangezogen. Wie in der Humbertschen Reduktionstheorie kann man unter
relativ schwachen Voraussetzungen an I” folgern, daf} es einen Fundamentalbe-
reich von I gibt, der in endlich vielen Bildern von Minkowskischen Pyramiden
enthalten ist.

Die Koecherschen Untersuchungen sind von Helwig ([Helwl]) weiter-
gefithrt und ergénzt worden. Eine Weiterentwicklung des Voronoischen Ansat-
zes spielt heutzutage in der Informatik eine wesentliche Rolle: Bei den Voronoi-
Diagrammen geht es darum, einem Punkt x die Menge aller Punkte zuzuordnen,
die von x den kiirzesten Abstand haben. Sie wurden 1975 von Shamos und Hoey
([SH]) in die Informatik eingefiihrt. Eine moderne Darstellung findet man bei
Klein ([K1]).

Positivitatsbereiche sind im wesentlichen dasselbe wie selbstduale regulire
Kegel. Dieser elementare Sachverhalt hat Koecher zu umfangreichen Untersu-
chungen konvexer Kegel angeregt und zu einer vielbeachteten Vorlesungsausarbei-
tung an der Universitdt Miinchen, aber auch zu den gemeinsam mit Dorfmeister
verfafiten Publikationen [35], [37] gefiihrt; dariiber hinaus bestehen enge Bezie-
hungen zu den Arbeiten von Rothaus ([Rol]-[Ro4]), Vinberg ([V1]-[V3]),
Dorfmeister ([D1], [D3]-[D5]) und Sato-Kimura ([SK]).

IIT  Lie-Algebren und Jordan-Algebren ([18], [22]-[24], [BK])

Die tiefen Beziehungen, welche die Theorie der algebraischen Gruppen,
der Lie-Gruppen und der Lie-Algebren mit anderen nichtassoziativen Strukturen
verbinden, sind seit langem bekannt. In der klassischen Phase ihrer Entwicklung,
als es vor allem darum ging, zu den Lie-Algebren oder -Gruppen vom Ausnahme-
typ kanonische, besonders leicht zugéngliche Modelle anzugeben (vgl. [Sc], [FF],
[J4]), war Koecher an diesen Beziehungen mit der Entdeckung der Strukturgruppe
([18]) beteiligt, die ebenfalls einen handfesten analytischen Hintergrund besitzt: Ist
Y ein Positivitdtsbereich, # die zugehorige (formal-reelle) Jordan-Algebra und P
ihre quadratische Darstellung, so entsteht durch zweimalige logarithmische
Differentiation der Transformationsformel fiir die Norm die Beziehung

P(Wu) = WPu)W° (ue 9,

wobei W den beziiglich ¢ adjungierten Endomorphismus von We Aut(Y)
bezeichnet. Dieses Transformationsverhalten hat Koecher nun zum Anla genom-
men, um in einem rein algebraischen Kontext, also fiir eine beliebige unitire
Jordan-Algebra ¢ iiber einem beliebigen Kérper K (char K #2), die Strukturgrup-
pe Str(#) von ¢ als die Gesamtheit derjenigen linearen Automorphismen W von
# zu definieren, zu denen ein linearer Automorphismus W* existiert mit

P(Wu) = WPu)W* (e 9).



14 A. Krieg und H. P. Petersson

Offenbar ist Str (_#) eine lineare algebraische Gruppe. Spezialisiert man ¢ zu einer
zentral-einfachen Ausnahme-Jordan-Algebra (der Dimension 27) iiber X, so ist die
Lie-Algebra dieser algebraischen Gruppe bereits von Chevalley-Schafer ([CS])
ausgiebig untersucht und (nach Reduktion modulo ihrem Zentrum) als eine
Ausnahme-Lie-Algebra vom Typ E¢ identifiziert worden.

In der zweiten Halfte der sechziger Jahre hat Koecher sodann die
Beziehungen zwischen Lie-Algebren und Jordan-Algebren durch einen Beitrag
neu belebt, der einer beliebigen unitiren Jordan-Algebra # iiber dem Koérper
K eine Lie-Algebra Lie # in der Weise zuordnet, dafl # als Untervektorraum
von Lie # kanonisch realisiert und die Multiplikation von ¢ durch diejenige
von Lie ¢ vermdge einer expliziten Formel vollstindig beschrieben werden
kann. Dieser in [22]-[24] dargestellte Beitrag hat inzwischen unter dem Namen
Tits-Koecher-Algebra Berithmtheit erlangt. In der Tat war es Tits ([Til]) schon
einige Jahre zuvor gelungen, ein Verfahren zur Konstruktion von Lie-Algebren
mit Hilfe von Jordan-Algebren zu entwickeln, von dem sich nun zeigte, daf} es
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Grundkorper mit dem Koecherschen
dquivalent, iiber einem beliebigen Grundkorper jedoch allgemeiner ist; ande-
rerseits besitzt die Koechersche Konstruktion wohl den Vorzug gréBere Ein-
fachheit und Transparenz. Im iibrigen verdankt man Tits ([Ti2]) eine wesentli-
che Verallgemeinerung seiner urspriinglichen Konstruktion und Kantor ([Kal],
vgl. auch [27]) eine Methode, mit Hilfe polynomialer Vektorfelder Lie-Algeb-
ren aus Jordan-Algebren zu gewinnen, die sich nachtriglich (vgl. [27]) mit dem
von Koecher angegebenen Verfahren als dquivalent erwiesen hat. Im folgenden
wird daher Lie # als die Tits-Kantor-Koecher-Algebra von # bezeichnet.

Um diese explizit beschreiben zu kdnnen, sind die folgenden zusétzlichen
Bestimmungsstiicke erforderlich:

- Die innere Strukturalgebra, welche unter Verwendung der Lie-Klammer linearer
Endomorphismen durch

instr (#) = L(#) + [L(#), L(#)]

definiert werden kann und fiir halbeinfache Jordan-Algebren endlicher Dimension
iiber einen Korper der Charakteristik Null mit der Lie-Algebra der algebraischen
Gruppe Str (#) iibereinstimmt.

- Die kanonische Involution der inneren Strukturalgebra, welche durch

T —T* mit T*=2L(Te)-T (e=1,)

erklart ist.
- Spezielle Elemente der inneren Strukturalgebra, welche durch die Abbildungen

L(u, v) = L(uv) + [L(w), L(v)] (u,ve g)

gegeben sind. (Ubrigens ist L(x,v) die Linksmultiplikation mit # im »-Homotop

von #.)
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Nunmehr kann auf dem K-Vektorraum
(6) Lie}"=5f_1®$0€95,”1
mit L 1=%1=F, L =instr(F)

eine Algebren-Struktur erklirt werden, indem man fiir u;,v;e ¢, T;einstr #),
i=1,2, definiert:

[meTieov,muoT,ov=uoTeov
mit
@) u="Tu — Thu,
®) T=[T,, T,] + 2L(u;, v2) — 2L(us, vy),
) v="TFv, — Tfv,.

Unter Verwendung von Standard-Identititen aus der Theorie der Jordan-
Algebren verifiziert man, dafl Lie # auf diese Weise zu einer Lie-Algebra wird,
welche in (6) eine Z-Graduierung der Linge 3 und in der Abbildung

0:Lief > Lie f, QuoTov)=ve (-T*)ou,

einen Automorphismus der Periode 2 besitzt; dieser kehrt die Graduierung um,
vertauscht also % mit £_, und 148t %, invariant. Identifiziert man _# iiber den
ersten Summanden kanonisch in Lie ¢, so liefert die elementare Relation

(10)  uv= % [[u, 8(e)], v] (u,ve 9)

nunmehr die gewiinschte explizite Beschreibung der Algebren-Struktur von ¢
durch diejenige von Lie #.

Die herausragende Bedeutung der in dieser Form auf Koecher ([22])
zuriickgehenden Konstruktion gegeniiber den von Tits ([Til]) und Kantor ([Ka1])
angegebenen Varianten liegt in dem préignanten Formalismus, der die Algebren-
strukturen von # und Lie # durch die Relationen (7)-(10) miteinander verbindet.
Uber Kérpern der Charakteristik Null gestattet dieser eine Fiille bemerkenswerter
Anwendungen, von denen hier nur eine kleine Auswahl genannt werden kann. So
ist es mit Hilfe der Tits-Kantor-Koecher-Algebra méglich, etwa den klassischen
Satz von Hermann Weyl iiber die vollstindige Reduzibilitit der Darstellungen
halbeinfacher Lie-Algebren oder auch den Satz von Levi-Malcev-Harish Chandra,
wonach jede Lie-Algebra eine zum Radikal komplementire Teilalgebra besitzt und
je zwei solche Teilalgebren unter inneren Automorphismen konjugiert sind, von
Lie-Algebren auf Jordan-Algebren zu ibertragen ([22] Corollaries of Theorems 7,
8 und [KR]). Obwohl das Ergebnis dieser Ubertragungen zum Zeitpunkt seiner
Publikation bereits bekannt war, stellen diese gleichwohl einen iiberaus bedeutsa-
men methodischen Fortschritt dar, weil alle anderen bis heute bekannten Beweise
dieser Tatsachen nicht etwa intrinsisch verlaufen, sondern auf der Albertschen
Klassifikation ([A3]) der einfachen Jordan-Algebren iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Grundkérper basieren.
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Die Tits-Kantor-Koecher-Algebra hat gerade in ihrer von Koecher angege-
benen Form eine Fiille daran ankniipfender Publikationen ausgeldst. So ist sie
beispielsweise von Allison ([Al2]) fiir strukturierbare Algebren an Stelle von
Jordan-Algebren nachgebildet worden; als Ergebnis erhilt man alle isotropen
einfachen Lie-Algebren der Charakteristik Null ([Al3]). In eine etwas andere
Richtung weisende Verallgemeinerungen findet man in den Arbeiten von Hein
([Heil]-[Hei5]) und Allison ([All]). Besondere Erwahnung verdient ferner die
erste, wenngleich liickenhafte Klassifikation der einfachen Jordan-Superalgebren
durch Kac ([K]), der die Tits-Kantor-Koecher-Algebra auch in diesem Kontext
simulierte und so die bereits vollzogene Klassifikation der einfachen Lie-
Superalgebren verwenden konnte. In neuerer Zeit schlieilich findet die Tits-
Kantor-Koecher-Algebra auch in der mathematischen Physik vielfaltige Verwen-
dung ([ATGS], [BG1], [BG2], [Gul]-[Gii3], [GS], [GST)).

IV Beschrinkte symmetrische Gebiete und Jordan-Tripelsysteme

([251-[28], [301, [31])

Dem Eingeweihten konnte nicht entgehen, dal Koecher auf seine Version
der Tits-Kantor-Koecher-Algebra, dhnlich wie im Falle der quadratischen Dar-
stellung und des Homotopiebegriffs, durch analytische Uberlegungen gefiihrt
worden war: Bezeichnet # eine formal-reelle Jordan-Algebra, ¥ den # im Sinne
der Hertneckschen Korrespondenz entsprechenden homogenen Positivitatsbe-
reich und

~

F=F@rC=Joif

ihre Komplexifizierung (die nach Wahl einer R-Basis von ¢ mit C¥, N=dimg ¢,
identifiziert werden kann), so ist

Z=g+iY={u+iy,uec #,yeY}

ein Gebiet im C" (eben der zu Y gehorige Haltiraum), das sich unter dem Einfluf3
der Cayley-Transformation (also der in die Sprache der Jordan-Algebren iibertra-

. . z—i. . .
genen gebrochen-linearen Transformation z — -) in ein beschrinktes sym-

z+1i

metrisches Gebiet des C¥ verwandelt ([Hil]). Folglich kann die Gruppe Aut(Z)
der holomorphen Automorphismen von Z in der Weise mit der Struktur einer
reellen Lie-Transformationsgruppe versehen werden, dal die zugrundeliegende
Topologie iibereinstimmt mit der Topologie der gleichméafigen Konvergenz auf
kompakten Mengen ((He] VIII § 3). Die Lie-Algebra dieser reellen Lie-Transforma-
tionsgruppe ist nun, wie man sich z. B. mit Hilfe von [25] Satz 4.4 leicht iiberlegt, zur
Tits-Kantor-Koecher-Algebra von ¢ kanonisch isomorph.

Das von U. Hirzebruch ([Hil]) angegebene Erzeugendensystem der
Gruppe Aut (Z) veranlaBt Koecher in [25], fiir eine beliebige endlich-dimensionale
Jordan-Algebra # iiber dem Kérper K die von der Strukturgruppe sowie den
Transformationen x—x+u (ue #), x—-x'=-P(x)"'x erzeugte Gruppe
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Z'=Z(#) birationaler Selbstabbildungen zu untersuchen. Indem er die Elemente
von Z durch eine Differentialgleichung charakterisierte, konnte er zeigen, daB =
eine algebraische Gruppe ist. Die Frage nach der Eindeutigkeit der Darstellung
von Elementen aus = als Produkte der Erzeugenden fiihrte Koecher iiberdies auf
eine Aquivalenzrelation in der Algebra ¢, die auch in beliebigen nicht-kommutati-
ven Ringen sinnvoll betrachtet werden kann ([26]).

Die Realisierung der Tits-Kantor-Koecher-Algebra Lie £ als Lie-Algebra
der Automorphismengruppe eines beschrinkten symmetrischen Gebietes (und
damit von polynomialen Vektorfeldern, vgl. [27] III1§ 1,4.) kommt erst dann in
ihrer ganzen Tragweite zur Geltung, wenn man die von Koecher ([28]) gemachte,
von Meyberg ([Mel], [Me2]) ausgebaute fundamentale Beobachtung registriert,
daB sie gar nicht in vollem Umfang von der Jordan-Algebra ¢, sondern lediglich
von den linearen Abbildungen L(u, v) (1, v € .#) und damit von dem Jordan-Tripel-
Produkt abhingt, welches durch

{uvw} = L(u, v)w = (uo)w + u(vw) — v(uw)

fur u, v, we ¢ erklart ist. In der Tat entsteht in Lie ,# auch dann eine Lie-Algebra,
wenn wir es in # nicht mit einer Jordan-Algebra, sondern lediglich mit einem
Jordan-Tripelsystem zu tun haben, d. h. einem K-Vektorraum, versehen mit einer
trilinearen Verkniipfung (u, v, w) = {uvw}, welche in den beiden duBeren Argumen-
ten symmetrisch ist und der Identitit

uv{xyz}} — (xyfuvz}} = {{uvxlyz} — {x{ouy}z}

geniigt. Genauer verwandelt die Tits-Kantor-Koecher-Konstruktion ein beliebiges
Jordan-Tripelsystem in ein Paar (&, 6) bestehend aus einer Lie-Algebra & mit Z-
Graduierung der Lange 3 und einem involutorischen Automorphismus 6, der die
Graduierung umkehrt. Fragt man nach allen Paaren (%, ), welche auf diese Weise
zustandekommen und fiir die 6 eine Cartan-Involution ist, so zeigt sich unter
naheliegenden Regularititsbedingungen ([28] I1§ 5), dafB es sich dabei gerade um
diejenigen Lie-Algebren mit Cartan-Involution handelt, die in der Cartanschen
Klassifikationstheorie der beschrinkten symmetrischen Gebiete auftreten (vgl.
[Hel] VIII § 7).

Dieser Sachverhalt legt eine fundamentale Beziehung zwischen Jordan-
Tripelsystemen und beschrinkten symmetrischen Gebieten nahe, die, ansatzweise
schon bei U. Hirzebruch ([Hi3]) erkennbar, in vollem Umfange allerdings erst
durch Koechers bahnbrechende Untersuchung [28] hergestellt wurde. In der
Folgezeit haben insbesondere Meyberg ((Me3]-[Me6]) und Loos ([Lo2]-[Lo5]) die
algebraische Theorie der Jordan-Tripelsysteme weiter vorangetrieben. Nachdem
durch die Theorie der Jordan-Paare ([Lo6]) ein erster Abschlu} erreicht worden
war, erhielt dieser Zugang zu den beschrinkten symmetrischen Gebieten seine in
gewissem Sinne definitive Gestalt durch Loos ([Lo7]) im Jahre 1977. Inhaltlich
gipfelt er in einer kanonischen Bijektion zwischen beschrinkten symmetrischen
Kreisgebieten und positiven hermiteschen Jordan-Tripelsystemen; methodisch hat
er zu einer weitgehenden Ablosung der im klassischen Zugang vorherrschenden
Techniken der Lie-Theorie durch die demgegeniiber wesentlich elementareren
Techniken der Jordan-Theorie gefiihrt. Im iibrigen ist er fiir eine Vielzahl neuerer
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Forschungsaktivititen verantwortlich, die hier nur in groben Ziigen angedeutet
werden konnen.

So hat Loos die algebraische Gruppe == Z(#), die iibrigens auch in einer
neueren Arbeit von Tits ([Ti3]) eine nicht unbedeutende Rolle spielt, in einen
wesentlich allgemeineren Zusammenhang gestellt und ihr eine systematische
Untersuchung gewidmet ([Lo9]). Die in [25] diskutierte Aquivalenzrelation wird in
[Lo8] modifiziert und zu einer einheitlichen, unter sehr allgemeinen Umstédnden
lebensfihigen Realisierung der kompakten hermiteschen symmetrischen Rdume
als projektiv algebraische Varietiten herangezogen. Auf analytischer Seite hat die
von W. Kaup ([Kau2]-[Kau4]) nach Vorarbeiten von Harris ([H]) erbrachte
Klassifikation der unendlich-dimensionalen beschrankten symmetrischen Gebiete
deutlich gezeigt, wie sehr der Koechersche Ansatz der Problemstellung angepaf3t
ist, weil hier der Versuch, die klassischen Methoden der Lie-Theorie in vollem
Umfange zu iibertragen, nicht zum Erfolg fithrt. Aber auch die Behandlung
analytischer Fragen endlich-dimensionaler beschrinkter symmetrischer Gebiete
ist durch die Beziehung zu Jordan-Strukturen nachhaltig geférdert worden; hier
verdienen die Untersuchungen von Upmeier ([U1]-[U4]) iiber Toeplitz-Operato-
ren und harmonische Analysis auf beschrinkten symmetrischen Gebieten ebenso
Erwihnung wie diejenigen von Lassalle ([L1], [L2]) iiber den Poisson-Kern und die
Huasche Gleichung. SchlieBlich ist es Satake ([S3]) und vor allem Dorfmeister
([D6], [D7]) gelungen, die algebraische Beschreibung beschriankter symmetrischer
Gebicete auf allgemeinere Siegel-Gebiete auszudehnen; in diesen Kontext gehdren
ebenso die Untersuchungen von W. Kaup, Matsushima und Ochiai (([KMO]) sowie
von W. Kaup ([Kaul]). Eine systematische Darstellung des gesamten Problemkrei-
ses findet man in [S4]. Auch die von Koecher initiierte Theorie der Jordan-
Tripelsysteme hat inzwischen eine eindrucksvolle Entwicklung durchgemacht, die
hier nur mit wenigen Stichworten angedeutet werden kann. So verdankt man
Neher neben der Entwicklung der aus Vorarbeiten von McCrimmon ([McC4]) und
McCrimmon-Meyberg ((MM]) hervorgegangenen, hochst vielseitigen Grid-Me-
thode ([N6]) eine algebraische Strukturtheorie endlich-dimensionaler ([N1]-[N5])
und Zel’'manov ([Z]) eine solche beliebiger Jordan-Tripelsysteme. Besonders
intensiv sind Jordan-Tripelsysteme wihrend der letzten fiinfzehn Jahre im
Zusammenhang mit Problemen der Funktionalanalysis untersucht worden. Uber
die diesbeziigliche Literatur kann sich der Leser in den Monographien von
Upmeier ([U3]) und Neher ([N6]) informieren.

\ Nichtassoziative Algebra
([BK], [21], [32]-[34], [36], [38], [39])

Auch die unter dieser Rubrik zusammengefaBten Publikationen kénnen
ihren analytischen Hintergrund nicht verleugnen, sind allerdings, mit Ausnahme
von [34], mehr dem Geist als einem konkreten Problemkreis der Analysis
verhaftet.

In der Monographie [BK] beispielsweise wird der Differentialkalkiil in der
nichtassoziativen Algebra gewissermafBen hoffihig gemacht. Damit soll, wie in
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[21] dargelegt, ein iibergeordneter Standpunkt eingenommen werden, der durch-
aus verschiedene Algebrenklassen (wie etwa alternative und Jordan-Algebren) auf
einheitliche Weise zu behandeln gestattet, ohne allzu intensiv mit speziellen
Identititen arbeiten zu miissen. Urspriinglich auf endlich-dimensionale Algebren
beschrankt, kann er auch im Unendlichdimensionalen durchaus nutzbringend
verwendet werden ([McCl], [McC2], [McC5]). Wie tragfahig dieser Zugang
tatséchlich ist, zeigt insbesondere die Behandlung der Hauptnorm (oder generi-
schen Norm) einer strikt potenzassoziativen Algebra, die als der normierte genaue
Nenner der Inversion, also der rationalen Abbildung x — x !, charakterisiert wird
([BK] I1§4,4.) - ein Tatbestand, dem man alle relevanten Informationen ohne
Schwierigkeit entnehmen kann und der im iibrigen auch fiir assoziative Algebren
Interesse verdient, weil dort, zumindest im separablen Falle, die Hauptnorm mit
der reduzierten Norm iibereinstimmt ((BK] III Satz 4.6). Beziiglich der demgegen-
iiber doch einigermaflen kiinstlichen traditionellen Einfiihrung der reduzierten
Norm bei zentral-einfachen assoziativen Algebren vergleiche man [We] IX
Proposition 6. Inzwischen hat sich der Differentialkalkiil, wie man etwa den
Monographien von Jacobson ([J2]) und Springer ([Sp]), aber auch [McC3] und
[Kii] entnehmen kann, in der nichtassoziativen Algebra weitgehend durchgesetzt.

In [32], [36] werden die im Koecherschen Werk so vielfiltig vertretenen
Begriffe wie quadratische Darstellung, Homotopie, Jordan-Tripelsystem, Tits-
Kantor-Koecher-Algebra in den allgemeinen Rahmen der Algebra der Algebren
gestellt: Diese entsteht, indem man die Gesamtheit Alg(¥) aller (nichtassoziati-
ven) Algebrenstrukturen auf einem Vektorraum V nach kanonischer Identifika-
tion mit Hom (V' ® ¥, V) nicht nur zu einem Vektorraum macht, sondern dariiber
hinaus nach Wahl eines Elementes 0+ u € V' mit einer Algebrenstruktur versieht
([32] §1,2.); die Algebra Alg(V) erweist sich dabei als einfach und bis auf
Isomorphie von u unabhingig. In [34] geht es um eine naheliegende, in der
Literatur gleichwohl stiefmiitterlich behandelte Beziehung zwischen nichtassozia-
tiver Algebra und Analysis, derzufolge namlich jede Riccatische Differentialglei-
chung in der Form

x = x?

geschrieben werden kann, wobei man das Quadrat zur Rechten in einer geeigneten
kommutativen R-Algebra 4 von endlicher Dimension zu bilden hat. Es zeigt sich
([34] Satz A), daB die Gruppe der lésungserhaltenden umkehrbaren reell-
analytischen Funktionskeime im Nullpunkt durch eine gewisse Jordan-Unteralge-
bra von 4 parametrisiert wird, falls 4 ein Einselement besitzt. Die algebrentheore-
tische Betrachtungsweise beim Studium gewdhnlicher Differentialgleichungen ist
spéter vor allem von Rohrl ([R61], [R62]) und Walcher ((W1]-[W3]) aufgegriffen
worden.

*

Zusammengefa3t machen die vorstehenden Ausfiihrungen deutlich, daf
das mathematische Werk Max Koechers vor allem von zwei iibergreifenden
Prinzipien beherrscht wird: Zum einen von dem steten Bemiihen, zu nichttrivialen
Gegenstinden der Mathematik einen in gewissem Sinne elementaren Zugang zu




20 A.Krieg und H. P. Petersson

gewinnen, zum anderen von dem mit grofem Ideenreichtum gepaarten tiefen
Verstindnis fiir die verborgenen Mechanismen, welche es auch noch so disparaten
Teilgebieten der Mathematik erlauben, miteinander zu kooperieren. In einer Zeit,
da die Einheit selbst der Reinen Mathematik durch das exponentielle Wachstum
der wissenschaftlichen Erkenntnis ernstlich bedroht ist, kommt beiden Aspekten
in gleichem Mafle immer grofere Bedeutung zu. Indem er neue Wege suchte und
fand, auf denen man von den Anfingen méglichst rasch zu fortgeschrittenen
Bereichen der Mathematik vorstoBen kann, verwirklichte Max Koecher die
Artinsche Forderung nach Vereinfachung und gedanklicher Durchdringung einer
mathematischen Theorie auf eindrucksvolle Weise. Indem er die verborgenen
Mechanismen blofllegte, welche das globale Gefiige durchaus verschiedener
mathematischer Disziplinen in seinem Innersten zusammenhalten, erwies er sich
als ein Forscher von seltener Originalitit. Indem er schlieBlich beide Aspekte auf
beispielhafte Weise miteinander verkniipfte, schuf er ein mathematisches Gesamt-
werk, das seinen Platzin der internationalen Literatur lingst gefunden hat und, wie
wir glauben, die Vertreter unserer Zunft auch in den kommenden Jahrzehnten zu
neuen Forschungen inspirieren wird.
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Die Klassifikation der einfachen Lie-Algebren
ilber Korpern mit positiver Charakteristik:
Methoden und Resultate *)

H. Strade, Hamburg

§1  Die Friihzeit

Die Theorie der endlich dimensionalen Lie-Algebren iiber Kérpern mit

positiver Charakteristik - man sagt dazu hiufig abkiirzend: der modularen Lie-
Algebren - wurde in gewissem Sinne von Nathan Jacobson und Ernst Witt vor 1940
begriindet.
N. Jacobson [J 37] untersucht rein inseparable Kérpererweiterungen von Grad 1,
d. h. Kérpererweiterungen von Typ F(cy,...,c,): F, wobei jedes ¢; eine p-te Wurzel
ist: ¢/ € F mit p = Char (F). Indem er Derivationen anstelle von Automorphismen
betrachtet, kann er einen Satz vom Galois-Typ beweisen. Man bemerkt dazu, daB
die Menge DergF(cy,...,c,) aller F-Derivationen von F(c,...,c,) in kanonischer
Weise die Strukturen

- eines F(cy,...,c,)-Moduls
- der Abbildung D — D?
- einer Lie-Algebra vermége [D,, D,]:=D,°oD,—D,0D,

tragt. Jacobson etabliert eine Bijektion von den Zwischenkorpern der Erweiterung
und den Unteralgebren von DersF(cy, ..., ¢,), die diese drei Strukturen tragen.

Satz[J 37]. Es gibt eine Bijektion von den Zwischenkdrpern einer rein
inseparablen Erweiterung F(c,,...,c,): Fvom Grad 1 auf die Untervektorrdume von
DergF(cy,...,c,), die die oben genannten drei Strukturen tragen. O

Schon in dieser ersten Arbeit wird die grundlegende Definition einer Lie-p-Algebra
eingefithrt. Mit ad (oder genauer ad;) bezeichnet man die Multiplikation in der
Lie-Algebra L, (ad x)(p) =[x, ]

Definition. Eine Lie-Algebra L zusammen mit einer Abbildung [p]:L — L,
x+ x[P) heiBt eine Lie-p-Algebra, wenn [ p] die Eigenschaften hat

*) Dieser Bericht ist die erweiterte Version eines Vortrags auf der DMV-Tagung 1991 in
Bielefeld.
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a) ad x!?'=(ad x)?,

b) (ax)?!=aPx? fiir alle e F, xe L,

) (x+ )P =xtPl4ylrl 1 3 . si(x,y), wobei der Korrekturterm gegeben wird
durch (ad(x®T+yo 1))’ '(xo1) = D, <icp-118:(x,y)®T"! in der Lie-Algebra
L& F[T].

In [J 37] bezeichnet Jacobson eine Lie-Algebra, die eine Abbildung [ p] mit der
Eigenschaft a) zulaBt, bereits als Lie-p-Algebra. Solche Algebren nennt man heute
p-abgeschlossen [St 84].

In einer weiteren Arbeit [J41] konstruiert Jacobson 1941 Charakteristik-p
Versionen der klassischen einfachen Lie-Algebren vom Typ A-D. 1956 gibt dann
Claude Chevalley [Che] eine sehr allgemeine Konstruktion an, mit der man die
gesamte Klasse der ,klassischen einfachen Lie-Algebren® erhilt, wihrend W. H.
Mills und G.B. Seligman 1957 eine axiomatische Charakterisierung dieser
Algebren liefern [M-Se]. In gewissem Sinn, z. B. wenn die Charakteristik p ,,grof“
ist, verhalten sich diese Algebren wie bei Charakteristik 0. Sie stehen in engem
Zusammenhang mit den algebraischen Gruppen.

Irgendwann vor 1939 entdeckt E. Witt ein Beispiel einer einfachen Lie-Algebra,
deren Struktur von denen der klassischen Algebren total abweicht. Eigentlich war
Witt (und auch H. Zassenhaus ist in diesem Zusammenhang zu nennen) an neuen
einfachen Gruppen interessiert und hoffte, solche als Automorphismengruppen
von geeigneten Objekten (hier: Lie-Algebren) zu finden. Nachdem sich aber schnell
herausstellte, da diese Hoffnung in bezug auf diese Art von Lie-Algebren
unbegriindet war, verlor er anscheinend das Interesse an ihnen. Er selbst hat das
folgende Beispiel niemals publiziert. Es erscheint zuerst als Untersuchungsobjekt
der Doktorarbeit von Chang Ho Ju [Cha], der sich darin explizit auf Witt bezieht.
Man setze fiir p >3

W(;1):= GB~1<i<p—2Fei,

lei,e] =(—i)e; falls -1 <i+j<p-2

=0 sonst.

Dies ist die p-dimensionale Wirtalgebra. Sie besitzt eine Filtrierung in folgender
Weise. Setze ‘

W(1L; 1)) = 2iFe;.
Dann 148t sich W(1; 1) ausschopfen durch Untervektorriaume
W1 =Wy 5 ... 2 Wl 1) -2 D W(l;1),-1) = {0},
die die Eigenschaft
[W(L; Dy, W15 1)1 € W(1; 1))
haben. Die Menge
S(W(1;1)) := {x e W(1;1)|(ad x)* = 0}
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ist von {0} verschieden. Z.B. enthilt sie e,_,, wie man leicht mit Hilfe der
Indexrechnung sieht. Nach A.I. Kostrikin heilen fiir eine Lie-Algebra L die
Elemente von S(L) die ,sandwich-Elemente“ von L, und eine Lie-Algebra mit
S(L)+1{0} heillt streng ausgeartet. Im allgemeinen ist S(L) kein linearer Raum.
Diese Menge ist aber abgeschlossen unter der Lie-Multiplikation, denn es gilt ja fiir
¢,deS(L),u,vel

0 = (ad ¢)*([u, v]) = [(ad ©)*(w), ¥] + 2[[c, 4}, [c, v]] + [, (ad ¢)*(v)]
= 2[[Ca u], [C9 l)]] = 2[6‘, [ll, [C, U]]] - 2[1{, [C, [C, U]]] = 2[(:’ [ll, [C, U]]],

und daher wegen p #2
(ad[c, d])*(v)

=[c,[d,[c,[d, v]I] - [c, [d, [d, [c, v]]]] - [4, [c, [c, [d, v]]]] + [4, [c, [d, [¢, v]]]]
=0.

Deshalb ist die lineare Hiille span S(L) eine Unteralgebra, die natiirlich unter allen
Automorphismen von L invariant bleibt. Beide Phinomene sind in klassischen
Algebren unbekannt. Dort gibt es keine sandwich-Elemente, weil man jedes
nilpotente Element in eine s/(2) einbetten kann als Mitglied einer kanonischen
Basis (e, £, #) (und (ad e)? # 0 gilt). Es gibt auch keine Unteralgebren, die unter allen
Automorphismen auf sich abgebildet werden, weil (fiir p > 5) jede echte Unteralge-
bra unter geeigneten inneren Automorphismen exp (ad «) instabil ist. Es liegt also
mit der Witt-Algebra eine Algebra von vollig neuem Typ vor, und damit stellt sich
das Klassifikationsproblem bei Korpern mit positiver Charakteristik auf neue
Weise.

Seit 1937 hat man viele neue Typen von einfachen Lie-Algebren entdeckt, ohne
wirklich zu verstehen, warum sie existieren. Ich gebe eine (unvollstindige) Liste
von teilweise illustren Mathematikern an, die an dieser Entdeckungsreise beteilgt
waren.

E. Witt 1935<?<1939

H. Zassenhaus [Z 39]

N. Jacobson [J41], [T 43]

A. A. Albert/M. Frank 1954/55 [A-F]
I. Kaplansky 1954 [Kap]

M. Frank [F 54], [F 64]

S. A. Jennings/R. Ree [J-R]

R. Ree 1956 [R]

R.E. Block 1958 [B]

A. 1L Kostrikin/I. R. Safarevi¢ [Ko-S 66], [Ko-S 69]
R. L. Wilson [Wil 69], [Wil 76]

V. Kac [Kac 74]
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§2 Klassen einfacher Algebren (p >5)

Die bekannten einfachen Lie-Algebren sind entweder klassisch oder vom
Cartan-Typ.
Fiir die Konstruktion der klassischen Algebren geht man nach Chevalley zunichst
von einer einfachen Lie-Algebra L iiber € aus und findet darin eine sogenannte
»Chevalley-Basis“ (ey, ..., e,). Diese Basis hat u. a. die Eigenschaft, da$} Z, <i<me;
unter dem Lieprodukt abgeschlossen ist und also eine Z-Lie-Algebra darstellt. Zu
einem beliebigen Kérper K der Charakteristik p ist dann Ly :=K ®, c, <i<cmZe;)
eine Lie-Algebra iiber K. Die Multiplikationskonstanten beziiglich einer solchen
Chevalley-Basis werden nur durch wenige Primzahlen geteilt. Dies impliziert, daB
fir p> 3 die Algebra L eine einfache Lie-Algebra ist, mit der einzigen Ausnahme
L=sl(n, C), p|n. Dann namlich besitzt Ly als eindimensionales Zentrum Z(Lg) den
von der Einheitsmatrix aufgespannten Raum. Lyx/Z(Lg)=psi(n,K) ist wieder
einfach. Die klassischen Algebren kann man also nahezu wie im Charakteristik-0-
Fall definieren, es gibt die Typen

A,,(p *n + 1)3 psl(n+ 1)(P|n+ 1)’ Bm Cn: Dm GZ: F4> E6, E7, E8-

Von Kostrikin und Safarevi¢ [Ko-S 66] stammt (nach Jacobson [J 43]) eine weitere
allgemeine, andere grofe Klassen erzeugende Konstruktion. Man betrachte
zundchst den reduzierten Polynomring und seine Derivationsalgebra

A(m; 1) :=F[Xy, ..., X, )/(X, ..., X0) = F[x1, ..., Xn] mit x7=0,
W(m;1) := Der A(m; 1) die m-te Jacobson-Witt-Algebra.
Die frithere Beschreibung von W(1; 1) findet man hier wieder durch die Realisie-
runge;— x't1d/dx, —1<i<g P —2.Man erkennt bereits an dieser Konstruktion sehr
gut das typische Charakteristik-p-Phidnomen: der Polynomring F[X, .. .»X;x] hat
fur p >0 ein derivationsinvariantes Ideal (X7, ..., X%) endlicher Kodimension, und

deshalb erzeugt die unendlich dimensionale Lie-Algebra aller Derivationen des
Polynomringes hier eine geeignete endlich dimensionale Lie-Algebra.

W(m;1) enthilt drei Klassen von Unteralgebren, die durch Differentialformen
definiert werden. Wir definieren Differentialformen ws, wy, oy als

ws=dx A... Adx,,

op=Dicicrdxindx,, (m=2r),

wx =dXgr i1 + DycicrXidXis, — Xiu,dx; (m=2r+1)
und setzen

S(m; 1) :={D e W(m; 1)|D(ws) = 0},

HQ2r;1) :={D e W(2r;1)|D(wg) = 0},

K@r+1;1):={D e W(2r + 1;1)|D(wg) € A(m; 1) k).
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Die iterierten Derivierten S(m; 1)®, H(2r; 1)@, K(2r + 1;1)® sind einfache Lie-p-
Algebren. Sie bilden die Klassen der Speziellen Algebren, Hamiltonschen Algeb-
ren und Kontaktalgebren.

Man kann diese Konstruktion stark verallgemeinern. Dies ist in einem ersten
Schritt durch Kostrikin-Safarevi¢ [Ko-S 69] und Wilson [Wil 69] geschehen. Dazu
wihle man ein beliebiges m-Tupel n=(ny,...,n,)€ N” und das derivationsinva-
riante Ideal (X{",...,X%™) im Polynomring F[Xi,...,X,] und betrachte den
Quotienten

B:=FIX, ..., X /X", o, X7 = FIXy, o, X, XP" = 0.
B ist eine kokommutative Koalgebra, genauer, es gibt einen Homomorphismus
4:B—~B®B mit AX)=Xel+18X,.

Dabher ist der Dualraum B* eine kommutative und assoziative Algebra unter dem
Produkt

(f°8) () = (f®g)4b).

Wir bezeichnen diese Algebra (B*,0) mit A(m; n). Sei ([T X%|0 <a;<p™—1) eine
Basis von F[X, ..., X,]/(XT", ..., X2™). Unter Benutzung der Multiindex-Schreib-
weise bezeichnen wir mit (x@|0<a;<p™) die duale Basis in B*. Man rechnet
elementar nach, dafl

@) _ aitbi | b

X030 _ ] ( : )x

gilt. Fir n=(1,...,1) ist A(m;1) selbstdual, d.h. A(m;1)=F[X,,...,X,]/
(X{,...,X%) mit dem gewdhnlichen Produkt ist algebra-isomorph zu
(F[Xy,..., X,)/(X],...,X0))* mit dem Produkt o. Man sieht ndmlich sehr leicht,
daB {x©,...,x@} nur die durch (x¢?)? =0 erzeugten Relationen erfiillt. Hierbei
bezeichne ¢; das m-Tupel, welches an der Stelle i eine 1 und sonst 0 hat.

Damit hat man zunichst eine Verallgemeinerung des zugrunde liegenden kommu-
tativen Ringes gefunden. Fiir jedes i gibt es eine Derivation D; von A (m; n) mit der
Eigenschaft D;(x@)=x@~%. Wir setzen x;:=x,

W(m;n) := 21 <icmA(m; n)D;

und definieren eine Aktion auf Differentialformen durch

(fDy)(gdx)) = (f(Di(g)dx; + 5ij Ek gD (f)dx;.

Wie oben erhilt man nun unter Benutzung der Differentialformen ws, wy, wx
Unteralgebren von W(m; n). Diese Konstruktion liefert die graduierten Cartan-
Typ Lie-Algebren. W(m; n) ist genau fiir n=1 die volle Derivationsalgebra von
A(m; n), und daher kann man W(m;n) als Verallgemeinerung von W(m;1)
ansehen.

In einem weiteren Verallgemeinerungsschritt kommt nach Wilson [Wil 69],
[Wil 76] und Kac [Kac 74] erschwerend hinzu, dal man diese Differentialformen
noch durch geeignete Automorphismen @ von A (m; n) transformieren kann, die
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keine Automorphismen der entsprechenden Lie-Algebren induzieren. Man hat
deshalb Deformationen von Lie-Algebren zu betrachten, und zwar nur solche, die
wieder einfache Lie-Algebren liefern. Die Details hierzu sind sehr technischer
Natur und sollen deshalb bei diesem Ubersichtsartikel unterdriickt werden.

Wir fassen diese Darlegungen zusammen. Es sind fiir p > 5 zwei groBe Familien
von einfachen Lie-Algebren bekannt:

- die klassischen Algebren. Sie haben ein endlich dimensionales Pendent iiber €
und stehen in Verbindung mit den algebraischen Gruppen. Alle Algebren dieser
Familie sind Lie-p-Algebren.

- die Cartan-Typen bestehend aus den vier Serien der Wittalgebren W(m; n),
Speziellen Algebren S(m;n; #)"), Hamiltonschen Algebren H(m;n; ®)@ und
Kontakt-Algebren K(m; n; ®)). Sie haben unendlich dimensionale Analoga iiber
C, die in der Differentialgeometrie von Elie Cartan [C] auftreten. Kac hat in
[Kac 74] gezeigt, daBl W(m;1), S(m;1)®, H(m; 1)@, K(m; 1)® genau die Lie-p-
Algebren vom Cartan-Typ sind.

§3 Kilassifikationsresultate und -methoden

Alle Bemithungen in der Klassifikation zielen auf den Beweis einer alten
Vermutung von Kostrikin und Safarevi& von 1966, die zunachst fiir Lie-p-Algebren
ausgesprochen wurde und spiter, nachdem man die allgemeinste Form der
Definition fiir Algebren vom Cartan-Typ gefunden hatte, als die entsprechende
Verallgemeinerung verstanden wurde, und gipfeln im Beweis des folgenden Satzes.

Klassifikationssatz [St-W 91]. Sei F ein algebraisch abgeschlossener Korper
der Charakteristik p > 7 und L eine einfache endlich dimensionale Lie-Algebra iiber F.
Dann ist L klassisch oder vom Cartan Typ. O

Der Beweis, iiber den ich nun berichten will, ist natiirlich eine Gemeinschaftslei-
stung vieler Mathematiker wihrend der letzten 25 Jahre. Den ersten wirklichen
Durchbruch allerdings stellt erst das folgende Ergebnis von Block und Wilson von
1988 dar.

Satz [B-W 88]. Der Klassifikationssatz ist richtig fiir Lie-p-Algebren. O

Entscheidende Hilfsmittel bei der Klassifikation der einfachen Lie-Algebren in der
klassischen Situation iiber € sind die Killing-Form

#(x, y) := Spur(ad x o ad y)
einerseits und die Wurzelraumzerlegung nach einer Cartan-Unteralgebra H
L=,.5:L,, L,:={xeL|[h,x]=ah)xV heH}

andererseits. Mit Hilfe der Killing-Form beweist man, daB H abelsch ist und
bestimmt fiir Wurzeln a 0 die

1-Schnitte:  L(a@) = Dez Lig = si(2) ® Z(L(a)), Z(L(a)) c H.
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Mit Hilfe der Darstellungen der s/(2) untersucht man dann Eigenschaften der
Wurzelsysteme. SchlieBlich leitet man mit Hilfe der Killing-Form und geometri-
schen Uberlegungen die Cartan-Matrizen und Dynkin-Diagramme ab und erkennt
auf diese Weise die einfachen Algebren iiber C. Keine dieser Methoden funktio-
niert im Fall positiver Charakteristik, weil im allgemeinen die Killing-Form
verschwindet und daher bereits der erste Schritt dieser Methode versagt. Wie
bereits oben erwihnt wurde, hat z. B. (ihnliche Uberlegungen kann man fiir alle
Cartan Typ Lie-Algebren anstellen) die Wittalgebra W(1; 1) eine Filtrierung mit
den Eigenschaften W(1;1)=W(1;1)_y), W(1;1),_2#0. Daher bildet fiir p>3
jede lineare Transformation (ade,_,)o(adx) mit e,_,e W(1;1),-2, xe W(1;1)
einen Raum W(1;1);, in W(l;1);.1 ab, d. h. diese Transformationen operieren
nilpotent. Damit erhélt man fiir die Killingform »(W(1;1),-», W(1;1))=0. Da
W(1;1) einfach ist, folgt sogar » =0. Dennoch versucht man im modularen Fall
analog vorzugehen, wobei man nun auf die Argumente, die die Killing-Form
benutzen, verzichten muf}. Ich mochte drei Themen ausfithrlicher behandeln:

- Cartan-Unteralgebren
- Schnitte
- Erkennungssitze.

A) Cartan-Unteralgebren

Ein Beispiel zeigt, welche Verinderungen schon in den Resultaten iiber
Cartan-Unteralgebren (CSA) gegeniiber der klassischen Situation auftreten.

Satz[St77]. Fiir jede Primzahl p>?2, jede natiirliche Zahl n>?2 und jeden
Kérper F der Charakteristik p gibt es eine einfache Lie-Algebra iiber F, welche n
CSAen besitzt mit paarweise verschiedener Dimension und paarweise verschiedenem
Nilpotenzgrad. O

Bereits dieser Satz zeigt, daB die Verhiltnisse im modularen Fall sehr viel
komplizierter sind als im klassischen. Denn dort sind ja alle CSAen abelsch und
auch konjugiert. Also ist die eine CSA so gut wie die andere. Im modularen Fall ist
z. B. a priori vollig unklar, welche von diesen CSAen man zu nehmen hat. Dies
macht plausibel, warum CSAen nicht die Rolle spielen konnen wie im klassischen
Fall. Besser geeignet sind Tori.

Definition. Eine Unteralgebra T einer Lie-Algebra L heiflit Torus, wenn
folgendes gilt:
1) TO=0
2) ad, x ist ein halbeinfacher Endomorphismus fiir alle xe T.

Wenn L eine Lie-Algebra von Matrizen ist, dann sind Tori gerade solche
Unteralgebren, die sich simultan auf Diagonalmatrizen transformieren lassen. Bei
den klassischen Algebren iiber € sind die maximalen Tori genau die CSAen H,
denn die obige Bemerkung iiber die Wurzelraumzerlegung zeigt gerade, daf} es eine
Basis von L gibt, die simultan fiir alle ad x, x € H, aus Eigenvektoren besteht.
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Der bei diesem Vorgehen entscheidende technische Vorteil der Lie-p-Algebren
liegt in dem engen Zusammenhang von Tori und CSAen. Wir bezeichnen fiir eine
Unteralgebra G von L

Z.(G) == {x e L|[G, x] = 0}.

Lemma. Es sei T ein maximaler Torus einer Lie-p-Algebra L. Dann ist Z; (T)
eine CSA von L. O

In einem ersten Schritt zur Klassifikation konstruiert man eine p-Hiille von L
([St 84], [St89a]), d. h. eine Lie-p-Algebra L, die L als Ideal enthélt und als Lie-p-
Algebra von L erzeugt wird, und imitiert damit das klassische Vorgehen. Man
nehme in L, einen Torus T mit maximaler Dimension und zerlege das Ideal L
beziiglich T in Eigenrdume

L =®,crLo(T).

Leider gibt es eine weitere Komplikation. Im modularen Fall gilt der Satz von Lie
iiber auflosbare Algebren nicht, der besagt, daB8 die erste Derivierte G einer
aufldsbaren Lie-Algebra G auf jedem endlich dimensionalen G-Modul nilpotent
operiert. Dies bedeutet, dal man aufldsbare Lie-Algebren im modularen Fall nur
unter starken zusétzlichen Voraussetzungen simultan auf Dreiecksgestalt bringen
kann, und es zeigt sich leider, da man keineswegs immer diese Dreiecksgestalt fiir
CSAen erreichen kann. Der folgende schwache Ersatz ist allerdings ausreichend
fir die Klassifikation.

Satz[Wil 77], [St89b]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik p >, L, eine p-Hiille von L, und T
ein Torus maximaler Dimension in L,. Dann ist Z; (T') eine CSA von L,, und Z, (1)
operiert nilpotent auf L,. O

Dieser Satz hat zur Folge, dal man unter den obigen Voraussetzungen ZLp (T)doch
simultan als Dreiecksmatrizen realisieren kann (allerdings immer noch nicht wie
im klassischen Fall als Diagonalmatrizen). Das Fehlen des Satzes von Lie ist ein
zweites entscheidendes Handikap der modularen Klassifikationstheorie. An dieser
Stelle tritt zum ersten, aber nicht zum letzten Mal die Bedingung p > 7 auf.

B) Schnitte

Das Resultat iiber die Triangulierbarkeit von CSAen wird entscheidend fiir
die Bestimmung der 1-Schnitte benutzt.

Satz[Wil 78], [St89b]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik p >7, L, eine p-Hiillevon L, und T
ein Torus maximaler Dimension in L, Fir aeT* sei L(a)=z,-ec,:( nLia(T) ein
I-Schnitt von L bez. T. Dann ist entweder L(c) auflosbar oder es gilt: rad L(a) ist
nilpotent und es gibt genau ein maximales Ideal S von L(a) mit den Eigenschaften
1) L(a)/S ist nilpotent
2) radL(a)c S
3) S/rad L(a) ist eine einfache Lie-Algebra vom Typ sI(2), W(1;1), H(2;1)®. O
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Die 1-Schnitte der p-Hiille L, lassen sich v6llig analog charakterisieren [St 89b].
Man vergleiche diese Ergebnisse mit der viel einfacheren Situation iiber €, wo
L(a)=si(2)® Z(L(a)) gilt. Die genaue Beschreibung der 2- und 3-Schnitte ist im
Detail technisch komplizierter und soll deshalb hier unterbleiben. Ich gebe eine
vereinfachte Version der Charakterisierung der 2-Schnitte an, bei der aber alle
technischen Details unterdriickt werden.

Satz[B-W 88], [St89b]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem alge-
braisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik p >, L, eine p-Hiille von L und T
ein Torus maximaler Dimension in L,. Fiir o, f € T* sei L(a, f) = 2,-, jecF(p) Lia+jg(T)
ein 2-Schnitt von L bez. T. radrL(a,p) bezeichne das maximale T-invariante
auflosbare Ideal von L(a,f). Sei K:=L(a,f)/radrL(a,B) der T-halbeinfache
Quotient und S=®, ;,S; die Summe der minimalen T-invarianten Ideale von K.
Dann gilt:

1) r<2,
2) es gibt einfache Lie-Algebren G;vom klassischen oder Cartan-Typ, so daf jedes S;
von der Form S;= G;® K[X,,..., X, ]/(X{,...,X}) ist. O

Block und Wilson haben in [B-W 88] den hierzu analogen Satz zunichst fiir
einfache Lie-p-Algebren bewiesen. Zum Beweis des Resultates fiir beliebige
einfache Lie-Algebren zieht man dieses Ergebnis heran. Deshalb sind die in
[B-W 88] angegebenen Beweise substantieller Teil der Beweise der entsprechenden
Sitze fiir beliebige einfache Lie-Algebren.

C) Erkennungssiitze

Nachdem man die Schnitte bestimmt hat, setzt man diese Informationen
zusammen und verwendet Satze, die die Algebren zu erkennen gestatten. Man
schlieBt aus der Kenntnis der 1-Schnitte L(«), daB es genau eine Unteralgebra Q(a)
von L(a) gibt mit folgenden Eigenschaften
(i) rad L(a) c Q(a),

(ii) Q(e) ist auflésbar oder Q(a)/rad Q(«) ist klassisch einfach,

(iii) dim L(a)/Q(a)<2.

Nach [B-W 88] kann man mit Hilfe der Strukturaussagen iiber die 2-Schnitte
L(e,f) den Ausgangstorus T so twisten (durch Anwendung von ,Winter’s
exponential mapping*“), daBl man als Ergebnis einen Torus 7° maximaler Dimen-
sion in L, erhilt, der in den 1-Schnitten L(«) bez. T" die Unteralgebra Q(a)
invariant 148t, m.a.W. fiir den [T, Q(a)] < Q(«) gilt. Ein solcher Torus heif3t
optimal. Fiir einen optimalen Torus zeigen [B-W 88] (fiir Lie-p-Algebren) und
[B-O-St] (fiir den allgemeinen Fall), dal mit x€ Q,, y € Qg auch [x, y] € @, gilt,
d.h.daB Q:= zae(p). QO(a)= Zae(r). Q.(T") eine T'-invariante Unteralgebra von
L ist.

Wenn jeder 1-Schnitt auflosbar oder von klassischem Typ ist, dann gilt nach
Konstruktion Q=L. Gibt es dariiber hinaus einen nicht auflésbaren 1-Schnitt,
dann 148t sich nach [St91] auf grund der Kenntnisse iiber die 2-Schnitte der fol-
gende Erkennungssatz auf L anwenden. Man erkennt mit ihm, daf} L klassisch ist.
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Satz (Axiome von Mills-Seligman [Se]). Sei p > 3. Eine einfache Lie-Algebra
L ist klassisch, wenn L eine abelsche CSA H besitzt, so daf gilt:
a) L=®,cys Lo mit L,={xeL|[h,x]=a(h)xVheH}, d h. H ist ein Torus,
b) fiir « +0 ist [L,, L_,] eindimensional,
c) fiir Wurzeln a, B, f+0 sind nicht alle {a + kf|k € GF(p)} Wurzeln. O

Falls L einen 1-Schnitt besitzt, der weder auflésbar noch von klassischem Typ ist,
dann erhilt man nach Konstruktion Q = L. Daher 146t sich mit Hilfe von Q eine T"-
invariante Filtrierung von L konstruieren,

L= Q(_,) D Q(,]) ] Q(O) = Q D...D Q(s) = {O}

Hierbei ist Q) das maximale T’-invariante Ideal von Q, das nilpotent auf L
operiert, Qy={xeL|[x,Qnlc 0}, und

Qi+n=1{xe Qullx, 9cnlc Qw} >0,
Q-1 =1[9w -l + Q) i<-1.

Zu jeder filtrierten Lie-Algebra kann man in kanonischer Weise eine graduierte
Lie-Algebra gr (L) konstruieren, indem man auf dem Vektorraum & Q;,/ Q1) die
Multiplikation komponentenweise mit Hilfe von Representanten definiert. In der
vorliegenden Situation 148t sich ein Resultat von B. Weisfeiler [We] anwenden.
Man erhalt

A%

Satz[StIV]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p >'1, L, eine p-Hiille von L und T' ein
optimaler Torus in L,. Sei Q#L und gr (L) die mittels Q definierte graduierte Lie-
Algebra. Dann gilt:

1) T’ operiert auf gr(L). gr(L) besitzt genau ein minimales T -invariantes Ideal
AL, T).

2) A(L,T") ist homogen bez. der Graduierung von gr (L).

3) Es gibt eine einfache graduierte Lie-Algebra S(L,T') und meN mit
AL, T)=SL, T")® A(m; 1).

4) Die Graduierung von S(L,T’) liefert die Graduierung von A(L,T'), d.h.
SWL,T");®A(m; 1) wird bei dem in 3) angegebenen Isomorphismus auf A(L,T');
abgebildet. O

Zur Bestimmung von S(L, T") greift man zuriick auf Untersuchungen in L. Jeder 2-
Schnitt Q(a, f) von Q operiert auf allen Unterrdumen Z,-, je6F(p Lyvia+jp/ Qp+iaip
(ye(T")*). Die Strukturaussagen iiber die 3-Schnitte L(ea,f,y) lassen deshalb
Folgerungen iiber die Struktur der 2-Schnitte von Q zu. Daraus erhilt man
Informationen iiber Q/Quycgr(L). Nun beachtet man, daB A(L,T"),=
S(L,T")y® A(m; 1) ein T'-invariantes Ideal in Q/Q(; ist und erhilt schlieflich als
Ergebnis, daB man auf S(L,T"){’/{Z(S(L, T')) NS, T")"} die Axiome von
Mills-Seligman anwenden kann. Damit sieht man sich in der Lage, auf S(L, T") die
graduierte Version [Kac 70] des folgenden Erkennungssatzes anzuwenden.
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Satz (Recognition Theorem)[Kac 70], [Kac 74], [Wil 76]. Sei L eine einfa-
che Lie-Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper F der Charakteristik
p>5 und L, eine maximale Unteralgebra. Sei L,_yy ein Unterraum und

L=L(_,):> DL(_])DL(O)D

eine Filtrierung mit folgenden Eigenschaften;

a) L1y/Ly, ist ein irreduzibler Lgy»-Modul

b) XEL(k), [JC,L(_])]CL(k)=x€L(k+1) k>0

C) XEL(k), [X,L(l)]CL(k+2)=>XEL(k+1) k<0

d) L /Lqy ist die direkte Summe von klassisch einfachen Algebren; gl(n), sl(n)
(p|n); eindimensionalen Algebren

€) Ly/Lq) ist eine Lie-p-Algebra, und die Aktion von L)/Ly auf L_1)/L o, definiert
eine p-Darstellung.

Dann ist L klassisch oder vom Cartan-Typ. O
Man erhilt hieraus

Satz[StIV]. S(L,T") ist als graduierte Algebra isomorph zu einer Lie-p-
Algebra von Cartan-Typ. a

Diese Information iiber das Ideal A(L, T") in gr (L) liefert starke Strukturaussagen
iiber L selbst. Sie gestatten die Anwendung des Recognition Theorems und des
folgenden Erkennungssatzes.

Satz[Wil76]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p > 3. L enthalte eine maximale Unteral-
gebra L), so daf eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist
b) es gibt Y e L, mit

dim ([Y, L]+ L))/Lgy=1, (LY, [Y, Lo)]l, L] & L.
Dann ist L klassisch vom Typ A oder C oder vom Cartan-Typ. 0O

Man erhilt durch leichte zusatzliche Uberlegungen dariiber hinaus, daB fir Q=L
nur Lie-Algebren vom Cartan-Typ auftreten.

Im letzten noch verbleibenden Fall ist jeder 1-Schnitt auflésbar. Hier haben
Wilson und der Autor mit einer etwas direkteren Methode gezeigt, daB L vom
Cartan-Typ ist. Es gilt sogar genauer, dal nur bestimmte Spezielle Algebren
S(m; n; &)V oder Hamiltonsche Algebren (ndmlich die Algebren von Block)
auftreten.

§4  Kleine Charakteristiken

Fiir p <7 trifft man schon in einem frithen Stadium dieses Klassifikations-
programmes auf weitere Schwierigkeiten. Der oben erwdhnte schwache Ersatz fiir
den Satz von Lie konnte zunichst nur fiir p>7 bewiesen werden. Ein neues
Ergebnis, das kiirzlich von A. A. Premet (Minsk) publiziert wurde, bringt weitere
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Klarheit zu diesem Problem. Wir bemerken dazu, daB fiir p = 5 eine weitere Klasse
von Algebren bekannt ist, die sogenannten Melikjan-Algebren g(m,n) der
Dimension 5”*"*!. Die Melikjan-Algebren besitzen nicht-triangulierbare CSAen
[Ku]. Der folgende Satz ist eine leichte Variation des Originalresultats.

Satz[Pre]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik p und H eine CSA von L.
1) Fiir p>5 operiert H® nilpotent auf L.
2) Seip=>5. Wenn H® nicht nilpotent auf L operiert, dann gibt es Wurzeln a, 8 bez.
H, so daf der Quotient des 2-Schnittes L(a, B) nach einem geeigneten maximalen
Ideal M(e, ) isomorph ist zu einer Melikjan-Algebra L(a, B)/M(a,B)=g(1,1). O

Mir scheint dieses Resultat der entscheidende Schritt dafiir zu sein, daB man die
Einschriankung an p auf die Bedingung p > 3 reduzieren kann. Die Bedingung an
die Charakteristik wird zwar auch an weiteren Stellen der Beweise fiir die
Klassifikation benétigt. Dort wird sie aber nach allen bisherigen Erfahrungen mit
der Ausdehnung der Klassifikationsresultate auf immer groBere Teilklassen
vermutlich leichter zu ersetzen sein. Premet schlieft aus dem genannten Satz z. B.

Satz[Pre]. Sei L eine einfache Lie-Algebra iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper der Charakteristik p > 3. L besitze eine CSA H von toralem Rang
linL, d. h. es gebe eine Wurzel a bez. H, sodaf L= ;. GF(p)Lia gilt. Dann ist L eine
Algebra vom Typ s1(2), W(1; n), oder H(2; n; ®)®. O

Aus diesem Satz kann man ziemlich direkt folgern, daB die 1-Schnitte einer
einfachen Lie-Algebra fiir p > 3 in der gleichen Weise beschrieben werden, wie wir
es oben fiir p>7 getan hatten. Nach meiner Einschidtzung gibt es nun keine
prinzipiellen Hindernisse mehr fiir eine Klassifikation bei p > 3. Die bisherigen
Methoden von Block, Wilson und dem Autor sollten zusammen mit der
Premetschen Modifikation ausreichen, dies Problem zu 16sen. Deshalb glaube ich,
daB der Klassifikationssatz auch fiir p=7 richtig ist, daB fiir p=5 auBer den
klassischen und Cartan-Typen nur noch die Klasse der Melikjan-Algebren
existiert, und daB diese Vermutung in Kiirze bewiesen werden wird.

Bei den Charakteristiken p =2, 3 stellt sich das Problem in ganz anderer Weise.
Man erhilt schon bei den klassischen Algebren neue Phinomene: die Wurzelketten
a+if haben im klassischen Fall iiber € hochstens die Linge 4. Fiir Charakteristik
0 oder p > 5 gibt es also Liicken in diesen Ketten. Die Existenz dieser Liicken ist ein
sehr wichtiges Argument bei der Klassifikation dieser Algebren. Aus simplen
arithmetischen Griinden fehlen sie fiir p<3. Damit bricht bereits fir die
klassischen Algebren eine fundamentale Argumentation zusammen. Diese beweis-
technische Uberlegung wird untermauert durch die Tatsache, daB es fiir p=2,3
eine Unzahl neuer Algebren gibt. Um ein Beispiel vorzustellen, betrachten wir den
Fall p=2. Die Algebra s/(2) ist dann nicht mehr einfach, sondern nilpotent. Die
einzige einfache Lie-Algebra der Dimension 3 hat die Multiplikationstabelle

[e:f] = h9 [h’ e] =e, [h’f] =f:
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Es gilt (ad e)®#0, und deshalb ist dies keine Lie-2-Algebra. Man rechnet leicht
nach, daB die kleinste Lie-2-Algebra, die diese 3-dimensionale Algebra enthilt,
bereits 5-dimensional ist.

Ich betrachte die Klassifikation fiir diese Charakteristiken nicht als ein Problem,
daB in absehbarer Zeit 1osbar wire.

§5 Isomorphismen

Im dritten Abschnitt haben wir die Klassifikation auf das Problem der
Isomorphismen zwischen klassischen und Cartan Typ Lie-Algebren zuriickge-
fithrt. Da die einfachen Lie-Algebren vom Cartan-Typ genau die einfachen Lie-
Algebren mit nichttrivialen sandwich-Elementen sind, gibt es keine Isomorphis-
men zwischen Lie-Algebren von klassischem und Cartan-Typ.

Die Isomorphismen zwischen den klassischen Algebren sind bekannt, und lassen
sich unterdriicken, indem man fiir die vier Serien die auch bei den Algebren iiber €
iiblichen Einschriankungen an die Réange macht [Se].

Den Beweis der folgenden Eigenschaft der Cartan-Typen findet man zum Beispiel
in [Ba-St]. Eine Lie-Algebra L vom Cartan-Typ W(m; n) oder X(m; n; @)@ mit
Xe{S, H, K} besitzt genau eine maximale Unteralgebra L der Kodimension < m.
Bezeichnet L ;) das maximale Ideal von Ly, das auf L nilpotent operiert, so ist L)/
Ly isomorph zu gl(m), sl(m), sp(m) oder sp(m—1)@®F, entsprechend den vier
Familien. Daher sind die Anzahl m der ,,Unbestimmten“ und der Typ W, S, H, K
Isomorphieinvarianten. Weiterhin gilt bei vorgegebenen Typ und m folgendes.

W (m; n)und W(m; n’)sind genau dann isomorph, wenn »n’ durch eine Permutation
aus n gewonnen wird [Wil 71]. Sind S(m; n; ) und S(m; n’; @) isomorph, so
entsteht n’ aus n durch eine Permutation [Kac74]. Bei festem n gibt es (in
Abhingigkeit von @) nur endlich viele Isomorphieklassen [Wil 80]. In der Familie
der Hamiltonschen Lie-Algebren gibt es bei festem m und n unendlich viele
Isomorphietypen (Skryabin 1986). Auch fiir die Familie der Kontaktalgebren hat
Skryabin alle Isomorphieklassen bestimmt. Zu vorgegebener Dimension gibt es
wiederum nur endlich viele Isomorphietypen.

§6  Weitere Resultate

Zusammenfassend kann man sagen, dafl das Klassifikationsproblem zum
grofien Teil gelost ist. Einige noch offene Fragen stehen vor einer Losung, wihrend
einige Spezialfragen wohl im Augenblick nicht vollstindig klarbar sind. Bemer-
kenswerterweise haben sich aber durch diese Lésung Wege zu anderen interessan-
ten Problemen gedffnet, fiir die sowohl die Ergebnisse als die Methoden der
Klassifikation benutzt werden. Zwei Beispiele will ich andeuten.

A) Unendlich dimensionale Algebren

Wir sind interessiert an einer Charakterisierung von unendlich dimensio-
nalen Lie-Algebren und streben eine Beschreibung durch direkte Limiten von
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endlich dimensionalen Algebren an. Um die Klassifikationsresultate endlich
dimensionaler Lie-Algebren anwenden zu kdnnen, setzen wir allgemein voraus

(A1) Fist ein algebraisch abgeschlossener Korper der Charakteristik p > 7.

Natiirlich mufl man geeignete Endlichkeitsbedingungen einfithren, denn sonst sind
kaum Strukturaussagen zu erwarten. In einem ersten Schritt bietet sich an

(A2) Listlokal-endlich, d. h. je endlich viele Elemente von L erzeugen eine endlich
dimensionale Unteralgebra.

Selbst mit dieser Voraussetzung ist die Beschreibung von L durch direkte Limiten
von endlich dimensionalen Lie-Algebren schwierig. Es gibt ndmlich, um ein
Beispiel fiir die auftretenden Schwierigkeiten zu nennen, natiirliche Zahlen ¢ und
verschiedene Einbettungen

On, Wn i sI(t™) = sl(t"*Y)  furalle neN,

so daB die zu (¢,) und (y,) gehérigen direkten Limiten einfache, lokal endliche,
aber nicht isomorphe Lie-Algebren sind. Man muB also zur Bestimmung der
direkten Limiten nicht nur die Isomorphietypen der endlich dimensionalen
Algebren, sondern auch deren Einbettungen genau kennen - fiir klassische
einfache Lie-Algebren ein nahezu unlésbares Problem. Die Lie-Algebren vom
Cartan-Typ verhalten sich in dieser Hinsicht sehr viel starrer. Um dieses Phinomen
beherrschen zu kénnen, setzen wir weiter voraus, daB die klassischen Faktoren
beschrankt sind.

(A3) Es gibt eine natiirliche Zahl d, so daB fiir jede Unteralgebra G von L und fiir
alle maximalen Ideale I von G eine der beiden Voraussetzungen gilt

a) dimpG/I < d,

b) G/Iist einfach vom Cartan-Typ.

Wir erinnern an die Definition einer geeigneten Filtrierung. Sei L, eine maximale
Unteralgebra endlicher Kodimension, L, das grofte Ideal von L), welches
nilpotent auf L/L, operiert, und

Ley:={xeL|[x,Lyl cL},

L.y :={xeLyllx,L.ylcLy} i>0,

L(i—l) = [L(,'), L(-l)] + L(,') i<l

In gewissem Sinn lassen sich unter der Voraussetzung (A1) bis (A3) die Algebren
klassifizieren.

Satz [Ba-St], [St 92]. L sei eine einfache, unendlich dimensionale Lie-Algebra
iiber dem Korper F und erfiille (A1) bis (A3). Dann gilt:
1) Es gibt eindeutig bestimmte X e {W,S,H,K} und meNN, so daf L der direkte

Limes von einfachen Unteralgebren vom Cartan-Typ {U<L|3n, ® mit U=X(m; n;
D)} ist. N
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2) Es gibt eine maximale Unteralgebra L) der Kodimension m. Sei L) das maximale
Ideal von L), daf auf L/L ) nilpotent operiert. Dann ist L,/Ly entsprechend dem
Typ X isomorph zu gl(m), si(m), sp(m) oder sp(m—1)e F.

3) Seigr(L)die graduierte Algebra, die durch die von L) bestimmte Filtrierung von L
definiert wird. Es existierenn,,...,n, e N U{®}, n:=(ny,...,n,) mit der Eigenschaft

gr(L) = X(m; n)@. O

Zum Beweis verwendet man den Klassifikationssatz, aus der Gruppentheorie
bekannte Methoden (,lokale Systeme®) und genaue Kenntnis der Eigenschaften
der Cartan Typ Lie-Algebren sowie ihrer Automorphismen.

B) Support-Varietiiten, Wachstum von Kohomologie-Gruppen,
Darstellungstyp, etc.

Zu jeder endlich dimensionalen Lie-p-Algebra L mit p-Abbildung [ p] und jeder
Linearform y e L* existiert eine endlich dimensionale assoziative Algebra U(L, x),
die y-reduzierte Universelle Einhiillende. Man erhilt sie, indem man aus der
unendlich dimensionalen Universellen Einhiillenden U(L) das Ideal herauskiirzt,
welches durch den Untervektorraum {x? — x[?! — y(x)?1|x e L} des Zentrums von
U(L) erzeugt wird. U(L, ) besitzt die folgende universelle Eigenschaft.

Eine Darstellung o:L—gl/(M) von L heiBt y-Darstellung, wenn o(x[?)=
o0(x)? —x(x)?idy, fur alle xeL gilt. M heilit dann ein y-Modul fiir L. Jede
x-Darstellung von L 146t sich nun in eindeutiger Weise zu einer (assoziativen)
Darstellung o:U(L,y)—End (M) fortsetzen. Fiir y=0 schreibt man auch
U(L,0)=u(L) und die entsprechenden Darstellungen und Moduln nennt man
p-Darstellungen und p-Moduln.

Das Wachstum gines graduierten Vektorraumes X :=@ X, wird angegeben durch
die Folge (dim X})). X hat polynomiales Wachstum, wenn es Zahlen a, ¢ gibt mit

dimX, <an¢! firalle neN.

Sei M ein endlich dimensionaler U(L, y)-Modul und (P,) eine minimale projektive
Auflésung von M. Die kleinste natiirliche Zahl c, fiir die es eine Konstante a gibt,
so daB dim P, <an®~! fiir alle n e N gilt, heiBt die Komplexitit ¢; (M) des Moduls
M. Man sieht relativ leicht, daB} der triviale Modul F polynomiales Wachstum hat.
Nach J.C. Jantzen [Ja] 1aBt sich die Komplexitit in der folgenden Weise
beschreiben.

Satz[Ja]. Sei F algebraisch abgeschlossen und (L, [ p]) eine endlich dimensio-
nale Lie-p-Algebra iiber F. Dann ist die Komplexitit c (F) die Dimension der
algebraischen Varietdt {x e L|x'" =0}. O.

E. Friedlander und B. Parshall [F-P] konnten dhnliche Ergebnisse fiir L-Moduln zu
einem beliebigen Charakter herleiten.

Aufgrund der Definition schlieBt man unmittelbar

dimg Extlq)(F, M) <a(M)nH -1 firalle neN.
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Man kann sogar genauer zeigen, dal ¢, (F)— 1 der kleinste Exponent ist, der diese
Ungleichung erfiillt.

Die Komplexitit ¢, (F) einer Lie-p-Algebra sagt etwas aus iiber den Darstellungs-
typ von u(L). Eine endlich dimensionale assoziative Algebra heiBt von endlichem
Darstellungstyp, wenn es nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer A-
Moduln gibt. 4 ist vom zahmen Darstellungstyp, wenn es a) unendlich viele
Isomorphieklassen endlich erzeugter unzerlegbarer Moduln gibt, und b) man diese
durch 1-Parameterfamilien beschreiben kann, von denen es zu jeder Dimension
nur endlich viele gibt. Wenn 4 weder zahm noch von endlichem Darstellungstyp
ist, dann heifit 4 wild. Nach J. Rickert [Ri] ist (L) wild, sofern ¢, (F) > 2 gilt. Lie-p-
Algebren mit ¢, (F) <2 lassen sich nun vollstindig beschreiben.

Satz[F-St 92], [F-St]. Sei (L, [ p]) eine Lie-p-Algebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper F der Charakteristik p > 2. T bezeichne den maximalen Torus
von Z(L), und N(L) sei das (eindeutig bestimmte) maximale nilpotente Ideal von L. Es
gilt genau dann ¢, (F) <2, wenn L von folgendem Typ ist.

1) L=Ge®Z(L)ist die direkte Summe einer Unteralgebra G =sl(2)(=Fe® Fh® Ff)
mit dem Zentrum Z=Z(L). Es gilt dim Z/ZP) < 2. G & T zusammen mit [ p) erzeugt
die gesamte Algebra. Genauer gilt dim Z/Z'P) < 1, oder e'”) und 1) sind modulo Z!?!
linear unabhdngig und die Konstanten a, B, definiert durch h'P) —h=ael?) + g f17]
modulo Z!7), erfiillen aff + 1.

2) List auflosbar L/N(L) ist ein hichstens 2-dimensionaler Torus. Es gilt N(L)? = {0}
und dim N(L)/N(L)P < 2. O

Hieraus leitet man eine Liste aller Lie-p-Algebren L ab, fiir die #(L) von endlichem
Darstellungstyp oder zahm ist.

Satz[F-St 92], [F-St], [P-V], [V]. Sei (L, [ p]) eine Lie-p-Algebra iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper F der Charakteristik p.

1) Seip>2.u(L)ist genau dann von endlichem Darstellungstyp, wenn L die folgende
Gestalt hat:

a) L/N(L) ist ein hochstens eindimensionaler Torus.
b) N(L) ist abelsch und N(L)/T ist nilzyklisch.

2) Sei p>3. Ist u(L) vom zahmen Darstellungstyp, dann gilt L=5sl(2)® Z(L), und
dimZ/Z'"" < 1. Go T zusammen mit [ p] erzeugt die gesamte Algebra. O

Zum Beweis dieser Ergebnisse beachtet man, daB die Einschrinkung an die
Komplexitit, interpretiert als die Dimension von {x € L|x[?)=0}, Informationen
iber den Verband der p-Unteralgebren von L liefert. Man setzt nun nicht die
Resultate, sondern die Methoden der Klassifikation ein, um hieraus die nétigen
Schliisse zu ziehen.
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Buchbesprechungen

Nadaraya, E. A., Nonparametric Estimation of Probability Densities and Regression
Curves, Dordrecht: Kluwer Academic Publishers 1989, 213 S., Df1. 170.00

Kernschitzer und verwandte Verfahren zur nichtparametrischen Kurvenschitzung
entwickeln sich gegenwirtig zu einem etablierten Handwerkszeug der Statistik, nachdem in
der jiingeren Vergangenheit zahlreiche Publikationen auch zu einer besseren theoretischen
Fundierung beigetragen haben. Nadaraya ist einer der Pioniere dieses Teilgebiets der
mathematischen Statistik, und das vorliegende Buch macht die Ergebnisse seiner langjahri-
gen Arbeit einem breiten, des Russischen nicht michtigen Publikum zuginglich.

Der erste Teil des Buches widmet sich Kernschitzern fiir uni- und multivariate
Wahrscheinlichkeitsdichten. Zuerst werden unter verschiedenen Glattheitsannahmen an
die zu schitzende Dichte und an den Kern die bekannten asymptotischen Entwicklungen fiir
den mittleren quadratischen Schitzfehler und fiir sein Integral hergeleitet. Sie werden auf
ihre Konsequenzen fiir die Konsistenz der Kernschitzer und die Wachstumsrate des
Glattungsparameters hin untersucht. Im sich anschlieBenden zweiten Kapitel leitet
Nadaraya wesentlich stirkere Konsistenzaussagen her: er zeigt hier die fast sichere
Konvergenz der Kernschitzer in der Supremums und L?-Norm und in der Totalvariations-
norm, angewandt auf die zu den Dichten gehérenden MaBe. Das dritte Kapitel ist
schlieBlich der Herleitung der Grenzverteilungen von standardisierten Abweichungen eines
Kernschitzers zur zugrundeliegenden Dichte bzw. zu einem zweiten, aus einer unabhingi-
gen Stichprobe gewonnenen Kernschétzer gewidmet. Aus diesen Resultaten lassen sich im
Geiste des Kolmogorov-Smirnov-Test Anpassungstests herleiten, aber auch Tests auf
Symmetrie einer Verteilung bzw. auf Unabhingigkeit der Komponenten eines Zufallsvek-
tors.

Der zweite Teil des Buches gibt einen knappen Uberblick iiber die analoge Theorie
der Kernschitzer fiir Regressionsfunktionen. Der dritte und letzte Teil befaBit sich mit einer
anderen Klasse von Schitzern, den empirischen Orthogonalreihenentwicklungen, und gibt
einen Uberblick iiber das Werk Chentsovs.

Der Text ist im Stil einer Originalpublikation, nicht eines Lehrbuchs geschrieben,
und das uniibersichtliche Layout erschwert zusitzlich den Uberblick. Diesen Nachteil
macht allerdings die ausgezeichnete und umfangreiche Einleitung wett, die die wesentlichen
Ideen und Resultate referiert und die Orientierung innerhalb des Textes sehr erleichtert.

Das Buch scheint bis auf eine im Anhang abgedruckte Originalarbeit die
Ubersetzung des russischen Originals von 1983 zu sein.

Entsprechend spiegelt sein Inhalt auch den damaligen Stand wieder und geht nicht
auf Arbeiten ein, die wie die umfangreiche Diskussion der automatischen Glattungsparame-
terwahl erst in jiingerer Vergangenheit entstanden sind. Aber auch in dem vom Buch
erfaBten Zeitraum sind die erwihnten Literaturstellen zweckmiBig, aber keineswegs
vollstdndig. Vor allem die im englischsprachigen Bereich entstandenen Arbeiten werden nur
zu einem kleinen Teil angesprochen.

Auch in anderer Hinsicht ist der Text nicht als Einfiihrung in den gegenwirtigen
Stand des Wissens iiber nichtparametrischen Kurvenschitzer geeignet. Im Gegensatz zu
Silvermans Density Estimation von 1986 oder Hardles Applied Nonparametric Regression
von 1990 fehlt jegliche Diskussion des praktischen Aspekts und der Beziehungen zu anderen
Schétzern wie z. B. Splineglatter. Monte-Carlo-Studien und beispielhafte Anwendungen auf
reale Daten wie auch eine Diskussion der beschriankten Aussagekraft von asymptotischen
Resultaten in diesem Bereich der Statistik sucht man vergebens. Dafiir gibt Nadaraya einen
wesentlichen besseren Einblick in die Mathematik, die hinter der Theorie der Kernschitzer
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steht, und diskutiert dariiberhinaus wesentlich tiefgehendere theoretische Resultate als die
beiden erwihnten einfithrenden Werke. Fiir den mathematisch interessierten Leser, der
fiber die elementaren Grundlagen der nichtparametrischen Kurvenschatzung bereits
informiert ist, ist das vorliegende Buch daher eine wertvolle Erganzungslektiire.

Kaiserslautern J. Franke

Behnen, K., Neuhaus, G., Rank Tests with Estimated Scores and Their Application
(Teubner Skripten zur Mathematischen Stochastik), Stuttgart. B. G. Teubner 1989, 428 S.,
DM 54,-

Der vorliegende Text beschreibt statistische Rangverfahren unter verallgemeiner-
ten Lokationsmodellen fiir einige klassische Problemstellungen und basiert auf Forschun-
gen der Autoren wihrend der letzten Jahre. Die Idee, die diesen Untersuchungen zugrunde
liegt, kann mit wenigen Worten so beschrieben werden: (1) Einfache lineare Rangstatistiken
sind im Shiftmodell optimal fiir Scorefunktionen, die den zugrunde liegenden Verteilungen
angepaBt sind, und sollten mit geeigneten Schitzern approximiert werden. (2) Reine
Shiftmodelle sind in der Praxis unrealistisch und sollten durch verallgemeinerte Modelle der
Form F(x—60D(x)) (x, # € R) mit bekannter Funktion D ersetzt werden.

Die Autoren verkniipfen diese beiden Uberlegungen zu einer geschlossenen Darstellung.
Im verallgemeinerten Shiftmodell werden asymptotisch optimale Tests bestimmt und die
zugehorige Scorefunktion durch einen geeigneten Schitzer approximiert. Der Text ist in 2
Teile gegliedert. Teil 1 enthilt im ersten Kapitel die Modellannahmen und im zweiten
Kapitel eine Darstellung der neuen Teststatistiken in Form eines ,Kochbuches“ zusammen
mit numerischen Beispielen und Monte-Carlo-Studien iiber die Giitefunktion. Der zweite
Teil enthilt die theoretischen Resultate, die der Darstelung in Kapitel 2 zugrunde liegen. Die
Schatzer der Scorefunktion (Kernschitzer und Projektionsschitzer) werden in Kapitel 3 im
Zusammenhang mit dem Zweistichproben-Problem fiir Lokationsparameter behandelt.
Des weiteren behandeln die Kapitel 4-6 das c-Stichproben-Problem, Skalenparameter,
Zensorierung, Symmetrieprobleme und Tests auf Unabhéingigkeit.

Obwohl man Einwinde gegen das gewihlte verallgemeinerte Shiftmodell haben kann,
erscheint dieses Buch als ein gelungener Versuch, traditionelle statistische Denkweisen in
einen groBeren Rahmen zu stellen. Die Darstellung ist klar und gut verstindlich (wenn man
sich die Notation zu eigen gemacht hat). Es sei aber nicht verschwiegen, daBl vom Leser eine
gehorige Portion an Vorkenntnissen iiber Stochastik verlangt wird, insbesonders erscheint
das Buch von Hajek und Sidak als Vorkenntnis unabdingbar. Hinweise zur umfangreichen
Literatur iiber Rangstatistiken finden sich nur duBerst sparlich. Insofern ist das vorliegende
Buch nur mit erheblichen Abstrichen fiir eine Lehrveranstaltung geeignet; fiir Statistiker
kann es nur wirmstens empfohlen werden.

Gottingen M. Denker

Dubin, D. A., Hennings, M. A. Quantum mechanics, algebras and distributions
(Pitman Research Notes in Math. 238), New York u.a.: Longman, 1990, 238 S., £18.50

Es st seit langem bekannt, daf eine mathematisch strenge Darlegung vieler Gebiete
der Theoretischen Physik in der Regel relativ umfangreiche mathematische Hilfsmittel und
Theorien erfordert. Dies zeigen etwa die 4 Bande der ,Methods of Modern Mathematical
Physics“ von M. Reed und B. Simon bei Academic Press sehr eindrucksvoll. Das zu
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besprechende Buch von D. A. Dubin und M. A. Hennings will zur mathematischen
Fundierung und somit zu einem tieferen Verstindnis der Quantenmechanik beitragen.

Wichtige Beispiele von Observablen der Quantenmechanik wie Ortsoperator,
Impulsoperator oder Drehimpuls lassen sich nur durch unbeschrinkte Operatoren im
Hilbertraum realisieren. Dadurch motiviert wird als Observablenalgebra eine unbeschrank-
te Operatorenalgebra genommen: die *-Algebra Lt (S(IR?N)). Diese besteht aus allen auf
dem dichten Bereich W :=S(R?YN) im Hilbertraum L~ (R3YN) definierten linearen Operato-
ren, die zusammen mit ihrem Adjungierten den Bereich W invariant lassen. Die Zustéinde
werden als lineare Funktionale auf der Observablenalgebra L (W) definiert, die auf dem
Kegel der positiven Operatoren nichtnegativ sind. Es 148t sich dann beweisen, daB} alle
Zustinde auf LT(W) durch eine Dichtematrix gegeben werden konnen. In diesem
allgemeinen Schema wird in dem Buch Quantenmechanik betrieben. Die physikalischen
Begriffe und Prinzipien werden dabei immer im engen Zusammenhang mit der Beschrei-
bung der notigen mathematischen Strukturen diskutiert, wobei die algebraischen Aspekte
und die Theorie der lokalkonvexen Riume eine besondere Betonung erfahren. Dem
Charakter des Buches entsprechend, werden die (physikalischen und mathematischen)
Begriffe immer exakt definiert und gut motiviert, fiir Beweise mathematischer Resultate
wird aber haufig auf die Literatur verwiesen.

Kapitel 2 behandelt die allgemeinen Grundlagen der Quantenmechanik. Es werden
Zustinde, Observable, die kanonische Vertauschungsrelationen und ein Eindeutigkeitssatz
fiir ihre Darstellungen (basierend auf einer Arbeit von Kristensen, Mejlbo und Thue-
Poulsen), Drehmoment, Spin u. a. diskutiert. Danach wird systematisch mit dem Aufbau
des algebraischen Zugangs begonnen. Kapitel 3 befaBt sich mit topologischen Algebren und
Kapitel 4 mit der Observablenalgebra L*(W). In Kapitel 5 werden die Zustinde des
Quantensystems und in Kapitel 6 die Dynamik und die Symmetrien des Systems untersucht.
Zur Inhaltsbeschreibung seien einige Stichworte aufgezihlt: Positivititskegel, Ordnungsto-
pologie, gleichmiBige Topologie, GNS-Darstellung, verallgemeinerte Eigenvektoren, ergo-
dische Zustiande, Extremalzerlegung von Zustinden. Kapitel 6 gibt in dem beschriebenen
Kontext einen interessanten Zugang zur Theorie der Quantenmessung; er beruht auf einer
gemeinsamen Arbeit von D. A. Dubin mit J. Sotelo-Campos.

Das Neue an dem Buch von D. A. Dubin und M. A. Hennings ist, daB hier - wohl
erstmalig in einem Buch - die Quantenmechanik im Kontext allgemeiner topologischer
Algebren bzw. unbeschriankter Operatorenalgebren behandelt wird.

Leipzig K. Schmiidgen

Mazzola, G., Geometrie der Tone (Elemente der mathematischen Musiktheorie),
Basel u. a.: Birkhiuser-Verlag 1990, 380 S., 107 Abb., 7 Notenbeispiele, 6 Tabellen, geb.,
DM 98,~

Mathematik und Musik sind einander im Laufe der Geschichte vielfaltig begegnet.
Die Tonhohenarithmetik der Pythagoreer ist ein frithes Beispiel. Augustinus weithin
wirkende Schrift ,De musica“ behandelte auch das Zahlenspiel der Rhythmen. Strenge
Formen der Komposition, allen voran die Fuge, haben mathematische Strukturen der
Musik einem groen Publikum nahegebracht. Komponisten wie Boulez, Ligeti und Xenakis
haben sich mathematischer Instrumentarien bedient. Das Kult-Buch ,,Gddel-Escher-Bach*
von D. Hofstadter hat die Idee des Selbstbezugs bis in die Musik hinein verfolgt.

Der Autor, zahlreichen DMV-Mitgliedern durch einen Vortrag auf einer Jahresta-
gung bekannt, unternimmt in dem vorliegenden Buch den Versuch einer alle Aspekte der
Musik umspannenden systematischen Theorie unter Einsatz eines vielfiltigen Instrumenta-
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riums mathematischer Strukturen: Gruppen, Moduln, Mannigfaltigkeiten u. a. m. Das hat
z. T. veranschaulichenden Charakter, etwa wenn die 12-Tonskala Z mod 12 als Torus
(Zmod3)®(Zmod4), der dann in den R3 eingebettet wird, dargestellt wird, um
Terzverhiltnisse in geometrische Lagebezeichnungen zu iibersetzen und dadurch sichtbar
zu machen. Besonders originell finde ich die Darstellung von Kompositionen als globaler
Atlas aus lokalen Kompositionselementen nach dem Mannigfaltigkeiten-Schema. Ebenso
die hier auf eine mathematische Form gebrachte Begriindung dafiir, daB ausgerechnet die
Besetzung Geige-Geige-Bratsche-Cello erforderlich war, um gewisse Fiille-Anforderungen
minimal zu realisieren.

Mathematikern bietet das Buch u.a. die Moglichkeit, das, was ihnen bei den
Verlautbarungen mathematisch nicht oder kaum vorgebildeter Musiktheoretiker unver-
standlich blieb, nunmehr unter Ausnutzung mathematischen Gewu3t-Wo’s rasch, umfas-
send und griindlich zu lernen, um sich dann unter Musikern - er lernt in diesem Buch die
Ideen vieler kennen - etwa so bewegen zu kénnen, wie einst, von v. Neumann-Morgenstern
belehrt, unter im wesentlichen verbal arbeitenden Okonomen. Ob die Musiker in dhnlicher
Weise zur Mathematik aufschlieBen werden, wage ich zu bezweifeln — zu bedeutend und
bereits befriedigend ist hier die bare Vitalitit, an der es mathematisch hochstens
nachtriglich etwas zu deuten gibt. Doch mdochte ich meinen, dal manche neuartige Idee
des Verfassers, vielleicht aufs Laienniveau heruntergeholt, in die Gedankenwelt der
Musik-Theoretikerschaft Eingang finden wird. Ein in den Geisteswissenschaften probates
Mittel, solche Verbreitung zu fordern, niamlich die Entfaltung einer imponierenden
Terminologie, hat der Autor jedenfalls nicht verschméht — der Mathematiker sieht’s mit
leiser Skepsis.

Ein Mathematiker, der das Buch durchstudiert hat - es liest sich angenehm - diirfte
musiktheoretisch fest im Sattel sitzen. Und das ist sicher ein lohnendes Ziel.

Erlangen K. Jacobs

Levendorskii, S., Asymptotic distributions of eigenvalues of differential operators,
Dordrecht u.a.: Kluwer Academic Publishers 1990, 267 S., DFL 220

Die vorliegende Monographie beschéftigt sich mit der Asymptotik der Eigenwerte
von (Pseudo-) Differentialoperatoren. Als Hauptanwendungsgebiete werden Probleme aus
der mathematischen Physik angesprochen, die Zusammenhinge zur (Riemannschen)
Geometrie werden hingegen kaum beriihrt. Folgende Themen werden behandelt:
Kapitel 1: Weyl-Hérmander-Kalkiil fiir Pseudodifferentialoperatoren — Kapitel 2: Approxi-
mation von Spektralprojektoren (skalar- und matrixwertig) — Kapitel 3: Operatoren in
beschriankten Gebieten (elliptische Operatoren vom Douglis-Nirenberg-Typ, allgemeine
Randwertprobleme fiir elliptische Operatoren, der elektromagnetische Resonator, lineari-
siertes Navier-Stokes-System) - Kapitel 4: Operatoren in unbeschrinkten Gebieten
(Schrodinger-Operatoren, Dirac-Operatoren) — Kapitel 5: Asymptotik des Spektrums von
Pseudodifferentialoperatoren mit operatorwertigen Symbolen - Kapitel 6: Entartete
Differentialoperatoren (Schrédinger Operatoren mit homogenen Potentialen, entartete
Operatoren in beschrinkten Gebieten, entartete Operatoren in unbeschrankten Gebieten).

In einem Anhang werden einige Resultate aus der Variationsrechnung fiir
quadratische Funktionale zusammengestellt. Ferner gibt es eine kurze Besprechung der
Literatur und eine insbesondere in Bezug auf das russisch-sprachige Schrifttum umfangrei-
che Bibliographie (16 '/ Seiten). Ein wenig albern wirkt das Stichwortverzeichnis: Es gibt 30
Eintragungen, fiinf davon lauten: Weyl Symbol, Weyl symbol principal, Weyl symbol
classical, Weyl symbol left, Weyl symbol right.
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Das Buch ist schwer lesbar, teilweise ungenau geschrieben, es fehlen z. B. éfters
saubere (auffindbare) Definitionen. Trotzdem glaube ich, daB fiir Experten die vorliegende
Monographie hilfreich ist, um sich iiber die Arbeiten aus dem russisch-sprachigen Raum in
diesem hochinteressanten Gebiet der Analysis zu informieren.

Erlangen N. Jacob

Hilgert, J., Hofmann, K. H., Lawson, J. D., Lie Groups, Convex Cones and
Semigroups, Oxford: Oxford Univ. Press 1989, 6458S., £55.00

Kausalitdt und Ordnung spielen eine groBe Rolle in der Mathematik und in der
theoretischen Physik. Einer der Grundgedanken der Relativititstheorie ist, daB jedem
Punkt m der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit M ein Lichtkegel in dem Tangentialraum T,,(M)
zugeordnet ist, M3 m+— C(m) c T,,(M). Dieses Kegelfeld gibt den moglichen Ereignissen
eine Richtung und erzeugt eine lokale oder globale kausale Ordnung auf der Mannigfaltig-
keit. Dabei ist m < n, n ist von m erreichbar, genau dann wenn es eine kausale Kurve a gibt
mit 0.(0) =m und a(1) =n, wobei a kausal genannt wird, wenn &.(¢) € C(a(2)) fiir alle # > 0 gilt.
Ist die Mannigfaltigkeit M homogen M = G/H, G zusammenhingend, und operiert G kausal
auf M, d.h. dl(C(m))c C(l,(m)), wobei I/, der Diffeomorphismus m—g-m ist, so
gilt fiir alle he H, dl,(C(eH))=C(eH). Damit ist C(eH) ein invarianter Kegel in dem
Vektorraum T,4(G/H). Ist umgekehrt C ein H-invarianter Kegel in T,5(G/H), so ist
gH~ C(gH):=dl,(C) ein Kegelfeld und die Operation von G ist kausal. Die kanonische
Abbildung n: G — G/H induziert eine surjektive lineare Abbildung dn : g — T,5(G/H). Es ist
Ci=n—1 (C(eH)) ein H-invarianter Kegel in g. Wir bemerken, daB = C ~—C. Hiermit
stolen wir auf die Probleme:
1. Gegeben sei eine Liesche Gruppe H, die auf den Vektorraum V operiert. Klassifiziere alle
unter H invarianten Kegel in V.
2. Sei H eine in G abgeschlossene Untergruppe. Bestimme alle unter H-invarianten Kegel
in g.

Der (lokalen) invarianten Ordnung auf M ist ein zweites Objekt zugeordnet. Die
kausale (lokale) Halbgruppe S wird definiert durch

S:={ge G|gH>eH)}.

Ist umgekehrt eine Halbgruppe in G gegeben mit H< S ~.S™!, so 148t sich eine G-
invariante Ordnung auf M durch aH > bH genau dann, wenn b "lae S gilt, definieren. Die
Halbgruppe besitzt einen Tangentialkegel C(S) in der Lie-Algebra von G. Ist S abgeschlos-
sen, so ist

C(S)={Xey|Vt>0:exptXeS}.
Ein zweiter Fragenkomplex ist dann

3. Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Halbgruppe S und dem Kegel C? Ist die
Halbgruppe S in irgendeinem Sinne durch den Kegel C bestimmt, bzw. ist der Kegel global?
Welcher Zusammenhang besteht zwischen C und C(S)?

4. Welche Kegel in ¢ bestimmen eine (lokale) Halbgruppe in G und welche Halbgruppen
liefern denselben Kegel?

Dieselben oder dhnliche Fragen treten in anderen Zusammenhingen auf. So sind
geometrische Eigenschaften von Differentialoperatoren oft mit Kegeln und Ordnungsrela-
tionen verbunden [3]. Hardy-Raume werden mit Hilfe von Kegeln und Halbgruppen
definiert [6, 7, 15, 17]. Darstellungen mit héchsten Gewicht, oder positiver Energie, werden
durch Halbgruppen beschrieben [13]. Auf geordneten Riumen lassen sich klassische
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Objekte, wie etwa die Volterra-Algebra, die Laplace-Transformierte [2] und Wiener-Hopf-
Operatoren [5] definieren. Hier sind nur einige Anwendungsbeispiele, die dem Autor
naheliegen, aufgefiihrt. Die Liste 148t sich erheblich verlidngern, aber an dieser Stelle mochte
ich doch nur auf das Buch [8] hinweisen, wo verschiedene Anwendungen von Halbgruppen
dargestellt werden. Nebenbei sei bemerkt, dal diese Monographie eine ausgezeichnete
Einfiihrung in die Theorie samt deren Anwendungen liefert und als Nebenlektiire zu dem
Buch von Hilgert, Hofmann und Lawson sehr zu empfehlen ist.

Obwohl die Fragen wichtig sind, ist die Theorie erst neueren Datums. Grundlegen-
de Arbeiten wurden von Ol’shanskii, Paneitz und Vinberg geleistet [13, 14, 16, 18, 19]. Sie
haben diejenigen einfachen Lie-Algebren bestimmt, die einen invarianten Kegel besitzen
und die invarianten Kegel klassifiziert. Insbesondere Ol’shanskii, aber auch Vinberg, hat
sich auch mit der Frage der zugehdrigen Ordnung beschiftigt. Ihre Ergebnisse lassen sich
folgendermaflen zusammenfassen:

1. Eine einfache Liesche Algebra besitzt einen invarianten Kegel genau dann, wenn das
Zentrum einer maximalen kompakten Unteralgebra nicht trivial ist. Das ist aber genau dann
der Fall, wenn der Raum G/K ein komplexes, symmetrisches Gebiet ist.

2. Ist t ¢ g eine kompakte Cartan-Unteralgebra, so ist jeder abgeschlossene (bzw. offene)
invariante Kegel C eindeutig durch die Kegel C ¢t bestimmt.

3. Die Wurzeln der kompakten Cartan Unteralgebra t bestimmen einen minimalen Kegel
Cmin Und einen maximalen Kegel c,, in t, die beide unter der Weyl-Gruppe invariant sind.
Ein Kegel ¢ in t rithrt genau dann von einem invarianten Kegel in g her, wenn er invariant
unter der Weyl-Gruppe ist und, bis auf Multiplikation mit +1, gilt ¢pin © ¢ S Cpax-

Ferner hat Ol’shanskii gezeigt, daBl jeder abgeschlossene invariante Kegel eine
abgeschlossene Halbgruppe in der komplexen Gruppe G, durch S(C)=Gexp (iC)c G,
liefert und diese Halbgruppe ist homéomorph zu G x C. Halbgruppen dieser Art werden
deshalb oft Ol’shanskii-Halbgruppen genannt [1]. Die allgemeine Theorie stellte sich aber
als erheblich schwieriger dar. Zum Beispiel stand die notwendige Strukturtheorie nicht zur
Verfiigung. Das Buch , Lie Groups, Convex Cones and Semigroups“ von Joachim Hilgert,
Karl Heinrich Hofmann und Jimmie D. Lawson stellt nun zum ersten Mal eine einheitliche
Zusammenfassung der Theorie, die bis 1988 bekannt war, dar. Dabei sind viele Teile der
Theorie von den Autoren in den letzten Jahren aufgebaut worden und einige davon sind
ausschlieBlich in dem Buch veroffentlicht. Grob aufgeteilt besteht das Buch aus vier Teilen.
Der erste Teil behandelt die Geometrie, insbesondere die Geometrie des Randes eines
Kegels und Dualititssitze. Der nichste Teil behandelt die infinitesimale Theorie, d.h.
Halbalgebren und invariante Kegeln in Lie-Algebren. Hier mufl sich der Leser auf
detaillierte und oft nicht einfache Beschreibung der Strukturtheorie kausaler Lie-Algebren
einlassen. Dies ist aber in meinem Augen einer der wichtigsten Teile des Buches. Hier wird
zum ersten Mal eine einheitliche Strukturtheorie fiir kausale Lie-Algebren entwickelt und
diese Theorie ist fiir jede Anwendung unumginglich. Die Ergebnisse am Schlufl zeigen
dann, daB, nach notwendiger Umformulierung, die obigen Ergebnisse fiir einfache Lie-
Algebren allgemein richtig sind.

Der dritte Teil beschreibt die lokale Theorie der Halbgruppen. Hier ist das
wichtigste Hilfsmittel die Campbell-Hausdorff-Multiplikation, die in einer Nullumgebung
in g, der sogenannten Campbell-Hausdorff-Umgebung, richtig ist:

X*Y:=log(expXexp ¥).

Da diese Multiplikation durch eine ,universale“ Potenzreihe gegeben ist, erlaubt sie
innerhalb der Lieschen Algebra ohne Bezug auf die Gruppe zu arbeiten. Ein Lie-Kegel in ¢
ist ein Kegel mit exp (ad X)C c C fiir alle Xe C~—C. Eine lokale Halbgruppe bzgl. einer
Campell-Hausdorff-Umgebung U st eine Teilmenge S von U mit (S *S) n U < S. Die Menge
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ist somit lokal unter Multiplikation abgeschlossen. Ubertragung des dritten Lieschen Satzes
auf Halbgruppen sagt nun aus, dal genau dann C ein Lie-Kegel ist, wenn es bzgl. einer
Campbell-Hausdorff-Umgebung eine lokale Halbgruppe gibt, deren Tangentialkegel mit C
uibereinstimmt. Die Kegel Criihrt aber im allgemeinen nicht von einer globalen Halbgruppe
her. Dies zeigt deutlich die neuen Probleme, die sich in der Theorie der Halbgruppen
ergeben. Hier stellt sich auch heraus, wie viel schwieriger im Vergleich mit der globalen
Theorie der Lieschen Gruppen die globale Theorie der Halbgruppen ist. Diese Fragen
werden in dem vierten Teil des Buches behandelt. Bis jetzt sind aber die Ergebnisse
fragmentarisch und viele Fragen stehen offen. Seitdem das Buch herauskam, sind aber
erhebliche Fortschritte, die nicht zuletzt hierauf aufbauen, erzielt worden. Dazu sei an
dieser Stelle nur auf die Arbeiten von K.-H.Neeb [10, 11] und den Seminarbericht [8]
hingewiesen.

Es ist keine Frage, daB dieses Buch eine Pflichtlektiire fiir alle, die iiber
Halbgruppen, Kausalitdt auf Lieschen Gruppen und homogenen Riumen arbeiten, sein
wird. Es muf} aber auch zugegeben werden, daBl das Buch oft schwer zu lesen ist. Die
Autoren haben sich aber Miihe gegeben, dem Leser mit vielen ausfiihrlichen Beispielen von
den niedrig dimensionalen Algebren zu helfen, insbesonders in den Kapiteln 11.3 und V.4.
Dasselbe gilt auch fiir die Einfiihrung, die vorbildlich ist. Am Ende jedes Kapitels sind
kurze, aber interessante Hinweise auf Geschichte, die gerne etwas linger hitten sein kénnen,
zusammengefalt. Der Nachteil des Buches besteht darin, daB fiir diejenigen, die an
Problemen arbeiten, die diese Theorie benutzen sollten, das Buch doch oft zu schwer
zugénglich ist, was hoffentlich in der Zukunft durch ein weiteres Buch behoben wird. Ferner
ist zu hoffen, daB bald der zweite Band, in dem die verschiedenen Anwendungen, wie auch
die Ergebnisse iiber homogene kausale Mannigfaltigkeiten, die seit der Verdffentlichung des
Buches erzielt worden sind [4, 5, 7, 9, 12], mit einbezieht, folgen wiirde.
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Roskilde G. Olafsson

Arnold, V. I., Singularities of Caustics and Wave Fronts, Dordrecht u.a.: Kluwer
Academic Publishers Group 1990, 274 S., US$99.00

Wenn es auf dem Buchdeckel heilit, das Buch beschreibe die Fortschritte in der
Theorie der Singularititen von Wellenfronten ,,in a comprehensive, selfcontained way*, und
wenn dann ,readers with a minimal mathematical background“ der gréBte Gewinn fiir
physikalische Anwendungen versprochen wird, so darf man dies gewiB nicht dem Autor
zurechnen, wie man auch das etwas fetzige Vorwort des Herausgebers in Kauf nehmen muB.
Eigentlich handelt es sich um einen Ergebnisbericht, eine auf ein Vielfaches erweiterte, fast
enzyklopadisch umfassende Version von dem, was Arnold 1981 als Heftchen iiber
Katastrophentheorie vorgelegt hat. Eine beeindruckende Fiille von Ergebnissen vor allem
von Arnold selbst und seinem Kreis von Schiilern und Mitarbeitern wird hier in einen
systematischen Zusammenhang gebracht. Den mathematischen Hintergrund, symplekti-
sche und Kontaktgeometrie, Technik der Klassifikation von Singularititen, GauB3-Manin
Zusammenhang, Lagrange-Kobordismus und vieles mehr, faBt Arnold an seinem Ort
jeweils in wenigen Prosaworten zusammen, die das Wesentliche treffen, die man aber freilich
nur verstehen kann, wenn man sich zuvor lange und fleifig auch mit dem Unwesentlichen
vertraut gemacht hat. Arnold beschreibt einen mathematisch sinnvoll strukturierten
Zusammenhang der Arbeiten, die am Ende des Buches in 186 Nummern in der Reihenfolge
stehen, wie sie im Text auftreten. Der Text enthilt vor allem fiir die explizierteren Aussagen
der Klassifikation keine Beweise, aber er zeigt einen Weg durch die referierten Arbeiten. Wir
diirfen hoffen, dafl schone Lehrbiicher und Lecture notes fiir Studenten with a minimal
mathematical background den Wegen folgen werden, die der Meister gewiesen hat.

Regensburg Th. Brocker

Vitushkin, A.G. (Ed.), Several Complex Variables I (with contributions by
Chirka, E. M., Dolbeault, P., Khenkin, G. M., Vitushkin, A. G.) (Encyclopaedia of Mathe-
matical Sciences, Vol. 7), Berlin u.a.: Springer Verlag 1989, 265S., DM 128,

Der erste Band iiber Komplexe Analysis enthilt verschiedene Monographien zu
wichtigen Bereichen. Ziel aller Beitrige ist es, eine zusammenfassende Darstellung bis hin zu
neueren Ergebnissen zu geben.

In seinem einleitenden Artikel Remarkable Facts of Complex Analysis spricht der
Herausgeber dieser Reihe A. G. Vitushkin verschiedene Probleme an, die fiir die weitere
Entwicklung bedeutsam waren. Im einzelnen geht er ein auf den Begriff der Holomorphie-
konvexitit, streng pseudokonvexe Gebiete, analytische Polyeder, die Klassifikation von
Gebieten des C”, die Kernfunktionen von Cauchy, Bochner-Martinelli-Fantappié-Leray,
die Lésung des 3-Problems, die Poincaré-Lelong-Gleichung, Steinsche Mannigfaltigkeiten
und Deformationen komplexer Strukturen.
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Die weiteren Artikel sind The Method of Integral Representation in Complex
Analysis von G. M. Henkin, Complex Analytic Sets von E. M. Chirka, sowie Holomorphic
Mappings and the Geometry of Hypersurfaces von A.G. Vitushkin und General Theory of
Multidimensional Residues von P. Dolbeault.

Ein zentraler Beitrag dieses Bandes ist der Artikel von G. M. Henkin. Ausgehend
von den klassischen Problemen von WeierstraB und Mittag-Leffler in mehreren Verinderli-
chen, den Sétzen von Cousin und dem Kontinuitétsprinzip von Hartogs, sowie dem damit
zusammenhéngenden Levi-Problem, werden zunichst die Integralformeln von Bochner-
Martinelli (bzw. Cauchy-Fantappié) zur Lésung der Cauchy-Riemann-Gleichung 3f=g
einfithrend betrachtet. Schwerpunkte sind Integralformeln auf streng pseudokonvexen
Gebieten in Zusammenhang mit Abschitzungen der Bergmannschen Kernfunktion und
Losungen des 3-Neumann-Problems, die Theorie der CR-Funktionen und die 3-Kohomolo-
gie fiir g-konvex-p-konkave Mannigfaltigkeiten. Der Artikel von Henkin gibt eine
umfassende, prizise Darstellung des Gebietes.

Der Beitrag ,Complex Analytic Sets“ von E. M. Chirka befaf3t sich mit der lokalen
Theorie analytischer Mengen. Die Abschnitte sind iiberschrieben ,Local Structure of An-
alytic Sets, Tangent Cones, Multiplicity and Intersection Theory, Metric Properties of An-
alytic Sets, Holomorphic Chains“ und ,, Analytic Continuation and Boundary Properties*.

Chirka geht hier von einem mengentheoretischen Standpunkt aus, ganz wie es
durch die Entwicklung vorgegeben ist. Es liegt hier das Schwergewicht auf Differentialfor-
men und Integration iiber analytische Mengen. Bei der Darstellung der Grundlagen wird
allerdings vom Gang der Entwicklung abgewichen. Dazu seien einige Beispiele angefiihrt:
Die Anwendung des WeierstraBschen Vorbereitungssatzes auf die Theorie analytischer
Uberlagerungen und eigentliche Abbildungen, waren Mittel um algebraische Methoden
nutzen zu k6nnen. Stattdessen verweist der Autor auf eine mehr als zwanzig Jahre jungere
Referenz aus der algebraischen Geometrie. Und dhnlich auch im letzten Kapitel, in dem die
inzwischen klassischen Fortsetzungssitze fiir analytische Mengen, die entscheidend fiir die
starke Beziehung von Komplexer Analysis und Algebraischer Geometrie und die Theorie
meromorpher Abbildungen waren, nur am Rande als Korollare spiterer Verallgemeinerun-
gen erwdhnt werden. Ansonsten findet der Leser viel Wichtiges und Niitzliches.

Keime holomorpher Abbildungen von reellen Hyperflichen benutzte Poincaré, um
etwa biholomorphe Abbildungen der Sphire im Raume C? zu klassifizieren. Die von Chern
und Moser konstruierte Normalform war dann wichtig fiir die weitere Entwicklung, die im
Artikel von A. G. Vitushkin dargestellt wird. Die Abschnitte sind ,, The Normal Form for
Representing a Hypersurface, Chains, The Equation of a Chain, The Circular Normal
Form, Normal Parametrization of a Chain. The Non-Spherical Characteristic of a
Hypersurface, Strictly Pseudoconvex Hypersurfaces, Automorphisms of a Hypersurface®
und ,Smooth Hypersurfaces®. In den ersten Abschnitten werden Notationen, Methoden
und Ergebnisse dargestellt, wihrend im letzten Drittel mehr auf speziellere Ergebnisse, auch
mit Beweisen, eingegangen wird.

Den AbschluB des vorliegenden Bandes bildet ein kiirzerer Artikel von
P. Dolbeault iiber mehrdimensionale Residuen, der sich etwas durch Strenge und Knappheit
der Formulierung auszeichnet. Behandelt werden: ,Residue Homomorphism, Principal
Value, Residual Currents, Differential Forms with Singularities of Any Codimension,
Interpretation of the Residue Homomorphism, Residue Theorem, Theorem of Leray,
Residue Formulae“.

Dieser Band der Enzyklopidie ist sicherlich fiir einen sehr groBen Leserkreis von
Nutzen. Die Monographien bieten sowohl Einfiihrungen als auch Ubersichten zu wichtigen
Gebieten der Komplexen Analysis bis hin zum aktuellen Stand.

Bochum G. Schumacher
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Encyclopaedia of Mathematics. An updated and annotated translation of the Soviet
,2Mathematical Encyclopaedia“. Editor: Hazewinkel, M., Dordrecht u.a.: Kluwer Acad.
Publ., in 10 Bénden, a Hfl. 365,00

Die russische Matematicheskaia enziklopedia (= M.e.) besteht aus fiinf Banden
(erschienen 1977, 79, 82, 84, 85) mit insgesamt fast 3000 doppelspaltigen Seiten. Die
iiberarbeitete englische Ausgabe Encyclopaedia of Mathematics (=E.m.) wird aus zehn
Binden bestehen, der letzte davon wird ein Indexband sein. Bisher sind die Bande 1-7 (A-
Ray) erschienen (1988-91). Dem Besprecher lagen die Biande 1, 3, 4 mit jeweils rund 500
doppelspaltigen Seiten vor. Die Bearbeiter der englischen Ausgabe E.m. erganzten die Texte
der M.e. durch zusétzliche Literaturangaben und Hinweise auf neuere Entwicklungen. Sie
kommentieren abweichenden Sprachgebrauch (z. B. generalized functions vs. distribution,
geometric objects vs. G-structures). Sie erldutern oder ergidnzen Artikel in M.e., die als zu
eng oder zu ecinseitig angesehen werden (z.B. functional equation, homotopy type). Sie
behandeln Begriffe oder Stichworte, die in M.e. nicht oder weniger vollstindig erscheinen
(z. B. Heo control theory, formal languages and automata). Die Beitriage der M.e. sind mit
Autorennamen gezeichnet, die der E.m. dagegen i. allg. nicht.

Die E.m. erinnert durch ihren Titel an die berithmte Enzyklopédie der mathemati-
schen Wissenschaften (Teubner, 1845-1935), sowie an die russisch/englische Encyclopaedia
of Mathematical Sciences (VINITI/Springer 1988-?), ist aber von ganz anderer Art. Ahnlich
wie die E.m. in Anlage und Umfang hingegen ist das ,Encyclopedic Dictionary of
Mathematics* der Japanese Math. Society 1954 (Englisch 1977, MIT Press). Nach
deutschem Sprachgebrauch sollte die E.m. eher , Lexikon der Mathematik“ o.4. heiflen. Sie
besteht aus Erklirungen von alphabetisch angeordneten Stichworten. Je nach der
Bedeutung des Themas sind das einige Zeilen oder ein kleiner Essay (der in manchen Féllen
als Kurzeinfilhrung dienen kann) oder eine Ubersicht mit Verweisen auf spezifischere
Stichworte. Z. B. findet man unter geometry (2", Seiten) eine Kurzdefinition, summarische
historische Bemerkungen, kurz erlduterte Hinweise auf spezifische Stichworte. Bei letzteren
erscheint u.a. geometry in the large (global geometry) aber nicht local geometry - die i.w. bei
geometry of immersed manifolds (3'/2) Seiten untergebracht ist. Das Vorwort des Herausge-
bers unterscheidet 1. survey type articles, 2. spezifischere (technischere) Artikel mittlerer
Liange, 3. kurze Definitionen. Tatséchlich ist diese Einteilung unscharf, die Uberginge sind
flieBend, was sowohl an den Themen als auch den Autoren liegen mag. Sie fithrt mitunter zu
Merkwiirdigkeiten, z. B. einem Artikel graphs und einem zweiten theory of graphs oder zu
drei Artikeln homology group, - theory, — of a polyhdron, die besser kombiniert worden
wiaren. Der Beitrag function (5 Seiten) beginnt historisch und allgemein, wird dann aber
technisch und handelt vor allem von reellen und komplexen Funktionen.

An wen richtet sich die E.m.? Laut Vorwort sollen die Ubersichtsartikel Mathema-
tikstudenten mittlerer Semester u.a. zuginglich sein. Das trifft mit erheblichen Einschrén-
kungen zu. Im wesentlichen sind es jedoch die in der mathematischen Forschung und der
entsprechenden Lehre Titigen, die das Nachschlagewerk nutzen konnen und es auch
schitzen werden. Wer eine mathematische Verdffentlichung liest, wird haufig vom Autor
mit Andeutungen (Stichworten) bedient, fiir die ihm die E.m. rasch die gesuchte Erkldrung
(und mehr) geben kann. Wer selbst forscht und schreibt, erinnert sich haufig an
Bezichungen, die zunichst vage sind und in seinem Gedachtnis schwanken; ihm wird die
E.m. vermutlich Hilfe und Anregung geben. Dariiber hinaus wird der wilbegierige und
informierte Leser wie in einem guten Lexikon von einem zum anderen Thema gefiihrt.
Hieran kniipft auch eine gewisse Kritik an dem Werk: Es hitte sich stérker auf den soeben
beschriebenen hauptsichlichen Benutzer einstellen sollen. Vage Beschreibungen und
Leerformeln sind iiberfliissig und eher stérend (fraction — a number consisting of one or
more equal parts of a unit. Ein Beitrag wie geocrylogy hitte sich besser auf einen Hinweis auf
das Stefanproblem beschrinkt. Homology base sollte nicht auch noch den Begriff der
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linearen Abhéngigkeit erkliren). Andererseits vermiBt man auch wichtige Themen (topolo-
gische Fixpunktsitze, - Immersionssitze u.a.), die aber vielleicht in den spiteren Banden
erscheinen werden.

Druckfehler habe ich kaum gefunden. Andererseits st68t man immer wieder auf
kleine UnregelmiBigkeiten wie z. B. die folgenden. Die Eintrige Fréchet derivative und
-differential behandeln denselben Begriff f”(xo) - und vertauschen die Benennung. Der
editorial comment zu function bemiangelt, daB ,many-valued function® streng genommen
dort keinen Sinn habe, tatsichlich hat -sich der Autor aber nur etwas ungewohnlich
ausgedriickt. Die fundamental class 1), also 7, € H" X, wire einfacher und allgemeiner durch
(ro &)=¢, e H,X, zu definieren fiir (n— 1)-azyklische X; die fundamental class 2) von
(M, 3M) entspricht dann der fundamental class 1) von X=(RY-3M, RV - M), wobei
M c RY. Fiir H-spaces, die parakompakt und semilokal zusammenziehbar sind, existiert
das Homotopieinverse ohne weitere Annahme. Unter homotopy-type fehlt nach dem
Diagramm (3) die Bedingung 7 X, +1 =mX, fir j<n Den positiven Gesamteindruck soll
diese Kritik jedoch nicht beeintrichtigen. Die E.m. (und vorher die M.e.) stellen eine groBe,
erfolgreiche Leistung dar. Leider ist auch der Preis sehr hoch: 365 hfl/£125 pro Band fiir die
Subskription per Januar 91.

Heidelberg A.Dold

Collected works of Arne Beurling, Vol. I Complex Analysis, Vol. II Harmonic Analysis
(ed. by Carleson, L., Malliavin, P., Neuberger, J., Wermer, J.), Basel: Birkhduser Verlag
1989, 415S. u. 389S., DM 198,-

Arne Beurling (1905-1986) gehort zu den am schwierigsten einzuordnenden
»GroBen“ der Analysis dieses Jahrhunderts, jedenfalls der harmonischen Analysis, wie ich
einschrankend hinzufiigen muB, da mir fiir die Gebiete der komplexen Analysis und der
Potentialtheorie die notwendige Kompetenz fehlt. Oberfliachlich betrachtet hat er weder der
Theorie neue Wege gewiesen, wie etwa N. Wiener, Calderon und Zygmund, L. Schwartz
oder - vor allem - I. M. Gelfand, noch tragen in der harmonischen Analyse fundamentale
Sétze seinen Namen. Trotzdem wird man wohl keinen Fachmann finden, der am
wissenschaftlichen Rang Beurlings zweifelt. Vertieft man sich in seine Arbeiten, so kommt
einem dieser Umstand rasch weniger merkwiirdig vor. Immer handelt es sich in Beurlings
Arbeiten um konkrete, sich aus der mathematischen Situation ergebende Probleme iiber
ebenso konkrete Gegenstiande der klassischen Mathematik, bei denen von vornherein keine
Moglichkeit besteht, sie elegant wegzudefinieren. Allgemeinere Begriffe und Theorien
werden in der Regel nur so weit benutzt, wie sie zum Erzielen der Ergebnisse erforderlich
sind. Fast unausweichlich fithren die Arbeiten iiber harmonische Analyse und Synthese
immer wieder zuriick zur reellen Geraden und ihren Funktionen. Man hat manchmal den
Eindruck, daB der Autor nur widerwillig allgemeine moderne Begriffe verwendet, so z. B.
bei der Beschreibung stetiger linearer Abbildungen mit translationsinvariantem Kern, Bd. 2,
S. 67, oder bei der Einfithrung der F altungsalgebra der beschrinkten Radonschen MaBe auf
R und ihren abgeschlossenen Idealen der absolut stetigen und der stetigen MaBe in der
Arbeit [4] (Literaturverzeichnis S. XVI) aus dem Jahre 1938, Andererseits findet man in die-
ser Arbeit - als Spezialfall - bereits die fundamentale Formel fiir den Spektralradius
o(f)=1lim /| f"| drei Jahre vor Gelfand. Man st5Bt bei der Lektiire auch sonst immer
wieder auf Begriffe und methodische Ansitze, oft in speziellen Situationen und gelegentlich
in verhiillter Form, die inzwischen zu harmonisch-analytischem Gemeingut geworden sind.
Von einigen dieser Ideen bin ich sicher, daB sie noch immer nicht methodisch voll nutzbar
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gemacht worden sind, etwa den seit langem als Beurling-Algebren bezeichneten gewichteten
Faltungs-Algebren.

Arne Beurling hat relativ wenig publiziert, das Schriftenverzeichnis enthalt 46 Titel,
von denen eine nicht geringe Anzahl an schwer zugénglichen Stellen erschienen ist. Dariiber
hinaus jedoch hat er eine groBe Zahl nicht verdffentlichter Manuskripte hinterlassen, die in
den vorliegenden Banden als ,Mittag-Leffler Lectures (1977-1978)“ und ,Selected Semi-
nars, University of Uppsala, 1938-1952¢ zum Teil mit aufgenommen worden sind.
Editorische Einzelheiten hierzu enthilt das Vorwort. Desgleichen liest man dort, da3 die
Aufteilung in zwei Binde, der erste iiber komplexe Analysis, der zweite iiber harmonische
Analyse, ,in accordance with Beurling’s wishes“ erfolgt sei. Ich kann mir allerdings kaum
vorstellen, daB die Zusammenstellung der Bande, so wie sie jetzt vorliegt, auf den Autor
zuriickgeht, mir scheint sie wenig motiviert, z. T. willkiirlich und verwirrend. Kaum denkbar
ist auch, daB Beurling den Wunsch hatte, eine seiner Arbeiten (On two problems concerning
linear transformations in Hilbert space, Acta Math. 81 (1949)), in beiden Banden abdrucken
zu lassen, selbst wenn es sich hierbei um eine seiner bedeutendsten Leistungen handelt, die
zu den Fundamenten der modernen H?-Theorie gerechnet werden muf}. Im zweiten Band
(Seiten 107-123) taucht diese Arbeit iibrigens nicht im Inhaltsverzeichnis auf. Spuren
editorischer Sorglosigkeit findet man auch sonst, zum ,Commentary by Arne Beurling®,
Bd.1, S.357, fehlen bibliographische Angaben, es ist nicht einmal klar, ob der gedruckte
Text des Kommentars von Beurling stammt, er wiirde in diesem Falle von sich selbst in der
dritten Person reden. SchlieBlich ist auch das simple Abkopieren einer mit z. T. unleserlichen
Handschrift korrigierten Vorlage (Bd. II, Sur les spectres des fonctions, S. 125-145) nicht
das heute technisch mégliche Optimum.

In beiden Bénden ist zu Beginn (S. IX-XV) der Nachruf auf Beurling von Ahlfors
und Carleson aus den Acta Math. 161 (1988) abgedruckt, der auch eine, verstindlicherweise
sehr globale, Wiirdigung der wichtigsten Beitrige Beurlings zur Mathematik enthélt. Dort
wird sein Werk in drei Gruppen eingeteilt: Komplexe Analysis, harmonische Analyse und
Potentialtheorie. Auch diese Einteilung ist ebenso wie diejenige in zwei Binde und
vermutlich jede andere oberflichlich. Die Bedeutung Beurlings liegt zum nicht geringen Teil
gerade darin, in seinen Werken konsequent nachgewiesen zu haben, daB sich in derartigen
Einteilungen allenfalls verschiedene Aspekte derselben Sache spiegeln und daff man zu
tieferen Einsichten gerade durch das Verkniipfen dieser Aspekte gelangt.

Bielefeld H. Leptin

Masani, P. R., Norbert Wiener 1894-1964 (Vita Mathematica), Basel u.a.: Birkhiu-
ser Verlag 1989, 416S., DM 98,-

Das vorliegende mit groBem Engagement verfaBte und akribisch recherchierte Werk
{iber einen der bedeutendsten Wissenschaftler unseres Jahrhunderts in wenigen Zeilen zu
wiirdigen, iibersteigt die Kraft des Referenten auch dannnoch, wenneres einganzes Jahrlang
als bevorzugte Nebenlektiire immer wieder zur Hand nahm, um die zum Teil allzu fach-
spezifischen Ausfithrungen mit dem Ziel zu durchdringen, der bemerkenswerten Leistung des
Autors gerecht zu werden. So kann es im folgenden nur um eine bruchstiickhafte Skizze
dessen gehen, was iiber Norbert Wiener und dessen aufiergewdhnliche Geisteskraft dargelegt
wird. Der besondere Beitrag des Biographen P. R. Masani besteht darin, keine blofie »Vita
Mathematica® verfaBt zu haben, sondern eine fundierte wissenschaftliche Arbeit iiber meh-
rere sich berithrende geistige Entwicklungen desjenigen Zeitraums, in dem Wiener wirkte.

Es ist wohlbekannt, daB Wiener ein machtiges wissenschaftliches Werk hinterlas-
sen hat, daBl er in der Theorie stochastischer Prozesse (Brownsche Bewegung), Potential-
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theorie (Dirichlet-Problem), harmonischen Analyse (Verallgemeinerte Fouriertransfor-
mierte), Ergodentheorie (Homogenes Chaos), Ingenieurwissenschaft (Netzwerke), Neuro-
physiologie (Prothetik), Kybernetik, mathematischen Okonomie und Philosophie (der
Naturwissenschaften) gearbeitet hat, dal ihm groBe wissenschaftliche Durchbriiche
gelungen sind, die zum Teil seinen Namen tragen: das Wiener-MaB, die Perron-Wiener-
Methode, die Wiener-Tauber-Theorie, die Hopf-Wiener-Gleichungen, das Paley-Wiener-
Theorem und das Lee-Wiener-Netzwerk. Es ist auch bekannt, wie nahe Wiener der
Entdeckung des nach S. Banach genannten Raumes war, als er in den frithen 20er Jahren
seine Arbeiten iiber stetige Transformationen verdffentlichte, wie weit ihm die Formulie-
rung des von G. D. Birkhoff gefundenen individuellen Ergodensatzes vorschwebte, als er
sich mit J. W. Gibbs’ statistischer Mechanik beschiftigte, und wie stark er seine Prognose-
Theorie bereits ausgebaut hatte, als A.N.Kolmogoroff im Jahre 1941 iiber stationire
Folgen in Hilbertraumen schrieb.

Was weniger bekannt sein diirfte, sind Wieners wissenschaftliche Berithrungen mit
herausragenden Fachkollegen auch benachbarter Arbeitsgebiete: mit O.D. Kellog, von
dem er in die Potentialtheorie eingefithrt wurde, mit M. Born, mit dem er iiber Quantenfeld-
theorie nachdachte, natiirlich mit E. Hopf, R.E. A.C.Paley und Y. W.Lee, mit W.S.
McCulloch, der ihn an Fragen der Sozialpolitik heranfiihrte, mit J. von Neumann, der ihn in
dessen Funktion als Commissioner of Atomic Energy herausforderte, und mit weiteren
Geistern seiner Zeit, denen er seinen oft festen Standpunkt in religiosen und kiinstlerischen
Fragen nahebrachte.

In der vorliegenden Studie wird Wiener zugleich als Philosoph vorgestellt, als
~America’s Second Leibniz“ (rangnichst dem Pragmatiker Charles Sanders Peirce) und als
Wissenschaftstheoretiker (,First science philosopher of the stochastic age“). Das mogen
emotional gefarbte Klassifikationen sein, die der Autor als fritherer Mitarbeiter seines
Meisters nicht zu relativieren vermochte. Das umfassende und breit geficherte Werk
Wieners als einem ,universal thinker of colossal proportions“ hat er in hervorragender
Weise zuginglich gemacht. Und dabei hat er nicht verschwiegen, da der ,lovable quirk“
schwierig im Umgang war, hochst unobjektiv sein konnte (Man lese iiber seine Haltung
gegen Harward) und gelegentlich gravierende Irritationen auslste (Man denke an seinen
Riickzug aus der National Academy of Sciences). Der Wissenschaftstheoretiker G.de
Santillana sagt es anders: ,In his reactions he was a child, in his judgement a philosopher®.

Als besonders lesenswert hat der Referent die Abschnitte , The Brownian Motion®.
»The parallel evolutions of von Neumann and Wiener“, dazu den Brief von Neumanns an
Wiener aus dem Jahre 1946, in dem dieser Richtlinien fiir kybernetische Forschung angibt,
und ,, The Mathematicians Credo“ empfunden.

Das zur Betrachtung stehende Buch gliedert Wieners Werk nach Sachgebieten in
der Abfolge seiner groen Entdeckungen. Der Autor liefert eine durchweg von Sachkompe-
tenz gezeichnete Darstellung der zahlreichen Forschungsgebiete des groBen Gelehrten.
Referenzen werden ernstgenommen, Quellen konsequent zitiert. Mit Anhéingen, die Motive,
Zusatzbemerkungen und Beweisideen enthalten, wird der laufende Text erginzt. Eine
Klassifikation der mathematischen Arbeiten Wieners hilft, die umfangreiche Bibliographie
leichter zu iiberschauen. Eine Zusatzbibliographie und ausfiihrliche Indizes unterstiitzen
die Lektiire.

Prolog und Epilog zeichnen in vollendeter Diktion ein Bild des universellen
Forschers und Denkers Wiener, das man in dieser konzentrierten Form in der bisherigen
Literatur {iber Wiener (einschlieBlich der diesbeziiglichen Beitrage in den ,Collected
Works“) nicht findet. Masanis Buch zu studieren bleibt ein miihevoll errungenes h6chst
ergiebiges intellektuelles Vergniigen.

Tubingen H. Heyer
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Grattan-Guinness, 1., Convolutions in French Mathematics, 1800-1840, From the
Calculus and Mechanics to Mathematical Analysis and Mathematical Physics, Berlin: VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften 1990, Basel u.a.: Birkhauser-Verlag, vol. 1, 2, 3 insg.
1601 S, DM 420,-

With these three volumes, Ivor Grattan-Guinness has done a pioneering work in
three respects: 1. He has painted a comprehensive portrait of a very important mathematical
community during an extended period. 2. He has included applied mathematics, in
particular physics, astronomy, and engineering. 3. He has tried to combine the traditional
approach of the historian of mathematics (internal study of the technical sources) with the
more sociological approach of the historian of science.

Volume I presents the state of the art in mathematics and mathematical physics in
France around 1800 and follows the developments of these ideas till around 1815. The main
theories dealt with here are mathematical analysis, mechanics (including celestial mech-
anics) and, as a great novelty, engineering. Also Laplacian physics is discussed in a separate
chapter. Volume II is devoted to the new theories and approaches introduced during the
period 1815-1849 starting with Fourier’s theory of heat, Fourier analysis, and Cauchy’s
complex analysis and so called introduction of rigour in analysis. It continues with the rise of
mathematical optics, electro magnetism, and elasticity theory and ends with a chapter on
engineering mathematics, a chapter on the 1830s, and a view past 1840. In the introductory
chapters 1 and 2 and in the final “Chorus” Grattan-Guinness outlines the general aims and
conclusions of the work and discusses the institutional setting.

The last volume contains various manuscripts and letters published here for the
first time, a number of interesting tables including a long chronology, a very extensive and
useful bibliography, and finally three indexes of which, however, the subject index is not
comprehensive enough for a work of this size (I looked in vain for “Huygens’ principle”,
“Legendre polynomials”, and “Spheroid” - the latter in a vain attempt to find out what the
author meant by this term. Legendre and his contemporaries used it to denote an almost
spherical object but seeing that Grattan-Guinness on p. 498 writes about “a nearly spherical
spheroid” I realised that he uses the word in a different way.)

The books are based on an impressive number of primary sources many of which
Grattan-Guinness discovered. Grattan-Guinness is never boring to read. He writes in a
refreshing style, often with an ironic attitude towards the “old boys” he discusses. He gives a
vivid picture of the time, of the personalities, of the “savants”, of their scientific rivalries and
the competitive atmosphere. He gives a detailed account of the history, functioning, and
geographic location of the scientific institutions and schools: the procedures in the
Académie des sciences, its elections and report writing, the curricula and staff at the schools
such as the Ecole polytechnique and the specialized engineering schools. He carefully
describes the publication patterns, both the journal side, with its possibilities for fast or slow
publication of short or long papers, and the monograph side, in particular the text books. He
ranks the latter in three levels and discusses who the authors were, how many copies were
printed, what they cost, in which schools they were used etc. He often calls attention to
relatively unknown early versions of ideas and to the contribution of minor figures that tend
to be neglected in other historical works.

This fine description of the social setting is the greatest merit of these books.

The treatment of the pure and applied mathematics and its development is
unfortunately not of a similar standard. To be sure, Grattan-Guinness attempts to give a
non-distored picture of the mathematical development by 1. presenting it in all its technical
complexity, 2. pointing out the links between pure mathematics and its applications and
more generally between various branches of mathematics, and 3. presenting the arguments
in their proper context without projecting modern ideas back into the period. This is all very
well, except I think he carries the latter too far when it comes to notation. He usually does
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not use modernized symbolism such as vector notation, even in cases where it would have
helped the modern reader without distorting the meaning (though he introduces some very
unconventional notation, such as 7 for nt/2, which do not help the reader). True to this
principle Grattan-Guinness explicitly abstains from analyzing the mathematics from a
modern point of view except in a few places (for example on p. 289-290 he criticises Euler’s
derivation of the wave equation and proposes a different derivation which, however, seems
to take for granted that if f(x) is small on (g, b) them f*(x) is also small). It is regrettable that
Grattan-Guinness also avoids deep mathematical analyses of the technical material in the
spirit of the time, such as Buchwald’s analysis of Fresnel’s optics or Bocher’s analysis of the
relationship between Sturm’s early algebraic and analytic research.

On the other hand, Grattan-Guinness presents general classifications of the various
approaches and styles. He distinguishes between a Lagrangean and an Eulerian tradition in
mechanics, and he gives an interesting classification of the mathematicians according to
their “Denkweisen”: geometric, algebraic, and analytic. However, because of the compari-
son with Lagrange, Euler is characterised as having a geometrical “Denkweise”. In my
opinion this is off the point; his work is best described as formal and algebraic. Moreover
Grattan-Guinness divides the mathematicians into a MAMP group (mathematical analysis
and mathematical physics) and a CME group (calculus, mechanics, and engineering). The
usefulness of this classification seems more doubtful to me, and the following division
(p. 1297) of mathematicians into three groups according to mathematical techniques seems a
strange mix: “[some] gave a central place to differential equations and their solutions,
wherease [others] lent prominence to energy conservation (and maybe loss), and [others
again] drew much on the law of (de)composition of ‘forces °. Thus these innovators chose
quite different mathematical helpmeets.”

Perhaps one cannot expect deep analyses of the technical material in a book of this
broad scope, but one might hope to get summaries of the mathematics and its development.
In fact, about half of the books is occupied by accounts of the technical mathematics but I
must admit that I find much of this incomprehensible. Grattan-Guinness often writes as
though he just wants to remind the reader of something he already knows. Therefore many
of the summaries are imprecise in a way that makes them hard to follow even for a reader
who is in fact familiar with the subject. I shall now illustrate the kinds of problems I have
encountered with a few typical examples.

In one of the first mathematical passages in the book (p. 132), the author discusses
how Euler, Lagrange, and Legendre introduced and used third order Jacobians. Grattan-
Guinness summarises Legendre’s argument as follows:

“To transform the triple integral [ Pdxdydz into variables (p, g, r) given by
relationships to (x, y, z) such as

dx=Adp+ Bdq+ Cdr (323.1)
he took y and z constant, thus reducing the other two relationships to

0(=dy)=4'dp+B’'dg+ C’dr, (323.2)
0(=dz) =A4"dp+B"dq+ C"dr. (323.3)

These gave him the ‘Jacobian’ determinant to convert from (x, y, z) to (p, y, z) but
with a denominator (B’C” —B”C’). He then set dp=0 in (323.2-3) to get into
(p, ¢, 2), and then dz=0 in (323.3) to end up with (p, g, r) via the Jacobian as
required”.

This made little sense to me when I first read ist. Why would one keep y and z constant in a
triple integral? What is the denominator of a Jacobian determinant? If dp is set equal to zero
in (323.2-3) one gets two (probably inconsistent) equations relating dg and dr. How
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does that give a transformation into (p, ¢, z)? Finally dz already put equal to zero in (323.3),
so why should we do it again,and how does the resulting equation in dp, dq, drlead to (p, g,
r)? After having looked at Lengendre’s own clear exposition, I now know the reasons for my
confusion. In the first step Legendre wants to transform the integral [ Pdxdydz into the
form [ PTdpdydz. To this end, he remarks that the x and p integration in the two integrals
should be performed while keeping y and z constant. Therefore dp can be found by solving
(323.1-3) withdy =dz=0. This leads to a relation dx = Tdp where T'is a rational expression
in 4, B, C, A4',... whose denominator is the expression mentioned in the quote above.
Secondly, in order to transform dy into dg while retaining dp and dz Legendre similarly
asumes dp and dz equal to zero in the equations

dy=A'dp+B'dg+ C'dr
dz=A"dp+B"dg+ C"dr

Remark that dy is no longer zero as it is indicated in (323.2) above. Solving these equations
for dg in terms of dy leads Legendre to an integral of the form [ PTUdpdgdz. Finally in
order to find dr in terms of dz Legendre sets dp =dg =0 (not dz =0 as Grattan-Guinness
does) and he is left with an expression of the form [ PTUC"dpdqdr. Here TUC” ist in fact the
Jacobian. Thus a more intelligible account of Legendre’s need not be much longer than
Grattan-Guinness’ account.

I'shall take my next example from a more physical part of the book, namely sections
14.2.2-14.2.3 the first of which is entitled “Ampére’s adoption of the electrical aether, 1820~
1821”. This title is somewhat of a mystery. In fact the section contains nothing about an
aether theory and indeed the ideas Ampére had on the aether had no influence on his
mathematical electrodynamics which was an action at a distance theory. Having presented
Ampére’s first expression for the differential interaction between two conducting elements,
Grattan-Guinness continues (with my remarks in brackets):

“Concluding from his experimental work that an inverse square law of central
forces of attraction and repulsion could be adopted, he cautioned that the ‘action’
was not isotropic [an untraditional use of this word]. Thus, using a differential
model, the action 4-of an infinitely long straight wire at the point P [the distinctive
feature in Ampére’s electromagnetism, is that the action does not act on a point but
on a conducting element, i.e. an infinitely small vector conducting a given current]
perpendicularly distant a from one end Q [there is no figure in the book but it seems
as though the infinite wire is semi-infinite and Q is its endpoint] is given by

A= OJO gf(x/a)/(a® + x*)dx = g/a
0

where g was an electrical constant and f'denoted the unknown function [we have not
heard of any unknown function only of an unknown constant in the formula for the
differential action between two conducting elements] of the angle between dx and Q
[I cannot think of an interpretation of the geometry of the experiment which will
not make this angle 0]: the evaluation g/a [?] was verified by experimental work ...”

I must admit that I cannot follow the argument although I believed I understood Ampére’s
theory in advance.

Even in places where Grattan-Guinness admits that there are problems with the
interpretation of the mathematics he often does not provide adequate analyses of what the
author could have meant but presents rather undigested summaries often filled with
verbatim quotations. One such case is the account (p. 653) of Cauchy’s (1814) treatment of
singular integrals (an anticipation of the residue theorem). More problematic is the section
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on p.906 where Fresnel is accused of being obscure. Grattan-Guinness quotes Fresnel
saying: “This done, I take for unity the common coefficient of all the absolute velocities of
the molecules in the incident ray”. According to Buchwald’s recent book on Fresnel, he here
refers to the velocity of the transverse vibrations of the molecules (Fresnel was the great
proponent of the wave theory of light) but Grattan-Guinness writes that Fresnel was
“presumably referring to the velocity of propagation of the incident ray”. With such an
interpretation in mind, the subsequent string of formulae indeed becomes obscure. Already
to interpret an expression involving the square of the velocity of propagation as a kinetic
energy is strange in a wave theory of light. There are other places, where Grattan-Guinness
in a similar manner accuses 19th century mathematicians of being obscure.

Some sections are marred by simple errors. For example in the discussion of
Descartes’ rule of sign, Fourier’s theorem is wrongly stated (p. 245). This must make most of
the section difficult to read for a reader who does not know the theorem in advance. The
chapter is in fact typical for the whole book for at the same time it contains an interesting
discussion of the priority dispute between Fourier and Budan taking the reaction of many
minor figures into account.

The very first mathematical summary contains the surprising statement that
“Lagrange did not produce the differential form of the remainder term which is often named
after him; instead he estimated the limits within which it should lie” (p. 131). Therafter
Grattan-Guinness quotes a formula from Lagrange’s “Théorie des fonctions analytiques”
which is in fact only an intermediary step in the deduction of the following results:

fz+x)=f(2)+xf (z+u)
=f@)+xf'(2)+x*/2f"(z+u)
=f(2)+xf'(2) +x¥/2f"(2) +x3/2.3f"(z + u)

.

“ou u désigne une quantité indéterminée, mais renfermée entre les limites 0 et x”. In my
opinion this gives Lagrange’s remainder very explicitly.

Finally let me quote the beginning of the discussion on p. 1128-1129 of Abel’s
theorems on series (Remark how Grattan-Guinness consiciously always writes mathemat-
ical theorems in the past tense):

“Abel’s paper began with theorems on the convergence of series now known as
‘Abel’s limit theorems’. The most general, thm. 5, can be expressed as

Theorem 172.1 If Z v5(x)d* converged for a <x<b and each v,(x) was a con-
s=0
tinuous function of x, then

oo

fx) = Z vi(x)a’, where a < 4,

s=0

was convergent and continuous over the same range of values of x”.

In fact this “theorem” is not usually known as Abel’s limit theorem.Grattan-
Guinness mentions that Abel’s proof was flawed (although I do not understand his
argument) but he fails to mention that the theorem itself is false and that Abel, according to
Sylow later discovered this mistake. On the contrary, by beginning the next paragraph with
the words “Two other results have also been durable” (my emphasis) he creates the
impression that the theorem is correct. Moreover, one of the two other durable results is
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stated as follows by Grattan-Guinness:
if 0,, >0, z Om diverged, and ¢,, — 0 as m — oo, then 2 &, 0m diverged
m=0 m=0
This “theorem” is so patently wrong, that it would be surprising if Abel had formulated it. In
fact, Abel assumed that &, does not get arbitrarily close to zero (and also that g,+1/0m
approaches a limit greater than 1). This theorem is of course correct.

Ishall end my list of examples here, but [ must mention that even when the technical
details of a particular piece of mathematics is correctly presented, Grattan-Guinness often
does not stress what is conceptually and historically important. For example, discussing
Sturm-Liouville theory he does not point out that since the coefficient functions in the
differential equation are not explicitly given, Sturm and Liouville were faced with a
conceptually novel problem compared to their predecessors, and that this necessarily forced
them to develop a qualitative theory. (I also do not like the statement (p. 1230) that Liouville
attempted to prove convergence of the Fourier series. He did prove it!).

Despite my criticism of the accounts of the technical mathematics, this part of the
book may prove of some value to the reader, since the fairly verbatim quotes give an
impression of what kind of mathematics is involved. If the merits of the books (i.e. the
description of the scientific community) are taken into account, I think the work is worth
study for anyone who wants to get a picture of this important chapter of the history of
mathematics. In the preface Grattan-Guinness writes that his goal has been to “open up this
vast, neglected area of the history of science”. He has reached this goal. Any later historian
working on French mathematics and mathematical physics during the beginning of the 19th
century will find much of value in these volumes.

Kopenhagen J. Liitzen
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Bd. 100: Kufner/Sandig, Some Applications of Weighted Sobolev Spaces
268 Seiten. Kart. DM 30,-

Bd. 101: Kaluznin/Beleckij/Fejnberg, Kranzprodukte
168 Seiten. Kart. DM 19,-

Bd. 102: Wallisch/Hermann, Numerische Behandlung von Fortsetzungs- und
Bifurkationsproblemen bei Randwertaufgaben
188 Seiten. Kart. DM 21,-

Bd. 103: Function Spaces. Proceedings of the International Conference held in Poznan, 1986
Hrsg. Musielak. 196 Seiten. Kart. DM 22,-

Bd. 104: Numerical Treatment of Differential Equations
Proceedings of the Fourth Seminar held in Halle, 1987
Hrsg. Strehmel. 316 Seiten. Kart. DM 36, -

Bd. 105: Djrbashian/Shamoian, Topics in the Theory of Aﬁ Spaces
199 Seiten. Kart. DM 23,-

Bd. 106: Seminar Analysis of the Karl-WeierstraB-Institute of Mathematics,
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Hrsg. Schulze/Triebel. 332 Seiten. Kart. DM 37,-

Bd. 108: Schaar/Sonntag/Teichert, Hamiltonian Properties of Products of Graphs
and Digraphs
148 Seiten. Kart. DM 17,-

Bd. 109: Budach/Graw/Meinel/Waack, Algebraic and Topological Properties of Finite
Partially Ordered Sets
164 Seiten. Kart. DM 19, -

Bd. 110: Tutschke, Solution of Initial Value Problems Classes of Generalized
Analytic Functions
188 Seiten. Kart. DM 25,-

Bd. 111: Proceedings of the 9th Conference on Problems and Methods in Mathematical
Physics held in Chemnitz, 1988
Hrsg. Kuhnert/Silbermann. 280 Seiten. Kart. DM 38, -

Bd. 112: Symposium ,Partial Differential Equations", Karl-WeierstraB-Institute of
Mathematics, Holzhau 1988
Hrsg. Schulze/Triebel. 316 Seiten. Kart. DM 43, -

Bd. 113: Maier, Methoden zur Schatzung der Ordnung bei autoregressiven Modellen
148 Seiten. Kart. DM 20,-

Bd. 114: Hemmerling, Labyrinth Problems. Labyrinth-Searching Abilities of Automata
215 Seiten. Kart. DM 29,-

Bd. 115: Windisch, M-matrices in Numerical Analysis
139 Seiten. Kart. DM 20,-

Bd. 116: Pilipovic/Stankovic/Takaci, Asymptotic Behaviour and Stieltjes Transformation of
Distributions
200 Seiten. Kart. DM 27,-
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Hrsg. Schulze/Triebel. 308 Seiten. Kart. DM 51,-
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Proceedings of the 7th Czechoslovak Conference on Differential
Equations and their Applications held in Prag, 1989

Hrsg. Kurzweil. 312 Seiten. Kart. DM 42,-

Bd. 119: Nonlinear Analysis, Function Spaces and Applications - Vol. 4
Proceedings of the Spring School held in Roudnice nad Labem, 1990
Hrsg. Krbec/Kufner/Opic/Rakosnik. 256 Seiten. Kart. DM 42,-

Bd. 120: Function Spaces
Proceedings of the Second International Conference, Poznan 1989
Hrsg. Musielak/Hudzik/Urbanski. 268 Seiten. Kart. DM 42,-

Bd. 121: Numerical Treatment of Differential Equations
Selection of Papers presented at the Fifth Seminar ,NUMDIFF - 5 held in Halle, 1989
Hrsg. Strehmel. 372 Seiten. Kart. DM 59, -
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Bd. 131: Symposium ,,Analysis on Manifolds with Singularities“, Breitenbrunn 1990
Hrsg. Schulze/Triebel. 308 Seiten. Kart. DM 44,-

Bd. 132: L eonov/Reitmann/Smirnova, Non-Local Methods for Pendulum-Like
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Vill, 242 Seiten. Kart. DM 39,-
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Berlin - New York

A. A. Karatsuba

DEGRUYTER A A Karatsuba

S. M. Voronin s S.M.Voronn
The Riemann Zeta-Function The
Translated from the Russian by Neal Koblitz Riemann

Leta-Function
1992. XII, 396 pages. 17 x24 cm.

Cloth DM 198,- ISBN 3-11-013170-6

de Gruyter Expositions in Mathematics, Vol. 5

DEGRUYTER
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V. E. Nazaikinskii, V. E. Shatalov
B. Yu. Sternin

7Byl Contact Geometry and
Dlﬁ':rlé:tﬁg{ Linear Differential Equations
IR IR 1992. X, 216 pages. 17 x 24 cm.
Cloth DM 138,- ISBN 3-11-013381-4

de Gruyter Expositions in Mathematics, Vol. 6

Yu. A. Bahturin, A. A. Mikhalev .
V. M. Petrogradsky, M. V. Zaicev " 7 M Zacey
Infinite Dimensional Infinite
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Lie Superalgebras B
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Cloth DM 158,~ ISBN 3-11-012974-4

Lie
Superalgebras

de Gruyter Expositions in Mathematics, Vol. 7




Walter de Gruyter

Karl-Eberhard Hellwig WW

Bernd Wegner deGruyter |V
. Lehrbuch
Mathematik und —

Theoretische Physik I, 11
Ein integrierter Grundkurs fiir

Physiker und Mathematiker
2 Bénde

Berlin - New York

| Hellwig/Wegner

Band I Mathematikund

1992. 15,5 x 23 cm. XI, 443 Seiten. | Th?ore.tls‘:he Phys“f :
Ein integrierter Grundkurs fiir

Gebunden DM 98- ISBN 3-11-013785-2 Physiker und Mathematiker

Broschur DM 58~ ISBN 3-11-013857-3
(de Gruyter Lehrbuch)

Dieses zweibdndige Lehrbuch ist Begleittext zu einem Curriculum in Mathematik
fiir Physiker, das in Kooperation zwischen den Fachbereichen Mathematik und
Physik der TU Berlin entwickelt wurde. In diesem und dem anschlieBenden zwei-
ten Band erfolgt eine Zusammenstellung von Grundwissen in Theoretischer Phy-
sik und Mathematik, die den Stoff der viersemestrigen Grundvorlesung in Physik
fiir diese beiden Bereiche umfaBt. Mit der hier vorgestellten Kombination von
Mathematik und Theoretischer Physik in einem integrierten Grundkurs wird
eine bessere Koordinierung der Vermittlung des Basiswissens in beiden Diszipli-
nen erreicht. Der Text enthilt zahlreiche Ubungsaufgaben, die zum einen der
Vertiefung des Verstéindnisses des mathematischen Inhalts dienen. Andererseits
wurde bei der Auswahl der Aufgaben besonderer Wert darauf gelegt, die mathe-
matischen Methoden und Begriffe auf Situationen und Beispiele aus der Physik
anzuwenden. Inhaltliche Schwerpunkte des ersten Bandes sind:

® Affine Riume und Vektorriume @ Integrationstheorie

@ Lineare Abbildungen und lineare @ Eigenwerte und Bilinearformen
Gleichungssysteme o FErginzungen zur Analysis

@ Euklidische Raume @ Bewegung, Raum und Zeit

@ Konvergenz und Stetigkeit in @ Einige Anwendungen
FEuklidischen Riumen ® Bezugssysteme und Galileische

o Differentialrechnung in Relativitédtstheorie
Euklidischen Rdumen @ Das elektromagnetische Feld




