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Nachruf auf Hans Reichardt

+4. April 1991

H. Koch, Berlin

Das wissenschaftliche Werk von Hans Reichardt umfaBt Beitrige zur
algebraischen Zahlentheorie und zur Differentialgeometrie, im Zusammenhang
mit einer umfangreichen Lehrtitigkeit gehort dazu der Aufbau einer Schule der
algebraischen Zahlentheorie und einer Schule der Differentialgeometrie. Weiter
gehoren dazu eine Reihe von Buchpublikationen, darunter - wie er sich ausdriick-
te — seine Ausfliige in die Geschichte der Mathematik mit fiinf Buchpublikationen.

Hans Reichardt wurde am 2. April 1908 in einer Arztfamilie in Altenburg
geboren und besuchte in dieser Stadt das Humanistische Friedrich Gymnasium,
wo er u.a. Unterricht in den 3 alten Sprachen Latein, Griechisch und Hebriisch
erhielt. Ostern 1925 begann er das Studium der Mathematik, Physik und
Philosophie in Jena. Von dort ging er nach einem einsemestrigen Zwischenspiel an
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der Universitit Konigsberg 1928 nach Berlin, wo damals die Mathematiker
Bieberbach, von Mises, Erhard Schmidt, Schur u. a. und die Physiker Einstein,
Planck, von Laue u. a. lehrten.

Unter den genannten Wissenschaftlern iibte Issai Schur den gréBten
Einflufl auf Hans Reichardt aus. Bei ihm horte er eine zweisemestrige Vorlesung
iiber algebraische Zahlentheorie, wodurch sein wissenschaftliches Interesse auf
dieses Gebiet gelenkt wurde. Er blieb in Berlin bis zum Herbst 1931, nur
unterbrochen durch ein Semester in Hamburg, wo er u. a. bei Artin und Hecke
hoérte. Dann ging er nach Marburg zu H. Hasse, der Zentralfigur der damaligen
algebraischen Zahlentheorie, um bei ihm sein Studium 1934 mit einer Dissertation
iber kubische Zahlk6rper abzuschlieBen.

Hasse hatte zu dieser Zeit eine Arbeit fertiggestellt, in der er eine
Beschreibung der normalen Korpererweiterungen K des Kérpers @ der rationalen
Zahlen gab, deren Galoissche Gruppe isomorph zur symmetrischen Gruppe S; ist.

Dabei tritt ein quadratischer Zwischenkorper M auf, und Hasses wesentli-
ches Hilfsmittel zum Studium von K war die Anwendung der Klassenkdrpertheo-
rie auf die abelschen Erweiterungen K/M. Hasse stellte Reichardt die Aufgabe,
diesen Korper K mit Hilfe seiner Erzeugung durch Radikale zu studieren, also in
gewisser Weise im Rahmen der Cardanoschen Formel fiir die Gleichung dritten
Grades. Da in diesem Fall die dritten Einheitswurzeln benétigt werden, hat man
den Korper K(&3) =K (\/3) zu betrachten, der auBler im Fall, daB die dritten
Einheitswurzeln schon in K liegen, d.h. M=Q(v/=3 ) ist, drei quadratische

Teilkorper enthilt: M = Q(\/d), Q(v/—-34d), Q(/—3). Aus dem Studium von
K(y/—3) ergab sich nun eine Bezichung zwischen den 3-Ringen r und s der

Klassengruppen von Q(\/E) und Q(v/—3d): Fird>1gilt |r—s| <.

Dieser Satz, den iibrigens gleichzeitig und unabhingig auch A. Scholz
gefunden hat, wurde spiter von Leopoldt zu seinem Spiegelungssatz verallgemei-
nert. So viel zur Dissertation, mit der Hans Reichardt sein Studium beendete.

Es schlossen sich Assistentenjahre in Frankfurt (1934-35 bei Siegel), Jena
(1935-37 bei F.K.Schmidt) und Leipzig (1937-45 bei van der Waerden) an.
Wihrend des Krieges wurde er zur Arbeit bei der Kriegsmarine und bei Telefunken
einberufen.

In seiner Assistentenzeit arbeitete Hans Reichardt vor allem an zwei
Themen der algebraischen Zahlentheorie: Am Umkehrproblem der Galoisschen
Theorie und iiber rationale Punkte auf elliptischen Kurven.

Beim Umkehrproblem der Galoisschen Theorie geht es um folgendes:
Gegeben sei ein Korper K und eine endliche Gruppe G. Gibt es dann eine normale
Koérpererweiterung L von K mit einer Galoisschen Gruppe G(L/K), die isomorph
zu G ist? Die Beantwortung dieser Frage hingt natiirlich in stirkstem Mafle von
der Natur des Grundkérpers K ab. Im klassischen Fall ist K gleich @ oder eine
endliche Erweiterung von Q. Einen solchen K6rper nennt man einen algebraischen
Zahlkorper. Wenn G abelsch ist, wird das Umkehrproblem in idealer Weise durch
die Klassenkorpertheorie geldst. Das erste dariiber hinausgehende wesentliche
Ergebnis stammt von Reichardt und unabhingig von ihm von A.Scholz. Es
handelt sich um folgenden Satz: Sei p eine ungerade Primzahl, und sei G eine
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p-Gruppe. Dann ist das Umkehrproblem fiir algebraische Zahlkorper losbar.
Diese Arbeit von 1937 enthielt bereits einige Kerngedanken der Theorie der
Einbettungsprobleme, die nach 1945 unabhingig von Hasse und seiner Schule und
von D. K. Faddejew entwickelt wurde.

Es dauerte bis 1954, ehe ein wesentlicher Fortschritt iiber diese Arbeit
hinaus erzielt wurde. 1954 16ste Schafarewitsch das Umkehrproblem fiir beliebige
auflosbare Gruppen, wobei er die inzwischen entwickelte Theorie der Einbettungs-
probleme sowie die Ideen von Reichardt und Scholz benutzte.

Neukirch betrachtete 1973 ein verfeinertes Problem. Bei ihm sind nicht nur
die Galoissche Gruppe, sondern auch die Zerlegungsgruppen fiir eine endliche
Zahl von Primstellen vorgegeben. Neukirch kniipft direkt an Reichardt und Scholz
an. Wie diese muf} er voraussetzen, daBl der Grundkérper gewisse Einheitswurzeln
nicht enthilt.

Jetzt betrachten wir den zweiten Problemkreis: Rationale Punkte auf
elliptischen Kurven. In zwei Arbeiten von 1940 und 1942 studierte Hans Reichardt
die rationalen Punkte der ebenen Kurve C, die durch die Gleichung

eyt =ax*+bx*+c

gegeben ist, wobei a, b, ¢, e ganze Zahlen sind, die den Bedingungen e =0 und
b%#4ae geniigen. Hat C wenigstens einen rationalen Punkt, so ist C iiber @ biratio-
nal dquivalent zu einer projektiven Kurve mit Gruppenstruktur, die sich z. B. aus
dem Additionstheorem der zugehorigen elliptischen Funktion ergibt. Nach dem
Satz von Mordell bilden die rationalen Punkte eine endlich erzeugte Gruppe.

In der Arbeit von 1940, seiner Habilitationsschrift, untersuchte Reichardt
den Zusammenhang dreier Probleme beziiglich der rationalen Losungen der
Gleichungen obigen Typs

1. Existenz einer L6sung,

2. Aufstellung einer Basis fiir die Gruppe aller Lésungen, wobei Basis im Sinne des
eben erwahnten Mordellschen Satzes zu verstehen ist,

3. Bestimmung der Gleichungen, in die sich eine vorgegebene Gleichung transfor-
mieren laft.

Reichardt bewies, daf} diese drei Probleme dquivalent sind. In seiner Arbeit
von 1942 zeigte er, dall das Hassesche Lokal-Global-Prinzip fiir quadratische
Formen fiir elliptische Kurven im allgemeinen nicht gilt. Ein Gegenbeispiel ist die
Gleichung 2y2=x*— 17, die keine rationale Lésung hat, aber in allen Koérpern Q,
und in IR, das heiBt, in allen Lokalisierungen von @, 16sbar ist.

Die Uberlegungen von Reichardt wurden in den funfziger Jahren von Weil,
Schafarewitsch, Tate und anderen in der Sprache der abelschen Mannigfaltigkeiten
wiedergefunden und verallgemeinert. Es entwickelte sich eine umfangreiche
Theorie, die gerade gegenwirtig sehr lebendig ist.

Seit 1946 arbeitete Hans Reichardt als deutscher Spezialist in der Sowjet-
union an Problemen der Raketentechnik, abgeschirmt auf der Insel Gorodomlja
im Seliger See (Quellgebiet der Wolga).

1952 konnte er nach Deutschland zuriickkehren und wurde zum Professor
mit vollem Lehrauftrag an die Humboldt-Universitit in Berlin berufen. Von 1954
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bis zu seiner Emeritierung 1973 war er an dieser Universitit als Professor mit
Lehrstuhl tatig. In dieser Zeit verlagerte sich seine Haupttatigkeit auf Vorlesungen
und auf Forschungen in der Differentialgeometrie. Seine Vorlesungszyklen iiber
Algebra und Zahlentheorie gehérten zu den Hohepunkten des Studiums nicht nur
seiner persdnlichen Schiiler, sondern ganzer Jahrginge von Mathematikstudenten
der Humboldt-Universitit. Aus seinem Schaffen in der Differentialgeometrie
mochte ich seine Biicher , Vorlesungen iiber Vektor- und Tensorrechnung” (1957,
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften Berlin) und ,Einfiithrung in die Diffe-
rentialgeometrie” (zusammen mit W. Blaschke, 1960 (zweite Auflage), Grundleh-
ren der mathematischen Wissenschaften, Springer Verlag Berlin) hervorheben.

Seit 1959 war Hans Reichardt auch als Direktor am neu erdffneten Institut
fiir Reine Mathematik der Deutschen Akademie der Wissenschaften titig und
baute hier die Arbeitsgruppe fiir Zahlentheorie auf. Zu den ersten Mitarbeitern
dieser Arbeitsgruppe gehorten W.Benz, W.Romberg, H.Koch, O.Neumann,
G. Bruckner.

Sein wissenschaftliches Werk wurde 1960 mit dem Vaterlandischen Ver-
dienstorden und 1961 mit dem Nationalpreis fiir Wissenschaft und Technik der
DDR geehrt. Die Deutsche Akademie der Wissenschaften zu Berlin wéhlte ihn
1962 zum Korrespondierenden und 1964 zum Ordentlichen Mitglied. 1962 wurde
er zum Mitglied der Deutschen Akademie der Naturforscher, Leopoldina,
gewihlt. An der Arbeit dieser Akademie hat er regen Anteil genommen u. a. als
Obmann fiir Mathematik. Er war langjihriger Mitherausgeber der ,Mathemati-
schen Nachrichten* und Mitglied des Wissenschaftlichen Beirates des Journals fiir
Reine und Angewandte Mathematik.

Hans Reichardt war ein scharfer Beobachter seiner Zeit. Gegeniiber den
von ihm durchlebten Staatsformen bewahrte er eine skeptische Zuriickhaltung.
Insbesondere war es ihm, wie vielen anderen Wissenschaftlern seiner Generation,
moglich, gegeniiber dem SED-Staat eine geistige Unabhingigkeit zu behaupten
und zum Teil auf seine Studenten zu iibertragen. Die Universitatsreform von 1969,
auf stiarkere Gleichschaltung der Hochschulen der DDR mit der Staatsideologie
ausgerichtet, dringte seinen EinfluBl im Bereich der Mathematik der Humboldt-
Universitit zuriick. Reichardt wandte sich starker der Geschichte der Mathematik
zu. 1976 erschien im Teubner-Verlag Leipzig sein Buch ,,Gaul und die nicht-
euklidische Geometrie“, und 1985 folgte die Herausgabe und Kommentierung
klassischer Arbeiten von Gaull, Riemann und Minkowski zur Geometrie (zusam-
men mit J. Bohm). Seine letzte Arbeit in dieser Richtung war die Edition von fiinf
klassischen Nekrologen der Berliner Mathematiker Jacobi, Dirichlet, Kummer,
Kronecker und WeierstraB. Die letztgenannten Biicher erschienen im Teubner-
Archiv zur Mathematik, eine Reihe, an deren Gestaltung er wesentlichen Anteil
nahm.

Hans Reichardt erlag am 4. April 1991 einem schweren Leiden. Mit ihm
verliert die Mathematik einen der letzten Zeitzeugen und aktiven Mitgestalter der
Mathematik der zwanziger und dreiBiger Jahre. Sein Einsatz fiir den Wiederauf-
bau des Mathematikstandortes Berlin nach dem zweiten Weltkrieg, insbesondere
auf dem Gebiet der algebraischen Zahlentheorie und der Differentialgeometrie
bleibt unvergessen.
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Zum Gedenken an Vojislav Gregor Avakumovié¢

J. Briining, Augsburg, und W. Eberhard, Duisburg

Am 19. August 1990 starb Vojislav G. Avakumovi¢ in seiner Wohnung bei
Marburg im Alter von 80 Jahren. Er lebte in der Ndhe Marburgs zuriickgezogen als
Emeritus der Philipps-Universitit.

Avakumovi¢ wurde in Semlin (dem heutigen Zemun) als Sohn eines
angesehenen Rechtsanwaltes am 12. Mirz 1910 geboren. Seine Familie spielte im
offentlichen und politischen Leben eine hervorragende Rolle. Der Vater war
siidslawischer Abgeordneter im Parlament der Donaumonarchie, der Bruder war
Diplomat und zwischen den Weltkriegen Botschafter des K6nigreiches Jugosla-
wien in verschiedenen europiischen Hauptstidten. Auch fiir den jungen Vojislav
war zundchst die Offizierslaufbahn vorgesehen. Er entschied sich dann aber
zunichst fiir einen einjéhrigen Aufenthalt in Rom, um Malerei zu studieren, spiter
wechselte er zum Studium des Maschinenbaus an die Technische Hochschule
Berlin-Charlottenburg. Hier hatte er in den Vorlesungen von Rothe und Hammer-
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stein den ersten Kontakt mit der héheren Mathematik. Seine heimliche Leiden-
schaft jedoch galt dem Sport: Er war ein glinzender Boxer und wurde Bantamge-
wichtsmeister bei den studentischen Meisterschaften, er liebte aber auch das
Bergsteigen. Das wurde ihm fast zum Verhédngnis. Im Sommer 1931 stiirzte er ab
bei einem Alleingang auf den Triglaw, dem hochsten Berg Jugoslawiens in den
Julischen Alpen. Erst am nichsten Tag wurde er geborgen, so dal der zu spit
behandelte komplizierte Beinbruch zu einer schweren Sepsis und schlieBlich zur
Amputation des rechten Beines fithrte. Damit war die Karriere des Ingenieurs
beendet - die viel steilere eines hervorragenden Mathematikers wurde jedoch
begriindet.

Eine weitere Fiigung des Schicksals war die enge Bekanntschaft des Hauses
Avakumovi¢ mit J. Karamata, der damals gerade durch seine aufsehenerregenden
Arbeiten iiber Taubersiatze bekannt geworden war. Er entdeckte die besondere
mathematische Begabung von Avakumovi¢ und forderte sein Talent nach Kriften.
So begann ein Mathematikstudium in ganz und gar nicht herkdmmlichen Bahnen.
Die lange Zeit der Genesung verwandte Avakumovi¢ dazu, die von Karamata
empfohlene Literatur zu erarbeiten. Zwar belegte er Mathematik und Physik als
Studienfacher an der Universitat Belgrad, er besuchte aber die Vorlesungen und
Ubungen nur, um zu kontrollieren, ob der zuhause erarbeitete Stoff das
Curriculum umfafite. Von der Moglichkeit, Karamata jederzeit aufsuchen zu
konnen, mit ihm zu reden und den Fortgang seiner Untersuchungen zu verfolgen,
machte er intensiven Gebrauch. Die Erfahrung des Studiums in engstem Kontakt
mit der Forschung hat Avakumovi¢ gepragt und ihn friihzeitig angespornt, selber -
zunichst ausgehend von Fragestellungen, die Karamata vorgab — Probleme zu
bearbeiten und die Losungen zu veroffentlichen. Bereits nach drei Semestern
publizierte er dann die erste Arbeit ,, Sur une extension de la condition de convergence
des théorémes inverses de sommabilité“ im Frithjahr 1935 in den ,Comptes
rendues“'). Wie Avakumovi¢ ein Problem anging, zeigt besonders schén die 1937
verdffentlichte Arbeit [6] , Uber die Anzahl der Zahlen =—1 (mod d), die keinen
Primteiler derselben Form haben“. Den Anstof} zu dieser Arbeit gab eine Aufgabe
aus der berithmten Aufgabensammlung von Polya und Szegé. Im 8. Abschnitt
findet sich unter Nr. 96 die Aufgabe, fiir die Zahlenfolge 6n — 1(n € N) nachzuwei-
sen, daB} jedes Glied einen Primfaktor derselben Bauart (also = —1 mod 6) besitzt.
Avakumovi¢ erweitert diese Aufgabe auf die entsprechende Fragestellung fiir
beliebige arithmetische Progressionen der Form dn — 1(n € IN) und zeigt:

1. Genau fiir d=2, 3,4 und 6 hat jedes Glied einen Primteiler derselben Bauart.

2. Fiir alle anderen de N enthilt die Folge dn—1, ne N, stets unendlich viele
Glieder, die keinen Primteiler derselben Form besitzen, wobei speziell fiir =5 die
Anzahlfunktion

As(x) = {t < x|t =—1(mod 5) und p # —1(mod 5) fiir alle Primteiler von ¢}

!y Er war nicht nur stolz auf seine erste Publikation, er wullte sie auch auf ungewoéhnliche
Weise zu vermarkten. Die Zeche in einem Gasthaus beglich er damit, dal er den dreiseitigen
Sonderdruck an die Giste verkaufte: Einen Sonderdruck fiir einen Slivovitz!
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die Asymptotik
As(x) ~ Ax(log x)~ /4

besitzt.

Die Aussagen 1. und den ersten Teil von 2. beweist er ganz elementar, wahrend er
fiir die asymptotische Beziehung Taubersatzmethoden anwendet. Dazu betrachtet
er die Dirichlet-Reihe

- a(n
V(s):=> (S
n=1 h
. 1, wennn=-1(mod>5) keinen Primteiler = —1(mod 5) besitzt,
mit a(n) :=

0 sonst.
und zeigt, daf} sich ¥ in der Form
V(s)=A(s— 1)+ C(s — 1)+ (s — 1)V (s) + (s — DV4V(s)
(V1, V, holomorph fiir Re s > 1) schreiben 14Bt. Auf

4 -1/4 _L -3/4

B(x):=e* Z a(n) — TG4 X (/4

logn<x

wird die Laplace-Transformation angewendet. Dabei ergibt sich
[ e“Bdu=(s+1)"'V(s+1) - As™ ¥4 — Cs14,
0

Aufgrund des Verhaltens von ¥ in der rechten Halbebene liefert ein Taubersatz
vom Heilbronn-Landau-Typ die Asymptotik von B und damit die von A5 fiir
X — 0,

Bereits diese Arbeit machte Avakumovi¢ iiber die Grenzen von Jugosla-
wien hinaus bekannt; vor allem Ostmann wiirdigte sie in seinem Buch iiber
Zahlentheorie ausfiihrlich. 1939 promovierte Avakumovi¢ bei J. Karamata mit der
Arbeit [11],, Uber das Verhalten Dirichletscher Reihen am Rande des Konvergenzge-
bietes“. In dieser bemerkenswerten Untersuchung wird durch , Interpolation® die
Verbindung hergestellt zwischen den Taubersidtzen von Landau-Wiener und
Littlewood, indem Avakumovi¢ einen Parameter a einfithrt. Im Spezialfall der
Potenzreihen entspricht der Grenzfall @ =0 dem Taubersatz von Hardy-Little-
wood:

Ist f(x) = z a,x" im Punkt x = 1 linksseitig stetig und
n=0
gilt na, > —K, so ist z a, konvergent.
n=0
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und der Grenzfall @ =oc dem Fatou-Rieszschen Satz:

oo

Ist f(x) = z a,x" in einer Umgebung von x = 1 holomorph
n=0

-]

und ist (a,) eine Nullfolge, so ist Z a, konvergent.
n=0

Der die beiden klassischen Taubersitze verbindende Satz von Avakumovié lautet:

o

Ist f(x) = 2 a,x" stetig fur jede Anniherung an x = 1 aus einem Teilge-
n=0

biet des Einheitskreises, das in einer Umgebung von 1 konvex ist und mit

dem Einheitskreis eine Berithrung von der Ordnung 0 < @ <% aufweist,

und gilt n"/(*¥a,>-K,soist » a, konvergent.
n=0

Auch die iibrigen in der Zeit bis 1941 veroffentlichten Arbeiten [1] bis [15] sind der
Theorie der Tauberséitze und ihrer Anwendungen gewidmet. Es werden bevorzugt
Laplace-Stieltjes-Transformationen

J(s) = T e 'dA(t) (1)
0

unter der Voraussetzung betrachtet, dal (1) fir Res>0 konvergiert und A4
monoton wachst. Aus dem asymptotischen Verhalten von J fiir s — 0 wird dann auf
das Verhalten von A4 fiir ¢ — o0 geschlossen.

Wihrend Avakumovié¢ dhnlich wie Karamata zunichst von einer Asym-
ptotik der Art

J(s) ~s°L(s™)

ausging, mit @ >0 und mit einer langsam wachsenden Funktion L, d. h.
L(cx) ~L(x) fur x — e und jedes ¢ > 0,

hat sich fiir die spateren Anwendungen gerade der Fall exponentiellen Wachstums
J(s) ~e'* fir s — 0+ oder J(s) ~ e /% fiir s — 0+ ?2)

als bedeutsam erwiesen. So folgt z.B. (siche [13]) im 1. Fall von (2) aus der
Monotoniebedingung

A monoton wachsend 3)
und  J(s) = Ae'* firs— 0+, mit A =0
und gleichméBig beschrinkt in einem konvexen Bereich der rechten Halbebene,

der in 5 =0 eine Berithrung erster Ordnung mit der imagindren Achse besitzt, daf3

A(u)~2L;/;u*'/“e2\/u_ fiir u — oo, 4)
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Die Betrachtungen wurden dann in [14] weiter verfeinert, indem die gleichmiBige
Beschrianktheit von

J(s) —AsPes™ (0<p<1,a>0)

vorausgesetzt wurde in einem konvexen Gebiet, das in s=0 mit der imaginiren
Achse eine Beriihrung von der Ordnung e besitzt; unter der Monotoniebedingung
(3) impliziert dies eine Asymptotik der Form

A(u) ~ Acyu? exp (c;u®@+D),

Im Gefolge der Arbeiten von Norbert Wiener bestand damals ein starkes
Interesse fiir Taubersitze an sich. Die von Avakumovié bewiesenen Sitze besaBen
dariiber hinaus interessante Anwendungen in der Zahlentheorie und - wie sich
spater zeigte - fiir die Eigenwertasymptotik elliptischer Operatoren. So 148t sich
die von Hardy und Ramanujan fiir die Anzahl p, der verschiedenen Zerlegungen
einer Zahl neN in positive ganzzahlige Summanden (,Partitio numerorum®)
bewiesene Asymptotik

1
Pn~ N exp (n\/2n/3) )

als Spezialfall von (4) darstellen [13]; denn iiber die Darstellung der erzeugenden
Funktion

f6) =1+ 3 pem =[] (1 —e,
n=1 n=1

die man aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen kennt, und die
Beziehung

j e A@)dt =571 (1 — e~*)f(s)
0

mit A|, » 1) :=Pn, folgt dann mit (4) die Hardy-Ramanujan-Formel (5).

Das Kriegsende brachte mit der kommunistischen Machtergreifung unter
Tito in Jugoslawien auch fiir die Familie Avakumovié tiefgehende Einschnitte. Der
Vater starb, die Familie verlor durch Enteignung den groBten Teil des Besitzes, der
altere Bruder emigrierte nach London. Vojislav Avakumovié absolvierte zunichst
die Referendarausbildung an einem Gymnasium, hielt aber gleichzeitig schon
Vorlesungen an der Technischen Hochschule in Belgrad. 1949 wurde er dort zum
auBBerordentlichen Professor ernannt. 1952 erhielt er einen Ruf als ordentlicher
Professor an die Universitit Sarajevo.

In dieser Zeit wandte er sich bevorzugt der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen zu. Zunichst [16] untersuchte er die Lésung des Rand-
wertproblems

' =fx5), y(@) =4, y(b) =B, ©6)

und verbesserte eine von Rosenblatt angegebene hinreichende Bedingung fiir die
Existenz und Eindeutigkeit der Lésung.
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Mehrere Arbeiten [17], [18], [20] sind der Thomas-Fermi-Gleichung
gewidmet. Es handelt sich dabei urspriinglich um die Differentialgleichung

-1/2,,3/2

yll=x y

die durch Separation der Variablen aus der von Fermi und Thomas in der
Quantenmechanik untersuchten partiellen Differentialgleichung entsteht. Avaku-
movié behandelt das allgemeinere Randwertproblem

y" =1y,
y(a) = b, lim y(x) =0,
X—+o
fiira>0,4> 1 und f,von regulirem Wachstum®, d. h. f(x) = x°L(x) mit > —2 und
L langsam wachsend. Er beweist die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung und
gibt eine asymptotische Entwicklung fiir x — o an.

Die Arbeit [26] prisentiert einen sehr schénen Satz fiir ein spezielles
Randwertproblem der Form (6), namlich

v =f(x, ), y(a)=y(b) =0. )

Avakumovié verbessert in diesem Fall den Existenzsatz von Picard, der unter der
Voraussetzung

8K
X, < 8
DN <G ®)
fiir alle
(x,y) € Goi={(x,y) e Rla<x<b, |yl <K}
und der Lipschitzbedingung
|fGe, y1) = f(x, p2)l < Aly1 =yl ®)
. 8
mit A<——m—, (10)
(b—-a)?
fiir (7) genau eine Losung liefert. Avakumovi¢ zeigt, dal (10) durch
2
A< (11)

(b—a)?

ersetzt werden kann, und dies ist bestmoglich; nicht einmal die Gleichheit kann in
(11) zugelassen werden. AuBerdem schwicht er die Voraussetzung (8) ab zu

|fCx, Y| < h(x),

fiir eine auf [a, b] stetige und positive Funktion A.
Wie wirkungsvoll dieser Satz von Avakumovi¢ ist, zeigen die folgenden
Spezialisierungen. Ist f(x,0) =0, so folgt fiir zwei aufeinanderfolgende Nullstellen
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a, b der Losung von (7) die Ungleichung

—az—=.
NA
Falls f(x,y)=—g(x)y und 0<g(x)<A4, ist dies die bekannte Sturmsche Unglei-

chung. Ersetzt man die Lipschitz-Bedingung (9) durch die Forderung, daf} f'stetig
ist und die Ungleichung

/G, M < eyl + e

erfiillt mit ¢; <72, so ergibt sich die Existenz wenigstens einer Losung von (7). Dies
ist der Satz von Hammerstein.

Die Arbeit [22] ist dem Ideenkreis der ,Landauschen Ungleichung”
gewidmet. Landau hatte 1939 gezeigt, daB eine zweimal differenzierbare Funktion
@, die in [0, 1] die Ungleichungen

lo"(x)] <1 12)

und o) <% (13)

erfiillt, auch der Ungleichung
lo’ () <1 (14)

geniigt. Diese Arbeit war Ausgangspunkt fiir die Theorie der Differentialunglei-
chungen, ein immer noch sehr aktives Forschungsgebiet. Avakumovi¢ und
Aljanci¢ zeigten, daB} allein aus der Ungleichung (12) die Abschitzung

10'(x) — o(1) + p(0)] <§— x+xl  xeo, 1], (15)

gefolgert werden kann, woraus (15) mit (14) folgt. In derselben Arbeit verallgemei-
nern sie diese Aussage auf hohere Ableitungen, indem sie aus der Ungleichung

@ D(x)| < a1, x€[0,1],neN,

die (scharfe) Differentialungleichung

n-1 1

") = > [0M(1) = 9O(O)B,(X)| < o1 [ |Bu(x) — balx — 1)|dt
v=0 0

folgern (mit B, das n-te Bernoulli-Polynom and b, die n-te Bernoulli-Funktion).
Neben dem sicheren Geschmack in der Auswahl der Probleme und der
originellen, oft sehr tiefliegenden Analyse beeindruckt die Vielzahl der mathemati-
schen Arbeitsrichtungen, zu denen Avakumovié¢ Beitrige geleistet hat. So wandte
er sich um 1950 auch der Differentialgeometrie zu, die ihm zwei schéne Sitze
verdankt. Zum einen beweist er die Umkehrung des bekannten Fenchelschen
Satzes, wonach die Tangentenkurve einer einfach geschlossenen Kurve auf der
Sphire zwei flachengleiche Teile begrenzt [25], und zum anderen beweist er einen
Vierscheitelsatz fiir geschlossene konvexe Kurven im Raum, wonach sowohl die
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geoditische als auch die normale Kriimmung mindestens vier Extrema aufweisen
[27]. Die groBe internationale Anerkennung errang Avakumovi¢ allerdings erst
durch seine Beitrage zur Spektraltheorie des Laplace-Operators. H. Weyl hatte
1911 gezeigt, daB die (der Vielfachheit nach gezihlten) Eigenwerte, A, des
Dirichlet-Problems fiir den Laplace-Operator 4 in einem beschrinkten Gebiet G
des IR" der asymptotischen Beziehung

N@):= > 1=C,vol GA"?+0(A"?) (16)
A <A

geniigen mit

an—#—r(iu).
eV \2

Courant gelang 1920 eine erste Verbesserung von (16), indem er den o-Term durch
O(A”"Y2]og]) ersetzte. 1934 konnte dann Carleman zeigen, daB auch die
Spektralfunktion

e(x, x;2):= > $i(x),
Ay <A
wobei ¢, eine normierte Eigenfunktion zum Eigenwert A, ist, eine Asymptotik
besitzt, deren Hauptterm von x unabhéangig ist:

e(x, x; A) = C,A"% + 0,(A"?). (17)

Im AnschluB daran bemiihten sich viele Mathematiker um die Bestimmung des
bestmdglichen Restterms,

R(x, A) :=e(x, x; A) — C,A"?
bzw. R(A):=N(A) — C,vol GA"?,

in (16) oder (17); trotz groBer Fortschritte in den letzten 20 Jahren sind diese
Fragestellungen noch heute Gegenstand intensiver und fruchtbarer Forschung.

Avakumovié [24] gelang dann 1952 der bahnbrechende Beweis der
Abschitzung

|R(x, A)| < CA"-Y2dist(x,dG)", (18)

mit einer nur von G abhiingigen Konstanten (unabhingig und mit einer anderen
Methode wurde dies Resultat auch von B. Levitan erzielt). Hieraus folgt tiberdies
fiir Gebiete im R” durch Integration iiber G die Courantsche Abschitzung fiir
R(4). Der Beweis stiitzt sich auf einen 1950 von Avakumovi¢ bewiesenen
Taubersatz fiir Laplace-Transformationen, der eine Modifikation der oben
zitierten Taubersitze darstellt: Sei A: R, — R von beschrinkter Schwankung auf
jedem Kompaktum in R, und

L(t):=1 [ e “A(u)du
0
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konvergent fiir #>0. Ist L(¢)= O(e~") fiir t =0+ und fiir ein >0, und geniigt A
der Bedingung

A@) — A(w) > —mun-D2

fur u<v<u+\/17, SO ist

A(u) = O~ (19)
fiir u —o. Zur Anwendung dieses Satzes setzt man
A(u) = R(x, u); (20)

dann liefern die Ergebnisse von Minakshisundaram und Pleijel iiber den Kern der
Wirmeleitungsgleichung die Voraussetzungen, und die Abschitzung (18) folgt.
Am Beispiel der Einheitskugel 148t sich zeigen, daB die A-Potenz im O-Term von
(18) nicht verbessert werden kann.

Die aus dem erzielten Durchbruch resultierende Anerkennung war erheb-
lich: Das Ergebnis wurde in vielen Seminaren diskutiert (so von Siegel und Weyl in
Princeton), Avakumovi¢ erhielt Einladungen nach Lund, Géttingen (Gastprofes-
sor 1957/58 und 1959/60) und GieBen (Gastprofessor 1960/61), er wurde Mitglied
der Serbischen Akademie der Wissenschaften und erhielt 1957 den Nationalpreis
fiir Mathematik in Jugoslawien.

In einer weiteren Arbeit [30] iibertrug dann Avakumovi¢ die Ergebnisse fiir
den Laplace-Operator auf den Laplace-Beltrami-Operator auf kompakten Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten im Fall der Dimension drei (seine Methode ist
jedoch in beliebigen Dimensionen durchfithrbar). Er beweist dazu tiefliegende
Abschitzungen der Resolventen (die erst mittels des Kalkiils der Pseudodiffe-
rentialoperatoren leichter zu erzielen sind), die zu den notwendigen Abschitzun-
gen fiir den Kern der Warmeleitungsgleichung fithren. Ein dhnliches Taubersatzar-
gument wie vorher liefert dann

IR(x, )| < C4, (21)
mit C unabhingig von x. Die Integration von (21) fithrt dann zu der Formel
R(A) = (6n%) "' vol GA¥% + O(A)

fir die Anzahlfunktion der Eigenwerte; das Beispiel der Einheitssphire zeigt, daBl
diese Abschiatzung wiederum bestmoglich ist.

Einen weiteren Beitrag zum Problemkreis ,,Eigenwerte der Schwingungs-
gleichung” enthilt die Arbeit [31] von 1956. Fiir ein beschrinktes Gebiet G im R?2
wird der folgende Entwicklungssatz bewiesen: Ist fin G absolut integrierbar, so
existieren die Entwicklungskoeffizienten

&= | fE)$u(x)dx.
G

Die zugehorige Fourierreihe von fjedoch konvergiert bzw. ist summierbar nach
geeigneten Verfahren nur dann, wenn f noch zusétzliche Voraussetzungen erfiillt.
Avakumovi¢ betrachtet Summierbarkeit nach dem G}-Verfahren, d. h. > a, ist G2-
summierbar genau dann, wenn Zlvgl(l —e D2 s 4 ) o0,
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Man wufite, daB bei den Riesz-Mitteln (R,4,x) nur fir »>1/2 die
Summierbarkeit der Fourierreihe in x von lokalen Eigenschaften von fin einer
Umgebung von x abhéngig ist. Eine entsprechende Aussage gelingt Avakumovic,
indem er zeigt, daB fiir 6e[1/2,1) und x> 3/4(6 - 1/2) ! die Gj-Summierbarkeit
von Z ¢, ¢, dann eintritt, wenn der Mittelwert

2n
80) = [ (frcosg, rsing) ~ (0, 0)do
T %

die Bedingung g(r) = o(r®) erfiillt fiir » — 0, mit a > 0.

Wihrend der Gastprofessur in Gielen 1960/61 erhielt Avakumovi¢ das
Angebot, die Leitung des kurz zuvor gegriindeten Zentralinstituts fiir Angewandte
Mathematik der Kernforschungsanlage Jiilich zu iibernehmen. Er nahm das
Angebot an und wechselte zum 1.4. 1961 nach Aachen, wo das Institut anfangs
untergebracht war. Allerdings muflte er in Kauf nehmen, daf} seine Frau und seine
drei Kinder in Belgrad bleiben mufiten; Tito verbot die Ausreise auch nur eines
einzelnen Familienmitglieds aus Jugoslawien. Erst nach einem schweren Autoun-
fall, bei dem sich Avakumovié 1962 lebensgefiahrlich verletzte, lieBen die jugoslawi-
schen Behorden seine Frau und anschlieBend auch seine Kinder ausreisen.

Avakumovi¢ wurde Honorarprofessor an der RWTH Aachen und entfalte-
te eine fruchtbare Titigkeit. Es gelang ihm - gemeinsam mit Claus Miiller, der das
Institut zunichst kommissarisch geleitet hatte - eine Konzeption fiir das Institut zu
finden, die einmal den Anwendungen und der erforderlichen Zusammenarbeit mit
den anderen Zentralinstituten, vor allem mit der Plasmaphysik, gerecht wurde, die
zum anderen aber auch eigenstdndiger Forschung hinreichend Platz lie. So war es
aus spaterer Sicht nicht verwunderlich, dafl von den Mitarbeitern im Laufe der
Jahre nicht weniger als fiinfzehn auf Lehrstiihle und Professuren berufen worden
sind.

1966 folgte Avakumovi¢ dem Ruf auf einen Lehrstuhl an der Philipps-
Universitdt Marburg, wo er bis zu seiner Emeritierung im Jahre 1975 lehrte. In
diesen neun Jahren begriindete er - trotz stindig zunehmender gesundheitlicher
Probleme - eine aktive Arbeitsgruppe mit Schwerpunkt in der Spektraltheorie
elliptischer Operatoren. Sein eigenwilliger Arbeitsstil machte die Zusammenarbeit
nicht immer leicht, seine Einsichten, sein Geschmack und seine intellektuelle
Entschlossenheit haben seine Schiiler aber nachhaltig beeinflult. In die aktive
Marburger Zeit fielen auch die Studentenunruhen der spéten sechziger Jahre, die
zu mancherlei Turbulenzen fithrten. Diese stiirmische Zeit zwang oft dazu, Farbe
zu bekennen, und Avakumovi¢ tat dies stets ohne Zogern. Die weltoffene
Liberalitit, die er seiner noch von der Donaumonarchie gepragten Erziehung
verdankte, und seine sehr rationale Weltsicht machten ihn zum Befiirworter
verniinftiger Neuerungen, die Erfahrungen unter dem kommunistischen Regime
veranlaften ihn aber auch zum energischen Widerstand gegen jede Art von
Opportunismus und Leistungsverweigerung.

Wer die Gelegenheit hatte, Vojislav Avakumovi¢ kennenzulernen, konnte
sich der Faszination seiner Personlichkeit kaum entziehen. Seine Geisteshaltung,
sein Arbeitsstil und seine vielfaltigen kiinstlerischen Interessen wiesen hiniiber in
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kulturelle Epoche, die unwiderbringlich verloren ist, deren Werte er jedoch

ohne Resignation vertrat. Am 19. August starb Vojislav G. Avakumovi¢ an den
Folgen eines Schlaganfalles. Seine Urne wurde im Familiengrab in Sremski-
Karlovici beigesetzt.
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Rudolf Henn: Eine Bilanz

B. Rauhut, Aachen

Am 18. November 1989 starb Prof. Dr. Rudolf Henn, ordentlicher
Professor fiir Volkswirtschaftslehre und Statistik an der Universitit Karlsruhe.
Noch wihrend seiner aktiven Zeit als Hochschullehrer setzte die Geiflel Krebs
seinem Leben vorzeitig ein Ende. Mit Rudolf Henn verlor Deutschland einen der
aktivsten Verfechter der Nutzbarmachung quantitativer, insbesondere mathemati-
scher Methoden in den Wirtschaftswissenschaften.

Rudolf Henn wurde am 9. November 1922 als einziges Kind von Johann
Daniel Henn und seiner Frau Katharina Sophie Henn, geb. Haberscheidt, in
Neuwied geboren. Er besuchte zunichst die Raiffeisen-Schule im Stadtteil
Heddesdorf, wechselte von dort zur Staatlichen Oberschule fir Jungen in
Neuwied, wo er am 15. Mirz 1941 nach achtjihriger Schulzeit an dieser Schule das
Zeugnis der Reife erlangte. Zu dieser Zeit war sein Vater bereits einige Jahre tot.
Rudolf Henn lebte mit seiner Mutter allein; sie erzog ihn groBziigig und tolerierte
auch sehr eigenwillige Entscheidungen von ihm.
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Der Zeit entsprechend nahm Rudolf Henn im Anschluf} an sein Abitur bis
Mai 1945 am zweiten Weltkrieg teil, zuletzt als Kompaniefithrer in einem
Panzerregiment. Als Soldat war er genauso draufgingerisch wie bei seiner
lebenslangen Passion, dem Sport. Sichtbarer Beweis ist zum Beispiel die Tatsache,
daB er wihrend seiner Soldatenzeit Wehrmachtsniederrheinmeister im Boxen war.

Im Mai 1945 ins zivile Leben zuriickgekehrt, iibte Rudolf Henn zunéchst
die verschiedensten Titigkeiten aus - z. B. arbeitete er einige Wochen als Holzfaller
- um iiberhaupt ein Studium finanzieren zu kénnen. Die vorerst letzte dieser
Tatigkeiten war ein Praktikum bei der Bezirkssparkasse Heidelberg in der Zeit
vom Juni bis September 1947. Rudolf Henn begann sein Studium der Wirtschafts-
wissenschaften in Karlsruhe im Oktober 1947. Jedoch bereits zum Wintersemester
1948/49 wechselte er an die Wirtschaftshochschule Mannheim, um dort im
wesentlichen bei Walter Georg Waffenschmidt Vorlesungen zu horen.

Wihrend seiner kurzen Mannheimer Studienzeit besuchte Rudolf Henn
auch eine Reihe von Veranstaltungen an der Universitat Heidelberg, speziell
regelmiBig Seminare in Volkswirtschaftslehre und Vorlesungen in Mathematik.
Dies konnte er relativ leicht durchfiihren, da er in Heidelberg wohnte. Bereits nach
dreijahriger Studienzeit beendete Rudolf Henn sein Studium im Oktober 1950 mit
der Diplompriifung, wobei er eine Diplomarbeit mit dem Titel ,Bedeutung des
Elastizititsbegriffes fiir die Theorie der Unternehmung® vorlegte, die von Walter
Waffenschmidt betreut worden war.

Nach dem Examen nahm er unverziiglich die Vorbereitungen fiir seine
Promotion auf, u.a. dadurch, daB er regelmidBig Doktorandenseminare in
Mannheim und Heidelberg sowie weiterhin Mathematikvorlesungen in Heidelberg
besuchte. Er schrieb eine Dissertation bei Waffenschmidt mit dem Titel ,Die
Auswertung wirtschaftlicher Beobachtungen®, mit der er zweieinhalb Jahre nach
seinem Diplomexamen am 31. Juli 1953 in Mannheim promovierte. Die Disserta-
tion erschien als erste seiner Monographien im pfélzischen Anton Hain-Verlag in
Meisenheim, der zu dieser Zeit noch Westkulturverlag hief3.

Im AnschluB an die Promotion wurde Rudolf Henn wissenschaftliche
Hilfskraft am Lehrstuhl von Waffenschmidt, 1955 Verwalter einer wissenschaftli-
chen Assistentenstelle, wobei er die Nachfolge von Karl Brandt antrat, der als
Assistent Waffenschmidts im Frithjahr 1955 eine Lehrstuhlvertretung in Braun-
schweig iibernahm. Als Karl Brandt im Herbst 1955 nach Marburg berufen wurde,
bekam Rudolf Henn endgiiltig die Assistentenstelle. Gleichzeitig erhielt er einen
Lehrauftrag fiir Statistik an der Universitit Heidelberg.

Seine Assistentenzeit wihrte jedoch nicht allzu lange, da er im Frithjahr
1956 die Leitung einer Forschungsgruppe iibernahm, die von Walter Waffen-
schmidt bei der DFG beantragt und genehmigt worden war mit der Thematik
,Mathematische Wirtschaftstheorie“. Diese Forschungsgruppe war parititisch
besetzt mit je drei Mathematikern und drei Okonomen. Die Forschungsgruppe
hatte zum Teil enge Kontakte zu einer Forschungsgruppe ,Okonometrie* in
Heidelberg, die von Preiser initiiert worden war.

Im Wintersemester 1955/56 erfolgte die Habilitation von Rudolf Henn an
der Wirtschaftshochschule Mannheim, jedoch bereits im November darauf die
Umbhabilitation nach Heidelberg, wo Rudolf Henn die Venia legendi fiir ,,Wirt-
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schafts- und Sozialwissenschaften® erhielt. Die Umbhabilitation war im wesentli-
chen hochschulpolitisch begriindet, da Heidelberg renommierter als Mannheim
war; sie war jedoch auch sachlich begriindet, da eine Zusammenarbeit mit
Kromphardt begann, der in Heidelberg die Nachfolge Preisers angetreten hatte.

1958 erhielt der Privatdozent Dr. Rudolf Henn von der Universitit
Heidelberg einen Ruf auf ein Extraordinariat fiir Okonometrie und Operations
Research an der Hochschule St. Gallen als Nachfolger von Wilhelm Krelle, der
einen Ruf nach Bonn angenommen hatte. Die Stelle in St. Gallen trat Rudolf Henn
zum Sommersemester 1959 an, wobei er gleichzeitig einen Ruf auf ein Extraordina-
riat fiir Statistik nach Kiel ablehnte. Nach einer Gastprofessur 1960 in Basel erhielt
er 1963 einen Ruf auf einen Lehrstuhl ,Okonometrie und Statistik® an der
Universitit Gottingen, den er Ende 1963 annahm.

Nach einer Gastprofessur an der Wayne State University in Detroit/USA
folgte er schlieBlich 1966 einem Ruf auf den Lehrstuhl fiir Volkswirtschaftslehre an
der Universitdt Karlsruhe. Jedoch war dies kein klassischer Lehrstuhl fiir
Volkswirtschaftslehre. Vielmehr war in den Berufungsvereinbarungen festgehal-
ten, daB er insbesondere die Gebiete Okonometrie, Unternehmensforschung und
Statistik vertreten sollte. Nach einer Gastprofessur im Sommersemester 1967 an
der Universitit Saarbriicken lehnte Rudolf Henn 1969 einen Ruf an die Technische
Universitdt Wien und 1970 einen Ruf an die Universitidt Augsburg ab.

So verbrachte er schlielich die restliche Zeit seines Lebens an der Fakultit
fiir Wirtschaftswissenschaften der Universitidt Karlsruhe, wo er meist als ,,Graue
Eminenz” duBerst effizient wirkte. Lediglich in den Jahren von 1982 bis 1984 trat er
als Dekan der Fakultit fiir Wirtschaftswissenschaften bewuBt sichtbar in Erschei-
nung. Nachdem er sich entschieden hatte, iiber das 65. Lebensjahr hinaus weiter als
Hochschullehrer tétig zu sein, war ihm dies jedoch nur fiir relativ kurze Zeit
gegonnt. Er starb am 18. November 1989 in Karlsruhe.

Mit dem hier dargestellten Lebenslauf von Rudolf Henn erhebt sich die
Frage, weshalb ein Nachruf auf diesen ungewdhnlichen Menschen auch in den
Jahresberichten der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erscheint. Die Ant-
wort darauf hingt eng zusammen mit der Stellung, die die Mathematik in anderen
Wissenschaftszweigen und umgekehrt diese in der Mathematik haben. Gerade im
Hinblick auf die derzeitige Diskussion um den Stand der Mathematik in
Deutschland ist jemand wie Rudolf Henn von besonderem Interesse, da er als einer
der wesentlichen Protagonisten der Mathematisierung der Wirtschaftswissen-
schaften anzusehen ist.

Er gehorte einer Generation an, der die fiir die wissenschaftliche Ausbil-
dung besten Jahre geraubt wurden, ehe sie iiberhaupt mit ihrer Arbeit im
wissenschaftlichen Bereich beginnen konnten. GewissermaBen als Ausgleich dafiir
waren sie bei Studienbeginn wesentlich gereifter, da dieser - wie bei Rudolf Henn -
in ein Alter fiel, in dem heutzutage die meisten Studierenden ihr Studium nahezu
beendet haben. Dazu gehort insbesondere auch, daB nicht einfach die Studienin-
halte lernend aufgenommen wurden, sondern daB vielmehr von vornherein eine
kritische Auseinandersetzung mit dem Stand und den Entwicklungstendenzen der
Wissenschaft erfolgte. Bei Rudolf Henn bestand das Ergebnis des Prozesses einer
intensiven Beschiftigung mit der damaligen Lage der Wirtschaftswissenschaften
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darin, daf} er sehr deutlich erkannte, wie dringend eine Mathematisierung der
Wirtschaftswissenschaften notwendig war, um sie aus einem Bereich des rein
Deskriptiven in einen Bereich des Erklarens und Planens iiberfithren zu kénnen.

Diese Erkenntnis war u.a. ein Grund, bereits nach zwei Semestern von
Karlsruhe nach Mannheim zu wechseln: Thm war berichtet worden, daB3 die
Wirtschaftswissenschaften in Mannheim unter Walter Waffenschmidt, der von
Haus aus Ingenieur war, wesentlich stirker mathematisiert waren, als es zu diesem
Zeitpunkt in Karlsruhe der Fall war. In entsprechender Konsequenz besuchte
Rudolf Henn dann auch sofort die Vorlesungen und Ubungen zur Differential- und
Integralrechnung I in Heidelberg. Soweit ihm seine Studien der Wirtschaftswissen-
schaften sowie seine Aufgaben am Lehrstuhl Waffenschmidt (u. a. als Tutor) Zeit
lieBen, besuchte er auch in der Folgezeit eine grole Anzahl mathematischer
Vorlesungen (und erwarb bei vielen auch einen Ubungsschein). So hérte er z. B. die
Differential- und Integralrechnung IT im Sommersemester 1952 und die Analyti-
sche Geometrie II nach seiner Promotion in Wirtschaftswissenschaften im
Wintersemester 1953/54. Diese Grundvorlesungen waren jedoch fiir ihn nur Mittel
zum Zweck, um auch anspruchsvollere Gebiete der Mathematik verstehen und fiir
die Wirtschaftswissenschaften méglicherweise nutzbar machen zu kénnen. Mitte
der fiinfziger Jahre z. B. besuchte er in Heidelberg Vorlesungen bei Seifert iiber
Statistik Cramér’scher Priagung, bei Schubert Topologie 4 la Bourbaki, Okono-
metrie bei Krelle, spédter dann, als er selbst bereits Ordinarius in Géttingen war,
einen Zyklus iiber Mafltheorie und Mathematische Statistik bei Jacobs und auch
noch Ende der 70er Jahre eine Vorlesung iiber ,,Konvexe Analysis und mathemati-
sche Wirtschaftstheorie“, die Heinz K6nig als Gastprofessor in Karlsruhe hielt.

Das Interesse von Rudolf Henn an der natiirlicherweise sehr starken
stochastischen Komponente innerhalb der Wirtschaftswissenschaften war jedoch
bereits in den Heidelberger Tagen durch die Vorlesungen von Wilhelm Krelle
geweckt geworden. Das zeigt sich auch darin, dafl er zusammen mit Kromphardt
und Forstner 1962 eines der ersten Lehrbiicher im deutschsprachigen Raum
verfafite mit dem Titel ,Lineare Modelle“, das sowohl im nichtstochastischen wie
im stochastischen Bereich aktuelle Strémungen in bezug auf die Wirtschaftswis-
senschaften aufnahm. Gleichzeitig fielen in diese Zeit Uberlegungen zur Griindung
einer Zeitschrift, die speziell den mathematischen Bezug der Wirtschaftswissen-
schaften darstellen sollte. Diese Uberlegungen fithrten 1963 zum Erscheinen des
ersten Bandes der Zeitschrift ,Methods of Operations Research®, die damals noch
Operations Research Verfahren hief3.

Dies war jedoch nur der Beginn einer ganzen Reihe von Aktivitdten, die alle
die Mathematisierung der Wirtschaftswissenschaften in Forschung und Lehre
sowie eine enge Verzahnung von Mathematik und Wirtschaftswissenschaften zum
Ziel hatten. Dazu gehorten in dieser Zeit vor allem Gedanken zur Errichtung eines
Forschungsinstituts fir ,Mathematik und Okonomie“. Es waren aber nicht nur
Gedanken; es entstanden sogar eine fertig ausgearbeitete Satzung sowie Detailpla-
ne zur GroBe und Ausstattung eines derartigen Instituts. Die Idee dabei war, daf3
die Grundausstattung von einem Bundesland iibernommen werden sollte, der
laufende Unterhalt jedoch von der VW-Stiftung getragen wiirde. Eine Art
Griindungsversammlung fand im Jahre 1966 in Heidelberg statt, an der u. a. die
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Herren Jacobs, Bauer, Selten, Schneeweil3, Hildenbrandt sowie C.C. von Weiz-
sdcker teilnahmen.

In allen Bundesldndern der damaligen Bundesrepublik Deutschland wurde
dieses Konzept vorgestellt, wobei schlieBlich Nordrhein-Westfalen mit Bielefeld
den Zuschlag erhielt. Das hatte jedoch zur Folge, dal Rudolf Henn das Interesse
an diesem Projekt, das er selbst ins Leben gerufen hatte, véllig verlor, da er den
Standort fiir ungeeignet hielt. Bielefeld war eine neugegriindete Universitit, die
international noch vollig unbekannt war, wihrend Rudolf Henn richtigerweise
davon ausging, dal Impulse gerade aus dem englischsprachigen Bereich vor allem
in der Anfangsphase fiir ein derartiges Institut unbedingt vonnéten seien. Sein
Riickzug war wohl auch ein wenig mitverursacht durch den tédlichen Autounfall
seines langjahrigen Freundes und Mitarbeiters Karl Forstner im Juni 1967. Karl
Forstner hatte in Heidelberg Mathematik studiert und war bereits in der
Waffenschmidt-Forschungsgruppe in Heidelberg Mitarbeiter von Rudolf Henn
gewesen. Er war ihm dann nach St. Gallen, G6ttingen und Karlsruhe gefolgt, wo er
sich 1966 habilitierte.

Das weitere Schicksal dieses geplanten Forschungsinstituts hat der Einstel-
lung Rudolf Henns wohl recht gegeben.

Nach dem - in Rudolf Henns Augen - Scheitern dieses Projektes verlegte er
sich unermiidlich auf andere Moglichkeiten, seine Vorstellungen durchzusetzen.
Er hatte inzwischen den Ruf an die Fakultit fiir Geistes- und Sozialwissenschaften
in der Technischen Hochschule Fridericiana Karlsruhe angenommen. Bereits im
Sommersemester 1967 stellte er bei der Fakultit fiir Naturwissenschaften I den
Antrag, als Zweitmitglied aufgenommen zu werden. Im Juli 1967 stimmte der
Senat in Karlsruhe diesem Antrag zu. In diesem Umfeld, d. h. durch Abstiitzen
auch auf andere Fakultiten, trieb Rudolf Henn seine Vorstellungen der Lehre und
Ausbildung im Fach Wirtschaftswissenschaften voran in einer Weise, die bereits
1969 zur Einfithrung des neuen Studienganges fiir ,, Wirtschaftsingenieure* fiihrte.
Dieser Studiengang war geprégt durch eine sehr starke mathematische Kompo-
nente, erhielt seine besondere Note aber auch durch eine starke Einbeziehung des
Operations Research und der sowohl allgemein als auch speziell an der Techni-
schen Hochschule Karlsruhe noch jungen Informatik.

Nicht zuletzt diesem Studiengang ist es wohl zu verdanken, daB die jetzige
Fakultdt fiir Wirtschaftswissenschaften in Karlsruhe laut einer Umfrage unter
8000 Fithrungskriften aus der Wirtschaft, die das Managermagazin im Februar
1992 durchfiihrte, die erste Adresse in Deutschland fiir die Ausbildung von
Fithrungskraften ist, noch vor der traditionell hoch eingeschitzten Universitit
Koln.

Aber nicht nur durch Einflufnahme auf die Studiengidnge in Karlsruhe
versuchte Rudolf Henn, seine Vorstellungen umzusetzen. Als Mitglied der Stu-
dienreformkommission des Landes Baden-Wiirttemberg in den Jahren 1975/76
fiir das Studium der Wirtschaftswissenschaften versuchte er auch landesweit, seine
Vorstellungen von einem zukunftsorientierten Studium der Wirtschaftswissen-
schaften einzubringen.

Neben diesen Bemiithungen um die Lehre standen entsprechende Aktivi-
titen im Bereich der Forschung. So gelang ihm erstmalig im Jahre 1968
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zusammen mit Hans Paul Kiinzi und Horst Schubert, eine Operations Research
Tagung im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach durchzufiihren.
Derartige Tagungen fanden in den darauffolgenden Jahren regelmiBig in Ober-
wolfach statt.

Als Hohepunkt seiner Bemithungen einer verstirkten Integration von
Wirtschaftswissenschaften und Mathematik ist wohl die Etablierung der Gesell-
schaft fiir Mathematik, Okonomie und Operations Research anzusehen. Der
Gedanke an die Griindung einer derartigen Gesellschaft kam Mitte der siebziger
Jahre auf und wurde entscheidend von Rudolf Henn propagiert, als es sich -
zumindest in seinen Augen - zeigte, dal} die Deutsche Gesellschaft fiir Operations
Research diesen Integrationsgedanken nicht in der von Rudolf Henn erwarteten
rigorosen Form unterstiitzte. Eine erste Tagung iiber Operations Research,
unabhingig von der Deutschen Gesellschaft fiir Operations Research, fand 1976 in
Heidelberg statt, eine zweite 1977 in Aachen. Im Anschluf} an diese Tagung wurde
die GMOOR (Gesellschaft fiir Mathematik, Okonomie und Operations Research)
gegriindet, wobei Rudolf Henn in Verfolgung seines Zieles darauf dringte, daf der
erste Vorsitzende dieser Gesellschaft ein Mathematiker wiirde; es war Heinz Konig
aus Saarbriicken.

Diese programmatische Wahl zeigte bereits, welche speziellen Aufgaben
die neue Gesellschaft iibernehmen sollte: Sie sollte eine sehr enge Verbindung
bewirken zwischen den Wirtschaftswissenschaften auf der einen und der Mathe-
matik auf der anderen Seite. Dieses Konzept zeigt sich auch bei den jahrlichen
Symposien (die 16. Tagung fand 1991 in Trier, die 17. 1992 in Hamburg statt), bei
denen die Programmgestaltung wie auch die 6rtliche Tagungsleitung meist von
Kollegen sowohl der Wirtschaftswissenschaften wie der Mathematik vorgenom-
men werden.

Wie bei vielen anderen Gelegenheiten hielt Rudolf Henn sich auch in
diesem Fall nach auBen hin sehr zuriick. Zwar war er die entscheidend treibende
Kraft bei der Griindung dieser Gesellschaft, doch gehorte er nie dem Vorstand an,
dem wissenschaftlichen Beirat erst seit 1981, wobei er ab 1985 den Vorsitz dieses
Beirats iibernahm, den er bis zu seinem Tode innehatte.

Sieht man die Griindung der GMOOR als einen Versuch Rudolf Henns an,
Wirtschaftswissenschaften und Mathematik auf theoretisch-forschungsmaBiger
Seite stirker zu verklammern, versuchte er seit Anfang der achtziger Jahre eine
ahnliche Entwicklung auch im praktisch-angewandten Bereich zu initiieren. So
startete er ab 1980 regelmiBige Tagungen in Karlsruhe iiber ,,Geld, Banken und
Versicherungen®, die getragen wurden von einer, auf seine Initiative hin entstande-
nen Forschungsgesellschaft ,,Geld — Banken — Bausparkassen — Versicherungen®.
Von 1983 bis 1987 war er auch Vorsitzender dieser Gesellschaft. Seine vielfaltigen
Verdienste auf diesem Gebiet, auch als zeitweiliger wirtschaftspolitischer Berater
der Regierung Baden-Wiirttembergs, fithrten dazu, dafl ihm 1983 das Bundesver-
dienstkreuz verliehen wurde.

Vor einem Eingehen auf die wissenschaftlichen Veroffentlichungen und die
herausgeberischen Aktivititen Rudolf Henns soll und mufl noch ein anderer
wichtiger Aspekt in seinem Leben betrachtet werden: der sportliche. Dabei geht es
nicht allein darum, daf} er zeit seines Lebens in einer Vielzahl von Sportarten
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begeistert und erfolgreich engagiert war, sondern auch darum, daB er alle
wissenschaftlichen und wissenschaftspolitischen Aktivititen quasi sportlich ange-
sehen hat. Sport war fiir ihn nicht nur eine Art der Korperertiichtigung und - vor
allem bei den von ihm betriebenen Sportarten - eine Moglichkeit des Auslotens der
eigenen, kérperlichen Grenzen, er war fiir ihn auch ein generelles Programm: Die
meisten Probleme, seien es mathematische, wirtschaftswissenschaftliche, hoch-
schulpolitische oder auch allgemein menschliche, stellen Herausforderungen dar,
denen man mit duBerstem Einsatz begegnen muf.

Diese Uberzeugung zeigt sich auch in der Auswahl der Sportarten, die er
betrieben hat. Neben dem Boxen, das er hauptsichlich und erfolgreich in frithen
Jahren ausiibte, war zunéichst das Rudern seine bevorzugte Sportart. (Dort konnte
er bei Ruderfahrten auf dem Rhein, ausgehend von seiner Heimatstadt Neuwied,
schon friih iiben, was ihn spiter in vielen Bereichen auszeichnete: Sein Mut und
seine Ausdauer, sowohl mit als auch gegen den Strom zu rudern, je nachdem, was
seine Uberzeugung von ihm verlangte.) Spiter hat er jahrelang Freude am
Bergsteigen gehabt (so hat er z. B. mehrere Male den Piz Pali iiberquert), 1973
begann er mit Judo und 1975 mit Karate. Diese letzte Sportart, der er besonders
zugetan war, hat er allerdings nicht so betrieben, wie man es von einem iiber
Fiinfzigjahrigen erwarten diirfte; vielmehr hat er auch dort versucht, an die
Grenzen des korperlich Machbaren zu stoflen. Sport war fiir Rudolf Henn immer
verkniipft mit einer Art Besessenheit.

Von einer derartigen Besessenheit gepragt ist auch der schriftliche Nach-
laB von Rudolf Henn. Sein unbedingter Wille, Wirtschaftswissenschaften und
Mathematik zu verbinden, und zwar nicht nur im ,wissenschaftlich arithmeti-
schen“ Mittel, dem Operations Research, sondern auch und ganz besonders in
der mathematischen Wirtschaftstheorie, wird bei allen Veréffentlichungen und
herausgeberischen Titigkeiten deutlich. Es sind nicht so sehr einzelne Arbeiten
oder Biicher, die die wissenschaftliche Bedeutung Rudolf Henns fiir die Wis-
senschaftslandschaft an der Schnittstelle zwischen Mathematik und Wirtschafts-
wissenschaften ausmachen, es ist vielmehr das Gesamtwerk, die wesentliche
Zielrichtung darin sowie nicht zuletzt die Zeit, in der diese Arbeiten entstanden
sind.

So schreibt z. B. Walter Waffenschmidt im Vorwort der 1957 mit Karl
Forstner verfaBten Monographie ,Dynamische Produktionstheorie und lineare
Programmierung“: ,Manche Leser der Abhandlung ... werden in ihr eine
mathematische Formulierung sehen, von der sie vermuten, dafl man sie ebenso gut
durch die Umgangssprache ersetzen konnte. Das ist jedoch nicht der Fall ...“ An
diesem Zitat erkennt man den damaligen methodischen Stand der Wirtschaftswis-
senschaften in Deutschland und man erkennt auch, welche Entwicklung seit dieser
Zeit nicht zuletzt durch die Arbeiten Rudolf Henns auf diesem Gebiete stattgefun-
den hat.

Daf} es Rudolf Henn bei seinen Bemithungen nicht um isoliertes Vorantrei-
ben einiger Spezialgebiete ging, sondern wie bereits mehrfach erwdhnt um die
umfassende Nutzbarmachung mathematisch-quantitativer Verfahren fiir die ge-
samte Okonomie, zeigt die Thematik seiner Arbeiten. Sie lassen sich grob in die
drei Gebiete
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- Stochastik
- Operations Reserach
- Wirtschaftstheorie

einteilen. Unter der Bezeichnung Stochastik sind dabei die Gebiete Wahrschein-
lichkeitstheorie, Statistik sowie Okonometrie zu verstehen. Zu bemerken ist dabei
vor allem, da3 Rudolf Henn im deutschsprachigen Raum als derjenige anzusehen
ist, der sich als erster mit den verschiedenen Methoden des Operations Research in
mehr als nur einem Spezialgebiet befalt hat und diese Vielfalt - auch in bezug auf
die Stochastik und die Wirtschaftstheorie - in seinen Arbeiten zum Ausdruck
gebracht hat.

Detaillierte Angaben zu dem wissenschaftlichen Werk von Rudolf Henn
finden sich in den News Letters der GMOOR 1/2 von 1990.

Die wissenschaftliche Bedeutung von Rudolf Henn kann und sollte aber
nicht nur an seinen Veréffentlichungen gemessen werden. Einen mindestens
ebenso starken Einfluf} hatten seine die wissenschaftlichen Arbeiten flankierenden
organisatorischen und nachwuchspolitischen Malnahmen. Wihrend iiber den
ersten Bereich schon hinreichend berichtet wurde, sind fiir den zweiten Bereich
einige Bemerkungen noch notwendig.

So ist zum Bespiel festzustellen, dal an 64 erfolgten Habilitationen an der
Fakultat fiir Wirtschaftswissenschaften in Karlsruhe in der Zeit von 1966 bis 1990
Rudolf Henn bei 21 als federfithrender akademischer Lehrer beteiligt war, an 10
weiteren als Gutachter und Férderer und an 11 weiteren indirekt durch maBgebli-
che Beteiligung seiner Schiiler. Mit anderen Worten hat Rudolf Henn direkt oder
indirekt in den letzten 20 Jahren seines Lebens ungefihr zwei Drittel aller
Habilitationen der Wirtschaftswissenschaftlichen Fakultit maBgeblich beeinfluf3t.
Entsprechend seinem Grundanliegen der verstirkten Anwendung mathematisch-
quantitativer Verfahren in den Wirtschaftswissenschaften hatte nahezu die Hilfte
dieser Habilitandinnen und Habilitanden in ihrem Erststudium Mathematik
studiert.

Mit Rudolf Henn hat die deutsche Hochschule einen akademischen Lehrer
verloren, der wie wenige visionar Entwicklungen in seinem Fach gesehen hat und
daritber hinaus auch imstande war, dies in iiberzeugender Weise auf die
Studierenden, seine Mitarbeiter und auf seine wissenschaftliche und wissenschafts-
orientierte Umwelt zu iibertragen. Mit Rudolf Henn haben wir einen ungew6hnli-
chen Menschen verloren.

Veroffentlichungen von Rudolf Henn
I. Zeitschriftenaufsitze in wissenschaftlichen Reihen

[1] Die Anwendung dkonometrischer Verfahren in der Unternehmensplanung (mit K. Kostner).
Zeitschrift fiir Betriebswirtschaft 26 (1956) 700-710

[2] Modellbetrachtungen in der Wirtschaft. Zeitschrift f. d. ges. Staatswissenschaft 113 (1957)
193-204

[3] Aufgabenstellung der linearen Planungsrechnung. Zeitschrift f. d. ges. Staatswissenschaft 114
(1958) 16-27
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[4] Strategische Spiele und unternehmerische Entscheidungen. Zeitschrift fiir Betriebswirtschaft 28
(1958) 277-286
[5] Uber stochastische Entscheidungsprozesse in der Wirtschaft. Zeitschrift f. d. ges. Staatswissen-
schaft 115 (1959) 40-53
[6] Zur Theorie des Wirtschaftskreislaufs. Weltwirtschaftliches Archiv 82 (1959) 274-282
[7] Markovsche Ketten bei Wirtschaftsprozessen. Metrika 3 (1960) 61-73
[8] Die Behandlung betrieblicher Stérungen und Stauungen durch Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Schweiz. Zeitschrift f. Volkswirtschaft und Statistik 96 (1960) 35-44
[9] Lineare Methoden des Operations Research und makrodkonomische Expansionsmodelle.
Zeitschrift fiir Nationaldkonomie 21 (1962) 297-310
[10] Expansionsgleichgewichte bei vollstandiger Konkurrenz. Zeitschrift f. d. ges. Staatswissenschaft
118 (1962) 19-24
[11] Wirtschaftliche Anwendungsméglichkeiten stochastischer Prozesse. Industrielle Organisation
12 (1962) 19-24
[12] Makrodkonomische Expansionsmodelle: v. Neumannsche Interpretation einiger Wachstums-
modelle. Unternehmensforschung 6 (1962) 16-25
[13] Uber einige Ansitze der Wachstumstheorie (mit K. Brandt). Zeitschrift f. Nationalokonomie 22
(1962) 233-260
[14] Gleichgewichte bei vollstindiger Konkurrenz. Zeitschrift f. Nationalokonomie 22 (1963)
368-376
[15] Uber ein Problem der FlieBbandfertigung bei stochastischer Nachfrage. Unternehmensfor-
schung 7 (1963) 59-64
[16] Sur un Probléme de Stocks de M. Karlin. Revue Francaise de Recherche Opérationelle (1963)
266-273
[17] Verfahren des Operations Research und ihre Anwendung in der Wirtschaft. Operations
Research-Verfahren I. Meisenheim (1963) 9-35
[18] Stochastische Entscheidungsaufgaben bei Investition und Lagerhaltung. Operations Research-
Verfahren I. Meisenheim (1963) 151-181
[19] Uber die Struktur dkonomischer Entscheidungssituationen. Zeitschrift f. Betriebswirtschaft 34
(1964) 505-515
[20] Moglichkeiten, Ziele und Grenzen der Anwendung formaler Methoden in den Wirtschaftswis-
senschaften. Die Unternehmung (1964) 76-81
[21] FlieBbandfertigung und Lagerhaltung bei mehreren Giitern. Unternehmensforschung 9 (1965)
43-47
[22] Bemerkungen zur Simplexmethode (mit K. Férstner). Operations Research-Verfahren II.
Meisenheim (1965)
[23] Markovsche Ketten bei Lagerhaltung. Statistische Hefte, 7. Jahrgang (1966) 138-147
[24] FlieBbandfertigung und Lagerhaltung bei mehreren Giitern. The Internationel Journal of
Production Research, Vol. 5 (1966) 149-154
[25] Applications of Graphs in Economic and Social Life. Operations Research-Verfahren III.
Meisenheim (1967)
[26] Kostengraphen und Projektplanung. Zeitschrift f.d. ges. Staatswissenschaften 128 (1968)
257-279
[27] Graphen und Relationen. Operations Research-Verfahren V. Meisenheim (1968) 445-452
[28] Fragestellungen und Methoden der modernen Unternehmensfithrung. Zeitschrift f. Betriebswirt-
schaft 39 (1969) 281-300
[29] Spieltheorie und Anwendungen in der Wirtschaft. Wirtschaftswissenschaftliches Studium, Heft
12, Vahlen-Verlag, Miinchen und Frankfurt 1972
[30] Uber einige Anwendungen der semiinfiniten Optimierung (mit P. Kischka). Zeitschrift fiir
Operations Research 20 (1976) 39-58
[31] Wiederkehreigenschaften in mengenwertigen dynamischen Systemen (mit P. Kischka). Methods
of Operations Research 42 (1981) 115-122
[32] Neuere Entwicklungen in der Theorie der Geldnachfrage (mit G. Nakhaeizadeh). Jahrbiicher fiir
National6konomie und Statistik, Band 206, 1989, 395-406
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I1. Biicher

[33] Die Auswertung wirtschaftlicher Beobachtungen. Meisenheim 1955

[34] Uber dynamische Wirtschaftsmodelle. Stuttgart 1957

[35] Dynamische Produktionstheorie und lineare Programmierung (mit K. Forstner). Meisenheim
1957

[36] Lineare Entscheidungsmodelle (mit W. Kromphardt und K. Férstner). Berlin-Gottingen-Heidel-
berg 1962

[37] Einfiihrung in die Unternehmensforschung I (mit H.P. Kiinzi). Heidelberger Taschenbiicher, Bd.
38, Springer-Verlag 1968

[38] Einfiihrung in die Unternehmensforschung IT (mit H.P. Kiinzi). Heidelberger Taschenbiicher,
Bd. 39, Springer-Verlag 1968

[39] Konsum- und Produktionstheorie I (mit O. Opitz). Lecture Notes in Operations Research and
Mathematical Systems Nr. 25, Springer-Verlag 1970

[40] Dynamische Produktionstheorie und lineare Programmierung (mit K. Forstner). 2. Aufl.,
Meisenheim 1970

[41] Konsum- und Produktionstheorie II (mit O. Opitz). Lecture Notes in Operations Research and
Mathematical Systems Nr. 71, Springer-Verlag 1972

[42] Einfihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (mit G. Bamberg und K. Férstner). Meisenheim
1973

[43] Elementare Wachstumsmodelle. Verlag Anton Hain, Meisenheim 1977

[44] Statistik: Theorie und Anwendungen in den Wirtschaftswissenschaften (mit P. Kischka).
Athendum Verlag, Konigstein, Teil I, 1979, 259 S.

[45] Statistik: Theorie und Anwendungen in den Wirtschaftswissenschaften (mit P. Kischka).
Athenidum Verlag, Konigstein, Teil II, 1981, 230 S.

[46] Beschiftigung und Technologietransfer (mit L. Spath, H. Liibbe, G. Kriiger). Athendum Verlag,
K6nigstein 1985

[47]) Employment and the Transfer of Technology (mit L. Spith, H. Liibbe, G. Kriiger). Springer-
Verlag 1986

I11. Herausgebertitigkeit

[48] Technik - Wirtschaft - Politik in Aufsitzen von W.G. Waffenschmidt (mit A. Angermann und K.
Brandt). Ludwigshafen 1962

[49] Production Theory (mit W. Eichhorn, O. Opitz, R.W. Shephard). Springer-Verlag 1974

[50] Mathematical Economics and Game Theory. Essays in Honor of Oskar Morgenstern (mit O.
Moeschlin). Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems. Springer-Verlag 1977

[51] Theory and Applications of Economic Indices (mit W. Eichhorn, O. Opitz, R.W. Shephard).
Physica-Verlag 1978

[52] Optimization and Operations Research (mit B. Korte und W. Oettli). Lecture Notes in Economics
and Mathematical Systems, Vol. 157. Springer-Verlag 1978

[53] Game Theory and Related Topics (mit K. Fan, J. Los, O. Moeschlin, D. Pallaschke, B. Peleg, D.
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Ernst Witt 1911-1991

I. Kersten, Bielefeld

Ernst Witt wurde am 26.Juni 1911 in Augustenburg auf der damals
deutschen Ostseeinsel Alsen geboren wihrend eines Heimaturlaubes seiner Eltern,
die als Missionare der Liebenzeller Mission in China titig waren. So verbrachte er
die ersten neun Jahre seines Lebens in China, wo er neben deutsch auch flieBend
chinesisch sprechen lernte. Den ersten Unterricht erhielt er bei seinem Vater, der
nicht nur ein hervorragender Theologe war, sondern sich auch auf den Gebieten
der Geometrie und Astronomie umfassende Kenntnisse angeeignet hatte. Als der
Vater das Interesse seines Sohnes an Zahlen und schwierigen Rechenaufgaben
bemerkte, forderte er ihn besonders im Rechnen und lehrte ihn z.B. das
Siebverfahren fiir Primzahlen und das Ziehen von Quadratwurzeln. Im Frithjahr
1920 schickten ihn seine Eltern nach Deutschland. Er kam im siidbadischen
Miillheim in ein Kinderheim der Mission, das von seinem Onkel geleitet wurde.
Nachdem er in der Realschule in Miillheim die mittlere Reife erlangt hatte,
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besuchte er die Rotteck-Oberrealschule in Freiburg. Dort erkannte sein Klassen-
lehrer, Karl Ottinger, die auBergewohnliche mathematische Begabung von Ernst
Witt. Von diesem Lehrer, der ein ausgezeichneter Mathematiker und Péddagoge
war, wurde er so geférdert, daB er auf der Universitit in den ersten beiden
Semestern nichts Neues horte, wie er seinem Bruder noch nach Jahrzehnten
versicherte.!) Ab 1929 studierte Ernst Witt zundchst in Freiburg und dann in
Gottingen Mathematik, Physik und Astronomie. 1933 promovierte er in Gttin-
gen iiber den Riemann-Rochschen Satz und Zeta-Funktion im Hyperkomplexen
(cf. [1934A]). Das Thema hatte Emmy Noether gestellt, Referent war Herglotz,
und die miindlichen Priifer waren Herglotz, Weyl und Pohl. 1934 wurde Witt
Assistent bei Hasse in Gottingen. Er habilitierte sich dort 1936 mit einer Schrift
iiber quadratische Formen (cf. [1937A]) und leitete von 1933 bis 1938 eine
Arbeitsgemeinschaft, aus der sieben bedeutende Arbeiten hervorgegangen sind (cf.
J. Reine Angew. Math. Bd. 176, Heft 3). Vom Sommersemester 1938 an nahm erin
Hamburg - zunichst vertretungsweise — die Aufgaben von Emil Artin wahr, der
ihn schon damals sehr schitzte. Zum 1. September 1939 wurde Witt dann zum
Professor fiir Mathematik auf den Lehrstuhl von Artin berufen. 1940 heiratete er
seine ehemalige Géttinger Kommilitonin Dr. Erna Bannow; sie bekamen zwei
Tochter.

Im Frithjahr 1933 war Witt im Alter von 21 Jahren in die NSDAP und in die
SA eingetreten. Dies ist ihm immer wieder vorgeworfen worden (und hat sein
ganzes spiteres Leben iiberschattet), obwohl er die erste Moglichkeit ergriffen
hatte, wenigstens der SA den Riicken zu kehren, namlich 1938, als er nach
Hamburg zog. Ein Parteiaustritt wire ohne schwerwiegende Folgen nicht méglich
gewesen. 1941 wurde er zum Militdrdienst eingezogen. Er kam zundchst nach
RuBland, wurde aber 1942 aus gesundheitlichen Griinden wieder nach Deutsch-
land geschickt. Bis Kriegsende war er dann in Berlin im Dechiffrier-Dienst
eingesetzt. Danach kehrte er nach Hamburg zuriick. Dort wurde er im Herbst 1945
von der Britischen Militdrregierung vom Dienst suspendiert und dann im April
1947 vollstindig rehabilitiert und wieder eingestellt. Er erhielt seine alte Stelle
wieder, die aber seit September 1946 schon Zassenhaus innehatte und die somit (bis
zum Weggang von Zassenhaus 1950) doppelt besetzt war. Wie Witt von seinen
Kollegen damals eingeschitzt wurde, m6chte ich mit einem Zitat belegen. Im Jahre
1947 war er in Hamburg einer der Kandidaten fiir die Nachfolge von Erich Hecke
(dessen Nachfolger dann Deuring wurde), und der damalige Dekan der mathema-
tisch-naturwissenschaftlichen Fakultidt, der Astronom Otto Heckmann, begriin-
dete den Vorschlag Witt am 15. August 1947 in einem Schreiben an die zustandige
Behorde folgendermafBen:

»Witt hat sich zunichst einseitig und mit ganzer Kraft auf die Algebra konzentriert und
darin schon in ganz jungen Jahren in verbliiffenden Vereinfachungen bekannter Beweise
und in der Auffindung neuer Ergebnisse solche Erfolge erzielt, dal Deuring iiber ihn vor

1) Die hier geschilderten Ereignisse und Daten aus der Kindheit und Jugend von Ernst Witt
habe ich einem Abdruck der von seinem Bruder Otto Witt, Pfarrer i.R., am 9.7.1991 gehaltenen
Grabrede ,,Abschied von Prof. Dr. Ernst Witt“ entnommen.
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kurzem mit Berechtigung schreiben konnte: ,Witt steckt alle jiingeren Mathematiker in
die Tasche‘. Durch die bitteren Erfahrungen von Krieg und Nachkrieg ist Witt
personlich gereift, hat auch energisch den Kreis seiner Kenntnisse auf das Gesamtgebiet
der Mathematik erweitert und versucht, sich in die neuere Physik einzuarbeiten.
Menschlich ist Witt ein treuer, unbedingt zuverlassiger und zuriickhaltender Kollege.
Gerade seine jugendliche Einsatzbereitschaft und Opferfreudigkeit haben ihn 1933 in
Partei und SA gebracht, aber insbesondere in der SA sehr frith zu Enttduschungen
gefithrt, die ihn bewogen haben, seit er nach Hamburg kam, sich am SA-Dienst nicht
mehr zu beteiligen. Eingehende Untersuchung seiner Mitgliedschaft bei der Partei hat
erwiesen, da} er charakterlich véllig einwandfrei ist und sich stets gegen Ausschreitun-
gen wie die Judenverfolgung gewandt hat. Witts Lehrbegabung wird wegen seiner
trefflichen Vortriage und seiner freundschaftlichen Zusammenarbeit mit Studenten und
Kollegen von allen hoch geschitzt.“

Seit 1947 war Witt, nur unterbrochen durch einige Auslandsaufenthalte in Madrid,
Rom, Barcelona, Istanbul, Ankara, Princeton, St. John’s (Neufundland), Hamil-
ton und Stony Brook, bis zu seiner Emeritierung am 30.September 1979 am
Mathematischen Seminar in Hamburg tdtig. 1978 wurde er zum ordentlichen
Mitglied der Géttinger Akademie der Wissenschaften gewihlt.

Ernst Witt starb am 3. Juli 1991, eine Woche nach seinem 80. Geburtstag.
Mit ihm verloren wir eine Personlichkeit, die durch Wahrhaftigkeit, Humor,
Originalitdt des Denkens und durch eine auBergewdhnliche mathematische
Begabung ausgezeichnet war. Er selbst hat seine Person stets hinter seine
Mathematik zuriicktreten lassen und schitzte es nicht, wenn viele Worte um ihn
gemacht wurden. Er mochte auf Fernstehende und Studenten, die ihn nicht weiter
kannten, verschlossen und gelegentlich sogar schroff wirken, aber sein Wohlwollen
und seine Hilfsbereitschaft haben viele gespiirt, wie auch seine Geradlinigkeit und
seine VerldBlichkeit. Sympathie und Freundschaft bedeuteten ihm viel; dies hat er
z.B. in originellen Worten in den , Erinnerungen an Gabriel Dirac“ (cf. [1989])
deutlich werden lassen. Die mathematischen Arbeiten von Ernst Witt enthalten
eine Fiille von fundamentalen Resultaten und begriindeten viele neue Forschungs-
richtungen. Mit seinen mathematischen Ideen war er hiufig seiner Zeit weit
voraus, und die Bedeutung dessen, was er gedacht und geschaffen hat, wurde oft
erst spiter erkannt. Er war auch einer der ersten, die gesehen haben, daB
Rechenmaschinen und spéater moderne Computer auch fiir die Erforschung der
sogenannten Reinen Mathematik niitzlich und wichtig sein konnen. Wie seine
Arbeiten, so waren auch seine Vorlesungen und Seminare geprigt durch sein
Streben nach Klarheit, Kiirze und Eleganz. Ab 1948 gab es in Hamburg die
Arbeitsgemeinschaft Deuring/Witt, an der unter anderen Banaschewski, Legrady
und Leptin teilnahmen. Hieraus wurde 1951 nach Deurings Weggang die
Arbeitsgemeinschaft Hasse/Witt, zu der dann auch Hasse-Schiiler wie Jehne,
Knobloch, Leopoldt und Roquette gehorten. Im Wintersemester 1955/56 griindete
Witt das Seminar liber Topologie, das er noch bis 1981 beibehielt. In diesem
Seminar, an dem auch immer wieder Physiker (z. B. Ehlers und Kundt) teilnah-
men, wurden neue Ergebnisse und aktuelle Fragestellungen aus nahezu allen
Teilen der Mathematik besprochen (ein topologischer Aspekt fand sich dann stets).
Viele seiner Schiiler und Schiilerinnen sind durch die von ihm vermittelte
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Denkweise in ihrem mathematischen Stil und Geschmack entscheidend beeinfluB3t
worden und denken in grofer Dankbarkeit an ihn zuriick; ich selbst bin sehr stolz
darauf, eine Schiilerin von Witt zu sein. Im folgenden gebe ich - in etwas
iiberarbeiteter Form - den Inhalt eines Vortrages wieder, den ich in Hamburg am
7. Dezember 1991 gehalten habe im Rahmen eines Kolloquiums zum Gedenken an
Prof. Dr. Ernst Witt.

Zum Werk von Ernst Witt

Es gibt kaum einen Mathematiker in der Welt, der nicht den Namen Witt
kennt. Die meisten verbinden damit den Wittring der quadratischen Formen oder
auch den Ring der Wittvektoren. Doch dies sind nur zwei unter den vielen
mathematischen Objekten, die er gefunden oder erforscht hat. Ich m6chte Thnen
hier einen Eindruck vermitteln von der Bedeutung und Vielfalt des Werkes von
Ernst Witt.

Quadratische Formen
(cf. [1937A], [1954A, B] und [1957])

Witt erkannte als erster, dal geometrische Vorstellungen grundsitzliche
Bedeutung fiir den Aufbau der Theorie der quadratischen Formen haben. So
entspricht einer quadratischen Form in der geometrischen Sprache ein Vektor-
raum mit einem inneren Produkt. Der Isomorphie von Formen entspricht die
Isometrie von Raumen, Diagonalisierbarkeit einer Form bedeutet die Existenz
einer Orthogonalbasis u. s. w. Hervorheben méchte ich nun die folgenden Resulta-
te aus der grundlegenden Arbeit [1937A]. Dabei sind ¢, ¢; und g, regulire
quadratische Formen iiber einem Korper K der Charakteristik # 2.

Wittscher Kiirzungssatz. ¢ L g, =¢g | ¢, impliziert ¢, = g,.

Dieser Kiirzungssatz ist dquivalent zu dem in geometrischer Sprache
formulierten Satz von Witt: Eine Isometrie von Teilrdumen 148t sich zu einem
metrischen Automorphismus des ganzen Raumes fortsetzen. (Eine allgemeinere
Formulierung des Satzes von Witt, die unter anderem die Charakteristik 2
beriicksichtigt, ist in der Arbeit [1957] angekiindigt und steht in der ersten Auflage
des Buches von H. Lenz ,,Grundlagen der Elementarmathematik®, 1961.)

Wittzerlegung. Es gibt zu g eine ganze Zahl r >0, den sog. Wittindex von q,
derart, dal} g eine Zerlegung ¢ =rh 1 g,, besitzt mit r Kopien einer 2-dimensionalen
hyperbolischen Form 4 und einer anisotropen Form g,,. Die Form gq,, ist hierbei
nach dem Wittschen Kiirzungssatz bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, und
»anisotrop“ bedeutet, daf} sie die Null nur trivial darstellt.

Wittring. Witt nannte zwei Formen ¢, und ¢, dhnlich, wenn ihre anisotro-
pen Bestandteile isomorph sind, und zeigte, da} die Klassen dhnlicher Formen
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einen kommutativen Ring W(K) bilden. Addition und Multiplikation werden
dabei durch die orthogonale Summe | und das Tensorprodukt induziert. Mit
dieser wohl ersten Konstruktion eines ,,Grothendieckringes“ war Witt seiner Zeit,
die hauptséchlich an arithmetischen Anwendungen interessiert war, weit voraus.
Erstin den 60er Jahren, beginnend mit den Arbeiten von Pfister, kristallisierte sich
die fundamentale Bedeutung des Wittringes heraus. Heute ist der Wittring der
quadratischen Formen Forschungsgegenstand von Mathematikern in aller Welt.
Die Pfisterschen Resultate wurden von Witt wesentlich vereinfacht, indem er den
Begriff einer runden quadratischen Form einfiithrte. Hieriiber hat Witt verschie-
dentlich vorgetragen. Seine Darstellung der Pfisterschen Theorie ist in dem Buch
von F. Lorenz iiber quadratische Formen (Springer Lecture Notes 130, 1970)
wiedergegeben.

Invarianten. Witt ordnete - in Verallgemeinerung einer Konstruktion von
Clifford - jeder Diagonalform g = >."_, a;x? eine Algebra C(g) zu und zeigte, daBl
zu isomorphen Formen isomorphe Algebren gehoren. Er erkannte, daB die
Algebra S(q):=C(qg— Z?:lxgi) einfach und zentral iiber X ist. Mit C(gq) ist auch
S(g) eine Invariante der Isomorphieklasse von g. Ferner bewies er, da3 S und die
Diskriminante ein volles Invariantensystem fiir Isomorphie quadratischer Formen
der Dimension 1, 2 oder 3 bilden. Weitere Invarianten wurden in jiingster Zeit z. B.
von Rost und Merkurjev-Suslin studiert.

Vermutung [1937A, S.35]. Eine anisotrope Form bleibt anisotrop bei
Grundkdrpererweiterung ungeraden Grades. Ein Beweis fiir seine Vermutung
wurde Witt schon 1937 von E. Artin mitgeteilt, vgl. [1957]. Bekannt ist dieser Satz
aber heute als Theorem von Springer, da Springer 1952 unabhiingig denselben
Beweis fand und veréffentlichte (cf. C. R. Acad. Sci. 234, 1952). Eine Verallgemei-
nerung des Satzes in der Sprache der algebraischen Gruppen wurde von Bayer-
Lenstra (Amer. J. Math. 112, 1990) bewiesen.

Klassenkorpertheorie
(cf. [1934A], [1935A,C], [1936B] und [1954D])

Emmy Noether stellte Witt die folgende Frage: Kann man Kithe Heys
Dissertation ,, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen*
(Hamburg 1929) auf Funktionenkérper iibertragen, um damit das Analogon des
Riemann-Rochschen Satzes im Hyperkomplexen zu finden? Die Antwort von Witt
[1934A]lautete: Ja, aber die Untersuchung verlduft in umgekehrter Richtung. Witt
formulierte und bewies zundchst den Riemann-Rochschen Satz in grofler Allge-
meinheit, nimlich fiir zentrale einfache Algebren, deren Zentrum k ein algebrai-
scher Funktionenkérper (in einer Variablen) mit vollkommenem Konstantenkor-
per Q ist. Das wesentlich Neue dabei war die Konstruktion eines invarianten
Gruppoids der einseitigen Divisoren. Mit Hilfe des Riemann-Rochschen Satzes
iibertrug er dann die Arbeit von Kéthe Hey. Vorausgesetzt war von da an, daf3 der
Konstantenkérper 2 endlich ist. In Anlehnung an die Arbeit von K. Hey und eine
Arbeit von F. K. Schmidt (Math. Z. 33, 1931) fiihrte er die Z-Funktion eines iiber k
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endlich dimensionalen zentralen Schiefkérpers ein und bewies ihre Funktionalglei-
chung. Durch Vergleich der Z-Funktion mit der £-Funktion des Zentrums erhielt
er den Satz, daB} jeder echte Schiefkdrper an mindestens 2 Stellen verzweigt ist.
Dieser impliziert das sogenannte Hasse-Prinzip fiir Algebren: Eine iiberall lokal
zerfallende Algebra zerfillt global. Fiir den Korper k= Q(x, \/ax? +b) (bei dem
der Konstantenkorper nicht endlich ist) hat Witt in [1935A] ein Gegenbeispiel
zu diesem Hasse-Prinzip angegeben. Im letzten Abschnitt der Arbeit [1934A]
bestimmte er dann noch die Struktur der Brauergruppe von k, wobei seine Resul-
tate analog denen waren, die Hasse (Math. Annalen 107, 1933) fiir Zahlk6rper
erhalten hatte.

Den Satz iiber die Existenz abelscher Korper zu vorgegebener Divisoren-
gruppe bewies Witt fiir Funktionenkorper in der Arbeit [1935C]. Als Nebenresul-
tat erhielt er dabei (in heutiger Sprache formuliert), dal die Galois-Kohomologie-
gruppen H*(G,K") fiir n=1,2 trivial sind; hierbei ist G die Galoisgruppe einer
endlich galoisschen Korpererweiterung K iiber einem beliebigen Grundkorper.
Ferner gab er einen neuen kurzen Beweis fiir den Noetherschen Satz H! (G, K*) =1
an, wobei K* die multiplikative Gruppe K \ 0 bezeichnet. (Fiir zyklisches G ist dies
der berithmte Satz 90 von Hilbert.) Auch die n-ten Galois-Kohomologiegruppen
fiir n>2 hat Witt bereits damals gekannt und gewuf3t, daB} sie fiir die additive
Gruppe K* alle verschwinden (cf. O. Teichmiiller, Gesammelte Abh., S. 551). Fiir
die Korperkonstruktion beim Beweis des Existenzsatzes benutzte Witt in [1935C]
Gleichungen der Form x"=a, und dies fithrte ihn dazu, die algebraische Theorie
der Kummerschen Koérper neu zu begriinden; das sind die abelschen Korper vom
Exponenten n, wenn die n-ten Einheitswurzeln im Grundkérper liegen. Vollig
analog erhielt er dann - nur durch Benutzung einer additiven Schreibweise - die
abelschen Korper vom Primzahlexponenten p bei Charakteristik p. Die dabei
relevanten Gleichungen sind durch die Artin-Schreiersche Normalform x? —x =5
gegeben. Hierauf aufbauend und unter Benutzung der oben angesprochenen
Beziehung H"(G,K*)=0 fiir n=1,2 gab Witt in der Arbeit [1936A] eine
Konstruktion aller galoisschen Korper iiber einem festen Grundkérper der
Charakteristik p zu vorgegebener p-Gruppe G.

Die Funktionalgleichung fiir L-Reihen tibertrug Witt im Marz 1936 auf
Funktionenkorper. Diese Arbeit hat er auf Bitte von E. Artin nicht veroffentlicht,
um die Dissertation von J. Weissinger (Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 12, 1938)
nicht zu gefihrden. Der Wittsche Beweisansatz ging spiter mit ein bei einem
weiteren Beweis dieser Funktionalgleichung von H. L. Schmid und Teichmiiller
(Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 15, 1947).

Inder Arbeit [1954D] gab Witt einen relativ kurzen Beweis des Hauptideal-
satzes der Klassenkorpertheorie.

Reelle algebraische Funktionenkorper
(cf. [1934B] und [1937A])

Unter Verwendung von Abelschen Integralen zeigte Witt in [1934B] fiir
einen reellen algebraischen Funktionenkdrper & (in einer Variablen) u. a. folgen-
des: 1) Ist eine Funktion des Korpers k eine Summe von Quadraten, so ist sie auch
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schon Summe von zwei Quadraten. ii) Ist —1 eine Summe von Quadraten, so ist
jede Funktion aus k Summe von zwei Quadraten. Indem er den ersten funktionen-
theoretischen Teil der Arbeit [1934B] in eine algebraische Sprache iibersetzte,
konnte er die Giiltigkeit des oben erwiahnten Hasse-Prinzips iiber k zeigen, und er
erhielt eine Ubersicht iiber alle endlich dimensionalen zentralen k-Schiefkorper.
Damit ist die Struktur der Brauergruppe von k bekannt. Durch Anwendung dieser
Ergebnisse konnte Witt dann in [1937A, S. 43f] auch die quadratischen Formen
iber k vollstindig behandeln.

Wittvektoren (cf. [1937B, D] und [1958])

In der Arbeit [1937B] fithrte Witt eine neue Vektorrechnung ein fiir
Vektoren x = (xg, Xi,...) mit abzihlbar vielen Komponenten. Sind die Komponen-
ten alle aus einem Korper k der Primzahlcharakteristik p, so bilden die Vektoren
einen Ring W(k), der vollstindig ist beziiglich der folgenden diskreten Bewertung
von W(k). Fir einen Vektor x ist |x| =p~', wenn x, die erste von 0 verschiedene
Komponente des Vektors x = (x, x1,...) ist. Satz 6 in [1937B] besagt:

Ist k£ ein vollkommener Korper der Charakteristik p, so ist W(k) ein
Integrititsbereich, dessen Quotientenkorper ein diskret bewerteter, vollstindiger
Korper der Charakteristik 0 ist. Das von p erzeugte Ideal in W (k) ist ein Primideal,
und der Restklassenkorper W(k)/(p) ist isomorph zu k.

Auf Grund von Satz 6 erhielt Witt dann in sehr einfacher Weise eine
Ubersicht iiber alle diskret bewerteten, vollstindigen Korper mit vollkommenem
Restklassenkorper der Charakteristik p, vgl. die Sitze 8 und 10 in [1937B]. Diese
Korper, die die Henselschen p-adischen Korper verallgemeinern, waren zuvor von
Hasse, F. K. Schmidt und Teichmiiller untersucht worden. In der Arbeit [1937C]
gab Witt auch eine Ubersicht iiber alle endlich dimensionalen Schiefkérper, deren
Zentrum ein diskret bewerteter vollstindiger Koérper mit vollkommenem Restklas-
senkorper ist.

Mit Hilfe der Wittvektoren konnte Witt die zyklischen Korper und
Algebren vom Grad p” iiber einem Korper k der Charakteristik p sehr einfach
beschreiben. Die zyklischen Korper werden jeweils erzeugt durch einen Vektor
0 =(6,,..., 0, 1)der Liange n mit Komponenten in einem algebraischen Abschluf}
von k, welcher der Artin-Schreierschen Normalform

07— 0-b

geniigt. Man beachte hierbei, dall &= (by,..., b,_1) ein Vektor der Liange # mit
Komponenten aus dem Grundkorper k ist, ©7 =(64,..., ©4_)) komponentenweise
gebildet wird, aber die Subtraktion beziiglich der Wittschen Vektorrechnung
auszufithren ist. Zuvor waren diese Korper von A. A. Albert (Bull. Amer. Math.
Soc. 40, 1934) etwas mithsam schrittweise aufgebaut worden. Die zyklischen
Algebren vom Grad p” sind (ebenfalls analog zum Fall n=1) durch die
Gleichungen @7 — @ =b, u”"=a € k*, u®u ' = @ + 1 vollstiandig charakterisiert, cf.
[1937B, §§5, 6].
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H. L. Schmid und Witt benutzten die Wittvektoren in der Arbeit [1937D],
um den folgenden Satz von Hasse und Witt [1936C] auf den Grad p” fiir beliebiges
n>1 zu verallgemeinern: K sei ein algebraischer Funktionenkorper einer Unbe-
stimmten iiber einem algebraisch abgeschlossenen Konstantenk6rper k der
Charakteristik p und habe das Geschlecht g. Dann ist die Anzahl der unabhéngi-
gen zyklischen unverzweigten Erweiterungskorper p-ten Grades iiber K gleich dem
Rang y einer KX invariant zugeordneten g-reihigen Matrix iiber K. Schmid und Witt
zeigten: Die maximale unverzweigte abelsche Erweiterung vom Exponenten p”
iiber K hat den Grad p"™, und ihre Galoisgruppe ist vom Typ (p", p", ..., p").
Dariiber hinaus fanden sie: Ist speziell £ absolut algebraisch, so hat auch die
Gruppe der Divisorenklassen von K/k vom Exponenten p” diesen Typ.

Die Arbeiten [1937B,C,D] wurden alle drei am 29. August 1936 einge-
reicht. Sie sind ein Teil von insgesamt sieben Arbeiten, die in einer von Witt
geleiteten Arbeitsgemeinschaft in Go6ttingen entstanden sind.

In der Arbeit [1958] beschrieb Witt die p-primidre Komponente der
Brauergruppe Br(k) eines Korpers k der Charakteristik p mit Hilfe des Moduls der
Pfaffschen Formen iiber dem Ring W=\ W(k?™"). Die p-primire Komponente
»Br(k)besteht aus denjenigen Algebrenklassen in Br(k), die von der vollkommenen
Hiille 2 =|J &” " zerfillt werden. Es sei P der vom Potenzieren mit p in Q induzierte
Automorphismus auf dem Ring D (W) der formalen alternierenden Differentialfor-
men iber W, und es sei m=P—p. Witt zeigte, da ,Br(k) = WdW modulo
n(WdW)+ W(k)dW gilt, und gab die behauptete Isomorphie explizit an. Als
Nebenresultat ergab sich in [1958, Satz 1] die Bestdtigung einer Vermutung von
Teichmiiller (Gesammelte Abh., S.144): Diejenigen p-Algebren, die von einer
festen rein inseparablen Erweiterung k,/k vom Grad p” zerfillt werden, lassen sich
durch n Parameter aus dem Grundkorper beschreiben.

Von 1937 bis heute ist eine schon nicht mehr iiberschaubare Fiille von
Publikationen iiber Wittvektoren erschienen. Die Wittvektoren werden auch in
vielen Lehrbiichern behandelt, wie beispielsweise in Algebra II von F. Lorenz, in
Corps locaux von J.-P. Serre oder in Groupes Algébriques, Chap.V, von M.
Demazure/P. Gabriel. In dem Algebra-Buch von S. Lang ist in Kap. VIII, Exc. 21,
eine funktorielle Einfithrung des Ringes W(A) der Wittvektoren iiber einem
beliebigen kommutativen Ring A4 abgedruckt, die Witt miindlich Lang mitgeteilt
hat und die sich von seiner urspriinglichen Einfithrung in [1937B] unterscheidet.

Liesche Ringe
(cf. [1937E], [1941A], [1953A], [1956] und [1976])

1935 entdeckte Witt, dal man eine einfache Liealgebra iiber einem
beliebigen Korper k der Charakteristik p > 2 erhilt, wenn man eine k-Basis e,,...,
e,-1 und die Multiplikationsregel e; e;=(j—i)e;.; vorgibt, (wobei der Index i +j
modulo p zu verstehen ist), vgl. [1976] und Chang, Uber Wittsche Lie-Ringe,
Hamb. Abh. 14 (1941). Chang fand heraus, daf} die Automorphismengruppe einer
solchen Liealgebra auflosbar ist, und zerstérte damit eine Hoffnung von Zassen-
haus (Hamb. Abh. 13,1939, S. 5, FuBBnote 3), neue endliche einfache Gruppen zu
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gewinnen. Ein sehr einfacher Beweis von Witt fiir die Auflosbarkeit ist in der
Arbeit von Chang abgedruckt.

In der Arbeit [1937E] konstruierte Witt zu jeder Liealgebra iiber einem
beliebigen Korper die universelle assoziative Hiille. Da Birkhoff (Annals of Math.
38, 1937) im selben Jahr das gleiche Resultat erzielte, nennt man den Satz iiber die
Existenz der universellen assoziativen Hiille einer Liealgebra auch das Theorem
von Birkhoff-Witt. DaB} allgemeiner jeder Liesche Ring treue Darstellungen in
assoziativen Ringen besitzt, bewies Witt in [1953A]. Witt untersuchte auch freie
Liesche Ringe und zeigte in [1937E] unter anderem, daB in einem freien Lieschen
Ring die homogenen Ausdriicke vom Grad n in ¢ Erzeugenden einen Modul vom

Rang r= 1 de u(d)g”?, bilden (u die Mobiusfunktion). Er hielt es fiir merk-
n

wiirdig, daBl diese Rangformel mit der bekannten GauBschen Formel fiir die
Anzahl der Primpolynome x"+a; x"'+...+a, iiber dem Galoisfeld von ¢
Elementen iibereinstimmt. Eine Erkldrung fiir dieses Phinomen fanden spiter
Dress-Siebeneicher (Hokkaido Math. J. 19, 1990).

Angeregt durch den Satz von O. Schreier (Hamb. Abh. 5, 1927), daB jede
Untergruppe einer freien Gruppe frei ist, bewies Witt 1940, daB jede Unteralgebra
einer freien Liealgebra frei ist, cf. [1953B, S. 114, FuBnote 3] und [1956].

Die halbeinfachen Liealgebren iiber € waren von E. Cartan (These, Paris
1894) klassifiziert worden, und zwar mit Hilfe eines komplizierten Determinanten-
kalkiils. In der Arbeit [1941A] fithrte Witt diese Klassifikation auf die Bestimmung
aller Spiegelungsgruppen zuriick. Dazu brachte er zunichst die Ergebnisse von
Coxeter (Ann. of Math. 35, 1934 und J. London Math. Soc. 10, 1935), der die
Spiegelungsgruppen als erster systematisch untersucht und aufgezihlt hatte, in
eine vereinfachte und elegante Form. Eine Spiegelungsgruppe G wird erzeugt von
Spiegelungen im n-dimensionalen euklidischen Raum an den Winden eines
gewissen Bereiches B, den Witt als Fundamentalbereich von G erkannte. Witt
kennzeichnete den Bereich B durch eine semidefinite quadratische Form f=

—z ¢;i&jcos —, wobei . die Winkel zwischen je zwei Winden von B bezeich-
m,'j m,‘j
nen und m; = 1 gesetzt ist. Lat man fiir / # beliebige m; =2, 3,..., % zu, so kann

die quadratische Form f=— D ¢:¢icos n

auch indefinit sein. Witt beschrieb f
mj
anschaulich durch eine Coxeter-Figur, bei der jeweils die Punkte p; und p; durch
m;;— 2 Striche verbunden sind. (Dadurch erhélt die Figur G, die bei Witt D g, heifit,
einen Strich mehr, als sie in spateren Biichern hat wie z. B. von J.-P. Serre, Algébres
de Lie semi-simples complexes, 1966.) In [1941A, Satz8] zeichnete Witt alle
unzerlegbaren Coxeter-Figuren auf, die jeweils zu einer semidefiniten Form f
gehoren, und bestimmte somit alle unzerlegbaren Spiegelungsgruppen. Er zeigte
auch, daf} eine solche Gruppe genau dann endlich ist, wenn die zugehérige Form f
positiv definit ist, und benannte alle Coxeter-Figuren, die zu positiv definiten
unzerlegbaren Formen gehoren. Mit Hilfe dieser Coxeter-Figuren stellte er in Satz
9 alle unzerlegbaren Vektordiagramme auf. Dabei ist ein Vektordiagramm ein
System von endlich vielen Vektoren @ # 0 in einem euklidischen Vektorraum mit
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den folgenden beiden Eigenschaften: Mit @ kommt auch —a vor, jedoch keine
anderen Vielfachen. Das System ist fiir jedes « invariant unter der Spiegelung an
der zu @ senkrechten Hyperebene durch 0. Die Vektordiagramme verwendete Witt
dann in Satz 10 zur Bestimmung der Ordnungen aller endlichen unzerlegbaren
Spiegelungsgruppen.

Nach E.Cartan und H. Weyl (Math.Z. 23, 24, 1925) gehort zu jeder
halbeinfachen Liealgebra iiber € ein Wurzelsystem, d. h. ein Vektordiagramm, das
noch gewisse Ganzzahligkeitsbedingungen erfiillt. Ist die Liealgebra einfach, so ist
das Wurzelsystem unzerlegbar. Van der Waerden (Math. Z. 37, S. 448, 1933) hatte
erkannt, daB} die Weylsche Methode zur Normierung der Koeffizienten in der
Multiplikationstabelle einer halbeinfachen Liealgebra angewandt werden kann,
um zu zeigen, daB es zu einem unzerlegbaren Wurzelsystem bis auf Isomorphie
hochstens eine einfache Liealgebra iiber € gibt. Dies Ergebnis bewies Witt noch
einmal neu, und durch Weiterfithrung der Methode von Weyl bewies er in [1941A,
Satz 15], daB zu jedem unzerlegbaren Wurzelsystem auch wirklich eine einfache
Liealgebra existiert, vorausgesetzt, die Existenz ist in den Fillen von Wurzelsyste-
men der Dimension <4 gesichert. Letzteres zeigte Witt dann noch in [1941A,§ 7],
wobei er u. a. eine neue bemerkenswerte Konstruktion des Ausnahmetyps F, gab
(und mit einem entsprechenden Verfahren auch einen neuen, von Satz 15
unabhingigen Existenzbewesis fiir Eg erhielt). Damit ergab sich dann die Cartan-
sche Klassifikation der halbeinfachen Liealgebren iiber €. Diese Klassifikation
fithrt bekanntlich zur Klassifikation der halbeinfachen Liegruppen iiber €, und
nach Chevalley (Sém. Ec.Norm. Sup, 1956-58) erhilt man analog auch die
Klassifikation der halbeinfachen algebraischen Gruppen iiber einem beliebigen
algebraisch abgeschlossenen Korper.

Generische Zerfillung (cf. [1935A])

Ein erstes Beispiel fiir einen generischen Zerfallungskérper wurde von
Witt [1935A] gegeben. Es ist dies der algebraische Funktionenkorper F=

k(x,/ax*+b) mit Konstantenkorper k der Charakteristik # 2. Fiir @, bek* de-
finiert man iiber k eine Quaternionenalgebra Q durch Erzeugende u,v mit den
Relationen % = g, v? = b und vu = —uv. Witt zeigte, daB Q durch Skalarerweiterung
mit F zu einem vollen 2 X 2-Matrixring iiber F zerféllt. Im Gegensatz zu den sonst
iiblicherweise betrachteten algebraischen Zerfallungskorpern ist in dem Zerfal-
lungskorper F der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen. Dartiber hinaus hat
der Korper F die universelle Eigenschaft, daB jeder Zerfallungskorper K von Q eine
k-Spezialisierung von F ist (d. h. es gibt eine k-Stelle F— KU ). Da F in diesem
Sinne jeden Zerfillungskorper erzeugt, heilit F generisch. Amitsur konstruierte
1953 allgemeiner fiir eine beliebige zentrale einfache k-Algebra einen solchen
generischen Zerfallungskorper, und Roquette gab 1963 eine einfachere Konstruk-
tion davon an mit Hilfe von nicht-abelscher Galois-Kohomologie. Dieser Korper
spielte eine entscheidende Rolle beim Beweis des berithmten Theorems von
Merkurjev-Suslin tiber Erzeugbarkeit der Brauergruppe durch zyklische Algebren.
Knebusch untersuchte 1976 die generische Zerfallung von quadratischen Formen,
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und seitdem arbeiten viele Mathematiker an der generischen Zerfillung gewisser
algebraischer Strukturen. U. Rehmann und ich haben gerade eine Arbeit verfaBt
uiber die generische Zerfillung von reduktiven algebraischen Gruppen (diese
werden nach Skalarerweiterung mit einem Zerfallungskoérper zu Gruppen vom
Chevalley-Typ). In dieser Arbeit wird als erstes grundlegendes Beispiel das Beispiel
von Witt behandelt. Der von Witt angegebene Kérper F ist ein generischer
Zerféllungskorper der speziellen linearen Gruppe SL;(Q), die iiber jedem Zerfil-
lungskorper K zu SL,(K) wird.

Modulformen (cf. [1941B] und [1954C])

Fiir die Anzahl o(n,g) der linear unabhingigen Modulformen n-ten
Grades vom Gewicht g (n=1,2,4,... und g=2,4,6,...) hatte Siegel (Math. Ann.
116, 1939) die Abschatzung ¢(#, g) < C,g" mit einer nur von n abhingigen Zahl C,
gezeigt. Witt [1941B] bewies mit derselben Methode und durch geschicktes
Abschitzen:

0(2,2)=0, 02,4=1, 0(2,6)<2, 0(2,8)<3.

In Analogie zu einer damals schon bekannten Identitit fiir Modulformen ersten
Grades bewies er die Identitit (O|AZ—B| 4?=>|AZ—B|~%, wobei 4,B ein
volles Reprasentantensystem der verschiedenen Klassen zweireihiger teilerfremder
symmetrischer Matrizenpaare durchliuft und Z eine zweireihige symmetrische
Matrix mit positivem Imaginirteil bedeutet. Auf Grund der Siegelschen Theorie
quadratischer Formen hiangen die Ergebnisse von Witt zusammen mit der Theorie
der positiven geraden quadratischen Formen in m Variablen und mit Determinan-
te 1. Es sei I, das Geschlecht dieser Formen und 4,, die Anzahl der Klassen aus 7,
Die Bedingung 8| m ist notwendig und hinreichend fiir die Existenz von I',,. Ein
Klassenreprésentant S; fiir I'y war schon von Minkowski angegeben worden, und
nach Mordell gilt #g=1. Durch Betrachtung der den Klassen quadratischer
Formen zugeordneten Gitter und Vektordiagramme bewies Witt [1941B], daf3
his=2 ist, und er gab Klassenrepriasentanten Sg+Ss, Si6 an. Es ergab sich die
interessante Tatsache, dal S+ Sg und Sis jede bindre Form gleich oft darstellen,
obwohl die Formen in verschiedenen Klassen liegen. Witts Frage, ob auch noch
jede terndre Form gleich oft dargestellt wird, konnten J.-1. Igusa (Amer. J. Math.
89, 1967) und M. Kneser (Math. Ann. 168, 1967) positiv beantworten. Die
Aufzdhlung aller Klassen aus 14 (und damit die Bestimmung von 4,4, was Witt
,nicht ganz leicht zu sein‘ schien) gelang H.-V. Niemeier (J. Number Theory 5,
1973). Witt hatte herausgefunden, daB 4,4 > 10 gelten muB, und Niemeier erhielt
h24 =24,

Gruppentheorie und Kombinatorik (cf. [1937E, Satz 4],
[1938A, B, C], [1952A, B], [1954D] und [1955A]))

Witt hat auch die Gruppentheorie um wichtige Sétze bereichert. Von
besonderer Bedeutung ist die Arbeit [1952A] aus der Darstellungstheorie, in der
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er unter anderem den Brauerschen Induktionssatz allgemeiner auf Darstellungen
durch Matrizen aus einer endlich dimensionalen Divisionsalgebra (anstelle eines
Korpers) tibertrug und entsprechend formulierte (cf. [1952A, Satz 7]). Dazu hatte
er auch die Charakterentheorie in dieser Allgemeinheit neu zu entwickeln. Zu
seinen Untersuchungen angeregt worden war Witt durch eine Arbeit von
P.Roquette (J. Reine Angew. Math. 190, 1952), in welcher der Beweis des Satzes
von Brauer durch das arithmetische Studium des Charakterenringes einer
endlichen Gruppe wesentlich vereinfacht worden war. Es seien nun K ein
Zahlkorper, G eine endliche Gruppe, y ein absolut irreduzibler Charakter von G
und 4 der einfache Bestandteil in der Wedderburnschen Zerlegung des Gruppen-
ringes KG mit der Eigenschaft y(4)+#0. Mit Hilfe des verallgemeinerten Induk-
tionssatzes und der in [1952A, Abschnitt 13] definierten Verlagerungsabbildung
fir Algebren loste Witt dann die Aufgabe, das von Hasse angegebene volle
Invariantensystem der Algebra 4 aus der Gruppentafel von G und den Werten
des Charakters y zu bestimmen. Insbesondere erhielt er so auch den Schurschen
Index von A. Aus der Arbeit [1952A] ergaben sich Sitze iiber die Schurgruppe
eines Korpers der Charakteristik 0, und Anfang der 70er Jahre bestimmte
Yamada die Schurgruppe eines p-adischen Kérpers (cf. T. Yamada, The Schur
subgroup of the Brauer group, Springer Lecture Notes 397 (1974), und F. Lorenz,
Algebra II, § 33).

In der Arbeit [1955A] bewies Witt, daB die Kommutatorgruppe einer
kompakten topologischen Gruppe mit einer abelschen Untergruppe von endli-
chem Index immer abgeschlossen ist. Dies ist z. B. auf die Galoisgruppe einer
Korpererweiterung Ax/k anwendbar, wenn k ein beliebiger Korper und Ay die
maximal abelsche Erweiterung eines iiber k endlich galoisschen Kérpers K ist; und
dafiir war das Ergebnis zuvor von Jehne in seiner Dissertation iiber Klassenkor-
pertheorie bewiesen worden unter der Voraussetzung, daB k ein Zahlkérper ist. Im
zweiten Abschnitt der Arbeit [1955A] belegte Witt durch ein Beispiel, daB die
Kommutatorgruppe einer kompakten Gruppe im Allgemeinen nicht abgeschlos-
sen zu sein braucht. Dabei konnte er die Gruppe sogar als Galoisgruppe einer
passenden algebraischen Kérpererweiterung wihlen.

Beriihmt sind die Arbeiten [1938A, B] iiber die S-fach transitiven Gruppen
von Mathieu und iiber Steinersche Systeme. Mathieu entdeckte 1861 die beiden 5-
fach transitiven Permutationsgruppen M, und M, in 12 bzw. 24 Ziffern. Diese
Gruppen und einige ihrer Untergruppen sind einfach. Man erhlt so fiinf einfache
Permutationsgruppen M;,, My,, M,,, M,3, M,,, die bei der Klassifikation der
endlichen einfachen Gruppen als exzeptionelle Gruppen auftreten. Wie Witt in der
Einleitung von [1938A] schrieb, hat man der Gruppe M,, das Leben schwer
gemacht, denn 1874 versuchte Jordan (Liouville’s Journal) darzulegen, daB eine
solche Gruppe gar nicht existieren kann. Die Existenz der Mathieuschen Gruppen
wurde dann von Séguier unter groBem Rechenaufwand bewiesen. Witt fand einen
wesentlich einfacheren Existenzbeweis fiir die Gruppen M,, und M,, durch
explizite Angabe von erzeugenden Permutationen in 24 bzw. 12 Ziffern und bewies
auch die Einfachheit der oben genannten fiinf Gruppen neu, cf. [1938A,
Satze 4,5, 6]. Er leitete dann weitere Eigenschaften der Mathieuschen Gruppen her
und betrachtete die folgende Aufgabe:
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Aus 24 Personen sollen ( 254 ) / ( §

8 Mitgliedern. 5 beliebige Personen sollen jeweils einem einzigen Verein angehéren.

Witt bewies in [1938A, Satz7], dal M, die Automorphismengruppe
einer Losung S(5,8,24) dieser Aufgabe ist. M, besteht also genau aus denjeni-
gen Personenvertauschungen der Losung S(5,8,24), bei welchen Vereine in
Vereine iibergehen. Analog ist M), die Automorphismengruppe einer Losung
S(5,6,12), cf. [1938A, Satz 11], und es erhob sich die Frage, fiir welche anderen
Zahlentripel (/, m, n) eine Lésung S(/, m, n) der entsprechenden Aufgabe existiert.
Eine solche Losung nannte Witt in [1938B] ein Steinersches System, weil Steiner
(J.Reine Angew. Math.45, 1853) einmal eine dhnliche Aufgabe gestellt hatte.
Steinersche Systeme waren zuvor als Spezialfille sogenannter Konfigurationen
von Carmichael (Amer.J. Math. 53, 1931) untersucht worden, der auch schon
den Zusammenhang mit den Mathieuschen Gruppen erkannt hatte. In
[1938B,(9)] zeigte Witt, wie man aus Systemen S(3,4,n) und S(3,4,v) ein
System S(3,4,nv) herstellen kann. Weiter gab er eine Ubersicht iiber die ihm
damals bekannten Steinerschen Systeme, wobei diese Liste noch durch Systeme
aus Arbeiten von Bays-de Weck (Comm. Math. Helv. 7, 1935) und Barrau (Verh.
Akad. Wet. Amsterdam 17, 1908) ergianzt werden sollte. Hauptziel der Arbeit
[1938B] war es, die Einzigkeit der beiden gruppentheoretisch interessantesten
Systeme S(5,6,12) und S(5,8,24) zu beweisen. Diese beiden Steinerschen
Systeme werden heute auch Witt designs genannt, da Witts Arbeiten [1938A, B],
in der diese behandelt werden, eine wesentliche Rolle in der Entwicklung der
Design-Theorie spielen (cf. H. Lenz, Half a century of Design Theory, Mitt.
Math. Ges. Hamb., XII, 1991).

) Vereine gebildet werden mit jeweils

SchluBbemerkung

Eine groBe Stiarke von Witt war es auch, fiir bekannte Sitze iiberra-
schend kurze und elegante Beweise zu finden, so z.B. fiir den Satz von
Wedderburn, daf jeder endliche Schiefkérper kommutativ ist (cf. [1931]), oder
fiir den Satz von Ostrowski, daBl jeder archimedisch bewertete vollstindige
Korper isomorph zu R oder € ist (cf. [1952C]). Es gibt auch viele Resultate und
Beweise von Witt, die er nur miindlich mitgeteilt hat. Zum Teil kann man solche
in Kolloquiumsbiichern finden wie z.B. die Aufzdhlung der Neokorper oder
Untersuchungen iiber einige unimodulare Gitter. In der Schrift von R. Miihl-
bach, Filter und andere moderne Begriffsbildungen in der Analysis (Schriftenrei-
he zur Schulmathematik Nr.8 der Math. Ges. Hamburg, 1962) wird der Inhalt
der Vortrige wiedergegeben, die Witt im WS 1956/57 vor der Mathematischen
Gesellschaft in Hamburg gehalten hat tiber den Begriff des Filters und eine neue
Auffassung der Differenzierbarkeit. In den 70er Jahren hat Witt sehr viel
programmiert, beispielsweise hat er in seiner Algebra-Vorlesung eine so erstellte
Liste mit den Koeffizienten von Kreisteilungspolynomen ausgeteilt. Auch erstell-
te er eine Liste der Ordnungen (ohne 2-Potenzen) bis 10000 mit nur zyklischen,
abelschen bzw. nilpotenten Gruppen.
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Dieser Bericht iiber das Werk von Ernst Witt ist nicht vollstidndig. Viele
schéne Resultate und Arbeiten von ihm konnte ich hier in der Kiirze nicht
wiedergeben. Aber auch so ist es offensichtlich, welche Breite und Tiefe sein Werk
besitzt. Ernst Witt ist einer der groBen Mathematiker dieses Jahrhunderts.
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Analytische und meromorphe Zerlegungen
und der reelle Fall

H. Grauert, Géttingen

1 Einleitung

Es sei zunichst X = G ein Gebiet im n-dimensionalen komplexen Zahlen-
raum C"={z=(zy,...,z,)} und feine nicht-konstante holomorphe Funktion auf G.
Ist dann g eine weitere holomorphe Funktion auf G, so sagt man, daB g analytisch
abhéngig von fist, wenn g auf den Zusammenhangskomponenten der Niveaumen-
gen f!(w), w e C, konstant ist. Bekanntlich ist das gleichbedeutend damit, daB} die
Funktionalmatrix der Abbildung F=(g, f) iiberall in G einen Rang <2 hat.

Man mochte den Ring H der von f analytisch abhingigen holomorphen
Funktionen g studieren. K. Stein stellte dieses Problem einem seiner Studenten als
Doktorarbeit: K. Koch zeigte 1953, dal H isomorph zum Ring der holomorphen
Funktionen auf einer zusammenhingenden nicht-kompakten Riemannschen
Flache Q ist. Q wurde durch eine Zerlegung von G mit minimalen Vereinigungen
der Zusammenhangskomponenten der Niveaumengen f '(w) gewonnen (s.
[St53]). Spiter hat K. Stein diese Ergebnisse zu einer sehr allgemeinen Theorie
ausgebaut (vgl. etwa [St 56 + 63 + 64]). Andere Autoren folgten. Wir werden hier
eine moderne Version betrachten (vgl. [Gr 83 + 85 + 87]).

Zugrundegelegt wird immer ein normaler komplexer Raum X, dessen
Topologie abzéhlbar ist. An sich wire das Resultat auch interessant, wenn X
beliebig wire, wenn also X nicht notwendig reduziert ist, die lokalen Ringe in X also
auch nilpotente Elemente enthalten konnten. Um etwas in dieser Richtung zu
beweisen, miifite man jedoch einen Bildgarbensatz bei nicht-eigentlichen holomor-
phen Abbildungen haben (zum Bildgarbensatz bei eigentlichen Abbildungen
s. [GR 84]). Da ein solcher Satz nicht zur Verfiigung steht, wird als Ersatz der
Singularititensatz von Remmert und Stein ([RS53]) in Verbindung mit der
Existenz von holomorphen Funktionen zu analytischen Verzweigungen ((GR 58]) und
[De 90]) herangezogen. Das Gesamtresultat erhélt dadurch eine rein mengentheo-
retische Natur: Der Quotientenraum Q ist wieder ein topologischer Raum, der mit
einer komplexen Strukturgarbe von lokalen stetigen komplexen Funktionen
versehen ist. Die Punkte von Q entsprechen den Fasern in X.

Der analoge Quotient Q im nicht-reduzierten Falle diirfte auch nur unter
einschriankenden Voraussetzungen existieren.
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2 Analytische Zerlegungen

Es sei immer R in dem normalen komplexen Raum X X X eine analytische
Menge, die noch folgende beide Eigenschaften hat:

1) Die Diagonale D von X x X ist in R enthalten.
2) R wird durch die Spiegelung (x, y) — (, x) auf sich abgebildet.

Man erhilt nun Fasern in X: Ist x € X ein Punkt, so sei die Faser S, durch x definiert
als {yeX: (y, x)eR}. Eine solche Faser ist stets eine analytische Menge. Aber
verschiedene Fasern kénnen sich noch durchkreuzen, und auch ihre Dimension ist
nicht immer die gleiche: sie kann plétzlich nach oben springen. Wir bezeichnen die
durch R erhaltene Faserung auch mit R: An sich ist R nur ihr Graph.

Definition 1. R ist eine analytische Zerlegung, wenn sich ungleiche Fasern
niemals durchkreuzen.

Im Falle einer analytischen Zerlegung gewinnt man einen Quotientenraum
0, den man mit der Quotiententopologie versieht. Die Quotientenabbildung =:
X — Q ist dann stetig. Umgebungen seien stets offene Mengen. Ist V < O, eine
offene Menge, so ist das Urbild U=n"'(V)c X ebenfalls offen. Unter einer
holomorphen Funktion in ¥ verstehen wir eine komplexe Funktion g, deren Urbild
S=gon holomorph in U ist. Wir erhalten so die Garbe der lokalen holomorphen
Funktionen in Q. Diese Funktionen sind immer stetig. Die Abbildung 7 bringt
lokale holomorphe Funktionen zu lokalen holomorphen Funktionen zuriick. Wir
heiBBen sie deshalb eine holomorphe Abbildung. Eine holomorphe Funktion fin X ist
genau dann faserkonstant, wenn es eine komplexe Funktion g in Q mit f=gon
gibt. Die faserkonstanten holomorphen Funktionen in X sind also die holomor-
phen Funktionen auf Q.

Wenn nun @ ein komplexer Raum ist, hat man wenigstens einen Teil der
Kochschen Aufgabe gel6st. Leider ist das schon in einfachen Fillen nicht der Fall.
Es sei etwa X der C? und 7 die holomorphe Abbildung:

w) =2y, Wr=2|° 2.

Die Urbildpunkte von z geben eine analytische Zerlegung in X und die Menge Q ist
die Vereinigung von O =(0, 0) und {(w;, w,): w, =0 fiir w; =0}. Wir versehen Q mit
der Quotiententopologie. Dannist Q in O nicht lokal kompakt, die Umgebungsba-
sis in O ist nicht abzihlbar und der Ring der Keime von holomorphen Funktionen
in O ist nicht noethersch. @ ist also bei weitem kein komplexer Raum. Damit
Phanomene dieser Art nicht auftreten ist notwendig und hinreichend, dafl R semi-
eigentlich ist.

Definition 2. Eine analytische Zerlegung R heil3t semi-eigentlich, wenn jeder
Punkt y € Q eine Umgebung ¥(y) hat, so dal} in X eine kompakte Menge K mit
n(K)> Vist.

Bei semi-eigentlichen analytischen Zerlegungen ist Q wenigstens ein
lokalkompakter Hausdorffscher Raum. Jeder Punkt von Q hat eine abzihlbare
Umgebungsbasis.
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Wenn der Quotient Q ein komplexer Raum ist, hat Q lokal sehr viele
holomorphe Funktionen. Es muf deshalb auch in Umgebungen der Fasern von X
sehr viele faserkonstante holomorphe Funktionen geben. Das ist leider nicht
immer der Fall.

Das folgt etwa aus dem folgenden Beispiel. Es sei X der 2-dimensionale
komplex projektive Raum IP,. Es sei M eine Hyperebene. Die Menge R sei
Vereinigung der Diagonalen D und MxM. Es ist dann R eine analytische
Zerlegung, die da X kompakt natiirlich semi-eigentlich ist. Bei der Bildung des
Quotientenraumes Q wird einfach M durch einen Punkt ae Q ersetzt. Jeder
Umgebung ¥ von a entspricht eine Umgebung von M in X. Es gibt aber beliebig
kleine Umgebungen von M, die pseudo-konkav sind. Jede holomorphe Funktion
ist dann dort konstant. Also besitzt auch ¥ nur konstante holomorphe Funktio-
nen. Q ist kein komplexer Raum.

Wir brauchen notwendig, daB die folgende Definition erfiillt ist:

Definition 3. Eine analytische Zerlegung R heilit ausbreitbar, wenn es zu
jedem Punkt yeQ eine Umgebung ¥ und eine holomorphe Abbildung F:
U=n"'(V)— C™ gibt, so daB F konstant auf den Fasern von 7 ist und die eventuell
groBeren Fasern von F doch die gleiche Dimension haben.

Natiirlich wird hier nicht gefordert, daB Q lokal so viel holomorphe
Funktionen hat, wie es lokal um die Fasern in X faserkonstante holomorphe
Funktionen gibt. Unsere Bedingung ist viel schwicher. Man kann sie aber auch
nicht wesentlich abschwichen, etwa durch eine Art von Levischem Differential-
ausdruck ersetzen.

Ist Q ein Gebiet im C” und X eine analytische Uberlagerung von 0, soist
die zugehorige analytische Zerlegung immer ausbreitbar, wie aus der Definition
unmittelbar folgt.

In [Gr 83] wurde gezeigt:

Satzd. Eine analytische Zerlegung ist genau dann semi-eigentlich und
ausbreitbar, wenn der Quotientenraum Q ein komplexer Raum ist.

Auf die Methoden des Beweises wurde schon in der Einleitung hingewiesen.

Ein wichtiges Beispiel stammt von H.Cartan [Ca 55]. Hier ist X eine
n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit und L eine Gruppe von Automor-
phismen von X, die auf X eigentlich diskontinuierlich operiert. Wir setzen dann
R={(lox,x):xe X, leL). Dann ist R, wie man leicht zeigt, eine semi-eigentliche
ausbreitbare analytische Zerlegung. Der Quotient Q ist ein n-dimensionaler
(normaler) komplexer Raum.

3 Meromorphe Zerlegungen

Besonders einfache analytische Zerlegungen R sind die normalen Zerlegun-
genvon X. Esist jetzt X ein rein n-dimensionaler (normaler) komplexer Raum. Die
Fasern zu R haben iiberall die Dimension d mit 0 <d <. Man sieht dann leicht,
daB} R semi-eigentlich und ausbreitbar ist. Der Quotient Q ist dann ein rein (n — d)-
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dimensionaler komplexer Raum. Die Abbildung 7: X — Q ist offen. (Ein wesentli-
cher Teil dieses Satzes ist bereits frither von B.Kaup bewiesen worden, vgl.
Literaturverzeichnis). Wir nennen ein solches R eine d-dimensionale normale
Zerlegung von X.

Ist P c X eine abgeschlossene Teilmenge und R c X eine analytische Menge
mit den beiden alten Eigenschaften, so verstehen wir unter R | X — P den Graphen
RA((X-P)x(X—-P)). Ist R eine analytische Aquivalenzrelation, so ist auch
R| X - P eine analytische Aquivalenzrelation. Die Eigenschaften ausbreitbar und
normal bleiben bei der Beschrinkung erhalten.

Normale Zerlegungen sind wichtig, um meromorphe Aquivalenzrelationen
zu definieren, die bei der Konstruktion grundlegender komplexer Rdume, z. B. von
Quotientenrdumen nach algebraischen Gruppen verwandt werden. Eine ad-hoc-
Definition wurde schon 1965 von D.Mumford gegeben ([Mu65], vgl. auch
[Ne 78]). Fiir unsere Durchfiihrung siehe: [Gr 85 + 87].

Definition 1. Eine d-dimensionale meromorphe Aquivalenzrelation in X ist
eine analytische Menge R c XXX mit den beiden alten Eigenschaften, so dafB
auBlerdem noch gilt:

1) Es gibt eine nirgends dichte analytische Menge Pc X, so dal R| X —P
eine d-dimensionale normale analytische Aquivalenzrelation ist.
2) RN (XX P)liegt in R nirgends dicht.

Natiirlich ist dann R durch R n ((X — P) X (X — P)) bestimmt. Ferner ist es
unabhingig von P. Ist f eine meromorphe Funktion in X, so nehmen wir fiir P die
Menge der Unbestimmtheitsstellen von f. Der Graph R sei dann die Menge
{(x, y) e XX X:f(x)=f(y)}. Wir erhalten so eine meromorphe Aquivalenzrelation
in X. Die Menge P bezeichnet man auch als Polstellenmenge der Abbildung fvon X
in die projektive Gerade. Wir nennen deshalb allgemein P eine Polstellenmenge von
R. Sie ist nicht eindeutig bestimmt. Aber es gibt eine wohldefinierte minimale.

Wir betrachten das folgende einfache Beispiel einer meromorphen Aquiva-
lenzrelation: Es sei X der (n+ 1)-dimensionale komplexe Zahlenraum C**!, R die
analytische Menge {(x,y) mit x, yeC"*' linear abhingig}, P sei einfach der
Nullpunkt O e €**!. Ist dann y # O, so ist die Faser S, die Gerade durch O und y,
im Falle y = O erhalten wir dagegen den ganzen C""'. Die Dimension von S, ist
also von y abhdngig. Auch durchkreuzen sich verschiedene Fasern.

Bei der Konstruktion eines Quotientenraumes Q storen die beiden letzten
Eigenschaften. Man zeigt aber leicht: Es gibt in X — P eine dichte Menge Z, so daf
fiir ye Z jede Faser S, (in ganz X) rein d-dimensional ist und keine irreduzible
Komponente von ihr in P enthalten ist. Wir nennen eine solche Faser allgemein. Ist
C eine lokale analytische Kurve in X, so betrachten wir nur die Fasern von R iiber
C nZ. Unter einer realen Faser S in X verstehen wir dann die d-dimensionalen
analytischen Teilmengen von X, die Grenzmenge von solchen Fasern sind. Wir
erhalten dadurch eine Faserung @ = @(R) in X mit rein d-dimensionale Fasern. Sie
héngt nicht von Z ab. Ungleiche Fasern kénnen sich allerdings noch durchkreuzen.

Soweit 148t sich die Theorie mit relativ elementaren Methoden durchfiih-
ren. Die Beseitigung des Durchkreuzens ist jedoch sehr schwierig. Es lauft auf eine
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mengentheoretische Plattisierung von X/R hinaus, die auf einer eigentlichen
Modifikation beruht. Hironaka, Lejeune-Jalabert, Teissier [Hk 73] haben
ein Theorem dieser Art zum ersten Male idealtheoretisch bewiesen. Vgl. auch
[Sb92].

Wir betrachten etwa den folgenden Fall: es sei S = A4; U 4, eine allgemeine
Faser, die in zwei irreduzible Komponenten zerfillt. A, = A,(¢) hinge noch von
einem holomorphen Parameter te G € ab, 4, sei konstant. Wir haben also
S =8(¢). Zwei verschiedene Fasern von S(¢) durchkreuzen sich stets auf ganz 4,.
Wir miissen also ganz A4, aufblasen, um das Durchkreuzen zu eliminieren. Es wird
von A,(#) verursacht, das sehr weit ,draufen“ in X liegen kann. Das muf
eingeschrankt werden, um aus X einen komplexen Raum mit normaler Zerlegung
zu gewinnen. Notwendig ist:

Definition 2. Die meromorphe Aquivalenzrelation R heiBt regulir, wenn
folgendes gilt:

Zu jeder kompakten Teilmenge K c X gibt es eine relativ-kompakte offene Menge
B cc X, sodaB keine nichtkonstante 1-parametrige Schar S(¢) e @ mit S(1) " K # 0
fiir alle £ und S(#) » B = const existiert.

Es gibt Fille sogar von algebraischen meromorphen Aqulvalenzrelatlonen
die nicht reguldr sind. Doch sind alle ,,verniinftigen“ meromorphen Aquivalenzre-
lationen auch regulér. Ist X kompakt, so ist jede meromorphe Aquivalenzrelation
in X regulir.

Ist R eine reguldre meromorphe Aquivalenzrelation, so kdnnen wir jeden
Punkt xe X durch die Menge der realen Fasern durch x ersetzen. Wir erhalten
dadurch eine eigentliche Modifikation X" von X mit einer Modifikationsabbildung
n: X" — X. Der Raum X" wird so klein wie mdglich gewihlt: Er ist deshalb im
allgemeinen nur semi-normal, d.h. jede lokale stetige komplexe Funktion, die
auBerhalb einer nirgends dichten analytischen Menge holomorph ist, muf iiberall
holomorph sein.

Die Faserung @ liftet sich zu einer normalen Aquivalenzrelation R" mit
einer Faserung @" in X”. Die Abbildung = bildet jede Faser S* € " holomorph,
topologisch auf die entsprechende Faser S e @ ab. Die Umkehrung ist jedoch im
allgemeinen nicht holomorph.

Zur Bildung der Quotlentenraumes konnen wir auch zur Normalisierung
von X" iibergehen. Die analytische Aquivalenzrelation bleibt dann normal. Wir
erhalten einen normalen komplexen Raum Q. Wir schreiben Q=X/R und
identifizieren Q mit der Menge ®.

Satz 3. Ist R eine reguldre meromorphe Aquivalenzrelation in X, so ist der
komplexe Quotientenraum Q = X/R definiert.

Ein Anwendungsfall liegt vor, wenn feine meromorphe Funktion auf X ist.
Die Niveauflichen von fbilden dann eine regulire meromorphe Aquivalenzrela-
tion in X. Man kann nun f als holomorphe Abbildung des Quotientenraumes
0 =X/R in den P, deuten.
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4 Der reelle Fall

Wir wollen unsere Resultate so weit wie moglich auf reell-analytische
Réume iibertragen. Dazu benétigen wir die Definition des mengentheoretischen
(reduzierten) n-dimensionalen reell-analytischen Raumes. Wir brauchen zunéchst
lokale Reprisentanten.

Es sei G eine offene Menge im N-dimensionalen reellen Zahlenraum R¥,
dessen Punkte mit (xy, ..., xy) bezeichnet seien. Es sei F=(f,...,f,,) ein m-tupel
reeller reell-analytischer Funktionen in G und O € G ein beliebiger Punkt.

Definition 1. F heif3t glatt von der Dimension n in O, wenn folgendes gilt:
1) F(0)=0;
2) bei geeigneter Numerierung ist die Determinante der Matrix
(fxxx(o))}t: 1,...N-n
A=1,..,N—n
von Null verschieden;

3) es gibt eine Umgebung U(O)c G, so daB auf der Menge
A={xeU:fi(x)=...=fy_n(X)=0} alle Funktionen von F verschwinden.

Bei kleinem U ist dann A4 c U eine n-dimensionale analytische Unterman-
nigfaltigkeit. Wir setzen 4* ={xe G: F(x)=0} und 4 ={xe A*: Fist glatt von der
Dimension 7 in x}. Die Menge S =A* -4 wird dann lokal durch endlich viele
analytische Gleichungen gegeben. Sie ist also eine analytische Teilmenge von G.
Wir machen nun die einschriankende Voraussetzung, daf} die Dimension von S
iiberall kleiner als 7 — 1 ist. Wir nehmen dann fiir 4 die abgeschlossene Hiille von 4.
Sieistin A* enthalten und hat iiberall die Dimension #n. Man erhilt sie aus A*, wenn
man niederdimensionale Mengen auBlerhalb von A fortldBt. Solche Mengen
nennen wir Stachel. A ist dann im allgemeinen selbst nicht mehr eine analytische
Menge. Aber auf solchen 4 sind die lokalen analytischen Funktionen f wohldefi-
niert. Ein f heifit analytisch, wenn es lokal Beschrinkung einer analytischen
Funktion aus einer offenen Teilmenge von G ist. Die Menge A triigt also eine Garbe
von lokalen reellen Funktionen. Sie ist eine Strukturgarbe auf 4 (von lokalen IR-
Algebren). Solche beringten Raume A werden die lokalen Reprisentanten unserer
mengentheoretischen analytischen Raume sein. Wir definieren diese analog zu den
reduzierten komplexen Raumen.

Definition 2. Ein n-dimensionaler mengentheoretischer analytischer Raum ist
ein Hausdorffscher Raum, der mit einer Strukturgarbe von lokalen reellen
Funktionen versehen ist, so daBl diese Struktur lokal isomorph zu einem
Repriasentanten ist.

Fortan nennen wir mengentheoretische analytische Riume stets einfach
analytische Rdume.

Man kann n-dimensionale analytische Rdume eindeutig komplexifizieren.
Wir definieren dabei den Begriff des analytischen Unterraumes in direkter Weise
wie iiblich. (Komplex) n-dimensionale reduzierte komplexe Raume sind auch 2x-
dimensionale analytische Raume.
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Definition 3. Eine Komplexifizierung eines n-dimensionalen analytischen
Raumes X ist ein (komplex) n-dimensionaler reduzierter komplexer Raum Z, der
mit einer antiholomorphen Abbildung w: Z = Z versehen ist, so daB folgendes gilt:

1) die Fixpunktmenge von o ist gerade X vereinigt mit Stacheln;

2) es gibt biholomorphe Einbettungen von geeigneten Umgebungen U der
Punkte zeZ in offene Mengen G — €", bei denen UnX in G RY analytisch
eingebettet wird und w| U die Beschrinkung des konjugiert Komplexen von G auf
U ist.

Man hat also, daB w? die Identitit id: Z=Z ist. Wir nennen zwei
Komplexifizierungen lokal gleich, wenn kleine Umgebungen von X isomorph sind.
Die Isomorphie ist dann kanonisch. Wir betrachten also in diesem Falle an sich nur
Keime von Komplexifizierungen. Man kann nun leicht zeigen, daB jeder n-
dimensionale analytische Raum eine lokal eindeutig bestimmte Komplexifizierung
hat. Man kann sogar beliebig kleine Z finden, die Steinsche Raume sind. Lokale
analytische Funktionen f auf X lassen sich lokal und analytisch in Z zu lokalen
holomorphen Funktionen f~ eindeutig fortsetzen. Es ist f~ o das konjugiert
Komplexe von f~. Ist umgekehrt fiir eine lokale holomorphe Funktion f~ 0w
konjugiert komplex, so kommt f~ von einem f. Man sieht also in Z, was die
analytischen Funktionen auf X sind.

Man kann auch andere Objekte so von X nach Z holomorph fortsetzen.
Unter einer (reellen) meromorphen Aquivalenzrelation in X verstehen wir eine
reguldre meromorphe Aquivalenzrelation R in Z, fiir die Row =R gilt. Dabei ist
die Liftung Row von R auf direktem Wege definiert. Wir erhalten die frither
betrachtete eigentliche holomorphe Modifikation 7~ : Z* — Z und die Quotienten-
abbildung p~: Z" — Q~, wobei der Quotient Q~ ein normaler (n — d)-dimensionaler
komplexer Raum ist.

Man kann o zu einer Involution " :Z" — Z" liften. Es sei X" < Z" der n-
dimensionale analytische Unterraum iiber X. Die Fixpunktmenge unter " ist
dann gerade X", vereinigt eventuell mit einer Stachelmenge. Man hat die
Beschridnkungsabbildung 7: X" — X. Wir nennen (X", n) eine (reelle) eigentliche
Modifikation von X. Natiirlich ist 7 wieder eine analytische Abbildung.

Die Abbildung w bestimmt auch eine Involution @ : 0~ — Q~. Es sei Q die
Fixpunktmenge von w, wobei wir wieder Stachel fortlassen. Es ist dann Q ein
(n — d)-dimensionaler analytischer Raum. X" wird durch die Beschrankung p von
p” in Q abgebildet. Leider trifft nicht jede w"-invariante Faser (des Keimes) Z*
auch die Menge X" c Z". Bezeichnet Q' das p-Bild dieser Menge, so ist also im
allgemeinen Q’ echt in Q enthalten.

Um zu weiteren Einsichten zu kommen, brauchen wir den Begriff des semi-
analytischen Raumes. Wir definieren zunéchst die lokalen Reprisentanten. Es sei ¥
ein n-dimensionaler analytischer Raum und 4 eine nirgends dichte abgeschlossene
Teilmenge von ¥, die Vereinigung von endlich vielen analytischen Unterrdumen
ist. Dabei konnen die Unterrdume verschiedene Dimensionen von 0 bis 7 — 1
haben. Die Differenz ¥ —A4 ist im allgemeinen nicht zusammenhingend. Wir
nehmen eine Vereinigung von Zusammenhangskomponenten und bilden die
abgeschlossene Hiille ¥ in Y. Lokale analytische Funktionen auf ¥ sind solche
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lokale reelle Funktionen auf V] die sich lokal zu lokalen analytischen Funktionen
in Y fortsetzen lassen. Der topologische Raum V ist also ein geringter Raum.

Definition 4. Ein geringter Hausdorffscher Raum X heift ein n-dimensiona-
ler semi-analytischer Raum, wenn X lokal isomorph zu einem semi-analytischen
Reprasentanten ist.

Die Begriffe Kompaktifizierung und eigentliche analytische Abbildung
spielen wir auf eine (eventuell groBe) Komplexifizierung Z von X zuriick. Wir
nennen Z eine Kompaktifizierung von X, wenn Z ein (normaler) kompakter
komplexer Raum ist. Sind X und Y analytische Raume und ist p: X— Y eine
analytische Abbildung, so nennen wir p analytisch eigentlich, wenn es Komplexifi-
zierungen Zy von X und Zy von Y und eine eigentliche holomorphe Abbildung
P~ :Zy— Zy gibt, die eine Fortsetzung von p ist. Natiirlich sind die Rdume Z, Zy
und Zy durch X und Y bei weitem nicht bestimmt.

Im komplexen Falle gilt jedoch fiir eigentliche holomorphe Abbildungen
p: W—Z von reduzierten komplexen Rdumen das Remmertsche proper mapping
theorem: Die Bildmenge p(W) ist ein reduzierter komplexer Unterraum von Y. Im
reellen Falle kommt man bei analytisch eigentlichen Abbildungen nur zu semi-
analytischen Riaumen p(X) (sie hingen wirklich nicht von den Komplexifizierun-
gen ab). Auch kann man es der Abbildung p:X—Y im allgemeinen nicht
ansehen, ob sie analytisch eigentlich ist. In einem speziellen Falle ist dieses
jedoch moglich:

Es seien X, Y n- bzw. m-dimensionale analytische Raume, X sei ein
Unterraum von R X Y und die Projektion p: RXxX Y —Y sei auf X endlich und
(topologisch) eigentlich, selbst wenn man Stachel zu X hinzu nimmt. Dann ist das
Bild p(X) ein n-dimensionaler semi-analytischer Unterraum von Y.

Die Frage ist, ob unser Q' ein n-dimensionaler semi-analytischer Unter-
raum von Q ist. Das ist sicher dann der Fall, wenn die Abbildung p: X" —Q
analytisch eigentlich ist. Dieser Fall tritt besonders bei Darstellungen von
reduktiven Gruppen auf. Wir erhalten dann einen semi-analytischen Quotienten-
raum, dessen Funktionen die Invarianten der Gruppendarstellung sind.
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Buchbesprechungen

Mehrtens, H., Moderne - Sprache - Mathematik. Eine Geschichte des Streits um die
Grundlagen der Disziplin und des Subjekts formaler Systeme, Frankfurt a. M.: Suhrkamp-
Verlag 1990; 640 Seiten, DM 78—

Das vorliegende Buch ist der Versuch eines ausgewiesenen Experten der Sozialge-
schichte der Mathematik, die Entwicklung der Mathematik um die letzte Jahrhundertwende
in die allgemeine kulturelle Entwicklung einzuordnen. Der fiir diesen Versuch gewihlte
begriffliche Rahmen ist das Gegensatzpaar ,Moderne - Gegenmoderne®. Die Moderne wird
dabei als ein kulturhistorisches Phinomen verstanden, daB sich zu Ende des 19. Jahrhun-
derts ausbildet. In Deutschland trifft sie besonders nach dem Ersten Weltkrieg auf eine
vehemente Gegenmoderne, die in der Zeit des Nationalsozialismus unter den verinderten
politischen Bedingungen in eine agressive Anti-Moderne umschligt. Die Moderne endet
dann irgendwann in den siebziger Jahren (S. 320) oder auch erst ,um 1990“ (S. 7).

Herbert Mehrtens ist ein sehr griindlicher Mathematikhistoriker, dem man viele
tiefe Einsichten in die politische Geschichte der Mathematik in Deutschland in den
zwanziger und dreiBliger Jahren verdankt. So ist das Buch auch fast durchweg eine duBerst
anregende Lektiire, und die Menge der verarbeiteten Literatur aus den verschiedensten
Gebieten ist so gewaltig, dafl es mich wunderte, wenn Mehrtens etwa bei der Erwdhnung
Alan Turings zwar Rolf Hochhuths maBigen Roman, nicht aber Andrew Hodges’ vorbild-
liche Biographie (The Enigma of Intelligence, London & Sydney 1983) zitiert.

Aber das Buch hat ein allgemeineres Anliegen als Mehrtens’ frithere historische
Einzelarbeiten. Einzelne besonders gelungene Abschnitte — etwa, um nur diese herauszu-
greifen, das einfiihlsame Portrait L. E. J. Brouwers (3.4; Kortevegs Rolle als Doktorvater
hitte hier allerdings vielleicht etwas mehr Sympathie verdient), oder die Darstellung der
Mathematik im wilhelminischen Schul- und Hochschulsystem (5.2) - lesen sich zwar fast wie
separate Veroffentlichungen. Aber das Werk insgesamt muB kritisch an seinen umfassenden
Zielen gemessen werden, nachdem die schiere GroBe des Unternehmens ja auch zurecht
spontane Hochachtung erweckt.

Skizzieren wir zunéchst den Inhalt der ersten Hilfte des Buches (Kapitel 1 bis 4), die
mit ihren 326 Seiten ein eigenes abgeschlossenes Buch abgeben konnte. Hier werden die
wichtigsten Reprasentanten und Stationen der Geschichte von Moderne und Gegenmoder-
ne in der Mathematik beschrieben und analysiert.

Im ersten Kapitel (,,Praludium®) wird die Vorgeschichte der Moderne iiber das 19.
Jahrhundert verfolgt. Die Namen sind GauB, Dedekind, Peano fiir die Arithmetik;
wiederum GauB}, Lobatschewski, Riemann und Klein im Gebiete der Geometrie (bei Klein
thematisiert der Autor zum ersten Mal den Anschauungsbegriff); Dirichlet, Peano und
Cantor beim Funktionsbegriff. Das Praludium klingt aus mit einer lingeren Reflexion (1.5)
liber das, was fiir Mehrtens die Startldcher der Moderne sind: der Selbstbezug der
Mathematik, den Mehrtens so interpretiert, daB die eigene Sprache zum Gegenstand der
Mathematik wird.

Hier spétestens geht es aber Mehrtens nicht so sehr um die genaue Beschreibung
einer Entwicklung mathematischer Begriffe, sondern darum, die verschiedenen Ebenen
zusammen zu verstehen, in denen etwa eine Rede Helmholtz’ sich bewegt: ,Es gehen eine
politische, eine wissenschaftliche, eine wissenschaftspolitische und eine biirgerliche Rede
iiber das Ich und Die Welt zugleich®. (S. 102)

Das zweite Kapitel stellt die Moderne vor: Hilbert, Cantor, Zermelo und Haus-
dorff werden teilweise in sehr personlicher Manier portritiert. Entsprechend stellt das dritte
Kapitel die (sehr verschiedenen) Protagonisten der Gegenmoderne vor: Kronecker, Klein,
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Poincaré und Brouwer. Jedes dieser Portrits ist hochinteressant und verdiente eine eigene
Besprechung, fiir die hier aber kein Platz ist.

Anschliefend, genau in der Mitte des Buches, findet sich eines seiner Glanzstiicke,
das (S.13) auch das Hauptanliegen des Buches darstellt: In 4.1 (S.289-299) wird die
sogenannte Grundlagenkrise als ein historisches Phinomen analysiert, das aus der
Verkniipfung der Grundlagenfragen mit der tiefen Krise des biirgerlichen BewuBtseins in
Deutschland nach dem Ersten Weltkrieg entsteht. Sehr zurecht betont Mehrtens, daf} die
sogenannte Grundlagenkrise fiir die produktive Mathematik zu keiner Zeit eine Bedrohung,
sondern im Gegenteil eine Bereicherung war. Der Verweis auf die quasi politische Rhetorik
der am Grundlagenstreit Beteiligten (und der Vergleich mit der vor dem Weltkrieg sehr viel
undramatischeren Diskussion derselben Probleme) belegt die paramathematische Natur
dieser Krise.

Mehrtens’ Vorgehen orientiert sich also am historischen Material, ist aber nicht
historisch, sondern eher der Versuch einer rationalen Rekonstruktion entlang des vorgege-
benen Begriffspaars. Haufig, allzu hiufig fordert Mehrtens eine genauere historische
Untersuchung des jeweiligen Fragenkreises. Bei einer solchen Gelegenheit (S. 182) nennt er
sein Buch ,,meine eher strukturalistische Darstellung®. Genauer entlehnt er seine Methode
Michel Foucaults Diskurs-Analyse.

Der Begriff des Diskurses ist fiilr Mehrtens das entscheidende Mittel, um 1. das
Reden der Mathematiker iiber ihr Fach, 2. das informelle mathematische Gespriach
(Heuristik), sowie 3. die fertigen, strikten mathematischen Texte methodisch parallel
behandeln zu kénnen. Dies soll auch die Zusammenschau von mathematischen und etwa
politischen Kategorien ermdglichen. Bei aller Uberzeugungskraft des oben erwihnten, von
einer bestimmten historischen Konstellation (Deutschland nach dem Ersten Weltkrieg)
handelnden Absatzes iiber die ,,Grundlagenkrise®, scheint mir aber der Diskursbegriff im
allgemeinen nur die zweifelhafte Rolle eines grammatischen Zeugmas zu spielen, das die
verschiedenen Tétigkeiten der Mathematiker unter einen Titel zusammen- und so Mehrtens
ein vorgebliches Methodenkapitel ab-zufassen erlaubt. Eine Methode wird aus diesem
Allzwecklabel ,Diskurs‘ deshalb nicht, weil seiner Anwendung keinerlei Schranken gesetzt
sind. Dies macht die Seichtigkeit der Erlduterungen zu den ,,Funktionen des Diskurses“ in
6.2 aus, und ist iibrigens wohl auch der tiefere Grund dafiir, warum Foucault in Frankreich
heute bereits wieder passé ist.

Aber das eigentliche methodische Prinzip, dem Mehrtens in diesem Buch folgt, ist ja
die Entfaltung des Gegensatzes Moderne - Gegenmoderne. Diese grundlegende Dialektik
einerseits, und Mehrtens Stil an vielen Stellen andererseits (siche z. B. S. 68 oben) erinnerten
mich an Hegel. Und mir scheint, dafl der Vergleich zu Hegels Umgang mit Gegensétzen hier
sogar lehrreich ist. Fiir Hegel ist die Spannung des Widerspruchs ein methodisches Mittel,
um die (systematische oder historische) Entwicklung der Begriffe zu verstehen (rational zu
rekonstruieren). Mehrtens dagegen sucht immer denselben Gegensatz (Moderne — Gegen-
moderne) bei verschiedenen Autoren und in verschiedenen Zeiten. Aber nicht auf jeden
Vertreter der ,Moderne“ pafit dieses Epitheton so gut wie auf David Hilbert, von dem
bunten Gemisch der ,gegenmodernen” Mathematiker ganz zu schweigen.

Als Hegelsche Aufhebung des Gegensatzes Moderne — Gegenmoderne in seiner
ersten Bestimmung (vor dem Ersten Weltkrieg) bietet sich ,Gottingen” an. Das sagt
Mehrtens in etwa auch (5.4). Aber er kann auch hier das Widerspruchspaar nicht loslassen
und so muB es fiir ihn z. B. im Grunde problematisch bleiben, daB} Felix Klein als Exponent
der Gegenmoderne gleichzeitig fiir das Frauenstudium eintrat.

Ebenso hitte z. B. etwas Hegelsche Dialektik auch einigen der ,Fortsetzungsge-
schichten“ - schon dieser Titel von Kapitel 4 erhebt nicht gerade einen hohen methodologi-
schen Anspruch - erheblich mehr Relief geben konnen. Das gilt ganz besonders fiir den allzu
kurzen Abschnitt 4.3 iiber ,,,Arteigene* Anschauung®. Hier hitte die Entwicklung von der
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Gegenmoderne bis zur nationalsozialistisch auftrumpfenden ,Deutschen Mathematik* viel
sorgféltiger analysiert werden miissen. So liest man, um sich dem in jeder Hinsicht
dialektischen Weg von Klein zu Bieberbach zu nihern, heute immer noch am besten
Mehrtens’ Bieberbach-Biographie von 1987.

Am Ende von 4.3 schreibt Mehrtens, da die Errungenschaften der mathemati-
schen Moderne durch die fiir den Nazistaat lebensnotwendigen Anwendungen der Mathema-
tik gesichert wurden, und kniipft daran eine Assoziation zur ,Dialektik der Aufklirung®
(S. 314f). Nun vertragen sich aber doch in Wahrheit alle Zweige der Mathematik, die damals
zur Anwendung gelangten, bestens mit einem gegenmodernen Verstindnis der Mathematik,
ja sogar mit der ,Antimoderne“ Bieberbachs. (Letzterer arbeitete gegen Kriegsende mit
Udo Wegner an einem Handbuch iiber ,Konforme Abbildung in Theorie und Praxis“).
Gerne hitte man von Mehrtens hier etwas zu der wohlbekannten Frage gelesen, warum die
Nazis die ihnen ideologisch wie praktisch durchaus gemiBe angewandte Mathematik an den
Universitdten so schlecht behandelten!

Obwohl Mehrtens sich ,nicht in den mathematikphilosophischen Diskurs stellen
will“ (S. 467, FuBinote), skizziert er doch seine eigene (formalistische, also modernistische)
Auffassung von Mathematik, derzufolge Mathematik Arbeit an der eigenen Zeichensprache
ist (6.3) und bietet auch seine Losung des Problems an, warum eine so formalistisch
gedachte Mathematik auf die AuBlenwelt ,paBt“: im Wesentlichen hilt er es fiir ein
Scheinproblem (S. 471f). Wihrend mir Mehrtens’ Mathematikauffassung sehr naheliegt,
iiberzeugt mich der letzte Punkt nicht, und ein biBchen mehr ,philosophischer Diskurs*
wiire hier wohl am Platz gewesen. Ubrigens halte ich die chronisch schlechte Behandlung,
die Kant (bzw. das von ihm entworfene Zerrbild) im Buch immer wieder erfahrt, fiir einen
schweren Fehler.

Da diese Besprechung im Jahresbericht der DMV erscheint, sei erwihnt, dafl
Mehrtens auch die Griindung der DMV behandelt (5.1), wobei er m.E. die AuBenseiterrolle
Cantors zu sehr betont.

Und noch ein anderer Hinweis ist in dieser von Mathematikern (und damit nicht der
Zielgruppe des Buches!) gelesenen Zeitschrift angebracht: derjenige auf Mehrtens’ gelegent-
liche, oft mifigliickte , Erlduterungen” mathematischer Begriffe fiir den Laien. Da gibt es
gedankenlose Schnitzer: so (S.111) ,,Wenn sich die Kreiszahl Pi durch eine algebraische
Gleichung darstellen lieBe [gemeint ist: Losung einer solchen wire], dann wire die
Konstruktion mit Zirkel und Lineal [der Kreisquadratur] méglich®; oder das Durcheinan-
der oben auf Seite 496; oder die Behauptung bei der ,Erlduterung® des Auswahlaxioms
(S. 145), die Reprasentierung ,,jede[r] Teilmenge des Wahlvolks“ sei ,unméglich“, obwohl
sie doch heute, z.B. durch Aufsuchen der jeweils kleinsten Ausweisnummer, sogar
praktikabel ist. Aber auch da, wo Mehrtens keine Fehler unterlaufen, wird der Leser, der es
nicht ohnehin besser weil3, mitunter sehr schlecht bedient (siehe etwa S. 62 zum Gruppenbe-
griff oder S. 85 iiber ,,Funktion®).

Am Ende hdngt der Autor seinem Buch noch eine Coda an, im wortlichen Sinne:
mit Bezug auf Lacans psychoanalytische Essays, die Mehrtens, wie er selbst sagt, nicht
verstanden hat, die aber jedenfalls haufigen Gebrauch von mathematischen Sprachfetzen
machen, wird in dhnlich schwer verstdndlicher Weise iiber den phallischen Charakter der
Eins und die nur private Einbeziehung von Frauen in das Leben Brouwers und Hilberts
schwadroniert. Das Buch klingt aus mit einer (in der Tat mindestens hilflosen) Passage aus
Freges sogenanntem Tagebuch, iiber den Begriff der Zahl, deren Einriickung an dieser Stelle
libidinose Untertone suggeriert. Was von diesem SchluB zu halten ist, muB jeder Leser fiir
sich entscheiden.

Strasbourg N. Schappacher
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Jacobson, N., Collected Mathematical Papers (Edited by Gian-Carlo Rota),
3 Bénde, Basel u. a.: Birkhduser 1989, 1648 S., DM 498,

Das in der Zeit von 1934 bis 1988 geschaffene Werk des groBen Algebraikers
Nathan Jacobson umfaBit neben mehreren Ubersichtsartikeln 82 Publikationen (davon 9
mit Koautoren) und 14 Biicher.

Die vorliegenden Gesammelten Abhandlungen, in drei Binde aufgeteilt, dokumen-
tieren nachhaltig die herausragenden Beitrdge zu den folgenden Gebieten: Topologische
Algebra, Lie-Algebren und allgemeine nicht-assoziative Algebren, Galois-Theorie, Struk-
turtheorie von Ringen, assoziative Algebren, Jordan-Ringe und Jordan-Algebren.

Die meisten seiner Ergebnisse iiber endlich dimensionale Lie-Algebren iiber einem
Korper der Charakteristik Null wie u. a. die Klassifizierung der einfachen Lie-Algebren vom
Typ A-D und G sowie die Theorie der vollreduziblen Lie-Algebren linearer Transformatio-
nen eines endlich dimensionalen Vektorraumes sind, zum Teil mit verbesserten Beweisen, in
sein Buch , Lie Algebras“ integriert.

Drei Arbeiten sind der Theorie der p-Lie-Algebren gewidmet. Jeder solchen Lie-
Algebra L wird eine assoziative Algebra U - die u-Algebra von L - zugeordnet, die das ,p-
Analogon“ zur universellen Einhiillenden bildet. U ist endlich dimensional, falls L es ist.
Dies hat u.a. zur Folge, daf ein endlich dimensionales L nur endlich viele irreduzible p-
Darstellungen gestattet. Gewisse Klassen von p-Lie-Algebren, die das Analogon der
»gewohnlichen“ Lie-Algebren vom Typ A-D bilden, werden untersucht und Verallgemeine-
rungen der Derivationsalgebren rein inseparabler Erweiterungen eines Korpers der
Charakteristik p werden gegeben.

Reichhaltige und vielseitige Ergebnisse der Originalarbeiten iiber Jordan-Ringe,
Derivationen und Darstellungen von Jordan-Algebren, Klassifizierung und Realisierungen
von Jordan-Algebren, Ausnahme-Jordan-Algebren, durch Jordan-Algebren definierte
Transformationsgruppen, Koordinatisierung, sind in sein Buch ,,Structure and Representa-
tions of Jordan Algebras“ eingearbeitet.

In einigen Arbeiten zur Galois-Theorie verfolgt Jacobson unter anderem drei
Richtungen:

a) Eine Galois-Theorie endlicher Gruppen duBlerer Automorphismen eines Schiefkérpers.

b) Erweiterung der Galois-Theorie auf nicht-normale und nicht-separable Koérpererweite-
rungen.

¢) Eine Galois-Theorie fiir Schiefkorper, die die duBere Theorie aus a) mit E. Noethers
Galois-Theorie endlicher Gruppen innerer Automorphismen vereint. Entscheidender
Gebrauch wird hierbei von einer Verallgemeinerung der Dedekind’schen Unabhingig-
keit von Automorphismen und dem Jacobson-Bourbaki-Theorem gemacht.

In einer Reihe von Arbeiten entwickelt Jacobson eine Strukturtheorie einfacher
Ringe ohne Endlichkeitsbedingungen, die als Spezialfall unter anderem die Wedderburn-
Artin-Theorie enthilt. Ein zentraler Begriff ist hierbei der der Dichte: Eine Teilmenge A des
Ringes aller Endomorphismen eines Vektorraumes V iiber einem Schiefkérper heiBt dicht,
wenn jede lineare Abbildung eines endlich dimensionalen Unterraumes von V nach V die
Restriktion eines Elementes von 4 ist. Ein Hauptergebnis besagt: Ein assoziativer Ring ist
einfach und besitzt minimale Rechtsideale genau dann, wenn er isomorph ist zu einem dich-
ten Ring 4 von Endomorphismen eines Vektorraumes V iiber einem Schiefkorper derart,
daf} jedes Element von A4 endlichen Rang hat. Bei der Beantwortung der Frage nach der
Eindeutigkeit einer solchen Darstellung wird entscheidend der Dichtesatz von Chevalley-
Jacobson benutzt. Dieser Satz spielt auch bei weiteren Untersuchungen eine Schliisselrolle.

Die in seiner Arbeit ,The radical and semi-simplicity for arbitrary rings“
entwickelte Strukturtheorie wird sodann auf algebraische assoziative Algebren spezialisiert,
wo unter anderen das folgende schone Ergebnis erzielt wird, das einen Satz von Wedderburn
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iiber endliche Schiefkérper und einen Satz von M. Stone iiber Boole’sche Ringe verallgemei-
nert: Existiert zu jedem Element a eines Ringes 4 eine natiirliche Zahl n > 1 mit a” =q, dann
ist A kommutativ.

Die in seinen Orginalarbeiten gewonnenen Ergebnisse iiber Ringe und iiber die
Galois-Theorie findet man zum gréBten Teil in seinem Buch ,Structure of Rings®.

In allen drei Bianden hat Jacobson Kommentare zu seinen Arbeiten und Phasen
seines Lebens eingestreut. ,Personal History and Commentary“ ist faszinierend und allein
schon Grund genug, die sehr gut ausgestatteten Biande in die Hand zu nehmen!

Miinchen K.-H. Helwig

Kersten, 1., Brauergruppen von Korpern, Braunschweig: Vieweg 1990, 178 S., Kart.,
DM 64,00

In den ersten drei Kapiteln bringt das Buch zunéchst eine gute Einfithrung in die
klassische Theorie der zentraleinfachen Algebren (wie man sie in einschldgigen Algebra-
Lehrbiichern meistens vermif3t). Hauptziel des Buches ist dann die eingehende Darstellung
eines Beweises des berithmten Satzes von Merkurjev-Suslin. Die Niitzlichkeit der Algebra
fiir die Mathematik insgesamt steht gewil auBer Frage, aber nur selten findet man ein
Ergebnis der reinen Algebra, das allein fiir sich genommen, bereits ein so bestechendes
mathematisches Resultat darstellt wie der Satz von Merkurjev-Suslin.

Das Buch hat sich also ein verdienstvolles Ziel gesetzt. Wer nun der Verfasserin
dahin folgen will, findet eine prézise und im Aufbau wohliiberlegte Darstellung vor. Diese
Darstellung ist (bis auf ein paar Kleinigkeiten) auch sehr klar und zuverlassig. Bisweilen
mag sie mancher Leser - je nach Geschmack - etwas lakonisch niichtern finden, und
vielleicht hitte hier und da etwas mehr Akzentuierung wirklich die gute Sache noch besser
gemacht.

Zum Aufbau des Buches: Die ersten drei Kapitel vermitteln wie gesagt die
Grundkenntnisse iiber die Brauergruppe eines beliebigen Korpers. Im vierten Kapitel
werden nun die spezifischen begrifflichen Voraussetzungen zur Formulierung und dem
Verstindnis des Satzes von Merkurjev-Suslin besprochen, und es werden einige zum Beweis
des Satzes unerldaBliche methodische Hilfsmittel erarbeitet. Hierzu gehoren vor allem eine
(elementar-algebraische) Begriindung der Projektionsformel fiir die K-Gruppen einer
endlichen Korpererweiterung sowie die nétigen K-theoretischen Erorterungen des Zahlkor-
perfalles auf der Grundlage des Artinschen Reziprozititsgesetzes. Dieses wird natiirlich
ohne Beweis zitiert, sonst aber ist die Darstellung in sich abgeschlossen. (Wenn es allerdings
im Text heif3t: ,Einen elementaren Beweis des Artinschen Reziprozititsgesetzes findet man
bei Neukirch®, so wird da leicht ein falscher Eindruck vermittelt. Kritisch ist hier auch
anzumerken, daB nicht auf den Zusammenhang wenigstens hingewiesen wird, der zwischen
dem Artinschen Reziprozititsgesetz und den Ausfithrungen am Ende des zweiten Kapitels
besteht, wo das einschldgige Resultat iiber die Brauergruppe eines Zahlkorpers zitiert wird,
und dies in einer Weise, als handele es sich nur so um ein Resultat unter vielen anderen. Es ist
aber ein wahrhaftiger Hauptsatz, aus dem sich auch das Artinsche Reziprozitatsgesetz auf
relativ einfachem Wege ableiten 140t).

Das funfte Kapitel des Buches ist nun dem eigentlichen Beweis des Satzes von
Merkurjev-Suslin gewidmet. In den ersten Abschnitten wird der Satz nach dem Vorbild von
Merkurjev mit noch elementaren Methoden auf den ,Satz 90 von Hilbert fiir K,“
zuriickgefiihrt. So einfach dieser Satz sich auch formulieren 148t und seine Aussage auch
einleuchtet, so trifft seine Begriindung doch auf erheblichen Widerstand. Im letzten
Abschnitt des Buches mufl dann auch das Feld elementarer algebraischer Kenntnisse
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endgiiltig verlassen werden, und es werden Methoden der Algebraischen Geometrie und der
Quillenschen K-Theorie benétigt. Im Fall von quadratischen Kérpererweiterungen 148t sich
der ,,Satz 90 von Hilbert fiir K, noch ziemlich elementar begriinden. Die Behandlung dieses
Falles (der den urspriinglichen, schon als sensationell aufgenommenen Satz von Merkurjev
abdeckt) wird daher vorab durchgefiihrt, und zwar wird eine Beweisversion dargestellt, die
auf M. Rost zuriickgeht.

Das vorliegende Buch erschlieft seiner Leserschaft einen guten Zugang zu einem
faszinierenden, aktuellen und grundlegenden Resultat der Algebra; es steht also ein
lohnendes Ziel vor Augen, und auf dem Wege dahin kann man - von der Verfasserin
umsichtig und im ganzen instruktiv geleitet — viel Gutes und Niitzliches lernen. Die
ausfithrlichen und sorgfiltig erstellten Literaturhinweise machen das Buch zusitzlich
empfehlenswert.

Miinster F. Lorenz

Falb,P., Methods of Algebraic Geometry in Control Theory: PartI, Basel u.a.:
Birkhéuser Verlag 1990, 203S., DM 72,-

At a first glance one could be inclined to assume that algebraic geometry and
control theory don’t have anything to do with each other. Those who are willing to correct
this superficious opinion are invited to take a look at this very interesting book which makes
the attempt of introducing into the methods of algebraic geometry within the context of
control theory. The first part concentrates on so called single input-single output control
systems which can be described by four concepts: (a) by a strictly proper rational

meromorphic function f(z), ze €, with Laurent series f(z)= Z hjz~/ about °; (b) a pair
j=1

of relatively prime polynomials p(z)=bg+biz+...+b,— 12", q(z2)=ay+a z+...+
@m—12™ "' +2™; (c) by a Hankel matrix H = (h;4,-1)7;—, with finite rank; and (d) by a triple
(4, b, ¢) with 4 an nxn matrix, b an nx 1 column vector and ¢ a 1 X n row vector.

The concepts (a) and (b) are clearly equivalent in the sense that f(z) is a strictly
proper rational meromorphic function, if and only if f(z) = p(z)/q(z) with p(z) and q(z)
relatively prime polynomials of the form given in (b) where m is called the degree of f. The
equivalence of the concepts (a) and (c) is based on a theorem by Hankel which states that

f@@= z h;z/ is a strictly proper rational meromorphic function, if and only if the cor-
j=1

responding Hankel matrix Hy=(h; +;—1)7;-= has a finite rank which is equal to the degree of

/. In view of this theorem a natural surjective map L:Rat(n, C)={f|f a strictly proper

rational meromorphic function on C of degree n} — Hank (n, C) ={ H: H a Hankel matrix

over C of rank #n} is defined which is called the Laurent map.

The first goal of the book now consists of giving an appropriate algebraic structure
to both Rat(n, k), and Hank(n, k) and of showing that the Laurent map L is an isomorphism
with respect to this algebraic structure. For this purpose the complex number field C is
replaced by an arbitrary field k. Then the concepts (b), (c), and (d) of a linear single input-
single output control system can be maintained without alterations. The concept of a strictly
proper meromorphic function, however, has to be defined in the ring of formal power series

as a formal Laurent series f(z™ )= Z h;z™/ with hjek where z7! is an indeterminate
j=1
over k. The rationality of such a meromorphic function is then defined by two relatively
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prime polynomials p and ¢ as in (b). With this definition the Hankel Theorem mentioned
above remains true and the sets Rat(#n, k) and Hank (s, k) (defined above for k = C) can be
identified with subsets of the 2n-dimensional affine space 47" = k2" which are complements
of zero sets of suitable polynomials.

This is the point where affine algebraic geometry is coming into play. This is mainly
concerned with affine algebraic subsets ¥ of an N-dimensional affine space 4 over a field k
which are defined as the common zero sets of families of polynomials fe k[x,, ..., xy]. The
theory of affine algebraic sets in A4Y is dominated by two famous results: The first is the so
called Hilbert Basis Theorem which states that every polynomial ring R[x,, ..., xy] over a
Noetherian ring R is also Noetherian which implies that k[x,, ..., xy] is Noetherian, i.e.,
everyideal Aink[xy,..., xy] hasafinite basisfj, ..., f; such that every polynomial fe % can be
representedintheformf=p, f;+... +p, f,forsomep,,...,p,€k[x,, ..., xy). The second is the
Hilbert Nullstellensatz whose formulation takes some definitions: For every subset ¥ of A}
let I(V) be the ideal of all polynomials in k[x, ..., xy] that vanish on ¥ and for every ideal
ink[xy, ..., xy]let V() be the affine algebraic set of all common zeros of polynomials in 2.
Then the Hilbert Nullstellensatz states that

IV(A)=VA={fek[x,, ..., xy]| f™ € for some m}

holds true for every ideal A in k[x,, ..., xy].

These results are presented and proved in Chapter 5 and are substantially used in
the construction of an algebraic isomorphism between Rat(#n, k) and Hank (n, k). A crucial
step in this construction is the observation that both these sets are principal affine open
subsets of AY (see Definition 4.12) and therefore can be identified with certain affine
algebraic subsets of the affine space 47""! (see Proposition8.1) which are of the form
V((1—x2,+10)) and V((1—x2,+10)), respectively, where ¢ and O is the polynomial such
that Rat(n, k) and Hank(n, k) is the complement of the set of zeros of ¢ and @,
respectively (where (f) denotes the ideal generated by fe k[xy, ..., X2,+]). The final step is
then to show that the Laurent map L:R(n, k)— Hank (n, k) induces an isomorphism
between V((1 —x2,+1)0) and V((1 —x3,+1)@) in the following sence: A k-morphism
@ :V— Wis amap of an affine algebraic set ¥ in A} into another such set W, which has the
property that, for every gek[W]=k[x,, ..., xy]/I(W), it follows that go@e k[V], and a
k-morphism ¢ : V' — W is a k-isomorphism, if it is bijective and its inverse map ¢ "' is also a
k-morphism.

This rather detailed description of the essential content of the first eight chapters of
the book has been given in order to enable the reader who is not familiar with control theory
or affine algebraic geometry to get some idea of the profound relationship that is established
in this book between these two seemingly unrelated topics. Of course, this relationship is
purely theoretical and may not be of great practical use. But, nevertheless, it gives surprising
new insights into the interplay between pure and applied mathematics.

After a second proof of the Laurent isomorphism theorem in a generalized context
of the concept of morphism in Chapter 9 the state space realization (4, b, ¢) of a scalar linear
control system is considered in terms of the transfer function f(z)=c(zI—A) 'b and,
equivalently, in terms of the Hankel matrix H=(h;;_,)7;=; with h;=cA'~'b. This gives
rise to the definition of the set ST | of (scalar) linear systems of degree n as counterimage of
Rat (n, k) or Hank (n, k) under suitable realization maps from A} *2” into 42". With this
definition it then follows (see Theorem 10.18) that, if x=(4,b,¢) is in S},, then
Jx(2)=c(z21 — A)"'bis in Rat(n, k) and, conversely, if f(z) is in Rat(n, k), then there is some
x=(4, b, ¢) in ST ; such that f,(z) = f(z). A similar statement can also be made for the state
space realization in terms of a Hankel matrix as defined above.

For reasons of space limitation no further details concerning the content of the
book can be given here. The curious reader is invited to explore this very interesting
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representation of the relationship between scalar linear control systems and affine algebraic
geometry on his own. The first volume will be followed by a second one that will be devoted
to the application of projective algebraic geometry to multivariable linear control systems
and to which some preliminary account is given in Chapter 23.

Darmstadt W. Krabs

Huppert., B., Angewandte Lineare Algebra, Berlin u.a.: de Gruyter 1990, 646S.,
DM 198,00

Das vorliegende Buch hat laut Vorwort das Ziel, eine Reihe von Ergidnzungen und
nichtgeometrischen Anwendungen der linearen Algebra im direkten Anschluf3 an den Stoff
der Anfangervorlesung zu behandeln.

Dementsprechend zerfillt das Buch in zwei Teile. Im ersten Teil, der den Kapiteln I
und II entspricht, werden in z.T. recht abstrakter Weise lineare Abbildungen und
endlichdimensionale Hilbertraume behandelt. Allerdings enthilt Kapitel IT auch Abschnit-
te iber normierte Vektorraume, Algebrennormen, Ergodensitze und konvexe Mengen.

In den folgenden Kapiteln III-V wendet sich der Autor den Anwendungen zu.
Kapitel IIT behandelt lineare Differential- und Differenzgleichungen und insbesondere
Anwendungen auf Schwingungsprobleme. Hier gefallen mir die vielen Beispiele. Natiirlich
bleiben Wiinsche offen. Es hatten sich m. E. sehr leicht noch Stabilititsbetrachtungen
unterbringen lassen, da z. B. bei Differenzengleichungen durch die ausfiihrliche Behandlung
der Ergodensitze in Kapitel III die Fundamente dafiir gelegt sind.

Nichtnegative Matrizen werden in Kapitel IV behandelt. Nach Beweisen der Sitze
von Perron-Frobenius werden mehrere Anwendungen davon behandelt: Das Austausch-
modell von Leontieff, Bevolkerungsentwicklung und Analyse mit Hilfe von Leslie-
Matrizen. Der Rest dieses Kapitels ist stochastischen Matrizen gewidmet. Auch hier sind
viele Beispiele eingestreut, angedeutet durch Uberschriften wie: Mischen von Spielkarten,
Lagerhaltung und Warteschlangen, Prozesse mit absorbierenden Zustdnden, Mittlere
Ubergangszeiten.

Es fallt auf, daB der Begriff des Graphen einer Matrix nicht explizit vorkommt.
Ebenso werden hier M-(Minkowski)-Matrizen nicht behandelt. Allerdings kommen sie in
Kapitel ITI vor, und zwar unter dem Namen Oszillationsmatrizen, der bei anderen Autoren
fiir spezielle total nichtnegative Matrizen benutzt wird (Gantmacher-Krein).

In Kapitel 5 ,,Geometrische Algebra und spezielle Relativitdtstheorie“ werden
Vektorrdume mit Skalarprodukten ohne Definitheitsbedingungen und ihre Anwendung in
der Physik behandelt. Der EinfluB von E. Artins Buch ,,Geometric Algebra“ wird in der
Einleitung erwihnt. Jedoch geht der behandelte Inhalt weit dariiber hinaus. Der Leser wird
auch durch die in § 10-12 ausfiihrlich dargestellten Verbindungen zur Physik, insbesondere
der speziellen Relativititstheorie, an Verstindnis und Motivation fiir dieses Gebiet
gewinnen.

Das Buch vermittelt weitgehend klassische Resultate. Es ist klar und ausfiihrlich
geschrieben und erreicht daher sein Ziel, gewisse Begriffsbildungen der linearen Algebra
durch Anwendungen zu motivieren. Hiervon kénnen Dozenten (auch durch die vielen
nichttrivialen Beispiele und Aufgaben geeignet fiir Proseminare) und insbesondere Studen-
ten profitieren.

Esist daher schade, daB der hohe Preis befiirchten 146t, dafl nur Wenige dieses Buch
erwerben.

Bielefeld L. Elsner
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auf das in Vorbereitung befindliche Buch Numerische Mathematik II - Integration gewdhnlicher
Differentialgleichungen - von P. Deuflhard und F. Bornemann heiBt nun der vorliegende Band

Numerische Mathematik I.

Inhalt:
1. Lineare Gleichungssysteme

Auflosung gestaffelter Systeme - GauBsche Eli-
minationsmethode - Pivot-Strategien und Nach-
iteration - Cholesky-Verfahren fiir symmetri-
sche, positiv definite Matrizen - Ubungen

2. Fehleranalyse

Fehlerquellen - Kondition eines Problems - Sta-
bilitit eines Algorithmus - Anwendung auf linea-
re Gleichungssysteme - Ubungen

3. Lineare Ausgleichsprobleme

GauBsche Methode der kleinsten Fehlerquadrate
- Orthogonalisierungsverfahren - Verallgemei-
nerte Inverse - Ubungen

4. Nichtlineare Gleichungssysteme und
Ausgleichsprobleme

Fixpunktiteration - Newton-Verfahren fiir nicht-
lineare Gleichungssysteme - GauB-Newton- Ver-
fahren fiir nichtlineare Ausgleichsprobleme - Pa-
rameterabhiingige nichtlineare Gleichungssyste-
me - Ubungen

5. Symmetrische Eigenwertprobleme
Kondition des allgemeinen Eigenwertproblems

In Vorbereitung:
Peter Deuflhard/Folkmar Bornemann
Numerische Mathematik II

- Vektoriteration - QR-Algorithmus fiir symme-
trische Eigenwertprobleme - Singuldrwertzerle-
gung - Ubungen

6. Drei-Term-Rekursionen

Theoretische Grundlagen - Numerische Aspekte
- Adjungierte Summation - Ubungen

7. Interpolation und Approximation
Klassische Polynom-Interpolation - Trigonome-
trische Interpolation - Bézier-Technik - Splines -
Ubungen

8. Grofle symmetrische Gleichungssysteme
und Eigenwertprobleme

Klassische Iterationsverfahren - Tschebyscheff-
Beschleunigung - Verfahren der konjugierten
Gradienten - Vorkonditionierung - Lanczos-Me-
thoden - Ubungen

9. Bestimmte Integrale

Quadraturformeln - Newton-Cotes-Formeln -
GauB-Christoffel-Quadratur - Klassische Rom-
berg-Quadratur - Adaptive Romberg-Quadratur
- Schwierige Integranden - Adaptive Mehrgitter-
Quadratur - Ubungen

- Integration gewohnlicher Differentialgleichungen -
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Kapitel XIIL Spezielle Relativititstheorie ¢ Die Atherhypothese und das Michelson-Morleysche
Experiment * Einsteins Ansatz ohne Atherhypothese ¢ Die Poincarétransformationen ¢ Der Min-
kowskiraum ¢ Die Lorentzkontraktion und die Zeitdilatation ¢ Das Ruhsystem, die Eigenzeit und
die Vierergeschwindigkeit ¢ Relativistische Punktmechanik ¢ Die Elektrodynamik in der speziellen
Relativitétstheorie

Kapitel XIV. Funktionentheorie * Folgen und Reihen komplexer Zahlen » Komplexe Potenzrei-
hen ¢ Analytische Funktionen * Komplexe Integration « Anwendungen der komplexen Integration ¢
Reihenentwicklungen

Kapitel XV. Funktionalanalysis * Normierte Vektorraume * Funktionenrdume ¢ Hilbert-Rdume ¢
Approximationen ¢ Lineare Operatoren und Funktionale

Kapitel XVI. Gewdhnliche Differentialgleichungen ¢« Existenz- und Eindeutigkeitssitze * Ele-
mentar integrierbare Differentialgleichungen * Systeme linearer Differentialgleichungen ¢ Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten ¢ Variationsprobleme

Kapitel XVIL Partielle Differentialgleichungen « Partielle Differentialgleichungen erster Ord-
nung * Die Wellengleichung ¢ Die Laplace-Gleichung

Kapitel XVIIL Wellenbewegungen * Schwingungen einer diinnen homogenen Saite * Die eindi-
mensionale Wellengleichung und die d’ Alembertsche Losung * Das Anfangwertproblem fiir die un-
begrenzte Saite * Das Anfangs- und Randwertproblem der begrenzten Saite * Die dreidimensionale
Wellengleichung * Die retardierten Potentiale ¢ Der Separationsansatz und die Fourier-Methode
Fundamentallsungen und Eigenwertprobleme ¢ Die Fouriertransformation

Kapitel XIX. Anfangsgriinde der Quantenmechanik * Einige empirische Fakten, die der klassi-
schen Mechanik widersprechen » Grundbegriffe aus der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie *
Beugung von Mikroobjekten als Zufallsexperiment * Die Schrodingergleichung und die Bornsche
Deutung * Folgerungen und Interpretationen * Unschérfen

Kapitel XX. Bindung eines Teilchens im Potential « Stationire Losungen der Schrodingerglei-
chung * Der harmonische Oszillator ¢ Das Elektron im Coulombpotential (Wasserstoffatom)
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