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Toeplitz operators with piecewise continuous symbols -
a neverending story?

A. Béttcher *), Chemnitz

This article is a slightly modified and English version of a plenary talk given
at the DMV-Jahrestagung in Duisburg, 1994.

The purpose of the article is to present a few pieces of the fascinating
development in the theory of Toeplitz operators with piecewise continuous
symbols. We start with Toeplitz’ 1911 paper, review the classical L* results
obtained until the middle of the sixties, embark on the L? theory worked out by
Gohberg and Krupnik in the seventies, cite the 1990 result by Spitkovsky on
operators in spaces with Muckenhoupt weights, and end up with phenomena for
operators on Carleson curves which were discovered by Karlovich and the author
only in 1994. Although with the consideration of Muckenhoupt weights and
Carleson curves the theory has now reached a certain maximal level of generality,
an end of the metamorphosis of the spectra of Toeplitz operators with piecewise
continuous symbols doesn’t seem to be in sight.

1 Otto Toeplitz: the beginning

Let us start the story with the 1911 paper [14] by Otto Toeplitz. What
Toeplitz studied was to consider infinite linear systems of the form

ay a_ a., a-3 a4 fﬁg g2
a ay a_) a., a3 f_[ g1
) . @ a a., a., ... fo = £o
aj a a; ay a_ _f] &1
a, as a a, ag f 2

*) Research supported by the Alfried Krupp Forderpreis fiir junge Hochschullehrer of the
Krupp Foundation.
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on the space /*(Z), and among other things, he was interested in describing the
spectrum of the operator on /2(Z) that is generated by the matrix on the left-hand
side of (1). Here and in the following, the spectrum of a bounded operator 4 is what
it ought to be,

spA ={AeC:4 - il has no bounded inverse}.

The matrix in (1) has a special structure: it is constant along the parallels to the
main diagonal. Toeplitz assumed that there is a function a analytic in an annulus
containing the complex unit circle T such that {a, }, is the sequence of the Laurent
coefficients of a,

a@)= > a,z" (o<l|zl<owith0<po<1<a),
neZl
and he showed that the spectrum of the operator induced by the matrix of (1) on
I*(Z) is a(T), i.e. the set of values taken by the function @ on T.
We now know that the result by Toeplitz can be essentially generalized. The
discrete Fourier transform takes /2(Z) to L*(T) and hence, at least formally, the
system (1) is equivalent to the equation

(2) ( Z anein())( z f;‘einﬁ) - z gnein() (eiﬁe'r).
nel neZl neZl

In other words, the operator generated by the matrix in (1) on /2(Z) is unitarily
equivalent to the operator of multiplication by the function

3) a(e’®) = Z a,e™  (e?eT)
nel

on L%(T). This implies that the matrix in (1) represents a bounded operator on the
space /%(Z) if and only if {a, },. z is the Fourier coefficients sequence of a function in
L*(T), i.e. if and only if (3) holds with some function a € L*(T). In that case the
operator defined by (1) is referred to as the Laurent operator with the symbol a
(notice that Toeplitz himself called his matrices “L-matrices”).

We infer from (2) that the spectrum of the Laurent operator with the
symbol a is the essential range of a, i.e. the set of all A C such that

fteT:|a@®)—A| <¢g}

is of positive measure for each ¢ > 0. In case a is continuous, ae C (T), the essential
range is simply a(T). A function aeL>(T) is said to be piecewise continuous, in
which case we write ae PC(T), if the one-sided limits a(¢+0) exists at each
point teT. The essential range of a piecewise continuous function a is
U{a(tiO):teT}. We remark that functions in PC(T) have at most countably
many jumps and that if a e PC(T), then the set

fteT: |a(t+0)—a(t—0) >4}

is finite for each 6 > 0.
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2 Toeplitz matrices

What is nowadays called Toeplitz matrices is the south-east quarters of
Laurent matrices. Thus, a Toeplitz matrix has the form

a a_, a_,

a a a_
(4) 1 0 1

a a ao

In a footnote of [14], Toeplitz proved that the matrix (4) induces a bounded
operator on /2(Z.) if and only if the matrix of (1) represents a bounded operator on
[>(Z). It should be emphasized that this result is no triviality. In this connection, we
remark that the north-east quarters of Laurent matrices, i.e. matrices given on
P*(Z.) by

are called Hankel matrices. The set of all function (3) which induce a bounded
Hankel operator on /?(Z,) is described by Nehari’s theorem, and it turns out that
this set contains unbounded functions (see e.g. [2]).

In the same way Laurent matrices are better understood when representing
them by multiplication operators on the Lebesgue space L?(T), the study of
Toeplitz matrices may advantageously be based on their representation as
operators on the Hardy space

HXT) :={p e LXT) : ¢, = 0 for n < 0}.

Clearly, H*(T) is a closed subspace of L?(T), and the orthogonal projection P of
L?(T) onto H*(T), also referred to as the Riesz projection, acts by the rule

5) P: Z ¢nein0H Z (p,,e‘""’.

neZ neZ.

A little thought reveals that the operator induced by the Toeplitz matrix (4) on
I%(Z.) is unitarily equivalent to the operator on H2(T) which sends ¢ to P(ap),
where a is given by (3). This operator (multiplication by a followed by orthogonal
projection back onto the Hardy space) is called the Toeplitz operator T(a) with the
symbol a.

If all we would know about the Riesz projection were that it is given by (5),
transition from Toeplitz matrices on /2(Z,) to Toeplitz operators on H*(T) would
not make any sense. The usefulness of employing the Hardy space rests on the
representation P=(/+S)/2 where S : L%(T) — L?(T) is the Cauchy singular integral
operator,
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©  so0-= [P (e,
miop Tt
the integral understood in the principal value sense.

Toeplitz studied boundedness of both Laurent and Toeplitz operators, but
he only dealt with the spectrum of Laurent operators. So what about the spectrum
of Toeplitz operators? This question turns out to be very difficult and is, in fact, the
source of the story I will speak about.

In 1952, Gohberg [5] was able to give the answer in the case where a is
continuous. Here is his theorem: if a € C(T), then the spectrum of T(a) is the union of
a(T) and the points of C\ a(T) whose winding number with respect to the (naturally
oriented) curve a(T) is nonzero.

In the sixties, the question was disposed of for piecewise continuous
symbols by Simonenko (1960), Calderén, Spitzer, Widom (1963), Devinatz (1964),
and again Gohberg (1967); see [8] and [2] for precise references. The result is as
follows. Given aePC(T), denote by a the continuous, closed, and naturally
oriented curve that is obtained from the essential range of a by filling in the line
segments [a(z —0), a(z + 0)] between the endpoints of the jumps. Then sp T(a) is the
union of a" and the points of C\ a* whose winding number with respect to a* is
nonzero.

Consider, for example, the Hilbert-Toeplitz matrix

M Gk = 1/2)]k-0-
The symbol of this matrix is given by
®)  a(e®y=mie (0<0<2n)

and has a jump from —ni to ni at e’?=1. Consequently, the spectrum of the
operator induced by the matrix (7) on /*(Z.) is the closed half-disk {1 C: || <7,
Re A <0}

For symbols ain L=(T) \ PC(T) things are more complicated. An overview
about what is known for several classes of discontinuous but not piecewise
continuous symbols may be found in the book [2].

Despite the beauty of the results cited above, the reader might ask why we
should study spectra of Toeplitz operators. In the following three sections, I want
to motivate the import of the spectral theory of Toeplitz operators in connection
with singular integral equations.

3 Singular integral equations

A simple singular integral equation is an equation of the form

b(t) J f(r)dr

©®) a@)f()+ + J k(t, D f(rydr=g(t) (tel),

where I', the “contour”, is a curve in C. The coefficients a and b, the kernel k and the
right-hand side geL?(I") are given, while fe L2(I') is sought. The kernel & is
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supposed to be sufficiently nice (in comparison with the singular kernel 1/(z —1)),
which means that the corresponding integral operator on L%(I") is supposed to be
compact. To avoid unnecessary complications, let us also assume that I" is the
complex unit circle T.

We may write equation (9) as Af=g with A=al+bS +K, where al stands
for multiplication by a, S is the operator (6), and K denotes the integral operator
generated by the kernel k.

Given an Banach space X, we denote by (X)) and /" (X) the bounded and
compact (linear) operators on X, respectively. In a broader sense, a singular integral
equation is an equation 4 f= g in which A is an operator belonging to the smallest
closed subalgebra alg(S, ) of £(L*(T)) containing the operator S and all
multiplications al with a in some “coefficient algebra” . For example, if
a,b,c,d, e, fare functions in 2, then

A= (al + bS)(cS + dSeS) + SfI

is a singular integral operator in alg (S, o).
If A= C(T), then alg (S, C(T)) can be shown to coincide with the set

(10) {aI+bS+K:a,be C(T),Ke A (L*T))}

(see [8]). Thus, every operator in alg (S, C(T)) gives rise to an integral equation of
the form (9).

In case A =PC(T), that is, when considering singular integral operators
with piecewise continuous coefficients, the algebra alg(S,PC(T)) is of more
intricate structure and such a simple description as (10) is not available. This
algebra will play a central role in the following.

4 Fredholm theory

An operator A€ Z(X) is said to be Fredholm if it is invertible modulo
compact operators, i.e. if the coset 4+ 4 (X) is invertible in the Calkin algebra
ZL(X)/A (X). One can show (see e.g. [8]) that 4 is Fredholm if and only if its range
Im A :=A(X) is closed and both its kernel Ker 4:={fe X: Af=0} and its cokernel
Coker 4 := X/Im A are finite-dimensional. The index of a Fredholm operator 4 is
defined as

Ind 4 := dim Ker 4 — dim Coker A4.

If A is a Toeplitz operator T'(a) or a singular integral operator of the form
al +bS, then 4 is invertible if and only if 4 is Fredholm of index zero (again see e.g.
[8]). Hence, in these cases the problem of deciding whether A is invertible splits into
two simpler subproblems: find out whether A4 is Fredholm and if yes, compute the
index Ind 4. For more general operators in alg (S, C(T)) or alg(S,PC(T)) the
invertibility problem cannot be solved in this way, but Fredholm criteria and index
formulas are nevertheless of great interest.

The Fredholm counterpart of the spectrum sp 4 of an operator 4 € £ (X) is
its essential spectrum:

SPess 4 :={A € C: A — Al is not Fredholm}.
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The essential spectrum of the Toeplitz operator T'(a) is just a(T) if 2 € C(T) and the
curve a” introduced in Section 2 if a € PC(T). The points 4 in sp T(a) \ spess T'(a) are
the A for which T(a) — A1 is Fredholm of nonzero index.

In what follows we will consider Toeplitz operators T(a) on spaces
different from H*(T). We will see that sp.,, T(a), sp T(a), Ind T'(a) heavily depend
on the space the operator acts on. However, once the essential spectrum
SPess T'(a) is available, index formulas and descriptions of the spectrum sp T(a)
may be derived in a standard way, which is independent of the concrete space.
Thus, we will henceforth focus our attention on sp., 7(a) and leave aside the
index and spectra.

Given a Banach algebra 3 c #(X) and a second Banach algebra € with
identity element, we say that a map Sym: B — € is a Fredholm symbol if Sym is a
Banach algebra homomorphism enjoying the following property: an operator
AePB is Fredholm if and only if Sym 4 is invertible in €. In the next section we
indicate how Fredholm symbols may be constructed for B =alg(S, C(T)) and
B =alg (S, PC(T)).

5 Localization

To obtain a Fredholm criterion for the simple singular integral operator
A=al+bS, one starts with “freezing” the coefficients.

Suppose first a, b € C(T). Freezing the coefficients at a point ,e T leads to
the operator

Ay, = a(to)] + b(t,)S = a(to)] + b(t,)(2P — I)

(recall that P=(I/+S)/2). Thus, we arrive at an operator which belongs to the
smallest closed subalgebra alg {I, P} of £ (L*(T)) containing 7 and P. The Banach
algebra alg {I, P} is commutative and singly generated. Therefore its maximal ideal
space M may be identified with the spectrum of the generating element,
M=sp P={0, 1}, and the Gelfand map @ acts by the rule

@ :alg{l, P} - C(M),(®P)(0)=0,(DP)(1)=1.
It follows that

(24,)(0) = a(to) + b(2)(2(PP)(0) — 1) = a(ty) — b(1y),
(@4,)(1) = a(to) + b(20)(2(PP)(1) — 1) = a(ty) + b(1o).

Now so-called Jlocal principles enter the scene. They tell us how the
properties of the original operator 4 are connected with the family {4,},. of the
“frozen” operators. For lack of space we cannot embark on local principles here
and must refer to the literature (e.g. to [8] or [2]). In the situation at hand, local
principles give the following.

The operator al+bS is Fredholm if and only if a(t) +b(t)+#0 for all teT.
Moreover, the map

Sym : alg (S, C(T)) —» C(T x {0, 1})




Toeplitz operators with piecewise continuous symbols - a neverending story? 121

given for (¢, 1) e TX{0, 1} by

(Sym $)(#, 1) =2p — 1, (Sym al)(1, p) = a(?),
(SymK)(t,u)=0 if Ke A (LX)
is a Fredholm symbol.

Now consider 4 =al +bS with a,be PC(T). For ty=¢'% e T, denote by y the
characteristic function of the half-circle {e’?eT:0,<60<8@,+n}. Freezing the
operator A4 at ¢, gives an operator 4,, of the form

A, = (a+ I+ (y+0x)2P 1)
with a=a(t - 0), B=a(ty+0)—a(t —0),

y =b(ty — 0), d=>b(t +0) — b(t, — 0).
The operator 4, belongs to the smallest closed subalgebra alg{l,yI,P} of
Z(L*(T)) containing I, xI, and P. The algebra alg {I, yI, P} is no longer commuta-
tive, but fortunately, it is generated by two projections: (y)?=yI and P?=P. And
for Banach algebra generated by two projections, there exists some kind of “non-
commutative Gelfand theory” (see e.g. [4] and the references contained therein).

Namely, there is a compact Hausdorff space M and a Banach algebra
homomorphism

@ :alg{l, yI, P} - C*>**(M)

of alg{l, yI, P} into the continuous 2 X 2 — matrix functions on M such that 4 is
invertible if and only if so is @4 € C?*2(M). The space M may be identified with a
subset of C, after which @ may be given by the formulas

(1 0 (1 o0
(9151)(#)—(0 1), (¢P)(#)—(O 0>,

ew-( g )

The only question we are left with is the following: what is M? Here is the answer: M
is the spectrum of PyIP and thus, in principle, the spectrum of the Toeplitz
operator T(x)! Since we know that sp T'(y) =[0, 1], we see that M =[0, 1]. Now local
principles may be employed to derive the following result, which was established
by Gohberg and Krupnik in [6].

Let M denote the cylinder T X [0, 1] (with an exotic topology). The map

Sym : alg (S, PC(T)) = C?*2(M)
given for (t,u) € M by

2u — 1 —
(11) (SymS)(t,u)=(2 _Z(l__ﬂ_) 2\/1u_(12# #)),

[ a@+0) 0
(12) (Symal)(z,m—( ) a(t_o)),
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13) Sym K)(t,u) = ( g 0 ) if K is compact

0,
is a Fredholm symbol.

Let us summarize what we have done. First, we have constructed Fredholm
symbols for alg (S, C(T)) and alg (S, PC(T)) whose values are (matrix) functions
living on a certain space M. In the case of continuous coefficients, M is the disjoint
union of two circles, M =T x {0, 1}. For piecewise continuous symbols, M is the
cylinder T [0, 1], which results by filling in segments between all the pairs (z,0)
and (¢, 1) of Tx {0, 1}. Figure 1 shows the essential spectrum of a Toeplitz operator
on H*(T) with a piecewise continuous symbol and the cylinder M.

AR
o)

Secondly, I hope I succeeded in convincing the reader in the philosophy
that the Fredholm theory of singular integral operators is based on two pillars:
non-commutative Gelfand theory on the one hand and the spectral theory of
Toeplitz operators on the other.

Fig. 1

6 Metamorphosis I: circular arcs

Let us return to Toeplitz operators. So far we have considered Toeplitz
operators on H*(T). Suppose now that I"is a piecewise smooth Jordan curve and let
1 <p <o, One can show that the Cauchy singular operator S,

1) Son=— [ 220 ¢en),

oy T—1
is bounded on L?(I") (see e.g. [8]). The Hardy space H?(I") is defined as the range of
the Riesz projection P=(I+S)/2 on L?(I'), that is, we put H?(I') := PL?(I'). For
ae L”(I'), the Toeplitz operator T(a) on H?(I")is the operator that sends a function
@ € H?(I') to the function P(ap)e H?(I').
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What is the essential spectrum of T(a¢) on H?(I')? If ae C(I"), then spes T(a)
is simply the curve a(I"). The surprise comes with a in PC(I'). If tel” and
a(t—0)+#a(t+0), let &/, denote the circular arc at the points of which the line
segment [a(z —0), a(z +0)] is seen at the angle 27/max {p, q} (where 1/p+1/g=1)
and which lies on the left (resp. right) of the oriented straight line passing first
a(1—0)and thena(z+0)if 1 <p <2 (resp. 2 <p <<). Then let a} be the continuous,
closed, and naturally oriented curve that results from the essential range of a by
filling in the circular arc ¢, between the endpoints of each jump. Notice that if
p=2, then a} coincides with the curve a” defined in Section 2. Gohberg and
Krupnik [7] (but see also Widom [15]) proved that spe T(a) = aj.

a(t+0)

a(t-o)

Fig. 2

To have an example, let I'=T and define a e PC(T) by (8). It results that
SPess I () is the union of the essential range of g and a certain circular arc between
—ni and ni whose shape depends on p. The standard arguments alluded to in
Section 4 so yield the following: T(a) is invertible on H?(T) for 1 <p <2, T(a) is not
Fredholm on H?(T) for p=2, and T(a) is Fredholm of index —1 on H?(T) for
2<p<oo,

Let alg, (S, PC(I'")) stand for the smallest closed subalgebra of £ (L?(I"))
containing all singular integral operators al + bS with a, be PC(I'). The role played
in Section 5 by the line segment [0, 1] is now performed by the circular arc &,
between 0 and 1. Accordingly, join the points (¢,0) and (¢, 1) of I"x {0, 1} now not by
the segments [0,1] but by the circular arcs ./, What results is the barrel
M,=I"x o, Figure 2 shows aj for a piecewise continuous function a and the
barrel M,.

Proceeding as in Section 5, one so arrives at the following result, which was
already obtained by Gohberg and Krupnik [7] with the help of other methods: the
map

Sym : alg, (S, PC(I')) = C**2(M,)

given by (11) to (13) for (¢, ) € M, is a Fredholm symbol.
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7 Metamorphosis II: horns

The boundedness of the Cauchy singular integral operator S defined by
(14) on several spaces has been a big business for many decades (see e.g. [11]).

Let I"be again a piecewise smooth Jordan curve, let 1 <p <o, and suppose
we are given a weight w on I” of the form

1s5) W(t)=11[|t—t,-lﬂf (tel),
j=1

where 7, ..., t,are distinct points on I"and 8, ..., B, are real numbers. We denote by
L?(I',w) the Lebesgue space with the norm

1/p
(16) A1l = (J If(t)W(t)I”Idtl> .
r

It turns out (see e.g. [8]) that S is bounded on L?(I', w) if and only if
17y  —1/p<pi<1l/q forallj.

Here, of course, 1/p+1/g=1. Hence, if (17) is satisfied, we may define P:=
(I+S)/2, we then put H?(I',w):=PL?(I',w), and for aeL*(I'), the Toeplitz
operator T(a) on H?(I',w) is the operator sending ¢ to P(a¢).

It was once more Gohberg and Krupnik who determined the essential
spectrum of T(a) on H?(I',w). If ae C(I'), the sp.sT(a)=a(I"). However, if
ae PC(I'), then sp., T(a) is a curve a}, ,, which results from the essential range of a
by filling in a certain circular arc &/, ,,(, between the endpoints a(z — 0) and a(¢ +0)
of each jump. In contrast to spaces without weight, the shape of the arc &,
joining a(z —0) to a(z + 0) depends now not only on p but also on the behavior of the
weight w at 7. The theorem stated in the end of Section 6 possesses an analogue for
HP(I', w): one has only to replace M, by M, ,,, where M, ,, arises from the two
circles T x {0, 1} by connecting (¢,0) and (¢, 1) by the circular arc &/ »w(r) between 0
and 1. Thus M, , is obtained from the barrel M, by replacing the arcs o/ »between
(7, 0) and (#, 1) with the arcs ), () (j=1,...,n). A typical essential spectrum ah.,
and an example of M, ,, are shown in Figure 3.

A

F,w(t,)
f J‘r.w(t,)
#
a\ ap,w

Fig. 3
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After the results of the preceding paragraph had been established, the
development paused many years. Only in 1990, Spitkovsky [13] surprised us with a
spectacular discovery.

The point is that besides the weights (15), (17) there are much more weights
w for which S is bounded on L? (I, w). In 1973, Hunt, Muckenhoupt, and Wheeden
[10] proved that S is bounded on L?(I', w) (with the norm (16)) if and only if

1 1/p 1/q
(18)  sup sup — ( [ wy |dr|) ( [ w@ ldrl) < oo,
tel' e¢>0 & rGo) r'(,e)

where I'(t,e):={rel:|t—1t| <e}. The set of all weights w satisfying (18) is
commonly denoted by 4, rand referred to as the set of Muckenhoupt weights. For
weights of the form (15), conditions (18) and (17) can be shown to be equivalent. If
weA, r, the Riesz projection P, the Hardy space H?(I',w):=PL”(I",w), and the
Toeplitz operator T(a): @ = P(ap) on H?(I', w) are defined in the usual way.

Spitkovsky [13] determined the essential spectrum of T'(a) on H?(I", w) for
ae PC(I')in case I'is a piecewise smooth Jordan curve, 1 <p <%, and we 4, r. His
result says that sp.s T(a) arises from the essential range of a by filling in a certain
horn 5, ;) between the endpoints a(z — 0) and a(z + 0) of each jump. A horn is the
closed set bounded by two circular arcs. The shape of the horn joining a(z —0) and
a(t+0)depends on p and the behavior of the weight w at ¢. If wis given by (15), (17),
then w is called a power weight, and in this case the horn &, ) degenerates to the
circular arc &/, (). In the general case one can “measure the powerlikeness” of the
weight wat ¢, and the horn 5, ,,(, deviates the more from the circular &, ., the less
“powerlike” w is at z.

Immediately after Spitkovsky’s result, people started constfucting a
Fredholm symbol for the smallest closed subalgebra alg, ,(S,PC(I')) of
ZL(L?(I',w)) containing all singular integral operators al+bS with a, be PC(I").
However, this time one was confronted with a serious complication: since horns
are “heavy sets” (i.e. sets that might arise from other sets by filling out “holes™), one
had to invent new proofs for the inverse closedness of some relevant Banach
algebras. These obstacles were overcome by Finck, Roch, Silbermann [4] and

Fig. 4
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Gohberg, Krupnik [9] (independently and almost simultaneously). They obtained
a Fredholm symbol

Sym : alg, (S, PC(I')) = C*3(M,,),

M, ,, now being a barrel with horn-shaped handles (see Figure 4).

And again it seemed then that everything was said one could say about
Toeplitz operators with piecewise continuous symbols and the corresponding
singular integral operators.

8 Metamorphosis III: spiralic horns

However, the story does not end with the result of the preceding section.
Notice that until now we have always assumed that I"be a piecewise smooth Jordan
curve. It turns out that this is an unnecessary strong assumption.

So let us simply suppose that I' is a rectifiable Jordan curve, w is a
nonnegative function on I, and 1 <p <o, Consider the space L?(I", w) with the
norm (16). The Hardy space H?(I",w):=PL?(I',w) makes sense if and only if
S(=2P~1) is bounded on L?(I',w), in which case every aeL*(I') induces a
bounded Toeplitz operator T(a): ¢ - P(ap) on HP(I',w).

When is S bounded on L?(I", w)? If I'is piecewise smooth, we know that this
happens if and only if we 4, r. Here is the complete answer to the question: S is
bounded on L?(I',w) if and only if I is a Carleson curve and w is a Muckenhoupt
weight, i.e. a weight satisfying (18). The “if” part of this result was proved by David
[3], its “only if” portion is due to Paatashvili and Khuskivadze [12]. The curve I'is
called a Carleson curve if

sup sup 1 |I(2, €)| < oo,
tel >0 €

where I'(t,e):={tel':|t—t| <e} and |I'(z,¢)| is the length of I'(¢,¢). In other
words, I is a Carleson curve if and only if the “portion” I'(z,¢) of I' in the disk
{ze C:|z—1t| <e} may be estimated from above by the diameter 2¢ of this disk:
there exists a constant C >0 such that |7'(¢,¢)| < Cefor all teI"and all ¢>0.

Carleson curves may be very complicated, and the nature of the essential
spectra of Toeplitz operators with piecewise continuous symbols on Carleson
curves is not yet fully understood. Nevertheless, these spectra were recently
determined by Yu. I. Karlovich and the author for a sufficiently large class of
Carleson curves [1].

One may partition the points of a Carleson curve into nonhelical points and
helical points. For example, points at which the tangent exists, corner points, or
cusp points are nonhelical. A helical point z € I'is called a logarithmic whirl point if
in a neighborhood of ¢ the curve looks like two logarithmic spirals scrolling up at
this point. Suppose I"is a Carleson curve each point of which is either nonhelical or
a logarithmic whirl point. Let 1 <p<o and wed, r. Our result says that if
ae PC(I'), then the essential spectrum of T(a) on H?(I',w) is obtained from the
essential range of a by filling in a certain spiralic horn S, ., r¢) between the
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S

Pow(t), M(t,) L — Sp,u(t,), f(t,)

Fig.5

endpoints a(z—0) and a(z+0) of each jump. A spiralic horn is the closed set
bounded by two logarithmic double-spirals (see Figure 5). The shape of the spiralic
horn &, ., ry (Which may degenerate to a double-spiral) is determined by p, the
behavior of the weight w at ¢, and the behavior of the curve I"at ¢. If ¢ is a nonhelical
point, &, (), r) degenerates to a horn or a circular arc, while &, (), () is properly
spiralic in case ¢ is helical.

Once the result of the previous paragraph is available, one can establish a
Fredholm symbol

Sym : alg, (S, PC(I") = C¥X(M,,,.)

by the methods outlined above. The space M, ,, ;-is now a barrel with handles that
look like spiralic horns (see Figure 5).

It is clear that the story has an open end: we do not yet know what
happens for general Carleson curves, i.e. for Carleson curves with non-logarith-
mic whirl points. It should be emphasized that research into the case of general
Carleson curves is not motivated by the sole endeavour to completeness, but
rather by the circumstance that two important questions have not yet been
answered. First, it turns out that the spiralic horns &, (s, r) mimic the shape of
the curve near 7 (see Figure 6), but we cannot yet give a satisfactory explanation
of this phenomenon.

Secondly, even if the curve I is slightly perturbed, so that the two spirals
scrolling up at ¢ are no longer “pure” logarithmic spirals, the boundaries of
& i), I Temain nevertheless “pure” logarithmic double-spirals. Hence, does for a
general Carleson curve the metamorphosis of line segments through circular arcs
and horns end up with spiralic horns or will this metamorphosis eventually lead to
more complicated sets beyond spiralic horns?
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Fig. 6. A Carleson curve (left) and the essential spectrum of a Toeplitz operator on this
curve whose symbol has three jumps (right)

I believe that until these two problems have not been solved, we cannot say

that we have fully understood the nature of the spectra of Toeplitz operators with
piecewise continuous symbols. On the other hand, I am sure that some day these
two questions will have found an answer. Will this then be the end of the story?
Who knows ...
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(8]
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Semialgebraische Geometrie

Was ist das, wozu macht man das und was weil man dariiber

N

(=17 -1=0,(x+1y+y*~1>0}u

{x2+(y+ 1)27120,(x—1)2+y2—1>0}u
{16(x*+(y+3)»)—1<0}.
93

Ein kleiner Rundgang durch semialgebraisches Gelinde mit

L. Brocker, Miinster.

Semialgebraische Mengen sind Mengen S c R”, die durch Polynome p e R[X],
X=(Xy,...,X,) definiert werden. Geniigt S einem System von Polynomgleichun-
gen, so besteht S aus den reellen Punkten einer algebraischen Varietit V iiber R,
also S=V(R).

Man betrachtet dann natiirlich auch ¥(C) und die Vervollstandigung ¥V von Vim
projektiven Raum IP” und schlieBlich den Raum V(C) c P"(C), der erst in voller
Schonheit zeigt, was in den gegebenen Polynomgleichungen steckt.

Anders wird es, wenn S einer Polynomrelation geniigt. Wir betrachten zum
Beispiel die Bedingung an die Koeffizienten, die besagt, daBl ein Polynom zweiten
Grades eine reelle Losung besitzt.

S={xeR*IyeR:y>+2x,y +x,=0}.
Wie wir wissen, kann man S auch einfacher beschreiben:
S={xeR*x}>x,}.

Wir werden uns erlauben, solche Mengen etwas groBziigig in der Form
S={x}>x,} zu notieren. Was heiBt nun, daB die Beschreibung einfacher geworden
ist? Der entscheidende Punkt ist, daB in der neuen Beschreibung kein Quantor
mehr vorkommt: Der Existenzquantor wurde eliminiert. Einen kleinen Preis
muflten wir dafiir allerdings zahlen. Die quantoren-freie Beschreibung benutzt die
Relation ,,>“, die vorher nicht da war.
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Wie kann man nun Mengen, die durch eine beliebige Polynomrelation gegeben
sind (in der auch ,,>“ vorkommt), méglichst einfach beschreiben?

Diese Frage fithrt sofort auf die zentralen Grundlagen der reellen algebraischen
Geometrie, die, obwohl sie ganz am Anfang stehen, immer noch den Nimbus des
Geheimnisvollen verbreiten. Das Zauberwort heilit Tarski-Prinzip.

Bevor wir hierauf eingehen, wollen wir den Gegenstand dieses Vortrages festlegen:

Definition. Eine Teilmenge S c IR” heilit semi-algebraisch, wenn S von
folgender Bauart ist:

S={Mm? .. fisBu...u{fu?,...fis,7}

Dafir steht ?fiir=0, >0 oder >0, esist fj;e R[X]und { /;?,...,/;?} ist dasselbe wie
{ANn ... {7}

Wir machen uns auch leicht klar, dafl man S als endliche Vereinigung von Mengen
der Form

{h=0,g,>0,...,g,>0}.

schreiben kann. Ein System @ von Gleichungen und Ungleichungen, die S
beschreiben, heifit eine quantorenfreie Formel fiir S. @ ist bei weitem nicht
eindeutig.

Die Menge S'ist also ein Element aus dem Booleschen Teilmengenverband, der von
den Mengen {f>0} < R” erzeugt wird. Ein Beispiel sehen wir auf der Titelseite.
Dort stehen auch einige Fragen, von denen wird die erste einfach so beantworten
wollen:

Semialgebraische Geometrie ist die Geometrie semialgebraischer Mengen.

Mit der zweiten Frage wollen wir uns nicht ernsthaft befassen. Nur soviel:
Semialgebraische Mengen bilden eine enorme Vielfalt natiirlicher Figuren. So ist
die Menge S < IR? zum obigen Beispiel gerade das erforderliche Fragezeichen.

Von der dritten Frage handelt der Vortrag, aber der kann natiirlich nicht
erschopfend sein, weder in der Tiefe noch in der Breite. Wir wollen daher, wie
angekiindigt, wie bei einem Rundgang vorgehen, von einer Stelle zur nichsten
ziehen, und an jeder Stelle ein biichen erklaren. Experten diirften dabei kaum
etwas Neues erfahren. Vieles von dem, was zur Sprache kommt, wird sogar in
Standardwerken behandelt [B-C-R], [Be-Ri], [Kn-Schei].

Fiir technische Unterstiitzung und zahlreiche Verbesserungsvorschldge danke ich Frank Mausz.

1 Quantorenelimination

Hinter dem Tarski-Prinzip verbergen sich eigentlich mehrere Prinzipien aus der
Modelltheorie, die untereinander verwandt sind: Quantorenelimination, Modell-
Volistindigkeit und elementdre Aquivalenz. Im engeren Sinne meint man das letzte.
Grundlage von allem ist der

Satz von Tarski-Seidenberg. Sei S« R™ semialgebraisch und f: R™ — R"
polynomial. Dann ist auch f(S) semialgebraisch.
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Beweisidee: Wie iiblich ziehen wir uns auf den Fall zuriick, daB
S:R*'>R" die kanonische Projektion ist. Sei zunichst S= {h(X,1)=0} eine
Hyperflache

Aus der Vorlesung zur praktischen Mathematik erinnern wir uns jetzt an
Sturmsche Ketten (Sturm 1835 [St]). Sie geben Gleichungs- und Ungleichungsbe-
dingungen in den Koeffizienten a;(x) von A(x,t) dafiir an, daB A(x, 7) eine reelle
Losung hat. Ahnliche Entscheidungsverfahren gibt es fiir den Fall, daB S durch ein
System

h(X,0=0,g/(X,1)>0,...,8,X,1)>0}.

gegeben ist (Habicht [Hab] 1940, Tarski [Tar] 1951, Seidenberg [Sei] 1954,
Hoérmander [Hor] 1958).

Ein sehr elegantes Argument ist auch dieses: Wir betrachten die Algebra
A=R[X,t]/(h) iber R[X]. Sei xe R” ein Punkt, an dem die quadratische Form
tr(p) uber R[X] nicht ausgeartet ist. Dabei ist ¢ die Pfisterform
<1,81>®...®<1,g, >iiber 4 und ¢r der Transfer iiber die Spur von 4 iiber R[X]
([Schar]). Dann hat die Signatur von tr(¢) an der Stelle x den Wert k2° wobei
k=#{f"'(x)nS}. Dieses Argument geht auf Sylvester 1853 [Syl] zuriick. Solche
Verfahren werden natiirlich noch durch Verschwinden von Koeffizienten oder

Diskrimimanten gestort, eine kleine technische Schwierigkeit, die man zum
Beispiel durch Abstieg iiber die Dimension beheben kann. O

Fassen wir zusammen: Die Menge
f(S)={xeR"|FteR:(x,1)eS}

ist semialgebraisch. Wir konnten also den Existenzquantor aus der Beschreibung
von S eliminieren. Per Negation wird man auch Allquantoren los. Wir sehen:

Jede durch eine Polynomrelation definierte Menge ist schon semialgebraisch.

Dieses Prinzip nennen wir Quantorenelimination. Wir werden es in Abschnitt 4
etwas prazisieren.

Beispiel. Sei .S < R" semialgebraisch. Dann ist auch das Innere Int(S) semi-
algebraisch, denn Int(S) wird durch eine Polynomrelation definiert:

Int(S)={xeR"|Fe>0VyeR":(||x—y|| <e)=yeS}.
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Beachte, daB man eine Beschreibung fiir Int(S) im allgemeinen nicht einfach
dadurch gewinnen kann, daB man in einer Beschreibung fiir S alle Ungleichungen
durch strikte Ungleichungen ersetzt.

2 Modellvollstindigkeit

Wir miissen die Grundlagen etwas erweitern. Hierzu dient ein Begriff, der auf Artin
und Schreier [A-S1] [A-S2] [A] zuriickgeht. Diese Forscher stieBen schon in den
Jahren 1926-1927 auf den Kern der in den Abschnitten 1-4 behandelten Theorie.
(Fiir eine umfassende Darstellung siehe [Pr1].)

Definition. Ein angeordneter Korper R heiBt reell abgeschlossen, wenn fir
jedes aeR mit a >0 auch \VaeR, und wenn jedes fe R[t] von ungeradem Grad
eine Wurzel in R besitzt.

Ist R reell abgeschlossen, so ist R (\/—1) algebraisch abgeschlossen. Diese Eigen-
schaft ist sogar charakteristisch fiir reell abgeschlossene Korper.

Beispiel. Der Korper R ist reell abgeschlossen. Jeder angeordnete Korper
(k, >) besitzt einen iiber k algebraischen reell abgeschlossenen Erweiterungskorper
R, dessen einzige Anordnung die auf k gegebene Anordnung fortsetzt. Zwischen je
zwei solchen Korpern gibt es genau einen k-Isomorphismus. R heil’t reeller
AbschluB von (k,>). Der reelle Abschlul @, von @ ist der Koérper der reell
algebraischen Zahlen.

Man kann reelle algebraische oder semialgebraische Geometrie iiber beliebigen
reell abgeschlossenen Koérpern betreiben (siehe [De-Kn 1], [De-Kn2]). Dies
geschieht nicht nur um der Verallgemeinerung willen. Selbst wenn man an
Resultaten iiber IR interessiert ist, kommen beliebige reell abgeschlossene Korper,
deren Anordnung im allgemeinen sogar nicht-archimedisch ist, ins Spiel. Wir
werden dies im nichsten Abschnitt sehen.

Der Einfachheit halber bleiben wir aber dabei, daBl die Objekte, die wir letztlich
studieren wollen, iiber R definiert sind.

Sei S  IR” semialgebraisch, und sei R ein reell abgeschlossener Erweiterungskor-
per von R. Dann bezeichnen wir mit S(R) die Punkte von S'in R. Dies bedarf einer
Erlduterung: Sei zum Beispiel S={ >0}, fe R[X]. Dann setzen wir in naheliegen-
der Weise

S(R)={a:R[X]—R|a(f)>0}.

Dabei ist « ein nicht trivialer R-Homomorphismus. Zunéchst ist allerdings noch
nicht klar, daB S(R) nur von S und nicht von der speziellen Wahl von fabhéngt. Im
allgemeinen ist S durch eine (quantorenfreie) Formel @ gegeben, und wir
betrachten die Homomorphismen a : R[X] — R die allen Gleichungen und Unglei-
chungen der Formel @ geniigen. Fiir diese Menge schreiben wir

{a:R[X]-R|REad}.
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Falls diese Menge nicht leer ist, schreiben wir R |= @. Beachte nun, daB
S=S(R)={a:R[X]-R|REad}.

Mit diesen Bezeichnungen gilt der
Satz von der Modellvolistindigkeit: Aus R = @ folgt R = &.

Wir konnen jetzt setzen S(R) :={a: R[X]—R |R| a ®}, denn der Satz zeigt insbe-
sondere, daB} dies nicht von der speziellen Formel @ fiir S abhingt. Man hat also

SR)=0 = S=0.

Beweisidee. Mittels Projektion machen wir Induktion nach der Einbet-
tungsdimension n, wobei der Satz fiir n =0 offenbar richtig ist. Starten wir nun mit
einer Formel &, zur Einbettungsdimension , so liefern die Eliminationsverfahren
des vorigen Abschnitts eine quantorenfreie Formel @, _, fiir die projizierte Menge.
Aber diese Eliminationsverfahren sind unabhingig davon, ob man in R oder R
arbeitet. O

3 Hilberts 17. Problem

Das 17. Hilbertsche Problem (Hilbert [H 2] 1900) wurde in den schon erwihnten
Arbeiten von Artin und Schreier geldst (siehe auch Lang [L] 1953). Wir
formulieren gleich einen allgemeineren Satz von Stengle [Ste] 1974. Hierzu fixieren
wir folgende Daten. Es sei wieder X = (X, ..., X,), ferner  « R[X] ein Ideal und es
seien f,gy,...,gx€ R[X]. Wir bezeichnen mit T den Halbring, der von allen
a ,aeR[X] und g,,..., g erzeugt wird, und mit Z(J) das Gebilde der reellen
Punkte der Varietit von 1.

Positivstellensatz. Wenn

{f>02(Z(I)n{g1>0,...,8:>0})
so existieren me N und t|, t, e T mit

il f-nel

Folgerung. (Hilberts 17. Problem). Sei f(x) > 0 fiir alle x € R". Dann ist f eine
Summe von Quadraten von rationalen Funktionen.

Beweis (der Folgerung). Betrachte im Positivstellensatz den Fall, daB keine
g; vorhanden sind und daB 7 das 0-Ideal ist. Wir erhalten

fmlenf=1

und #,, ¢, sind Summen von Quadraten von Polynomen, also f=

2
’l+f2m '

Bemerkung. Auf Anregung von Minkowski untersuchte Hilbert zunichst
die Frage, inwieweit sich positiv semidefinite Polynome als Summe von Quadraten
von Polynomen schreiben lassen. Per Homogenisierung ist es naheliegend, Formen
zu betrachten. Sei P, ,, der Kegel der positiv semidefiniten Formen vom Grad m in
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n Variablen iiber R. Falls m ungerade ist, ist P, ,=#. Sei also m gerade und sei
2y mC P, der Kegel der Summen von Quadraten (aus Formen von Grad m/2).
Es gilt

Satz (Hilbert [H1] 1888). Es ist X, n=P,n genau fir n=2, m=2,
(n,m)=(3,4)

Dabei sind die Fille n=2 und m = 2 evident und den Fall (n, m) = (3,4) behandelte
Hilbert bereits mit Konvexititsiiberlegungen, die in jiingerer Zeit verfeinert
wurden ([Ch-La], [Ch-Da-La-Re]). Um zu zeigen, dafl keine weiteren Faille
auftreten, geniigt es, Formen aus P3 s \ X3 ¢ bzw. Py 4\ 2y 4 zu finden. Hilbert hat die
Existenz solcher Formen durch raffinierte geometrische Uberlegungen erschlos-
sen. Die explizite Angabe solcher Polynome gelang erst Motzkin [Mo] 1967 im Fall
(4,4), namlich W*+X2Y?+Y?Z?+Z?X?>—4XYZW und R.M.Robinson [Ro]
1969 im Fall (3,6) namlich Z+ X* Y2+ X?Y*-3X*Y2Z2

Nach diesem Ergebnis stellte Hilbert als 17. Problem die Frage, ob ein positiv
semidefinites Polynom f wenigstens eine Summe von Quadraten von rationalen
Funktionen ist. Im Falle von zwei Variablen konnte er zeigen, daBl f sogar eine
Summe von 4 Quadraten rationaler Funktionen ist. Den allgemeinen Fall 16ste
Artin [A] 1927, allerdings ohne eine Abschitzung iiber die Anzahl der benétigten
Quadrate. Diese gelang erst Pfister [Pf] 1967:

Satz. Ist fe R[X, ..., X,] >0 so ist f eine Summe von hichstens 2" Quadraten
von Elementen aus R(X4, ..., X,).

Artin bemerkte auch, daB} sein Ergebnis entsprechend fiir fe R[ V] gilt, wenn Veine
irreduzible reelle algebraische Varietit der Dimension 7 ist. Das folgt ebenfalls aus
dem Positivstellensatz. Die Abschdtzung von Pfister gilt dort entsprechend. Nach
Mahé [Ma] 1985 lassen sich ferner die im Positivstellensatz auftretenden Summen
von Quadraten in ihrer Anzahl beschrinken. (fiir Varianten und historische
Bemerkungen zum 17. Hilbertschen Problem siehe [B-C-R, Chap. 6.7].)

Beweisidee fiir den Positivstellensatz. Der Beweis hat zwei Bestandteile. Der
erste ist die Anwendung der Modellvollstidndigkeit, und wir sehen uns zunéchst an,
wie diese ins Spiel kommt: Die Aussage

{f>0}2(Z)n{g:1>0,...,8:>0})

gilt iiber R genau dann, wenn sie iiber jedem reell abgeschlossenen Erweiterungs-
korper RO R gilt. Sei 4:=R[X]/I. Wir haben also: Fiir alle Homomorphismen
a:A—-R,,R, reell abgeschlossen, gilt:

(g1(@)>0,...,g8:(a) >0)=f(a) >0.

Der zweite Bestandteil des Beweises gewinnt hieraus die Aussage des Satzes. Das
geschieht mit elementarer kommutativer Algebra: Einfache Manipulationen in
den Grundrechenarten kombiniert mit dem Zornschen Lemma. Dies wird
vielleicht noch deutlicher im nidchsten Abschnitt, wenn wir die Analogie zum
Hilbertschen Nullstellensatz diskutieren.
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4  Elementire Aquivalenz

Dieser Abschnitt gehért nicht unmittelbar zum Thema, aber einige Bemerkungen
seien gestattet, um das Vorangehende in einem gréBeren Zusammenhang zu sehen.
Dazu fithren wir einige Begriffe der Modelltheorie ein, ohne ernsthaft in deren
Formalismus einzusteigen. (Fiir genauere Information siche [Pr2].)

Eine Formel @(X) (genauer gesagt, eine Formel erster Stufe in der Sprache der
angeordneten Korper) ist ein Ausdruck, der aufgebaut ist aus einer endlichen
Anzahl von Konjunktionen, Disjunktionen, Verneinungen, Existenz- und All-
quantoren in den Variablen, ausgehend von atomaren Formeln, und diese sind von
der Form

fX)>0, X=(X,...,X,).

Dabei ist fein Polynom mit Koeffizienten, sagen wir, aus einem reell abgeschlosse-
nen Korper R oder einem Teilring A R, etwa A=Z. Man sagt dann, & hat
Parameter in 4. Die Formel @(X) heifit Satz, wenn alle Variablen X; durch einen
Existenz- oder Allquantor gebunden sind. Ist RoA und ist @ ein Satz mit
Parametern in A, so schreiben wir, etwas allgemeiner wie vorher

RE®,

wenn der Satz @ in R wahr ist. Gehen wir die Abschnitte 1 und 2 noch einmal
durch, so sehen wir, da3 wir die Modellvollstindigkeit und die Quantorenelimina-
tion etwas allgemeiner aussprechen kdnnen.

Prinzip der Modellvollstindigkeit. Seien R’ > R reell abgeschlossene Kérper
und sei @ ein Satz mit Parametern in R. Dann gilt

RE® gdw. R E®.

Prinzip der Quantorenelimination. Sei R reell abgeschlossen und ®(X) eine
Formel mit Parametern in R und freien Variablen X=(X\, ..., X,). Dann gibt es eine
quantorenfreie Formel ¥Y(X) mit Parametern in R und denselben freien Variablen, so
dap fiir jeden reell abgeschlossenen Kérper R’ D R gilt:

VX: o) = YX)
Aus der Modellvollstandigkeit folgt sofort das

Prinzip der elementiren Aquivalenz. (Tarski-Prinzip) Sei @ ein Satz mit
Parameternin Z. Ist dann @ in einem reell abgeschlossenen Korper wahr, so in jedem.

Beweis. Seien R}, R, reell abgeschlossene Korper. Beide erhalten den reellen
Abschlul @, und Q. Wir haben also R| F @ gdw. Q, F dgdw. R, = &. O

Wir sehen also: Die elementare Theorie von R oder einem beliebigen reell
abgeschlossenen Korper ist dieselbe. Ein analoges Prinzip besteht fiir algebraisch
abgeschlossene Korper der Charakteristik 0. Man nennt es Lefschetz-Prinzip. Hier
kennt die Sprache allerdings keine >-Relation. Die atomaren Formeln sind die
Formeln f(X)+#0. Erinnern wir uns: Grundlage der reellen Theorie war der Satz
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von Tarski-Seidenberg. In der Theorie von C tritt an seine Stelle der Satz von
Chevalley, der besagt, da3 das Bild einer affinen konstruierbaren Menge unter
einer polynomialen Abbildung wieder konstruierbar ist. Quantorenelimination
und Modellvollstindigkeit gelten analog. Der Positivstellensatz ist eine reelle
Variante des Hilbertschen Nullstellensatzes, den man ja mit Hilfe der Modellvoll-
standigkeit so beweisen kann: Sei C algebraisch abgeschlossen von Charakteri-
stik 0,1, g1,...,gm € C[X]. Dann gilt

CE{f=0}>{g:=0,...,g,=0}
gdw. fiir alle @ : C[X]— C,, C, algebraisch abgeschlossen von Charakteristik 0 gilt

Ca |={a(f):0} :){a(gl)=0, ,a(g,,,)=0}

woraus wieder mit elementarer kommutativer Algebra folgt, dall fe \/(gi,...,gm).

Hier ist eine berithmte Anwendung des Tarski-Prinzips: Sei R ein reell abgeschlos-
sener Korper und D eine (nicht notwendig assoziative) Divisionsalgebra iiber R.
Dann ist dim(D)=1, 2, 4 oder 8.

Fiir R = IR folgt dieser Satz aus einem tiefliegenden topologischen Satz von Adams
[Ad] 1960. Die Ubertragung von R nach R geschieht mit dem Tarski-Prinzip. Es
hat Versuche gegeben, den obigen Satz direkt und ohne Verwendung topologischer
Argumente zu beweisen, aber nachdem wir das Tarski-Prinzip etwas kennenge-
lernt haben, sollte klar sein, dal der oben angedeutete, mit iiberlegenen mathema-
tischen Methoden gefiihrte Beweis nichts zu wiinschen iibriglaft.

5 Diagramme

Nachdem wir nun die Grundlagen bereitgestellt haben, konnen wir uns der
eigentlichen Geometrie zuwenden. Sei also S ¢ R" semialgebraisch, etwa

S={ful,...isNv...o{fu?, ... fi.)),
fieR[X], X=(X,...,X,), ?€{=0,>0,>0}.

Sei d;;= Grad von fj;. Wir setzen nun mit den entsprechenden 7?7
4,={d\\?,....diNv...uld,?,....d,"

4, heiBt Diagramm zu S. Es ist der Menge S natiirlich nicht eindeutig zugeordnet.
Wir konnen weite Teile der semi-algebraischen Geometrie unter folgenden Fragen
zusammenfassen.

1. Gegeben sei ein Diagramm 4,. Welche geometrischen Merkmale haben alle
semialgebraischen Mengen S mit Diagramm 4,?

2. Gegeben sei eine semialgebraische Menge S < R” (eventuell mit Zusatzeigen-
schaften). Wie ist ein moglichst einfaches Diagramm 4, zu S beschaffen?

Wir werden uns iiberwiegend mit Fragen vom Typ 1. befassen. Nur in den letzten
beiden Abschnitten kommen wir auf Typ 2.
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Bemerkung. In dem obigen Diagramm 4, kann man die Grade d;; auch
durch andere GroBen beschreiben, die irgendwie die Komplexitit der Polynome Jij
erfassen. Besonders interessant in diesem Zusammenhang ist die Anzahl dj; der
Summanden von f;. Dies fithrt dann analog auf ein Diagramm 4,,.

6 Topologische Endlichkeitssitze

Sei ScR” semialgebraisch. Das erste Resultat stammt von Whitney [Wh 1]
1957.

Satz. Die Menge S hat nur endlich viele Zusammenhangskomponenten.

Wir bezeichnen mit 5;(S) die i*® Bettizahl von S. Es ist also by(S) < 0. Inzwischen
weill man natiirlich viel mehr. Hierzu einige Exempel.

Satz. Sei ScR” algebraisch, definiert durch Gleichungen vom Grad<d.
Dann ist

i bi(S)<dRd—-1y 1.
i=0

Diese Abschitzung stammt von Milnor [Mi2] 1964. Ein dhnliches Ergebnis
erzielten [Th 2] 1965 und, in einem Spezialfall, schon Oleinik [O1] 1951. Auffillig
ist, daf} in dieser Abschétzung die Anzahl der definierenden Gleichungen gar nicht
eingeht. Ist S nicht algebraisch, so kann man eine Abschitzung mit dieser
Eigenschaft nicht mehr erreichen, aber man hat immer noch

Satz. Sei S abgeschlossen mit Diagramm A4,. Dann ist z:»':o bi(S)<4,.

Das Zeichen ,,<“ bedeutet, daf} sich die Zahl auf der linken Seite durch eine
Funktion der Daten aus der rechten Seite, also in unserem Fall aus den Graden d;;,
die in 4, vorkommen, abschitzen 148t. Hier gibt es sogar eine polynomiale
Funktion dieser Art. Der Beweis hierfiir steht grofenteils auch schon in [Mi 2]. Wir
skizzieren die wesentlichen Argumente: Sei zundchst S={f=0} eine kompakte
Hyperflache. Wir konnen (mit bescheidenen Anleihen aus der Differentialtopolo-
gie) annehmen, daBl x: S — R, X'~ x, eine Morse-Funktion ist. Wir zidhlen nun die
Singularitdten von u. Sie sind gegeben durch die Gleichungen

of =0, ..., o =0.

axy X, -1

f=0,

Weil u eine Morse-Funktion ist, sind die Losungen dieser #-Gleichungen in #
Unbestimmten alle nicht-singuldr. Nach dem Satz von Bezout gibt es also
héchstens d(d—1)""! Singularititen von u,d=grad(f), und mit elementarer
Morsetheorie [Mi 1] bildet diese Zahl eine Schranke fiir >, b;(S).

Sei jetzt S eine beliebige Varietit, sagen wir

S={fi=0,....f,=0}.
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Wie wir bald sehen werden, dndern sich die Bettizahlen nicht, wenn wir noch mit
einer hinreichend groBen Kugel schneiden. Wir betrachten also

S’ ={ft+...+/7=0, lIxlI’<r}

und hiervon eine kompakte Umgebung
T(e,0)={f}+...+f2+&|lx]|*< %}

Dies ist eine n-dimensionale kompakte berandete Mannigfaltigkeit mit Rand
T=3T(,0)={f}+... +f2+&|x]|*=62}.

zu gegebenem e fiir alle & aus einer dichten Teilmenge von R (Satz von Sard).
Berechnen wir nun 5;(S’) z.B. mit der Cech Kohomologie (darf man, da S
triangulierbar), so sehen wir, daB b,(S") < b;(T(¢, 9)) fiir hinreichend kleines ¢ und
er — 0. Andererseits weill man, daf3

n n
23 b(T)= Y bET),
i=0 i=0
womit die Abschitzung auf den Fall der kompakten Hyperfliche zuriickgefithrt
ist. Eine dhnliche Argumentation liefert auch den Beweis fiir abgeschlossene
semialgebraische Mengen.

Wir sehen, daB der Satz von Bezout ein entscheidendes Argument fiir diese
Endlichkeitssitze ist. Was passiert, wenn wir das Diagramm 4, durch 4, ersetzen?

Betrachten wir zunichst ein Polynom £(t) in einer Variablen aus kK Summanden, so
besagt ein elementarer Satz von Descartes, dal fhochstens k Nullstellen hat. Auch
dies 14Bt sich zu einer Aussage vom Typ eines reellen Satzes von Bezout
verallgemeinern, eine Entdeckung, die erst vor einigen Jahren von Khovansky
[Kh] gemacht wurde.

Satz. Seien f,,...f,e R[X,...,X,] und sei k die Anzahl der unter den f;
auftretenden verschiedenen Monome. Dann ist

#{fl:0,...,f,,=0}nongingm{X1>O,...,X,,>O}<(n+2)k-2"'(k+ 1)/2.

Mit denselben Argumenten wie oben 148t sich nun hieraus ableiten, dafl die
genannten topologischen Endlichkeitssitze auch fir Diagramme 4, gelten,
allerdings mit wesentlich hoheren Schranken.

7 Trivialisierung

Die Resultate des letzten Abschnitts lassen sich in einer Hinsicht wesentlich
verallgemeinern. Es gilt ndmlich der

Satz (von den endlich vielen Typen). Zu einem Diagramm A, existieren
semialgebraische Mengen S,...S,, so daf fiir jede semialgebraische Menge S mit
Diagramm 4, gilt S=S, fiir einie{l,...r}.
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Gemeint ist semialgebraische Homéomorphie, d. h. der Hom&omorphismus hat
einen semialgebraischen Graphen.

Auch hier gilt 7 <4, aber eine Schranke ist nur noch ,theoretisch® berechenbar
und sie ist nicht mehr polynomial. Die Methoden fiir den Beweis des Satzes sind im
Grunde elementarer als im letzten Abschnitt. Man verfeinert die Elimination aus
Abschnitt 1 und erhélt nach Hardt [Ha] 1980

Satz (von der Trivialisierung). Sei S < R” semialgebraisch und fiR"—R"
polynomial. Dann gibt es eine semialgebraische Zerlegung: R"=T, U ... U T,, so daf
FUT)=T:Xf \(x,). Dabei ist x; beliebig aus T,.

Wie erhélt man hieraus den vorangehenden Satz? Wir betrachten zu 4, eine
kanonische semialgebraische Universalmenge Uc R”x R*. Dabei stehen die
Variablen Y des R* fiir die moglichen endlich vielen Koeffizienten, die in den
Polynomen einer semialgebraischen Menge S mit Diagramm 4, vorkommen. Sei
7: R"X R* — R* die kanonische Projektion. Zu einer semialgebraischen Menge S
mit Diagramm 4, gibt es also ein a e R¥, so daB S= U~z "'(4), woraus mit dem
Satz von Hardt in der Tat folgt, daB es nur endlich viele Typen fiir S gibt.

Durch Verfeinerung der Eliminationstheorie erhdlt man weitere grundlegende
Einsichten iiber die topologische Natur semialgebraischer Mengen (Brakhage
[Bra] 1954, Whitney [Wh 2] 1965] Giesecke [Gi] 1964).

Triangulierung. Zu einer semialgebraischen Menge S — R” gibt es ein Ne N
und einen Unterkomplex P < 2 aus Punkten und offenen Zellen, so daf8 S = P. Dabei
ist N das Standardsimplex im RV !,

Diesen Satz haben wir in vorigen Abschnitten schon benutzt. Semialgebraische
Mengen sind auBerdem Whitney-stratifizierbar (Whitney [Wh 2], Lojasiewicz
[Lo]), aber unter den Whitney-stratifizierbaren Mengen haben die semialgebrai-
schen Mengen noch zusitzliche differentialtopologische Eigenschaften, und es ist
nicht leicht zu sagen, welche davon fiir semialgebraische Mengen charakteristisch
sind (bis auf einen Diffeomorphismus).

Wir kommen nochmal auf den Satz von den endlich vielen Typen. Eine seit langem
diskutierte offene Frage wurde kiirzlich geldst: Der Satz gilt auch fiir Diagramme
A4,.

Der Beweis hat wieder zwei Bestandteile: Wir betrachten die elementare Theorie
von R, aber jetzt ergdnzt durch ein zusitzliches Funktionssymbol ,exp*“ fiir die
Exponentialfunktion. Der Begriff der Formel wird sinngemaf erweitert: Zunichst
bildet man aus den Konstanten, Variablen und Funktionen +, und exp durch
iterierte Anwendung Terme p, aus denen zunichst die elementaren Formeln p > 0
und schlieBlich, wie frither, alle Formeln gewinnt. Hierzu zeigt Wilkie in zwei
bedeutenden Arbeiten (noch nicht verdffentlicht)

Satz. Die Theorie von (IR, +, -, exp) ist modellvollstindig.

Der zweite Schritt geht aus Uberlegungen von van den Dries (noch nicht
verdffentlicht) hervor. Er zeigt mit Hilfe des Satzes von Wilkie ein zum Satz von
Hardt analoges Resultat fiir Mengen, die in (R, +, -, exp) definierbar sind.
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8 Metrische Endlichkeitssiitze

Kann eine semialgebraische Menge ScR? ungefihr so aussechen wie eine
unendliche Spirale?

Das widerspricht natiirlich jeglicher Intuition. In der Tat, wenn wir so eine Spirale
S mit einer Geraden durch den Ursprung schneiden, so entsteht eine diskrete
Menge M aus oo-vielen Punkten, die wieder semialgebraisch sein miilte, was nach
unseren Erkenntnissen unmdglich ist. Dieses Verfahren des Schneidens erlaubt
also weitere Riickschliisse auf die geometrische Beschaffenheit semialgebraischer
Mengen. Es eignet sich besonders zur Berechnung von Volumina.

Sei S < R” semialgebraisch und beschrinkt. Fiir die Definition und Berechnung
eines Relativvolumens vol(S) ist die geometrische MaBtheorie zustdndig [Fe] und
sie bietet zwei berithmte Verfahren.

Zum einen berechnet man nach Hausdorff zunichst eine Hausdorff-Dimension
d=dimy(S) und sodann das d-dimensionale Hausdorff-Volumen voly(S). Durch
die Fraktalgeometrie haben wir uns schon daran gewdhnt, da8 d im Prinzip auch
nicht-ganze Werte annehmen kann, aber semialgebraische Mengen sind gutartig.
Man hat

dimy(S)=dimz(S)=Dimension des Zariski-Abschlusses von S.

Also dim(S) :=dimy(S)=dimz(S) e N.

Zum anderen 1aBt sich nach Cauchy und Crofton ein integralgeometrisches
Verfahren anwenden, auf das wir kurz eingehen, da es fiir semialgebraische
Mengen sehr praktisch ist.

Hier benutzen wir schon, daB d=dim(S)=dim(S) existiert und bilden

voly(S):=c(d,n) [ H#(EnS)dE.
An - d,n
Dabei durchlauft E€ 4, _, , alle (n — d)-dimensionalen affinen Unterraume des R",
dE ist das kanonische MaB von 4, , (als O, X R”-homogener Raum), und c(d, n)
ist eine nur von 4 und n abhingige Konstante [Sa].
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Semialgebraische Mengen S sind so verniinftig, dal vol,(S)=voly(S) fir
d=dim(S). Beachte, daf} der obige Integrand #(E n S) fast iiberall endlich ist und
sogar beschriankt durch eine Konstante k, die nur von einem Diagramm 4, zu S
abhingt (Satz von den endlich vielen Typen). Hieraus erhilt man leicht

Satz (vom beschrinkten Volumen). Zu einem Diagramm A4, und
deIN,0<d<n, existiert eine Konstante ¢(4,,d), so dap fiir alle semialgebraischen
Mengen S < R" mit Diagramm A, und dim(S)=d und alle r >0 gilt:

vol (S A {||xll <) <ce(d,, d)re.

Auf ganz dhnliche Weise gewinnt man nach Yomdin [Y 1](1984) (siehe auch [Y 2],
Gromov [Gr] sowie Coste und Reguiat [C-R]):

Satz (von der kurzen Verbindbarkeit). Zu jedem Diagramm 4, gibt es eine
Konstante g(4,), so daf3 sich in jeder semialgebraischen Menge S mit Diagramm 4, je
zwei Punkte aus einer Zusammenhangskomponente von S n{||x|| <r} durch einen
Weg y von einer Linge vol,(y) <g(4,)r verbinden lassen.

Satz (von der Lipschitz-Triangulierung). Zu jedem Diagramm A4, und r € N
existiert eine Konstante h(4,,r), so daf jede kompakte semialgebraische Menge
S < R” mit Diagramm A, eine Triangulierung X" > P > S besitzt, fir die gilt:
® N<h(4,,r)(1+Durchmesser (S))"
® fist analytisch und det(D(f))+#0 im Inneren eines jeden Simplex X kP
® ||Dfl, <1 im Inneren eines jeden Simplex X* c P.

Das Interessante an diesen Siatzen von Yomdin ist, daf sie wichtigen Resultaten aus
der Differentialtopologie zugrunde liegen. Der erste fithrt auf eine quantitative
Version des Satzes von Sard und der zweite auf einen Vergleich zwischen
Volumenwachstum und Entropie. Hierauf kénnen wir aber nicht weiter eingehen.
Stattdessen sehen wir uns noch ein Resultat an, das sich wiederum aus dem Satz
von den endlich vielen Typen und einer einfach integralgeometrischen Uberlegung
ergibt.

Satz. Zu jedem Diagramm A, gibt es eine Konstante k(4,), so dap fiir jede
semialgebraische kompakte C*-Mannigfaltigkeit M"~' < R" mit Diagramm A4, gilt

[ 1xldx<k(4,).
M*n 1
Dabei ist x die Determinante der GauBbildung I': M" ' — S" 1,
Auch fiir die innere Geometrie von M hat man eine Abschitzung:

Satz. Zu jedem Diagramm A, gibt es eine Konstante k(4,), so dap fir jede
semialgebraische kompakte C*-Mannigfaltigkeit M™ c R" mit Diagramm A4, gilt:

vol(M™)?~mim J J |#(x, Ly)|dLydx < k(4,).
M™  LycTM(x)
Dabei ist #(x, L,) die Schrittkriimmung in x in Richtung L,. Nach einer Variante
von Cherns kinematischer Formel [Chern] 1966 wird namlich die rechte Seite nach
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oben abgeschitzt (bis auf eine Konstante durch

VOI(Mm)Z—m/m J- K(Ln—Mf2mMm)dLnAmr2~
Ly -m-+2
Dabei ist K die totale Absolutkriimmung und L, _,, ., variiert iiber alle n —m +2-
dimensionalen affinen Unterrdiume des IR” mit der kanonischen Dichte [Sa].

9 Algebraische Struktur auf Mannigfaltigkeiten

In diesem und im néchsten Abschnitt geht es hauptsichlich um algebraische
Mengen. Wir betrachten aber nach wie vor nur das Gebilde der reellen Punkte von
algebraischen Varietiten. Sei X eine kompakte orientierbare Fliche vom Ge-
schlecht g. X ist bekanntlich als Riemannsche Fliache realisierbar und tragt die
Struktur einer komplexen glatten algebraischen Kurve. Somit besitzt X insbeson-
dere die Struktur einer nichtsinguliren reellen algebraischen Varietit der Dimen-
sion 2. Nach Ideen von Seifert [Se] 1936, Nash [Na] 1952 und Tognoli [To] 1973
148t sich dies auf beliebige Dimension verallgemeinern.

Satz. Zu jeder kompakten zusammenhingenden C>-Mannigfaltigkeit X
existiert eine reelle algebraische affine nichtsingulire Varietit Y und ein C*-
Isomorphismus h: X —Y.

Beweisidee. Wir konnen annehmen X = X* c R” und betrachten zunichst
den Fall, daB X ein triviales Normalbiindel N im IR" besitzt. Es gibt dann eine C*-
Abbildung

f:R*"—R" %,

so daB 0 e IR" ¥ ein regularer Wert bez. fist und wir haben X=/"1(0).

n-k

R" R

In einer Umgebung U von X approximieren wir nun f mitsamt einer Ableitung
hinreichend gut durch eine polynomiale Abbildung p. In der Nihe von X ={ =0}
entsteht dann eine Mannigfaltigkeit ¥, so daB gilt: p(y)=0 fiir alle y € Y und die
Projektion 7: Y — X entlang N ist ein C*-Isomorphismus. Die Sache hat leider
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noch einen Haken: Wir konnen nicht ausschlieBen, daB {p=0} noch weitere
Zusammenhangskomponenten besitzt.

Dies war der Stand von 1936. Zunichst befreien wir uns gemiB Nash [Na] von
der Voraussetzung, daBl N trivial ist. Dazu betrachten wir die GraBmannsche
G, und dariiber das kanonische Biindel XK - G, , . Wir ersetzen das obige f
durch die natiirliche Abbildung einer Umgebung U von X nach X. Es ist dann
X=f"" (Nullschnitt). Wir kénnen nun f nicht ohne weiteres durch ein Polynom
approximieren, da f Werte in K und nicht in einem IR™ hat. Aber, fiir ein
geeignetes m haben wir K < R™ als nichtsingulire algebraische Untervarietit. Sei
nun v die Projektion einer Tubenumgebung von K auf X (entlang dem Norma-
lenbiindel von K im IR™). Die Abbildung v ist zwar nicht polynomial aber immer
noch semialgebraisch und von der Klasse C*. So eine Abbildung heifit Nash-
Abbildung. Jetzt approximieren wir f: U~ IR™ durch eine polynomiale Abbil-
dung p und gewinnen wieder

Yi:=(vop) '(Ky).

Dabei ist K, der Nullschnitt von K. ¥, ist also eine im R” eingebettete zu X
isomorphe semialgebraische C*-Mannigfaltigkeit. ¥, ist sogar isotop zu X und
kann beliebig nahe an X gelegt werden. Allerdings kann Y, von den anderen
Komponenten seines Zariski-Abschlusses getroffen werden. Daher betrachten wir
nicht Y, sondern

Y={(,2)e R"XR"|ye Yy, z=vop(y)}.

Fiir diese Menge finden wir namlich eine polynomiale Beschreibung von maxima-
lem Rang:

YcZ={(y,z2)e R"XR"|p(y)—zeT,Ky,fi(2)=0,i=1,...,r}.

Dabei sind fi, ..., f, Erzeugende des Ideals von K und Y ist eine Zusammenhangs-
komponente von Z. Insgesamt erhalten wir also einen Diffeomorphismus
h:X-YcZcR"XR" Soweit der Beitrag von J. Nash 1952,

Wir skizzieren nun die Idee von Tognoli [To] 1973, mit der man die restlichen
Komponenten los wird. Zunichst wird der vorangehende Satz etwas verfeinert. Es
sei U’ c X offen und U’ sei auch offene Teilmenge einer nichtsinguliren algebrai-
schen Varietdt V. Ferner sei A c U’ eine nicht singulire algebraische Untervarietit.
Dann kann man zusitzlich erreichen, dafl #(a)=(a,0) fir ae4 d.h. A(A4) ist
algebraisch in Y.

Nun aber zu dem entscheidenden Hilfsmittel: Aus der algebraischen Topologie
weil man, dafl jede kompakte C*-Mannigfaltigkeit X kobordant zu einer
kompakten nicht-singuldren algebraischen Mannigfaltigkeit 4 ist [Th1]. Der
Kobordismus sei gegeben durch die berandete Mannigfaltigkeit M und wir
legen uns die ganze Situation so hin, wie die Oberseite der nachstehenden
Figur:
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Die Unterseite entsteht durch Spiegelung, so dal wir durch Verdoppelung die
kompakte unberandete Mannigfaltigkeit M’ erhalten. Auf M’ wenden wir jetzt den
Satz an und erhalten #:M’ — L c IR¥*!"" wobei A4 fest bleibt unter 4.

(Die Figuren sind dhnlich wie in [B-C-R].)
L ist algebraisch, 4 ist algebraische Untervarietit von L und X’ = A(X). Wir haben

X' UA={g=0} fir g=x..,0h""

Approximieren wir nun g hinreichend gut durch ein Polynom A4, das auf 4
verschwindet, so erhalten wir: Y4 ={h=0} ist algebraisch und somit auch Y.
Andererseits ist ¥ homoomorph zu X.

Ein so schones Resultat ruft natiirlich weitere Fragen hervor:

Was ist mit nicht kompakten Mannigfaltigkeiten? Was ist mit singuliren Riu-
men?
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Diese Probleme werden in dem jiingst erschienenen Buch von Akbulut und King
[A-K] ausfiihrlich behandelt. Dort findet man z. B.

Theorem. Eine C”-Mannigfaltigkeit X besitzt genau dann die Struktur einer
nicht singuliren reellen affinen algebraischen Varietdt, wenn X isomorph zum Inneren
einer berandeten kompakten C*-Mannigfaltigkeit ist.

Damit wire die erste Frage beantwortet. Der zweiten Frage wenden wir uns im
nichsten Abschnitt zu.

10  Topologische Eigenschaften algebraischer Mengen

Sei X ein kompaktes Polyeder. Gibt es eine algebraische Menge S < IR”, fiir ein
geeignetes #, so daBl S=X (S ist homGomorph zu X)? Wir sagen dann X ist
algebraisch. Wir betrachten einige Beispiele der Dimension 1. Dann ist X ein
kompakter Graph.

— OO0 <=

Die mittlere Figur sieht aus wie eine Lemniskate, sie ist also algebraisch. Die
Graphen links und rechts sehen nicht algebraisch aus. In der Tat gilt:

Satz. Ein kompakter zusammenhdingender Graph X ist genau dann algebra-
isch, wenn er Eulersch ist.

Eine Richtung sicht man sofort ein. Ist ndmlich X algebraisch, so ist
X=S'u...uS! wobei X die Normalisierung von X ist. Die andere Richtung ist
auch nicht schwierig.

Dies 1aBt sich gleich verallgemeinern.

Sei X beliebig, dim(X)=4d, und sei X* der rein d-dimensionale Anteil von X. Dann
gilt (Borel-Haefliger 1961 [Bo-Hae])

Satz. X* ist ein d-Zykel mod 2.

Dies 148t sich nicht umkehren. Wir betrachten z. B. fiir X eine 2-Sphiare S, an die
wir einen 1-dimensionalen Henkel H heften.
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Ist X algebraisch, so liegt H im singuliren Ort X von X. Sei Y die irreduzible
Komponente von X, die H enthilt. Da die Zusammenhangskomponenten von ¥
Eulersch sind, verlduft ¥ auch auf S. Jetzt ist ¥ =n"!(Y) ein Divisor in der
Normalisierung 7 : X — X. Y zerfillt in reelle und komplexe Komponenten, und an
die reellen Komponenten grenzen (auBer an endlich vielen Ausnahmepunkten)
jeweils zwei reelle Blatter.

Damit wire die Zahl der reellen Blétter, die an ¥ grenzen (fast tiberall) konstant
modulo 4, was fiir X nicht zutrifft. X ist also nicht algebraisch.

Wir haben hier einige intuitive Begriffe benutzt. Was heift ,ein Blatt grenzt an?”
Man kann dies sehr schén mit dem Begriff des generischen reellen Punktes
prizisieren, auf den wir im Abschnitt 13 kommen. Er ermoglicht auch eine saubere
algebraische Argumentation fiir das, was wir oben angedeutet haben, und fiir den
folgenden allgemeinen Satz von Sullivan [Su] 1971.

Satz. Ist X algebraisch, so ist die lokale Eulercharakteristik e(X,X\ {x})
gerade fiir alle xe X.

Ist dim(X) <2, so ist diese Bedingung auch hinreichend dafiir, dal X algebraisch
ist. Fiir hohere Dimensionen werden die Verhiltnisse viel komplizierter. Statt der
Normalisierung muB man die Topologie der Auflosung von Singularititen
studieren und fiir die algebraische Realisierung die Methoden des vorigen
Abschnitts verfeinern: Ein anspruchsvolles Programm, fiir das ich wieder auf das
Buch von Akbulut und King [A-K] verweise.

11  Algebraische Homologie

Sei X c R” algebraisch und kompakt. Ist S © X eine algebraische Untervarietit, so
definiert S nach dem Satz von Borel-Hifliger ein Element in Hy(X,Z/2). Die
Gruppe, die von allen diesen Elementen erzeugt wird, bezeichnen wir mit
H3#(X,Z/2). Sie ist im allgemeinen eine echte Untergruppe von Hy(X,Z/2). Ist
z. B. X irreduzibel, dim (X)=m und hat X mehrere reelle Zusammenhangskompo-
nenten, so ist H22(X, Z/2)+ H, (X, Z/2). Wir machen hieraus ein etwas weniger
triviales

Beispiel (nach [Be-De] 1984). Es gibt eine glatte algebraische 2-Mannigfal-
tigkeit X, die diffeomorph zum Torus T? ist, und eine Einbettung Y c X, Y =S, so
daB die von Y definierte Klasse nicht in H{!2(X, Z/2) liegt.

Hierzu betrachten wir eine irreduzible ebene glatte reelle algebraische kompakte
Kurve C aus mehreren Zusammenhangskomponenten, C; sei eine von diesen. Auf
S? betrachte die obere Halbsphire D mit Rand S und seS. Sei W= CxS? mit
Projektion n: W— C. In W konnen wir den Torus C; XS beliebig durch eine
algebraische Varietdt X approximieren, weil C; xS die Mannigfaltigkeit C; XD
berandet (approximiere eine Funktion auf W, die im Inneren von C; XD positiv
und auflen negativ ist, durch ein Polynom p und betrachte {p=0}). Dazu
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bekommen wir eine Diffeotopie f: X — C; X S. Wir setzen Y:=f"1(C,x{s}). Dann
ist 7: ¥ — C, ein Diffeomorphismus. Wenn nun die Klasse [Y] von Y algebraisch
wire, so konnte man Y durch eine algebraische Untervarietit W von X
approximieren. (Approximiere einen Schnitt mit Nullstellenmenge Y in dem durch
[Y] definierten Vektorbiindel.) Dabei 148t sich erreichen, dal #n: W—C, ein
Diffeomorphismus ist. Dann wire aber C, algebraisch, bis auf isolierte Punkte.
Widerspruch. O

Eine Reihe von Untersuchungen ist dem Problem gewidmet, zu einer vorgegebenen
kompakten differenzierbaren Mannigfaltigkeit X eine algebraische Realisierung zu
finden, so daB H2'%(X, Z/2) eine vorgegebene Untergruppe von H, (X,Z/2)ist[Bo-
Ku 1], [Bo-Ku 2]. Dabei gibt es Einschriankungen. Zum Beispiel ist die erste Stiefel-
Whitney Klasse des Tangentialbiindels von X immer algebraisch.

Ist X algebraisch, so hat die Gruppe H2:(X, Z/2) eine schone alternative
Beschreibung; hierzu betrachtet man die Gruppe der d-Zykeln aus d-dimensiona-
len R-Untervarietiten von X und kiirzt aus dieser sowohl Differenzen von rational
dquivalenten Untervarietiten als auch Untervarietiten von kleinerer reeller
Dimension heraus. Was iibrig bleibt, heiBt reelle Chow-Gruppe von X, geschrieben
Chir'(X). Nach dem Satz von Borel-Haefliger gewinnt man verhéltnismaBig leicht
einen Homomorphismus.

B:Chi"(X) — Hi®(X, Z/2).
Nach Ischebeck und Schiilting [I-S] gilt sogar

Satz. f ist ein Isomorphismus.

12 Topologische Eigenschaften von abgeschlossenen Basismengen

Eine semialgebraische Menge S < R” der Form S={f,>0,....1 >0} heif3t offene
Basismenge und eine Menge der Form S={f; >0,...,f,>0} heifit abgeschlossene
Basismenge. Man kann fragen, ob beschrinkte abgeschlossene Basismengen
ebenso wie kompakte algebraische Mengen irgendwelchen topologischen Be-
schridnkungen unterliegen. Dies ist nicht der Fall, denn es gilt

Satz. Sei E ein endliches Polyeder mit N Ecken. Dann ist die Standardrealisie-
rung S von E im R” eine abgeschlossene Basismenge.

Das ist leicht zu beweisen und vielleicht auch nicht so interessant, weil die
Einbettungsdimension von E so groB ist. Wir betrachten daher ein kompaktes
Polyeder E'c R" und fragen, ob es ein dazu semialgebraisch isomorphes Polyeder
S < R” gibt, so daB} S eine abgeschlossene Basismenge ist. Dies ist fiir # > 2 nicht
bekannt, fiir n <2 ist es jedenfalls richtig.

Satz. Sei E < R? ein endliches Polyeder. Dann gibt es eine abgeschlossene
Basismenge S C R?, die semialgebraisch isomorph zu E ist.
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Die Beweisidee sieht man vielleicht am folgenden Beispiel:

Zunichst wird die abgeschlossene Basismenge S; gebildet (etwa konvex; in
unserem Bild der Vollkreis der rechten Figur), und aus dieser werden sukzessive
Mengen der Form { /> 0} entfernt. Besonders niitzlich sind dabei die tropfenférmi-
gen affinen Bilder der Menge T={x*—y?—x*>0}.

13 Generische reelle Punkte und Ficher

Sei RO R ein reell abgeschlossener Korper, S=R” und @€ S(R), d.h. « ist ein
Homomorphismus

a:R[X]-R, X=(Xi,....,Xy).

Dann bilden die Mengen {f>0|fe R[X], f(a)>0} eine Filterbasis, die einen
Ultrafilter ¢, im Verband der semialgebraischen Mengen im IR” erzeugt. Sei
Do :=Kern(a) und k(a) der Restklassenkdrper bei p,. Es ist R © k, und R induziert
eine Anordnung >, auf k,. Es besteht eine kanonische bijektive Beziehung
zwischen folgenden Objekten

a) Ultrafilter ¢ von semialgebraischen Mengen.
b) Paare (p,>), bestehend aus einem Primideal p von IR[X] und einer Anordnung
> des Restklassenkorpers.
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¢) Homomorphismen «:R[X]—R,. Dabei ist R, > R ein reell abgeschlossener
Korper, a(1)=1, und genau genommen mufl man zwei solche Homomorphismen
a und S noch identifizieren, wenn ein Diagramm der Form

R[X] - R,
AN
Ry

vorliegt.

Dal} b) und c) dieselben Objekte definieren, ist unmittelbar klar, und fiir a)
und c) folgt dies aus der Modellvollstindigkeit der Theorie der reell abge-
schlossenen Korper (sieche Abschnitt2). Wir nennen diese Objekte generische
reelle Punkte von R[X]. lhre Gesamtheit bildet das reelle Spektrum
Sper(R(X]). Aus b) oder c¢) ersieht man, dal Sper(4) fiir einen beliebigen
kommutativen Ring 4 mit Einselement analog definiert werden kann. Fiir
a eSper(A4) heiflit das gemaB b) zugehorige Primideal der Trdiger von « und es
wird mit supp(a) bezeichnet.

Das reelle Spektrum spielt fiir die semialgebraische Geometrie eine dhnliche Rolle
wie das Zariski-Spektrum fiir die gewohnliche algebraische Geometrie. Sei nun
S cR” semialgebraisch. Dann_korrespondiert S zu einer Menge S c Sper(4).
GemihB a) setzen wir namlich S ={p|S € ¢}, oder gemih c): S=\J,S(R,). Dabei
lauft a tiber alle Elemente von Sper(IR[X]) (sieche Abschnitt 2).

Im folgenden sei 4 = R[X], aber alles, was wir noch entwickeln, 148t sich auf viel
allgemeinere Ringe iibertragen. Wir wollen uns mit der Kennzeichnung spezieller
semialgebraischer Mengen und der Beschreibung semialgebraischer Mengen durch
wenige Polynome befassen. Der entscheidende Begriff, der dieser Theorie zugrun-
de liegt, sei hier definiert.

Definition. Eine vierelementige Teilmenge F < Sper(A4) heifit Facher (ge-
nauer Viererfacher), wenn #(F~{f>0}")=0mod 2 ist fiir alle f'e 4.

Esergibt sich dann von selbst, daf} alle Elemente aus F denselben Triager haben. Ein
Facher lebt also im reellen Spektrum eines Korpers, des Restklassenkorpers zu
diesem Primideal. Die Resultate in den letzten beiden Abschnitten beruhen
wesentlich darauf, dafl sich Facher algebraisch mit Hilfe von Bewertungen
beschreiben lassen [Bro 1]. Man kann sich Beispiele von Féichern aber auch
geometrisch vorstellen. Hierzu sei etwa n=2. Wir arbeiten also im R? und
betrachten dort eine algebraische Kurve y und auf dieser zwei Punkte und
ausgehend von diesen Punkten zwei Aste
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Der Ficher F bestehe nun aus den vier Ultrafiltern, die wir symbolisch so
kennzeichnen:

®,

\\\'\l \\\
I

%

Zum Beispiel besteht ¢, aus allen semialgebraischen Mengen S, die einen kleinen
Bereich auf der entsprechenden Seite von y enthalten.

In diesem Fall ist der Triger zu F das 0-Ideal. Die ¢; definieren also Anordnungen
>; des Korpers R(X},X;). Fir fe R[X},X,] hat man f>;0 wenn f auf dem
entsprechenden Ast positiv ist, oder wenn f auf y verschwindet aber zur
schraffierten Seite hin positiv wird.

Im allgemeinen sind Fécher nicht so gut zu sehen. Zum Beispiel kann die Kurve ,,“
zusammengeblasen sein, und es gibt auch Ficher, die sich auch durch Aufblasung
nicht in die obige Form entfalten lassen.

14  Kennzeichnung spezieller semialgebraischer Mengen

Unter den semialgebraischen Mengen S « R” sind gewisse dadurch ausgezeichnet,
daB sie ein Diagramm spezieller, eventuell einfacher Bauart zulassen, und man
fragt sich, ob man diese einfache Bauart den Mengen ansehen kann. Eine erste
Beobachtung in dieser Richtung ist der

Endlichkeitssatz Ist S offen (abgeschlossen), so lifit S eine Beschreibung zu,
die nur strikte (bzw. nicht strikte) Ungleichungen enthdlt.

Es gibt viele einfache Beweise hierfir [B-C-R, Th. 2.7.1]. Zunéchst wurde der Satz
aber nicht als trivial empfunden (siehe [Bru S. 164]).
Auf die Theorie, die dem folgenden Satz zugrunde liegt, insbesondere Teil b) und c)

kénnen wir hier nicht eingehen. Ich verweise auf [Br63], [Mar] und die
ausfithrliche Darstellung in [A-B-R 2].
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Satz. Sei S ¢ R" abgeschlossen semialgebraisch.
a) S ist algebraisch genau dann, wenn #(§ N F)=0(4) fiir alle Fiicher F. Hier meinen
wir Ficher Fc Sper(R[X),..., X,]).
b) S ist abgeschlossene Prinzipalmenge, d.h. S={f>0} fiir ein Polynom f genau
dann, wenn #(S N F)=0(2) fiir alle Ficher F.
c) Sist abgeschlossene Basismenge, d. h. S={f,>0,...,£;>0} fiir geeignete Pol lyno-
me fy, ..., f, genau dann, wenn #(S N F)+3 fiir alle Ficher F.

Fir Teil b) und c) gibt es auch eine Version fiir den offenen Fall und die
entsprechenden strikten Ungleichungen. Die Bedingung offen ist allerdings durch
die folgende etwas stirkere Bedingung zu ersetzen.

(*) Die Menge S hat mit dem Zariski-Abschiufl ihres Randes einen leeren Durch-
schnitt.

Zunichst kann man diesen Satz in der trivialen Richtung anwenden. In diesem
Beispiel etwa

MNNY &
Vel NA\N

wir haben einen Ficher F mit #(5 NF)=3, also ist .S keine Basismenge.

Aber besonders fiir die nicht-triviale Richtung des Satzes gibt es zahlreiche
geometrische Anwendungen [Bro 3], [A-B-R 2], etwa die folgende.

Satz. a) Sei S c R” eine abgeschlossene Basismenge. Dann ist S, vermindert
um den Zariski-Abschluf ihres Randes, eine offene Basismenge.

b) Sei S R” eine offene Basismenge und sei n<3. Dann ist der Abschluf S eine
abgeschlossene Basismenge.

Der Beweis von b) erfordert natiirlich noch zusitzliche Uberlegungen, was man
schon aus der Dimensionsbeschrinkung ersieht. Fiir n=4 gibt es tatsichlich
Gegenbeispiele.

Der Begriff des Fachers ist allgemeiner als es hier dargestellt wurde. Man hat
Facher von hoherer 2-Potenzordnung. Ihr Studium fiithrt auf quantitative
Ergebnisse, auf die wir am Ende unseres Rundgangs kurz eingehen wollen, weil sie,
als sie zum erstenmal ausgesprochen wurden, Zweifel hervorriefen oder zumindest
Verwunderung erregten.
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15  Beschreibung von semialgebraischen Mengen
durch wenige Polynome

Sei ScR" semialgebraisch. Wir wollen S unter Verwendung von moglichst
wenigen Polynomen fe R[X],X=(Xj,...,X,) beschreiben. Aus dem folgenden
wird hervorgehen, was damit genau gemeint ist. Wir betrachten auch Sonderfalle.

a) S ist algebraisch (Zariski-abgeschlossen). In diesem Fall ist S={f=0} fiir ein
feR[X].

Der Beweis ist ganz einfach. Wir haben ja S={f;=0,...,fi=0}, fie R[X] und
setzen fi=f1+... +f%. \

b) S ist offene Basismenge. Dann ist S={f,>0,...,f,> 0} fiir geeignete fie R[X].

Siehe [Bro2], [Bro 3], [Schei]. Der Punkt ist also, da man die Zahl der
Ungleichungen durch die Dimensionszahl n beschrianken kann. Betrachten wir
zum Beispiel im R? fiir S das Innere des regelméBigen m-Ecks, und m stellen wir
uns sehr grof vor.

Dannist S={/,>0,...,1,>0}, wobei die /; die Linearformen sind, die den Kanten
entsprechen. Wir suchen eine Beschreibung von S durch zwei Ungleichungen und -
in diesem Spezialfall - finden wir sie auch leicht:

S:{ﬁ>0,ﬁ>0}, ﬁ: 1""=lli

und £, ist die Gleichung des Umkreises. Eine Verfeinerung dieses Ansatzes fiir
den Beweis des allgemeinen Falls ist nicht bekannt. Vielmehr benutzt man
algebraische Methoden, bei denen Anordnungen, Bewertungen und quadratische
Formen von Koérpern (siehe [La]) und gewissen Ringen verwoben sind ([Bro 3],
[Schei] [Mar]).

Dasselbe gilt auch fiir die folgenden Resultate.

c) Sei S eine abgeschlossene Basismenge. Dann ist S={f1>0,...,fi >0} fiir
geeignete fe R[X] und k <n(n+1)/2 und dies ist auch die beste Schranke fiir k
([Bro 3], [Scheil).

d) Sei S offen. Dann ist S eine Vereinigung von hichstens t(n) offenen Basismengen.
Dabei ist t(n) eine nur von der Dimension n abhingige Funktion, die man abschdtzen
kann.
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Man hat
(=1, t(2)=2, t(3)<1719

und dariiber wachsen die besten bekannten Abschitzungen fiir t(n) doppelt
exponentiell mit #.

Aus b) und d) folgt, daB die Anzahl der Polynome, die zur Beschreibung einer
beliebigen offenen semialgebraischen Menge S erforderlich ist, durch eine nur von
n abhingige Funktion beschrankt werden kann. Hieraus gewinnt man leicht, da8
so etwas fiir beliebige semialgebraische Mengen S c R” gilt.

Die Schranken, die man erhilt, werden wieder enorm hoch. Man kann sie dadurch
verbessern, dal man semialgebraische Mengen nicht durch Systeme von Unglei-
chungen, sondern durch Signaturen von quadratischen Formen beschreibt, was
sich iiberhaupt als adéquat herausgestellt hat. SchlieBlich sei bemerkt, daf sich die
Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte in vieler Hinsicht verallgemeinern lassen.
Sie beziehen sich auch auf semialgebraische Mengen in algebraischen IR-
Varietiten, semianalytischen Mengen in kompakten analytischen Mannigfaltig-
keiten [A-B-R 1], konstruierbare Mengen in reellen Spektren [Mar] und sie kénnen
sogar im Rahmen einer rein axiomatischen Theorie behandelt werden [A-B-R 2],
die allen genannten Fillen zugrunde liegt.
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Vom Nutzen der Mathematik *)
H. Neunzert, Kaiserslautern

Es ist gewi3 sinnvoll, am Beginn eines wissenschaftlichen Kongresses, der
eine relativ grofle 6ffentliche Aufmerksamkeit und auch Forderung erfahrt, iiber
den Nutzen der abzuhandelnden Wissenschaft nachzudenken.

Natiirlich wird man sofort: Nutzen wofiir oder fiir wen? fragen und die
Mathematik, um die es ja hier geht, erlaubt darauf eine Vielfalt von Antworten:
»2Mathematik, ein Kulturgut, das Weltsicht und Produktionsweise verandert” — der
Titel eines Er6ffnungsvortrags des Forschungsministers Kriiger enthélt in konzen-
trierter Form viele Aspekte. Mathematiker sind Kulturarbeiter, sie erzeugen ein
Kulturgut, Mathematik ist von Nutzen fiir die Kultur. Das ist ohne Zweifel richtig,
obwohl die Offentlichkeit das nicht immer so sieht — aber es ist nicht mein Thema
heute.

»Vos débats portent sur une domaine essentielle de la recherche, qui
command le progres scientifique et technique de notre pays et sur une discipline
centrale de notre systtme d’enseignement” schrieb Mitterand an den franzosi-
schen Mathematikerkongress ,,Mathématiques a venir” und spricht damit zwei
weitere Aspekte an: den Nutzen der Mathematik fiir andere Wissenschaften und
den Nutzen der Mathematik in der Erziehung, der Bildung des Geistes. Beide sind
von groBter Wichtigkeit, aber es gibt sicher Berufenere, dariiber zu sprechen als
mich.

Was bleibt — und dies ist mein Thema hier - ist der 6konomische Nutzen der
Mathematik. Natiirlich: Verglichen mit jenen anderen Nutzen ist dies irgendwie
der banalste, er scheint zweitrangig. Andererseits bestimmt er das 6ffentliche
Prestige der Mathematik, die Berufschancen unserer Absolventen (und es sind
z. Zt. iber 25000 Mathematikstudenten insgesamt in deutschen Hochschulen), die
offentliche Forderung unserer Wissenschaft - er bestimmt sie zwar nicht allein
(dazu sind sich die Entscheidungstrager der anderen Werte der Mathematik doch
zu bewuBlt), aber er bestimmt sie sicher mit. Deshalb ist dieser Nutzen zwar kein
besonders oft oder gern diskutiertes, aber doch eben ein Thema — und es ist mein
Thema, da ich mich seit 15 Jahren um Kontakte zu jenen bemiihe, die den
wirtschaftlichen Nutzen schaffen: den Anwendern der Mathematik in der Indu-
strie.

*) Vortrag, gehalten auf der Jahrestagung der DMV 1994 in Duisburg.
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Neben meinen eigenen Erfahrungen basieren meine Bemerkungen zu
diesem Thema vor allem auf gezielten Gespriachen und Korrespondenzen, die ich
im letzten halben Jahr - seit ich von meiner heutigen Aufgabe weil - mit
verschiedenen Partnern gefiihrt habe, z. B. mit den Fieldsmedaillisten Bombieri
und P. L. Lions und den Forschungschefs von BASF, Daimler-Benz und Siemens.
Und sie basiert auf einem noch unverdffentlichten Bericht der SIAM iiber ihr
Projekt ,Mathematics in Industry“, das die erste Auswertung von iiber 40
Interviews mit Mathematikern in der amerikanischen Industrie enthalt.

Versuchen wir zunéchst eine direkte Antwort auf die Frage, ob der
6konomische Nutzen der Mathematik eher groB oder klein ist. Da beginnt schon
die Irritation: Fragt man Leute auf der StraBle nach den niitzlichen Wissenschaf-
ten, so wird Mathematik selten genannt; fragt man die Forschungschefs deut-
scher Industrieunternehmen, so ist Mathematik von gréBter Bedeutung: So weist
z. B. der Siemensforschungschef, Prof. Danielmeyer, lapidar auf die {iberpropor-
tionale Beteiligung von Mathematikern am Transfer-Preis zwischen Wissen-
schaft und Industrie der Karl-Heinz-Beckurts-Stiftung hin und der Forschungs-
chef von Daimler-Benz, Prof. H. Weule, schreibt: ,Die heute in der industriellen
Forschung und Entwicklung geforderten Héchstleistungen kénnen nur mit
zunehmendem Einsatz mathematischer Methoden erfiillt werden.“ Und er gibt
auch gleich einen Grund fiir diese sicher gestiegene Bedeutung der Mathematik
an: ,Ein Beispiel hierfiir sind Simulationsmethoden, mit denen bei der Entwick-
lung komplexer Produkte der notwendige Versuchs- und Konstruktionsaufwand
deutlich reduziert werden kann.“ Natiirlich: Mathematik ist der Kern jeder
Computersimulation; Computersimulationen aber ersetzen in zunehmendem
MaBe die Experimente, die man zur Entwicklung und Kontrolle technischer
Systeme benétigt. J. L. Lions sagte das auf einem Industriemathematikkongrefl
in Neapel vor einigen Monaten noch pointierter: ,Der Nutzen der Mathematik
ist es, dabei zu helfen, Dinge besser, schneller, billiger und sicherer zu machen,
und zwar

durch Simulation komplizierter Phinomene,
durch Visualisierung,
durch Reduktion der Datenfluten.”

Computersimulation besteht aus Modellbildung und wissenschaftlichem Rechnen.
Modellieren ist dabei nicht, wie die Brockhaus-Enzyklopadie von *91 vorschligt,
»das plastische Formen in Ton, Wachs und Gips u.a. mit der Hand und
Zuhilfenahme von Modellierhélzern und Drahtschleifen, sondern eher dieses (ich
zitiere Heinrich Hertz in der Einleitung zu seiner Mechanik 1897): ,, Wir machen
uns innere Scheinbilder oder Symbole der d4ufleren Gegenstinde, und zwar machen
wir sie uns von solcher Art, dafl die denknotwendigen Folgen der Bilder stets
wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen Folgen der abgebildeten
Gegenstiande.“

Und auch dies ist schon bei Hertz klar: Mathematik ist der Rohstoff der
Modelle, das woraus sie gemacht sind. Modelle sind am Ende Relationen,
mathematische Strukturen, z. B. Gleichungen etc. Sie miissen — nochmals nach
Hertz - ,logisch zuldssig“, d.h. widerspruchsfrei sein, die mathematischen
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Wirklich
keit

Model-
lierung

Heinrich Hertz’ Prinzipien der Mechanik

Probleme miissen gutgestellt sein etc. Die ,Richtigkeit“ der Modelle priift man,
indem man das Diagramm iiberpriift: Man muf die Losungen, die man aus dem
Modell durch Berechnen oder SchlieBen gewonnen hat, mit den Beobachtungen
vergleichen - man muf} das Modell validieren. Je besser der Rohstoff, desto besser
die Modelle - und je effizienter die Auswertungsmethoden, die Algorithmen, desto
komplexer konnen die Modelle werden. Aufgaben fiir Mathematiker iiberall: Gute
Modelle benétigen einen reichhaltigen Vorrat an Mathematik, der mit zunehmen-
den technischen Anforderungen steigen muf3 und oft weit iiber das normale
Repertoire der , Ingenieurmathematik“ hinausgeht.

Mathematiker schaffen oder .férdern“ diesen Rohstoff; er ist in diesem
Lande in exzellenter Qualitit vorhanden. Und sie helfen dabei, ihn zu verarbeiten,
das Modell auszuwerten: Dies ist das zweite Element der Computersimulation, das
scientific computing. Natiirlich wurde Modellieren, das es schon ein paar tausend
Jahre gibt, besonders deshalb zur wirtschaftlichen Resource, weil ihm heute ein
méchtiges Hilfsmittel, der Computer, erwachsen ist. Gerade im technischen
Bereich, in dem komplexe 3-dimensionale Objekte konstruiert, optimiert und
visualisiert werden miissen und man sich nicht auf einfachere Erkldrungsmodelle
zuriickziehen kann, hitte ohne Hilfsmittel Computer das mathematische Modell
niemals eine solche Bedeutung erzielen kénnen.

A. A.Samarski spricht vom Computerexperiment, das sich in den drei
Stufen Modell - Algorithmus - Programm (MAP!) vollzieht und glaubt, daB es
sich dabei um eine neue wissenschaftliche Methode handelt, die ,sowohl den
Denkstil als auch den Kreis der Probleme bestimmt, welche sich der Forscher zu
stellen vermag”.

Es ist klar, dal dieses Computerexperiment einen interdiszipliniren
Charakter hat. Es erfordert Teamwork bei der Modellierung, weil der Fachwissen-
schaftler das zu modellierende Problem, der Mathematiker den Modellrohstoff
besser kennt; Teamwork bei der Entwicklung von Algorithmen und ihrer
Implementierung, weil der Informatiker das Werkzeug Computer besser kennt,
schlieBlich Teamwork bei der Validierung, um Fehlerquellen aufspiiren zu
konnen. Man benétigt ,,eine Symbiose von Physikern und Ingenieuren, Mathema-
tikern und Informatikern“.

Mathematik als zu bearbeitender Rohstoff mit dem Endprodukt einer
zuverldssigen Simulationssoftware - Mathematik von unzweifelhaftem 6konomi-
schen Nutzen! Bevor ich dieses Bild einer heilen Welt in Frage stelle, Wasser in den
Wein giefle, will ich versuchen, die Grundthese mit Beispielen zu illustrieren. Bei
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Die Darstellung von Loxodromen

der Auswahl habe ich lange geschwankt - aber ich kann der Versuchung nicht
widerstehen, mit Mercator anzufangen.

Gesucht war ein ebenes Bild der Erdoberfliche, d. h. eine Karte, aus der
man die fiir die Anwender wichtigen Schliisse hinreichend genau ziehen kann. Die
Anwender waren Seefahrer, diese fuhren im 16. Jhdt. hauptsichlich auf sogenann-
ten Loxodromenkurven, Kurven, deren Tangenten mit der Nord-Siid-Richtung
immer einen konstanten Winkel einschlieBen. Die Wunschvorstellung der Seeleute
war wohl, solche Loxodromen auf der Karte als Geraden darstellen zu kénnen; da
damals sogenannte Zylinderentwiirfe vorherrschten, bei denen Meridiane in
parallele Geraden abgebildet werden, mu3 man, um dies zu erreichen, von der
Abbildung Winkeltreue verlangen.

Sogenannte echte Zylinderentwiirfe sind Abbildungen der Sphére auf einen
Zylinder, wobei Meridiane bzw. Breitenkreise in orthogonale Scharen jeweils
paralleler Geraden abgebildet werden. Fiir Mercator stellte sich das Problem, wie

Ay
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Mercator’s Zylinderentwurf (um 1570)

man die Abbildungen der Breitenkreise vornehmen muf}, um Winkeltreue zu

erzielen. (Die Bilder sind aus E.Schroder: Kartenentwiirfe der Erde, Teubner

Leipzig 1988.) Dabei ist ﬂ=
dv  cosv

bewerkstelligte er schrittweise, ohne natiirlich Differentiation oder Integration zu

kennen. Es ging auch ohne - miihseliger und nicht besonders genau. Immerhin

l6ste Mercator das Problem, wie eine Karte von 1569 beweist.

die Mercatorgrundformel, die Integration
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Karte nach Mercator’s Zylinderentwurf

Und er l6ste sie, mit recht primitiver Mathematik, aber viel Intuition, 100
Jahre bevor die ,Schulmathematik® sie streng formulierte. Manchmal ist es auch
umgekehrt: Der Rohstoff liegt Jahrzehnte lang in Schubladen, ehe er dann meist
von Nichtmathematikern geférdert und genutzt wird.

Ich erzihle diese Mercatorgeschichte aber nicht nur, weil wir uns hier an
der Gerhard-Mercator-Universitiat befinden, sondern auch, weil mich Industrie-
mathematiker der Thyssen Stahl AG darauf aufmerksam machten, dal3 sie bei der
Vermessung der Steindicken von Stahlkonvertern wiahrend des Gebrauchs auf
dhnliche Probleme stieBen wie seinerzeit Mercator. Dabei miissen aus Laser-
Abstandsmessungen Landkarten der Konverterinnenwand erstellt werden - jetzt
natiirlich on-line und mit hoher Prizision.




162 H. Neunzert

Das Beispiel - in seinen beiden Versionen — demonstriert die Niitzlichkeit
der Mathematik, ihre Fahigkeit, in technisch ganz verschiedenen Aufgabenstellun-
gen gemeinsame Strukturen zu erkennen und so Innovation durch Ideentransfer zu
bewirken. Es zeigt weniger, inwiefern die Qualitit des Rohstoffs die Qualitit der
Modelle beeinflult. Um dies zu verdeutlichen, wihle ich noch ein Beispiel aus
unserer eigenen Praxis, das eher dem Bereich der computer aided quality control
(CAQ) zuzurechnen ist. Genauer: Es geht um die Beurteilung von Kunststoffgewe-
ben, von sogenannten , Vliesen“. Ein Vlies ist ein unregelmaBiges Gewebe von
miteinander verklebten Kunststoffaden. Die Qualitit des Vlieses wird durch seine
Gleichférmigkeit bestimmt; Wolken und Strihnen vermindern die Qualitit.

Das praktische Problem, das uns gestellt wurde, bestand darin, ein
objektives Maf fiir die Vliesqualitit zu finden. In einem ersten Schritt -
erfolgreiche Industrickooperationen haben immer mehrere Schritte - ging es
deshalb darum, einen Abstand zur Gleichférmigkeit zu finden, der die Qualitats-
merkmale modelliert.

Ein Vlies ist durch Grauwerte von Bildelementen, von pixel, beschrieben;
diesen pixel, ca. N=6000 kleinen Rasterpunkten pro Vliesmeter, werden also
positive Zahlwerte 4, ..., uy zugeordnet, die wir uns auch als Absorption von Licht
beim Durchgang durch das Vlies vorstellen kénnen. Da uns nur Anderungen, nicht
die absolute Lichtstirke interessieren, kénnen wir normieren:

N
w=(uy, ..., uy) € RY, #:i>0 fur i=1,..., N und zu,:
i=1

Absolute Gleichférmigkeit bedeutet dann natiirlich g, =...=y, d.h.
1 :-—1— fir alle i. Es geht also darum, zu gegebenem Vlies u einen Abstand
d(u, 1) zur Gleichférmigkeit g = (%,,%) so zu definieren, daf} das, was fiir

die Qualitdt wesentlich ist, also Wolken und Strihnen, entsprechend gewertet wird.
Da ueRY ein N-dimensionaler Vektor ist, wird die erste Idee des
Mathematikers vielleicht der euklidische Abstand sein:

do(u, 1) = > (w— )}
i=1

Die erste Idee des (statistischen) Physikers, der Gleichférmigkeit mit
Entropie zusammenbringt, wird vielleicht die relative Entropie von u bzgl. s sein:

N N
de(u, 1) = Z Uiln N + z wiln g
i=1 i=1
Aber was in der Thermodynamik erwiinscht ist, ist hier in beiden Fillen
gleich schlecht: Ordne ich die pixel anders an, so dndert sich dieser Abstand nicht;
praktisch heif3t das: Ein groBes ,Loch“ (eine Wolke) wiegt so viel wie viele kleine
Locher - und das stimmt nun bei der Qualititsbewertung sicher nicht.
Basteln wir also unser Modell, indem wir die GroBe von Wolken mes-
sen. Stellen wir uns der Einfachheit halber ein ,eindimensionales® Vlies vor, in
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dem die pixel nacheinander angeordnet sind. Ein Loch ist dann ein Abschnitt
Has a1 -5 U, WObeL ,uj~% fiir alle a <j < B positives (helle Wolke) oder nega-

tives Vorzeichen (dunkle Wolke) hat.

y 1 ‘LJ_I H
o L ‘—L[—L_
R - i
helle dunkle
Wolke Wolke

Als ,, Volumen“ der Wolke bezeichnen wir dann

ﬂ o
z (i — )
j=a
und das Volumen der grof3ten Wolke ist
B
D(u, )= max — 1) .
(wf)= max 12 (=)

(Wir konnen hier iiber alle @ und § maximieren, ohne auf das Vorzeichen von
Uj— 1 Zu achten - iiberschreiten wir eine Wolkengrenze, so wird wegen des Vor-
B
z (ﬂj_/zj)
Jj=a
beim Maximum nicht mehr beriicksichtigen, so verandern wir den Maf3stab nur
wenig.) Dieses ,, Wolkenvolumen*“ existiert in der Mathematik schon: Unter dem
Namen ,Diskrepanz“ wurde es von Hermann Weyl in einer berithmten Arbeit
,Uber die Gleichverteilung von Zahlen modulo 1“ eingefiihrt. Diese Diskrepanz
hat eine bewegte Geschichte hinter sich - sie spielt z. B. in dem Buch ,Random
Number Generation and Quasi-Monte-Carlo Methods“ des Wiener Mathemati-
kers Niederreiter in der STAM-Reihe (1992) die entscheidende Rolle; man kann
daraus viele Anregungen gewinnen. Ein Aspekt wurde aber von den Zahlentheore-
tikern nicht beachtet: Eine schnelle (on-line) Berechnung der Diskrepanz fiir
groBles N. Eine einfache, aber fiir uns nicht so schnell zu findende Losung war (G.
Rote): Mit

k
X = Z (s~ 1)
=1

zeichenwechsels die Summe zunichst kleiner und wenn wir es

ist D(pu,) = max (X;—X;)= max X;— min X

1<ij<N I<i<N 1<j<N
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Dies funktioniert ausgezeichnet — auf dem Bildschirm der Firma erschien iiber der
Zeit abgetragen die Diskrepanz der untersuchten Vliesmeter - mit steigender
Diskrepanz verschlechtert sich die Qualitit, so daB nach ca. 1200 m eine Reinigung
der Anlage vorgenommen wird.

Tshe A Tibe .

Diskrepanz als zeitlich veranderliche Qualitit des Vlieses

Man kann natiirlich noch andere Abstinde in Betracht ziehen; z.B.
ergeben sich solche aus den verschiedenen Metriken von Wahrscheinlichkeitsrau-
men. Sie sind z.T. auch brauchbar, stellen wiederum numerische Probleme,
verbessern aber letztendlich das Modell nicht.

Doch wie gesagt: Ein gelostes Problem in der Industriemathematik ist
selten ganz geldst; die Wiinsche steigen mit dem Erreichten. ,Kénnen wir nicht
Wolkigkeit und Strahnigkeit getrennt bewerten?” Unser Abstand beriicksichtigte
eher die Wolken, Strihnigkeit war nicht geniigend erfaBt.

Um dies zu verbessern, versuchten wir, diese Strihnen durch geeignete
Bildverarbeitungsprozesse besser herauszuarbeiten.

In diesem Bereich gibt es eine Reihe ganz neuer mathematischer Ideen, die
noch keinen Eingang in die ,normale” Bildverarbeitung gefunden haben - ein noch
nicht genutzter Rohstoff, der aber sicher niitzlich ist. Ich will eine Idee hier kurz
beschreiben, die hauptséchlich von P. L. Lions und J. M. Morel in Paris Dauphine
entwickelt wurde; in einer Doktorarbeit von J. Weickert in Kaiserslautern wird
diese Idee an das vorliegende Problem angepalit und vor allem auch numerisch
realisiert. Es geht um nichtlineare Diffusionsfilter. Wir nutzen dazu die kontinu-
ierliche Beschreibung:

Ist u(x, y) der Grauwert des Bildes am Ort (x, y), so bedeutet Bildverarbei-
tung eine stufenweise Verdnderung dieses Grauwertes

u(x,y) = u(t,x,y),

wobei ¢ der die Verdnderung beschreibende Parameter ist (#(0, )= ). Durch diese
Verdnderung sollen Storungen beseitigt, das Bild kontrastreicher gemacht (z. B.
Kanten verstdarkt) werden.

Eine alte Idee ist es, die Diffusion zur Beseitigung des Rauschens, also
hochfrequenter Stérungen, zu benutzen: u(z, *) ist dann Lésung des Anfangswert-
problems

u, = div (D grad u), u(0,7) = u.
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Mit wachsendem ¢ nimmt die Variation von u ab: Es verschwinden die
kleinen hochfrequenten Stérungen, nach und nach werden aber auch die ,,echten”
Effekte gedimpft und verschwinden fiir z—c0. Man mul} also den Prozef
rechtzeitig stoppen.

Will man Kanten oder Strahnen langer erhalten, mul man die Diffusivitat
von der lokalen Bildsituation abhéngig machen. Die urspriingliche Idee von Malic
und Perona war:

Ist die Diffusivitit in der Nahe der Kanten groB3, auBBerhalb des Kantenbe-
reichs aber klein, so bleibt im Prozel3 die Kante erhalten, wiahrend Effekte seitlich
von ihr geddmpft werden.

Kanten sind Kurven, langs denen ||Vu|| grof} ist, wahrend Vu dort die
Richtung senkrecht zur Kante gibt.

Fiihrt man ein lokales Koordinatensystem ein, indem man ¢ in Richtung
Vu und # in Richtung der Tangente wihlt, so kann man die Diffusionsgleichung
(mit D=1) auch in der Form

Uy = Uge + Uyy

schreiben. Eine extreme Realisierung der Idee von Malic und Perona ist es nun, in
&-Richtung keine Diffusion anzunehmen und man erhilt

Uy = Uyy;

rechnet man dies auf das urspriingliche Koordinatensystem zuriick, so erhilt man

u, = ||Vul| * curv (u) = ||Vul| div ( Vu )
IVl

die sogenannte ,mean curvature“ Gleichung, die in vielen physikalischen und
technischen Prozessen eine Rolle spielt. Hier kann man viele Ideen austau-
schen: Innovation durch Ideentransfer, der dadurch ermdoglicht wird, daB die
mathematische Struktur des Modells die Ahnlichkeit der Problemstellung ver-
deutlicht.

P.L. Lions hat aus Axiomen der Bildverarbeitung eine ,,Fundamentalglei-
chung® hergeleitet, die sehr dhnlich zur mean curvature Gleichung ist:

u, = || Vul| curv ()3

Eine Bildverarbeitung, die dieser Evolution folgt, erfiillt eine Reihe von
natiirlichen Forderungen (Axiomen), die man an solche Prozesse stellen kann.
Diese Gleichung ist ,morphologisch“ und affin invariant und gut geeignet zur
Mustererkennung.

Eines der Axiome ist, dal Kontraste im ProzeB nicht verstirkt werden
sollen (weil das Bild dadurch verfilscht werden kann). Zur Herausarbeitung
gewisser Effekte, etwa der Strahnen, ist aber Kontrastverstirkung durchaus
erwiinscht. Dann liegt eine andere Abdnderung der Diffusionsgleichung nahe, die
sogenannte ,anisotrope Diffusion®

u, = div(D(Vu,) + grad u).
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Hier wird die Diffusion naturgemiB zum Diffusionstensor, durch den die
Diffusivitit richtungsabhingig gemacht werden kann. , ist eine ,vorgeglittete®
Version von u, die notwendig ist, um ein zu ,nervéses® Verhalten am Anfang zu
verhindern. Wihlt man Eigenvektoren des Tensors in Richtung Vu, und (Vu,)*
und die zugehorigen Eigenwerte unterschiedlich (klein in Richtung Vu,, falls eine
Kante vorliegt, d. h. falls ||Vu,|| groB ist), so ergibt sich eine Evolution, die zwar
nicht morphologisch und nicht affin invariant, dafiir aber kontrastverstirkend
und grauwerterhaltend und deshalb fiir unsere Zwecke besser geeignet ist.

Natiirlich ergeben sich viele theoretische Fragestellungen in Zusammen-
hang mit diesen nichtlinearen Diffusionen, die ja nicht einmal mehr quasilinear
sind, Fragen z. B. nach dem Maximumprinzip, dem Verhalten fiir ¢ — % usw. Vor
allem aber sind die auf diesen Ansitzen basierenden Verfahren recht erfolgreich,
jedenfalls besser als alles andere auf dem Markt befindliche.

Wir verwenden sie nicht nur zur Vliesbewertung, sondern auch zur
Klassifizierung von Holzfurnieren, eine besonders reizvolle Aufgabe, da sie von

il

Wirkliches Baumwachstum als Modell fiir Furniermuster

Vv

A v

Echtes und kiinstliches Furniermuster
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Bildverarbeitung iiber das mathematische Modellieren des Baumwachstums bis zu
lernenden Systemen sehr verschiedene mathematische Aspekte umfafit.

AbschlieBend zu diesen Beispielen mochte ich erwdhnen, dafl ich iiberzeugt
bin, im Bereich der Qualitdtskontrolle und -bewertung, die eine immer gréfBere
Bedeutung gewinnen, ungeheuer viele und interessante mathematische Aufgaben
liegen und ich glaube, es wire von Vorteil fiir die Industrie und fiir die Mathematik,
wenn wir dieses Feld nicht ausschlieBlich den Kollegen der Informatik tiberlassen
wiirden.

Ich hoffe, daf} ich Sie ein wenig davon iiberzeugen konnte, dal Mathematik
ein wertvoller Rohstoff, eine 6konomisch niitzliche Technologie sein kann.

Aber ist sie es auch wirklich? Wieso dann diese hiufig anzutreffende
Offentliche Einschidtzung der Mathematik als Wissenschaft im Elfenbeinturm?
Woher diese Ambivalenz?

Meine These ist, dafl es zwei Mathematikwelten gibt, die recht unabhingig
voneinander existieren. ,, The culture and the values of mathematics in business,
industry and government differ radically from those of academia“ beginnt der
SIAM-report und definiert damit gleich zu Beginn diese beiden Welten: Die
Mathematik in der Industrie und die Mathematik an den Universititen. Diese
erstgenannte Welt ist anders, ganz anders - aber sie ist auch eine Mathematikwelt
und sie ist jene, die den 6konomischen Nutzen der Mathematik fast alleine
produziert; sie ist der ,Alleinverdiener”. Die zweite Welt, jene an den Hochschu-
len, die ja auch diesen KongreB mit iiber 90% der Teilnehmer bestimmt (und der
ich ja auch angehore!), ist weitgehend in sich abgeschlossen. Sie bestimmt, was gute
und schlechte Mathematik ist - nach ,innerweltlichen“ Grundsitzen, sie hat einen
»Alleinvertretungsanspruch®. Da Industriemathematik nicht immer diesen Krite-
rien geniigen kann, wird sie oft nicht als Mathematik wahrgenommen. Ich zitiere
nochmals den SIAM-report: ,,A harsh reality is the lack of a market niche for
mathematics outside of academia .... Mathematics is seldom the dominant
technical discipline. Demonstrating relevance is a key to survival outside of
academia.” Der Industriemathematiker ist also nicht geborgen in mathematischen
Fachbereichen, in denen die Forschung ihren eigenen Gesetzen folgen kann - er
mul} beweisen, dal ,Mathematik etwas bringt“. Deshalb siecht man sich auch vor
andere Probleme gestellt: ,,Good problems need not to be elegant, new or well
posed - just necessary to corporate welfare.“ Und man benétigt auch andere
Talente: Die Fahigkeit zur Teamarbeit, zur Verstindigung mit Nichtmathemati-
kern, ein breitgestreutes wissenschaftliches Interesse, Kritikfiahigkeit. Man muf
erkennen, wo Mathematik eine Chance bietet ~ man braucht Problemfindungs-
kompetenz, nicht nur Problemlésungskompetenz, wie sie Schule und Hochschule
ausschlieBlich anstreben.

Da bleibt dem Industriemathematiker oft nicht viel Zeit, jene zweite Welt
zu beobachten, die ihrerseits zumindest in der Vergangenheit nicht sehr viel
Interesse an der ersten Welt zeigte. So entstand die Trennung - der Fieldsmedaillist
Bombieri spricht allgemeiner von einer Trennung von Wissen und Gesellschaft, die
frither nicht existierte und heute iiberwunden werden muB.

Was ist zu tun, um jene schidliche Trennung zu iiberwinden, die beiden
Welten besser zu koppeln?
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Zuerst eine Warnung, die ich, wieder einmal, von Felix Klein, borge,
der 1906 in einem Vortrag ,Wissenschaft und Technik“ sagte: ,Der groBte
Feind, der richtigen Bestrebungen erwichst, ist nicht #uBerer Widerstand,
sondern Ubertreibung. Noch andere, noch wichtigere Vorbedingungen fiir das
Gedeihen der Technik gibt es als die Verbindung mit der Wissenschaft. Das
sind die allgemeinen intellektuellen und ethischen Qualititen: der technische
Instinkt, der Unternehmungsgeist, die Beharrlichkeit; auch die Organisation
der Arbeit spielt eine wichtige Rolle. Und ebenso hat die Wissenschaft ihre
starksten Wurzeln fiir sich: den unbedingten Trieb zur Erforschung der Wahr-
heit, woran sich die Unbestechlichkeit des Urteils schlieBt, die Freude am
geordneten Denken, die Griindlichkeit und auch wohl eine gewisse Langsam-
keit. Werden die beiden Gebiete in gedeihliche Wechselwirkung treten? Es
gelingt nicht immer. Aber wo sich die geeigneten Kriifte zusammenfinden, da
entsteht neues, nach beiden Seiten foérderliches Leben. Fiir die Wissenschaft
kommt hier nicht nur der wichtige Impuls in Betracht, der sich aus dem
Herankommen neuer Hilfskréifte ergibt, sondern ganz wesentlich auch die
Befruchtung mit neuen, fremder Erfahrung entstammenden Ideen. Die techni-
schen Betriebe aber werden durch erfolgreichen Kontakt mit der Wissenschaft
auf eine hohere Stufe der Leistungsfihigkeit emporgehoben, zum Teil iiber-
haupt erst ermdglicht.“

Also: Koppeln heilit nicht verschmelzen, jede Welt mul} ihre Stirken
bewahren. Aber es heifit: Zusammenarbeiten, einander respektieren, aufeinander
horen (ein hiibsches in die Landschaft passendes Beispiel zeigt die Zusammenar-
beit eines Eisenhiitteningenieurs mit der doch recht bekannten reinen Mathemati-
kerin Ruth Moufang aus den letzten Kriegsjahren, auf das mich Frau Tobies
aufmerksam machte).

Was kann man tun, um diese Kopplung zu verbessern? Auch dazu macht
Weule eine interessante Aussage: , Voraussetzung fiir einen breiteren Einsatz
mathematischer Methoden in der Industrie ist aus meiner Sicht, dafl sich die
Hochschulen zunehmend in ihrer Arbeit auf industrielle Belange konzentrieren
und daB} andererseits die Industrie den Dialog mit der Wissenschaft verstirkt
sucht. Letzteres wird dadurch erschwert, daB Ingenieure in ihrer mathematischen
Ausbildung nur wenig dariiber erfahren, wie durch Einsatz mathematischer
Methoden reale Probleme gelost werden konnen. Dies erkennen die Ingenieure erst
im spateren Verlauf der Ausbildung - meistens zu spéat. So ist es mir ergangen und
nach vielen Kontakten mit jungen Ingenieuren habe ich den Eindruck gewonnen,
daBl es heute in groBem Umfang auch noch so ist. Ich begriile es daher
aullerordentlich, daB3 Sie sich mit diessm Themenkreis auseinandersetzen und
wiinsche Ihnen fiir die anstehenden Verianderungsprozesse viel Erfolg.” In der Tat
wiire es fiir die Mathematik sehr férderlich, wenn die mathematische Ausbildung
von Ingenieuren nicht als notwendiges Ubel, sondern als eine wichtige Aufgabe
gesehen wiirde und wenn sich nicht gerade die besten ihres Faches dieser Aufgabe
oft entzdgen.

Wir miissen auch den mathematischen Nachwuchs, der ja in seiner
iiberwiegenden Zahl in die Welt der Industriemathematik eintreten wird, darauf
vorbereiten; und dies bedeutet, dal wir ihn auch zur Interdisziplinaritit, zur
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Sprachfihigkeit, zum Interesse fiir andere Wissenschaften wie Technik und
Informatik erziehen miissen, ohne dabei die Entwicklung des Rohstoffs Mathema-
tik zu vernachlissigen. Ich glaube, dal dabei neue Unterrichtsformen wie z. B.
sogenannte Modellierungsseminare hilfreich sein kénnen: Die Studenten lernen in
interdisziplinidren Teams die Erstellung von mathematischen Modellen zu realisti-
schen Aufgabenstellungen, ihre Auswertung mittels Computer und die Interpreta-
tion der Ergebnisse.

Interessante Probleme findet man, indem man sich in der Welt der
Industriemathematik umsieht; man muf} nur seine ,Nische“ in der Universitit
verlassen und sich in die Welt der Praxis hinausbegeben: Es ist meine Erfahrung,
daB man dort meist freundlich und neugierig aufgenommen wird und dafl man
buchstéblich fast iiberall interessante mathematische Probleme findet. Vorausset-
zung dafiir ist Offenheit, die Bereitschaft, die Kriterien dieser Welt zunichst
anzunehmen. Die Sektion Industriemathematik, die meine Partner aus der
Industrie und ich gemeinsam gestaltet haben, enthélt fast ausschlieBlich Beitrdge
aus der Praxis: Ich kann Sie nur auffordern, widhrend dieser Woche diese
Eigendarstellung der ersten Welt zu besuchen.

Am 26. September 1894, vor fast genau 100 Jahren, hielt Felix Klein auf der
Naturforschertagung einen ebenfalls popularwissenschaftlich orientierten Vor-
trag. Er sagte: ,, Wir empfinden, da} unter dem Einflusse der modernen Entwick-
lung unsere fortschreitende Wissenschaft je linger je mehr Gefahr l4uft, sich zu
isolieren .... Hier liegt eine grofe, tiglich wachsende Gefahr. Dem wollen wir
Mitglieder der mathematischen Vereinigung nach Kriften entgegenwirken.” Und
an die Naturforscher gewandt, fiigte er hinzu: ,Wir wiinschen von Ihnen in
personlichem Verkehr zu lernen, wie sich der wissenschaftliche Gedanke in Ihren
Disziplinen entwickelt, und wo dementsprechend der Ansatzpunkt fiir das
Eingreifen des Mathematikers gegeben sein mag. Wir wiinschen umgekehrt, von
Ihrer Seite fiir unsere Auffassungen und Bestrebungen einiges Interesse und
Verstdndnis zu finden.“

So grof} die Fortschritte der Mathematik im letzten Jahrhundert waren -
ihre Beziehung zur Auflenwelt, zur Praxis scheint sich kaum verbessert zu haben.
Dazwischen gab es allerdings - unter dem EinfluB Felix Kleins - ein Hoch zu
Beginn dieses Jahrhunderts. Dasselbe miissen wir heute - ohne die Hilfe einer
Personlichkeit wie Felix Klein - in gemeinsamer Anstrengung wieder erreichen:
Nur so verschaffen wir der Mathematik die Bedeutung, die ihr wirklich zukommt,
als eine wunderbare und gerade deshalb auch niitzliche Wissenschaft.

Helmut Neunzert

Fachbereich Mathematik

Universitat Kaiserslautern

Erwin-Schrédinger-Stralle

D-67663 Kaiserslautern (Eingegangen 25. 11. 1994)







Buchbesprechungen

Fleming, W. H., Soner, H., Controlled Marcov Processes and Viscosity Solutions
(Applications of Mathematics 25), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1993, 428 S., DM 98-

Das vorliegende Werk ist seit 1965 die siebte Buchveroffentlichung W. Flemings mit
verschiedenen Co-Autoren, von denen die letzten sechs Biicher sich mit Problemen der
Steuerung und Filterung von Prozessen beschéftigen. Diese Verdffentlichung ist also zu
betrachten als Fortsetzung des auBlerst erfolgreichen Bemiihens des ersten Autors,
wesentliche neue Resultate und Entwicklungen zur Steuerungstheorie zusammenzufassen
und geschickt aufgearbeitet einem breiten Leserkreis vorzulegen. Der inhaltliche Aufbau
der ersten fiinf Kapitel dieser Arbeit dhnelt dem viel zitierten Buch W. Flemings mit R. W.
Rishel [FR] und ergidnzt dieses um die in den letzten Jahren erzielten Ergebnisse, an deren
Erforschung die Autoren wesentlich beteiligt waren. Die letzten vier Kapitel besprechen eine
Vielzahl von Problemen aus mit der Steuerungstheorie teilweise nur im weiteren Sinn
verwandten Gebieten der Mathematik - wie zum Beispiel large-deviations-Probleme - und
Aufgaben in Physik, Okonomie usw.

Der verbindende rote Faden ist das ausfiihrlich und anschaulich beschriebene
Konzept der Viskosititslosung fir partielle Differentialgleichungen unterschiedlichen
Typs.

Die dynamische Programmierungsgleichung DP oder Hamilton-Jacobi-Bellman-
Gleichung HJB charakterisiert in entsprechender Form deterministische wie auch stochasti-
sche Kontrollprobleme. Im giinstigsten klassischen Fall liefert die Lésung der DP-HJB-
Gleichung tiber ein Maximumprinzip notwendige und iber ein Verifikationstheorem
hinreichende Bedingungen fiir die Optimalitdt von Steuerungen. Dabei st6t man jedoch
typischerweise auf das Problem, daBl die Wertefunktion des Kontrollproblems nicht glatt
genug ist, um die partielle Differentialgleichung DP-HJB zu lésen. So wird denn ein wohl
auf Methoden der Vektoroptimierung [R1], zuerst von M. G. Crandall und P.L. Lions
[CL1-3] eingefithrtes Konzept zur schwachen Lsung der DP-HJB-Gleichung vorgestellt:
Viskositdtslosungen. Unter diesem Losungskonzept, das zumindest im Fall partieller
Differentialgleichungen 1. Ordnung eng verwandt ist mit der viscosity vanishing Methode,
ist die Wertefunktion unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen eindeutige Losung der
DP-HJB-Gleichung.

Die ersten zwei Kapitel dieses Buches fiithren diese Viskosititslésungen VL fiir die
DP-Gleichung zu deterministischen Kontrollproblemen ein. Dieser Teil - obwohl sicherlich
eigenstindig zu lesen - setzt also die Ausfithrungen in den Kapiteln I-IV in [FR] fort, wobei
anhand von Beispielen die Notwendigkeit des VL-Zugangs erldutert wird.

Es folgt eine allgemeine Einfithrung und Ubersicht iiber klassische Resultate zur
Steuerung von Markov-Prozessen (Kap.III) und Markov-Diffusionen (Kap.IV). Im
letzteren Fall nimmt die HIB-Gleichung die Form einer nichtlinearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit Endbedingung an:

0 =min [4°V(t, x) + L(t, x)/v e U]
A° = 6/8t + 1/2 3;a%6% /0x;0x; + Zif6/5x;

Nachdem auch hier zuerst Beispiele von klassischen Lésungen (bei uniform parabolischen)
Differentialgleichungen vorgestellt werden, beginnen die Autoren mit einer intensiven
Analyse der Wertefunktion V(7 x). Die Resultate von Krylow [KR1], Lions [L1-5,8,9] und
Evans [E1-4] werden vorgestellt im Hinblick auf die allgemeine Behandlung der VL in
Kapital V.
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Es wird die DP-Gleichung der allgemeinen Form

—0/6tW(t, x) + # (¢, x, D,W(t, x), D2W(z, x), W(t, x)) = 0
untersucht, wobei W eine VL ist, falls

—q+ #(t,x,p, A, W(t,x))<0 fiir alle Superdifferentiale (g, p, 4) von W
und  —g+ At x, 4, W(t,x)) >0 fir alle Subdifferentiale (g, p, 4) von W.
Die Menge der Superdifferentiale von W in (2, x) € Q ist gegeben durch

D-UDW(t, x)={(g,p, A)e RXR" X S"/

l(im)sug Wt+hx+y)=W(t,x)—qh—p-y—1/24y - y}/(1h] + |y1})} <0
P>

und die der Subdifferentiale durch
DLy = *D~(l,2)(A W).

Schon die Stetigkeit der Wertefunktion reicht, um in ihr eine VL der zugehorigen HIB-
Gleichung zu finden. Sehr ausfiihrlich wird das Problem der Eindeutigkeit oder besser der
Existenz eines Vergleichssatzes fiir VL untersucht und das bislang beste Ergebnis, namlich
Jensens [J] Maximumprinzip unter Anwendung eines schwachen Konvexititsbegriffs
hergeleitet mit den Verallgemeinerungen durch Ishii [12].

In den letzten vier Kapiteln wird der Zusammenhang zwischen Kontrolltheorie und
einer Vielzahl anderer Gebiete der Theorie stochastischer Prozesse ausfiihrlich erldutert.
Wegen der geforderten Kiirze dieser Besprechung mdchte ich nur einige mir wesentlich
erscheinende Themen ansprechen. Der Gebrauch einer auf Schrédinger zuriickgehenden
logarithmischen Transformation hat sich schon vor Jahren als sehr erfolgreich zum Beispiel
bei der Erlduterung des Zusammenhangs zwischen Kontroll- und Filtertheorie [M]
erwiesen. Basierend auf zum Teil eigenen Arbeiten der Autoren wird diese Technik
angewandt auf das Studium bedingter Markov-Diffusionen, auf Probleme mit Austrittszei-
ten und auf small noise-Probleme. Bei Flemings Entwicklung der Wertefunktion in
Potenzen des noise-Parameters zeigt sich noch einmal die Macht der VL-Methode, die dann
in Kapitel VII zur Betrachtung von large deviations und vanishing viscosity-Problemen
fithrt. Dazu wird ausfiihrlich dort das Barles-Perthame [BP1, 2]-Vorgehen zur Untersu-
chung der Konvergenz einer Folge V* von VL gegen die VL einer Grenzgleichung erldutert,
wozu nichtstetige VL eingefiihrt werden.

Kapitel VIII wendet sich einem auf Bather und Chernov [BC1-2] zuriickgehenden
singuldren Kontrollproblem zu, dem man sich in praktischen Anwendungen wie Portfolio-
Problemen mit Transaktionskosten [DN] oder finite fuel-Problemen [K 1, KS1-3] gegen-
iiber sieht. Besonders interessant sind solche Probleme auch wegen ihrer engen Beziehung zu
Stopproblemen [KS1-2]. Die Untersuchung hier liefert dann eine einsichtige Interpretation
des principle of smooth fit in einem der zuerst gelGsten singuldren Kontrollprobleme in
[BSW].

Wird ein stochastisches Steuerungsmodell fiir ein konkretes Problem entworfen, so
wird man Approximationen nutzen miissen, um die numerische Berechenbarkeit zu sichern.
Auf der Grundlage Kushners [Kul] finite difference-Schemas als Modell und der
zugehorigen diskretisierten DP-Gleichung (die von einem Markov-Ketten-Kontrollpro-
blem herrithren konnte) untersuchten Fleming und Soner abschliefend mit VL-Methoden
die Konvergenz der diskreten Wertefunktion bei feiner werdender Diskretisierung. So
werden einige Ergebnisse Kushners neu bewiesen auf der Grundlage der Arbeiten von Barles
und Souganidis [BS].
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In den Anhingen A-E werden einige, im Buch wesentlich benutzte Satze in der dort
benutzten Form zusammengefaBt, was die Lektiire des gesamten Werks erheblich
vereinfacht. Ein sehr umfangreiches Literaturverzeichnis beschlieft das Buch.

Aus dem groBen Wissen der beiden Autoren heraus ist ein Werk entstanden, das
fast liickenlos die Entwicklung der zeitstetigen Markovschen Kontrolltheorie der letzten 17
Jahre beschreibt. In Nachfolge und Erginzung von [FR], der Hauptreferenz zu diesem
Thema in den letzten Jahren, ist das vorliegende Buch sicherlich eines der wesentlichsten
und umfassendsten Werke zur Markovschen Kontrolltheorie fiir die auf diesem Gebiet
arbeitenden Wissenschaftler. Dariiberhinaus wird es sich als duBerst wertvolle Referenz fiir
Arbeiten im Zusammenhang mit Viskosititsldsungen zeigen, deren Bedeutung fiir verschie-
dene andere Gebiete der Mathematik hier angedeutet wird. Sicherlich aber wird das VL~
Konzept noch viele andere Anwendungen finden.

Fleming und Soner schlossen ihre Arbeit an dieser Veroffentlichung kurz vor dem
65. Geburtstag Wendell Flemings ab. Da Fleming so seinen Lesern ein wertvolles
Geburtstagsgeschenk gab, sei es mir bitte erlaubt, in die Gliickwiinsche zu dem gelungenen
Werk an beide Autoren verspitete Gliickwiinsche an den ersten Autor zu seinem
Geburtstag einzuschlieflen.
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Konstanz M. Kohlmann

Kolmogorow, A., N., Selected Works, herausgegeben von V. M. Tikhomirov, Band I,
I1, I11. Moskau: Nauka 1985; hier die englische Ubersetzung (von V. M. Volsow), Dordrecht:
Kluwer Academic Publisher 1993, insgesamt 1422 S., Dfl 930

Andrej Nikolajevic Kolmogorov (1903-1987), eine der gewaltigsten Mathematiker-
gestalten des 20. Jahrhundert, ist den meisten mit Mathematik BefaBten durch seine
maBtheoretische Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie (1933) und seine weiteren
groflen Leistungen in dieser Disziplin bekannt. Nicht nur Spezialisten wissen von seinem
Beispiel einer L!-Funktion mit fast iberall divergenter Fourierreihe (1923, Kolmogorov war
damals 20 Jahre alt; erst 1966 bewies L. Carleson, daB3 Fourierreihen von L>-Funktionen
fast uiberall konvergieren). Die sog. ,KAM-Theorie“ der Stabilitit von Planetensystemen
entstand aus einer Skizze von ,,K“olmogorov (1954) und wurde in den darauffolgenden
Jahren von seinem Schiiler V. 1. ,A“rnol’d und J. ,M*“oser zur ersten Vollendung gebracht.
1957 fiihrte Kolmogorov den Begriff ¢-Entropie - z. B. von Funktionenmengen - ein; der
damit eroffnete neue Zugang zu Hilberts 13. Problem iiber die Darstellbarkeit von
Funktionen mehrerer Variablen durch Superposition von Funktionen von weniger
Variablen und A.G. Vitushkins einschldgigem Theorem (1954) ist nur ein besonders
glanzendes Detail aus der Fiille der Resultate, die aus diesem AnstoB hervorgegangen sind.
Die Einfuthrung der Entropie-Invarianten in die maBtheoretische Ergodentheorie, mit der
sogleich resultierenden Aufspaltung der Klasse aller Bernoulli-Shifts in mindestens ein
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Kontinuum von Isomorphieklassen (Kolmogorov 1956; daB diese Invariante diese Shifts
vollstandig klassifiziert, bewies D. Ornstein 1969) wurde von P.R. Halmos als die
,Atombombenexplosion in der Ergodentheorie“ bezeichnet. Mit einer spaten Arbeit zur
Charakterisierung der Zufilligkeit von Symbolfolgen mit Hilfe von Berechnungskomplexi-
zititen initiierte Kolmogorov 1965 die bald darauf durch P. Martin-L6f (1966) und C.P.
Schnorr (um 1970) erbrachte endgiiltige Beantwortung der 1919 mit der Skizzierung des
Begriffs ,Kollektiv* durch R.v. Mises aufgeworfenen Fragen.

Mehrere der hier angedeuteten Leistungen wiren ohne weiteres Fields-Medal-fahig
und weisen Kolmogorov sozusagen als mehrfachen Nobelpreistriger aus. Sie sind umso
bedeutender, als sie in den meisten Fillen nicht als Einzelleistungen die mathematische
Landschaft iiberragen, sondern diese Landschaft geradezu neu geprégt und gewaltige, von
vielen getragenen Forschungsbewegungen in Gang gesetzt haben. Es ist natiirlich, daf die -
wie bei David Hilbert - rund 60 Schiiler von Kolmogorov (unter ihnen I. M. Gelfand, Yu. V.
Prokhorov, V.1. Arnol’d, B. V. Gnedenko) hieran besonderen Anteil haben; die Zahl der
Mathematiker, die, oft ohne Kolmogorov in Person begegnet zu sein, aus seinem Werk
entscheidende Anregungen genommen haben, ist Legion. Fiigt man hinzu, da A.N.
Kolmogorov ein reiner Charakter, ein ungewdhnlich runder Mensch, und ein hinreilender
Lehrer — selbst fiir 14jdhrige Schiiler an einer Moskauer ,Spezialschule* - gewesen ist, so
kann man die Mathematikerschaft in aller Welt, und ganz besonders in seinem Heimatland,
nur gliicklich schitzen, daB es ihn gegeben hat.

Wohl bei weitem nicht alle, die aus dieser gewaltigen Kraftquelle das eine oder
andere empfangen haben, waren iiber die auBerordentliche Breite dieser Mathematikerper-
sonlichkeit voll im Bilde. Hier schafft nun die vorliegende umfassende Werkauswahl
Abhilfe. Sie enthilt in 3 Binden alle wichtigen Originalarbeiten und Uberblicksartikel von
Kolmogorov. Die vertretenen Gebiete sind u. a.

Band I Trigonometrische Reihen, deskriptive Mengentheorie, Ma3- und Integraltheorie,
intuitionistische-Logik, Homologietheorie, Punktmengentopologie, Turbulenztheorie,
klassische Mechanik, Populationsdynamik.

Band II: Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeitstheorie, Markov-Prozesse, stationire
Prozesse, Vorhersagetheorie, statistische Methoden.

Band III: Informationstheorie, Algorithmen, Zufilligkeitstheorie.

Funktionentheorie, Algebra und Zahlentheorie scheinen nicht zu Kolmogorovs engerem
Spektrum gehort zu haben.

Ahnlich wie einst Felix Klein hat Kolmogorov diese Werkausgabe in der russischen
Fassung selbst mitgestaltet und knappe Erinnerungen und Kommentare beigesteuert. Die
am Ende eines jeden Bandes zusammengefaBten ausfiihrlichen Kommentare bedeutender
Landsleute Kolmogorovs ordnen das erarbeitete Oeuvre in die mathematische Szenerie des
20. Jahrhundert ein. Eine gewisse patriotische Einfirbung ist hier, wie auch in den Béanden
vorangestellten biographischen Beitrdgen nicht zu iibersehen, aber wer wollte hier rechten?
Es wird immer denkwiirdig bleiben, wie da - ich habe es fiir die Teilgebiete Informations-
theorie und Ergodentheorie miterlebt — die mathematischen Ping-Pong-Bélle zwischen
USSR und USA hin und her flizten, so als habe sich wenigstens die Mathematik eine Art von
irdischem Paradies erhalten konnen.

Die Ubersetzung samtlicher Texte ins Englische ist V. M. Volosov, G. Lindquist,
und A.B. Lossinsky zu danken, die Herausgeberarbeit leistete und koordinierte A.N.
Shiryaev. Kleinere Druckfehler stéren das Gesamtbild nicht nennenswert, so weit ich sehe.

Die Ausgabe ist ein Schatz: groBe Empfehlung. Der Preis ist prohibitiv: ein
Trauerspiel.

Erlangen K. Jacobs
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Dale, A.1., A History of Inverse Probability, From Thomas Bayes to Karl Pearson
(Studies in the History of Math. and Phys. Sciences 16), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1992,
459S., DM 124,-

Das Buch wirkt auf den ersten Blick wie ein umgestiilpter Zettelkasten: mit einer
Volistandigkeit, die dem ,working statistician“ manchen vorher nie gekannten Namen unter
die Augen hilt, werden - so nehme ich an - alle Autoren, die sich je auch nur entfernt zum
Thema ,RiickschluB-Wahrscheinlichkeiten®, d. h. zur Bayes-Formel, und das heit zu der
Frage, wie man apriori-Wahrscheinlichkeiten nach gemachten Beobachtungen zu dndern
hat, mit den Inhalten ihrer Publikationen (und - meist nur am Rande - auch mit ihren
Biographien) vorgestellt: vom ,,Griindervater Thomas Bayes (1702-1761; seine Biographie
fullt ein sehr sorgfiltig nach Quellen ausgearbeitetes Kapitel des Buchs) iiber Condorcet
(1734-1794), Laplace (1749-1827), Poisson (1781-1840), Edgeworth (1845-1926) bis Karl
Pearson (1857-1936) reihen sich die Namen Moses Mendelsohn, Michell, Beguelin,
Lagrange, Emerson, Buffon, Trembley, Prevost, Lhuilier, Gaufl, Morgan, Lacroix,
Lubbock, Drinkwater-Bethune, Bolzano, de Morgan, Bienaymé, Ostrogradskii, Galloway,
Catalan, Friess, Cournot, Mill, Gouraud, Ellis, Donkin, Boole, Terrot, Meyer, Wild, Venn,
Laurent, Monro, Jevons, Lotze, Bing, Crofton, von Kries, G. F. Hardy, Bertrand, Chrystal,
Makeham. Die in der modernen Fehde mit den Entscheidungstheoretikern (Neyman,
Fisher) etwas ins Hintertreffen geratenen Bayesianer finden hier die komplette Bibliothek
ihrer Inkunabeln in geraffter Gestalt, und es erweist sich bei niherem Zusehen, dall dem
Autor ein breites, sorgfiltig gesponnenes Band des kritisch abw#genden Referierens aus den
iber zwei Jahrhunderte verteilten Quellen, bestickt mit zahllosen Originalzitaten -~ die
franzosischen in der Originalsprache - gelungen ist. Nach der Konzeption des Autors
beriihrt dies Band nur einen bestimmten Ausschnitt des riesigen Themenkreises ,Stocha-
stik“ und man mag fragen, ob das inhaltliche Interesse, das die RiickschluB-Uberlegungen
beanspruchen konnen, nicht doch hinter der Menge des hier Ausgebreiteten arg zuriick-
bleibt, jedenfalls im Rahmen eines historischen Gesamtbildes der Stochastik, das ja erst mit
drei oder vier weiteren Lingsschnitten der hier vorgelegten Art zustandekommen kénnte.
Fir historische Detailarbeit an einer Einzelfrage von grundsitzlicher Bedeutung ist hier
aber griindlich der Boden bereitet. Warme Empfehlung.

Erlangen K. Jacobs

Figotin, A., Pastur, L., Spectra of Random and Almost Periodic Operators
(Grundlehren der math. Wissenschaften Bd. 297), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1992, 587S.,
DM 178,-

Zufillige Operatoren dienen u. a. in der Festkdrperphysik zur quantenmechani-
schen Beschreibung von ungeordneten Systemen, wie amorphen Materialien (z. B. Gliasern)
oder (ungeordneten) Legierungen.

Ein Elektron in einem Festkorper wird beschrieben durch einen Schrodingeropera-
tor H=H,+V auf L?(R?), wobei Hy=—4 den (negativen) Laplaceoperator (kinetische
Energie) bezeichnet und ¥ den Multiplikationsoperator mit der Funktion ¥ (x) (potentielle
Energie). In einem perfekten Kristall wird man fiir ¥ eine periodische Funktion ansetzen; ein
ungeordnetes System beschreibt man durch eine (rdumlich) zufillige Funktion V,(x).
Dieses Potential enthilt etwa die (als zufillige angesehene) Abweichung der Atome von
ihren idealen Gitterlagen oder eine durch Abkiihlen aus einer Schmelze entstandene
zufillige Verteilung von (z. B. verschiedenartigen) Atomsorten. Statt des oben diskutierten
Schrédingeroperators wird haufig eine diskretisierte Version untersucht, die auf /2(Z9)
operiert und bei der H, durch einen Differenzenoperator, das Potential auf R durch eine




Buchbesprechungen 85

Funktion auf Z¢ ersetzt werden. Dieses diskrete Modell ist nach dem Physiker Anderson
benannt, der als einer der ersten zufillige Operatoren untersuchte (Ende der fiinfziger
Jahre). Anderson, Mott und andere gaben Argumente dafiir, dafl solche Operatoren
ungewoOhnliche Spektraleigenschaften besitzen.

Erst Anfang der siebziger Jahre wandten sich Mathematiker diesem Problemfeld
zu, allen voran L. A. Pastur, der als einer der (mathematischen) Pioniere auf diesem Gebiet
gelten kann. Wenn also jemand, der seit ibber zwanzig Jahren in einem Gebiet entscheidende
Arbeiten schreibt, zusammen mit einem seiner begabtesten Schiiler ein umfassendes Werk
iiber sein Gebiet verfaBlt, so darf man wohl zu Recht gespannt auf das Ergebnis sein. Pastur
und Figotin haben in diesem Buch fast das gesamte - inzwischen sehr umfangreiche -
Material iiber zufillige und fastperiodische Operatoren zusammengetragen und aufgearbei-
tet. Selbst wer mit dem Thema sehr vertraut ist, wird in fast jedem Abschnitt neue Ergebnisse
oder Gesichtspunkte finden. Lediglich im letzten Abschnitt fiber Andersonlokalisierung
bemerkt der Spezialist, daB sich der Springer-Verlag viel Zeit gelassen hat zwischen Abgabe
des Manuskripts und Druck des Buches.

Es sind vor allem zwei Themenkreise, die die Theorie zufilliger Operatoren
beherrschen: Spektraleigenschaften der Operatoren und die integrierte Zustandsdichte. Um
die integrierte Zustandsdichte N zu definieren, schrankt man zunachst den Operator H,, auf
ein beschrinktes Gebiet ein, etwa auf einen Wiirfel 4; der Seitenldnge L. Am Rande von A4;
wollen wir z.B. Dirichlet-Randbedingungen fordern - damit wird der eingeschriankte
Operator H) zu einem selbstadjungierten Operator auf L?(4;) mit rein diskretem
Spektrum. Die Eigenwertzahlfunktion N,(E)=#{E;<E|E; Eigenwert von H{L)} ist also
wohldefiniert (wir zdhlen die Eigenwerte entsprechend ihrer Vielfachheit). Die normalisierte

Funktion IA;I Ny (E), | A;] ist das Volumen von A;, zahlt nun die Anzahl der Zustdnde
L
bis zur Energie E pro Einheitsvolumen. Fiir eine sehr groBBe Klasse von Operatoren, die

praktisch alle von physikalischer Bedeutung enthélt, kann man zeigen, dafl

N(E)= lim L Ni(E)
L~ |Af]
existiert.

Dieser Limes heif3t die integrierte Zustandsdichte. Sie ist ein MaB fir die ,Dichte”
des Spektrums unterhalb der Energie £ und daher von grundlegender physikalischer
Bedeutung. Besonders wichtig ist es, die Asymptotik von N fiir kleine Energien zu kennen.
Ein groBer Teil der Mongraphie von Pastur und Figotin ist diesem Problemkreis gewidmet.
Der Leser lernt die verschiedenen Methoden kennen, die zur Untersuchung der Zustands-
dichte entwickelt wurden. Unter anderem wird die beriihmte Arbeit von Donsker und
Varadhan iiber das ,, Wiener Wiirstchen® diskutiert und angewandt. Ausfiihrlich diskutieren
die Autoren auch spezielle Ergebnisse fiir den Fall der Raumdimension d= 1, in dem durch
die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen viel machtvollere Werkzeuge zur
Verfiigung stehen.

Letzteres gilt in noch viel stairkerem MaBe fiir die Spektraltheorie. Hier ist die
Theorie fiir Raumdimension d= 1 (nach der Pionierarbeit von Goldsheid, Molchanov und
Pastur) weit fortgeschritten. In sehr vielen Féllen kann man heute zeigen, dal der Operator
H, ein dichtes Punktspektrum hat, genauer, es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren und die Eigenwerte liegen (z. B. in der Halbachse [0, *[) dicht. Dies kontrastiert scharf
zum Fall periodischer Potentiale, fiir die das Spektrum rein absolut stetig ist. Dieses
Phéanomen des reinen Punktspektrums (bei zufélligen Operatoren) heit auch Anderson-
Lokalisierung. Die physikalische Interpretation besagt nimlich, daB die Eigenzustinde
lokalisiert (ndmlich quadratintegrierbar) sind und deshalb keine elektrische Leitfahigkeit
des Materials vorliegt.
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Im mehrdimensionalen Fall (sagen wir d=3) erwarten die Physiker Spektralberei-
che, in denen Anderson-Lokalisierung (= dichtes Punktspektrum) herrscht, und zwar an den
Bandkanten des Spektrums. Im ,Innern der spektralen Bander sollte dagegen gute
Leitfahigkeit vorliegen, also (absolut-)stetiges Spektrum. Bei Erhohung der Unordnung
sollte der Bereich des Punktspektrums immer gréBer werden.

Von diesen physikalischen Erwartungen konnte bislang nur die Existenz dichten
Punktspektrums an Bandkanten des Spektrums bewiesen werden. Die berithmte Arbeit von
Frohlich und Spencer brachte den Durchbruch fiir dieses Resultat. Zu beweisen, daB in
anderen Bereichen stetiges Spektrum auftritt, ist wohl die interessanteste, aber sicher auch
eine der schwierigsten Aufgaben fiir die zukiinftige Entwicklung der Theorie zufalliger
Operatoren.

Operatoren mit fastperiodischen Potentialen ist das letzte Kapitel des Buches
gewidmet. Sie stehen in gewisser Weise zwischen periodischen und zufilligen Potentialen.
Solche Operatoren zeigen einen ganzen Zoo von mehr oder weniger merkwiirdigen
spektralen Eigenschaften, von absolutstetigem Spektrum auf nirgendsdichten Mengen iiber
singulérstetiges Spektrum bis hin zu Punktspektrum.

Das vorliegende Buch stellt in umfassender Weise unser heutiges Wissen iiber
zufillige und fastperiodische Operatoren zusammen. Die Autoren vermitteln nicht nur die
mathematischen Techniken und Methoden sondern auch die physikalischen Hintergriinde.
Dies ist gerade in einem tatsichlich interdiszipliniren Gebiet unerlaBlich. Das Buch ist fiir
Mathematiker, wie fiir mathematisch interessierte Physiker gleichermaBen geeignet. Die
geradezu enzyklopddische Fiille des Materials mag einen Leser zunichst abschrecken.
Dafiir wird er aber in griindlicher Weise auch mit den spektraltheoretischen und
wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundlagen vertraut gemacht, so dal an Vorkenntnissen
wenig mehr als der iibliche Vordiplom-Stoff vorausgesetzt wird.

Zu Recht ist der ,Pastur-Figotin“ in der kurzen Zeit seit seinem Erscheinen zu
einem Standardwerk der mathematischen Physik geworden.

Bochum W. Kirsch
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A study on translation invariant potential theory on infinite-dimensional locally
compact groups. This book contains an introductory and comprehensive account of
the potential theory of elliptic and parabolic differential operators - an infinite-dimen-
sional extension of classical potential theory and its probabilistic counterpart.
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Provides a systematic and self-contained introduction to the basics of noncommuta-
tive analysis with interesting applications, ranging from classical to modern ones. A
particular feature is the authors’ use of many examples from asymptotic theory,
diffraction theory, plasma physics, quantum groups (Yang-Baxter equations) to
develop the reader’s understanding of important concepts. Noncommutative analysis
originated in the classical works by R. Feynman around 1950 when he presented his
heuristic ideas for a functional calculus of noncommuting operators. It proved to be
an effective and universal tool in various fields of mathematics and physics, such as
functional analysis, geometric quantization, algebra, quantum mechanics, and differ-
ential equations.
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This long-awaited book by two of the
foremost researchers and writers in
the field is the first part of a treatise
that will cover the subject in breadth
and depth, paying special attention to
the historical origins. A variety of aids
to the reader are provided: an intro-
duction to each chapter, section and
subsection; an overview of the relevant
literature (in Vol. 2) plus the refer-
ences in the Scholia to each chapter,
and in the bibliography; and finally
an index of the examples used
throughout the book.

Later volumes will deal with direct
methods and regularity theory. Both
individually and collectively these

volumes will undoubtedly become
standard references. .
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Hardcover DM 188 —

ISBN 3-540-50625-X

The Hamiltonian Formalism
1995. Approx. 500 pages. 41 figures.
Hardcover DM 198—  ISBN 3-540-57961-3

Remaining 4 volumes to appear
over the next few years.
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Kamps

A Concept of
Generalized Order
Statistics

Order statistics and record values ap-
pear in many statistical applications and
are widely used in statistical modeling
and inference. In addition to these well-
known models, several other models of
ordered random variables, known and
new ones, are introduced which can be
effectively applied, e.g., in reliability
theory.

The main purpose of this book is to pre-
sent a concept of generalized order sta-
tistics as a unified approach to a variety
of models of ordered random varia-
bles. Numerous related results on distri-
butional and moment properties of order
statistics and record values are found

in the literature which are deduced
separately. The concept of generalized
order statistics, however, enables

a common approach to structural
similarities and analogies. Well known
results can be subsumed, generalized,
and integrated within a general frame-
work. Therefore, the concept of genera-
lized order statistics provides a large
class of models with many interesting,
important and useful properties for both
the description and the analysis of prac-
tical problems.

From the contents

Models of ordered random variables
(with applications in reliability theory):
order statistics, order statistics with
non-integral sample size, sequential or-
der statistics, record values, k-records,
Pfeifer's record model, k,-records from
non-identical distributions, ordering via

By Priv.-Doz. Dr.

Udo Kamps
Technische Hochschule
Aachen

1995. 210 pages.
16,2 x 23,5 cm.
Paper DM 39,80

OS 311,-/ SFr 39,80
ISBN 3-519-02736-4

(Teubner Skripten zur
Mathematischen Stochastik)

truncation of distributions,
censoring schemes — ge-
neralized order statistics —
distribution theory of gene-
ralized order statistics —
moments of generalized
order statistics — existence
of moments - characteriza-
tion of distributions by se-
quences of moments —
recurrence relations for
moments and characteriza-
tions of distributions — ine-
qualities for moments and
characterizations of distri-
butions - reliability proper-
ties: transmission of aging
properties, partial ordering
of generalized order stati-
stics

B.G. Teubner Stuttgart - Leipzig

Postfach 80 10 69 70510 Stuttgart
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DARREN REDFERN

R. Redfern

The Maple
Handbook

For Release 4

3rd edition 1995.
Spiral bound DM 48,-
ISBN 0-387-94538-5
Due December 1995

The Maple Handbook is an
essential reference tool for all
users of the Maple system. It pro-
vides a complete listing of every
command in the Maple language,
categorized into logical cate-
gories (e.g. calculus. program-
ming, statistics, etc.) and explain-
ed in the context of those catego-
ries. If a Maple command has dif-
ferent purposes in different cate-
gories, it is included more than
once as appropriate. A short intro-
ductory tutorial starts. The Hand-
book, and each category begins
with a brief introduction to the
related subject area. It is well
referenced, with an alphabetical
index of commands, and pointers
to appropriate sections of the
official Maple documentation.
This new approach to reference
materials for Maple enhances the
material found in Maple’s on-line
help files and provides a very
efficient organized and intuitive
resource for all Maple users.

Waterloo Maple Software

Maple V

Learning Guide
2nd edition 199s.

Apfprox. 400 pages. 50 figures.
Softcover DM 39,-

ISBN 0-387-94536-9

Due November 1995

Maple V Learning Guide is the
fully revised introductory docu-
mentation for Maple V Release 4.
It shows how to use Maple V as a
calculator with instant access to
hundreds of high-level math
routines and as a programming
language for more demanding or
specialized tasks. Topics include
the basic data types and state-
ments in the Maple V language.
The book serves as a tutorial
introduction and explains the dif-
ference between numeric compu-
tation and symbolic computation,
illustrating how both are used in
Maple V Release 4. Extensive
“how-to” examples are presented
throughout the text to show how
common types of calculations
can be easily expressed in Maple.
Graphics examples are used to
illustrate the way in which 2D
and 3D graphics can aid in
understanding the behaviour of
problems.

Maple V Release 4 -
The new documentation

Waterloo Maple Software

Maple V
Programming
Guide

2nd edition 1995.

Apfprox. 400 pages. 50 figures.
Softcover DM 48,-

ISBN 0-387-94537-7

Due November 1995

Maple V Programming Guide is
the fully revised and updated
language and programming
reference for Maple V Release 4.
It presents a detailed descriptions
of Maple V Release 4 - the com-
pletely new version of the power-
ful, interactive computer algebra
system in mathematics, the scien-
ces, engineering, and education.
This manual describes the use of
both numeric and symbolic
expressions, the data types avail-
able, and the programming lan-
guage statements in Maple. It
shows how the system can be
extended or customized through
user defined routines and gives
complete descriptions of the
system’s user interface and 2D
and 3D graphics capabilities.
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