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Mathematik und Entwurf mechanischer Strukturen

J. Zowe, Erlangen

1 Einfiihrung

Die Strukturoptimierung verbindet in faszinierender Weise Elemente der
Mathematik und der Mechanik. Unser Beitrag mochte den Leser von diesem
Anspruch iiberzeugen und zeigen, zu welchen Resultaten Teamarbeit von Mathe-
matikern und Anwendern fithren kann.

Wir beginnen mit der mathematisch-mechanischen Modellbildung fiir das
diskrete Problem (Abschnitt 2), wobei wir zur Vermeidung technischer Schwierig-
keiten das Modell so einfach wie moglich halten. Auch schon diese ,,abgespeckte®
Version verweigert sich standardmaBig verfiigbarer Optimierungssoftware und
zwingt Ingenieure, auf mathematisch kaum begriindete Losungsansitze zuriick-
zugreifen. Die Hauptschwierigkeit liegt darin, daB man es mit zwei Typen von
Designvariablen zu tun hat, die sich nur schwer simultan behandeln lassen.

Unser erster Losungsvorschlag (Abschnitt 3) eliminiert einen Block der
Designvariablen auf Kosten eines starken Anstiegs der Dimension. Durch geeignete
mathematische ,,Massage* gelingt es uns, das resultierende Problem auf eine einfache
restringierte Aufgabe in den Zustandsvariablen zuriickzufiihren, die sich mit
modernen Innere-Punkte-Methoden schnell und zuverléssig 16sen 148t. Die gesuchten
Designvariablen erhilt man dabei ,,frei Haus“ als Lagrangemultiplikatoren des
Systems.

In einem zweiten Zugang (Abschnitt 4) niitzen wir das natiirliche Zerfallen
der DesigngroBen in zwei Blocke aus, um das Problem als zweistufige Aufgabe zu
behandeln. Der Preis fiir den Strukturgewinn liegt in der Nichtglattheit des Problems
auf der oberen Ebene, was den Einsatz spezieller nichtglatter Methoden erfordert.
Solche Software existiert und ist von uns in diesem Zusammenhang mit Erfolg
eingesetzt worden.

In Abschnitt 5 beriihren wir als neue Entwicklung den Fall kontinuierlichen
Materials, ohne jedoch auf Einzelheiten einzugehen.

Eine Reihe von Beispielen soll die Tragfihigkeit und Effektivitiat der
vorgestellten Ideen demonstrieren.

Dieses Projekt wurde finanziert vom BMBF (Bundesministerium fiir Bildung, Wissen-
schaft, Forschung und Technologie) unter der Nr. 03ZO7BAY und von dem EG-Fond CI1-
CT92-0046.
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NaturgemiB ist solch angewandte Forschung das Zusammenspiel Vieler.
Besonders erwihnen mochte ich hier meine Mitarbeiter Dr. W. Achtziger und
Dr. M. Kocvara sowie unsere Kooperationspartner im Rahmen eines BMBF-
Industrieverbundprojektes Prof. A. Ben-Tal (Technion, Haifa), Prof. M. Bendsee
(Technical University of Lyngby) und Dipl.-Math. H. Hornlein (DASA, Miinchen).
Teile des vorgestellten Materials sind aus verschiedenen fritheren Publikationen wie
[5], [10] ibernommen worden. Fiir eine leichtere Lesbarkeit wiederholen wir jedoch
die Entwicklung, wobei wir die mathematischen Aspekte betonen.

2 Optimierung diskreter Strukturen:
Mathematisch-mechanisches Modell

Unter ,diskreten Strukturen‘ verstehen wir ein Fach- oder Stabwerk aus
geraden Stdben, die in Knoten verbunden sind. Diese Knoten stellen reibungsfreie
Gelenke dar, wodurch keine Biege- oder Torsionsmomente auftreten kdnnen.
Zusitzlich greifen Krifte nur in Knotenpunkten an. Im folgenden wird ein einfaches
Modell zur Behandlung des Designs eines Stabwerks fiir eine einzelne, vorgegebene
Last dargestellt.

Geht man von maximal N Knoten im Raum aus (rdumliches Stabwerk;
Dimension d = 3) bzw. in der Ebene (planares Stabwerk; d 2) und maximal m Stiben,
die manche der Knoten verbinden, so wird das Design des Stabwerks durch den
Vektor y € R 4 der Knotenpositionen und den Vektor € IR™ ¢t >0 der Stab-
volumina bestimmt. Bei den Knotenpositionen spricht man vom Geometrieaspekt, bei
den Stabvolumina von Topologieaspekt. Zur Modellierung des Materialverhaltens
wird das (vereinfachte) Materialgesetz der linearen Elastizitidt (Hookesches Gesetz)
herangezogen. Dann wird das elastische Gleichgewicht, d. h. Gleichgewicht der am
Stabwerk angreifenden Krifte fe IRV mit den inneren Stabkriften, sowie der
geometrische Zusammenhalt des Stabwerks unter Belastung durch die Gleichung

() A yx=f
ausgedriickt. Dabei ergibt sich die globale Steifigkeitsmatrix

m

(@) A(y) = Y udi(y) € RODND

i=1
als Summe der Element-Steifigkeitsmatrizen
t;E;
L(y)?
Fiir Stab i bezeichnet E; den Youngschen Modul des Materials, aus dem der Stab
bestehen soll, /,(y) seine Linge und +,(y) € IRY * ?den Vektor von (Co)Sinus-Werten,
der die geometrische Lage des Stabes im Gesamtstabwerk in Abhédngigkeit von den
Knotenpositionen y wiedergibt. Da E;> 0, ist 4;(y) stets positiv semi-definit. Das

elastische Gleichgewicht (1) wird durch den Zustandsvektor x € RN 4 der Knoten-
verschiebungen beschrieben, die sich bei der Belastung des Stabwerks (¢, y) durch die

(3) ud(y) = y)n)" € RNV figr j=1,...,m.




Mathematik und Entwurf mechanischer Strukturen 3

Kraft f einstellen. Um im Rahmen linearer Elastizitit zu bleiben, werden die
Komponenten von x als ,,klein“ angenommen.

Zur Vereinfachung arbeiten wir die Auflagebedingungen (d. h. Knoten, die
gelagert sind) in A(, y), fund x ein, indem zugehdrige Komponenten bzw. Zeilen und
Spalten gestrichen werden. Die verbleibende Dimension »n wird Freiheitsgrad der
Struktur genannt. Weiter werden nur wenige, etwa k Komponenten von y in einem
kleinen Bereich Y C IR* variiert, um ein physikalisch sinnvolles Stabwerk zu erhalten.
Zusitzlich fordern wir, daf3

4) lineare Hiille {v,(»),...,7,(0)}=IR" flralleye Y.
Diese Bedingung garantiert:
5 A(t, y) ist positiv definit fiir alle t, >0, ...,t,,>0undalley € Y.

Somit hat (1) fiir alle y € Y und ¢ > 0 eine Losung, d. h. das entsprechende Stabwerk
(¢, y) kann die Last f'tragen.

Als zu minimierende GroBe wihlen wir die Compliance (Nachgiebigkeit)
% fTx. Sie ist ein gingiges Ingenieurkriterium, stellt die Verformungsenergie des
Stabwerks (¢, y) unter den Verschiebungen x dar und ist ein umgekehrtes MaB fiir die
Steifigkeit der Struktur. Als natiirliche , Kostenrestriktion® betrachten wir nur
Stabwerke mit maximalem Gesamtvolumen V.

In mathematischer Form erhalten wir damit als Geometrie-Topologie-
Aufgabe (kurz: Geo-Topo-Problem) in (2, x, y) € IR™ x IR” x IR* zur automatischen
Berechnung ,,optimaler* Stabwerke

J1 g Z
6) (P, %{9{-2-f x|420,) =V, yeYundA(,y)x :f}.

i=1

Um triviale Situationen auszuschlieBen, nehmen wir in (6) durchweg V>0 und
f# Ogr an.

Erwihnt werden sollte, daB kompliziertere Materialeigenschaften wie
elastoplastisches Verhalten, Stabknicken, Schlankheitsbedingungen etc. prinzipiell
einbeziehbar sind, dabei jedoch der im folgenden aufgezeigte Losungsweg verloren
geht. Hingegen konnen zusitzliche Bedingungen wie Grenzen an die Stabvolumina
und Eigengewicht [5], mehrere Lastfiélle [1], einseitiger Kontakt [9], unterschiedliches
Materialverhalten unter Zug und Druck [2] u. a. im folgenden Rahmen beriicksichtigt
werden.

3 Optimierung von Stabwerken: Der Grundstrukturansatz

3.1 Problemreformulierung

Die Schwierigkeit mit Problem (P),, , beruht weitgehend darauf, daB wir in
(6) die simultane Optimierung beziiglich Topologie (t;-Variable) und Geometrie ;-
Variable) im Auge haben. Ein Blick auf (3) zeigt schnell, daB y aus (6) numerisch eine
»harte NuB“ macht und die in (¢, x) vorhandene Struktur vollig zerstort. Der
Grundstruktur-Ansatz versucht deswegen, y aus (6) zu ,,eliminieren, indem man mit
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einem dichten Gitter von N (festen) potentiellen Knoten startet und so eine Variation
der Knoten simuliert. Natiirlich muB3 dann analog die Zahl m der potentiellen Stibe
sehr grof3 gewahlt werden.

Wird das Gitter der Knoten mit dem (fixierten, hochdimensionalen)
Geometrievektor y, dicht genug gewéhlt, so wird die Frage nach den optimalen
Knotenpositionen zumindest ndherungsweise durch die Auswahl derjenigen Knoten
mitbeantwortet, die im optimierten Stabwerk tatséchlich vorkommen. Problem (6)
reduziert sich zu einem reinen Topologieproblem in (¢, x) € IR” x IR”:

m

(M) (P)x ngn{%fo |1 >0, z; t; =V und A(t, yo)x =f}-

Der gravierende Nachteil dieses Grundstruktur-Ansatzes liegt in der fast astrono-
misch hohen Zahl m potentieller Stabe. Fiir realistische Problemstellungen muB8 oft
m>10* gewihlt werden, um Knotenbewegungen hinreichend gut simulieren zu
konnen. Auch ohne die hohe Dimension vermittelt (7) einen ,,unbequemen®
Eindruck. Die Gleichgewichtsbedingung A(z, y,)x =f ist nichtkonvex in (¢, x) (und
damit ist das ganze Problem nichtkonvex) und es stellen sich die Fragen:

® Besitzt (P),, iiberhaupt globale Minima?
und falls ja,
® wie lassen sich solche Minima numerisch berechnen?

Standardroutinen der nichtlinearen Optimierung (z. B. SQP-Verfahren) stehen (7)
selbst bei kleiner Dimension machtlos gegeniiber! Ferner (und das ist fiir die Praxis
entscheidend):

o Konnen wir garantieren, nicht mit einem Filigranwerk diinner Stibe zu enden, in dem
Jje zwei Knoten miteinander verbunden sind?

Die Antwort auf all diese Fragen wird in den folgenden Sétzen gegeben. Die
Grundidee besteht darin, (7) unter massiver Ausnutzung der Struktur in ein konvexes
Problem zu transformieren, aus dem zusatzlich der hochdimensionale Topologievek-
tor ¢ eliminiert (!) ist. Dies {iberraschende Resultat geht auf [4] zuriick.

3.2 Existenz einer Losung

Wir betrachten die folgenden drei Probleme (wobei wir kurz 4, fiir 4, (y,) und
A(?) fir Az, y,) bei festem y, schreiben):

(8) (P)ix min {% fTx |t > O,iti =V und A(#)x =f}.

teR™ xcR? =
9) (D) min F(x) := max KxTA<x —fTx
x xeR" Tasigm| 27 7 ’
. T V T PP
(10)  (D)yq min a—f x|a2§x Aixfiri=1,...,m,.
’ xelR",a€

Unser erstes Resultat besagt, daB (8), (9) und (10) bis auf den Faktor —1
dieselben Minimalwerte liefern. Wir schreiben dabei im weiteren haufig (P), , fiir den
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Minimalwert von (8) usw. Der Gebrauch von ,min‘ statt ,inf‘ wird durch die
folgenden Sitze gerechtfertigt.

Satz 3.1 (Aquivalenz). Es ist

(11) (P)t.x=—(D)x=_(D)x,a'
Beweis. Es reicht, in (8) die Designvektoren

m
(12) teTy:= {te R™ | t; ZO,Zt,: V}

i=1
zu betrachten, fiir die A(7)x=f eine Losung x besitzt (anderenfalls ist nach
Konvention min @ = ). Solch ein 7 existiert nach (4), (5), und klassische Optimali-
tiatsbedingungen zeigen

1 - 1 -
;g{}l{szx | A(F)x =f} = max {fo—ExTA(t)x}
(Die Charakterisierung des minimierenden x auf der linken Seite durch die max-
Aufgabe der rechten Seite ist auch als Energiemethode bekannt).

Somit haben wir

(P),x = min min {%fo | A(2)x =f}

teTy xelR?

1
s T__ 1.1
= lITé(l%I; max {f X=5x A(t)x}.
Die Funktion f Tx—% T 4(¢)x ist konvex-konkav in (x, f) mit konvexer, kompakter
t-Menge T),. Nach einem Minimax-Satz (siehe z. B. [11]) konnen wir die Reihenfolge
von ,min‘ und ,max‘ umkehren, d. h.

(P),, = max min {fo - %xTA(t)x}.

xeR? t€ TV

Einfaches Umordnen zeigt mit 7 statt 7',

|4 14 h
_ T VT r. VT
(P)”"_)rcrel?ngﬁ fngr]l(fx 57X Arx,....f'x 5 X AmX) [tz].

Dabei ist das innere ,min‘ fiir festes x eine lineare Aufgabe in ¢, und es reicht somit,
iiber die Extremalpunkte von T, zu minimieren, also iiber die Einheitsvektoren. Es
folgt der erste Teil von (11)

V
(P),, = max min {fo——z—xTAix}

xelR? 1<i<m

= — min max {ngAix —fo}

xelR” 1<i<m

= —(D),-
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Die Gleichung

(D)x= (D)xa

in (11) ist Standard. |

Die (partielle) Dualisierung von (P),, zu (D), bzw. (D), , fithrt zu einem
dramatischen Abfall der Dimension: n statt n+ O(n?)! Weiter sind (D), und 02) N
konvexe Aufgaben, fiir die wir die Existenz (globaler) optimaler Lésungen sichern
konnen (Satz 3.2) und fiir die wir geeignete Software entwickelt haben. Satz 3.4 zeigt
schlieBlich, wie wir aus Losungen von (D), bzw. (D), , unmittelbar eine Losung fiir
das Ausgangsproblem (P), , erhalten.

Satz 3.2 (Existenz von Losungen fiir (D), und (D), ). Die Probleme (D), und
(D), , besitzen (globale) Minima x* bzw. (x*, o*).

Beweis. Mit der Funktion F von (9) setzen wir
S:={xeR"| F(x)<0}.

Die Menge S ist nichtleer (z. B. 0 € S') und somit
min F(x) = r?el;lF(x)

xeR?

Als Maximum quadratischer Terme ist F konvex (also stetig), und die Existenz eines
optimalen x* fiir (D), folgt, falls wir zeigen konnen:

(13)  Sist kompakt.

Hierzu sei 7, der kleinste Eigenwert der symmetrischen n x n-Matrix A(7) fir
r=(L, ... V) € IR™ Nach (5) ist A(7 ) positiv definit, also 7,> 0, und wir erhalten

m?’ ‘m

fiir beliebiges x in der Euklidischen Norm:

m lx = 17 1l % )
§mnx||—||fu) 1.

Esfolgt x|l < 2% L figr x € S, was (13) zeigt und damit die Existenz des gesuchten x*
fir (D), .
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Die entsprechende Aussage fiir (D), , folgt, da jedes fiir (D), optimale x* mit
14
o' = max —x*T 4;x*
1<i<m
eine Optimalldsung (x*, o*) fiir (D), , definiert. ]

(D), ist ein konvexes, restringiertes Problem, das trivialerweise die
Slaterbedingung erfiillt. Die sog. Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen charakterisieren
somit die Optimalitét eines Punkts (x*, o*) (siehe z. B. [11]). Mit der Bezeichnung T,
von (12) und der aktiven Menge

|14 vV
I(x*) == {i € {L"'am}‘ Ex*TA,-x* = max EX*Tij*}

1<j<m

erhilt man:

Satz 3.3 (Charakterisierung der Optimalitit). Der Punkt (x*, o* =

lr<nja<)fn %x*Tij*) lost (D), ., genau dann, wenn es ein t* € IR™ gibt mit

(14a) t*eTy,
(14b) > 114" =1,
’ i=1

(14) =0  fiiri & I(x").

Beweis. Die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen fir D, , sagen: es gibt
A* e IR" so, daBB

(15a) A >0fiiri=1,...,mund 1- % X\ =0,

i=1

(15b) —f+ > A VAix" =0,
i=1

4 V
(15¢c) A;(]Lr}zixmix*Tij* ——z—x*TA,-x*) =0firi=1,...,m.

Offensichtlich sind (14) und (15) gleich bis auf einen Faktor. u

Der nichste Satz setzt das x* von Satz 3.2 und das * aus (14) miteinander in
Beziehung und liefert das gewiinschte Endresultat.

Satz 3.4 (Reproduktion einer Losung von (P),, aus der Losung von (D)y,0)- Sei
(x*, a*) eine Optimallosung von (D), , mit dem Lagrangemultiplikator \*. Dann liefern
t*:=V \* und x* ein globales Minimum von (P), .

Beweis. Wahle \* und #* := V' \* wie in Satz 3.3. Nach (14) ist (¢*, x*) zulissig
fur (P), .. Weiter zeigt Satz 3.1 (mit (P), ,und (D), , als Minimalwert von (8) und (10))
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(P)t,x = _(D)x,a
= —a* +fo*

V .
— _*A'* T %
B3 <A S

m
1
=— Z t;‘ix*TA,-x* +fTx*  wegen (14c)
i=1

1
=— -2-fo* +fTx wegen (14Db)
1
— _2_fo*.
Es folgt die Optimalitit von (¢*, x*) fiir (P), . ]

Wir erwidhnen als interessantes Nebenresultat, daB die Grundstrukturtechnik
nicht zu einem Filigranwerk O(n?) diinner Stibe fiihrt. Fiir das A* von (15) gilt

0= > X(VAx" —f) € conv{Vix* — f | i € I(x*)},

iel(x*)

wobei ,conv‘ die konvexe Hiille bezeichnet. Offensichtlich ist diese Menge kompakt,
und der Satz von Carathéodory ([11, Thm.17.1]) impliziert fiir r* := \* V:

Satz 3.5 Es gibt immer ein globales Minimum (x*, t*) fiir (P), . mit hochstens
n+1 Komponenten t ;# 0.

Die obige Analysis iibertrdgt sich mit leichten technischen Modifikationen
auf ein Modell, das unter anderem das FEigengewicht der Stibe beriicksichtigt und
obere und untere Schranken fir die Querschnitte der Trager erlaubt [5]. Sogar der
Mehrfachlastfall (im Sinne von ,worst case‘) 1aBt sich im obigen Rahmen behandeln
1.

Wir erwihnen einen weiteren interessanten Punkt. Unter Ausnutzung der
dyadischen Struktur der Elementsteifigkeitsmatrizen (s. (3)) 148t sich beweisen, da3 in
(7) optimale Stabwerke gleichzeitig gewichtsminimal unter allen Designs sind, die
Kriftegleichgewicht und Spannungsrestriktionen geniigen [5].

3.3 Numerik und Beispiele

Der obige Zugang macht aus dem nichtkonvexen (P),, in n+ O(n?)
Unbekannten konvexe Probleme (D), oder (D), , in n bzw. n+1 Variablen. In [3]
haben wir nichtglatte Methoden zur Minimierung der Funktion F aus (9) eingesetzt.
Als wesentlich schneller und dabei sehr zuverldssig erwies sich jedoch eine Innere-
Punkte-Technik zur Minimierung von (D), , und somit von (P), , . Die Idee besteht in
einer Relaxierung der Bedingung (14c) bzw. (15¢c) zu

14 14
(16) t;‘(lréljagfn-zx*Tij* - ix*TA,-x*) =nfuri=1,...,m
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und der Berechnung von Niherungsldsungen fiir das System (14a), (14b) und (16)
mittels Newton-Schritten fiir eine positive r,-Folge mit r, — 0 fiir k — . Wir haben
dazu eine (primal-duale) Innere-Punkte-Methode implementiert und damit auf einer
Standard-Workstation Stabwerke mit einigen Hunderttausend von potentiellen
Tréagern optimiert [8].

Einige Beispiele sollen die Effizienz unseres Zugangs unterstreichen. Dabei
steht im folgenden ,,schwarz® fiir Trager unter Zug und ,grau® fiir Trager unter
Druck. Wir erinnern weiter daran, daB der optimale Compliance-Wert f7x* ein
reziprokes MaB fiir die Steifigkeit der Struktur ist.

Beispiel 1. Wir suchen das optimale Stabwerk zum Tragen einer Briicke, die
an den beiden Endpunkten festgemacht ist und deren Straenknoten unter vertikaler
Last stehen. Abb. 1(a) zeigt als Beispiel einer Ausgangs-Grundstruktur ein Gitter aus
7 x 5 Knoten und 386 Trégern.

Abb. 1(a). Start-Layout fiir eine an den Endpunkten fixierte Briicke

Abb. 1(b). An den Endpunkten fixierte optimierte Briicke
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Abb. 2. An drei Punkten fixierte Briicke

Abb. 3. Optimierung des Spantes
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Wir betonen, daB unser Ansatz keine a priori-Annahmen iiber die dullere
Gestalt der Briicke macht. Diese soll vielmehr das Resultat der Optimierung selber
sein! Abb. 1(b) zeigt die Losung fiir eine Grundstruktur von 11 x 64 potentiellen
Knoten und (ohne Mehrfachzihlung) 150031 potentiellen Trigern. Ganz offensicht-
lich ist der ,,Bogen* optimal geeignet zum Tragen der StraBe.

Beispiel 2. Wir fragen, wie sich die obige Gestalt dndert, wenn die Briicke
zusétzlich in der Mitte abgestiitzt werden kann. Besitzer einer Bahncard werden einen
simplen Doppelbogen erwarten (symmetrische Wiederholung des Bogens). Die
Optimierung einer Grundstruktur aus 19 x 19 = 361 Knoten und 39 723 potentiellen
Trégern fiihrt jedoch auf eine sehr viel raffiniertere und effizientere Struktur, was ein
Vergleich der Compliance-Werte zeigen wiirde.

Beispiel 3. Beim Design eines hochmandvrierbaren Flugzeugs spielen
Versteifungsteile, sog. Spanten, welche quer zur Léingsachse das Flugzeug durch-
laufen, die entscheidende Rolle. Diese Spanten stehen bei extremen Flugmandvern
unter Hochstbelastung, da sehr groBe Krifte von den Fliigelmomenten her wirken.
Abb. 3(a) zeigt ein Halbmodell des Spantes (mit leicht schrigem Blickwinkel) und
Abb. 3(b) eine FE-Diskretisierung.

Klassisch wird der aus Membranelementen aufgebaute ,,optimale“ Spant mit
Hilfe von aufwendigen FE-Analysen berechnet. Das Design des Spantes ist, neben
den geometrischen Nebenbedingungen, im wesentlichen durch die Positionierung der
aufsitzenden ,,Versteifungsrippen® (sog. Stiffeners) bestimmt. Diese Stiffeners sollen
die Spannungen so durch den Spant leiten, daB etwa kein Beulen der Membran-
elemente auftritt. Es liegt daher nahe, die Hauptspannungslinien durch den
Grundstruktur-Ansatz zu ermitteln, um dann die Situation vom Stabwerk auf den
Mebran-Spant zu iibertragen. Abb. 3(c) zeigt die Stabwerk-Losung, welche sich fiir
zwei Lastfélle (pos. und neg. Fliigelmoment) auf einer Grundstruktur mit N = 87
Knoten und m = 1876 pot. Stiiben ergibt. Die Ubertragung auf ein so »Ooptimiertes*
FE-Gitter zeigt Abb. 3(d), welche das Pendant zu Abb. 3(b) darstellt. Eine neuerliche
Analyse des resultierenden Spantes als Membran-Element ergibt auf Anhieb eine
signifikante Reduzierung des Gesamtgewichts bei Erfiillung der geforderten Festig-
keitsrestriktionen.

4 Optimierung von Stabwerken:
Behandlung als zweistufiges Problem

4.1 Problemreformulierung und numerischer Ansatz

Im Grundstrukturansatz haben wir die Geo-Variable y durch Einbettung der
Ausgangsstruktur in ein dichtes Netz potentieller Knoten und Triger ,,eliminiert.
Der Preis dafiir liegt in einer Aufblihung der Dimension (Zahl der Knoten und
Kanten), die diesen Zugang fiir IR*-Probleme praktisch ausschlieBt. Wir haben
deswegen in einem zweiten Ansatz versucht, die Variablen im Ausgangsproblem
(P), x,, kiinstlich zu separieren und hierarchisch zu behandeln.

Nach Abschnitt 3.2 besitzt das Topo-Problem (P), , fiir jedes feste (yo =)y aus
der Menge Y der zuldssigen Knotenpositionen ein globales Minimum t(y) und x(y),
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das wir schnell und zuverldssig berechnen koénnen. Um die Abhéngigkeit von y
anzudeuten, schreiben wir auch (P); ff“. Sei 4 (p) der resultierende Minimalwert, d. h.

17) k() := n;lin{%fo | t € Ty und A(¢,y)x =f}

Dann reduziert sich unser Geo-Topo-Problem (6) auf die Minimierung der Funktion
# nach dem (gewohnlich niedrigdimensionalen) y:

(18) min h(y).

Aus der Stérungstheorie ist bekannt, daB3 /4 nichtkonvex (und nichtglatt) von dem
»Storparameter” y abhéngt; folglich milssen wir uns bei (18) mit lokalen Minima
bescheiden. Der folgende Satz prazisiert die Beziehung zwischen (6) und (17), (18).
Wir verzichten auf den elementaren Beweis.

Satz 4.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Der Punkt (t*, x*, y*) ist eine Optimallosung des Geo-Topo-Problems (P), ., die
lokal ist in Bezug auf y und global beziiglich (t, x).

(ii) Esisty* lokale Losung von (18) und (t*, x*) ein globales Minimum von (17),d. h. des
Topo-Problems (P)) ;. mit festem y*.

Wie oben schon erwihnt ist die Funktion /4 nichtkonvex und nichtglatt, und
damit erfordert (18) entsprechende Software. Bundle-Methoden sind das geeignete
Werkzeug. Diese Iterationsverfahren verlangen in jedem Iterationspunkt y* neben
dem Funktionswert A()*) die Kenntnis eines Subgradienten g* aus dem sog.
Subdifferential von h in y*:

Ky . w1 8 =UmVh(y),y — y*
Oh(y”) := conv {g €R"| Vh(y;) existiert, VA (y;) konvergiert [°

Fiir lokale Lipschitzfunktionen ist letztere Menge nie leer. Unter Standardregula-
rititsannahmen (deren Erfiilltsein wir allerdings nicht a priori garantieren kénnen)
1aBt sich die Lipschitzstetigkeit von A zeigen und damit die Existenz eines
Subgradienten g* fiir jeden Iterationspunkt y*. Die Bundle-Methoden bestimmen
aus g¥ € 8 h(y*)und einem ,,Biindel“ von Vorgingersubgradienten eine Richtung,
lings der eine eindimensionale Minimierung zu einem y**! mit A(y**") <h(y*)
fithrt. In keinem der folgenden Beispiele hatte die Bundleimplementierung BT (die die
Bundleidee mit dem Trustregionkonzept kombiniert, s. [12]) Schwierigkeiten, lokale
Minima von 4 aufzuspiiren. Unter kleineren technischen Annahmen, die wir hier
unterdriicken, lassen sich Konvergenzaussagen fiir diese Methode machen, die den
iiblichen Sitzen fiir Gradientenverfahren im glatten Fall entsprechen; siche [12]. Wie
angedeutet erfordert die BT-Minimierung von 4 auf der oberen Ebene in jedem
Iterationspunkt y* die Bereitstellung

(19a)  des Funktionswertes h(y*)
und

(19b)  eines Subgradienten g*.
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(19a) ist selber wieder ein Optimierungsproblem vom Typ (7), mit yy := y k dasaufder
unteren Ebene fiir jedes y* zu 16sen ist. Nach Abschnitt 3.3 verfiigen wir iiber einen
effizienten Algorithmus fiir diese Aufgabe. Dabei liefert die Berechnung von 4 %)
zugleich frei Haus® ein g* € dh(y*). Unter gewissen Regularititsannahmen gilt
namlich (siehe z. B. [6]).

Oh(y*) = conv {th-‘vi(y")Tx"Vm(y")Tx" | 2%, x* 16sen (7) fiir (yo =)y"},
i=1

was uns unmittelbar ein gesuchtes g* an die Hand gibt.

4.2 Beispiele

Im folgenden steht ,,Geo-Topo-Resultat” fiir Losungen, die wir iiber den
Zweistufenansatz 4.1 erhalten haben. Dabei sind die erzielten Strukturen umso
steifer, je kleiner die angegebenen optimalen Compliancewerte f7x* sind. ,,Schwarz*

a Startstruktur b Topo-Resultat, f7x* 61.63

¢ Grundstruktur-Resultat, f7x* 59.39 d Geo/Topo-Resultat, fTx* 59.39
A
e Geo/Topo-Zwischenresultat f Geo/Topo-Resultat, fTx* 37.24

Abb. 4. Bogenbriicke
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T A A A A A A A A A

a Startstruktur b Topo-Resultat, f7x* 20.25

¢ Geo/Topo-Resultat, f7x* 10.63 d Geo/Topo-Resultat, f7x* 10.23

Abb. 5. Verstirkung eines ,Dammes’

bedeutet wieder Triger unter Zug und ,,grau® Trager unter Druck. Wenn wir davon
sprechen, daB sich Knoten bewegen diirfen, meinen wir, dal3 die Position der Knoten
eine Variable ist.

Wir betonen, daf3 sich bei dem zweistufigen Vorgehen auch Knoten unter Last
bei der Optimierung auf der oberen Ebene bewegen diirfen (Beispiel 4) und sogar
Befestigungsknoten (Beispiel 5), was beim Grundstrukturansatz prinzipiell unméog-
lich ist!

Beispiel 4. Wir betrachten eine an den Endpunkten horizontal und vertikal
fixierte Bogenbriicke. Abb. 4(b) zeigt die Topo-Losung und 4(c) die Grundstruktur-
16sung fiir ein Gitter aus 11 x 64 potentiellen Knoten und 150031 potentiellen
Trigern. LdBt man in Abb.4(a) vertikale Bewegungen der Bogenknoten mit
Ausnahme der beiden Endknoten zu, so erhilt man das Geo-Topo-Resultat von
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4(d). Man beachte, welch dichtes Ausgangsgitter beim Grundstrukturansatz notig ist
(150031 potentielle Trager!), um den Compliancewert von 4(c) zu erreichen.

In 4(e), () lassen wir vertikale Bewegungen aller Bogenknoten zu, ein-
schlieBlich der beiden Endknoten, die die Struktur z. B. an einer senkrechten Wand
befestigen. Nur die StraBenknoten sind fixiert, was durch eine diinne horizontale
Linie angedeutet ist. Nach 10 Iterationen auf der oberen Ebene erhalten wir die
Zwischenlésung von 4(e) und schlieBlich eine Optimallosung 4(f), die deutlich besser
(steifer) ist, als die in 4(d) gezeigte Losung mit fixierten Endknoten.

Beispiel 5. Wir fragen nach dem optimalen Innenskelett eines Staudammes.
Abb. 5(a) zeigt Lastverteilung (Wasserdruck), die Verankerungspunkte und das
Startnetz potentieller Knoten und Triger. Als reine Topo-Losung erhalten wir 5(b),
wihrend 5(c) das Geo-Topo-Resultat zeigt, wenn Horizontalbewegungen aller
Knoten mit Ausnahme der Befestigungsknoten erlaubt sind. Man beachte, daf der
zusitzliche Geo-Aspekt fast zu einer Halbierung des Compliance-Wertes fiihrt, d. h.
zu einer Verdoppelung der Steifigkeit. Abb. 5(d) zeigt den weiteren (geringen)
Zugewinn, wenn sich zusitzlich die Verankerungsknoten mit Ausnahme der
Eckknoten horizontal bewegen diirfen.

5 Optimierung kontinuierlicher Strukturen: Design und Material

Aufgrund der Erfolge bei diskreten Strukturen liegt es nahe, auch kontinu-
ierliche Strukturen automatisch zu entwerfen. Sind die maximalen Abmessungen
eines Bauteils, seine Lagerung sowie angreifende Krifte gegeben, so fragen wir,
analog zum diskreten Problem, wie das zur Verfiigung stehende Material verteilt
werden soll. Dies umfaBt die Frage nach der auleren Form der Struktur sowie nach
der Anzahl, Lage, Form und GrofBe etwaiger Aussparungen.

Verschiedene mathematische Ansétze zeigen, dal3 die Losung dieser direkt
gestellten Designfrage zu Strukturen fiihrt, die ,beliebig viele, beliebig kleine*
Locher besitzen [7]. Die Frage nach der Mikrostruktur des Materials, und sogar
nach dem Material selbst, ist daher sehr eng mit der Designfrage verbunden. Man
sucht daher zusétzlich nach dem optimalen Material in Abhédngigkeit vom Ort. Zum
Teil ist eine Umsetzung in einen realen FabrikationsprozeB3 bereits moglich. Das
libergeordnete Ziel ist wieder, das Bauteil beziiglich der anliegenden Last moglichst
steif auszulegen.

Fiir die numerische Behandlung wird das Problem diskretisiert, d. h. das
Bauteil in ,,Zellen* aufgeteilt, innerhalb derer man von konstantem Material ausgeht.
Die Materialeigenschaften in jeder einzelnen Zelle werden (unter gewissen Annahmen
wie linear elastischem Materialverhalten) durch einen Elastizititstensor charak-
terisiert. Zustandsvariablen sind analog zum diskreten Fall die Auslenkungen der
Zellen unter der anliegenden Last.

Man beachte, daf3 dieser Modellansatz alle angepeilten Ziele abdeckt: Zellen
mit Material sehr geringer Dichte werden als Luft interpretiert und geben so Auskunft
iiber die Gestalt des Teils bzw. seiner Aussparungen. In Zellen mit Material héherer
Dichte gibt der optimierte Elastizitdtstensor Auskunft iiber dasjenige Material, das
die in dieser Zelle wirkende Belastung am besten aufnimmt.
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Eine ndhere Analyse erweist, daBB der optimale Elastizititstensor ein
dyadisches Produkt ist und in unserem Zusammenhang vollstandig durch seine Spur
bestimmt wird. Diese ist ein MaB fiir die Steifigkeit des Materials unter vertikalem
und horizontalem Zug und Druck bzw. gegeniiber von Scherung. Mit der , Dichte‘ des
Materials in einer Zelle (modelliert durch die Spur des Elastizititstensors) als
Designvariable 148t sich das Problem so massieren, daB man eine Formulierung
analog zum diskreten Fall erhilt; s. z. B. [7, 9].

Somit lassen sich auch im kontinuierlichen Fall die oben erwihnten, fiir das
diskrete Problem entwickelten effektiven Algorithmen einsetzen. Wihrend jetzt die
Zahl der Zellen (Dimension m des Designvektors) moderat ist, taucht die hohe
Dimension im Zustandsvektor auf (Auslenkung der Zellen unter Last). Im 2D-Fall
fithrt ein Finite-Elemente-Ansatz mit acht Ansatzfunktionen pro Zelle zu einem
Zustandsvektor, dessen Dimension » das Sechsfache der Zahl der Zellen m betrigt.
Réaumliche Aufgaben fithren zu einer weiteren Aufblahung der Dimension, jedoch
stellen Probleme mit einigen Tausend Zellen fiir die Numerik kein Problem dar.

Beispiel 6. Abb. 6(a) zeigt das berechnete Design einer quadratischen Platte
(im IR?,d. h. ohne Dicke), die an ihrer Unterseite arretiert ist und auf die von links eine
gestaffelte Kraft analog zum Damm in Bsp. 5 wirkt (s. Abb. 5(a)). Der Grauwert jeder
Zelle (s. Skala in Abb. 6(a)) symbolisiert die Spur des optimierten Elastizitdtstensors
und gibt damit AufschluB iiber die Dichte des optimierten Materials in dieser Zelle
(Schwarz = festes Material, Weill = Nullmaterial, Grau Zwischenwert). Abb. 6(b)
zeigt fiir jede Zelle die aus dem optimierten Elastizitidtstensor ablesbaren (senkrecht
aufeinander stehenden) Hauptdehnungsrichtungen des jeweiligen Materials. Die
Richtungen und ihre GroBe sind durch kleine Linien veranschaulicht. Wie zu
erwarten erhélt man orthotropes Material.

a b
Abb. 6. Belastete Platte im IR2
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Zusammenfassung und Ausblick

Automatisierte Entwurfstechniken finden mehr und mehr Zugang in der

Industrie. Selbst die Materialoptimierung hat ihre ersten industriellen Anwendungen
(in der Autoindustrie) bereits hinter sich. Die weltweit erzielten, jiingsten wissen-
schaftlichen Ergebnisse belegen, daB zumindest in Teilbereichen der Entwurfstech-
niken eine Wachablosung bevorsteht. Eine breite Anwendung mathematisch
fundierter Design-Methoden in zukiinftigen Fabrikationsprozessen ist daher bereits
vorgezeichnet.
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(2]
B3]

4]
151
(6]

(7
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]
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Wittvektoren

G. Harder, Bonn

In seiner Arbeit ,,Zyklische K6rper und Algebren der Charakteristik p vom
Grad pn®, die in dem berithmten Band 176 (1937) des Crelle Journals erschienen ist,
konstruiert Witt die nach ihm benannten Wittvektoren. Diese Konstruktion ist von
fundamentaler Bedeutung fiir die moderne Algebra und einige der aktuellsten
Entwicklungen in der arithmetischen algebraischen Geometrie.

Frau L. Kersten, die die gesammelten Werke von E. Witt herausgibt, und der
Springer Verlag haben mich gebeten, einen Aufsatz iiber die Auswirkungen dieser
Arbeit zu schreiben. Dem bin ich sehr gerne nachgekommen. Ich habe meinen
Aufsatz auf Deutsch geschrieben. In den gesammelten Werken von Witt, erscheint
eine von B. und Ch. Deninger vorgenommene Ubersetzung ins Englische. Die hier
vorliegende Fassung ist im wesentlichen meine urspriingliche Version. Ich bin den
Herausgebern des Jahresberichtes der DMV dankbar, da83 sie diese deutsche Fassung
publizieren.

Als personliche Bemerkung méchte ich voranschicken, daB ich mich in
meiner Laufbahn als Mathematiker niemals so richtig mit diesen Wittvektoren
auseinandergesetzt habe. Mir war natiirlich klar, daB dies ein schwerwiegendes
Versdumnis war. Ich bin daher sehr dankbar, da3 ich nun gezwungen worden bin,
mich mit diesem sehr schonen und auBordentlich wichtigen Gegenstand intensiv zu
beschiftigen. Hinzu kommt, daB ich ziemlich genau zu diesem Zeitpunkt bei meinen
eigenen Bemilhungen, gewisse Sachverhalte aus der Theorie der Shimura-Varietiten
zu verstehen, das oben beklagte Versdumnis recht bitter zu spiiren bekam.

Dieser Aufsatzist wie folgt aufgebaut: Er hat drei Hauptabschnitte. Im ersten
berichte ich liber die Arbeit von Witt und einige weitere Arbeiten von ihm zu diesem
Thema.

Im zweiten Abschnitt erldutere ich die Bedeutung der Konstruktion von Witt
fiir die Theorie der kommutativen affinen algebraischen Gruppen.

Im letzten und langsten Abschnitt werde ich dann darlegen, welche
grundlegende Rolle die Wittvektoren den hochaktuellen Entwicklungen der
(arithmetischen) algebraische Geometrie spielen.

Natiirlich werde ich viele andere Dinge, bei denen die Wittvektoren eine Rolle
spielen, iibersehen haben. Aber der Aufsatz ist sowieso schon viel zu lang.

Auch das Literaturverzeichnis am Ende ist in vieler Hinsicht sicher etwas
willkiirlich. Im wesentlichen verweise ich nur auf die Literatur, die ich direkt fiir
diesen Aufsatz benutzt habe. Manchmal habe ich dann noch solche Titel mit
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aufgenommen, in denen der Name Witt direkt mit auftauchte, obwohl ich auf den
Inhalt dieser Artikel in diesem Aufsatz nicht eingehe.

Die Konstruktion und fundamentale Eigenschaften

Ich moéchte damit beginnen, daB ich kurz den Inhalt der Arbeit von Witt
schildere. Das mag in Anbetracht der Klarheit der Originalarbeit iiberfliissig zu sein.
Aber ich sehe mich auBerstande, die Auswirkungen des Artikels zu beschreiben, wenn
ich ihren Inhalt nicht mit eigenen Worten darstellen darf.

Schon die Einleitung ist sehr interessant, und, wie man heute so sagt, sehr
motivierend geschrieben. Man fiihlt sich durch sie eingeladen, die Arbeit zu lesen. In
den Arbeiten [Ar] und [Ar-Sc] untersuchen Artin und Artin-Schreier das Problem,
diejenigen Korper K zu charakterisieren, die eine algebraisch abgeschlossene
quadratische Erweiterung besitzen. Ein solcher Korper ist der Korper IR der reellen
Zahlen. Allgemein werden solche Korper reell abgeschlossen genannt. Diese Korper
werden in der Arbeit [Ar-Sc] charakterisiert, und es wird gezeigt, daB3 man ihren
algebraischen Abschlul immer durch Adjunktion der Wurzel aus —1 erhilt.

Artin und Schreier untersuchen dann, ob es auch fiir andere Primzahlen p > 2
Korper K geben kann, fiir die die Galoisgruppe Gal(K/K) ihres algebraischen
Abschlusses zyklisch von der Ordnung p ist. Man kann ziemlich schnell sehen, da
dann die Charakteristik des Korpers K gleich der vorgegebenen Primzahl p sein muB.
Es ergibt sich also die Frage: Wenn K /K eine zyklische Erweiterung vom Grad p ist,
kann es dann sein, daB3 K, algebraisch abgeschlossen ist?

Artin und Schreier beantworten diese Frage mit nein und formulieren gleich
die nichste , ndmlich, ob es unter der obigen Annahme immer einen Koérperturm
K, C K, C...CK, Cgibt, so, daB K,,/K zyklisch vom Grad p» ist.

Artin und Schreier zeigen, daB3 der erste Schritt einer Folge erhalten wird,
indem man fiir geeignetes a € K die Nullstellen des sogenannten Artin-Schreier
Polynoms X7 — X — a zu K adjungiert.

Damit scheint das weitere Vorgehen zur Konstruktion des Turmes von
Erweiterungen klar. Wir wihlen ein a; € K; und betrachten die Erweiterung von K,
die man durch Adjunktion der Nullstellen von X7 — X — a; bekommt. Man schreibe
dann die Bedingung dafiir hin, daB diese Erweiterung iiber K normal ist. Wenn man
das erreicht hat, ist der zweite Schritt getan, der Korper Kj ist konstruiert. Das steht
schon bei Artin und Schreier.

Albert hat in [Al] gezeigt, da man auf diese Weise voranschreiten kann,
wobei er sich allerdings in einem recht uniibersichtlichen Gestriipp von Formeln
herumschlagen mufte.

Witt zeigt in seiner Arbeit, daB3 diese Formeln absolut irrelevant sind, sondern
da man ein Objekt konstruieren kann, dessen strukturelle Eigenschaften eine
glaskare Losung des obigen Problems ermdglichen.

Er konstruiert einen Ring W (K), dessen Elemente er Gal(K/K) Vektoren

X = (X0, X1y Xny.-.) x; €K

nennt und dessen Addition und Multiplikation durch universelle Formeln gegeben
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sind
x+y = (xo + o, S1(x0, X1, y0, 1), S2(X0, X1, X2, 0, ¥1,12), - - -)
x -y = (xopo, Mi(x0,X1,Y0, 1), - ),

wobei S (xo, X1, 0, Y1), S2(X0, X1, X2, Y0, Y1, ¥2), - - - , M1 (X0, X1, 0, 1), - - . Polynome
in den angedeuteten Variablen und mit Koeffizienten aus dem Primkérper IF, sind.

Natiirlich soll dieser Ring einige zusitzliche Eigenschaften haben, so mochte
man sicher nicht, daBB Addition und Multiplikation einfach komponentenweise
definiert sind.

Ich will kurz andeuten, durch welche Prinzipien Witt zur Konstruktion und
Festlegungen der Eigenschaften dieses Ringes gekommen ist. Zunichst ist vom
Konzept her klar, daB3 der Ring W (K) funktoriell von K abhingen sollte: wenn man
einen Morphismus K — L hat, dann bekommt man eine Einbettung W (K) — W(L).

Insbesondere kann man fiir K = IF y einen endlichen Kérper nehmen. Es
sei Q, der Korper der p-adischen Zahlen. Wir betrachten den Ring O, v der ganzen
Zahlen in einer unverzweigten Erweiterung @, 5/®Q, vom Grad N. Dieser Ring ist
ein vollstdndiger, diskreter Bewertungsring, dessen maximales Ideal von p erzeugt
wird und dessen Restklassenkorper zu dem vorgegebene endlichen Kérper IF,v
isomorph ist. Dadurch ist er bis auf Isomorphie festgelegt. Das Ziel der
Konstruktion von Witt ist, den Ring der Wittvektoren W(IFPN) so zu konstruieren,
daB er auf ganz spezifische Weise zu dem Ring O, y isomorph wird. Man kann das
auch so formulieren: Der Ring O, v soll ausgehend von seinem Restklassenkdrper
konstruiert werden.

Die Konstruktion kann man nun so ansetzen: Zu der Abbildung

Opn — ]FpN

gibt es einen ausgezeichneten Schnitt
[ ]: Iy — Opn

den man wie folgt bekommt
[x] = lim X",

wobei X € O, y irgendein Vertreter in der Klasse x ist und wobein = Nrund r — oc.
Dieses Vertretersystem wurde von Teichmiller eingefiihrt und hat den Vorteil, daB3 es
multiplikativ ist, d.h. es gilt [x][y] = [xy]. Fir x € IF;~ schreibt man oft auch
[x] = w(x) und der Charakter w: IF;n— O, y heiBt Teichmiiller-Charakter. Die
Teichmiiller-Vertreter [x] kann man auch dadurch charakterisieren, daB sie die
Relation [x}’ N = [x] erfiillen. Das werden wir weiter unten gleich ausnutzen.

Es scheint verniinftig zu sein, jedes Element a € O, y nach diesem Schnitt zu

entwickeln
a = [ag) + [a]p + [a2)p?

mit g; € IFPN'
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Es ist klar, daB @y = @ = amod p. Der nichste Entwicklungskoeffizient ist

a =(a—a)/p=(a~arn.

Den Koeffizienten a, bekommen wir, wenn wir modulo p3 rechnen und bedenken,
daB ((a — a?V)/p)PN = [a] mod p2, also aus

_ gpN\PN
aEaP2N+<a pa ) p + ayp*mod p?,

und so geht das dann weiter.

Wir fragen uns, was mit dieser Entwicklung passiert, wenn man Elemente in
O, v addiert und multipliziert. Ich will diese Rechnung andeuten, insbesondere weil
sich herausstellt, daB3 unser Ansatz nicht der richtige ist.

Dazu betrachten wir zwei Elemente a = [ao] + [a1]p + ..., b = [bo] + [b1]p
+... € Opn. Wir wollen die Koeffizienten der Entwicklung von ¢ = a + b bestim-
men. Wir rechnen mod p2, d.h. wir wollen nur die ersten beiden Terme ausrechnen.
Natiirlich gilt [a] + [b] = [a + b] mod p, also ist ¢y = ap + bo.

Um den zweiten Term zu bekommen, gehen wir von der Formel

pN-1

(a+b)" =a?™ + b7V 4 Z( ) PNvyv

aus. Die meisten Binomialkoeffizienten sind durch p2 teilbar, nur die Koeffizienten
der Form (“;:4) nicht, diese sind nur durch p teilbar. Das ergibt

p—1
N
a+b=(a+5)™ =p((lal+ - (o0 )2
H=
(a0 P [belY 1)) mod p.
Das sieht nicht so gut aus, schon allein deswegen, weil das N in der Formel vorkommt.

Wir konnen dies aber sehr schnell vereinfachen. Wir benutzen die elementare
Tatsache

(upN l)/p (Z)/p mod p

und die Relation [ay” 1PY = [ah/?), (by/P1PY = [b/*] und bekommen dann
1
e = ay+ b - Z(( )ipay s @iy

Das ist eine Formel fiir ¢; mit einem kleinen Schonheitsfehler. Wir sehen, da3 wir p-te
Wurzeln ziehen missen, um den Koeffizienten ¢; zu bekommen. Das ist nicht so
schlimm, weil unser Korper IF y perfekt ist, aber es zeigt, daB unser Ansatz nicht
konsistent ist, weil wir ¢; nicht als Polynom in den Variablen ag, a1, bg, b; schreiben
konnen. Wir sehen sofort, wie wir ihn modifizieren miissen: Wir entwickeln ein
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Element a € O, y in die Reihe

2
a=lao) + [a)"]p + [&7°)p ...
Mit anderen Worten, wir ordnen den Vektoren a = (o, a1, a5, )b = (bo, b1,b,,) die
Elemente
2
a = [ao) + & ]p + [0 ]p? + ..
b= [bo] + [b}"lp + [}’ + ...
in dem Ring O,y zu. Dann miissen wir in der obigen Formel fiir den zweiten
Koeffizienten die Elemente ¢y, a;, b; durch ihre p-ten Wurzel ersetzen und dann die

Formel in die p-te Potenz erheben. Die Zahlen ( (L) /p) liegen in IF, und bemerken das
Potenzieren mit p nicht. Das ergibt dann die richtige Formel

p-1

a=a +b — Z((Z)/p)ag"/‘ bg

p=1

Es ist nun eins der ersten Hauptergebnisse der Arbeit von Witt, daB wir fiir
a+ b,ab in dem Ring O, y Entwicklungen
a+b = [ay + bo] + [(Si (a0, a1, b0, 1)) Plp + ...

und

x-y = lao - bo] + [(Mi(ao, a1, b0,51))"p + ...

bekommen, wobei Si, Sz, ... M}, ... universelle Polynome sind mit K oeffizienten in Z
oder IF, sind (Es kommt nur auf die Polynome modp an). Das Polynom
S1(ao, a1, by, b1) haben wir oben ausgerechnet. Es ist klar, daB diese universellen
Polynome eindeutig bestimmt sind, weil die Konstruktion fiir alle N funktionieren
soll. Der Nachweis, daB3 diese Polynome auch existieren, ist schwieriger.

Eigenschaften der Wittvektoren

Witt erlautert dann alle die fundamentalen Eigenschaften seiner Konstruk-
tion, die in den aktuellen Anwendungen eine Rolle spielen. Wir kénnen fiir jeden
Koérper K mit der Charakteristik p > 0 den Wittring W (K) hinschreiben. Darin ist
dann die Multiplikation mit p durch

plag,ay,...) = (0,a5,a¥,..))

gegeben. (Das folgt aus der obigen Aussage, da3 W(IF,~) = Op , der Tatsache, da3
in diesem Ring dies die richtige Formel fiir die Multiplikation mit p ist, und der
Universalitiat der Polynome). Wenn K perfekt ist, konnen wir sagen, daf3

P"W(K)={(0,...0,am, am1,--.)},

und W(K) ist dann ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit maximalen Ideal
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(p) und Restklassenkorper K. Auch wenn K nicht perfekt ist, gilt, daB
In={0,...,0,am,amy1,-..)}

ein Ideal ist, und W (K)/IL, = {(ao, ..., am-1)} = Wwm(K) ist der gestutzte Wittring
der Wittvektoren der Lénge m.
Auf dem Wittring ist stets die Abbildung (der Frobenius)

F: (a,a1,...) — (af,af,...)

ein Endomorphismus (Automorphismus, falls K perfekt ist). Das braucht man nicht

nachzurechnen, sondern das folgt aus der Beschreibung von W(IF,). AuBerdem hat
man noch die additive Abbildung der Verschiebung

V: (ag,ai,...) — (0,a9,a1,...)
(Dieser Terminus ist international iiblich), und es ist
FoV=VoF=p-Id

Der Wittring W (IF,) = Z, kann dann als die Menge der Elemente x € W(K)
charakterisiert werden, fiir die gilt F(x) = x.

Entsprechend finden wir Z/p" Z im gestutzten Wittring W, (K) wieder (in der
folgenden Formel nutze ich die Gelegenheit eine praktische Notation einzufiihren)

Z/p'L = {x € W,(K)[F(x) = x} = Wy(K)(F = 1).

Diese Tatsache werden wir noch hiufig anwenden, sie ist es, die die elegante Losung
des eingangs formulierten Problems, zyklischen Erweiterungen vom Grad p» zu
konstruktieren, ermdglicht. Auf dem gestutzten Wittring W,(K) studieren wir die
Artin-Schreier Gleichung

F(x)-x=a

mita € W,(K). Die Koordinaten einer Losung liegen in einer endlichen Erweiterung
L/K, und wenn fir o € W,(L) gilt F(a) — a = a, dann bekommen wir die anderen
Losungen, indem wir o durch a+b mit b € W,(IF,) = Z/prZ ersetzen. Die
Galoisgruppe ist also Z/prZ, wenn die Gleichung

xé’ — X0 =qQ
fiir die nullte Komponente irreduzibel ist. Alle zyklischen Erweiterungen von K
werden auf diese Weise erhalten.

Wir werden sehen, daB3 in denjenigen Anwendungen der Konstruktion von
Witt, die ich in diesem Aufsatz erliutern werde, fast immer auch der Frobenius und
die Verschiebung mit auf der Bithne stehen. Die Rolle, die sie dann spielen, ist immer
genau dieselbe, die ihnen von Witt auf den Leib geschrieben wurde.

Witt wendet seine Konstruktion auf einige weitere Probleme an, insbesondere
konstruiert er zyklische Algebren vom Grad p». Dabei geht er von einem Vektor
B = (6o,51,---,0n-1) und einem Element o € K* aus und bildet wie oben die
kommutative K-Algebra

K[0]mod(F(©) = B).
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(Das muB3 man nur richtig lesen). Er adjungiert eine weitere GroBe u mit u?" = o und
fordert, daB die Konjugation mit u gerade die Wirkung u@u-1 = © + (1,0,0....). Auf
diese Weise erhilt er eine zentrale einfache Algebra vom Grad pr, die er mit (a, &l
bezeichnet. Die Konstruktion ist ganz analog zu der Konstruktion von solchen
Algebren durch Hilbertsymbole, nur daB hier die zweite Variable additiv zu
interpretieren ist. Er benutzt dies, um Elemente der Ordnung pr in der Brauergruppe
eines Potenzreihenkorpers IF,((¢)) zu produzieren. Wenn ich ihn richtig verstehe (das
ist mir ja nicht immer gelungen) ist (¢, (1,0, ..., 0)] ein solches Element, falls p = q.

Die ersten Anwendungen

Eine der ersten Anwendungen der Wittvektoren finden wir in einer
gemeinsamen Arbeit von H.L. Schmid und Witt, die im gleichen Band des Crelle-
Journals erschienen ist und sogar das gleiche Eingangsdatum hat. In dieser Arbeit
gehen die Autoren von einem Funktionenkdrper K einer Variablen {iber einem
perfekten Konstantenkorper aus. Sie studieren die abelschen, unverzweigten
Erweiterungen vom Exponenten p» des Korpers K. Ich will den Inhalt dieser Arbeit
kurz skizzieren, weil sie von groBer Aktualitit ist und ich Ergebnisse aus dieser Arbeit
im spéteren Teil dieses Aufsatzes benétige.

In unserer heutigen Sprache bedeutet das, daB wir uns eine glatte, irreduzible
Kurve X /k vorgeben und wir uns ihre unverzweigten abelschen Uberlagerungen p-
Potenzgrad ansehen wollen. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber an, daB &
algebraisch abgeschlossen ist.

In der élteren Arbeit von Hasse und Witt wird der Fall des Exponenten p
betrachtet. Wir haben schon gesehen, dal wir zyklische Erweiterungen vom Grad p
bekommen, wenn wir Gleichungen der Form

fr-f=h

16sen, dabei ist # aus dem Funktionenkorper K = k(X). Wann ist diese Erweiterung
unverzweigt? Offensichtlich genau dann, wenn sich die Gleichung

—fo=h

an jeder Stelle p in der Komplettierung K, 16sen 14Bt. Das ist immer an denjenigen
Stellen moglich, an denen A ganzist, d.h. ord, (%) > 0. Wenn dagegen 4 an einer Stelle
p einen Pol hat und wir 4 an dieser Stelle nach einem uniformisierenden Element
entwickeln

—np -1
h:a_,,oﬂp +...am, ...,a,,oaéO

dann muB #y durch p teilbar sein — wir schreiben ny = pmy —, und die folgende
Gleichung

(bomgmo O+ Y = (bomymy O .. =h

muB 18sbar sein. Das ist offensichtlich eine Einschrankung an die Entwicklung von .
(Wenn z.B. my =1 ist, dann mulBl die Entwicklung von 4 so aussehen
al \m? —a_ymyt 4.
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Um diese Situation zu verstehen, betrachten wir nur solche 4, die nur an einer
vorgegebenen Stelle p einen Pol haben, man stellt leicht fest, dal das geniigt. Wir
haben auf X die Strukturgabe Oy, und die ist enthalten in der Garbe Oy (—oop)
derjenigen Funktionen, die bei p einen Pol beliebiger Ordnung haben diirfen. Wir
erhalten eine Sequenz

0 — H(X,0x) — H°(X,Ox(—0cop)) — L, — H'(X,0x) = 0,

wobei £, die negativen Laurententwicklungen bei p sind. Die Dimension des k
Vektorraums H1(X, Oy) ist das Geschlecht g der Kurve X.

Die Abbildung F : /' — f? induziert auf den ersten drei k-Vektorrdumen eine
Abbildung. Diese Abbildung ist o-linear, d.h. es ist F(af)) = a?F(f) fiir a € k. Dabei
steht o auch fiir den Frobenius ¢ : a — a? auf dem Korper k. Das liefert uns eine
Abbildung

F:H'(X,0x) — H'(X,0yx),

die o-linear ist.
Ein wenig o-lineare Algebra zeigt uns, daB der Kern der Abbildung

1-F:H'(X,0x) = H'(X,0x)

ein IF,-Vektorraum der Dimension y < g, wobeiy der Rang von Fist. (Auch das Bild
einer o-linearen Abbildung ist ein k-Vektorraum).

Wenn nun £ € £, eine Laurentreihe ist, fiir die 6(£) € ker(1 — F), dann ist
klar, daB die Laurententwicklung & — ¢ von einer meromorphen Funktion
h € HO(X,Ox(—oop)) herkommt. Wir sehen, daB uns 4 eine unverzweigte
Erweiterung gibt, wenn wir

fr-f=h

16sen, und diese Erweiterung ist zyklisch vom Grad p. Wir sehen also, daB die
Galoisgruppe der maximalen, abelschen, unverzweigten Erweiterung vom Expo-
nenten p isomorph zu (Z/pZ)” ist.

Wir haben die Dualitit (Serre-Dualitit), die uns eine nicht entartete Paarung

H(X,Qy) x H(X,0x) — k
liefert (< w, & >= Res(éw) mit £ € £, und £ R €). Diese liefert uns eine Paarung
HY(X,Qy) x ker(1 - F) — k.

Das ist kurz der Inhalt der Arbeit von Hasse-Witt. Die obige Abbildung
F: H(X,0x) — H(X,Oy) ist die Hasse-Witt-Matrix.

Nun komme ich zu der gemeinsamen Arbeit mit H.-L. Schmid zuriick. Hier
werden diese Ergebnisse auf den Fall des Exponenten p» erweitert, wobei der
grundsitzliche Ansatz aus der Arbeit iiber Wittvektoren herangezogen wird. Die
Rolle der Funktion /4 wird dann von einem Wittvektor

h=(ho,hi,... ,h) € W(K)
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libernommen. Der Wittvektor 4 heiBt unverzweigt, wenn sich die Gleichung
F(h) —fo=h

lokal an allen Stellen 16sen 14B8t. Die Autoren zeigen, daB sich jeder unverzweigte
»Anfang eines Wittvektors“ zu einem beliebig langen unverzweigten Wittvektor
fortsetzen 148t.

Damit ist dann ziemlich klar, daB die Galoisgruppe der maximalen,
unverzweigten abelschen Erweiterung vom Exponenten pn von K isomorph zu
(Z/prZ)" ist.

Wir koénnen diese Galoisgruppe natiirlich auch in der Jacobischen
Mannigfaltigkeit J(X) = 4 unserer Kurve sechen. Wenn wir dort die Multiplikation
mit p» betrachten, dann bilden die k-wertigen Punkte des Kerns die Gruppe
Jé(X)[pr] = (Z/prZ)", und es gibt einen kanonischen Isomorphismus

J4(X)[p"] = Gal(K,/K).

Dies wird fiir uns spéter in der folgenden Situation wichtig sein. Wenn unsere Kurve
X /k die Reduktion einer projektiven glatten Kurve X'/ W (k) ist, dann bekommen wir
eine Paarung

<, > HY X Wa(k), Qx,ywy) X JE(X) [P — Walk)

auf die folgende Weise: Einem Element n € Jé(X)[pr] ordnen wir nach der
Konstruktion von Schmidt-Witt einen Wittvektor (&,&,...,&-1) = &€ von Lau-
rententwicklungen zu. Wenn nun w € HO(X,,/ W, (k)), dann bilden wir einfach

<w,n >=Res(w- ) € W,(k)

und damit haben wir die Paarung. Der Residuenvektor wird schon in Witts Arbeit
behandelt. Mit Hilfe von Satz 18 in [Wil] hat Fontaine [Fo2] kiirzlich einen
einfachen Zugang zu einem neueren Ergebnis von Bloch-Kato [Bl-Ka2, Th. 2.1.]
gefunden.

Weitere Arbeiten von Witt

Witt ist noch einmal auf das Thema in seiner Arbeit [Wi2] mit dem Titel ,,p-
Algebren und Pfaffsche Formen“ zuriickgekommen. In dieser Arbeit beschreibt Witt
die p-Komponente der Brauergruppe eines Korpers der Charakteristik p mit Hilfe
von Differentialformen auf dem Ring W = UW (k!/P") zu beschreiben. (Siehe auch
[Ke]) Die Ideen aus dieser Arbeit spielen eine Rolle in der Arbeit von K. Kato [Ka], in
der die hoherdimensionale lokale Klassenkorpertheorie entwickelt wird. Es geht
dabei darum, eine Klassenkorpertheorie fiir vollstandige diskret bewertete Korper zu
entwickeln, fiir die der Restklassenkorper k& positive Charakteristik hat und von
hoherer Dimension ist. Dazu bendtigt man Einsichten in die Galoiskohomologie
dieses Restklassenkorpers, und dazu ist der erste Schritt das Studium der
Brauergruppe.

Im Jahr 1964 hat sich Witt dann noch einmal mit den Wittvektoren
beschéftigt und einen viel einfacheren Zugang zu seiner Konstruktion entdeckt.
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Dieser Zugang war wohl auch unabhingig von anderen Mathematikern gefunden
worden. Hierzu verweise ich auf die Einleitung von dem Buch von Demazure und
Gabriel und auf das Kapitel V in deren Buch. Witt selbst hat seine Ergebnisse nicht
publiziert, er hat aber am Dienstag den 23. Juni 1964 im Mathematischen Seminar
einen Kolloquiumsvortrag gehalten. Seine handschriftlichen Eintragungen im
Kolloquiumsbuch sind diesem Aufsatz vorangestellt. Er zeigt, daB man einen
,universellen®, von der Charakteristik p unabhéngigen Wittring konstruieren kann,
indem man jedem Vektor x = (xj, x2, . ..) die Potenzreihe

(e8]

AORS | (BN

n=1

zuordnet und dann die Addition und die Multiplikation durch Multiplikation und
Faltung im Potenzreihenring erklért. Das steht so in dem Buch.

Ich komme nun dazu die Rolle der Wittvektoren in neueren Entwicklungen zu
beschreiben.

Wittvektoren und unipotente, kommutative algebraische Gruppen

Eine ausfiihrliche Darstellung der Zusammenhénge zwischen der Theorie der
unipotenten, kommutativen algebraischen Gruppen und den Wittvektoren findet
man in [De-Ga], Chap. V oder auch in dem Buch von Hazewinkel [Ha].

Ich beginne mit der Theorie der unipotenten, kommutativen linearen
algebraischen Gruppen iiber einem Korper k. Die einfachste solche Gruppe ist die
Gruppe

Ga/k = Spec(k[x])/k
wobei die Komultiplikation durch
A:x—l@x+x®1

gegeben ist. Allgemein heiBt eine affine algebraische Gruppe G/k unipotent, wenn es
fir jeden Normalteiler H/k, der von eins verschieden ist, einen nicht trivialen
Homomorphismus von H/k nach G,/k gibt.

Wenn die Charakteristik des Grundkérpers k gleich Null ist, dann ist die
Kategorie dieser unipotenten, kommutativen, affinen Gruppen leicht zu verstehen. In
diesem Fall ist jede solche Gruppe von der Form G¢, mit anderen Worten: Die
Kategorie kommutativen, unipotenten algebraischen Gruppen ist dquivalent zur
Kategorie der Vektorraume tiber k, insbesondere ist sie halbeinfach.

Das éndert sich dramatisch, wenn die Charakteristik des Grundkérpers k eine
Primzahl p > 0 ist. Dann ist die obige Kategorie nicht mehr halbeinfach. Der
gestutzte Wittring W, ist eine kommutative unipotente Gruppe und sitzt in einer
Sequenz

0 -G, —w, 26, —0
y =0,y
(xy) —x
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In [Se] (und in [De-Ga}) wird gezeigt, daB W, ein erzeugendes Element der Gruppe
Ext‘(Ga,Ga) ist. Man kann dies auch etwas anders interpretieren. Wenn man
versucht, die Sequenz zu spalten, dann muB man einen Homomorphismus
s : G, — W, finden, der ein Schnitt ist, d.h. s o m; = Id.. Ein sich anbietender Schnitt
ist ist durch s; : x — (x,0) gegeben. Aber das ist kein Homomorphismus, weil fiir
Elemente w; = (x1,0), wa = (x2,0) im Wittring gilt

-1
S(W] + Wz) — W —wy = (0, —}’Z(ﬁ)/p)xlp_ﬂ . xg)

p=1

Das interpretiert man dann so, daB der nichtlineare Anteil in dem universellen
Polynom S; einen 2-Kozykel definiert, der nicht Null ist und die fragliche
Erweiterungsgruppe erzeugt.

Die kommutativen, unipotenten Gruppen kann man nun mit Hilfe der
Wittvektoren wie folgt verstehen.

Wir betrachten den direkten Limes

Wy - W,—- W3 — ...,
wobei die Inklusionen durch die Verschiebung gegeben sind, d.h.
x—(0, x)
(x,) = (0,x,).
Dies ist ein gerichtetes System von unipotenten algebraischen Gruppen iiber

k, den Limes bezeichnen wir mit W/k. Dann kann man zu jeder unipotenten
algebraischen Gruppe U /k (der Korper k sei perfekt) die Gruppe

D(U) = limHom(U,W,) = Hom(U, W)

betrachten. Auf den zweiten Variablen haben wir die Operationen durch Frobenius
und Verschiebung. Wir fiihren nun den Dieudonné-Ring ID, = W (k)[F, V] ein.
Dieser Ring ist nicht kommutativ, er entsteht aus W (k) durch Adjunktion zweier
neuer Variabler, die aber mit den Skalaren nicht vertauschen. Um das genauer zu
erkliren, 4ndern wir unsere Notation noch ein wenig ab: Die Operation Frobenius
auf W (k) sei jetzt mit

o(a) = a? = (ah,af,...)
notiert. Dann soll fiir F, V und a € W (k) gelten
Fa = o(a)F,Vo(a) =aV,VF =FV =p.

Der Ring ID; ist also so konstruiert, dal D(U) ein Modul iiber diesem Ring
wird. Wir bekommen also einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der
kommutativen unipotenten algebraischen Gruppen in die Kategorie der Dieudonné-
Moduln.

Man kann sich dann leicht klar machen, daB die erhaltenen Dieudonné-
Moduln endlich erzeugt sind und daB sie ,,ausldschbar* sind, d.h. zu jedem m € D(U)



Wittvektoren 29

gibt es ein n mit ¥»m = 0. Der Funktor landet also in der Kategorie der endlich
erzeugten ausléschbaren Dieudonné-Moduln. Der Struktursatz iiber unipotente,
kommutative, algebraische Gruppen besagt jetzt:

Der Funktor

U/k — D(U)

ist eine Antidquivalenz von Kategorien.
Wenn wir zum Beispiel fiir U = W, /k selbst einsetzen, dann bekommen wir
D(U) = Hom(W,, W,) = End(W,).

Es ist klar, daB V" in End(W,,) gleich Null ist, wir bekommen also eine Abbildung
Dy /V'IDy — End(W,),

und diese Abbildungist ein Isomorphismus. (V"IDy ist ein zweiseitiges Ideal). Wihlen
wir noch n = 1, dann stellt man leicht fest, daf3

Dy /ID,V = k[F]

gilt und dann besagt die obige Aussage, daf3
k[F] — End(G,/k)

LaF — (x - Sa;x?)
ein Isomorphismus ist.

Ich nehme mir jetzt die Freiheit, einige Konsequenzen aus dem Struktursatz
zu ziehen, die eventuell schon zu seinem Beweis benutzt worden sind.

Wir wollen uns iiberlegen, welches die einfachen Objekte in der Kategorie der
unipotenten Gruppen sind, d.h. diejenigen Objekte, die kein nichttriviales Unter-
objekt besitzen. (Falls k ein Korper der Charakteristik 0 ist, dann sind es die
eindimensionalen Gruppen G, /k).

Dazu miissen wir einfache ID;-Moduln M betrachten, die ausloschbar sind.
Dann konnen es aber nur ID;/ID; V-Moduln, also k[F]-Moduln sein. Natiirlich ist
F(M) C M wieder ein solcher Modul, also gilt F(M) = 0 oder F(M) = M. Im ersten

Fall ist klar, daB3 M ein eindimensionaler k-Vektorraum sein muB. Dann finden wir
als zugehoriges einfaches Objekt in der Kategorie der Gruppen

ax,p = ker[G, g G,
also
o, p = Spec(k[x]/(x)).

Dies ist ein Beispiel einer infinitesimalen Gruppe, d.h. ihre Algebra ist ein lokaler
Ring, das maximale Ideal ist nilpotent.
Im zweiten Fall finden wir, daB die einfachen Objekte iiber k endlich
dimensionale k-Vektorriume M zusammen mit einem semilinearen Automorphismus
F: V-V

F(av) = a’F(v)

sind. Dies ist ein einfaches Objekt, wenn es keinen invarianten Unterraum gibt.
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Wenn nun k auch noch algebraisch abgeschlossen ist, dann sieht man, daB
jedes einfache Objekt von der Form

(V,F) = (k,0)
ist.

Dem entspricht dann auf der Seite der unipotenten Gruppen die unzusam-
menhdngende étale Gruppe

(ll,zmk,

d.h. die affine Algebra ist

A(G) = eaxe% l/lk = eaxeél/plkex

mit komponentenweiser Multiplikation und der Komultiplikation

A:e— Ze,@e,.

r+t=x

Die Gruppe heiB3t étale, weil ihre Algebra eine Summe von Korpern ist.

Wenn wir die Annahme, da} & algebraisch abgeschlossen sein soll, fallen
lassen, dann ist die Klassifikation einfacher auf der Seite der Gruppen zu fithren. Die
einfachen Objekte der Kategorie sind dann

1 d
G=(-Z/L
(p /Z)
zusammen mit einer irreduziblen Darstellung
Gal(k/k) — Aut(G) = GL4(IF,).

Wir kénnen allgemein endliche, abelsche p-Gruppen G zusammen mit einem
Homomorphismus

Gal(k/k) — Aut(G)

betrachten, diese bilden die Kategorie der kommutativen, endlichen, étalen,
unipotenten Gruppenschemata. Man erkennt sie daran, daB der Frobenius
F : D(G) — ID(G) ein Isomorphismus ist (wenn k perfekt ist). Dies ist in einem
gewissen Sinn der einfachste Teil der Kategorie.

Die Wittvektoren liefern uns auch den Schliissel zum Verstidndnis der
endlichen Gruppenschemata iiber dem perfekten Korper k der Charakteristik p > 0.
Zunichst mochte ich noch einige weitere solcher Gruppenschemata vorstellen. Wir
betrachten das Gruppenschema der multiplikativen Gruppe

G/ = Spec (KT, T7])
mit der Komultiplikation

A:T—->TRT.
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Darin haben wir das Unterschema, das durch den Kern der Abbildung
x — xP"

gegeben wird. Die affine Algebra ist dann k[X]/(X?" — 1). Dies Gruppenschema
heiBt p,n /k. Esist infinitesimal und multiplikativ. Allgemeiner vertauscht die Cartier-
Dualitit die infinitesimalen, multiplikativen Gruppen und die étalen unipotenten,
erstere miissen also auch als einfacher Teil der Kategorie angesehen werden.

Zu einem beliebigen endlichen Gruppenschema G/k mit affiner Algebra
A(G)/k kann man die Cartier - duale Gruppe GV definieren, ihre affine Algebra ist als
k-Vektorraum 4(GVv) = Hom(A(G), k) und die Multiplikation und die Komultipli-
kation vertauschen die Rollen. Die Cartier-duale Gruppe zu p,» ist das étale
unipotente Gruppenschema pl,,Z /2, das wir schon weiter oben beschrieben haben.

Wir wollen nun die Kategorie derjenigen endlichen kommutativen Grup-
penschemata betrachten, die von einer geniigend hohen p-Potenz annulliert werden.
In [De-Ga] wird gezeigt, daB wir fiir jedes solche Gruppenschema eine kanonische
Spaltung besitzt

G = Gmult % Gunipt — Gmult x Gétal,unipt % Ginf,unipt

Nach Ubergang zum algebraischen AbschluB von k wird Gmult zu einem
Produkt von y,n und Gétalunipt ein Produkt von L7 /7. Diese Anteile der Kategorie
sind leichter zu verstehen und werden von der Cartier-Dualitit vertauscht. Schwerer
zu verstehen ist der dritte Faktor.

Einem solchen Gruppenschema G ordnen wir dann zu

Hom(G x; k, G,,) x Hom(G, W) = X(G) x D,(G),

wobei der erste Faktor gleich Hom(Gmult x k, G,,) ist, auf dem Gal(k/k) operiert.
Der zweite Faktor der Dieudonné-Modul, den wir oben schon hatten. Dieser
Dieudonné-Modul ist jetzt natiirlich von endlicher Lange.

Der Modul X(G) ist ein endlicher Z,-Modul, mit einer Operation der
Galoisgruppe. Wir kénnen daraus auch einen Dieudonné-Modul machen. Dazu
bilden wir X(G) ® W (k). Darauf miissen wir noch F,V erklaren. Wir gehen zur
dualen Gruppe (GmultY iiber. Diese ist dann étale und unipotent, und ihr Dieudonné-
Modul ist XV = Hom(X (G), W (k) [%] /W (k)), und darauf haben wir die Operation
von Frobenius und Verschiebung. Die dazu adjungierten Endomophismen auf
X (G) ® W (k) sind dann die Verschiebung und der Frobenius. Damit haben wir auch
einer multiplikativen Gruppe G einen Dieudonné-Modul D,,(G) zugeordnet, und wir
haben ganz allgemein D(G) = D,,(G) x D,(G) definiert.

Nun haben wir wieder einen Struktursatz

Der Funktor G — D(G) = D,,(G) x D,(G) definiert eine Antiiquivalenz
zwischen der Kategorie der kommutativen endlichen Gruppenschemata, die von einer

hohen Potenz von p annulliert werden und der Kategorie der IDy-Moduln, die als W (k)-
Modul von endlicher Liinge sind.
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Die Rolle der Wittvektoren
in der arithmetischen algebraischen Geometrie

Die Wittringe bilden einen Grundstein fiir viele Konstruktionen in der
modernen algebraischen Geometrie.

In den friihen sechziger Jahren haben A. Grothendieck, M. Artin und andere
die étale Kohomologie der algebraischen Varietéten entwickelt.(siehe z. B. [Mil]) So
erhilt man zum Beispiel fiir eine algebraische Varietét X iiber einen Kérper k und jede
Primzahl ¢, die von der Charakteristik von k verschieden ist, étale Kohomologie-
gruppen

H (X xx k,Z/C'T),
deren Komplettierung

I@Hét(x Xk k, L/OZ) = Hiy (X x4 k, 2y)
und schlieBlich

Hét(X Xk ]E, @Q,) = Hlét(X Xk E,Zg) ® Q,.

Diese Kohomologiegruppen haben eine Reihe von formalen Eigenschaften
und insbesondere sind sie Moduln unter der Operation der Galoisgruppe Gal(k/k)
und als solche von groBen arithmetischen Interesse.

Das einfachste Beispiel eines solchen Galoismoduls 14Bt sich aus der
multiplikativen Gruppe G,,/k konstruieren. Der Kern der Abbildung x — x¢ ist
das Schema der ¢»-ten Einheitswurzeln, also

Gnll" = {x € Gu(k)|x" =1} = Z/I"TL.
Man bekommt ein projektives System

0 Gyl — Gl
und bildet den Tatemodul

To(Gp) = lim Gult" = 4.

Darauf operiert dann die Galoisgruppe durch den sogenannten zykloto-
mischen Charakter, der manchmal auch Tate-Charakter genannt wird.

a: Gal(k/k) — Z;,
der durch
a(¢) = ¢*@

fiir alle ¢»-ten Einheitswurzeln definiert ist. Man nennt diesen Galoismodul
T/(G,) = Z(1), und dann ist es nicht schwer zu sehen, da3

H (G xi k, 2y) = Zy(—1) = Hom(Z(1), Zy)

ist.
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Wir bekommen ein etwas komplizierteres Beispiel, wenn A /k eine abelsche
Varietit ist. Dann kénnen wir

A[f"] = {x € A(k)|¢"x = 0}
betrachten und davon den projektiven Limes nehmen,

lim A[¢") = Ti(4),

das ist dann ein freier Z,~-Modul vom Rang 2g mit g = dim 4.
Ganz entsprechend wie im Fall G,,/k findet man dann

HY, (A i K, 1) = Hom(Ty(4), Zo(-1),

man beachte, dal man den Tatemodul als Homologie interpretieren muf.

Wie schon oben erwihnt wurde, haben diese Kohomologiegruppen sehr
schone formale Eigenschaften. Insbesondere hat man unter geeigneten Vorausset-
zungen die Moglichkeit des Basiswechsels, und das erlaubt uns, das Verhalten der
Operation der Galoisgruppe bei Reduktion modp zu verstehen. Das soll kurz
erldutert werden.

Wir gehen von einer algebraischen Varietit X'/ @ aus und nehmen an, daB sie
an einer Stelle p gute Reduktion hat, d.h. wir haben ein glattes Schema X'/ Z,, dessen
allgemeine Faser X/ @ ist. Dann gilt unter bestimmten weiteren Annahmen (z.B. :
X /L) ist eigentlich), daB

Hét(X XQ (szf) - Hét(X XTFp ]Fp>Zl)

falls p # ¢. Das hat zur Folge, daB die Operation der Galoisgruppe Gal( @Q/Q) an der
Stelle p unverzweigt ist, d.h. die Trégheitsgruppe I, C Gal(Q,/ @Q,) operiert trivial
auf H ", (X xq@ @Q,Z;), weil die Gruppenaktion iiber

Gal(Q,/Q,)/I, = Gal(IF, /IF,)

operiert. Wir kdnnen daher nach der Operation des Frobenius ®, € Gal(IF,/IF,) auf
Hi(x Xu:pli:p,Z[) fragen. Dies konnen wir fiir alle p # £ tun, an denen wir gute
Reduktion haben, und das liefert uns zum Beispiel, daB die Operation der
Galoisgruppe an fast allen Stellen unverzweigt ist. Diese Information ist auch
wichtig, wenn wir der Varietat eine L-Funktion zuordnen wollen.

Wir konnen aber fiir jede Primzahl p die Kohomologie Hé (X xq Q,Z )
studieren, weil @ die Charakteristik 0 hat. Wenn wir wie oben dle Operation der
Trégheitsgruppe I, C Gal(Q,/@Q,) auf dieser Kohomologie betrachten wollen,
stoBBen wir auf das Problem , daf3 nach der Reduktion modulo p die Kohomologie
H : (X X1, Zp) nicht definiert ist. Wir haben keine Moglichkeit Aussagen tiber die
Operatlon der Tragheitsgruppen Gal(Qp /Q,) auf HI(X xq ©,Z,) zu bekommen.
Es stellt sich heraus, daB3 diese Operationen kompliziert werden konnen, daB es aber
Methoden gibt, sie zu verstehen.

Die ¢-adischen Kohomologiegruppen werden nach Konstruktion dadurch
gewonnen, dal man zunichst mit Torsionskoeffizienten mod ¢, mod ¢2, . . . arbeitet
und dann zum Limes iibergeht, um schlieBlich torsionfreie Koeffizienten Z, zu
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bekommen. Dabei ist es notwendig, daB die Primzahl ¢ von der Charakteristik des
Grundkorpers verschieden ist. Wir sehen also, daB es notwendig ist, eine
Kohomologietheorie zu entwickeln, die fiir Varietiten iiber einem Korper k der
Charakteristik p > 0 definiert ist und deren Koeffizientenring als Limes von Ringen
mit pr-Torsion entsteht. An dieser Stelle sind dann die Ringe der Wittvektoren W (k)
genau die richtigen Koeffizientenringe. Im Unterschied zur £-adischen K ohomologie
geht der Grundkoérper k, iber dem die Varietdt definiert ist, in die das
Koeffizientensystem ein.

Wir sehen uns noch einmal die Beispiele an. Wenn wir iiber einem Kérper der
Charakteristik p sind, dann gibt es keine p-ten Einheitswurzeln, der Tatemodul

Ty(Gn) = lim G "

ist scheinbar trivial.
Aber man kann den Kern der Abbildung

13
x — xP

als Gruppenschema der pn-ten Einheitswurzeln y,» = G, [pr] iiber k interpretieren.
Dies ist dann ein endliches Gruppenschema iiber  fiir jedes #, und der direkte Limes

Gonlp™] = L G )

ist dann das erste Beispiel einer p-divisiblen Gruppe. Die Gruppe heiBt p-divisibel,
weil die Multiplikation mit p eine surjektive Abbildung p : Gy, [pr+1] — G,,[pr] liefert.

Ein weiteres Beispiel einer solchen p-divisiblen Gruppe wird uns durch die
Schemata der pr-Teilpunkte A[pn] einerr abelschen Varietit 4 gegeben. Die
zugehdrigen k-Algebren haben dann den Grad p2%¢. Wir bekommen die p-divisible
Gruppe, indem wir den direkten Limes iiber alle » bilden.

Die Struktur dieser p-divisiblen Gruppen wird nun sehr kompliziert. Sie
enthalten sehr viel mehr Information {iber die abelsche Varietit als die Tatemoduln
mit zu der Charakteristik teilerfremden Koeffizienten.

Der Schliissel zum Verstdndnis der p-divisiblen Gruppen wird nun wieder
durch die Dieudonné-Moduln geliefert (Siehe z. B. auch [Od]). Die einzelnen
endlichen Gruppenschemata sind schon im vorangehenden Abschnitt mit den
Dieudonné-Moduln in Verbindung gebracht worden, wir bilden jetzt einfach die
Limiten. Es sei weiterhin zunachst k perfekt.

Zu der p-divisiblen Gruppe der p-Torsionspunkte der abelschen Varietit A4
iiber k betrachtet man dann den Dieudonné-Modul

D,(A4) =limHom(A[p"], G, x W).
Nach dem im vorangehenden gesagten schreibt sich

A[pn] — A[pn]mult % A[pn]unipt —
— A[pn]mu]t x A[pn]étal,unipt x Amn]inf,unipl.
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Wenn wir nun zur dualen abelschen Varietit AV iibergehen, dann ist deren Gruppe
der pr-Torsionspunkte auch gerade die duale Gruppe von 4[pr], d.h. die beiden ersten
Faktoren sind vertauscht. Da nun die duale abelsche Varietat bekanntlich zu 4 isogen
ist folgt, daB

A[p"] = pn X (l% ZJT)" x A"t
und wir bekommen als Dieudonné-Modul
Dp(A) = W(k)’Y ® W(k)'y ® DP(A)inf,unipt’

wobei

(1) F auf dem ersten Summanden von der Form p-¢ mit einem o-linearen
Automorphismus ¢, auf dem zweiten Summanden ein o-linearer Isomorphismus
ist. Entsprechendes gilt fiir V, wenn man die Summanden vertauscht (bedenke
FV = VF =)p). o

(2) auf dem Summanden D, (4)™""*" ist dann F topologisch nilpotent

Wir bemerken, daB D,(4)™ """ /p(D,(4)™ """ ein k-Vektorraum der
Dimension 2(g — v) ist, wenn wir also mod p rechnen, dann wird der Frobenius
nilpotent.

Wenn der Grundkorper k algebraisch abgeschlossen ist, dann kann man
annehmen, daB F auf den beiden Summanden W (k)" die o-lineare Fortsetzung der
Identitat (bzw. px Identitat auf W (IF,)?) ist. Der zweite Summand kann eigentlich
als Rest der étalen Kohomologie angesehen werden.

Auf dem Teil D,(4)™"™ P ist auch bei algebraisch abgeschlossenem
Grundkorper die im Dieudonné-Modul enthaltene Information sehr viel feiner als
in den Tatemoduln 7' (A4), der nur die Dimension von 4 kennt. Wenn zum Beispiel
v = 0 ist, dann wird der Frobenius F auf D,(A4)/p(D,(A4)) nilpotent. Wenn er nun
sogar nilpotent von der Stufe 2 ist, d.h. F(D,(4)) = p(Dy(A4)) dann nennt man
die abelsche Varietdt supersingulir. Man bekommt zu jedem k-Teilraum
Y C D,(A)/F(Dy(A)) eine abelsche Varietdt By mit einer Isogenie 4 — By, die
gerade D,(By) auf Y abbildet. Man kann also Familien von supersinguldren
abelschen Varietiten konstruieren, es ist nicht schwer zu sehen, dafl die Zuordnung

Y — Isomorphieklasse des Dieudonne-Moduls (Y, F)

endliche Fasern hat, d.h. diese Familien sind nicht trivial.

Abelsche Varietiten iiber endlichen Kérpern

Die Konstruktion der Dieudonné-Moduln spielt eine fundamentale Rolle
beim Studium von abelschen Varietiten iiber endlichen K6rpern. John Tate bewies
(siehe [Tal]), daB fiir eine abelsche Varietit 4/ ]FPN und ¢ # p der Tatemodul 7,(A4)
zusammen mit der Operation des Frobenius PN T(A) — T(A) (das ist natiirlich
auch die Operation der Galoisgruppe) die abelsche Varietit 4 bis auf Isogenie
bestimmt. Es gilt

Hom(4, B) ® @, — HomGal(le/]FpN)(T/(A)’ T)(B) ® Q,.
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Die analoge Aussage gilt dann auch fiir die Dieudonné-Moduln
Hom(4, B) ® Z, — Homp, (D,(B), D,(4)).

Dabei muBl man natiirlich bedenken, daB3 Homp, (D,(B), D,(A4)) ein Z,-Modul ist,
denn wenn ¢ : D,(B) — D,(A) und ¢ o F = F o ¢, dann darf man ¢ nur um skalare
Faktoren A € Z, abandern, sonst verliert man die Vertauschbarkeit mit F.

Diese Resultate und ihre Erweiterung durch die Sitze von Honda (siche
[Ta-B],[Wa-Mi]) spielen eine Rolle bei der Beschreibung des Modulraums
polarisierter abelscher Varietiten iiber einem endlichen Korper IF,. In diesem
Zusammenhang taucht zum Beispiel das Problem auf, die Menge A, (IF, ) der tiber IF,,
definierten polarisierten abelschen Varietiten der Dimension g mit einer Niveaus-
truktur zu beschreiben. Ganz grob ordnet man einer solchen abelschen Varietit
A € A,(IF,) die Kollektion der kohomologischen Daten

A — {{Tu(4), Q?I}ﬂ#;ﬂ Dy(4),F}

zu, wobei % eine hohe Potenz des ¢-adischen Frobenius ist. Diese Menge wird noch
durch eine Isogeniegruppe I(Q) dividiert, die man lokal an allen Stellen aus den
kohomologischen Daten bestimmen kann. Dieser Quotient ist dann, wenn man noch
iber die méglichen Isogeniegruppen und ,,zulédssige” Operationen dieser Isogenie-
gruppen vereinigt, gerade A,(IF,). Dies Modulschema ist iiber IF, definiert, und
daher operiert auf der Punktmenge A;(IF,) der Frobenius ®,. Das duBert sich in den
kohomologischen Daten dadurch, da man D,(A4) durch F(D,(A)) ersetzt. Alles was
ich an dieser Stelle sagen will, ist, daB es entscheidend ist, daB wir fiir alle Primzahlen ¢
eine g-adische Kohomologietheorie definiert haben, und daB gerade durch die
p-adische Komponente entscheidende Informationen geliefert werden. Hierfiir
verweise ich auf die Arbeiten von Langlands und Rapoport [La-Ra] und von
Milne [Mi2].

Die kristalline Kohomologie

Damit haben wir so ungeféhr gesehen, wie man fiir abelsche Varietiten iiber
einem Korper der Charakteristik p > 0 eine erste p-adische (Ko-)homologiegruppe
definieren kann. Es stellt sich dann die Aufgabe, dies auf moglichst viele Varietiten zu
verallgemeinern. Das Ergebnis ist die sogenannte kristalline Kohomologie, deren
Konstruktion auf Berthelot zuriickgeht. Ich will dariiber kurz berichten, wobei ich
mich ganz eng an den Artikel [I1] von Illusie anschliee.

Wir konnen auf einer glatten Varietét iiber £ natiirlich immer noch die de-
Rham Kohomologie

Hpg(X) = Hz, (X, Q%)

einfithren, das ist die Hyperkohomologie des Komplexes der Differentialformen
beziiglich der Zariski-Topologie auf X. Diese de-Rham-Kohomologie gestattet in
Charakteristik 0 einen Vergleichsisomorphismus mit der étalen Kohomologie, wenn
man den Koeffizientenkdrper der Kohomologiegruppen erweitert (Siehe den
Abschnitt iiber Periodenringe).
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Aber wenn k die Charakteristik p > 0 hat, dann ist Hpp (X) ein Vektorraum
{iber k, hat also Exponenten p, aber die gesuchten Kohomologiegruppen sollen
torsionsfreie Koeffizientenringe haben. Die allernaivste Idee ist dann, das X zu einem
Schema iiber W, ,auszudehnen“ und dann dort die de-Rham Kohomologie zu
studieren, auf diese Weise hitte man dann als Koeffizientenring W,(k). Das
funktioniert aber nicht immer. Statt dessen geht man wie folgt vor. Man definiert eine
neue Grothendieck-Topologie, den kristallinen Situs. Ausgangspunkt ist die
Bemerkung, daB das maximale Ideal pW (k) dividierte Potenzen erlaubt, denn
pn/n! € W (k). Man betrachtet nun Zariski-offene Mengen U C X zusammen mit
einer Verdickung

U — U,

!
Spec(k) — Spec(Wh),

wobei das Ideal I, das U in U, definiert, noch mit dividierten Potenzen versehen ist,
d.h. man darf fiir x € I, immer v (x) = xk/k! € I, hinschreiben. Diese dividierten
Potenzen sollen mit den dividierten Potenzen auf W, vertriglich sein. Man macht sich
dann leicht klar, daB I, ein nilpotentes Ideal sein muf}. Die Kategorie dieser Objekte
ist dann der gesuchte kristalline Situs.

Man betrachtet dann Garben auf diesem Situs, sie werden durch Zariski
Garben (U—U,) — F(U,) beschrieben. Insbesondere ist Oy w, : (U — U,) —
O(U,) eine solche Garbe und man kann die Kohomologie beziiglich diese Topologie

Hoo(X Wi, Ox/wy)

definieren. (Man sollte sich klar machen, daf3 dies auch fiir » = 0 nicht die Zariski-
Kohomologie ist, denn auch dann ist die zugrunde liegende Topologie (der kristalline
Situs) nicht die Zariski-Toplogie). Wenn zum Beispiel

X/k=X/Wo=X,®w, k und X,/W,
glatt ist, dann hat man einen Vergleichsisomorphismus
Hcl.:ris(X”/ Wh, OX/Wn) = Héar(Xn/ Wh, Q:\’n)
Der Limes
H(X/W) =lim H (X /W,)
ist dann die kristalline Kohomologie von X /k.
Wichtig fiir uns ist, daB diese Kohomologiegruppen W-Moduln sind. Ferner
haben wir auf dem Koérper & den Frobenius o:x — xP. Das erlaubt uns die

Konstruktion eines Basiswechsels: Wir haben Spec(k) = Spec(k) und setzen
X ) = X ®gpec(k), Spec(k). Wir haben dann ein Diagramm

F:X — X

N v
Spec(k)
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Dies definiert uns eine Abbildung

F: H(l:rls(X(p)/W) - Hiris(X/W)’

Ci

die W-linear ist. Aber man kann nun zeigen, daf3
Héns(X(p)/W) = Héris(X/ W) ®W,U W?

wobei wir W iiber o als W-Algebra auffassen. Ein Element in H!

cris(X/ W) Qw.o W ist
also von der Form 2 ® w, und fiir w; € W gilt

wih@w = hQ o(w;)w.
Also ist die lineare Abbildung F oben dasselbe wie eine o- lineare Abbildung

F: Hiris(X/W) —’Hi (X/W)7

Cl cris

die durch F(4) = F(h ® 1) definiert ist.
Wenn A4 /k eine abelsche Varietit ist, dann ist

(DP(A)7F) = (H(}ris(A/W)>F)'

Die p-adischen Galoisdarstellungen

Ich komme nun auf das weiter oben formulierte Problem zuriick. Wir gehen
von einer etwas allgemeineren Situation aus. Es sei K ein Koérper der Charakteristik
Null. Es sei 4 C K ein vollstandiger diskreter Bewertungsring in K (mit K als
Quotientenkoérper) und der Restklassenkdrper k& = 4/p habe die Charakteristik
p > 0. Er sei perfekt. Dann sind der Wittring W (k) und sein Quotientenkdrper Ky in
K enthalten.

Wenn wir nun eine algebraische Varietdt X /K haben, dann méchten wir die
Operation der Galoisgruppe Gal(K/K) auf den p-adischen Kohomologiegruppen
Hi(X xx K,Z,) oder Hi(X x; K, Z,) verstehen. Ich hatte schon angedeutet, daBl wir
mit Komplikationen rechnen miissen, auch dann, wenn wir in der optimalen
Situation sind: Die Varietdt X /K ist die allgemeine Faser eines projektiven glatten
Schemas X'/ A.

Jetzt haben wir die Moglichkeit, die kristalline Kohomologie der speziellen
Faser X/k zu studieren. Wir bekommen die W (k)-Moduln

Héris(XO/k)v
die von endlichem Typ sind und die mit einem o-linearen Endomorphismus

F: Héris(xo/k) - Hiris(XO/k)

C

versehen sind. Dieses strukturelle Datum hdngt nur von der speziellen Faser ab. Aber
im Gegensatz zum /¢-adischen Fall konnen wir nicht erwarten, daf3 wir daraus die
Operation der Galoisgruppe ablesen konnen.
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Ein Beispiel:

Ich mochte hierzu ein Beispiel diskutieren, an dem man schon viele der
Phinome sehen kann. Wir gehen von einer elliptischen Kurve £/4 aus, ihre
allgemeine Faser sei E/K und die spezielle Faser Ey/k. Dieses sei eine ordinire Kurve,
dann haben wir als Dieudonné-Modul

(Dp(Ey),F) = W(k) ® W(k)

wie oben, d.h. F ist ein Isomorphismus auf dem zweiten Summanden, und auf dem
ersten Summanden ist F das p-fache eines Isomorphismus. Das Objekt spaltet also in
eine direkte Summe.

Wenn wir den Gal(K/K)-Modul T,(£) betrachten, dann bemerken wir, da3
er in einer Sequenz sitzt

0 Z,(1) = Ty(€) — Z,(0) O,

wobei Gal(K/K) iiber den Quotienten Gal(k/k) auf dem zweiten Term operiert.
(Man betrachte die Reduktion mod p der pr-Teilpunkte. Diese hat in unserem Fall
einen Kern und das Bild ist in diesem Fall die étale Gruppe der pr-Teilpunkte in der
speziellen Faser. Dann folgt aus eienm Dualitdtsargument, daB3 der Kern mutiplikativ
sein muB.)

Wir sehen also, dal3 die extremen Terme als Galoismodul bekannt sind. Wir
haben aber keine Information iiber die Erweiterungsklasse dieser Sequenz von
Galoismoduln. Diese Erweiterungsklasse wird durch ein Element aus

H'(Gal(R/K), T,(1)) /B, = im K* /(K V" |,

bestimmt. Diese Erweiterung hingt dann in der Tat von der allgemeinen Faser E/K
und nicht nur von Ey/k ab. Mit anderen Worten, der Galoismodul wird nicht so
spalten, wie ihm von der kristallinen Kohomologie der speziellen Faser nahegelegt
wird.

Grothendieck hat dann darauf hingewiesen, daB die ,,Ausbreitung* von £y/k
zu einer Kurve £/4 noch zu einem weiteren Strukturmerkmal auf H!, (€o/k) fiihrt,
namlich der Hodge-Filtrierung F. Die allgemeine Theorie liefert einen Vergleichs-
isomorphismus

Hio(Eo/k) ®wy A = Hpg (£/A)
Dies gibt uns einen Homomorphismus

H°(E,Q¢) — HL (Eo/k) ® 4,

c

und dann bekommen wir in dieser speziellen Situation die folgende Hodge-
Filtrierung

Hpg(E/A4) = FPH\R (E/4) D F'Hiy (£/4)
= HO(E,Q¢) D F2HLR (E/4) = 0.
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Diese Hodge-Filtrierung erhilt man aus dem sehr abstrakten Vergleichsiso-
morphismus. Ich méchte kurz erkliren, wie man sie in dieser Situation auch direkter
erhalten kann. Wir haben gesehen, daB3

crls (go/k) P(go)
mit D, (&) = lim. Hom(&Ey[pn], G,y x W) ist. Weil & ordinar ist, ist dann

50 Vn] — 50 [pn]mult ~ 80 Lpn]étal,unipt
und wir miissen also jeder 1-Form w € HO(E,/W,, ) zwei Homomorphismen

wé( . ggta],unipt[pn] N Wn

wmult . gmult[pn} -G
zuordnen.

Es war fiir mich sehr schon zu sehen, daB wé sich in ganz natiirlicher Weise
aus der Arbeit von H.-L. Schmid und E. Witt ergibt. Diese lineare Abbildung wird
durch die mit den Residuen aus Differentialformen und Wittvektoren von
Laurententwicklungen gewonnen, so wie ich das weiter oben dargestellt habe. Um
wmult zy konstruieren benutzt man dle Ideen von Tate iiber p-divisible Gruppen (Siche

[Ta2]): Schreibe ,,Elemente* von 8 mul) [p] als Exp(zX) mit X aus dem Tangen-
tialraum von £ und setzt

W™ (Exp tX) = Exp tw(X).

Grothendieck stellt dann in [Gr] fest, daB die p-divisible Gruppe £[pr]/ 4 bis
auf Isogenie sowohl durch den Galoismodul T,(€) als auch durch

(Heis(Eo), F, F)

cris

bestimmt ist. Also sollten sich diese beiden Objekte auseinander ausrechnen lassen
und Grothendieck stellte dies als Problem.

In der vorliegenden Situation scheint mir es mir dafiir eine ganz einfache
konsistente Lésung zu geben. Der Wittring W (k) istin A4 enthalten und wir haben den
Filtrationsschritt

F'HLR(E/4) = H(E.Qe) cAp A= (W(k)® W(k)) ® A

Wir nehmen an, dafl der Korper k algebraisch abgeschlossen ist, dann konnen wir
dem Dieudonné-Modul eine besondere Basis geben, ndmlich so, daf3

Dp(go) = W(k)e1 (&5) W(k)ez

und F(e;) = e;,F(e2) = pes. Diese Basivektoren sind bis auf Multiplikation mit
Elementen aus Z eindeutig bestimmt. (Das ist eine der fundamentalen Eigenschaften
der Wittvektoren) Also bekommen wir auch eine Basis von

crls(go/k) ® A= Ae & Ae;.

Der Filtrationsschritt wird dann von einem Vektor f = (ae;, Se;) aufge-
spannt. Nun ist aber klar, daB in der speziellen Faser der Frobenius die Differentiale



Wittvektoren 41

HO(Ey/k,Q Eo) annuliert, also muB der Vektor f dergestalt sein, daB 3 eine Einheit ist
und o = 0 mod p. Wir konnen also ansetzenf = (e, 1), wobeia = a(E) € pA4 und bis
auf Multiplikation mit einer Einheit aus Z, bestimmt ist. Aus diesem Element miissen
wir dann ein Element aus u(E) € (K* ® Z,)Z, machen. Da dréngt sich dann die
Moglichkeit

u(E) = Exp((E))

auf und dies ist dann in der Tat die gesuchte Losung (Siehe [Me]).

Der allgemeine Fall (Periodenringe)

Das allgemeine Problem ist dann von Fontaine, Messing, Faltings, Kato und
Hyodo mit groBem Erfolg behandelt worden. Hierbei spielen dann noch einmal die
Wittvektoren eine groBe Rolle. Der Ansatz besteht darin, einen Vergleichsisomor-
phismus zwischen der étalen Kohomologie in Charakteristik 0 und der kristallinen-
de-Rham-Kohomologie zu finden.

Fiir solche Vergleichsisomorphismen gibt es Modelle. Wenn wir zum Beispiel
von einer algebraischen Varietit X /@ ausgehen, dann konnen wir statt der endlichen
Stelle p auch die unendliche Stelle co betrachten.

Wir haben dann die die Betti-Kohomologie Hi(X (), ®) und die de-Rham
Kohomologiegruppen Hip (X).

Beides sind Vektorriume tiber @ und Grothendieck hat gezeigt, daB3 es unter
bestimmten Voraussetzungen einen Vergleichsisomorphismus gibt, nachdem wir sie
mit C tensoriert haben, d.h. wir bekommen

®: H(X(C),Q) € — Hyy(X)C.

Wir miissen also den Koeffizientenbereich erweitern, und wenn wir auf beiden Seiten
eine Basis der @-Vektorrdume wihlen, dann ist die Matrix zu & die sogenannte
Periodenmatrix in C.

Wenn man dies zum Beispiel fiir die projektive Gerade macht, dann wird die
Betti-Kohomologie H2(IP'(C)) iiber eine Randabbildung von der Klasse 5%
aufgespannt, wihrend die de-Rham- Kohomologie als erzeugendes Element die
Differentialform 3. Gattung d—;‘ als Basiselement besitzt. Der Eintrag in die
Periodenmatrix ist dann 27i.

Wir gehen zuriick ins p-adische, die komplexen Zahlen werden durch
Periodenringe ersetzt.

Ich betrachte wieder eine allgemeine Situation, ein Schema X’/Spec (4) mit
allgemeiner Faser X /K und spezieller Faser Xy/k.

Wie wir gesehen haben, ist H' . (Xo/k) ein W (k)-Modul mit einem Frobenius

F: Héris(XO/k) - éris(Eo/k)v
und auf
Hi(Xo/k) @wxy K = Hpg(X/K)

haben wir die de-Rham-Filtrierung F.
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Die Kohomologie Hi(X xk K,Q,) ist ein @Q,-Vektorraum. Wenn wir sie
miteinander vergleichen wollen, dann miissen wir auf beiden Seiten die Koeffizienten
erweitern und das geht dadurch, daB wir mit dem Koeffizientenring B tensorieren.
Dieser Ring muBB W (k) (und damit auch @Q,) enthalten. Wir wollen einen
Isomorphismus

Héris(XO/k) ®W(k) B Hét(X/K’ Qp) ®Qp B

haben. Der Ring B soll so beschaffen sein, daB er alle Strukturmerkmale in sich
vereinigt:

(1) Er besitzt eine Filtration F die mit den ganzen Zahlen indiziert ist, also
.CF' B CcF'BcF'BC...,

und diese Filtration ist natiirlich mit der Ringstruktur vertriglich

(2) Der Ring ist ein W (k)-Modul und er besitzt einen o— linearen Endomorphismus
F:B— B

(3) Wir haben eine Operation der Galoisgruppe Gal(K/K) auf dem Ring.

Dann kénnen wir auf den Tensorprodukten
Hio(Xo/k) ®wuy B und H(X/K,Q,) ®q, B

jeweils die fehlenden Strukturmerkmale einfithren und verlangen, daB die obigen
Isomorphismen alle Strukturmerkmale respektieren.

Ferner verlangen wir, daB wir jeweils nach Bildung des Tensorproduktes und
Einfithrung der Zusatzstruktur erkennen konnen, womit wir tensoriert haben, d.h.
wir konnen die jeweilige Kohomologie aus diesen Daten rekonstruieren.

Das kann man z.B. auf X = Spec(4) anwenden. Dann ist die étale
Kohomologie einfach @Q, mit der trivialen Operation, und die kristalline Kohomo-
logieist W (k) mit dem Standard-Frobenius und nur einem Filtrationsschritt im Grad
null. Der obige Vergleichsisomorphismus ist dann

B=BoQ,=W(k) B

Der Ring soll so beschaffen sein, daBl wir in ihm aus den Strukturmerkmalen
heraus die Unterringe @, und W (k)[1/p] ablesen konnen. Das wird dadurch erreicht,
daB man den Ring B so konstruiert, daf3

Q, = F(B)((F = 1) und W (k)[1/p] = BEIK/K),

wobei wir dann auf der linken Seite der Gleichung die jeweils iibrig bleibenden
Strukturmerkmale haben.

Ich will nun den Aufsatz beenden, indem ich kurz die Konstruktion einiger
dieser Periodenringe erlautere und die erzielten Resultate in Spezialfillen formuliere.
An dieser Stelle fithle ich mich eigentlich nicht besonders wohl, weil mir nicht viel
anderes iibrigbleibt, als die Darstellung von Fontaine und Illusie in [Fo-Il] zu
reproduzieren und dabei zu hoffen, daB nicht ein gar zu grober Fehler unterlauft.
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Wir bilden zunichst den algebraischen AbschluB K von K, und diesen
komplettieren wir zu einem Korper C. J. Tate ([Ta2]) hat gezeigt, daB3 C algebraisch
abgeschlossen ist. Auf C operiert die Galoisgruppe Gal(K/K). Als weiteren
Galoismodul kennen wir Z, (i), und wir setzen C(i) = Z,(i) ®z, C. Dann gilt nach
Tate

H*(Gal(K/K),C) = CO4K/K) — g
und fiir i # 0
H°(Gal(K/K), C(i)) = H'(Gal(K/K), C(i)) = 0
H'(Gal(K/K),C) =0.
In C haben wir den Ring O¢ der ganzen Zahlen und den Restklassenring

OC/(p))

der natiirlich viele nilpotente Elemente enthdlt. Man hat surjektive Homomorphis-
meno : O¢/(p) — Oc/(p),die durch o(x) = x? gegeben sind. Wir bilden den Ring R,
der projektiver Limes des Systems

= 0c/(p) = Oc/(p) — Oc/(p) —

ist. Dieser Ring hat dann keine Nullteiler mehr, und er ist ein Unterring von
(Oc/(P))N. Wir bekommen dann also ein Diagramm

ox 5 (0c/p)N
U U
R — R,

wobei R aus denjenigen Folgen (co, ¢1,...) mit ¢, = ¢/, besteht. Man macht sich
dann leicht klar, da die Einschrankung von 7 auf R ein Isomorphismus ist, ihre
Umkehrung wird durch eine Teichmiiller-Konstruktion gegeben: Wir liften einr € R
zu einem Element 7 und bilden # = lim 77".

Etwas expliziter sieht das dann so aus: Wir schreiben ein Element aus R als

Vektor

r= (& &),
und 7 ist dann

F= (r(O)’,(l) - .r(n)’.”) c Ong
wobei

P = 1 ()"

und 7, eine Liftung von &, nach Cist. Wie oben schon gesagt wurde, kénnen wir 7
als einen Teichmiiller-Repréisentanten von r € R ansehen.

Unser Integritdtsbereich R hat nach wie vor die Charakteristik p, und er ist
perfekt. Esgiltr = (,&1,...,6n...) = (&1,&, ..., &1 .. .)P. Wir bilden den Ring der
Wittvektoren W(R). Dieser Ring ist nun in einem gewissen Sinn zweidimensional,
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weil R selber auch ein Bewertungsring ist. Wir definieren einen Homomorphismus
8: W(R)— C,

der wie folgt definiert ist: Fiir ein Element x € W(R) schreiben wir x =
(ro,71,- .., 1n,...) und wir setzen

0(x) = Trimpn.

Dies ist in der Tat ein Homomorphismus, weil wir W(R) als Unterring von
W ((0¢/p)N) auffassen kdnnen, darin sind dann die 7 die Teichmiiller-Vertreter, und
unser Homomorphismus ist die Projektion auf die 0-te Komponente.

1 2
x = [ro] + [nPlp + 17102

und dann werden die Entwicklungen fiir x + y, xy durch die universellen Polynome
wie im ersten Abschnitt gegeben.

Dieser Homomorphismus setzt sichzu 6 : W (R) = K @) W(R) fort, und
der Kern von 6 ist ein Hauptideal. Man setzt Bf; gleich der Komplettierung von
Wk (R) beziiglich der ker(6)-adischen Topologie, und Bpg sei der Quotientenkdrper
von Bf;.

In dem Ring R wihlt man ein Element € = (¢, €p,...,...) mit ¢ = 1 und
€1 # 1, d.h. in gewissem Sinn eine poc-te Einheitswurzel.

Das Element

le] = (¢,0,...,0...) € W(R)

ist dann auch eine solche Einheitswurzel, sie erzeugt unter Potenzierung mit
Elementen aus Z, einen freien Z,-Modul und die Galoisgruppe operiert durch
7([e]) = €27, wobei a der Tate-Charakter ist. Wenn wir den Logarithmus von diesem
Element nehmen,

o0

t=log([e)) =D _(=1)"" ([l = 1)"/n,
n>1
bekommen wir eine Kopie von Z,(1) in Bfg.
Wir filtrieren Bpr durch

fiBDR = liBgR .

Da  ein erzeugendes Element von ker(8) ist, finden wir F'Bpgr /F'~! Bpr = C(i), wir
setzen den Hodge-Tate Ring gleich

Byt = grad(Bpr) = Bicz C(i).

Es ist wichtig festzustellen, daB es in den Ringen Bpgr und Bfi; noch einige kleinere
Teilringe gibt.

Es sei ker() = (a), dann definieren wir den Teilring Airis
von W (R) und den dividierten Potenzen erzeugten Teilring, d.h.

A

cris

C W(R)[;] als den

= W(R)[%,.‘.fn—”;...].
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Die Ringe W (R) und W(R] [’%] sind vollstandig beziiglich der p-adischen Topologie, sei
i 1
Aers = AL, C W(R)[B].
Der Ring A enthilt unser Element ¢, wir setzen Bl = Acris [;—)] und Bis = B ]
Wir bekommen also die folgenden Inklusionen

A

cris
Acris C B;-,S Acris[%] C  Buis = crls[]

W(R)C Wi(R) = WRL c Biy C Bor
16
C.

Auf allen Ringen operiert Gal(K/K), der Ring Bpr hat eine mit Z indizierte
Filtration, die eine Filtration auf allen anderen Ringen, also insbesondere auf Bs,
induziert.

Der Frobenius x — x? auf R induziert einen Frobenius F auf W(R), und
dieser induziert einen Frobenius auf allen Ringen in dem Diagramm, aufler auf den
Ringen Bji; C Bpr, weil diese den groBeren Korper K in ihrer Konstruktion
enthalten. Es gilt fiir das Element ¢ die Formel F(¢) = pt.

Der Ring Bs hat jetzt die Eigenschaften, die wir von einem Periodenring
erwarten. Es ist

Gal(K/K
B = we)[1]

Qp = fOBcris(F = 1)
Faltings hat nun einen sehr weitgehenden Satz bewiesen, dessen Inhalt ich kurz

skizzieren mochte.

Fiir ein glattes, eigentliches Schema X/ Spec(A) gibt es einen funktoriellen
Isomorphismus

Hi(X XK Ka 'Qp) ® Beris s chs(XO/k) ®W(k) Bis,
der mit der Operation der Galoisgruppe und dem Frobenius vertriglich ist, d.h.

gRg — 1®g
1F «— FQF.

Wenn man beide Seiten iiber B.js mit Bpr tensoriert, dann wird er auch mit der
Filtration vertrdiglich.
Man gewinnt den Galoismodul zuriick als

H'(X xg K,Q,) ~ {x € Buis ® Hi;(Xo/k)|F(x) =
1®xe }-O(BDR @B cns(X/K))}
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und

Hé“S(XO/k) = (Bcris ® HI(X XK IZ, Qp)Gal(K/K)
br(X/K) = Bor ® H'(X xx K, @))% &/5),

Ich habe diesen Satz von Faltings als Paradigma fiir eine eine ganze Reihe von
Satzen formuliert. Es gibt noch weitere Periodenringe, fiir die analoge Sitze gelten
oder zumindest vermutet werden. In diesem Zusammenhang méchte ich aber doch
noch auf den oben eingefiihrten Ring Byr zuriickkommen. Wenn fiir eine
Kohomologiegruppe Hm(X x g K, @©,) das Analogon des obigen Satzes von Faltings
gilt, dann sagt man, daB} diese Darstellung vom Hodge-Tate-Typ ist. Das kann man
dann auch etwas einfacher formulieren: Wenn der Galoismodul vom Hodge-Tate-
Typ ist, dann bekommt man eine mit der Operation der Galoisgruppe vertragliche
Zerlegung

Hm(X XK K, Qp) ®C= @0§i§mc(i) ®k Hm*i(Xv Qi)'

Im Hinblick auf die weiter oben formulierten Eigenschaften von C folgt
hieraus unter anderem, daB die Hodge-Zahlen durch die Galoisoperation bestimmt
sind. Tate hat in [Tal] gezeigt, daB im Fall guter Reduktion fiir m =1 die
Kohomologie vom Hodge-Tate-Typ ist und dieser Satz war das richtungsweisende
Ergebnis. Fiir weitere Resultate in dieser Richtung verweise ich auf den Artikel von
Fontaine und Illusie.

Wenn wir den obigen Satz von Faltings auf den Fall der projektiven Geraden
IP!/IF, und auf die zweite Kohomologie anwenden, dann ist

H (P' x Q,,Z,) = Z,(-1).
Fiir die kristalline Kohomologie gilt

Hy (PYZ,) = F'HL (P /Z,) = W(IF,),

cris

und der Frobenius F operiert darauf durch Multiplikation mit p. Wir fixieren ein
Basiselement < € 7' H2, (IP'/Z,). Fontaine und Illusie versichern in dem oben
zitierten Artikel, daB in B, gilt F(z-1) = p-1¢-1. Also ist % ® t-1 ein Basiselement
von

(IP'/Z,) ® F ' Bexis))(F = 1).

cris

H*(P' x Q,,Z,) = (F*(F'H},
Damit ist klar, was die Bedeutung des oben eingefiithrten Elements ¢ € By ist. Es ist
das p-adische Analogon von 27, schreiben wir es hin

t = (2mi),.
Hiermit mochte ich schlieBen. Ernst Witt hétte sich sicher sehr dariiber gefreut, wenn

er diese Formel gesehen hitte und ihm klar geworden wire, dall man aus seiner
Konstruktion ein p-adisches Analogon der Zahl 7 gewinnen kann.
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Heinonen, J., Kilpeliinen, T., Martio, O., Nonlinear potential theory of degenerate
elliptic equations, Oxford: Oxford Mathematical Monographs, Oxford Science Publisher —
Clarendon Press, 1993, 363 Seiten, £ 40.00

Die nichtlineare Potentialtheorie muB m. E. in zwei Teile untergliedert werden.
Einerseits geht es darum, typische potentialtheoretische Begriffe beim Studium nichtlinea-
rer (entarteter) elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung zum Einsatz zu bringen, z. B.
Kapazitit, Ober- und Unterlésung, Energieintegral, harmonisches MaB, Fegen, etc. An-
dererseits gibt es Bestrebungen, eine axiomatische Theorie aufzubauen, die Analogien zur
Theorie der harmonischen Raume aufzeigt. Der erste Teil scheint mir der wichtige, und
obwohl die vorliegende Monographie sich zu beiden Teilen duBert, liegt ihr Schwerpunkt
deutlich auf dem ersten Teil. Insbesondere wird sehr ausfiihrlich und gut lesbar die Theo-
rie der (entarteten) elliptischen Gleichungen — div 4 (x, Vu(x)) = 0 dargestellt. Es werden
Hilbert-Raum-Methoden mit potentialtheoretischen Methoden verglichen, bzw. ihr Zu-
sammenspiel benutzt, um viele schone Resultate zu beweisen. Resultate, die zum groBen
Teil auf die Schule von Olli Martio zurilickgehen.

Es liegt eine empfehlenswerte, konkrete Einfithrung in die nichtlineare Potential-
theorie vor, eine Pflichtlektiire fiir jeden, der auf diesem Gebiet arbeiten mdochte.

Erlangen N. Jacob

Brown, R. F., A Topological Introduction To Nonlinear Analyis, Basel: Birkhduser
Verlag 1993, 146 S., pb., SFR 48.00

In dem Biichlein geht es um das bereits klassich gewordene globale Verzwei-
gungsresultat von Paul Rabinowitz (1971). Zur Erinnerung: fiir reelle Parameter A wird
im Banachraum X die Gleichung

Ax=F(x)

gelost; x € X. Dabei ist F stetig differenzierbar, F(0)=0. Vor allem aber sind F und
T:=F'(0) kompakt vorausgesetzt. Wenn nun \* ein Eigenwert ungerader Vielfachheit
von T'ist, so erstreckt sich nach Rabinowitz ein Kontinuum nicht-trivialer Lésungen (), x)
mit x # 0 vom Verzweigungspunkt (A*, 0) aus bis zu einem weiteren Verzweigungspunkt
der Form (), 0) oder aber bis nach Unendlich.

Das Buch ist dem Beweis dieses Satzes und seinem methodischen Umfeld gewid-
met. Das Umfeld besteht aus etwas Topologie (Brouwer-Grad, Leray-Schauder-Grad)
und Funktionalanalysis (Spektrum kompakter Operatoren). Als Anwendung wird die Eu-
lersche Stabknickung betrachtet.

Das Buch zeigt sehr schon die innige Verflechtung von Denkweisen, die Studen-
ten iiblicherweise leider nur zerhackt in scheinbar ganz verschiedenen Vorlesungen begeg-
nen. Dadurch hat das Buch hohes erzieherisches Potential. Das Buch scheint so sorgfiltig
und ausfiihrlich geschrieben zu sein, daB3 es sich moglicherweise sogar fiir ein Proseminar
eignet — ausprobiert habe ich das aber noch nicht. Ein fritherer Text ganz dhnlicher Inten-
tion und Richtung wire iibrigens in diesem Zusammenhang zu nennen: ,Nichtlineare
Gleichungen und Abbildungsgrade* von Klaus Deimling (1974) sowie sein spiteres Buch
von 1985. Leider enthdlt das Biichlein von Brown nur sehr sparsame Literaturhinweise.
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Dementsprechend erfahrt der Leser auch kaum, was sich eigentlich nach 1971 auf diesem
Gebiet noch ereignet hat.

Berlin B. Fiedler

Baumgiirtel, H., Wollenberg, M., Causal Nets of Operator Algebras. Berlin: Aka-
demie Verlag 1992, 460 S., DM 164

Der algebraische Zugang zur Quantenfeldtheorie hat sich nach seinen Anféingen
in den 60er Jahren zu einem wichtigen Gebiet entwickelt, in dem tiefe strukturelle Fragen
der Physik diskutiert und beantwortet werden kénnen. Kennzeichnend fiir die Methode
dieses Gebiets ist eine professionelle Benutzung der Mathematik der Operatoralgebren.
Im Laufe der Zeit ist es zu vielen fruchtbaren Wechselwirkungen zwischen Mathematik
und Physik in diesem Bereich gekommen; am bedeutendsten sind wohl die Zusammen-
hiinge zwischen der modularen Theorie der von-Neumann-Algebren und der Gleichge-
wichtsthermodynamik iiber den Begriff des KMS-Zustands sowie zwischen der Theorie
der Superauswahlsektoren, der Dualitatstheorie kompakter Gruppen und der Inklusions-
theorie von von-Neumann-Algebren.

Lange Zeit lagen die Resultate der Theorie nur in der Form von Originalarbeiten
vor, von den Biichern von Emch, Bratteli & Robinson und Horuzhy abgesehen, die aber
nur einen kleinen Teil des Gebiets abdeckten. Es ist deshalb sehr erfreulich, daB jetzt
gleich 2 Monographien erschienen sind, die das ganze Gebiet zusammenfassend darstel-
len, das Buch ,,Local Quantum Physics“ von Rudolf Haag, der als Begriinder des ganzen
Gebiets angesehen werden kann, und das hier zu besprechende Buch ,,Causal Nets of
Operator Algebras“ von Baumgirtel und Wollenberg, die beide seit mehreren Jahren
wichtige Beitrage zu diesem Gebiet geleistet haben. Beide Biicher erginzen sich aufs
schonste. Wahrend das Buch von Haag ganz vom Standpunkt des Physikers geschrieben
ist, mit starker Betonung der physikalischen Konzepte und Beschrinkung des mathemati-
schen Formalismus auf das notwendige MaB, gehen Baumgirtel und Wollenberg von der
Seite der Mathematik an das Gebiet heran. Fiir mich war es eine Uberraschung, zu sehen,
daB auch ohne den durch die Physik vermittelten Zusammenhang die verschiedenen
Aspekte des Gebiets bereits in ihrer mathematischen Struktur in natiirlichr Weise verbun-
den sind.

Das Buch beginnt mit einer knapp gefaBten Einfithrung in die Mathematik der
Operatoralgebren, beschreibt dann Familien von Algebren mit geeigneten Eigenschaften
(Haag-Kastler-Axiome), bevor in Kapitel 3 die Theorie der Superauswahlsektoren abge-
handelt wird. Hier wird sehr ausfiihrlich die Doplicher-Roberts-Theorie der Dualitét
kompakter Gruppen dargestellt. In Kapitel 4 wird der Zusammenhang der operatoralge-
braischen Formulierung mit der Wightmanschen Formulierung der Quantenfeldtheorie
beschrieben, ein Gebiet, zu dem die beiden Autoren selbst viel beigetragen haben. Im letz-
ten Kapitel werden die aus der allgemeinen Struktur folgenden Eigenschaften der lokalen
Algebren diskutiert.

Das Buch ist sehr sorgféltig, manchmal etwas technisch geschrieben und eignet
sich sehr gut zur Einarbeitung in das Gebiet. Es enthélt einen weitgehend vollstdndigen
Uberblick iiber den aktuellen Stand. Kennzeichnend ist das Bemiihen, Resultate nur aus
den jeweilig benéGtigten Voraussetzungen herzuleiten. Diese an sich verdienstvolle An-
strengung macht allerdings das Lesen manchmal etwas miithsam, zumal die Bedeutung
der so erreichten Verallgemeinerung kaum erértert wird. Etwas schade ist, daB3 die Theo-
rie der Subfaktoren und die damit zusammenhéngende Superauswahlstruktur in 2 und 3
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Dimensionen, insbesondere die von konformen Feldtheorien, nur kurz in einem Anhang
behandelt wird, doch waren diese Entwicklungen zur Zeit der Fertigstellung des Buches
noch nicht abgeschlossen. Liicken dieser Art sind bei einem Buch iiber ein lebendiges Ge-
biet wohl unvermeidlich.

Die physikalische Bedeutung der beschriebenen Strukturen wird kaum diskutiert.
Fiir den hieran interessierten Leser empfiehlt sich ein Studium des erwéhnten Buches von
Haag. Trotz des Verzichts auf die Beschreibung der bei der Entstehung der Theorie maB-
geblichen physikalischen Ideen wirkt das Gebiet in dieser Darstellung einheitlich. Dies
hingt damit zusammen, daB in diesem Gebiet, wie in kaum einem anderen, mathemati-
sche und physikalische Fragestellungen eng verwandt sind; praktisch alle relevanten ma-
thematischen Strukturen haben eine unmittelbare physikalische Ubersetzung und umge-
kehrt. Es ist zu hoffen, daB dieses Buch zu weiteren Forschungen auf diesem Gebiet anre-
gen wird und gleichzeitig dem interessierten AuBenseiter einen Zugang ermoglicht.

Hamburg K. Fredenhagen

Roger, V. J., Phyllotaxis, A Systemic Study in Plant Morphogenesis, Cambridge
University Press 1994, 386 S., £ 74.95

Das Wort Phyllotaxis ist abgeleitet aus den griechischen Wortern fiir Blatt (phul-
lon) und Anordnung (taxis) und bedeutet somit zundchst das Studium der Anordnung
von Blittern. In der Botanik wird es in einem weiteren Sinn benutzt: Untersuchung der
Anordnung von Organen oder Organteilen von Pflanzen. Der Autor des vorliegenden Bu-
ches erhebt den Anspruch, eine erste zusammenfassende Darstellung der zugrundeliegen-
den, mathematischen Theorie zu geben. Da es sich um ein Gebiet der biologischen Wis-
senschaft handelt, kann man sich als Mathematiker kein Urteil hierzu erlauben, natiirlich
auch nicht zur Allgemeingiiltigkeit der vorgestellten Systematik.

Das Buch ist kein Mathematikbuch. Vielmehr wird versucht, mathematische
Prinzipien zu benutzen zur Beschreibung und Erkldrung von Mustern in der Morphoge-
nese von Pflanzen. Es steht auBler Zweifel, daBl dies ein Gebiet ist, das auf geometrisch
interessierte Mathematiker einen gewissen Reiz ausiibt. (Geometrie ist hier als der Teil
der Mathematik verstanden, bei dem das An-Schauen zum Verstehen fiihrt.) Es gibt sy-
stematische Beschreibungen der Phyllotaxis von Pflanzen, die wegen ihrer Kombination
von Vielfalt und RegelméBigkeit von groBem asthetischen Interesse sind. Es gibt eine
Umsetzung dieser Beschreibungen in Algorithmen fiir Computergraphik, die faszinieren-
de Bilder liefern (s. z. B. Prusinkiewicz, Lindenmayer: The Algorithmic Beauty of Plants,
Springer Verlag 1990). Diese phanomenologische Beschreibung, bzw. deren graphische
Reproduktion ist (leider) nicht Gegenstand des Buches: ,,Imitating nature ist not under-
standing it“ (p. 3). Wer schone Bilder sucht, wird also von diesem Buch enttiuscht sein.

Das Verstehen der Natur konzentriert sich hier auf die Anordnung von Spiralen
und Wirbeln in der Struktur von Pflanzen. Als Beispiel wird haufig die spiralformige An-
ordnung von Sonnenblumenkernen in der Bliite der Sonnenblume diskutiert. Fiir mich
war es beispielsweise liberraschend zu sehen, daB die Anzahl der rechtsgewundenen Spira-
len nicht mit der Anzahl der linksgewundenen identisch ist. Auch ist es keineswegs offen-
sichtlich, was man unter einer solchen Spirale zu verstehen hat. Der Erkennung der (i. a.
spiralférmigen) Muster ist Kapitel I des Buches (Pattern recognition) gewidmet. Mathe-
matisch daran ist im Wesentlichen das universelle Auftreten der Fibonacci-Folge und die
Angabe von Formeln fiir die auftretenden Winkel.

Kapitel IT (Pattern generation) beschéftigt sich mit einer Theorie, die das Entste-
hen dieser Spiralen erkldren soll. Grob formuliert, entsteht ein neues Blatt dort, wo am
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meisten Platz dafiir ist. Dieses Prinzip wird stark verfeinert mit der Definition einer Art
von Entropie, die Pflanzen bei ihrem Wachstum minimieren.

Kapitel IIT (Origin of phyllotactic patterns) schlieBlich greift iiber den Rahmen
der Biologie hinaus. Es wird der Organisation von Mustern auf molekularem Niveau u. a.
in Proteinen und Kristallen nachgespiirt.

Fiir einen Mathematiker ist das Buch eine schwierige Lektiire. Das liegt zunichst
an der Fiille von ungewohnten Fachausdriicken. In stirkerem MaB aber liegt es an der
fiir Mathematiker ungewohnten Fragestellung: Was ist das ,»richtige Modell zum Ver-
stdndnis der betrachteten Phianomene. Das Schwergewicht liegt dabei nicht auf dem ma-
thematischen Aufbau, der relativ einfach ist. Das Problem ist vielmehr das Auffinden des
richtigen Standpunktes, und hat somit historische und wissenschafts-soziologische
Aspekte.

Aber so ist das wirkliche Leben nun halt einmal.

Erlangen W. Barth

Vasconcelos, W., Arithmetic of Blowup Algebras, (London Math. Soc. Lectures
Note Series 195), Cambridge University Press 1994, 329 S., pb, £22.95

Die vorliegende Monographie gibt eine Einfithrung in neuere Entwicklungen der
Theorie der sogenannten ,,blowup algebras“. Darunter versteht man Rees-Algebren und
assoziierte graduierte Ringe eines Ideals, aber auch symbolische Rees-Algebren und sym-
metrische Algebren von Moduln.

Der Name ,,blowup algebra“ erklért sich aus der Tatsache, daB3 das zugehdorige
projektive Schema einer Rees-Algebra R[/¢] die Aufblasung von Spec R in der durch 7 de-
finierten Singularitdt ist. Dieser geometrische Gesichtspunkt, der zum Teil die Bedeutung
von Rees-Algebren erklart, spielt in dem vorliegenden Buch nur eine untergeordnete Rol-
le. Vielmehr werden algebraische Eigenschaften untersucht, wie zum Beispiel die Krull-
Dimension, die homologische Tiefe, Cohen-Macaulay- und Gorenstein-Eigenschaften,
Normalitdt, oder die Eigenschaft noethersch zu sein.

In den letzten Jahren sind gewissen, mit Rees-Algebren zusammenhéngende In-
varianten, wie zum Beispiel der ,,analytic spread®, also die Dimension der speziellen Faser
der Aufblasung, der ,relation degree” (leicht iibersetzbar mit ,,Relationengrad®) und die
sogenannte a-Invariante ins Spiel gekommen, weil sich gezeigt hat, da3 diese Invarianten
die oben genannten algebraischen Eigenschaften von Rees-Algebren signifikant beeinflus-
sen. Diese neueren Tendenzen in den Untersuchungen werden in dem Buch weitgehend
beriicksichtigt.

Das erste Kapitel des Buches beschéftigt sich mit der Krull-Dimension von sym-
metrischen Algebren und Rees-Algebren. Es werden die Dimensionsformel von Huneke-
Rossi fiir symmetrische Algebren und eine allgemeine Dimensionformel fiir Rees-Alge-
bren hergeleitet. Es werden dann die fiir die weitere Theorie wichtigen Bedingungen %,
eingefiithrt, welche Aussagen tliber die Hohe der Fittingideale der zu betrachtenden Mo-
duln machen. Die Dimensionsformel fiir symmetrische Algebren eines Moduls E kann
dann unter der Voraussetzung von .#, fiir E wesentlich vereinfacht werden. Der Autor er-
lautert die allgemeine Theorie an Idealen, die gewissen Graphen zugeordnet sind.

Bekanntlich gibt es eine kanonische Surjektion von der symmetrische Algebra ei-
nes Ideal auf die entsprechende Rees-Algebra. Man nennt 7 von linearem Typ, wenn diese
Surjektion ein Isomorphismus ist — einfach deswegen, weil die Relationen der symmetri-
schen Algebra linear sind, wiahrend bei der Rees-Algebra Relationen beliebig hohen Gra-
des auftreten konnen. Dies wird im zweiten Kapitel der Monographie betrachtet, und es
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werden Sequenzen studiert, deren zugehorige Ideale von linearem Typ sind. Die wichtig-
sten Sequenzen in diesem Zusammenhang sind die sogenannten d-Sequenzen, die von
Huneke Anfang der achtziger Jahre eingefiihrt wurden.

Das dritte Kapitel behandelt die sogenannten Approximationskomplexe. Das sind
Komplexe, die aus dem Koszulkomplex abgeleitet sind, und deren 0-te Homologie je nach
Voraussetzungen und je nach Wahl des Komplexes entweder die symmetrische Algebra,
die Rees-Algebra oder den assoziierten graduierten Ring eines Ideals liefert. Der Autor
geht in diesem Kapitel auch eingehend auf entsprechende Konstruktionen fiir Moduln ein.
Vermége der Approximationskomplexe werden die Blow-up-Algebren mit der Koszulho-
mologie in Zusammenhang gebracht, was es dann in vielen Féllen erlaubt zu zeigen, dal
die betreffenden Algebren Cohen-Macaulay oder Gorenstein sind. Freilich ist fiir diese
Schliisse Exaktheit der Approximationskomplexe erforderlich, was zum Beispiel dann der
Fall ist, wenn das betreffende Ideal von einer d-Sequenz erzeugt wird, oder wenn die Kos-
zulhomologie Cohen-Macaulay ist, und das Ideal geeignete .#-Bedingungen erfiillt.

Dies fithrt zum Inhalt des vierten Kapitels, in dem Linkage-Theorie soweit darge-
stellt wird, wie erforderlich, um die Anwendungen fiir die Koszulhomologie, und damit
fiir Rees-Algebren, zu erldutern. Durch die hier dargestellten Methoden erhdlt man wich-
tige Beispielklassen, auf welche die zuvor entwickelte Theorie angewandt werden kann.

Das fiinfte und umfangreichste Kapitel des Buches nennt der Autor ,,Arithmetic
of Rees algebras® und versteht darunter vor allem die Untersuchung numerischer Invari-
anten, die beim Studium von Rees-Algebren von Bedeutung sind. Dazu geh6ren Reduk-
tionszahl, a-Invariante, Cohen-Macaulay-Typ, Hilbertkoeffizienten und die sogenannte
f-Zahl eines Moduls. Die Reduktionszahl leitet sich aus Reduktionsidealen her, wie sie
von Northcott und Rees eingefiihrt wurden. In den ersten Sektionen des Kapitels geht der
Autor auf Reduktionsideale ein, und betrachtet Ideale mit kleiner Reduktionszahl. Fiir
solche Ideale wird die Struktur der Rees-Algebra gut verstanden. Am Ende des Kapitels
wird der kanonische Modul einer Rees-Algebra bestimmt.

Das folgende kurze Kapitel geht auf einige interessante homologische Vermutun-
gen ein, welche sich auf die Faktorialitdt der symmetrischen Algebra eines Moduls bezie-
hen. Ferner wird der Zusammenhang mit Differentialmoduln ausgearbeitet.

Gewisse Varianten der symmetrischen Algebra oder der Rees-Algebra — der fak-
torielle AbschluB und die symbolische Rees-Algebra — lassen sich als sogenannte Ideal-
transformierte interpretieren. Im allgemeinen sind solche Algebren nicht noethersch. Ge-
genstand des siebten Kapitels ist es, Kriterien dafiir anzugeben, wann diese Algebren end-
lich erzeugt sind. Die Frage ist vor allem auch im Zusammenhang mit mengentheoreti-
schen Durchschnitten von Interesse, wie von Cowsik zuerst beobachtet wurde.

Kapitel 8 widmet sich den definierenden Gleichungen von Rees-Algebren, und
im nachfolgenden Kapitel werden kommutierende Varietiten von Algebren studiert.
Wichtige Beispiele sind die kommutierenden Varietiten halbeinfacher Lie-Algebren. Die-
ses Kapitel hat relativ wenig Bezug zum allgemeinen Thema des Buches, paBt aber metho-
disch doch gut zum iibrigen Stoff.

Das Buch schlieBt mit einem Kapitel iiber algorithmische Methoden in der kom-
mutativen Algebra, und zeigt, wie man etwa unter Einsatz eines Computerprogramms
wie ,,Macaulay“ konkret Idealtransformierte berechnen kann. Nach einer kurzen Einfiih-
rung in die Theorie der Grobnerbasen, auf der alle in der kommutativen Algebra anwand-
ten Systeme der Computeralgebra beruhen, werden eine ganze Reihe von Anwendungen
diskutiert, wie zum Beispiel explizite Nullstellensitze, Primirzerlegung, oder die Kon-
struktion des ganzen Abschlusses eines Ringes. Dieses Kapitel ist eine gute Quelle, um
sich iiber konkrete Berechnungsmethoden, wie sie vor allem auch von dem Autor selbst
entwickelt wurden, zu informieren. Dankenswerterweise ist von demselben Autor eine
ausfiihrliche Monographie iiber dieses Thema in Vorbereitung.
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Das Buch gibt einen ausgezeichneten Uberblick iiber Rees-Algebren und damit
verwandte Objekte und spiegelt die wichtigsten Aspekte der Theorie, wie sie sich in den
letzten fiinfzehn Jahren entwickelt haben, wieder. Fiir Mathematiker, die auf dem Gebiet
der kommutativen Algebra arbeiten, wird das Buch eine wichtige Referenz sein. Erfreuli-
cherweise hat sich der Autor bemiiht, ein verhéltnismiBig komplettes Literaturverzeichnis
zu erstellen. Das Buch ist sicherlich auch eine gute Arbeitsgrundlage fiir ein Seminar oder
eine Vorlesung, setzt jedoch beim Leser sehr solide Kenntnisse in kommutativer Algebra
voraus.

Essen J. Herzog

Vaisman, I., Lectures on the Geometry of Poisson Manifolds, (Progress in Math.
118), Basel u. a.: Birkhduser 1994, 205 S., DM 88.—

In der theoretischen Mechanik betrachtet man die Poissonklammer { f, g} zweier
Funktionen in 2n Variablen (p;, ¢'):

w  ra=Y (Lx-LX)

i=1

Auf diese Weise erhilt man eine Lie-Algebren-Struktur auf dem Raum C*(IR?") der
glatten Funktionen auf IR?”, die folgende Kompatibilitit mit der (assoziativen) punktwei-
sen Multiplikation von Funktionen aufweist (Leibniz-Regel):

@  {hfer=1{hSIg+/ih g}

Eine Poisson-Mannigfaltigkeit ist eine glatte Mannigfaltigkeit M zusammen mit einer
Lie-Klammer { f, g} auf C>*(M), die die Eigenschaft (2) hat. Eine wichtige Klasse von
Poisson-Mannigfaltigkeiten sind die symplektischen Mannigfaltigkeiten, d. h. glatte Man-
nigfaltigkeiten mit einer nicht ausgearteten geschlossenen 2-Form w. Fiir solche Mannig-
faltigkeiten definiert man eine Poisson-Klammer durch { f, g} = w(Vyyp /s Viymp &). Dabei
ist V,,, der analog zum Riemannschen Fall aus der nichtausgearteten Bilinearform w ge-
wonnene ,,symplektische Gradient“. Wenn (g, [-, - ]) eine reelle endlich-dimensionale Lie-
Algebra ist, dann ist der Dualraum g* von g eine Poisson-Mannigfaltigkeit bzgl. der
Klammer {f, g} () = A([df()), dg(N\)]), wobei man die Kotangentialrdume von g* alle
mit g identifiziert. Dualrdume von Lie-Algebren sind keine symplektischen Mannigfaltig-
keiten, lassen sich aber in symplektische Mannigfaltigkeiten zerlegen. Lift man die zu g
gehorige adjungierte Lie Gruppe Ad(G) auf g* wirken, erhdlt man in natiirlicher Weise
symplektische Strukturen auf den Bahnen. Dies ist typisch fiir Poisson-Mannigfaltigkei-
ten: Jede Poisson-Mannigfaltigkeit hat eine kanonische Bldtterung, deren Blédtter sym-
plektische Mannigfaltigkeiten sind (die Dimension der Blétter sind i. a. nicht konstant).
Poisson-Geometrie sind also eine Verallgemeinerungen der symplektischen Geometrie,
die einerseits nicht allzu weit von der symplektischen Geometrie entfernt ist, andererseits
aber interessante zusétzliche Beispielklassen aufweist.

Die ersten Ansitze fiir das Studium von Poisson-Mannigfaltigkeiten gehen auf
Sophus Lie zuriick. Aber erst in den vergangenen 15 Jahren sind Poisson-Mannigfaltig-
keiten intensiv untersucht worden, insbesondere von Alan Weinstein und seinen Mitarbei-
tern. Neben den Motivation aus der analytischen Mechanik und der geometrischen Quan-
tisierung bezieht das Gebiet auch Popularitdt aus der Néhe zu den sogenannten Quanten-
gruppen (man kann Lie-Gruppen mit Poisson-Struktur als klassische Limites von
Quantengruppen auffassen). Bislang lagen auch zentrale Resultate zumeist nur in Form
von Zeitschriftenartikeln oder Vorlesungsmitschriften vor. Der Versuch, wesentliche
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Aspekte der Theorie in Buchform zusammenzufassen, ist daher sehr zu begriiien. Das
hier zu besprechende Buch konzentriert sich auf die Differentialgeometrie von Poisson-
Mannigfaltigkeiten. Beim Leser werden Kenntnisse der allgemeinen Differentialgeometrie
sowie der symplektischen Geometrie vorausgesetzt. Andererseits werden nur grundlegen-
de Resultate vollstindig bewiesen. Speziellere Ergebnisse und Entwicklungen werden oft
nur skizziert oder es wird auf die Literatur verwiesen. Auf diese Weise hat es der Autor
geschafft, in einem Buch von etwa 200 Seiten eine lesbare Einfithrung und einen niitzli-
chen Wegweiser zur Poisson-Geometrie unterzubringen. Interessant ist das Buch in erster
Linie als Einstiegslektiire fiir Mathematiker, die sich naher mit Poisson-Mannigfaltigkei-
ten beschaftigen mochten.

Die Leibniz-Regel (2) zeigt, daB Poisson-Klammern tensorielle Objekte sind. Ge-
nauer gesagt, man findet zu jeder Poisson-Klammer einen Bivektor w € A2TM, fiir den
gilt { f, g} = w(df, dg). Das erste Kapitel behandelt die Frage, wie man die Bivektoren, die
von Poisson-Klammern kommen, differentialgeometrisch charakterisieren kann. Im zwei-
ten Kapitel findet man eine ausfiithrliche Darstellung der oben erwahnten symplektischen
Blitterungen und im dritten Kapitel werden diverse Beispiele von Poisson-Mannigfaltig-
keiten diskutiert.

Der Bivektor w induziert einen Biindelhomomorphismus #:7* M — TM via
B(a*) = w(a, B). Uber diesen Homomorphismus kann man auf dem Raum der 1-Formen
eine Lie-Algebren Struktur { -, -} definieren, fiir die gilt {df, dg} = d{f, g}, und fiir die #
einen Lie-Algebren Homomorphismus von den 1-Formen in die Vektorfelder mit der Lie-
Klammer induziert. Damit findet man in Analogie zum gewohnlichen duferen Differen-
tial ein , kontravariantes* duBeres Differential AX(TM) — A¥+!1TM). In den Kapiteln 4
und 5 werden der resultierende Kalkiil und die zugehorige (Poisson)-Kohomologietheorie
ausfithrlich besprochen.

In Kapitel 6 stellt der Autor zwei verschiedene Quantisierungsansitze fiir Poisson-
Mannigfaltigkeiten vor. Der erste folgt der Philosophie der geometrischen Quantisierung,
die zuerst aus den geometrischen Daten Geradenbiindel konstruiert (,,Pradquantisierung®)
und dann versucht aus Rdumen von Schnitten Hilbertraume zu konstruieren. Dabei stellt
sich heraus, da3 kohomologischen Praquantisierungsbedingungen an w fiir symplektische
Mannigfaltigkeiten hier durch Poisson-kohomologische Bedingungen an w ersetzt werden
miissen. Der zweite Quantisierungsansatz, die Deformation der kommutativen punktwei-
sen Multiplikation in Form von formalen Potenzreihen, wird nur kurz angerissen.

Ein wichtiger Begriff in der symplektischen Geometrie ist die ,,Reduktion®. Sie
ist eine Abstrahierung der Methode, die Anzahl der Variablen in einem mechanischen Sy-
stem zu reduzieren, wenn das System Gber Symmetrien verfiigt. In Kapitel 7 des Buches
wird erklért, in welcher Form Reduktion fiir Poisson-Mannigfaltigkeiten auftritt. Insbe-
sondere werden Gruppenwirkungen und Impulsabbildungen besprochen.

Eine differenzierbare Abbildung ¢ zwischen zwei Poisson-Mannigfaltigkeiten
heiBt Poisson-Morphismus, wenn das Zuriickziehen von Funktionen mit ¢ ein Homo-
morphismus von Lie-Algebren ist. Eine symplektische Realisierung einer Poisson-Man-
nigfaltigkeit M ist surjektive Poisson-Abbildung ¢ : N — M, die iiberall vollen Rang hat,
wobei N eine symplektische Mannigfaltigkeit ist. Lokal ist jede Poisson-Mannigfaltigkeit
symplektisch realisierbar. In den Kapiteln 8 und 9 findet man weitere Ergebnisse iiber
symplektische Realisierungen, insbesondere durch symplektische Mannigfaltigkeiten mit
einer zusétzlichen Gruppoid-Struktur.

Das letzte Kapitel ist eine Einfithrung in die Theorie der Poisson-Lie-Gruppen.
Insbesondere werden die Yang-Baxter Gleichungen und die sogenannte ,,Dressing“-
Transformation erklart.

Clausthal-Zellerfeld J. Hilgert
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Adem, A., Milgram, R. J., Cohomology of Finite Groups (Grundlehren der math.
Wissenschaften 309) Berlin u. a.: Springer Verlag 1994, 327 Seiten, DM 128,—

Das Buch von Adem und Milgram steht in Konkurrenz zu den erst kiirzlich er-
schienenen Monographien von D. J. Benson und L. Evens; siche dazu die Rezensionen im
Jahresbericht der DMV, Band 96, Heft 3. Wihrend bei Benson die modulare Darstel-
lungstheorie (,,Green Ring®) das eigentliche Anliegen ist, steht bei Evens die Diskussion
des Cohomologierings im Mittelpunkt.

Adem und Milgram beschreiben einen topologischen Zugang zur Cohomologie-
theorie tiber klassiﬁzierendg Réume, und sie bemiihen sich auch sonst, Alternativen und
Ergidnzungen aufzuzeigen. Uberlappungen, insbesondere mit Evens, sind allerdings offen-
sichtlich. Auch hier steht der Cohomologiering im Mittelpunkt des Interesses, werden die
grundlegenden Sétze von Serre (Kap. III), Quillen-Venkov und Evens-Venkov (Kap. IV)
eingehend diskutiert. Weitergehend sind dann allerdings die anschlieBenden Abschnitte,
in denen zunéchst eine kurze Einfithrung in die Theorie der G-Komplexe assoziiert zu ei-
ner endlichen Gruppe G gegeben wird (Kap. V) und dann die Cohomologieringe der sym-
metrischen und alternierenden Gruppen, der Gruppen vom Lie-Typ sowie einiger spora-
discher einfacher Gruppen (Mathieu, Janko, O’Nan) berechnet werden.

Diese expliziten Kalkulationen scheinen mir ein Hohepunkt des Buches. Hier
wird dem Leser nicht nur an vielen Beispielen die Anwendung der allgemeinen Theorie
vorgefiihrt, sndern auch eine dichte Beschreibung der Gruppen selbst. Vielleicht ermdg-
licht die Cohomologie (iiber IF,) letztlich doch ein besseres Verstindnis der (quasi-)einfa-
chen Gruppen.

Es gibt viele Anwendungen der Cohomologie in der Darstellungstheorie endli-
cher Gruppen. (,,Cohomology is representation theory* hat J. L. Alperin einmal formu-
liert). Die Autoren greifen im abschlieBenden Kapitel X ein nach ihrer Meinung beson-
ders geeignetes Thema der Galois-Cohomologie auf. Der ganze Abschnitt ist der Berech-
nung der sogenannten Schur-Untergruppe S(F) der Brauer-Gruppe B(F) -eines
Kreiskorpers F (liber Q) gewidmet. S(F) besteht aus den Brauerklassen, die durch F-zen-
trale einfache Faktoren der Gruppenalgebra einer endlichen Gruppe reprisentiert wer-
den. Diese Schur-Gruppe wurde eingehend von Yamada, Janusz et al. untersucht. Die
Resultate sind im wesentlichen dieselben. Grundlage ist in jedem Fall der (Induktions-)Satz
von Brauer-Witt.

(Wer sich fiir konkrete Rationalitatsfragen bzw. Schur-Indizes von Charakteren
endlicher Gruppen interessiert, wird hier vielleicht enttduscht sein. Der Satz von Brauer-
Witt wird nur fiir den Nachweis benotigt, daBl die Cohomologieklassen in S(F) gerade
durch F-zentrale Kreisalgebren (mit Faktorensystemen endlicher Ordnung) représentiert
werden. Dies entspricht der Reduktion auf F-elementare Gruppen; auf dieser Grundlage
sollte (zumindest fiir ungerade Primzahlen) die Theorie der Blocke mit zyklischen Defekt-
gruppen prazise Information liefern.)

Das Buch von Adem und Milgram ist kein Buch fiir Anfinger (ebensowenig
wie die Konkurrenten). Dafiir setzt es einfach zu viel an topologischen, algebraischen
und zahlentheoretischen Kenntnissen voraus. Zwar werden im einleitenden Kapitel
Gruppenerweiterungen und Brauer-Gruppen zur Motivierung von H? ausfiihrlich be-
sprochen, doch dann kommt man ohne solche Vorkenntnisse nicht aus. Fiir einen Ein-
stieg wiirde ich empfehlen, etwa den Bericht ,,Algebraic Number Theory® von Cassels-
Frohlich (Referenz [CF]) vorher/zusitzlich zu Rate zu ziehen. (Wichtig der Artikel von
Atiyah-Wall, aber auch — etwa im Hinblick auf Kap. X — ein wenig Klassenkdrpertheo-
rie. Bei Atiyah-Wall steht in gedringter Form sehr viel, auch das (neue) Theorem II. 7. 6
von Adem.)

Dem versierten Leser bietet die Monographie von Adem-Milgram zweifellos ei-
nen interessanten Einblick in neuere Entwicklungen der Cohomologietheorie. Sie eroff-
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net, zusammen mit den zusétzlich erwihnten Biichern, in der Tat ein ,,weites Paradies®
(C. M. Ringel) an mathematischen Ideen und Theorien.

Tiibingen P. Schmid

Voss, K., Discrete Images, Objects, and Functions in Z" (Algorithms and Combi-
natorics Vol. 11), Berlin u. a.: Springer 1993, 270 S., DM 128,~

Im Vorwort seines fritheren Buches ,, Theoretische Grundlagen der digitalen Bild-
verarbeitung® [Voss88] sagt der Autor deutlich, worum es ihm offensichtlich auch in sei-
nem neuen Werk geht: Er hat ,,Bildverarbeitung ohne Computer im Sinn, interessiert
sich fiir allgemeine GesetzmiBigkeiten in den Datenstrukturen der digitalen Bilder und
fragt sich, welche Grundbegriffe auf welchem Abstraktionsniveau als wesentlich anzuse-
hen sind. Beide Werke sind vom Themenkreis, vom Niveau und vom ansprechenden, et-
was philosophisch angehauchten Stil her dhnlich, allerdings steht jetzt nicht mehr der
Raum Z? im Vordergrund, sondern allgemeiner der Z", und verschiedene Problemstel-
lungen — vor allem auch neuere — werden jetzt erstmals behandelt. Erfreulich ist das viel
umfangreichere Literaturverzeichnis im neuen Buch, weniger erfreulich das holprige Eng-
lisch, das ich allerdings eher dem Verlag ankreiden mochte.

Der Aufbau des Buchs dhnelt dem fritheren: Zuerst werden Nachbarschafts-
strukturen behandelt, und als Anwendungen insbesondere das Bestimmen von Zusam-
menhangskomponenten sowie die Dilatations- und Erosions-Operatoren diskutiert. Dann
folgen Inzidenzstrukturen, welche ein Hauptforschungsgebiet des Autors und seiner Mit-
arbeiter darstellen. Das dritte Kapitel ist der digitalen Topologie gewidmet, mit interes-
santen Anwendungen der Integralgeometrie. Dann folgt eine Einfiihrung in die digitale
Geometrie, mit Themen, die insbesondere auch Computergrafiker interessieren diirften.
Das Buch schlieBt mit diskreten Funktionen, die vor allem unter algebraischen Gesichts-
punkten betrachtet werden. Faltung, Fourier-Transformation und zahlentheoretische
Transformationen bilden hier ein Schwergewicht.

Beim Erarbeiten von theoretischen Grundlagen fiir die digitale Bildverarbeitung
stehen zwei Vorgehensweisen im Vordergrund: Die eine besteht darin, mdoglichst ver-
niinftige Abbildungen des euklidischen Raumes IR" in den Z" zu definieren und zu unter-
suchen. Diese Richtung wird u. a. in [KhKM90] und [Kovag89] verfolgt, und die Khalims-
ky-Kovalevsky-Topologie [Frang91] ist in der Bildverarbeitung in letzter Zeit auf einiges
Interesse gestoBen. Die andere Richtung versucht eher, auf dem Z”" direkt verniinftige
Strukturen, insbesondere Nachbarschaftsstrukturen, einzufithren. Der Autor des vorlie-
genden Buchs scheint der zweiten Richtung, deren Hauptvertreter Azriel Rosenfeld ist,
wesentlich mehr verpflichtet zu sein.

Ich finde den neuen Band von Klaus Voss anregend. Seine Vorarbeiten sind in
einem Umfeld (ehemalige DDR) entstanden, das nicht geniigend Kontakte zur restlichen
Welt erlaubte. Dies zeigt sich bei einigen Liicken, aber auch bei originellen, unabhéngigen
Ansitzen. Gerade englischsprachigen Lesern diirfte das Buch Neues bieten, und bekannte
Ubersichtsartikel, wie [KoR089], machen es bestimmt nicht iiberfliissig. Es mdchte so-
wohl ein Textbuch als auch eine Monographie sein. Da habe ich meine Zweifel: Viele De-
finitionen (angefangen bei den Definitionen der Menge und des Graphen) sind fiir ein
Textbuch zu unprizis, und das Niveau ist zu wenig einheitlich. Und fiir eine Monogra-
phie stehen mir die verschiedenen Themenbereiche zu lose nebeneinander. Aber als Er-
ginzung zur ,,Standardliteratur® finde ich das Buch durchaus wertvoll. Es bringt neue
Gesichtspunkte, gibt Denkansto8e und liest sich mit Vergniigen.
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Bern H. Bieri

Geddes, K. O., Czapor, St.R., Labahn, G., Algorithms For Computer Algebra,
Dordrecht u. a.: Kluwer Academic Publishers 1992, 585 S., Dfl. 275.00

Das vorliegende Buch ist der algorithmischen Algebra gewidmet. Der sehr enge
Zusammenhang dieser beiden Gebiete wird schon aus der Tatsache deutlich, daB die
Worte Algebra und Algorithmus ein und demselben Buchtitel entstammen (Algebra
stammt aus dem Titel, Algorithmus kommt vom Namen des Autors her). Dazwischen
schiebt sich hier das Wort Computer, auch das ist kein Wunder, denn Computer sind alge-
braische Maschinen, algebraische Methoden sind deshalb genau die richtigen Methoden
zu ihrem Einsatz, das Wort Computeralgebra nahezu eine Tautologie.

Computer sind - in rapide wachsendem AusmaB — ein wesentliches Handwerks-
zeug des arbeitenden Mathematikers, in Lehre, Forschung und am Arbeitsplatz. Infolge-
dessen ist die Computeralgebra in ihrer Bedeutung kaum zu iiberschitzen, auch wenn sie
heute noch in der Lehre weit unterreprésentiert ist. Computeralgebrasysteme haben be-
reits einen deutlichen Anteil am Softwaremarkt, Hunderttausende von Nutzern haben
allein die beiden fithrenden Systeme fiir allgemeine Zwecke, das sind MAPLE und
MATHEMATICA. Neben der Unterreprisentation in der Lehre hinkt auch die Entwick-
lung solcher Systeme in Deutschland hinterher. MUPAD ist hier wohl die einzige rithmli-
che Ausnahme, was Systeme fiir allgemeine Zwecke betrifft, GAP ist ,,das MAPLE der
Gruppentheorie (Zitat), hinzukommen einige kleinere Spezialsysteme. Die von GI,
DMV und GAMM gegriindete Fachgruppe fiir Computeralgebra wird hier hoffentlich
bald eine Wandlung zum Besseren herbeifiihren.

Soviel zu Titel und Themenkreis des vorliegenden Buches. Die Autoren des Bu-
ches sind besonders kompetent, gehdren sie doch zu dem Kreis der Designer vom
MAPLE. Man erhilt also aus erster Hand einen Einblick in Strukturen und Methoden
des fithrenden Computeralgebra-Systems, was allein schon die Bedeutung dieses Buches
beweist. Das Buch ist sorgfiltig geschrieben und sehr gut lesbar. Theorie und Praxis sind
gut durchmischt und ausfithrlich mit Beispielen illustriert. Der Inhalt gliedert sich in 12
Kapitel mit den Titeln:

Introduction to Computer Algebra

Algebra of Polynomials, Rational Functions, and Power Series
Normal Forms and Algebraic Representations

Arithmetic of Polynomials, Rational Functions, and Power Series
Homomorphisms and Chinese Remainder Algorithms

SANE I
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. Newton’s Iteration and the Hensel Construction
. Polynomial GCD Computation
. Polynomial Factorization
9. Solving Systems of Equations
10. Grobner Bases for Polynomial Ideals
11. Integration of Rational Functions
12. The Risch Integration Algorithm

Die Uberschriften zeigen, daB die verbreitetsten Methoden der klassischen Com-
puteralgebra beschrieben werden. Sie zeigen aber auch, daBl ganz wesentliche Teile fehlen,
insbesondere gruppentheoretische Methoden, die heute eine wachsende Rolle spielen in
der konstruktiven Theorie diskreter Strukturen und deren Anwendungen sowie generell
bei dem Kampf gegen die kombinatorische Komplexitit vieler Aufgabenstellungen. (Die
Unerfahrenheit der Autoren auf diesem Gebiet 148t sie bei der Schilderung der Entwick-
lung der Computeralgebrasysteme auf dem Glatteis der Historik ausrutschen, insbesonde-
re was die Urspriinge von CAYLEY angeht.) Dennoch ist das vorliegende Buch als das
Standardwerk der klassischen Computeralgebra zu bezeichnen. Zusammen mit den
Handbiichern zu MAPLE V, die kiirzlich im Springer-Verlag erschienen, sollte es zum
Handwerkszeug fast jeden Mathematikers gehoren.

e Sl B )}

Bayreuth A. Kerber

Hofer, H., Zehnder, E., Symplectic Invariants and Hamiltonian Dynamics, Basel
u. a.: Birkhduser 1994, 342 S., DM 88,—

Eines der grundlegenden Probleme in der symplektischen Geometrie ist die Klas-
sifikation der symplektischen Mannigfaltigkeiten bis auf symplektische Diffeomorphis-
men. Um diesem Ziel naher zu kommen, hat man symplektische Invarianten zu konstru-
ieren. Fiir kompakte symplektische Mannigfaltigkeiten ist das Volumen bzgl. der kanoni-
schen Volumenform so eine Invariante. Das Hauptthema des vorliegenden Buches, das
aus Vorlesungen der Autoren an der Rutgers University, der RUB Bochum, der ETH Zii-
rich (1991) und dem Borel-Seminar in Bern (1992) entstanden ist, bildet eine neue Klasse
von Invarianten, die erst in den letzten Jahren entwickelt wurde: die symplektischen Ka-
pazititen. Das Ziel des Buches ist es, diese Invarianten, sowie ihre Anwendungen auf
Starrheitssétze, Klassifikationsprobleme und insbesondere auf Existenzprobleme fiir peri-
odische Losungen Hamiltonscher Systeme zu beschreiben.

Die symplektischen Kapazititen sind ein Bindeglied zwischen globalen Periodi-
zitdtsphdnomenen bei Hamiltonschen Systemen und bemerkenswerten Starrkeitseigen-
schaften symplektischer Abbildungen, die zum Beispiel davon zeugen, daB die Natur sym-
plektischer Abbildungen von der volumenerhaltender Abbildungen wesentlich verschie-
den ist. Eine zentrale Methode, mit der man symplektische Kapazititen konstruiert,
basiert auf dem Prinzip der minimalen Wirkung aus der klassischen Mechanik: Eine
Schleife v im Phasenraum ist genau dann eine periodische Losung der Hamiltonschen
Gleichungen, wenn sie ein singuldrer Punkt des Funktionals

1
F(7)=/pdq— /0 H(t, (1)) dt

ist. Diese Prinzip durchzieht das ganze Buch wie ein roter Faden.
Das Buch besteht aus 6 Kapiteln und einem Anhang, in dem technische Hilfsmit-
tel wie z. B. Stetigkeitseigenschaften der Alexander-Spanier-Kohomologie, der Cauchy-
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Riemann Operator auf der Sphire und Wirkungswinkelkoordinaten bereitgestellt wer-
den.

Im ersten Kapitel wird grundlegendes Material in einer, wie auch die Autoren an-
merken, etwas unsystematischen Weise zusammengestellt. Hier findet man zum Beispiel
die Klassifikation der zweidimensionalen kompakten symplektischen Mannigfaltigkeiten
durch Volumen und Euler-Charakteristik. Ebenso werden hier die spiter immer wieder
verwendeten Variationsmethoden und die benétigten Sobolovraume schon einmal vorge-
fithrt, um die Existenz einer periodischen Losung auf einer kompakten konvexen Energie-
hyperfliche im IR?” zu zeigen.

Im zweiten Kapitel werden symplektische Kapazititen axiomatisch eingefiihrt.
Kurz gesagt ordnet eine symplektische Kapazitét ¢ einer symplektischen Mannigfaltigkeit
(M, w) der Dimension 27 eine Zahl ¢(M, w) € [0, o] mit folgenden Eigenschaften zu: (1)
LaBt sich (M, w) in (N, 7) einbetten, so ist ¢(M, w) < c(N, 1), 2) c(M, aw) = | a | c(M,w),
und (3) ¢(B(1), wg) = c¢(Z(1), wy) = 7, wobei w, die Standardform auf dem IR2" ist, B(R)
die offene Kugel vom Radius R in IR** und Z(R) ={(x;, y): xf + yf < R} ein Zylinder
mit einer zweidimensionalen Kreisscheibe als Basis. Man beachte, daB Kapazititen wegen
(1) symplektische Invarianten sind. Die Monotonieeigenschaft (1) hat zur Folge, da3 man
mit Kapazitdten Obstruktionen fiir symplektische Einbettungen beschreiben kann. Hier-
aus lassen sich Starrheitssdtze wie zum Beispiel Gromov's Satz, daB sich B(r) nur fiir
r < Rin Z(R) symplektisch einbetten 148t, beweisen. Eine weitere Konsequenz ist die Ab-
geschlossenheit der Guppe der symplektischen Diffeomorphismen einer kompakten sym-
plektischen Mannigfaltigkeit in der C%-Topology (Eliashberg, Gromov).

Der Existenzbeweis fiir eine spezielle symplektische Kapazitit ¢, wird erst im
dritten Kapitel gefithrt. Hiermit sind dann die Beweise der Ergebnisse aus dem zweiten
Kapitel vollstindig. Die Kapazitit c, miBt die minimale C°%-Oszillation einer Hamilton-
funktion fiir die man auf die Existenz schneller periodischer Losungen der zugehorigen
Differentialgleichung schlieBen kann. Fiir zweidimensionale Mannigfaltigkeiten stimmt
¢o mit dem Volumen iiberein. Der Existenzbeweis fiir ¢, basiert auf einem Variationspro-
blem, dessen besondere Schwierigkeit ist, dall es weder nach oben noch nach unten be-
schrinkt ist.

Im vierten Kapitel wenden die Autoren die Kapazitit ¢, auf Existenzfragen fiir
periodische Losungen auf kompakten Energieniveauflachen an. Hier stellt sie sich als ein
hervorrangendes Werkzeug fiir globale Existenzfragen dieser Art heraus.

Das fiinfte Kapitel ist dem Studium der Gruppe & derjenigen symplektischen
Diffeomorphismen gewidmet, die von zeitabhingigen symplektischen Vektorfeldern mit
kompaktem Triger erzeugt werden. Uber die Oszillation der erzeugenden Hamiltonfunk-
tionen erhilt man auf dieser Gruppe eine biinvariante Metrik, die sogenannte Hofer-Me-
trik, die sich durch ihre C%-Natur auszeichnet. Die Kapazitit ¢, geht hier wesentlich in
den Nachweis von d(p, ¥) = 0= ¢ =1 ein.

Im sechsten Kapitel, das sich von den anderen dadurch unterscheidet, daB3 hier
viele Dinge aus der Originalliteratur ohne Beweis zitiert werden, geht es um Fixpunkte
Hamiltonscher Abbildungen, d. h. solcher Abbildungen, die derart homotop zur Identitat
sind, daB die Homotopie durch eine zeitabhingige Hamiltonfunktion erzeugt wird. Eine
zentrale offene Frage in diesem Themenkreis ist die Vermutung von V. 1. Arnold, daB3 jede
Hamiltonsche Abbildung mindestens soviele Fixpunkte hat, wie jede reellwertige Funkti-
on kritische Punkte. Zuerst wird diese Vermutung fiir den 2 n-dimensionalen Torus bewie-
sen. Der Beweis basiert auf dem Wirkungsprinzip, fiir das es hier alle kritischen Punkte
aufzufinden gilt. Die grundlegende Strategie ist es, das Studium eines Gradientenflusses
auf dem unendlichdimensionalen Schleifenraum auf das Studium eines topologischen
Flusses auf einem kompakten metrischen Raum zu reduzieren, dessen Fixpunkte den kri-
tischen Punkten des Funktionals auf dem Schleifenraum entsprechen. Dann verwendet
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man eine auf Ljusternik-Schnirelman zuriickgehende Theorie um deren Anzahl abzu-
schitzen. Eine Variation dieser Methode fiihrt schlieBlich zu einem Beweis der Arnold-
schen Vermutung unter der Voraussetzung, daf3 die Klasse [w] der symplektischen Form
auf m, (M) verschwindet. In den letzten beiden Abschnitten wird zunéchst Floers Beweis
fiir die Arnoldsche Vermutung unter zusitzlichen Regularititsvoraussetzungen beschrie-
ben. An diesem Punkt wird die Floersche Homologie eingefiihrt und letztendlich der auf
Hofer und Floer zuriickgehende Rahmen fiir eine symplektische Homologietheorie be-
schrieben, die auf einer Kombination der Floerschen Homologie-Konstruktion mit der
co-Kapazitit beruht.

Auch wenn die meisten analytischen Hilfsmittel im Anhang zusammengestellt
sind, so wird dem Leser doch an einigen Stellen, insbesondere im letzten Kapitel, eine ge-
wisse Vertrautheit mit der Differentialrechnung in unendlichdimensionalen Funktionen-
raumen, diversen Gradargumenten (Brouwer, Leray-Schauder, Smale) und Fredholm-
theorie abverlangt.

Was an dem Buch als besonders ansprechend auffallt, sind die schénen Einleitun-
gen zu den jeweiligen Abschnitten, die jeweils sehr gut den momentanen Standpunkt be-
schreiben und dem Leser so einen Eindruck vermitteln, wo er gerade steht. Genauso wird
der Leser durch die hiufigen Standortbestimmungen auch durch technisch sehr kompli-
zierte Beweise gefiihrt ohne den roten Faden zu verlieren. Am Ende eines jeden Ab-
schnitts findet man dann eine Beschreibung der weiterfilhrenden Literatur. Die Beweise
sind sehr sorgfaltig ausgefiihrt und man findet nur sehr wenige Druckfehler. Ein besonde-
rer Vorteil dieses Stils ist es, daB er es dem Leser relativ leicht macht, auch lokal zu lesen.

Das Buch ist jedem, der sich fiir symplektische Geometrie und Hamiltonsche Sy-
steme sowie die neuesten Entwicklungen auf diesen Gebieten interessiert, wirmstens zu
empfehlen.

Erlangen K.-H. Neeb

Fischer, G., Ebene algebraische Kurven (vieweg studium Aufbaukurs Mathema-
tik), Wiesbaden u. a.: Vieweg 1994, 177 S., kart., DM 38 -

There are several books devoted to Plane Algebraic Curves, like for example tho-
se by Brieskorn-Knorrer, Fulton, Seidenberg, Walker, just to mention a few. The ap-
proach of the book under review differs from those, being expressely intended as a text-
book for a first course on the subject, deliberately remaining at an introductory level.

In some detail the contents are the following. Chapter 0 to 5 are devoted to the
basic notions: affine and projective curves, tangents, singularities, intersections, Bezout
theorem, duality, Pliicker formulas. The treatment of these topics is quick and elementa-
ry: the proof of Bezout theorem uses the properties of resultants, leaving out the delicate
question of invariance of the definition of intersection multiplicity under projective trans-
formations, but enabling the reader to use and appreciate this important result very soon.
A more satisfactory discussion of this matter is given later in the book.

Chapter 6 to 8 deal with the local analytic geometry of plane algebraic curves. A
chapter on generalities of local analytic geometry (formal and convergent power series,
Weierstrass preparation theorem, implicit function theorem) is followed by another devo-
ted to the local parametrization of curve branches by Puiseux series. Then the local inter-
section of branches is studied and the Bezout theorem revisited. This part of the book is
more technical and deeper than the previous one; the geometry is used as a motivation
for studying the analytic tools.
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The last chapter 9 introduces the notion of Riemann surface. Assuming the topo-
logical classification of compact orientable surfaces, the author proves the Riemann-Hur-
witz formula, which enables to calculate the genus of a plane curve, and discusses several
examples.

The book is closed by six Appendices. The first are devoted to elimination theory,
coverings, implicit function theorem, Newton polygons and the local analytic properties
of a singularity. The last one is a short treatment of real algebraic curves with a proof of
the theorem of Harnack.

Examples and figures abound, giving an overall impression of concreteness: in
the beginning part they are used to help in getting a feeling of what is going on; their im-
portance increases in the final chapters, where more advanced topics are treated; in con-
trast, almost no exercises are proposed.

This is an excellent textbook for an introductory course on plane curves, and it
can represent a valid substitute of some of the more classical texts available. It is carefully
organized for this purpose, not yielding to the temptation to give a systematic treatment,
but at the same time giving a satisfactory view of a classical topic. The treatment is rigo-
rous; the algebraic and the analytic techniques are well blended by the geometric motiva-
tions.

Rom E. Sernesi

Bruno, A.D., The Restricted 3-Body Problem: Plane Periodic Orbits (de Gruyter
Expositions in Mathematics 17), Berlin u. a.: de Gruyter 1994, 362 S., Leinen, DM 248,

Um dieses Buch besprechen zu kénnen, muB ich ein paar Bemerkungen zum re-
stringierten Dreikorperproblem machen. Es handelt sich bei diesem Problem um folgende
Aufgabe:

Zwei Massenpunkte P und Q bewegen sich in einer Ebene auf Kreisbahnen mit
gleichférmiger Geschwindigkeit um ihren gemeinsamen Schwerpunkt aufgrund ihrer ge-
genseitigen Anziehung nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz.

Ein dritter Massenpunkt M bewegt sich in derselben Ebene. Seine Masse wird als
verschwindend klein angenommen, so daB er die Kreisbewegung der Punkte P und Q
nicht beeinfluit. Man soll die mdglichen Bahnen des Punktes M beschreiben.

Beispiele aus der Realitdt, denen das restringierte Dreikdrperproblem nihe-
rungsweise als mathematisches Modell entspricht, sind

1. Die Bahn des Mondes M, dessen Masse klein ist gegeniiber den Massen der Sonne P
und der Erde Q.

2. Die Bahn eines Planetetoiden M, z. B. der Ceres um die Sonne P, der von dem gréBten
Planeten Jupiter Q gestort wird.

3. Die Bahn eines Raumschiffes oder Satelliten M im Kraftfeld der Erde P und des Mon-
des Q.

Das restringierte Dreikdrperproblem trat erstmals in einer der beiden Mond-
theorien von Euler auf. Jacobi fand die endgiiltige Form der Differentialgleichungen be-
ziiglich eines rotierenden Koordinatensystems, in dem P und Q ruhen. Poincaré schlieB3-
lich konstruierte periodische Bahnen mit Hilfe seiner Kontinuitdtsmethode, nachdem Hill
vorher auf anderem Wege periodische Bahnen fiir die sog. Hillschen Differentialgleichun-
gen erhalten hatte, welche in der Mondtheorie (d. h. im Falle des obigen 1. Beispiels) eine
angemessene Vereinfachung des restringierten Dreikorperproblems darstellen. Die Konti-
nuitdtsmethode besteht darin, daBl man die Masse g von Q, dem kleineren der beiden
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Punkte P und Q, als Parameter auffaBt, der fiir den Wert ¢ =0 ein Zweikérperproblem
liefert, das bekanntlich vollstindig elementar integriert werden kann und fiir das daher
periodische Bahnen leicht zu finden sind. Diese konnen unter gewissen Voraussetzungen
zu periodischen Bahnen g # 0 fortgesetzt werden.

In den vergangenen 100 Jahren seit Poincaré ist eine reichhaltige Literatur iiber
periodische Losungen des restringierten Dreikorperproblems entstanden. Eine syste-
matische Beschreibung des gesamten Materials, die sehr erwiinscht wére, steht jedoch
noch aus. Es war das Ziel des Autors, diesem Mangel teilweise abzuhelfen und wenigstens
in einem Teilbereich eine methodisch moglichst einheitliche Klassifikation durchzufiih-
ren. Die Idee der Klassifikation, die auf Poincaré zuriickgeht, besteht darin, die periodi-
schen Bahnen ihrem Verhalten beim Grenziibergang ¢ — 0 nach zu unterscheiden, also
zunichst in einer Klassifikation der periodischen Bahnen des Zweikdrperproblems P, M,
wobei die Lage eines dritten Punktes Q mit der Masse g = 0 zu beriicksichtigen ist. Dem-
zufolge besteht das Buch aus drei Teilen:

Part I Mathematical means
Part IT Solutions of the limiting problem ¢ =0
Part IIT Regular generating solutions

Der erste Teil ist den Normalformen Hamiltonscher Systeme in der Néhe eines
singuldren Punktes, einer periodischen Bahn bzw. eines zweidimensionalen invarianten
Torus gewidmet. Die Transformationen in eine Normalform spielen ganz allgemein bei
der Untersuchung des Phasenbilds eines dynamischen Systems eine fundamentale Rolle.
In dem Zusammenhang hier kann die Methode der Transformation in eine Normalform
als eine Variante der oben erwidhnten Poincaréschen Kontinuitdtsmethode angesehen
werden. Die wichtigsten Sédtze iber Normalformen werden in voller Allgemeinheit formu-
liert. Da der Autor ein Experte mit vielen wichtigen eigenen Forschungsresultaten auf die-
sem Gebiet ist, wird dieser Teil des Buches eine wertvolle Informationsquelle fiir jeden
sein, der sich mit Normalformen beschiftigt, unabhidngig von einem Interesse an Him-
melsmechanik.

Der zweite Teil beschéftigt sich mit der Klassifikation der periodischen Bahnen
des Zweikorperproblems P, M mit Riicksicht auf den Punkt Q mit verschwindender
Masse g. Besondere Aufmerksamkeit erfahren dabei die Kollisionsbahnen, welche Q ent-
halten. Eine groBe Anzahl von Computergraphiken und Tabellen tragen zum Verstindnis
der theoretischen Ausfithrungen bei.

Der dritte Teil des Buches endlich ist den periodischen Bahnen des restringierten
Dreikorperproblems gewidmet. Die Beweise fiir die klassischen Existenzsdtze werden mit
Hilfe der Normalformen-Methode aus dem ersten Teil erbracht. Jedoch wird auch die auf
Barrar zuriickgehende Beweismethode diskutiert. Der Leser, der nach den anfangs er-
wihnten Hillschen Bahnen der Mondtheorie sucht, wird das allerdings vergeblich tun.
Denn diese Bahnen liegen auBerhalb des vom Autor fiir seine Systematik gezogenen Rah-
mens. Andererseits werden auch nichtperiodische (quasiperiodische, unbeschrinkte) Bah-
nen betrachtet, soweit sie sich in diesen Rahmen einfiigen.

Jedem Kapitel sind Notes angefiigt, in denen die relevante Literatur kritisch be-
leuchtet und insbesondere auf Fehler (theoretischer ebenso wie rechnerischer Art) hinge-
wiesen wird.

Das Buch ist sehr gediegen und jedem einschlégig Interessierten zu empfehlen.

Mainz H. RiiBmann
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Akivis, M. A., Rosenfeld, B. A., Elie Cartan (1869-1951) (libersetzt aus dem Rus-
sischen von V. V. Goldberg) (Translations of Math. Monographs 123), American Mathe-
matical Society 1993, 317S., £ 127

Elie Cartan gilt als einer der bedeutendsten Mathematiker der ersten Halfte unse-
res Jahrhunderts. Seine Publikationen iiber Liegruppen und Lie-Algebren, assoziative Al-
gebren, Differentialgleichungen und Differentialgeometrie waren bahnbrechend. Sie sind
allerdings nicht leicht zugénglich. Beispielsweise schreibt Hermann Weyl in einer Buchbe-
sprechung: ,,Nevertheless, I must admit that I found the books, like most of Cartan’s pa-
pers, hard reading.“ (Bull; AMS 44 (1938), p. 601). Deshalb, aber nicht nur aus diesem
Grunde, ist die vorliegende Monographie duflerst hilfreich und niitzlich. Sie gibt nicht
nur eine detaillierte Beschreibung des Inhalts fast aller Arbeiten und Biicher Cartans, dar-
iber hinaus werden auch neuere Entwicklungen aufgezeigt, die sich aus Cartans Ideen er-
geben haben.

Zum Inhalt: Kapitel 1 gibt einen kurzen Uberblick iiber Leben und Arbeit Elie
Cartans. Kapitel 2 enthélt seine wichtigsten Ergebnisse auf den Gebieten der Liegruppen,
Lie- und assoziativen Algebren. Das dritte Kapitel behandelt Realisierungen projektiver
Réume, deren Geometrie und Metriken iiber verschiedenen Basisbereichen. Im néchsten
Kapitel wird Cartans Klassifikation der unendlich-dimensionalen Analoga der Liegrup-
pen, der Lie-Pseudogruppen und die damit zusammenhéngenden Theorie der Pfaffschen
Differentialgleichungen beschrieben. Diese fiihrten Cartan dazu, die Methode der ,,Mo-
ving frames® auf die Differentialgeometrie anzuwenden, was eine vollstindige Verwand-
lung dieses Gebietes zur Folge hatte. Dies ist der Inhalt des fiinften Kapitels. Kapitel 6
enthédlt Cartans Ergebnisse iiber Riemannsche Mannigfaltigkeiten sowie seine Theorie
der Symmetrischen Rdume. SchlieBlich werden im letzten Kapitel Cartans Verallgemei-
nerte Rdume behandelt, das sind Rdume mit verschiedenartigen Zusammenhédngen, etwa
euklidischen, affinen, isotropen, projektiven, konformen oder symplektischen. Hierbei
wird deutlich die Rolle vom Einsteins Allgemeiner Relativititstheorie sowie der Versuch
der Konstruktion einer einheitlichen Feldtheorie bei der Entwicklung dieser Geometrien
herausgearbeitet.

In demselben Kapitel wird versucht, die Hauptentwicklungen der jeweiligen Ge-
biete zu beschreiben, die sich aus Cartans Ideen fiir die folgenden Generationen von Ma-
thematikern ergeben haben. Das ist in einigen Féllen recht gut gelungen. Es 148t sich je-
doch ein leichter Hang der Autoren zu abstrakteren und weniger wichtigen mathemati-
schen Strukturen nicht iibersehen.

Am Ende des Buches werden eine Chronologie der Hauptereignisse von Elie Car-
tans Leben sowie eine ausfiihrliche Liste seiner Publikationen gegeben. SchlieBlich enthalt
die Monographie 4 sehr interessante Appendizes: (1) Poincarés Gutachten von 1912 iiber
Cartans Arbeiten fiir die Fakultit der Universitdt von Paris, aufgrund dessen Cartan Pro-
fessor an der Sorbonne wurde (und das nicht in Poincarés gesammelte Werke aufgenom-
men wurde), (2) eine noch unveréffentlichte Arbeit Cartans mit dem Titel ,,Sur une dégé—
nérescence de la géométrie euclidienne®, (3) Cartans Rede anléBlich der Feier seines sieb-
zigsten Geburtstages 1939 an der Sorbonne und (4) die englische Ubersetzung eines
Vortrages von Cartan mit dem Titel ,, The influence of France in the development of Ma-
thematics®, gehalten 1940 in Belgrad, der bislang nur auf Serbisch erschienen ist.

Zusammenfassend 1468t sich sagen: Es handelt sich um eine hervorragend edierte
Monographie. Sie ist nicht nur fiir mathematik-historisch interessierte Leser zu empfeh-
len, sondern kann auch als Einfithrung in einige wichtige mathematische Gebiete angese-
hen werden. Ich kann sie uneingeschriankt empfehlen.

Erlangen H. Lange
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Theory Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-61787-6

From the reviews:

“This book presents a very
good introduction to combi-
natorics. It covers most
aspects of enumeration and
order theory ... This book
can warmly be recommend-
ed first of all to students

d in combi ics. A two course can also
be based on it” Publicationes Mathematicae Debrecen
Due January 1997

J.W.S. Cassels

An
Introduction
to the
Geometry
of Numbers

X, 344 pages.
Softcover DM 59,-
ISBN 3-540-61788-4

From the reviews:

“The work is carefully writ-
ten. It is well motivated,
and interesting to read, even if it is not always easy ... the
author has written an excellent account of an interesting
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An Introduction
to the Geometry
of Numbers

subject.” Mathematical Gazette
Due January 1997
P. Dembowski
o o
Finite
s Geometries

X1V, 378 pages.
Softcover DM 59,
ISBN 3-540-61786-8

From the reviews:

“The author deserves
unstinting praise for the
skill, energy, and
perseverance which he
devoted to his work. The
finished product confirms
what his many earlier
contributions to the subject of finite geometry have
already indicated, namely, that he is an undisputed leader
in his field” Mathematical Reviews
Due January 1997

An Introduction
to the Geometry
of Numbers

A.Dold

Lectures on

Algebraic Topology

1995. XIII, 377 pages. 10 figures.
Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58660-1

H. Federer

Geometric Measure
Theory

1996. X1V, 676 pages.

Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-60656-4

F. Hirzebruch

Topological Methods in
Algebraic Geometry
1995. X1, 234 pages.

Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58663-6

K. It6, H. McKean

Diffusion Processes
and their Sample Paths
1996. XV, 321 pages.

Softcover DM 59,~

ISBN 3-540-60629-7

T. Kato

Perturbation Theory for
Linear Operators

1995. XXI, 624 pages.

Softcover DM 59,

ISBN 3-540-58661-X

S. Kobayashi
Transformation Groups
in Differential
Geometry

1995. VIII, 182 pages.

Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58659-8

S. MacLane

Homology

1995. X, 422 pages. 7 figures.
Softcover DM 59,

ISBN 3-540-58662-8

Please order by
Fax: +49 - 30 - 827 87 - 301
e-mail: orders@springer.de

or through your bookseller

J. Lindenstrauss, L. Tzafriri
Classical Banach

Spacesland Il
Sequence Spaces;
Function Spaces
1996. XX, 432 pages.
Softcover DM 59,-
ISBN 3-540-60628-9

D. Mumford

Algebraic Geometry |
Complex Projective
Varieties

1995. X, 186 pages.

Softcover DM 59,—

ISBN 3-540-58657-1

C.-L. Siegel, J.K. Moser
Lectures on Celestial
Mechanics

1995. X1I, 290 pages.
Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58656-3

A. Weil

Basic Number Theory
1995. XVIII, 315 pages.
Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58655-5

K. Yosida

Functional Analysis
1995. XII, 501 pages.
Softcover DM 59,-

ISBN 3-540-58654-7

0. Zariski

Algebraic Surfaces
1995. XI, 270 pages.
Softcover DM s9,-

ISBN 3-540-58658-X

Prices subject to change without notice.
In EU countries the local VAT is effective.

Springer

Springer-Verlag, P. O. Box 31 13 40, D-10643 Berlin, Germany.
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Hermann Weyl
Die Idee der
Riemannschen
Flache

Hermann Weyls im Verlag B.G. Teubner
in Leipzig erschienenes Jugendwerk
»Die Idee der Riemannschen Flache«
war bahnbrechend fur die Entwicklung
der Mathematik des 20. Jahrhunderts.
Es ist aus Weyls Vorlesung vom Winter-
semester 1911/12 an der Universitat
Gottingen hervorgegangen.

Diese von Reinhold Remmert heraus-
gegebene Edition des mathematischen
Kultbuches aus dem Jahre 1913 wird
komplettiert durch aktuelle Essays
fuhrender Wissenschaftler und durch
biographische Materialien.

Der Herausgeber schreibt in seinem
Prodmium: »Weyl war 1912 seiner Zeit
voraus ... . An die Stelle der erfindungs-
reichen schdpferischen Phantasie eines
Riemann und Klein, die ein verheiBenes
Land suchte, tritt der systematische
Anbau auf sicher erworbenem Boden.
Das Werk mit seinem Reichtum an
Gedanken tragt den Keim zukunftiger
Entwicklung in sich; es bereitete den
Weg zur Theorie der topologischen,
differenzierbaren und komplexen
Mannigfaltigkeiten.«

Hermunn Weyl

Die Idee
der
Riemannschen Fldche

B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Stutgart - Leipzig

Herausgegeben von
Prof. Dr.

Reinhold Remmert
Universitat Munster

Mit Beitragen von
Prof. Dr.

Reinhold Remmert
Mdinster

Prof. Dr.

Michael Schneider
Bayreuth

Prof. Dr.

Stefan Hildebrandt
Bonn

Prof. Dr. Klaus Hulek
Hannover

Prof. Dr.

Samuel Patterson
Gottingen

1997. XIV, X, 240 Seiten
mit 7 Bildern.

16,2 x 23,5 cm.

Geb. DM 44—

OS 321,— / SFr 40,-
ISBN 3-8154-2096-2

(TEUBNER-ARCHIV zur
Mathematik, Suppl. 5)

B.G.Teubner Stuttgart - Leipzig

Postfach 801069 - 70510 Stuttgart




