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Over the years geoscientists have
realized the great complexity of
the earth and its environment. In
particular, the knowledge of the
geopotential field and its anomalies
has become an important issue. It
turned out that dedicated highly
accurate sensors, when operating
in an isolated manner have their
shortcomings.

Combining globally available space-
borne data with local airborne
and/or terrestrial observations is
therefore the way forward. At this
stage of development inverse
modelling of spaceborne geodata is
a mathematical challenge which
should include the numerical pro-
gress obtainable by modern multi-
variate approximation.

Preisinderungen vorbehalten.

These research notes are devoted
to a new and promising way of
recovering the geopotential from
spaceborne data. The presentation
covers:

e the current state of geopotential
determination by outer har-
monics and harmonic splines

e the introduction of harmonic
wavelets and the explanation of
their essential properties (i.e.,
basis property, decorrelation,
and fast computation

¢ the mathematical modelling of
(inverse) problems of satel-
lite technology (for example,
satellite-to  -satellite tracking,
satellite gradiometry) and their
solution by multiresolution regu-
larization

The numerical properties of the
resulting multiscale algorithms are
illustrated for the NASA, GSFC,
and NIMA Earth Geopotential
Model (EGM96)
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Dieses Buch gibt eine Einfiihrung in
Theorie und Anwendungen von
Differenzengleichungen und diskre-
ten dynamischen Systemen fiir
Studierende und Lehrende der
Mathematik. Es wendet sich auch
an Interessenten aus den Natur-,
Ingenieur- und Wirtschaftswissen-
schaften, die in ihrem Bereich mit
der Losung von Differenzenglei-
chungen oder der Modellierung
durch diskrete dynamische Syste-
me konfrontiert sind.

Die erste Hilfte des Buches behan-
delt neben einfilhrenden Grundbe-
griffen den Differenzenkalkiil sowie
detailliert die grundlegende Theo-
rie linearer Systeme und Differen-
zengleichungen einschlieBlich ihrer

Preisinderungen vorbehalten.
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Stabilititseigenschaften. Die zweite
Hilfte des Buches befaBt sich mit
nichtlinearen diskreten dynami-
schen Systemen und Differenzen-
gleichungen. Hier werden Stabili-
tdtskriterien mittels linearer Ap-
proximation und Liapunov-Funk-
tionen entwickelt und es wird ein
kurzer Uberblick iiber Chaos und
Fraktale gegeben. AbschlieBend
geht das Buch auf die neuere Theo-
rie positiver nichtlinearer Systeme
ein und behandelt Stabilititseigen-
schaften konkaver Systeme und
Differenzengleichungen nebst An-
wendungen in der Biologie und in
der Okonomie.

Das Buch enthilt neben der grund-
legenden mathematischen Theorie
auch viele illustrierende Beispiele,
Aufgaben und Anwendungen sowie
finf Computerprogramme in Tur-
bo-Pascal, mit denen der Leser
selbst Grafiken erstellen kann.
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The early development of the representation theory of
semisimple Lie groups: A. Hurwitz, I. Schur, H. Weyl

P. Slodowy, Hamburg

Any historical development takes place inside a complicated network of inter-
actions of the most various kinds. This is especially true of Hermann Weyl’s cele-
brated early work on the representation theory of compact and complex Lie groups
[34]. There is already an excellent account on this and later work of Hermann Weyl on
representation theory by Armand Borel [2] which deals with almost all the strands
that came together in Weyl’s papers. Also there is forthcoming work by Thomas
Hawkins on Weyl’s shift of interest from relativity theory to representation theory
[13]. The aim of this note is to pick up one of these strands leading from the works of A.
Hurwitz [17] and 1. Schur [22] to Weyl’s celebrated “character formula”. In our pre-
sentation we shall adhere to actual mathematical terminology and we have not made
any research into sources beyond published mathematical articles. Thus, from the
historical side our presentation may well leave open numerous questions.

1 The character formula

Herman Weyl’s formula for the character of the irreducible representation
L(\) with highest weight ) of a semisimple complex Lie group G reads:
S det (w)er Pt

wew

= S det (w)e()

weW

It may be viewed as the culmination point of a series of mathematical developments
starting in the last century. Before we are going into details let us explain the meaning
of this formula in present-day terminology (as to be found e.g. in the textbooks [1], [3],
[4], [5], [23]). To simplify our approach and to link it more to the essential technical
developments in the works of A. Hurwitz, . Schur, and H. Weyl, let us assume that G
is a compact Lie group with simply connected semisimple part, for example the uni-
tary group G = U(n).

Let T C G be a maximal torus of G. Then T = (S!)" where S' = U(1) is the
circle group and r the (reductive) rank of G, e.g. T = subgroup of diagonal matrices in
U(n), T = (U(1))". Any element of G may be conjugated into T (e.g. any element in
U(n) can be diagonalized by means of a unitary base change). Let P = Hom(T, S')
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denote the group of characters of T into S!. F ollowing established tradition we shall
identify P (via differentials at e) as a lattice Z" inside IR" = (LieT)" the dual
Hom (Lie 7', R) of the Lie algebra of T. Then the global character corresponding
to u € P is written in (formal) exponential form

et : T — S

Let us illustrate this in the case of G = U (n). We identify Lie T with IR” by

IR" — LieT
2mip;
(@1, 0n) +—>
27ip,
Then P =7Z" ¢ R" =~ (IR")*, and for
exp(2mip) )
,u=(m1,...,m,,),t= )
exp(27ip,)

we have

e (1) = exp 2mi(mypr + ... + mupy)).

Let Ng(T') denote the normalizer of 7 in G. Then W = N(T)/T is a finite group, the
“Weyl group” of (G, T') which acts naturally and faithfully as a euclidean reflection
group on P C IR". The reflection hyperplanes (“mirrors”) are defined as the ortho-
gonals to the roots of 7" in G which are defined as the characters o € P\{0} such that
the T-eigenspace

(LieG), := {X € LieG|4d()X = ¢*()X forall te T}
with respect to the adjoint representation

Ad : G — Aut (Lie G)
is non-trivial.

Let us consider the example (nJ (n). Let &; € P denote the i-th standard basis
vector of Z",i = 1,...,n. Then P = @ Ze;, and the set of roots is

i=
E={ea—gli#j}CP

The Weyl group W is isomorphic to the symmetric group S, acting by permutation of
the n coordinates on P.
In general, the set  of all roots can be partitioned, in many ways,

T=%tux-

into “positive” and “negative” roots, ¥~ = —X+ (eg. TF = {e; — gjli <j} in case
U(n)), and, correspondingly, a fundamental domain P, for the action of Won P
can be specified. The set P, is called the set of dominant weights and may be described
as follows:
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P+={ € P| ((a:)) N5y for all aEZ*}

where ( , ) denotes a W-invariant scalar product on R =P®zR.
Let p € P be an element of the form

1
. (5 > a> o
aest
where w is an arbitrary element in P%, i.e. fixed by W, or such that (a, w) = 0 forall
a € 2. Forall A € P one has

where P, = { u € P 25;";;‘)) € Nyoforalla € E*} is the “interior” of the fundamen-
tal domain P, .

In case G = U(n), we have with respect to the choices made and the usual
scalar product on IR"

n n
P, = {Zmﬁilmi > mi+1} , Piy = {Zmi5i|mi > mi—H}-

i=1 i=1
A convenient choice is
=n-De+(n—-2)2+...+&n1-

Let now L()) be the irreducible € — G-module with highest weight A € P*. Then
L()\) decomposes with respect to T into a direct sum of eigenspaces

L) = DL,

HEP

L), = {veL|tv= e*(t)v forallte T}.
The character value x,(¢) = trace (¢, L(\)) of £ on L(\) may be written

xa(t) =Y _dim L(X),e*(1)

HEP

and Wey!’s formula states

S det(w)e )

dim L(\) " = *&
2 dim LO),e" =5ty
wew

as functions on 7. Here we still have to add that det(w) is the determinant of w as a
transformation on P (det(w) = %1).
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Let us come back to our example G = U(n). Forany u = Y mje; € Pand

i=1
X1

Xn
we have

e“(t) :x’lﬂl R .x;"'l_

Let w = o be an element of W = S,,. Then

m n
ew(/‘)(l) - 'xa(ll) P x;"(n)

and

(Z det(w)e” (u) ) Z sign(o a(l) ~x;"(’;1)

weW gESy
mi my
Xl Xn
x'lnn xMn

In particular, for p=(n—1)e; +--- +¢,_; we obtain the discriminant (Vander-
monde)

(Z det (w)ew(”)) (1) = A(x1,..., %),

wew

x’l'" e xn-l

Thus, for a dominant weight \ = Z c€i, we have the following form of Weyl’s char-
acter formula =1
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xi1+(n—1) . xf,‘+("_l)

Cn C)

X P X n

— 1 n

xa(1) = 1) ) ’
xl e Xn

0 0
x] xn

a formula which had already been found by I. Schur in his dissertation (Berlin, 1901,
cf. [19] §23, formula (44)) where he had determined the irreducible polynomial repre-
sentations of GL,(C) as well as their characters (the above formula is just a rewriting
of “Schur’s character formula” involving the characters of GL,, (€) on the symmetric
powers S¢(C") by means of the Jacobi-Trudy-formula in the theory of symmetric
functions).

2 Adolf Hurwitz: The invariant integral on Lie groups
and the construction of invariants

The main objects of invariant theory in the last century were polynomial in-
variants and covariants. In present-day-terminology these relate to actions of a group
G on finite-dimensional complex vector spaces ¥ and W or to linear representations

p:G— GL(V) and p:G— GL(W).
An invariant f : V — € is a polynomial function f* € Q[V] satistying
f(gv) =f(v) forall veV andall geG.

A covariant ¢ . V — W is a G-invariant polynomial map ¢ € C[V] ®¢ W, i.e. ¢ sa-
tisfies

#(gv) =gop(v) forall veV andall geG.

In particular, any covariant ¢ may also be viewed as an invariant in the G-module
C[V] Rc W,

b€ (C[V] o W)°.!

! In most classical situations, the spaces ¥ and W are themselves spaces of (homoge-
neous) polynomials on some vector spaces U with G-action,

v =au), , W =C[U),

A covariant ¢ attaches thus to any form F € €[U],, a form ¢(F) € C[U], in a polynomial and
“covariant” way. If x|, ..., xy are coordinateson U and ay, . .. ,ap are coordinates on V (= coef-
ficients of the forms of degree m in the x;) then ¢(F) can be expressed as a polynomial in the g; and
x; satisfying the appropriate invariance condition. Since the geometry of the zero-set of F and
©(F) is untouched by a scalar factor, invariance is also often defined up to a character of G, i.e. a
power of the determinant in case G = GL(U). We shall neglect this modification without any
harm.

m
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For a finite group G, the most obvious way to construct G-invariants from arbitrary
elements (in a G-Module M) is given by averaging over the group:

1P =5 ¥ (@)

geG
forany P € M.

For certain infinite discrete groups an analogous summation procedure had
occurred in the works of Eisenstein, WeierstraB and Poincaré (elliptic and modular
functions, Poincaré series for automorphic functions and forms).

Adolf Hurwitz (1859-1919) had been familiar with this construction, as a
student of Felix Klein as well as a temporary student at Berlin. In particular, in his
thesis [15] he had made essential use of it in the foundations of the theory of elliptic
modular functions. If not through his immediate mathematical interests, at least
through his long-term friendship with David Hilbert (1862-1943), dating back to
common years at Konigsberg, Hurwitz may have been attracted to the field of in-
variant theory proper. After a first clarifying article on the basic setting of invariant
theory ([16]) containing, among others, a clear presentation of the representations of
linear groups on symmetric and alternating tensors as well as a generalization of
Hermite’s reciprocity law he submits a note to the “Konigliche Gesellschaft der
Wissenschaften zu Géttingen” with the title “Uber die Erzeugung der Invarianten
durch Integration” ([17]). In it he proposes to replace the summation in the aver-
aging process for finite, or suitable infinite groups by an integration procedure in the
case of “continuous” groups. His main concern is the classical situation, i.e. the
study of polynomial invariants under SL,(@) on the various spaces “of algebraic
forms in n variables”, i.e. on the symmetric powers S¢ (€") of the dual of C”.
However, by his approach he is naturally led to the consideration of “closed” sub-
groups of SL,(C).

As a start, he restricts to the real field and the special orthogonal group
G = SO,(IR) acting on IR" and the various symmetric poers. He views G as a com-
pact submanifold (“Gebilde”) of the euclidean space IR” = M,(IR) which thus in-
herits an induced Riemannian metric and associated volume form. Since, by right
multiplication, G acts orthogonally on,(IR), preserving the submanifold G, the
metric and volume form on G are also preserved. Thus he obtains, in actual terminol-
ogy, a right-invariant volume form dg on G:

/ f(gh)dg = / f(g)dg forall he G, fe C'G,R),
G G

/dg=M>O.
G

If F : § — Ris an arbitrary polynomial function on S = $(IR"), then the function
I(F) =J:S — IR defined by



Representation theory of semisimple Lie groups 103

J(a) = / F(ga)dg
G

is a G-invariant function on .2
Of course, the volume dg is easily normalized (by dividing by M), and then any
invariant F is reproduced

I(F)=F forall FeIR[S]°

Using Hilbert’s procedure [14], V, in his proof for the finite generation of polynomial
SL,(C)-invariants and replacing his differential Cayley operator by I this gives a
generalization of his proof to the situation at hand as well as to all situations where a
form dg with the above properties exists.

Before Hurwitz goes on to these other situations he first gives a completely
explicit formula for dg in terms of Euler-angles:

Forv=1,...,n—land ¢ € R (oryp € [0,27]) let E, () denote the orthogo-
nal transformation of IR”" fixing all coordinates x;,i # v,v + 1, and rotating the
(v,v + 1)-plane by the angle ¢. Then, with respect to some ordering of the M;L) pairs
i<jije{l,...,n}, thereis a function v : {(i,/)|i <j} — {1,...,n— 1} such that

n(n—1)

E:IRR — G
(4) — HEu(iJ‘)(‘Pij)
i<j
. Ny C . nln=1)
gives a parametrization of G (injective in a suitable subset of [0,27]72 7).
Neglecting a constant factor, Hurwitz obtains the following form for the pull

back of the volume form
E*(dg) = [ [ sin (y)" ey ,

i<j

in particular, for n = 2 we get

E*(dg) = dy12
and forn=3

E*(dg) = sin (¢23) dpra dpaz dprs.
The evaluation of an integral

I(F), for F e S‘IR")

is thus reduced to elementary trigonometric integrals.

Hurwitz now turns to the case of main interest, polynomial SL,(C)-invar-
iants on S¢(C"). He observes that, due to the non-compactness of SL,(C), the aver-
aging procedure

[ Fleards

2 Unfortunately, Hurwitz gives only a verbal proof of this result. It seems to us that his
set-up would require a left-invariant volume. Anyhow, the dg constructed is left-invariant, too,
and also transposition (or inversion) on G are trivially metric and volume preserving.



104 P. Slodowy

(for a suitable invariant volume dg) will diverge, in the general situation. However,
looking at € with its standard hermitian form as euclidean IR** Hurwitz concen-
trates on that subgroup G of SL,(€) which acts orthogonally onIR?, i.e. the special
unitary group SU,(@)which is of real dimension n2 — 1. As a closed subgroup of
S$0,,(IR) it admits a (right-) invariant metric and volume. Moreover, there is an
analogue of the Euler-parametrization for G

E:R" G
which extends to a complex-analytic parametrization
Eg: o SL,(C).

Thus, there is an explicit invariant integral

I(F)(a) = / F(ga)dg

G

for G = SU,(C), and any G-invariant polynomial on S = S¢ (€") is automatically
SL,(C)-invariant (by analytic continuation; note that the matrix coefficients of
g € SL,(C) on S are polynomials in those of g).

As in the case of the orthogonal group, Hurwitz determines the concrete form
of E*(dg) reducing the evaluation of /(F) to the computation of elementary integrals
and, in the case of the action of SL, () on binary forms, he derives formulas for / (F)
in terms of the coefficients of the form F.

In the final section the construction of an invariant integral® is extended to
arbitrary Lie groups. From our present understanding this is done by right or left
translation of a volume form on the Lie algebra of G. Due to the conceptual limita-
tions of his day Hurwitz has to restrict to Lie groups diffeomorphic to IR” or, alter-
natively, to “local” Lie groups. However, his arguments could well be extended to
arbitrary group manifolds. Of course, for non-compact groups the effectiveness of the
integral procedure

G/ F(ga)dg

to produce invariants depends on the convergence of that integral which may fail, in
most cases.

3 Issai Schur: Characters and the enumeration of invariants

Representation theory of finite groups as we understand it today originated
mainly in the work of G. Frobenius (1849-1917) at the end of last century (cf. [10],
[11]). In his efforts he was soon joined by his student, Issai Schur (1875-1941),
who, in the first decade of his mathematical career (1901-1911), contributed a

3 Hurwitz’ development may consistently be read as dealing either with right- or with left-
invariant volumes. Employing present-day conventions (on the composition order of maps) one
should consider right-invariant volumes.
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series of fundamental investigations to the new field. In his dissertation at Berlin
University (1901) Schur determined the irreducible polynomial representations of
GL, (more or less explicitly over the base field € of complex numbers but essen-
tially valid over an arbitrary field of characteristic zero). In particular, he devel-
oped a formula for their characters (cf. our first section) and a relation to the
representation theory of the symmetric groups. Other papers, partly in collabora-
tion with Frobenius, deal with basic questions on projective, real, or integral re-
presentations, and special attention is given to comprehensive explicit results in
case of the symmetric, alternating, and 2 x 2-linear groups over finite fields.
Whereas in the period (1911-1923) his mathematical interests spread out into var-
ious directions of analytic, algebraic or arithmetic nature Schur’s entrance into the
Prussian Academy of Sciences (since 1922 as a “successor” to his teacher, G. Fro-
benius, cf. [21]) may have brought him back to his origins* so that in 1924 he was
able to submit to the academy three extensive reports on a “new application of
integral calculus to problems in invariant theory” ([22]).

Schur begins his first paper (1. Mitteilung) with some improvements on Hur-
witz’ treatment of “projective invariants”, i.e. polynomial invariants of SL,(C) (a
more explicit proof of the “Zariski-denseness” of SU,(€) in SL,((), a simplification
of Hurwitz’ integral construction of SU,(C)-invariants, and an identification of that
procedure with Hilbert’s original differential 2-process), and then turns to the repre-
sentation theory and the counting problem (“Abzahlungsproblem”) of the special
orthogonal group SO,(IR). He recalls Hurwitz’ construction of the right-invariant
integral on SO,(IR) by means of the Euler parametrization, and in analogy to the
development for finite groups, he uses it to establish the basic properties of continuous
complex representations p: SO,(IR) — GL(V) and their associated characters
x : SO,(R) — €, x(g) = trace p(g), as there are:

« any such p is unitary with respect to a suitable hermitian scalar product on V,

« as a consequence, any such p is completely reducible, and

« up to “similarity” (conjugation in GL(V)) p is completely determined by its char-
acter x,

« with respect to the hermitian product

fihy = ({ f(g)h(g)dg
[dg=1, G = SO,(T),
G

on the space C°(G, €) of continuous functions we have the orthonormality relations
for irreducible (“einfache”) characters x and x':

(x,Xx') =6,y (Kronecker-Delta) .

4 It is very hard to get any information directly out of Schur’s papers about his motiva-
tions. Besides his relation to Frobenius also the book by E. Study on invariant theory [26] contain-
ing some polemic against his contemporaries may have had an effect on Schur (Study and Schur
had been colleagues at Bonn University for a short time, 1913-1916). At least in the case of
Hermann Weyl the role of Study’s book is acknowledged (cf. Borel [2], Hawkins [13]). See however
Hawkins [12] for the history of the counting problem and Schur’s position.
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Quite generally, the last point gives a way to calculate the dimension of the
space V¢ of fixed vectors in a representation p: G — GL(V) with character y, i.e.

dim V¢ = (x,1) = [ x(g)dg.
/

In particular, if one wants to “count” the linearly independent G-invariant homoge-
neous polynomials of degree k on V one has to compute

/ X (g)dg

G

where x¥ is the character of the induced action of G on the k-th symmetric power of
V* (or V since G acts orthogonally). Using Molien’s generating series (in the formal
variable z)

S 6) () K L
20 =

Schur gives some reformulations of that integral and finally some explicit computa-
tions for G = SO;(IR) and multihomogeneous invariants of m-tuples of bilinear
forms on IR, an example studied before by Study [24], [26]. Before closing his article
Schur extends Hurwitz’ right-invariant integral to the full orthogonal groups and
remarks that the general results of his paper apply to all cases of groups where Hur-
witz’ construction of the integral works. He underlines that the orthogonal groups are
not only quite relevant for applications but that the “Abziahlungsproblem” admits of
a “praktisch wirklich brauchbare” solution by means of his integral calculus.

More than an application of integral calculus to problems in invariant theory,
Schur’s second paper (“II: Uber die Darstellung der Drehungsgruppe durch lineare
homogene Substitutionen™) is an application of invariant theory to integral calculus.
In it he succeeds in determining the (continuous) irreducible representations of all
orthogonal groups, 0,(IR) and SO,(IR),their degrees and, apart form the “two-
sided” (“zweiseitige”) representations of S0O,,(IR), their characters.

The basic result from invariant theory used is the later so called “First Funda-
mental Theorem” (cf. Weyl [36]) for the orthogonal group going back to Study [25]
but reproved by Schur:

Let I = IR" denote the natural representation space of the orthogonal group
O,(IR) with invariant scalar product

VxV — R
(v,w) +— v-w.

Thenthe first fundamental theorem describes the O, (IR)-invariant polynomials of a set
of r vectors (vy, v2,...,v,),v; € V, or, in today’s terminology, the multi-graded ring

RV x...x V)’ = (RV]®...0 R[V])°
= P Ry, ©...0RV],)°
dy, . dy

where G = O,(IR) and IR[ V'], denotes the homogeneous real polynomials of degree d
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on V (alternatively, the k-th symmetric power on V* = V). The resultis thatforr < n
this IR-algebra is generated by the ’—('Zil—) algebraically independent contractions
Jap, 1 Sa<B<r,

Jog: Vx...xV — R,

Jog(viy. ., ) = vu-Ug
(scalar product of v, and vg). By means of Molien’s formula and in terms of generat-

ing functions this can be expressed as follows (f(z,g) = det (1 — zg) will denote the
characteristic polynomial of g on ¥ and p, the character of G on R[V] d)S:

(M) G/ ERETicr Py ([ patc)ett -

1

1 —zazp

S dim (R[], ®---® R[V],)% - zf =

dy-dy 1<a<p<r

This formula, evaluating all the integrals [ pg, (g) - - pa,(g)dg, d1,...,dr € INo, is
On(R
the cornerstone for Schur’s subsequent rea(so)ning.

In his thesis (1901) Schur had expressed the irreducible polynomial characters
of GL,(C) as determinants in selected symmetric powers py of the natural representa-
tion. Since the restriction of px to O, (IR) decomposes, Schur singles out the spherical
harmonics

qk = Pk — Pk-2

(corresponding to the subspace of S¥(¥) orthogonal to g. Sk=2(V), q denoting the

invariant symmetric bilinear form) and proposes once more a determinantal form for

the irreducible characters of SO, (IR) (we shall assume n = 2v + 1 odd from now on®).
For any set of integers &y > az > ... > o, > 0 he puts

qoy Goy+1 + G0y -1 o Gaj+v-1 t Gog v+l
qo,-1 Goy + Gay-2 o Gagtv-2 t Gay—v
Xay,y ooy = . . .
Goy—v+1  Gay-v+2 T qay—v - 9o, + Go,-20+2

(where gx = 0ifk < 0,g0 = 1,q1 = p1), and by extremely skillful manipulations with
determinants he is able to deduce the orthogonality relations

Xoi,omrow " Xy, By = Oy, By "+ 0w, B,
SOn(R)

5 This formula also holds for SO,(IR) as long as r < n. For r = n one has to take into
account the determinant of n vectors as an additional SO(IR)-invariant.

6 Actually, Schur proceeds by a subtle interplay between representations of O,(IR) and
S0,(IR) for arbitary n. Whereas this is nontrivial for even n, the direct product structure
0,(R) = SO,(R) x {£1}, for n odd, allows to read Schur’s presentation along our somewhat
simplified account. In this case, all characters are real valued, in addition!
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from formula (MS) in a purely algebraic way. A computation of the values of x4, . .q,
at the identity gives a positive number M,, ..., thus showing that they are irreducible
characters of that degree.

To prove the completeness of his set of characters Schur has to show that there
is no character v : SO,(IR) — IR such that

Y(8)Xay, ..., (8)dg = 0
SOn(IR)

forallay > ap > -+ > a, > 0 (westill keep the assumption n odd, n = 2v + 1). For
that he employs a method of dimensional reduction which, in a modified form, should
become central in Hermann Weyl’s approach and may be described, in present ter-
minology, as follows.

Any class function on G = SO,(IR) is determined by its restriction to the
maximal torus 7 = (S')” of 2 x 2-blockdiagonal rotations. In particular, a restricted
character v|7 decomposes as a finite sum of terms of the form

[al,...,a,,(g) = Z ei(ﬁlﬂ"l+"‘+ﬂy¢y)

(Bs -5 Bv)
where ¢, ..., ¢, are the rotation angles of g € T and where (4. . ., (,) runs over the
orbit of(av, ..., ) under the action of the group W = S, x (Z/2Z)" of permuta-

tions and sign changes of the ;. Conversely, he shows that all such orbit sums may be
obtained as finite linear combinations of the restricted characters
Xap,oo | TH1 = @2 > -+ >, > 0. Without providing further details he claims that
this leads to the completeness statement (“Dies ist gewiB richtig. ..”).”

The paper concludes with remarks on the rationality of the representations
constructed, the exterior powers of the natural representation, the group SO4(IR) and
some properties of the degrees of the irreducible representations.

Schur’s third paper (“III. Vereinfachung des Integralkalkiils. Realitétsfra-
gen”) takes up a problem discussed already in his second paper. (In the following,
we shall assume once more n = 2v + 1, for simplicity).

Any continuous class functiony on G = SO,(IR) is completely determined by
its restriction | - to the maximal torus 7" and yields an element in C°(T', IR) " ie.asa
function of the rotation variables ¢y, . . ., ¢, the restriction is invariant with respect to
permutations and sign-changes of the ;. Already in his separate discussion of the case
n = 3, Schur had found a function M € C°(T,IR)" such that

7 The argument may be easily completed as follows: For the restrictions to 7 one has a
linear expression

r = Z%)X(a)lr,c(a) eC,
(@)

(a) = (au,...,a,). This implies the equality
Y=Y X
(a)

for the class functions on G. Orthonormality then gives C(o) = 0 forall (a),ie.v=0.
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/ v(g)dg = / Y(p)M(p)dp
G T

reducing the three-dimensional integral on the left-hand-side to a one-dimensional
integral on the right. He had clearly seen the advantages of such a formula in the
general case (reducing an @-dimcnsional integraltoa v = [g]-dimensional one)
but had also been unable to deduce such a formula in a direct way. Now he provides
such a derivation as a consequence of his previous work on the irreducible characters.
Starting from a proposed formula for M, e.g.

v

M(pr,...,00) = [J(1 —cos o) [] (cos pa —cos 0s)’

a=1 1<a<f<v

for G = SO,,,1(IR), he has to check the formula
2m 2

/ +(g)dg = / ()M (1)dt = co / / (@0 M1,y ) .,
0 0

G T

for all class functions ~ (and a “natural” constant co). However, in his arguments for
the completeness of his system of irreducible characters he had seen that a dense
subspace of C°(T, IR) W was provided by the span of all products py, - - - pa, (charac-
ters of symmetric powers restricted to T'). Thus, by using once more the identity (M),
he has to show

M(t)dt B dg . 1
T/f(zl)t) "'f(Z,,,l) - G/f(zhg) "'f(zwg) - lgal;[gg, 1 —ZaZp ’

and he achieves this by essentially elementary means (Cauchy’s determinant formula
and an evaluation of one-dimensional trigonometric integrals).

For n = 2v + 1 this reduction can also be used for the full orthogonal group
05,+1(IR), i.e. for the integration over the second component of this group. In the case
n = 2v, the second component of O,(IR) requires a modification of the function M
(there is a reduction to v — 1 angular variables, now).?

As an application of the “simplified” integral calculus Schur rederives some
of Study’s enumerative numbers for the quaternary orthogonal group by means of a
quick integration. The article concludes with a precise determination of the reality
type of the irreducible representations of SO,(IR) (non-trivial only for n = 2v and
“two-sided” representations).

Already in the introduction to his second paper Schur comments on the re-
lated work of E. Cartan [7], [8] on the representation theory of the “infinitesimal”
semisimple Lie groups, pointed out to him by Hermann Weyl, and in an appended
footnote he acknowledges recent work of Weyl [33] providing a new approach to the
representation theory of the group SO,(IR) in a development of Cartan’s method.
Moreover, in a “note added in proof” at the same place he signals recent success of

8 Asfound out later (cf. Weyl [36]) the structure of M is the same as that for the symplectic
group in n — 2 dimensions.
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Weylin deriving Schur’s result in a shorter way at the same time applicable to a larger
class of groups. Actually, Schur’s third paper is already preceded by a note of Her-
mann Weyl to the Prussian academy [33] in which he sketches these new methods and
results. Thus, in the introduction to his third paper, Schur has to admit that Weyl has
found a direct geometric way to prove the integral formula for class functions and to
derive the whole representation theory of the rotation group in a direct analytic way
without recourse to invariant theory (as Schur had already done for » = 2 and 3).
Thus, Schur’s work had, by then, been completely superseded by Weyl’s simpler and
further-reaching methods. Nonetheless, when later Weyl undertook the construction
of the irreducible representations of the orthogonal groups in a purely algebraic way
(Weyl [36]) his development was based on the same invariant theoretic results (the
“First Fundamental Theorem”™) as was Schur’s. In this context, also the indebtness
of our two authors to R. Brauer should not go unnoticed: Schur acknowledges
Brauer’s help in the completeness proof of his second paper (cf. footnote 2 on p.
316 mentioning “Herrn stud. math. R. Brauer”) and Weyl gives Brauer a great share
for having obtained these results in (Weyl [36]) (cf. the introduction of loc. cit.).

4 Hermann Weyl: The integral and the character formula

Hermann Weyl (1885-1955) was educated as a student at Géttingen. With his
doctoral dissertation (1908) and his subsequent research topics he mainly joined Hil-
bert’s and his school’s investigations on the spectral theory of integral and differential
operators. As an outgrowth of his activity as a Gottingen-Privatdozent he already
published his first, highly influential book “Die Idee der Riemannschen Fliche”
(Weyl [27]) which, among other things, provided a first “rigorous” treatment of ab-
stract Riemann surfaces.

In 1913 Weyl took up a chair of mathematics at the ETH Ziirich and soon,
under the presence of Einstein’s developing theory of general relativity switched his
mathematical interests to the foundation, elaboration and generalization of Rieman-
nian geometry and relativity. Again, this led once more to a celebrated book “Raum,
Zeit, Materie” ([28]) as well as to more specialized publications like “Riemann’s Ha-
bilitationsvortrag” ([29]) or “Vorlesungen iiber das Raumproblem” ([30]). The es-
sence of the last mentioned “Raumproblem” is a differential-geometric characteriza-
tion of the orthogonal groups. As a result of E. Cartan’s independent contributions to
this problem ([9]) Weyl familiarized himself with Cartan’s and Killing’s fundamental
work on the structure and representations of the semisimple Lie algebras (e.g. Killing
[18], Cartan [6], [7], [8], cf. also Borel [2] and Hawkins [13] for further details).”

® In that context it should be pointed out that one of Weyl’s basic techniques in his own
proof (e.g. [30], 8. Vorl. u. Anhang 12) is the decomposition of a Lie algebra L into eigenspaces
(“Lénder”) with respect to the adjoint action of a diagonalisable element 2 € L (“Haupttransfor-
mation”). In case of a semisimple L (which is Weyl’s case, as easily derived e.g. like in Cartan [9])
and a “generic” 4 this leads to the Killing-Cartan decomposition of L into the direct sum of a
Cartan subalgebra and one-dimensional root spaces. In that sense, Weyl was familiar with one of
the fundamental techniques of the Killing-Cartan theory right from the start of his own investiga-
tions on the space problem.



Representation theory of semisimple Lie groups 111

As clearly stated by Weyl himself ([37]) and convincingly elaborated by Haw-
kins ([13], cf. also Borel [2]) his attempt to understand the nature of “fields on space-
time” or of “natural” or “covariant quantities” on (differentiable) manifolds
M constituted his basic motivation for the study of representation theory. In present-
day terminology such fields are just sections of vector bundles associated to linear
representations of the structure group G of the frame bundle F (M) of M. By combin-
ing Cartan’s infinitesimal constructions ([7]) with Schur’s argument for complete
reducibility ([22], I) and his own topological arguments for the simple connectivity
of the special unitary groups SU(n),n > 2, Weyl could show in[32] that all irreducible
(differentiable) linear representations of SL, (and, essentially also of GL,) could be
realized by their induced actions on subspaces of tensors of the natural representation
given by distinguished symmetry conditions. It is this fact which constituted for him
“the true mathematical basis of tensor calculus”[32].'° Already before, in [31] he had
reduced these symmetry conditions to those given by the Young-Frobenius idempo-
tents, thus making contact with the Frobenius-Schur methods in representation the-
ory (cf. Hawkins [13] for more details).

In view of this development it may have been quite natural for Schur to pro-
vide Weyl with his subsequent papers ([22], II, III) before publication. As discussed
above, Schur’s third paper had been dedicated to a derivation of the following funda-
mental “class integral formula”

/ +(g)dg = / () M()d
G T

for a class function v on SO, (IR) and a certain auxiliary function M on the maximal
torus T C SO,(IR). It is this integral formula (including the explicit form of M) for
which Weyl was now able to give a completely lucid geometric derivation, uniformly
valid for all semisimple (complex or compact) groups. He first sketched this in a letter
to Schur ([33]) and then finally elaborated this, together with other basic results in his
three great papers ([34]).

Weyl’s letter consists of four sections:

1) an introduction,

2) the derivation of the integral formula for the unitary groups,

3) the derivation of the character and dimension formula for the unitary groups,
4) a sketch of 3) (and 2)) for the general semisimple case.

In addition, the formulas for the classical groups (“orthogonale und Kom-
plexgruppe”) are explicitly stated in sections 2) and 3).

19 A5 the history of physics has shown, the “naturality” of the fields associated to the full
frame bundle F (M) has been superseded quickly. Dirac’s relativistic wave equation deals already
with spinor fields associated to the finer spin structure underlying a (semi-)Riemannian manifold
and thus with the “spin representations” discovered by Cartan [7]. Moreover, today’s particle
physics deals with fields associated with abstract principal bundles P on M, the structure group
G being now the group of “internal symmetries”.
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Weyl’s specific arguments in sections 2) and 3) exhibit already the general
structure in such a transparency that we shall describe them, once more as in our
section 1 above, from our present-day point of view.!! In particular, we assume his
basic results of [34] on general semisimple groups established, like e.g. the existence of
a simply-connected compact real form G with maximal torus 7' , character lattice P
and Weyl group W for every semisimple type.

The derivation of the class integral formula is obtained in three steps:

« Any element in G is conjugate to an element in 7' This fact is well-known for the
unitary and orthogonal groups, easily provided for the symplectic group (in [34], II,
§1), but requires some differential-geometric arguments (as under the subsequent
third point) in the general case (cf. [34], IV, §1).

» Weyl regards the coset space G/T as an abstract manifold admitting a (G-left in-
variant) volume element. The basic fact is here the existence of a T-invariant volume
element on the tangent space of G/T at T. Weyl identifies this space with the sum of
the root spaces

PLieG),"

a€l

and derives the invariant volume from the occurence of positive and negative roots in
pairs. The measure d g on G/T may henceforth be normalized to

dg=1.
G/T
« Finally, Weyl compares the volume element (dg) x (dt) on G/T x T (here, dt de-

notes the normalized “angular” measure on the torus 7") with the normalized volume
dg on G under the conjugating map

k: (8T, 1) — gtg™!,

or, in other words, he computes the Jacobian J(g7, ) of this map. He obtains the
expression

16T, 0 = [ ) - ),
Q€Y
or,

J(1) = A(r). A(2),

where

! For some readers not familiar with the theory of semisimple Lie algebras even Weyl’s
elaborated treatment of the unitary case in [34] may seem somewhat sketchy. For those we may
recommend Weyl’s exposition in [36], Chap VII, which, to our knowledge, is the most detailed one
given by himself.

12 This is, strictly speaking, the complexified tangent space.
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A = H (ea/z _ e—a/2)13

aest

is the “Weyl-denominator”.
Integration over a class function f : G — € gives now

__ b NP AL
G/ f(g)dg = 4 Z F(O)A()A(t)dr.

In view of this formula and Schur’s orthogonality relations, the determination of the
set of (potential) irreducible characters turns out to be an elementary combinatorial
task. By definition, any such character (when restricted to T) is a finite W-invariant
Fourier series

x e Z[P)Y c cXT,@)".

To find an orthonormal system of such functions with respect to the hermitian pro-
duct

(f h) = / £(@)R(@)dg
G

is the same as to find an orthonormal system in Z[P) W with respect to

(fsh)a 3=|71V—l/f(t)A(t)h(t)A(t)dt.
T

However, multiplication by A induces a Z-linear isomorphism between Z[P)” and

Z[P] W.~ the W-anti-invariant Fourier series (for the derivation in the general case, cf.

[34], IV, §3), and _an orthonormal basis with respect to the “usual” product

(f,h) — ﬁ [ f(t)h(t)dt on Z[P] ¥.~ is given by the elementary anti-invariant sums
T

Ap) =) det(w) e,
wew

u running through the interior P** of a fundamental domain for W on P. Thus, a
potential set of irreducible characters is given by the set of

A\ +p)

X2 = A )
X runs through P+ and A = A(p) is the “smallest” anti-invariant (“Weyl-denomina-
tor identity”).

It remains to be shown that the x describe actual characters. For that, Weyl
has to refer to Cartan [7], where for any XA € P* an irreducible representation with
highest weight ) (corresponding to the “leading term” e” in x») is constructed. The
coincidence of the characters is then quickly deduced.

where

13 Note that A is still an element of Z[P] (cf. Weyl [34], IV, §3).
14 The factor 1/|W| is nowadays interpreted in terms of the mapping degree of x. Weyl's
treatment of it remains formal.
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As a final result, by specializing the character formula, Weyl obtains a for-
mula for the dimension of the module corresponding to A

[I (A+p,a)
dim L(A) = % )

aext

where (, ) denotes a W-invariant scalar product on P.

In contrast to the elegance of his basic arguments, Weyl was not pleased about
his dependence on Cartan’s explicit constructions.Thus, already in a footnote to [33]
he envisages a uniform construction of all irreducible representations by establishing
a “completeness relation” for the characters. In [34], IV, §4, he elaborates on that.
However, the definite breakthrough had to wait until his Jjoint work with F. Peter
([35]) on the decomposition of the regular representation of G, another cornerstone in
the development of the representation theory of Lie groups.
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Die Entdeckung der Analogie zwischen
Zahl- und Funktionenkorpern: der Ursprung
der ,,Dedekind-Ringe*

P. Ullrich, Miinster

Algebraische Erweiterungen des Korpers der rationalen Zahlen und algebraische
Erweiterungen des Korpers der rationalen Funktionen in einer Unbestimmten wei-
sen subtile Ahnlichkeiten auf. Diese Analogie zwischen algebraischen Zahl- und al-
gebraischen Funktionenkérpern hat die Entwicklung von groBen Teilen der moder-
nen ,abstrakten* Mathematik, speziell der algebraischen Geometrie, entscheidend
beeinfluBlt und teilweise sogar erst motiviert, vergleiche etwa den Artikel [37] von
Serge Lang (*1927).

Der folgende Text soll ein wenig genauer ausleuchten, wie diese Analogien
zundchst auftraten, insbesondere bei Leopold Kronecker (1823-1891) und Karl
Weierstral3 (1815-1897), bei Richard Dedekind ( 1831-1916) und Heinrich Weber
(1842-1913), welche Bedeutung sie fiir diese Mathematiker hatten, wie sie von de-
ren Zeitgenossen und Nachfolgern rezipiert und zuletzt in der Sprache der abstrak-
ten Algebra formalisiert wurden. Um hierbei sowohl mathematisch als auch histo-
risch auf der sicheren Seite zu sein, sei stets vorausgesetzt, dal die Korpererweite-
rungen nicht nur algebraisch, sondern sogar endlich sind und daB im Funktionen-
korper-Fall der Grundkdrper gleich dem Korper @ der komplexen Zahlen ist (und
der Fall einer Unbestimmten vorliegt).

Das Augenmerk gilt dabei speziell der Arithmetik in den jeweiligen Ganz-
heitsringen, insbesondere der Idealtheorie: Die »ganzen® Elemente eines Zahl- oder
Funktionenkorpers — diejenigen, die eine polynomiale Gleichung mit Leitkoeffi-
zient 1 iiber den ganzen Zahlen bzw. den Polynomen in der Unbestimmten erfiillen
— bilden einen Ring. In Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Elementaren Zah-
lentheorie 146t sich jedes Ideal in solch einem Ganzheitsring als (eindeutig bestimm-
tes) Produkt von Primidealen schreiben.

Fiir den Zahlkérper-Fall hatte Ernst Eduard Kummer (1810-1893) diesen
Satz bereits 1846 in der Sprache seiner ,,idealen Zahlen“ gezeigt [34], [35] (zur Da-
tierung siehe auch [36, Bd. 1, S. 4, FuBnote 2]). Einen analytischen Beweis fiir den
Funktionenkérper-Fall gab WeierstraB seit dem Sommer 1869 in seinen Vorlesun-
gen iiber die ,, Theorie der Abelschen Functionen®, vgl. [56, Kap. 19]. Formulierung
und Beweis in der Sprache der Ideale finden sich 1879 bei Dedekind fiir Zahlkorper
[6, § 173]; dieser iibertrug auch 1880 gemeinsam mit Weber die Beweismethode auf



Die Entdeckung der Analogie zwischen Zahl- und Funktionenkoérpern 117

Funktionenkérper [10, §9]. Die Axiomatisierung zum Konzept des ,,Dedekind-
Ringes*, die die Essenz der Beweise herausdestilliert, erfolgte jedoch erst fast ein
halbes Jahrhundert spiter in einem 1927 veréffentlichten Artikel von Emmy Noe-
ther (1882-1935) [45].

1 Zahl- und Funktionenkorper

Das Ende der zu erzihlenden Geschichte ist damit recht genau festgelegt;
der Anfang verliert sich jedoch im Dunkel: So findet sich Anfang des 19. Jahrhun-
derts bei Niels Henrik Abel (1802-1829) und Evariste Galois (1811-1832) selbst
vom Korperbegriff nur eine vage Vorstellung. Ab der Jahrhundertmitte spricht
Kronecker schon deutlicher von ,,Rationalitéts-Bereichen®, welche, in moderner
Terminologie, sowohl Zahl- als auch Funktionenkorper sein konnen (etwa [32,
§1]). Der Terminus ,,Korper® findet sich 1871 bei Dedekind, und zwar im
X. Supplement zu den ,,Vorlesungen tiber Zahlentheorie“ von Peter Gustav Lejeu-
ne Dirichlet (1805-1859), hier allerdings ausschlieBlich fiir Unterkérper von € [5,
S.224], und 1880, in der gemeinsamen Arbeit mit Weber, iibertragen auf die Situa-
tion algebraischer Funktionen [10, S. 182 bzw. 239].

Was diejenigen Analogien zwischen Zahl- und Funktionenkorpern betrifft,
die iiber die bloBe Definition eines ,, Kérpers* hinausgehen, so ist es natirlich reiz-
voll — aber leider auch recht miiBig — zu spekulieren, womit Galois sich in der letzten
Zeit seines Lebens beschiftigt hatte, vielleicht mit etwas, was wir heute als ,,Rie-
mannsche Flichen® kennen und auf das er seine neuentwickelte Galois-Theorie an-
wendete? In jenem beriihmten Brief vom Abend vor dem Duell duBert er sich ja nur
sehr knapp dariiber und spricht von der ,,théorie de 'ambiguité®, also der ,,Theorie
der Unbestimmtheit“ [14, S. 32, auch S. VIII-IX]. - Jedenfalls hatte er sich 1830 mit
der Ubertragung der von Carl Friedrich Gau83 (1777-1855) entwickelten Theorie
der Potenzreste von den ganzen Zahlen auf Polynome iiber einem endlichen Korper
befaBt [13], wie iibrigens sechsundzwanzig Jahre spater auch Dedekind [3]. -

Im Jahre 1850 verdffentlichte dann Victor Puiseux (1820-1883) seinen Arti-
kel [47], in dem er algebraische Funktionen an Verzweigungsstellen in Potenzreihen
mit gebrochenen Exponenten entwickelte und sich dementsprechend mit der Mo-
nodromiegruppe der Funktion bzw., in anderer Sichtweise, mit der Galois-Gruppe
des zugehorigen Funktionenkdrpers auseinandersetzen muBte. Der Name ,,Galois
tritt in dieser, immerhin iiber einhundert Seiten langen, Arbeit jedoch nicht auf, ob-
wohl Galois’ entscheidende Arbeiten 1846 endlich in Joseph Liouvilles (1809-1882)
,Journal de mathématiques pures et appliquées® veroffentlicht worden waren, vgl.
[14, insb. S.33]. Den expliziten Bezug zwischen Galois-Theorie und algebraischen
Funktionen stellte erst Charles Hermite (1822-1901) ein Jahr spéter in einer Comp-
tes-Rendus-Note [20] her, in der er bewies, daB3 die von den Verzweigungsstellen
der algebraischen Funktion herkommenden lokalen Monodromien genau die ratio-
nalen Funktionen in der Unbestimmten unverindert lassen, also die Galois-Grup-
pe des Funktionenkdorpers erzeugen [20, Théoréme I, IT].

Mit diesen knappen Bemerkungen zur Galois-Theorie im Zahl- und Funk-
tionenkorper-Fall soll es hier sein Bewenden haben, nicht nur, um sich genauer der
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Idealtheorie der Ganzheitsringe zuzuwenden, sondern auch, weil beziiglich der Ga-
lois-Theorie nach 1850 guten Gewissens auf die umfassende Darstellung [41] ver-
wiesen werden kann.

2 Leopold Kronecker

Der erste, der beim Rechnen in Ganzheitsringen auf die Parallelitit zwi-
schen Zahlkérpern und Funktionenkérpern offentlich hingewiesen und sie auch
mathematisch ausgenutzt hat, scheint Kronecker gewesen zu sein, und zwar in ei-
nem Vortrag ,,Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variablen“
am 16. Januar 1862 vor der Berliner Akademie. Publiziert wurde der Text aller-
dings erst neunzehn Jahre spiter im ,,Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik“ [31]. Kronecker hat zu dieser Veroéffentlichung im August 1881 eine ,,Vor-
bemerkung® [31, S.301-305 bzw. 195-200] geschrieben, der man Einzelheiten der
Entstehungsgeschichte entnehmen kann (siehe auch [10, S. 182 bzw. 239, FuBnote]
und [1, S. 370]):

Die Geschichte beginnt eigentlich schon im Jahre 1857, in dem Kronecker
sich, modern gesprochen, mit der Existenz von Ganzheitsbasen in Zahlkdrpern be-
schaftigte — also von Basen des Rings der ganzen Elemente des Zahlkorpers iiber
den ganzen Zahlen —, und gerade erkannt hatte, daB es hierbei im allgemeinen nicht
moglich ist, als Basiselemente nur Potenzen eines festen Elementes zu wihlen, son-
dern da man fiir die Basis beliebige Elemente des Rings zulassen muB [31,
S.302-303 bzw. 196-197). Im Jahr zuvor war Karl Weierstral3, ausgewiesener
Funktionentheoretiker seines Zeichens, nach Berlin berufen worden, und die bei-
den standen, nach Kroneckers Worten, ,,in regem persdnlichen Verkehr* [31, S. 303
bzw. 197]. WeierstraB kdmpfte zu jener Zeit um die Losung des Jacobischen Um-
kehrproblems fiir beliebige Abelsche Integrale, und zwar gegen Bernhard Riemann
(1826-1866) (vgl. etwa auch [40, S. 229-231]): Im Sommer 1857 reichte Weierstra3
bei der Berliner Akademie eine Arbeit iiber dieses Thema ein; bevor diese aber ge-
druckt wurde, stellte sich heraus, daB im »Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik“ Riemanns ,, Theorie der 4bel’ schen Functionen® [48] erscheinen wiir-
de, woraufhin WeierstraB seine Arbeit zuriickzog, auch weil ihm fiir seinen Zugang
noch einige Aussagen iiber algebraische Funktionen fehlten (vgl. [S6, S. 9-10]).

Als Kronecker nun WeierstraB iiber seine Untersuchungen zu Ganzheits-
basen in Zahlkorpern berichtete [31, S. 303 bzw. 197],

»da forderte er [= WeierstraB] mich [= Kronecker] auf, dieselben Principien auf alge-
braische Functionen einer Variablen anzuwenden, um womdglich auch dabei die ana-
logen umsténdlichen Betrachtungen entbehrlich zu machen, welche bei der Behand-
lung der Integrale algebraischer Functionen . .. zunichst erforderlich erscheinen.

Kronecker tat dies: Er iibertrug seine fiir Zahlkorper gefundene Methode
zur Konstruktion von Ganzheitsbasen auf den Fall eines Funktionenkérpers, be-
trachtete fiir Elemente dieses Korpers deren Diskriminante und zerlegte sie, analog
zur Zahlkorper-Situation, in einen ,,wesentlichen Factor — der hier von den Ver-
zweigungspunkten herkommt — und einen ,,ausserwesentlichen Factor* — der von
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den mehrfachen Punkten herkommt —. Weiterhin zeigte er, daB man nach einer ge-
eigneten rationalen Transformation annehmen kann, daB im Endlichen nur ge-
wohnliche Doppelpunkte liegen [31, §3], vgl. auch [1, S.373-375]. Damit besall
Kronecker einen algebraischen Beweis derjenigen Aussagen iiber die Diskriminan-
te, die Riemann im Paragraphen 6 seiner ,, Theorie der Abel’ schen Functionen® [48]
aus den analytischen Reihenentwicklungen hergeleitet hatte (wobei letzterer einen
Beweis nur fiir gewdhnliche Doppelpunkte gegeben hatte, weil er davon ausging,
die anderen als ,,Grenzfille“ dieses Falls behandeln zu konnen [48, S. 126127 bzw.
144-145], was aber nicht einmal dem Riemann-Verehrer Felix Klein (1849-1925)
als Begriindung hinreichte, vgl. [29, S. 150-151]).

Kronecker iibergab WeierstraBl im Oktober 1858 eine Ausarbeitung seiner
Ergebnisse [31, S.303 bzw. 197], informierte auch Riemann [31, S. 305 bzw. 199]
und trug, wie erwihnt, 1862 vor der Berliner Akademie iiber dieses Thema vor.
Das Manuskript wurde jedoch in jenem Jahr nicht verdffentlicht, da Kronecker mit
anderen Arbeiten befaBt war. Spiter machten dann, nach Kroneckers eigenen
Worten [31, S. 303 bzw. 197-198],

,,die weiteren Ergebnisse ... [der] Weierstrassschen analytischen Untersuchungen . ..
meine beziiglichen algebraischen in meinen Augen {iberfliissig . . . und [lieBen] mich . ..
von der Publication abstehen . ... Herr Weierstrass gelangte némlich zu einer wirk-
lichen Darstellung der von ihm so genannten Primfunctionen — welche den Kummer -
schen idealen Primfactoren entsprechen — in transcendenter Form, und damit wurde
das eigentliche Fundament der Theorie der algebraischen Functionen bloss gelegt und
jede auf algebraische Mittel beschrankte Behandlung iiberholt.

Seinen an der Zahlkorper-Situation orientierten Zugang zu den algebrai-
schen Funktionen hielt Kronecker jedoch nicht verborgen, sondern behandelte ihn
in seinen Vorlesungen seit 1865 [31, S. 301-302 bzw. 195-196]. In wie weit dies zur
Verbreitung dieses Ansatzes beitrug, soll jedoch dahingestellt bleiben: Zum einen
besaB er die Eigenheit, seinen Horsaal schnell bis auf einen ,,Kreis der Eingeweih-
ten® [30, S. 213] zu leeren. Zum anderen bestehen Diskrepanzen zwischen der Erin-
nerung auch dieser ,,Eingeweihten* und der von Kronecker. So nennt er Zeugen
fiir das Vortragen seiner Resultate [31, S. 301 bzw. 195-196]:

,, Unter meinen Zuhorern von 1865/66 befanden sich die Herren Brill, Kiepert, Liiroth,
Schwarz, .. .“.

Georg Cantor (1845-1918) berichtete jedoch am 16. Feburar 1882 brieflich an De-
dekind (zitiert nach [12, S. 252]):

,[Ich] erfuhr ..., dass Liiroth und Brill, welche Kr[onecker] in seiner letzten Abhand-
lung iiber die ,,Discriminanten® [= [31]] in der Einleitung nannte, erkldren, diesen Ge-
genstand in der Untersuchung und Ausfithrung wie Kr{onecker] behauptet nicht bei
ihm gehort zu haben.

(Bezeichnenderweise schreibt Alexander (von) Brill (1842-1935) in seinem 1893 ge-
meinsam mit Max Noether (1844-1921) fiir die Deutsche Mathematiker-Vereini-
gung verfaBten ,Bericht iiber die Entwicklung der Theorie der algebraischen
Functionen in lterer und neuerer Zeit“, Kronecker habe seinen Zugang ,.seit
1870/71["] in Vorlesungen mitgeteilt [1, S. 370].)
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3 Karl Weierstrafl

Kronecker hatte seine Resultate aus dem Jahre 1858 sowohl Riemann als
auch WeierstraB zur Verfligung gestellt, wobei letzterer davon »Dei seinen analy-
tischen Untersuchungen Gebrauch machen konnte® [31, S.303 bzw. 197]. Diese
schritten aber in der schon erwihnten Weise so weit voran, daBl WeierstraB sich
vom algebraischen Zugang frei machen und mit analytischen Methoden zeigen
konnte, daB sich jede rationale Funktion R(x,y) auf dem durch die algebraische
Gleichung f(x, y) = 0 gegebenen »algebraischen Gebilde* — also jedes Element des
zu f(x,y) = 0 gehorenden Funktionenkérpers — als endliches Produkt von (mehr-
deutigen) ,,Primfunctionen“ E (X, 5 Xy, 0, X1, y") schreiben 14Bt, d.h., von Funk-
tionen, die nur an der einen Stelle (x,, »v) Null und an der einen Stelle (x!,y!) Un-
endlich werden und zwar jeweils von erster Ordnung [56, S. 390]:

R(x,) = R(ao, bo) E(x,y) [ ECx, %3 %0, y1, X1, ")

v=1

mit (ao,bo) fest vorgegeben, E(x, y) ohne Null- und Unendlichkeitsstelle und
(X, yy) die Null- und (x/, y,,) die Unendlichkeitsstellen von R(x,y). An dieser Stel-
le sollen nicht die genaue Gestalt der »Primfunctionen® und der Beweis des Resul-
tats interessieren, ebensowenig, daB WeierstraB mittels dieser Primfaktorisierung
das Abelsche Theorem beweisen und das Jacobische Umkehrproblem fiir beliebige
Abelsche Funktionen analog 18sen konnte wie Jahre zuvor das fiir hyperelliptische
Integrale. (Dazu konsultiere man etwa seine »vorlesungen iiber die Theorie der
Abelschen Transcendenten® [56, Kap. 19 und 22] bzw. als Sekundirquellen [1,
S.429] und [28, S. 531-533].)

Beachtenswert ist jedoch, wie er selbst sein Resultat kommentierte, etwa in
der 1902 publizierten Werksausgabe dieser Vorlesungen, deren Text auf die Jahre
1875/76 zuriickgeht [56, S. V). Hier heiBt es im AnschluB an das obige Resultat [56,
S.391-393]:

»Diese Sitze bieten eine bemerkenswerthe Analogie mit solchen aus der Zahlen-
theorie dar. Zunichst gilt im Gebiete der reellen ganzen Zahlen der Satz, dass jede
Zahl entweder selbst nicht in Factoren zerlegbar ist oder aus solchen unzerlegbaren
Zahlen durch Multiplication gebildet werden kann. . . .

Es wurde nun versucht, diese Zerlegung auf die verallgemeinerten complexen gan-
zen Zahlen, die ganzen algebraischen Zahlen, auszudehnen. .. . Die ganze algebraische
Zahl ¢(a) wird eine Primzahl genannt, wenn sie sich nicht als Product zweier Zahlen
derselben Art darstellen ldsst, von denen keine eine Einheit ist. Es fand sich aber, dass
das Product zweier so definirten Primzahlen noch durch andere dem betrachteten Ge-
biete angehdrige Zahlen, als diese selbst, theilbar sein kann. . ..

Diesen Ubelstand beseitigte Kummer durch Einfithrung der sogenannten
idealenPrimfactoren....

In der Functionentheorie versteht man unter Primfunctionen solche, die an je ei-
ner Stelle von der ersten Ordnung unendlich gross werden und verschwinden. Wenn
der Rang [= das Geschlecht] des algebraischen Gebildes gleich Null ist, so ldsst sich je-
de rationale Function des Paares (xy) mittels Multiplication aus Primfunctionen bil-
den, die ebenfalls in (xy) rational sind. Ist aber der Rang groBer als Null, so giebt es
im Gebiete [= Kérper] der rationalen Functionen des Paares (xp) keine Primfunctio-
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nen; man muss unter den transcendenten Functionen solche aufsuchen, welche nur an
einer Stelle unendlich gross werden und an einer Stelle verschwinden und sich den ra-
tionalen Functionen moglichst eng anschliessen. Dies sind die Functionen
E(xy;xyyv,x.,y.), als deren Product, wie gezeigt worden ist, sich jede rationale
Function des Paares (xy) darstellen ldsst, wenn man noch eine Function E(xy), die
nicht verschwindet und nicht unendlich gross wird, als Factor hinzunimmt.

Die Functionen E(xy) sind mit den Einheiten in der Theorie der complexen Zah-
len zu vergleichen. Denn nach der obigen Definition ist eine ganze algebraische Zahl
eine Einheit, wenn ihr reciprocer Werth ebenfalls ganz ist. Ebenso ist die Function
E(Ly) von derselben Beschaffenheit, wie E(xy) selbst, da E(xy) an keiner Stelle Null
oder unendlich gross wird.

Es hat sich nun im vorigen Kapitel ... ergeben, dass jede Function E(xy) aus 2p
speciellen Functionen

E(xy); und E'(xy)s B=12,...p)

durch Multiplication erhalten werden kann, sodass stets

) !
E(xy) = [J{IEC) o [E'(o0)) 7}
B=1
ist. Entsprechend giebt es in der Theorie der algebraischen Zahlen ¢(c) eine geschlos-
sene Anzahl Einheiten E; (@), E2(«),. . . E,(c), aus denen sich alle iibrigen in der Form

El'(a),EX(a),..-E¥ (@)

zusammensetzen lassen, wobei die Exponenten pui, p2,... @, ganze positive Zahlen
oder Null sind.

Sowohl fiir die idealen Primfactoren, wie fiir die Einheiten in der Theorie der alge-
braischen Zahlen findet sich also bei den rationalen Functionen des durch eine alge-
braische Gleichung verbundenen Paares (xy) ein Analogon.®

Bedeutsam fiir die Verbreitung der Einsicht in die Analogie zwischen alge-
braischen Zahlen und algebraischen Funktionen durch WeierstraB3 war zum einen,
daB er wesentlich mehr Hérer als etwa Kronecker hatte — Adolf Kneser
(1862-1930) erwdhnt ,[z]weihundert Jinglinge® [30, S.211] in Weierstra® Vor-
lesung, wihrend er in bezug auf Kronecker vom schon erwihnten ,, Kreis der Einge-
weihten® spricht —. Zum anderen wies Weierstra3 aber auch nicht nur bei dieser ei-
nen Vorlesung 1875/76, sondern immer wieder auf die Parallelitét hin:

In einer Ausarbeitung der Vorlesung aus dem Wintersemester 1881/82 iiber
die ,, Theorie der Abel’schen Functionen® [55], die A. Ramsay auf der Basis von
(wohl teilweise wortlichen) Mitschriften anderer anfertigte (vgl. [55, S.59]), findet
sich der folgende Passus im AnschluB an die Darstellung der Einheiten [55,
S. 205-208]:*

,,Dabei offenbart sich nun eine sehr grosse Analogie mit der Zahlentheorie.
In dieser Theorie zeigte sich, sobald auch complexe Zahlen mitgenommen wurden,
dass es noch nothwendig war andere Grossen einzufiihren als Einheiten als die, die ra-

* Mein Dank gilt dem Institut Mittag-Leffler, Djursholm, fiir die withrend eines Auf-
enthalts im Oktober 1996 gewihrte Gastfreundschaft und fiir die Publikationsgenehmigung fiir
die Quelle [55].
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tional aus i gebildet waren. Es zeigte sich dass man Einheiten o in der Zahlentheorie
hinein ziehen miiBte, Einheiten, die die X* Wurzeln der Einheit waren oder rational
aus solchen sich zusammensetzen liess[en] und deren Norm gleich eins war; dies wurde
von Kummer gemacht. Und gerade diese Einheiten sind mit den oben mit E bezeich-
neten Functionen zu vergleichen. — Es zeigte sich sofort, dass . .. nur eine geschlossene
Anzahl solche Einheiten existiert.

Eine ganze Zahl von den o wurde eine Zahlgrésse der Form ko) + ... genannt,
deren Norm eine ganze Zahl ist, und Primzahl eine solche Grosse, deren Norm eine
nicht zerlegbare Zahl ist. Aber jetzt zeigte sich durch die Untersuchungen von Kum-
mer, dass solche Definitionen sich nicht aufrecht erhalten lassen, in dem die fiir ge-
wdhnliche Zahlen geltenden Sitze iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung in Factoren
und dergleiche nicht jetzt iibertragen werden kénnen. Dadurch wurde man zur Auf-
stellung des Begriffes der idealen Primzahl gefiihrt. Das charakteristische fiir die idea-
len Zahlen ist, dass sie nicht mehr rational in den as ausgedriickt werden kdnnen son-
dern in o und einer noch zu adjungierenden Grésse w, die algebraisch mit o zusam-
menhéingt. Kurz, man sah sich gezwungen das Gebiet der Zahlen zu erweitern, aber
nicht beliebig, sondern der Art, dass man einen algebraischen Zusammenhang zwi-
schen den urspriinglichen und den neu eingefiihrten Zahlen erhilt. — In diesem erwei-
terten Gebiete konnten nun simmtliche Sitze der elementaren Zahlentheorie bewiesen
werden. — In dhnlicher Weise verfahren wir hier in der Theorie der zweiwerthigen
Functionen: wir erweitern das Gebiet, doch mit Beibehaltung der selben Classe [= des
selben Definitionsbereichs], wie vorher. Es wird sich dann zeigen, dass wir in diesem
Gebiete zweiwerthige Ausdriicke aufstellen konnen, die nur eine Unstetigkeitsstelle
haben und nur eine Nullstelle erster Ordnung oder auch gar keine haben, und die so
gewonnenen Functionen haben genau dieselben Eigenschaften, wie die Primfunctio-
nen in der Theorie der eindeutigen Functionen; es lisst sich ferner zeigen, dass jede
derselben Classe angehorige zweiwerthige Function sich aus solchen Primfunctionen
in der Form einer Productes oder eines Quotienten zweier solchen zusammensetzen
lasst.”

Zusitzlich sei noch darauf hingewiesen, da3 WeierstraB auch seinen 1874
gefundenen Produktsatz fiir eindeutige analytische (= holomorphe) Funktionen
stets als Faktorisierungssatz formulierte und die auftretenden Faktoren als ,,Prim-
functionen® bezeichnete [54, S. 91-92], [58, S. 148-150].

4 Richard Dedekind und Heinrich Weber

Die Erkenntnis der Analogie der Arithmetik in Zahl- und in Funktionen-
korpern war jedoch keineswegs ein Monopol der Berliner Mathematiker:

So gab Dedekind insgesamt vier Auflagen von Dirichlets »Vorlesungen
liber Zahlentheorie“ heraus und machte dabei, »Zusitze von nicht unbedeutender
Ausdehnung®, wie er selbst es in der fiir ihn typischen Bescheidenheit formulierte
[9, Bd. 3, S. 392]. Von besonderer Bedeutung fiir den hier interessierenden Fragen-
kreis ist das XI. Supplement ,,Ueber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen®,
das in der dritten und vierten Auflage von 1879 [6] bzw. 1894 [8] explizit erschien
und eine Vorlduferversion im X. Supplement der zweiten Auflage von 1871 [5] be-
sitzt. Dedekind entwickelte darin die Idealtheorie fiir algebraische Zahlkérper, ins-
besondere fiihrte er die Begriffe »ldeal”, ,Modul“ und, wie bereits erwihnt, ,, KOr-



Die Entdeckung der Analogie zwischen Zahl- und Funktionenkdrpern 123

per* ein. Im Vorwort der dritten Auflage von 1879 merkte er zu dem nun eigenstan-
digen XI. Supplement an, daB [9, Bd. 3, S. 424]

,eine von meinem Freunde H. Weber in Konigsberg in Gemeinschaft mit mir aus-
gefithrte Untersuchung, welche demnichst erscheinen wird, das Resultat ergeben hat,
daB dieselben Prinzipien sich mit Erfolg auf die Theorie der algebraischen Funktionen
iibertragen lassen.”

Schon in seinem Artikel [3] aus dem Jahre 1857 iiber die Theorie der Po-
tenzreste in Polynomringen uber endlichen Ko6rpern hatte Dedekind davon gespro-
chen, daB sich die Analogie zwischen Zahlen und Funktionen ,,bisher in allen Prin-
cipien und Beweisen bewahrt hat* [3, 17.]. Heinrich Weber hatte er bei der gemein-
samen Herausgabe von Riemanns gesammelten Werken in den Jahren 1874 bis
1876 kennengelernt; Weber war bei diesem Unternehmen, vereinfacht gesagt, der
Spezialist fiir Funktionentheorie und insbesondere fiir mathematische Physik gewe-
sen. Von Januar 1879 bis Sommer 1880 arbeiteten die beiden per Briefwechsel zu-
sammen an einer Arbeit, die zumindest zu Anfang ein eher bescheidenes Ziel hatte.
Weber schrieb dazu am 5. Mirz 1879 (zitiert nach [49, S. 232]):

,,Ob die ganze Sache zu etwas Neuem fiithren wird, miissen wir abwarten. Was wir bis
jetzt haben ist im Grunde nicht neu. Immerhin ist es eine sehr elegante und hiibsche
Ausdrucksweise fiir bekannte Sitze und geniigt insofern einem &sthetischen Bediirf-
nis. Was ich zunichst davon hoffe ist iibrigens eine strenge oder wenigstens allgemei-
nere Begriindung der Riemannschen Theorie.*

Was in Wirklichkeit letztlich unter dem Titel ,, Theorie der algebraischen Funktio-
nen einer Verinderlichen® [10] herauskam, war jedoch nicht mehr und nicht weni-
ger als die abstrakte Theorie algebraischer Funktionenkdrper in einer Unbestimm-
ten iiber € unter Verwendung der Dedekindschen Idealtheorie. Diese Arbeit ist —
zu Recht — bereits mehrfach gewiirdigt worden, siche etwa [15], [49], auch [41,
Abschn. 3.4]; im folgenden wird nur ein kleiner Ausschnitt betrachtet:

In der Arbeit findet sich die abstrakte Definition eines , Punktes® (einer
Riemannschen Fliche) als, in moderner Terminologie, C-Algebra-Homomorphis-
mus von dem Funktionenkdrper nach € U {co} mit gewissen Vorbehalten beim
Rechnen mit ,,00“ [10, § 14]. Dedekind und Weber zeigen sogleich, daB — bei fixier-
tem Polynomring €[z} in der Unbestimmten z im Funktionenkdrper — die Punkte
der Riemannschen Fliche bis auf endlich viele Ausnahmen genau den Primidealen
des Ganzheitsrings, also des ganzen Abschlusses des Polynomrings im Funktionen-
korper entsprechen. (Die endlich vielen hier nicht erfafiten Punkte entsprechen ge-
rade den Primidealen des ganzen Abschlusses von €[1/z], die 1/z enthalten.) Ange-
merkt sei allerdings, daB das, was Dedekind und Weber hier ,,Primideal nennen,
als maximales Ideal definiert ist [10, §8, 6.], genauso wie im Zahlkdrper-Fall [6,
§171,5., [8, § 179], was aber bei den, spiter so genannten, ,,Dedekind-Ringen®, um
die es hier geht, nichts ausmacht, da alle (vom Nullideal verschiedenen) Primideale
maximal sind.

Was die Ubertragung von Resultaten von der Zahlkorper- auf die Funktio-
nenkdrper-Situation betrifft, so finden sich in dem Artikel [10], wie schon bei Kro-
necker, die Existenz von Ganzheitsbasen [10, § 3] und der Zusammenhang von Dis-
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kriminante und Verzweigung [10, § 16]. AuBerdem wird gezeigt, daB sich jedes Ideal
des Ganzheitsrings eines Funktionenkérpers als (eindeutiges) Produkt von Prim-
idealen schreiben 148t [10, §9], wobei dieser Beweis sogar einfacher ist als Dede-
kinds urspriinglicher fiir Zahlkérper [6, §173), da im Funktionenkérper-Fall ein
Ideal genau dann ein Primideal ist, wenn seine ,,Norm*“ — das charakteristische Po-
lynom der Multiplikation mit der Unbestimmten z auf dem Quotienten des Ganz-
heitsrings nach dem betrachteten Ideal — linear in z ist [10, §9,7.]; in der Zahlen-
theorie, aus der diese Definition kopiert ist, kann hingegegen die Norm eines Prim-
ideals irgendeine Potenz einer Primzahl sein [7].

Dedekind und Weber hatten also nicht nur erkannt, da} Zahl- und Funk-
tionenkdrper Ahnlichkeiten aufweisen, sondern auch, daB es bei der Theorie der al-
gebraischen Funktionen ,.eine nicht unerhebliche Vereinfachung® [10, S. 212 bzw.
268, FuBnote] geben kann im Vergleich zu der der algebraischen Zahlen.

Weber reichte die gemeinsame Arbeit [10] im Oktober 1880 bei dem damals
von Kronecker federfithrend herausgegebenen »Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik“ zur Veroffentlichung ein, worauf letzterer sich seines alten,
1862 nicht veroffentlichten Manuskriptes [31] erinnerte und es noch vor der Arbeit
[10] abdrucken lieB. (Details zu dieser unerfreulichen Episode findet der interessier-
te Leser in [12, S. 251-254], [49, S. 230] oder auch [50, Sect. 1].)

5 Erste Reaktionen

Neben diesen Prioritidtsquerelen hatten Dedekind und Kronecker allerdings
auch verschiedene Sichtweisen beziiglich der Analogie zwischen Zahl- und Funktio-
nenkorpern:

Fur Kronecker gab es sozusagen keine Analogie zwischen algebraischen
Zahlkorpern und algebraischen Funktionenkérpern, sondern beide waren Spezial-
falle seiner umfassenden Theorie der ,»-algebraischen Formen®, die er in seiner Fest-
schrift zu Kummers fiinfzigstem Doktorjubilium [32] entwickelte, sozusagen in ei-
nem Ansatz die kommutative Algebra fiir die algebraische Zahlentheorie und die
algebraische Geometrie.

In einem Brief vom 17. Februar 1882 an Cantor schrieb hingegen Dedekind
liber diese Arbeit (zitiert nach [12, S. 254]):

»--. das kann ich aber wohl sagen, dass mir Einiges sehr wohl gefillt, wie ich denn
iberhaupt vor dem feinsinnigen und durchdenkenden Mathematiker Kronecker die
allergrosste Hochachtung habe. Seine Art wiirde mir, glaube ich, noch besser gefallen,
wenn er die Theorie der Zahlen von d[er] der Functionen ginzlich getrennt hitte. Die
Arbeit von Weber und mir verfolgt im Wesentlichen einen ganz anderen Zweck; eine
Hauptsache fiir uns ist die Definition dessen, was man seit Riemann einen ,,Punct
nennt.“

Obwohl der seinen Zeitgenossen sonst oft zu abstrakte Dedekind genau die Analo-
gie zwischen Zahl- und Funktionenk&rpern sah, war er also nicht an einer simulta-
nen Behandlung interessiert, sondern wollte in dem Artikel [10] vielmehr durch
Ubertragung von Konzepten und Beweisen aus der Zahlkérper-Situation, wie er
und Weber in der ,,Einleitung® schreiben, [10, S. 181 bzw. 238]
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,die Theorie der algebraischen Functionen einer Verdnderlichen, ... von einem ein-
fachen und zugleich strengen und vollig allgemeinen Gesichtspunkt aus ... begriin-
den.“

Webers Einstellung dazu war dhnlich, zumindest in der kurzfristigen Perspektive;
wie bereits zitiert, erhoffte er sich 1879 von der Arbeit ,,zunéchst ... eine strenge
oder wenigstens allgemeinere Begriindung der Riemannschen Theorie* [49, S. 232].
1893 allerdings, in seinem Nachruf auf Kronecker, nahm er schon Bezug auf eine
Zahl- und Funktionenkorper umfassende Theorie [51, S. 16]:

,,Auch in der Theorie der algebraischen Functionen einer oder mehrerer Verénder-
lichen herrschen analoge Gesetze wie in der Theorie der Zahlen, und eine allgemeine[!]
Theorie der Teilbarkeit muss auch diese umfassen.*

Und im zweiten Band seines einfluBreichen ,,Lehrbuch[s] der Algebra®, dessen erste
beiden Auflagen 1896 und 1899 erschienen, formulierte er den Beweis der Primfak-
torzerlegung [52, §§ 153-160] so, daB er neben der Aussage fiir Zahlkérper auch die
fiir Funktionenkorper gleich miterhielt, worauf er zum SchluB seines Beweises auch
explizit hinwies [52, S. 595]. (Weber gab in diesem Band tibrigens eine Theorie der
Zahlkoérper, die den Dedekind(-Weber)schen und den Kroneckerschen Standpunkt
verbindet. Die analoge Theorie fiir Funktionenkorper publizierte er allerdings erst
1908 im dritten Band [53] des ,,Lehrbuch[s]“; man vergleiche auch die Arbeiten [59],
[60] seines Schiilers Joseph Wellstein (1869-1919).)

Nach den Reaktionen der Entdecker, auch auf einander, sollen nun die der
mathematischen ,,Umwelt“ betrachtet werden, welche erstaunlich frith und breit
einsetzten:

So beurteilte Felix Klein die ,,Entwicklungen ... der Algebristen und Arith-
metiker* [29, S.71] im Hinblick auf die Theorie der (kompakten) Riemannschen
Flachen, i.e., der algebraischen Kurven, durchaus skeptisch [29, S. 72]:

,Die genannten Autoren [= WeierstraB, Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), Dede-
kind, Weber und Hensel] . .. sehen sich vor der doppelten Aufgabe, einmal die. . . alge-
braische Darstellung [der auf der Riemannschen Fliache vorhandenen algebraischen
Funktionen und Integrale] zu leisten, andererseits von ihr ausgehend zu den Sétzen
liber die Existenz und die Zahl der Funktionen zu gelangen. Daher hat ihre Entwick-
lung, sofern sie sich nicht auf Riemannsche Flachen mit getrennten Verzweigungspunk-
ten oder sonstige einfache Fille beschrinkt, etwas sehr Mithsames und Abstraktes.*

Dennoch stellte er in seinen Vorlesungen iiber Riemannsche Flidchen im Winterse-
mester 1891/92 nicht nur Ergebnisse von Kronecker, Dedekind und Weber iiber al-
gebraische Funktionenkdérper vor, sondern er schob auch einen ,,Exkurs iiber die
Theorie der algebraischen ganzen Zahlen* ein [29, S. 89-93, vgl. auch S. 10], den er
wie folgt begann:

,,Im iibrigen ist hier die Stelle, wo wir begreiflich machen kénnen, wieso DEDE-
KIND und WEBER bzw. KRONECKER die Theorie der Formen I' (oder wie sie sa-
gen, ganzen Funktionen G) in ihren Arbeiten fortgesetzt mit der Theorie der ganzen
algebraischen Zahlen parallelisieren. Ich gehe hierauf um so lieber kurz ein, als wir da-
durch von der uns geldufigen Theorie der I aus einen ersten Einblick in letztere wich-
tige Theorie gewinnen.“
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In diesem Exkurs setzte er dann die analoge Behandlung des Problems der Primfak-
torzerlegegung in der Situation der algebraischen Zahlen und in der der algebrai-
schen Funktionen auseinander [29, S. 90-93].

Bereits im Winter 1891/92 hatte Klein also die Analogie von Zahl- und
Funktionenkdrpern zur Kenntnis genommen und benutzte sie sogar schon ,,in um-
gekehrter Richtung®: Kronecker bzw. Dedekind und Weber hatten nach Vorbil-
dern aus der Zahlentheorie Fragestellungen iiber algebraische Funktionen behan-
delt; Klein hingegen ging von den Funktionen zu den Zahlen tiber, wohl um etwas
mehr Anschauung in die Arithmetik zu bringen (vgl. dazu auch [59, S. 112]).

Im Vergleich hierzu mag zunéchst irritieren, daB die fiir die Deutsche Ma-
thematiker-Vereinigung in den neunziger Jahren des 19. Jahrhunderts verfaBten
Berichte iiber Teilgebiete der Mathematik sich nur knapp zur Analogie zwischen
Zahl- und Funktionenkdrpern duBern: So besprechen Brill und Noether in ihrem
1894 erschienen Bericht {iber die ,, Theorie der algebraischen Functionen® die Theo-
rien von Kronecker bzw. Dedekind und Weber nicht einmal. In der ,,Vorrede* wird
jedoch darauf hingewiesen daB ,,Kronecker [sich] bereit erklirt [hatte], durch
Vermittlung einer jiingeren ihm nahestenden Kraft bei dem Unternehmen mit-
zuwirken® [1, S. I]. Da Kronecker aber bereits 1891 starb, entschlossen sich die Au-
toren [1, S. II],

,»die auf den Begriffsbildungen der neueren Zahlentheorie beruhenden Theorien von
Kronecker und von Dedekind-Weber, sowie die anschliessenden Arbeiten
unberiicksichtigt zu lassen.*

Die Bezeichnung ,,arithmetisch” fiir diese von der Zahlentheorie inspirierte Theorie
der algebraischen Funktionen war jedoch bereits eingefiihrt [1, S. III].

Wirft man nun einen Blick auf den Bericht iiber die andere Seite, die Theo-
rie der algebraischen Zahlen, so erinnert David Hilbert (1862-1943) im Vorwort
seines ,,Zahlberichts“ [24] durchaus ,,an die zahlreichen und merkwiirdigen Analo-
gien, welche zwischen gewissen Tatsachen aus der Theorie der Zahlkorper und aus
der Theorie der algebraischen Funktionen einer Verdnderlichen bestehen® [24,
S.III bzw. 65], verwendet auch etwa den Begriff ,,Verzweigung® ab §41, aber hilt
es erst in § 130 fiir notig, etwas zu dessen Motivation im Zusammenhang mit Rie-
mannschen Flachen zu sagen.

Der Grund hierfiir scheint allerdings eher der gewesen zu sein, da3 Hilbert
diese Analogie bereits zu sehr vertraut war, als dall er davon noch Aufhebens ma-
chen wollte: Bereits in seinen Arbeiten zur Invariantentheorie, etwa [21], [22] aus
den Jahren 1890 bzw. 1893, nutzte er den arithmetischen Zugang zur Theorie der
algebraischen Funktionen, und den Begriff ,,Verzweigung verwendete er seit 1894
[23, S.228-229 bzw. 17]. Auch wiirdigte Hilbert in seinem 1897, dem gleichen Jahr
wie der ,,Zahlbericht®, erschienenen Nachruf auf WeierstraB3 explizit dessen Ergeb-
nisse iiber die Primfaktorisierung algebraischer Funktionen [25, S. 334-335] (und
wies auch beim Internationalen KongreB zu Paris im Jahre 1900 in seinem
,,12. Mathematischen Problem“ auf Entsprechungen zwischen funktionen- und
zahlentheoretischen Problemstellungen hin [26, S. 312]).

Einen weiteren Beleg daiir, da3 bereits in den letzten Jahren des 19. Jahr-
hunderts die Analogie zwischen Zahl- und Funktionenkorpern durchaus wohl-
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bekannt war, findet man bei Hilberts Alter ego Hermann Minkowski (1864-1909)
in dessen ,,Geometrie der Zahlen®, die auf in den Jahren 1893 bis 1896 verfaften
Manuskripten basiert. Hierzu sei vorab erklirt, daB eine Primzahl als , kritisch® fiir
eine algebraische Zahl bezeichnet wird, wenn sie die Diskriminante des von der Zahl
erzeugten Zahlkorpers teilt [39, S. 129], was, wie dank Dedekind seit 1871 bekannt
war ([4, S. 404], auch [7]), dazu dquivalent ist, daB die Primzahl im entsprechenden
Ganzheitsring vom Quadrat eines Primideals geteilt wird. Minkowski schreibt nun
[39, S. 129-130]:

,.Die kritischen Primzahlen fiir eine irrationale algebraische Zahl spielen eine in gewis-
sem Sinne dhnliche Rolle wie die Verzweigungspunkte fiir eine irrationale algebraische
Function einer Variablen.“

6 Kurt Hensel

Eine regelrechte Begriindung der Wahl des Wortes ,,Verzweigung® im Zu-
sammenhang mit algebraischen Zahlen gab Kurt Hensel (1861-1941) in einem Arti-
kel von 1897: Es geht hierbei um die m-adische Entwicklung einer algebraischen
Zahl, wobei 7 eine d-te Wurzel einer (rationalen) Primzahl ist. Betrachtet man die
d Konjugierten von r iiber den rationalen Zahlen, so erhilt man vermoge Konjuga-
tion d Entwicklungen der gegebenen Zahl, und, wie Hensel konstatiert [17, S. 85],

,jene d Entwickelungen héngen ... genau in derselben Weise zusammen wie die d
Zweige einer algebraischen Function in der Umgebung eines Verzweigungspunktes . . .
von der (d —1)*" Ordnung. Es sollen daher diese Primzahlen Verzweigungs-
zahlen genannt werden.*

Uberhaupt ist Hensel fiir die Rezeption der Analogie zwischen Zahl- und
Funktionenkdrpern eine markante Gestalt: Fiir die bisher genannten Mathemati-
ker war diese Analogie wohl eine bemerkenswerte Tatsache, die sie etwa verwende-
ten, um Sitze zu finden oder auch nur deren Beweise zu vereinfachen. Hensel je-
doch verlieB sich so sehr auf sie, daB er sie zur Basis einer eigenstindigen mathema-
tischen Teildisziplin machte. Seine erste Publikation iiber die p-adischen Zahlen
begann wie folgt [17, S. 83-84]:

,Die Analogie zwischen den Resultaten der Theorie der algebraischen Functionen
einer Variabeln und der der algebraischen Zahlen hat mir schon seit mehreren Jahren
den Gedanken nahe gelegt, die Zerlegung der algebraischen Zahlen mit Hiilfe der
idealen Primfactoren durch eine einfachere Behandlungsweise zu ersetzen, welche der
Entwickelung der algebraischen Functionen in Potenzreihen fiir die Umgebung einer
beliebig Stelle vollig entspricht.*

Hensels Grundidee fiir die p-Adik war also, die Ergebnisse von Kronecker bzw.
Dedekind und Weber iiber die Analogie bei den Ganzheitsringen von Zahl- und
Funktionenkdrpern, insbesondere die Entsprechung von Primzahlen und Linear-
faktoren in der Unbestimmten, mit dem Potenzreihen-Kalkiil zu kombinieren und
Zahlen in Reihen in aufsteigenden Potenzen einer Primzahl zu entwickeln.

Wegen einer ausfiihrlichen Darstellung der Entstehung der Henselschen
p-adischen Zahlen sei auf den Beitrag [50] verwiesen und an dieser Stelle nur er-
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ganzend der EinfluB der WeierstraBschen Funktionentheorie betont: So schreibt et-
wa André Weil (1906-1998) in seiner »Introduction® zu Kummers ,,Collected Pa-
pers“ [36], in der er auf p-adisches Denken bei Kummer — und Ferdinand Gotthold
Max Eisenstein (1823-1852) — hinweist, [36,Bd. 1, S. 6-7]:

»Of course he [= Kummer] never introduced the concept of p-adic fields; the credit for
this goes to his pupil, or rather his pupil’s [= Kronecker’s] pupil Hensel. Perhaps this
concept could only occur to someone like Hensel, who had also been Weierstrass’s pu-
pil and who was familiar, not only with Cantor’s definition of the real numbers, but
with the ideas of Dedekind and Weber on the analogies between number-fields and
function-fields.*

(Sine ira et studio sei hinzugefiigt, daB Hensel von diesen Analogien auch, wie oben
durch Zitate belegt, in den Vorlesungen von WeierstraB hatte erfahren koénnen.)
Auch Helmut Hasse (1898-1979) fiihrt die anfangliche Ablehnung der Henselschen
Zahlen in Géttingen darauf zurlick, daB dort ,,unter dem nachwirkenden FinfluB
von Riemann die WeierstraBschen Gedankenginge sich noch nicht vollen Boden
erobert hatten® [16, S. 10]. Im Vergleich mit der Zurickhaltung des (Algebraikers)
Emil Artin (1898-1962), von der Hasse an gleicher Stelle berichtet, fillt auch die
Begeisterung des (Analytikers) Hermann Weyl (1885-1955) auf, der 1940 im ,,Pre-
face® seiner ,,Algebraic Theory of Numbers® schreibt [61, S.iii]:

» The ultimate verdict may be that the one outstanding way for any deeper penetration
into the subject [= Theory of Numbers] is the Kummer-Hensel p-adic theory.*

Der starke WeierstraBsche EinfluB auf Hensel spiegelt sich iibrigens auch in
dessen 1902 gemeinsam mit Georg Landsberg (1865-1912) veréffentlichtem Buch
»Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln® [19] wider, welches
»Herrn Dr. Richard Dedekind zum 18. Mirz 1902 [= dessen fiinfzigstem Doktorju-
bildum] in grosster Verehrung gewidmet* [19, S.1II] ist. Dieses Buch schreibt den
Artikel [10] von Dedekind und Weber fort, indem es nicht nur die obengenannte
Theorie, sondern auch deren »Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche
Integrale® gibt. Dabei wird allerdings die urspriingliche, idealtheoretische Grund-
lage verlassen, und es werden stattdessen die ,,hierher gehodrigen Resultate aus der
Funktionentheorie“ [19, S. V], insbesondere Potenzreihen-Entwicklungen, herange-
zogen. In ihrer ,,Vorrede* begriinden die Autoren ihr Vorgehen unter anderem wie
folgt [19, S. VI]:

,»In der hoheren Arithmetik werden die algebraischen Zahlen einmal in Bezug auf
ihre Teilbarkeit untersucht mit Hilfe der Idealtheorie, zweitens aber werden sie in Be-
zug auf ihre GroBe betrachtet ... Wihrend die Resultate dieser beiden arithmetischen
Untersuchungen sehr dhnlich sind, erscheinen ihre Methoden vollig verschieden. Fer-
ner sind diese Untersuchungen auf das Gebiet der algebraischen Zahlen be-
schrinkt, wihrend sich fiir das der transcendenten Zahlen bisher noch keine all-
gemeinen Methoden ergeben haben.

Dagegen bediirfen wir in der Theorie der algebraischen Funktionen zu ihrer voll-
stindigen Charakterisierung innerhalb des allgemeinen Funktionengebietes nur des
Satzes, daB sie endlich vieldeutig sind und in der Umgebung einer jeden endlichen
oder der unendlich fernen Stelle algebraischen Charakter besitzen. Mit Hilfe des Fort-
setzungsprinzips fiir die analytischen Funktionen erhilt man so eine wunderbar ein-
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fache und vollstindige Einsicht in die Natur einer beliebig gegebenen algebraischen
Funktion, eine véllig strenge Darstellung der zugehdrigen Riemannschen Kugelfli-
che, und eine rein arithmetische Charakterisierung ihrer Punkte und der diesen zuge-
ordneten Divisoren; genau dieselbe Einsicht ergiebt sich aber auch fiir alle algebrai-
schen Funktionen, welche rational durch die gegebene und die unabhéngige Variable
ausdriickbar sind, d.h. fiir alle Elemente des zugehorigen ,, Korpers® ...«

(Das hier angesprochene, auf Augustin Louis Cauchy (1789-1857) und Puiseux zu-
riickgehende Algebraizititskriterium fiir Funktionen war iibrigens fiir Hensel das
Vorbild, nach dem er seine p-adischen Entwicklungen in Sinne eines Lokal-Global-
Prinzips fiir Transzendenzuntersuchungen von Zahlen einsetzen wollte, vgl. [50,
S. 164].)

Im Geiste des Buches [19] ist auch Hensels im Maérz 1921 abgeschlossener
Bericht iiber die ,,Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen [18] fiir die
,,Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften“ geschrieben. Dieser ist mit ei-
nem Anhang iiber die ,,Arithmetische Theorie der algebraischen Zahlen® versehen,
der recht knapp beginnt [18, S. 642]:

,Die in I und II [fiir rationale bzw. algebraische Funktionen] auseinandergesetzten
Prinzipien fiihren auch zu einer vollstindigen Theorie der rationalen und algebrai-
schen Zahlen. Als Aufgabe der ersteren . ..*

Obwohl Hensel in den neunziger Jahren des 19. Jahrhunderts die p-adischen Zahlen
nur deshalb in die Mathematik einfiihrte, weil er der Analogie zwischen Zahl- und
Funktionenkorpern zutiefst vertraute, verliert er jetzt hieriiber keinen weiteren
Kommentar, und er behandelt die beiden Situationen — immerhin ein ganzes Vier-
teljahrhundert spiter — immer noch nur als analog, aber nicht simultan!

Hensels Darstellung erschien aber wohl schon zur damaligen Zeit nicht nur
leicht antiquiert, sondern auch etwas einseitig. So wurde sein ,,Encyklopéddie“-Be-
richt von Alexander Ostrowski (1893-1986) iiberarbeitet, der durch fleiBiges Hin-
zufiigen von FuBnoten und des Abschnitts 10a die Theorie aus dem Buch [19] von
Hensel und Landsberg durch die Aspekte der urspriinglichen Theorie von Dede-
kind und Weber [10] ergédnzte (vgl. auch [42, S. 182 bzw. 271, Fullnote 3)]).

7 Emmy Noether

Praktisch zeitgleich mit Hensels Beitrag erschien ein Artikel von Emmy
Noether im ,,Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung® mit dem Ti-
tel ,,Die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen einer Veranderlichen,
in ihrer Beziehung zu den iibrigen Theorien und zu der Zahlkorpertheorie® [42] —
die offiziellen Publikationsdaten sind zwar 1919 und 1921, die Arbeiten verweisen
allerdings so aufeinander, als sei die jeweils andere schon publiziert (wenn auch das
angegebene Publikationsjahr fiir [42] in [18, S. 535] fehlerhaft ist, dafiir aber auch
die Bandzahl in [46, S. 271]) —. Noether beginnt [42, S. 182 bzw. 271]:

,Der folgende Bericht ist aus dem Wunsche entstanden, ein verbindendes Glied
zwischen den einzelnen Theorien der algebraischen Funktionen zu haben; zugleich



130 P. Ullrich

kann er als eine Ergédnzung zu dem Bericht von Brill-Noether angesehen werden,
in dem die Besprechung der arithmetischen Theorie im wesentlichen fehlt.

Der vorgebliche Hauptzweck dieses Artikels war also, die Liicke zu schlieBen, die
Kroneckers Tod in dem Bericht von Brill und ihrem Vater [1] erzeugt hatte. Jedoch
deutet der Zusatz liber die ,,Zahlkdrpertheorie im Titel bereits an, daB hier nicht
nur die ,,arithmetische* Theorie der algebraischen Funktionen nach Dedekind und
Weber bzw. Kronecker mit der ,,transzendenten® nach Riemann und der ,,algebrai-
schen“ nach Weierstra$3 verglichen wird.

So beschiftigt sich in der Tat die Hélfte der acht Abschnitte des Artikels
mit der Analogie zwischen Zahl- und Funktionenkérpern: In der Nummer 2 mit
dem Thema ,Parallelismus zwischen algebraischen Zahlen und algebraischen
Funktionen® geht es um den Korperbegriff, Galois-Theorie, Ganzheitsringe und
Existenz von Ganzheitsbasen, hergeleitet aus dem Satz, daB, modern gesprochen,
ein endlich erzeugter Modul iiber einem noetherschen Ring (also einem, in dem jede
aufsteigende Kette von Idealen stationir wird) wieder noethersch ist [42, S. 185-188
bzw. 274-277]. Und in der Nummer 3 mit dem Thema ,,Parallelismus und Verschie-
denheiten in der Idealtheorie der algebraischen Zahlen und Funktionen® geht es
um die Zerlegung in Primideale, Verzweigungstheorie und die Unterschiede, die
zwischen den beiden Theorien auftreten, etwa, weil man in der Zahlkérper-Situati-
on stets eine algebraische Erweiterung des einen, festen Korpers der rationalen Zah-
len hat, wohingegen der ,,Korper der rationalen Funktionen® in einem algebrai-
schen Funktionenkdrper kein absolutes Objekt ist [42, S. 188-191 bzw. 277-280].
Die Abschnitte 4 und 8 schlieSlich behandeln transzendente Methoden sowohl fiir
den Zahl- als auch den Funktionenkdrper-Fall, insbesondere Hensels p-adische
Zahlen [42, S. 191-192 und 201-203 bzw. 280-281 und 290-292].

In diesem 1919 veroffentlichten Artikel von Emmy Noether findet sich also
endlich eine explizite und ausfithrliche Darstellung der Analogie zwischen Zahl-
und Funktionenkdrpern, obwohl dies, wie gesehen, zumindest einigen Mathemati-
kern schon iiber sechzig Jahre zuvor bewul3t gewesen war.

Was die Idealtheorie betrifft, so untersuchte Noether in einem bereits im
nichsten Jahr abgeschlossenen Artikel [43] allgemein die ,, Ubertragung der Zerle-
gungssdtze der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der Ideale in algebraischen Zahlkér-
pern, auf Ideale in beliebigen Integritiits-, allgemeiner Ringbereichen “ [43, S.25 bzw.
355], d.h., sie gab eine arithmetische Herleitung der Resultate von Emanuel Lasker
(1868-1941) und F.S. Macaulay (1862-1937) iiber die Primirzerlegung in Poly-
nom-, allgemeiner noetherschen Ringen. Den ,,Spezialfall des Polynombereichs®
behandelt sie hier im § 10 allerdings nur im Hinblick auf den ,,Zusammenhang unse-
rer Sdtze mit den bekannten Sitzen der Eliminations- und Modultheorie “ [43, S. 57
bzw. 387], also nicht speziell auf den Funktionenkorper-Fall (in einer Verédnderli-
chen) bezogen.

Am 25. September 1924 trug sie dann auf der Jahrestagung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung in Innsbruck vor iiber das Thema ,,Abstrakter Aufbau
der Idealtheorie im algebraischen Zahlkorper”. Threr Vortragszusammenfassung
im ,,Jahresbericht* nach wurden dabei ,,die abstrakten Eigenschaften angegeben,
die der Idealtheorie im algebraischen Zahlkérper vollstdndig Aquivalent sind“. Wei-
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ter kiindigte sie an: ,,Eine ausfiihrliche Darstellung wird in den Mathematischen
Annalen erscheinen.” [44].

Verdffentlicht wurde diese allerdings erst 1927, wobei sich der Titel des An-
nalen-Artikels [45] in bemerkenswerter Weise vom Vortragstitel unterscheidet. Jetzt
heiBt die Uberschrift nimlich ,, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen
Zahl- und Funktionenkdrpern®, und Noether leitet ihn wie folgt ein [45, S. 26 bzw.
493]:

,Im folgenden wird eine abstrakte Charakterisierung all derjenigen Ringe gege-
ben, deren Idealtheorie iibereinstimmt mit der Idealtheorie aller ganzen GroBen eines
algebraischen Zahlkdrpers — deren Ideale sich also eindeutig als Potenzprodukte von
Primidealen darstellen lassen. Zu diesen Ringen gehoren als bekannteste Beispiele
noch der Ring aller ganzen GroBen eines algebraischen Funktionenkdrpers von einer
Unbestimmten®.

Dazu gibt sie zunichst ein Axiomensystem fiir einen kommutativen (und
assoziativen) Ring R an, welches beinhaltet, dal R ein Einselement besitzt, nulltei-
lerfrei, noethersch und ganz abgeschlossen in seinem Quotientenkérper ist — d.h.,
jedes Element des Quotientenkdrpers, welches ganz {iber R ist, stammt in Wirklich-
keit schon aus R — und daB jeder Faktorring von R nach einem vom Nullideal ver-
schiedenen Ideal artinsch ist, d.h., daB darin jede absteigende Kette von Idealen
stationdr wird [45, S. 26-27 bzw. 493-494].

Sie zeigt, daB die Ganzheitsringe sowohl von Zahl- als auch von Funktio-
nenkdrpern diesem Axiomensystem geniigen [45, S. 36-39 bzw. 503-506] und daB3
jeder Ring mit Einselement, fiir den das letzte Axiom gilt, die Eigenschaft besitzt,
daB jedes vom Nullideal verschiedene Primideal maximal ist [45, S.48-49 bzw.
515-516], so daB fiir diese Ringe und damit auch fiir den Ringtyp, den Noether be-
trachtet, die oben erwihnte Dedekind(-Weber)sche Definition eines Primideals —
nimlich maximal zu sein — zwar nicht mehr Definition, aber doch noch eine zutref-
fende Aussage ist.

Das Hauptergebnis ihres Artikels ist jedoch, daB die durch das Axiomen-
system charakterisierten Ringe genau diejenigen sind, fiir die sich jedes Ideal als
(eindeutiges) Produkt von Primidealen schreiben 1aBt [45, S.26-27,53 bzw.
493-494, 520], wobsei sie fiir den Beweis der schwierigeren Implikation, daB aus den
Axiomen die Primzerlegung folgt, explizit Bezug auf Dedekind nimmt [45,
insb. § 1, 4], speziell die dritte und die vierte Auflage des XI. Supplements zu Di-
richlets Zahlentheorie [6], [8].

Es bleibt jetzt nur noch die Frage offen, woher der Name ,,Dedekind-Ring*
fiir die so charakterisierten Ringe kommt: Emmy Noethers Ausspruch ,,Es steht
schon bei Dedekind.“ ist zwar wohlbekannt [11, S. 28], und sie zitierte Dedekind,
wie gesagt, auch in ihrem Artikel [45]; die Bezeichnung ,Dedekind-Ring® sucht
man darin jedoch vergebens. Kameo Matusita hingegen sprach in einem 1944 er-
schienen Artikel [38], in dem er eine Ubertragung des von Noether gegebenen Axio-
mensystems in die Sprache der Bewertungen angab, bereits von der ,,Dedekind-
Noetherschen Idealtheorie“. 1950 verwendete Irving S. Cohen dann den Begriff
,,Dedekind domains“ [2, S. 31 ff.], welche er allerdings durch ein anderes Axiomen-
system charakterisierte. Oscar Zariski (1899-1986) hatte in jenen Jahren gemein-
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sam mit Cohen ein Buch iiber ,,Commutative Algebra® begonnen [62, S. viii]; nach
dessen frithem Tod stieB an seiner Stelle Pierre Samuel zu dem Projekt, aus dem
dann das Buch [62] wurde, welches 1958 in der ersten Auflage erschien. Und mit ex-
plizitem Verweis auf Matusita [62, S. vii] nennen die Autoren darin einen nullteiler-
freien Ring, in dem jedes Ideal Produkt von Primidealen ist, ,,Dedekind domain“
[62, S.270]. :

Dies war gerade einhundert Jahre, nachdem Kronecker sein Manuskript
[31] beendet hatte, in dem die Analogie der Idealtheorie in Ganzheitsringen fiir
Zahl- bzw. Funktionenkérper zum erstem Mal ausgenutzt wurde; Zariski und
Samuel hingegen fiihren in ihrer Liste mit Beispielen fiir Dedekind-Ringe diese Rin-
ge erst als letzte an [62, S. 270-271].
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Hans Maal}

R. Busam und E. Freitag, Heidelberg

Einige Stationen seines Lebens*

Hans MaaB wurde am 17.6.1911 als Sohn der Eheleute Johannes und Maxi-
miliana MaaB (geb. Huber) in Hamburg-Altona geboren. Sein Vater hatte sich dort
zu einer Zeit niedergelassen, als sein Gewerbe, die Photographie, noch als Kunst-
gewerbe angesprochen werden konnte. Hans MaalB war gerade drei Jahre alt, als
sein Vater zum Kriegsdienst eingezogen wurde. An Folgen einer Kriegsverletzung
verstarb sein Vater bereits 1919. Alles, was er geworden ist, so berichtet Hans Maal

* Die folgenden Ausfithrungen stiitzen sich auf personliche Gespriche der Verfasser
mit Hans MaaB, seiner Antrittsrede bei der Heidelberger Akademie, Gespréche mit Kollegen
und auf das Studium von Fakultitsakten.
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spéter, verdankt er seiner Mutter, die als Sozialfiirsorgerin den Lebensunterhalt fiir
die Familie bestritt und die ihm nach Ablegung des Abiturs (Ostern 1931) auch die
Aufnahme des Studiums ermoglichte.

In seiner Heimatstadt studierte Hans MaaB ab dem Sommersemester 1931
an der Hansischen Universitit Mathematik, Physik und Astronomie, zunéchst mit
dem Ziel, Astronom zu werden. Diese Absicht gab er jedoch bereits im ersten Se-
mester auf, als er beim Studium der Theoria Motus von Carl Fr. GauB auf Ketten-
briiche stieB. Da ihm diese mathematischen Objekte bis dato nicht begegnet waren,
griff er zum Standardwerk iiber Kettenbriiche, dem einschligigen Lehrbuch von
Oskar Perron, dessen erste Auflage dieser noch wihrend seiner Lehrtitigkeit an der
Universitdt Tiibingen verfaBt hatte. Das Studium der Kettenbriiche hat Hans
Maal so fasziniert, daB er den AnlaB, der zum Studium der Kettenbriiche fiihrte,
vollig vergaB. Das war wohl seine erste Hinwendung zur Zahlentheorie.

Die ersten Semester seines Studiums fielen in eine Zeit, in welcher dank der
Wirkung hervorragender Mathematiker wie Emil Artin, Erich Hecke und anderer
(Blaschke, Lenz, . ..) das Mathematische Seminar der Hansischen Universitit zu ei-
ner Forschungsstitte internationalen Ranges aufstieg. Hans MaaB, zunichst stark
von E. Artin beeinfluBt, siedelte sich schlieBlich in der geistigen Umgebung von
E. Hecke an, wo insbesondere dessen damaliger Assistent Hans Petersson seine wei-
tere wissenschaftliche Entwicklung stark beeinflussen sollte (siche das wissenschaft-
liche Werk von Hans MaaB). Das Ende der Weimarer Republik und die Macht-
libernahme durch die Nationalsozialisten erlebte Hans MaaB im 4. Semester.

Hans MaaB wurde zwar via Abstammungsbescheid bescheinigt, von ,,deut-
schem oder artverwandtem Blut“ zu sein, doch fanden sich in seiner Ahnenreihe
auch jiidische Mitglieder. Hans MaaB hatte deshalb in den folgenden Jahren einen
schweren Stand. Dennoch oder vielleicht gerade deshalb gehérte MaaB von 1935
bis 1938 dem NSKK (nationalsozialistisches Kraftfahrer-Korps) an, und er trat
1937 in die NSDAP ein. Fiir die Wiirdigung seiner inneren Einstellung zum Natio-
nalsozialismus ist folgendes Zitat aus der Antrittsrede in der Heidelberger Aka-
demie im Jahre 1974 von Bedeutung:

»- . Der allgemeine Terror, der nach der Machtiibernahme durch die Natio-
nalsozialisten iiber deutsche Lande hereinbrach, warf seine Schatten auch auf das Ma-
thematische Seminar und setzte dem unbeschwerten Jrohlichen Wissenschaftsbetrieb
ein abruptes Ende. Furcht vor Denunziantentum sorgte dafiir, daf die Kommunikation
im grofleren Kreis zum Erliegen kam. . . ."

Am 26.6.1937 wurde Hans MaaB mit der Arbeit »Konstruktion ganzer Mo-
dulformen halbzahliger Dimension mit J-Multiplikatatorsystem®, die von Hans
Petersson angeregt worden war, promoviert. ‘

Am 24.2.1938 wurde ihm nach bestandener Priifung fiir das Lehramt an ho-
heren Schulen die Lehrbefihigung (fiir héhere Schulen) in Mathematik, Physik und
Angewandter Mathematik zuerkannt. Hauptsichlich Erwdgungen wirtschaftlicher
Art zwangen ihn anschlieBend, eine Stellung als Statiker bei der Firma Focke-Wulf-
Flugzeugbau GmbH in Bremen anzunehmen, wo er mit der Berechnung von Flug-
zeugschwingungen beauftragt war. Sein Gastspiel in der Flugzeugindustrie war je-
doch von relativ kurzer Dauer (6.4.1938 bis 31.5.1939). Aufgrund eines Angebots
von Prof. Dr. Udo Wegner von der Universitit Heidelberg nahm Hans MaaBl zum
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1.6.1939, also kurz vor Beginn des zweiten Weltkriegs, eine Stelle als wissenschaftli-
cher Assistent am Mathematischen Institut der Universitit Heidelberg an.

Udo Wegner stand dem damaligen Regime nahe. Er war im iibrigen Nach-
folger des von den Nationalsozialisten zur vorzeitigen Emeritierung gezwungenen
und dann entlassenen Artur Rosenthal. Diese Tatsache macht eine gewisse anfang-
liche Reserviertheit des zweiten Lehrstuhlinhabers, Herbert Seifert, gegeniiber
MaaB verstiandlich. Herbert Seifert, als Nachfolger des ebenfalls von den National-
sozialisten zur vorzeitigen Emeritierung gezwungenen Heinrich Liebmann von
Dresden nach Heidelberg beordert, stand dem Nazi-Regime kritisch gegeniiber.
Hans MaaB konnte jedoch aufgrund seiner Geradlinigkeit, seiner Aufrichtigkeit,
aber auch durch iiberzeugende wissenschaftliche Leistungen, diese Vorurteile ab-
bauen, so daB Herbert Seifert die Habilitation von Hans MaaB, die bereits im Marz
1940 erfolgte, mit Nachdruck unterstiitzte. Im folgenden ist ein Auszug aus dem
Bericht der naturwissenschaftlich-mathematischen Fakultdt uber die offentliche
Lehrprobe von Hans MaaBl am 1. Juli 1940 iiber das Thema ,, Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal” wiedergegeben:

... der Vortragende zeigte in dieser zusammengefaften Behandlung eines
nicht ganz einfachen Problems einen umfassenden wissenschaftlichen Weitblick und
erhebliche rechnerische und unterrichtliche Begabung. In dieser Hinsicht vermag er
ebenso wie personlich charakterlich allen Anforderungen zu geniigen, die an den aka-
demischen Lehrer gestellt werden. ...

Hans MaaB iibte in den Kriegsjahren eine intensive Lehrtitigkeit am Ma-
thematischen Institut der Universitit Heidelberg aus, gelegentlich bis zu 16 Stun-
den in der Woche. Er war in dieser Zeit die wesentliche Stiitze des Lehrbetriebs.
Das Verbleiben in der Heimat forderte jedoch auch seinen Preis: Hans Maal
mubBte , kriegswichtige* Berechnungen fiir die Luftwaffe durchfithren (Berechnung
von Strémungen an Tragfldchen und Schwingungseinfliissen bei Flugzeugen u. 4.).
Gegen Ende des Krieges wurde er dennoch eingezogen und im Wetterdienst der
Luftwaffe eingesetzt. Hans MaaB geriet im Frithjahr 1945 in amerikanische Ge-
fangenschaft, konnte jedoch seine Lehrtitigkeit zum Wintersemester 1945/46 wie-
der aufnehmen, nachdem er vor der amerikanischen Militarbehorde als ,,conditio-
nal excepted“ eingestuft worden war. Auf Vorschlag von H. Seifert und W. Threl-
fall wurde Hans MaaB 1948 zum planméBigen Extraordinarius ernannt. Uber die
Nachkriegszeit fithrt Hans MaaB3 in seiner Antrittsrede in der Heidelberger Aka-
demie aus:

... Es war ein begliickendes Gefiihl, mit einer Jugend zusammenarbeiten zu
konnen, die jahrelang alles hatte entbehren miissen und die nun in grofer Erwartung
mit dem Vorsatz, Versdumtes nachzuholen, zur Universitit stromte. In den ersten
Nachkriegsjahren wurde an dem relativ kleinen Mathematischen Institut mit unver-
gleichlicher Intensitit gearbeitet. . .."

Schon in seiner Habilitationsschrift ,, Zur Theorie der automorphen Funktio-
nen in n Verdnderlichen* [5] hatte Hans MaafB mit einer auf C. L. Siegel zuriick-
gehenden Idee die Struktur gewisser Korper automorpher Formen bestimmt. Un-
mittelbar nach Siegels Riickkehr von Princeton nach Géttingen lud ihn Maa8 zu ei-
nem Kolloquiumsvortrag nach Heidelberg ein. Wir zitieren wieder aus der
Akademierede:



138 R. Busam und E. Freitag

w--- Zu Beginn der finfziger Jahre traf ich zum erstenmal mit Carl Ludwig
Siegel zusammen, der durch sein Werk und die Ausstrahlung seiner Persénlichkeit wie
kein anderer Einfluf auf meine Entwicklung genommen hat. .. . Unsere erste Begrii-
Bung glich der alter Freunde. Es wird unverstindlich bleiben, warum ich einem Ruf
nach Gottingen und damit einem Ruf Siegels nicht gefolgt bin . .. .*

Mit C. L. Siegel verband H. MaaB bis zum Tod von Siegel im Jahre 1981 ei-
ne enge personliche und wissenschaftliche Beziehung. Nach Ablehnung des Rufes
nach Géttingen wurde Hans MaaB am 12.6.1958 zum ordentlichen Professor an
der Universitit Heidelberg ernannt.

Hans MaaB8 war mehrfach Dekan der naturwissenschaftlich-mathemati-
schen bzw. der mathematischen Fakultiit.

Im Wintersemester 1962/63 weilte Hans MaaB am Tata Institute of Fun-
damental Research in Bombay als Gastprofessor. Dieser Gastprofessur war bereits
eine solche im Wintersemester 1954/55 vorausgegangen. Bereits aus dieser Zeit
stammt die freundschaftliche Verbundenheit von Hans MaaB mit K. Chandrasek-
haran, dem Begriinder der Mathematischen Schule des Instituts und wohl auch die
Liebe von Hans MaaB zur asiatischen Kunst und Musik. Ein weiterer fiir ihn ergie-
biger, aber anstrengender Gastaufenthalt im Wintersemester 1969/70 fiihrte ihn an
die University of Maryland (USA). Dies war unmittelbar nach seiner zweiten
Amtszeit als Dekan der naturwissenschaftlich-mathematischen Fakultit, die ihn als
Mitglied der Grundordnungsversammlung aufgrund der harten politischen Ausein-
andersetzungen um die Strukturreform der Universitit und ihrer Gremien viel
Kraft gekostet hat. Aus der Zeit in Maryland stammt auch eine enge personliche
und wissenschaftliche Verbindung zu Reinhold Remmert.

Anfang der siebziger Jahre hielt Robert P. Langlands (Institute for Advan-
ced Studies, Princeton) auf Einladung von Hans MaaB eine Gastvorlesung iiber Ze-
tafunktionen am Mathematischen Institut der Universitit Heidelberg. MaaB hielt
im gleichen Semester eine Vorlesung iiber Modulformen und Dirichlet-Reihen. Je-
der besuchte die Vorlesung des anderen. Die Uberschneidungen bei den Resultaten
waren groB, die Methoden allerdings vollig verschiedenen. Von Beginn der siebzi-
ger Jahre an weilte auch Anatoli N. Andrianov (St. Petersburg) mehrfach auf Ein-
ladung von Hans MaaB als Gastprofessor in Heidelberg. MaaB schitzte die ,,solide
Mathematik“ von Andrianov, und es verband ihn mit Andrianov iiber seine Emeri-
tierung hinaus eine enge wissenschaftliche und freundschaftliche Beziehung.

1974 wurde H. MaaBl Mitglied der Heidelberger Akademie der Wissen-
schaften, die Indian National Science Academy ernannte ihn 1983 zum ,,foreign fel-
low*.

Nach 44 Dienstjahren im 6ffentlichen Dienst wurde Hans MaaB mit Ablauf
des Sommersemesters 1979 emeritiert. Dieses Jahr bedeutete aber nicht das Ende
seiner wissenschaftlichen Aktivititen. Solange es seine Krifte zulieBen, nahm Hans
Maal lebhaften Anteil an der Entwicklung seines Arbeitsgebiets, er nahm weiterhin
an Oberseminaren und Arbeitsgemeinschaften teil, und wie in der Wiirdigung sei-
nes wissenschaftlichen Werkes ausgefiihrt, stammen wichtige Arbeiten aus der Zeit
nach seiner Emeritierung.

Die wissenschaftlichen Arbeiten und Vorlesungsausarbeitungen von MaaB
zeichneten sich durch hohe Dichte und Vollstindigkeit bis ins Detail aus. Ahnlich
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waren seine Vorlesungen stets perfekt mit liickenlosen Beweisen ausgearbeitet. Da-
bei spielte es keine Rolle, ob es sich um eine Anfingervorlesung oder eine Spezial-
vorlesung handelte, beiden widmete er sich mit gleichem leidenschaftlichem Enga-
gement. Doch stellten seine Vorlesungen durch ihren Inhaltsreichtum hohe Anfor-
derungen an die Horer, den bequemen Weg gab es bei ihm nicht, wohl ein
Umstand, daB MaaB eine relativ geringe Zahl von Schiilern hatte. Wer seinen Ideen
folgte, konnte sich jedoch unerschiitterlicher Unterstiitzung gepaart mit hoher To-
leranz sicher sein.

Hans MaaB war zweimal verheiratet, aus beiden Ehen stammen insgesamt
funf S6hne.

Hans MaaB verstarb am 15.4.1992 in Heidelberg. Sein bescheidenes, aber
bestimmtes Auftreten, seine durch Geradlinigkeit und Korrektheit gekennzeichnete
Haltung, seine exzellenten Fihigkeiten als akademischer Lehrer, die intensive Be-
treuung und Unterstiitzung seiner Schiiler, haben ihm Respekt und Achtung unter
Kollegen, Freunden und Schiilern eingebracht.

Mit Herbert Seifert und F.K. Schmidt hat er die Struktur des Mathemati-
schen Instituts der Universitat Heidelberg wesentlich mitgepragt und die heutige
Struktur der Fakultit fiir Mathematik an der Universitdt Heidelberg vorgepragt.

Das wissenschaftliche Werk

Die erste wissenschaftliche Publikation von H. MaaB ,, Beweis des Normen-
satzes in einfachen hyperkomplexen Systemen® weist Maall als einen Schiiler
E. Artins aus. Auf Anregung Artins bewies MaaB in dieser Arbeit, welche 1937 in
den Hamburger Abhandlungen erschien, daB fiir jede einfache Algebra S iiber ei-
nem Zahlkorper k mit zyklischem Zentrum der Normensatz gilt: Ein Element a € k
ist genau dann Norm eines Elements von S, wenn dies an jeder Stelle von k der Fall
ist. Man nennt diese Verallgemeinerung des Hasseschen Normensatzes heutzutage
nicht den ,,MaaBschen Normensatz*, sondern spricht eher von einem Hasseprinzip,
wohl zu Recht, denn MaaB erwihnt in einem Zusatz bei der Korrektur, daf eine et-
was schwichere Variante dieses Satzes bereits 1936 von Hasse und Schilling publi-
ziert wurde.

MaaB begann also seine wissenschaftliche Laufbahn als Schiiler Artins mit
rein algebraisch-zahlentheoretischen Fragestellungen. Auch wenn er sich in der
Folgezeit mehr analytischen Problemstellungen zuwenden sollte, so war es immer
die Verbindung zur Zahlentheorie, die ihn faszinierte und in seinem Werk iiberall
zutage tritt. MaaB sah sich selbst als analytischen Zahlentheoretiker.

Die Zuwendung zu analytischen Fragestellungen, insbesondere zur Theorie
der Modulformen, erfolgte unter dem EinfluB von E. Hecke und H. Petersson, dem
damaligen Assistenten Heckes. Unter dessen Anleitung entstand seine Dissertation
,, Konstruktion ganzer Modulformen halbzahliger Dimension mit 9-Multiplikatoren in
einer und zwei Variablen®, welche in zwei Teilen (Hamb. Abh. 1937, Math. Z. 1938)
erschien.

Da diese Arbeit fiir das weitere Schaffen von Maa@ richtungsweisend und in
gewisser Weise typisch ist, mochten wir auf den ersten Teil etwas genauer eingehen.



140 R.Busam und E. Freitag

In dieser Arbeit wird u.a. ein neuer Beweis fiir die bekannte Formel der An-
zahl der Darstellungen einer natiirlichen Zahl als Summe von drei Quadraten abge-
leitet, und nur auf diesen Teil der Arbeit gehen wir ein. Diese Formel wird aus einer
funktionentheoretischen Identitat

o0 3
(nz ewinzr) _ Z ’Y(C,d) /CT+d_3

=—00 (¢,d) ganz

abgeleitet. Die Koeffizienten v(c,d) werden so eingerichtet, daB die rechte Seite
dasselbe Transformationsverhalten unter Modulsubstitutionen hat wie die Theta-
reihe auf der linken Seite. Das eigentliche Problem liegt in der Interpretation der
rechten Seite. Die Wurzel ist zweideutig, und im {ibrigen konvergiert die Reihe
nicht.

Nach einer Vorgehensweise von Hecke ersetzt man nun den Ausdruck
(et + d)™** durch (cr+d)|er+4d |”* und erhilt Konvergenz in der Halbebene
Res > 1/2. Man setzt diese Funktion von s analytisch fort und betrachtet ihren
Wert bei s = 0. Wenn die so definierte Eisensteinreihe als Funktion von 7 analy-
tisch ist, kann man obige Identitéit mit Standardschliissen aus der Theorie der Mo-
dulformen beweisen. A priori treten jedoch bei der Analyse der Eisensteinreihe
nicht-analytische Terme in 7 auf. Deren Verschwinden mufl man beweisen. Maal3
formuliert hierzu:

.- Es zeigt sich also hier eine bemerkenswerte Verschrinkung zwischen der
Aussage, welche natiirlichen Zahlen als Summe von drei Quadraten darstellbar sind
und der Tatsache, dafs eine bestimmte Funktion von T in T analytisch wird.. . .*

MaaB sieht hier die auftretenden nicht-analytischen Terme noch als Storter-
me an, derer man sich zu entledigen hat. Erst ein Jahrzehnt spiter entstanden seine
bahnbrechenden Arbeiten, in denen er die Theorie der nicht-analytischen Modul-
formen begriindete.

Doch zunichst widmete er sich Fragen der Grundlegung der Theorie der
Modulfunktionen mehrerer Verédnderlicher. Im zweiten Teil seiner Dissertation
wurden bereits Hilbertsche Modulformen zweier Verinderlicher untersucht. Die
Theorie dieser Modulformen war von Blumenthal begriindet worden, doch die
Darstellung Blumenthals hatte, was Einfachheit und Exaktheit angeht, ihre Tiik-
ken. In einer Reihe von Arbeiten, darunter seine Habilitationsschrift ,, Zur Theorie
der automorphen Funktionen von n Veriinderlichen” (Math. Ann. 1940), erbrachte
Maal eine neue Grundlegung und Weiterentwicklung der Blumenthalschen Theo-
rie, beginnend mit der Konstruktion des Fundamentalbereichs der Hilbertschen
Modulgruppe, welcher nach MaaB # Spitzen hat, wenn # die Klassenzahl des zu-
grunde gelegten total reellen Zahlkorpers bezeichnet. (Blumenthal war irrtiimli-
cherweise davon ausgegangen, dal dieser Fundamentalbereich stets nur eine Spitze
hat.) Weitere Untersuchungen betrafen den Nachweis, daBl der Korper der Hilbert-
schen Modulfunktionen ein algebraischer Funktionenkérper vom Transzendenz-
grad » ist. Hier stiitzte sich MaaB auf die neuen Methoden, die Siegel bei der Ent-
wicklung einer funktionentheoretischen Begriindung der nach ihm benannten Mo-
dulfunktionen verwandte. Maal3 hatte bereits in seiner Dissertation analytische
Versionen des Siegelschen Hauptsatzes fiir quadratische Formen kleiner ungerader
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Variablenzahl abgeleitet. Die Nahe zu Siegels Arbeiten und Denkweise durchzieht
das Gesamtwerk von MaaB.

Neben dem EinfluB3 Siegels auf diese Phase des Schaffens von Maafl muf3
auch noch der Einflufl Peterssons hervorgehoben werden. Motiviert durch die Ar-
beiten Peterssons versuchte Maal3, die Theorie der Poincaréreihen verschiedener
Typen soweit als moglich auf den Hilbertschen (spiter auch auf den Siegelschen)
Fall zu iibertragen.

Sein Interesse galt auch immer wieder hiermit zusammenhéingenden zahlen-
theoretischen Fragen, woriiber einige Arbeiten zur Arithmetik der quadratischen
Formen iiber quadratischen Zahlkorpern Zeugnis ablegen. Beispielsweise gelang
MaaB der Beweis, daB im Korper @(v/5) jede ganze total positive Zahl Summe von
drei Quadraten ist, und er gab eine Formel fiir die Anzahl an. Dieser Satz ist umso
bemerkenswerter, als es in jedem anderen reell-quadratischen Zahlkérper total po-
sitive ganze Zahlen gibt, die sich nicht einmal als Summe von vier Quadraten dar-
stellen lassen. Die von Maal} gegebene Anzahlformel enthilt als Hauptfaktor die
Klassenzahl eines biquadratischen Zahlkorpers. Dieser Zusammenhang zwischen
Klassenzahlen und Darstellungsanzahlen — von Hecke bereits frither vermutet —
waren eines der Motive Heckes fiir das Studium von Klassenzahlen.

Damit kommen wir auf den Einflu Heckes auf das Werk von MaaB. Be-
reits 1936 war Heckes fundamentale Arbeit ,, Uber die Bestimmung Dirichletscher
Reihen durch ihre Funktionalgleichung” erschienen. In dieser Arbeit entsprechen ge-
wisse Typen von Dirichletreihen mit Funktionalgleichung durch umkehrbare Inte-
graltransformation automorphen Formen. Der Gammafaktor in Heckes Theorie
muf mit I'(s) oder mit I'($)T"($5!) Gibereinstimmen.

Die meisten interessanten Zetafunktionen der algebraischen Zahlentheorie
koénnen wegen dieser Einschrankung von Heckes urspriinglicher Theorie nicht er-
faBBt werden. Dies empfand MaaB als einen Mangel. Er formuliert in einer seiner
Arbeiten:

.-+« Es erhebt sich nun die Frage, ob die Funktionalgleichungen der Zetafunk-
tionen des reell-quadratischen Zahlkérpers einer ihnlichen Behandlung fihig sind, ob
es also eine Funktionenklasse gibt, die fiir die Zetafunktionen des reell-quadratischen
Zahlkorpers dasselbe leistet, wie die Modulfunktionen fiir die Zetafunktionen des ra-
tionalen und imagindr-quadratischen Zahlkérpers. .. .

Und MaaB féhrt fort ,, Das ist in der Tat der Fall ..." und stellt seine Theo-
rie der nicht-analytischen Modulformen vor.

Dieses Zitat stammt aus der Arbeit ,, Uber eine neue Art von nicht-analy-
tischen automorphen Funktionen und die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch
Funktionalgleichungen®, welche 1949 in den Mathematischen Annalen erschien.
Doch war dies nicht die erste einer ganzen Reihe von fundamentalen Arbeiten zu
diesem Thema. Es gab zwei Vorlduferarbeiten, welche etwas Licht darauf werfen,
wie MaaB zu seiner Theorie gekommen sein mag.

In der Arbeit ,, Automorphe Formen und indefinite quadratische Formen*,
welche kurz zuvor ebenfalls 1949 in den Sitzungsberichten der Heidelberger Aka-
demie der Wissenschaften erschienen war, ging MaaB von den Zetafunktionen aus,
welche Siegel indefiniten quadratischen Formen der Signatur (2a,20) zugeordnet
hatte. Siegels analytische Theorie der quadratischen Formen bringt die Thetarei-
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hen, die man diesen quadratischen Formen zuordnen kann, in Verbindung mit
nicht-analytischen Eisensteinreihen des Typs

Ser+d) (e +d)’

MaaB suchte nach einer Erweiterung des Begriffs der Modulform, durch welchen
diese Eisensteinreihen mit erfaBt werden. Um einen Ersatz fiir die Analytizitit zu
bekommen, suchte und fand er eine Differentialgleichung, welcher diese Eisenstein-
reihe geniigt. Modulformen des neuen Typs sollen dann allgemein Lésungen dieser
Differentialgleichung sein, die dasselbe Transformationsverhalten wie die Eisen-
steinreihe unter Modulsubstitutionen besitzen. Gelegentlich nennt er diese Modul-
formen auch Wellenformen. Es gelang MaaB, in dieser und der nachfolgenden Ar-
beit den umkehrbaren Ubergang von den Modulformen des neuen Typs zu den Di-
richletreihen zu vollziehen. SchlieBlich entwickelte er die Theorie der Heckeopera-
toren in der verallgemeinerten Form und bewies so, daf die neuen Dirichletreihen,
wenn sie nicht schon selbst Eulerprodukte sind, sich aus Eulerprodukten linear
kombinieren lassen. MaaB hatte damit — einer Formulierung A. Weils zufolge — die
Theorie der Modulformen aus dem Prokrustesbett der Funktionentheorie befreit.
Den beiden genannten Arbeiten geht noch eine Arbeit voraus, welche
bereits 1946 anliBlich der Tiibinger Mathematikertagung unter dem Titel ,, Uber
automorphe Formen von mehreren Verdiinderlichen und die Bestimmung von Dirichlet-
schen Reihen durch Funktionalgleichungen in den Tagungsberichten erschien. Die-
ser erste Beitrag von MaaBl zum Thema der nicht-analytischen Modulformen um-
faBt lediglich zwei Seiten. Die Arbeit beginnt ebenfalls mit dem Hinweis auf den
Mangel von Heckes Theorie. Als mdglicher Ausweg wird vorgeschlagen, zu auto-
morphen Funktionen in mehreren Variablen iiberzugehen. Ohne weitere Motiva-
tion wird vorgeschlagen, als Grundgebiet den reellen hyperbolischen Raum

(x1,...,%k), Xx >0, zu nehmen. Als Ersatz fiir holomorphe Funktionen werden
Losungen der Eigenwertgleichung
Af = M

genommen, wobei A der invariante Laplace-Operator sei. Es wird gefordert, daB f

unter einem geeigneten Translationsgitter x — x +n und unter der Spiegelung

X ﬁ7 invariant ist. Die Fourierkoeffizienten sind konstante Vielfache gewisser
X

Besselfunktionen. Mit diesen Konstanten a(b) werden die Dirichletreihen

3 P(b)a(b)

lib1f
gebildet. Dabei ist P eine Kugelfunktion, die eingebaut wird, um Koeffizienten a(b)
zum selben ||b|| separieren zu koénnen. Die neuen Dirichletreihen geniigen Funktio-
nalgleichungen. Dies findet sich alles auf zwei Seiten, ohne weitere Motivation und
ohne Beispiele.

Spater (1949) wird MaaB diese Arbeit in einer E. Artin gewidmeten Arbeit
noch einmal aufgreifen und vertiefen. Dort werden die Picardschen Modulgruppen
auf dem dreidimensionalen hyperbolischen Raum benutzt und als vielleicht wich-
tigstes Resultat bewiesen, daB gewisse Zetafunktionen zu biquadratischen Erweite-
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rungen Mellintransformierte Picardscher Modulformen sind. DaB die Frage der
Beschreibung der Zetafunktionen der algebraischen Zahlentheorie durch automor-
phe Formen zu einem beherrschenden Thema der Mathematik werden sollte, hat
MaaB in diesen Arbeiten sicherlich nicht vorhergesehen. In seiner Antrittsrede bei
der Heidelberger Akademie der Wissenschaften (1974) formuliert dies MaaB fol-
gendermaBen: ,, Heute gibt es eine umfangreiche Literatur iiber nicht-analytische au-
tomorphe Formen, die weit iiber das hinausgeht, was ich urspriinglich angestrebt hat-
te.”

MaaB bezieht sich in seinen spiteren Arbeiten wenig auf die kurze Tibinger
Arbeit. Es ist eine historische Merkwiirdigkeit, daB am Anfang der Untersuchun-
gen von MaaBl zur Theorie der nicht-analytischen Modulformen die Gruppe

SO(1, n) stand, um dies in heute iiblicher Sprechweise auszudriicken.

Eine formal vollendete Darstellung seiner Theorie hat MaaBl 1953 in der
Arbeit ,,Die Differentialgleichungen in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen®
(Math. Annalen) gegeben. Beschrankungen in den Gewichten sind vollig aufgeho-
ben, die Differentialgleichungen erscheinen nun als ein konsistentes Eigenwertpro-
blem eines invarianten Laplace-Operators zweiter Ordnung, welcher sich aus linea-
ren Operatoren zusammensetzt, von Maaf3 gelegentlich ,,Schaukeloperatoren” ge-
nannt. Diese Schaukeloperatoren fithren Modulformen in Modulformen iber,
verindern aber ihr Gewicht. Diese Arbeit stellt wohl einen der Hohepunkte der
wissenschaftlichen Arbeit von MaaB3 dar und auch in der Darstellung, konzentriert
und mit liickenlosen Beweisen, hatte MaaB zu hochster Meisterschaft gefunden.

Die nachfolgende Arbeit ,,Die Differentialgleichungen in der Theorie der Sie-
gelschen Modulfunktionen® erschien ebenfalls in den Annalen drei Jahre spiter, eine
fiir MaaB lange Zeitspanne, die mit den enormen technischen Schwierigkeiten zu-
sammenhingt, mit denen MaaB zu kimpfen hatte, um seine Theorie der Differenti-
algleichungen auf den symplektischen Fall zu iibertragen.

An dieser Stelle muB auf einen anderen Aspekt des Werkes von Maal ein-
gegangen werden. Wir haben bereits gesehen, dal Maal an automorphen Funktio-
nen in mehreren Variablen interessiert war und eine Reihe von wichtigen Arbeiten
iiber Hilbertsche Modulformen geschrieben hat. Etwa 1950 wandte er sich den Sie-
gelschen Modulfunktionen zu. Siegel und MaaB} verband seit Beginn der fiinfziger
Jahre eine enge Freundschaft, die bis zum Tode Siegels (1981) dauerte. Siegel nahm
durch sein Werk und die Ausstrahlung seiner Personlichkeit — so formulierte es
MaaB in der bereits erwihnten Heidelberger Antrittsrede — wie kein anderer Ein-
fluB auf seine Entwicklung. Am Rande sei erwihnt, dal MaaB bereits 1942 in der
Arbeit , Uber eine Metrik im Siegelschen Halbraum* die metrische Grundform der
symplektischen Geometrie eingefiihrt und explizite Parameterdarstellungen ihrer
Geodaitischen angegeben hat. Unter den Arbeiten iiber die allgemeine Theorie der
analytischen Siegelschen Modulformen ist die Arbeit ,, Uber die Darstellung der Mo-
dulformen n-ten Grades durch Poincarésche Reihen® hervorzuheben, hatte doch der
Darstellungssatz von Modulformen geniigend groBen und geraden Gewichts zur
Folge, daB der Siegelsche Spezialisierungsoperator, welcher Modulformen n-ten
Grades in solche (n — 1)-ten Grades iberfiihrt, in diesen Gewichten surjektiv ist.
Eine andere Anwendung dieses Darstellungssatzes gab MaaB in der Arbeit , Die
Primzahlen in der Theorie der Siegelschen Modulformen”. In dieser Arbeit benutzte
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Maal den Darstellungssatz, um ein Vertauschungsgesetz fiir Heckeoperatoren und
Siegelschem Spezialisierungsoperator zu beweisen. Diese Arbeit ist der erste tiefere
Beitrag zur Theorie der Heckeoperatoren im Siegelschen Fall.

MaaB war, wie wir wissen, stets an Zetafunktionen interessiert und damit
natiirlich mit Fragen konfrontiert, wie Siegelsche Modulfunktionen — sowohl ana-
lytische als auch nicht-analytische — und Zetafunktionen zusammenhingen. Wir
wissen, da8 Maaf3 zu den nicht-analytischen Modulformen u.a. iiber die Zetafunk-
tionen gestoBen war, welche Siegel indefiniten quadratischen Formen zugeordnet
hatte. Diese Zetafunktionen hingen dhnlich wie die Epsteinschen Zetafunktionen
mit Fragen der raumlichen Verteilung von Punkten eines Gitters zusammen. Es lag
nahe, diese Zetafunktionen dahingehend zu verallgemeinern, daB auch die Vertei-
lung von Untergittern eines Gitters analytisch erfaBt werden konnte. Die beiden
Fragen sind formal voneinander unabhingig, aber, wie man vom Fall einer Varia-
blen her weiB, eng miteinander korreliert. Die analytischen Schwierigkeiten, denen
sich MaaB gegeniibersah, waren nur schwer zu Uberwinden, und die Arbeiten, die
Maal zu diesen Themenkreisen in den flinfziger Jahren, vor allem 1955 bis 1960,
verfalite, gehoren zu den technisch schwierigsten, die er verfaBt hat. Wenden wir
uns zunéchst der ersten Frage zu. Es war in den Anfingen der Theorie nicht klar,
wie man selbst holomorphen Siegelschen Modulformen Zetafunktionen zuordnen
sollte. Man konnte daran denken, diese Zetafunktionen aus den Fourierkoeffizien-
ten der Siegelschen Modulformen zu bilden, und dies war ein Themenkreis, der
MaaB stets interessierte. Ein anderer naheliegender Gedanke, die Zetafunktionen
aus den Eigenwerten der Heckeoperatoren zu bilden, konnte erst dann realisiert
werden, als die Theorie der Heckeoperatoren im héherdimensionalen Fall formal
in geeigneter Form entwickelt war. Dies sollte geraume Zeit dauern. Wir wissen,
daB gerade dieser Aspekt der automorphen Zetafunktionen fiir die Zahlentheorie
eine ungeahnte Bedeutung erlangt hat und zu einer gewaltigen Theorie gefiihrt hat,
die Maal3 zwar angestoBen aber nicht eigentlich entwickelt hat. Hier sind andere
Namen wie Andrianov und vor allem Langlands zu nennen. Was jedoch die Zeta-
funktionen angeht, die man den Fourierkoeffizienten der Siegelschen Modulfor-
men zuordnen kann, so sind die Arbeiten von MaaB immer noch aktueller Stan-
dard. Ein Teil dieser Arbeiten fand in den Springer lecture notes 216 (1971) ,,Sie-
gel’s Modular Forms and Dirichlet Series” eine abschlieBende Darstellung. Im §15
werden einer Siegelschen Modulform mit Fourierkoeffizienten a(T) (die Indizes
durchlaufen ein Gitter symmetrischer Matrizen) die Zetafunktionen

B a(T)u(T)
Disu) = {TZ>O} e(T)[TT

zugeordnet. Dabei ist £(7') lediglich die Zahl der Einheiten der quadratischen Form
T. Die Funktion «(T) wird eingefiihrt, um Koeffizienten a(7) mit gleicher Deter-
minante T separieren zu konnen. Man will schlieBlich die Modulform aus den asso-
ziierten Dirichletreihen rekonstuieren kénnen. In Analogie zu Heckeschen L-Funk-
tionen, welche mit der Hilbertschen Modulgruppe in Verbindung stehen, nannte er
diese Funktionen GroBencharaktere. Diese sollten in erster Linie invariant unter
der unimodularen Gruppe und homogen vom Grade 0 sein. Damit diese Funktio-
nen ein verniinftiges analytisches Verhalten bekommen, beschrinkt man sich auf
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Eigenfunktionen invarianter Differentialoperatoren, wobei man im Hintergrund
bedenken muB, daB man jede Funktion u nach Eigenfunktionen spektral entwik-
keln kann. Diese Eigenfunktionen sind in heutiger Sprechweise Modulformen auf
der Gruppe SL(n). Im Falle n = 2 sind das genau die Wellenformen. Der Beweis
der analytischen Fortsetzung und Funktionalgleichung dieser Dirichletreihen war
das Resultat jahrelanger schwerer Arbeit, ebenso wie die der Zetafunktionen, die
MaaB den erwihnten Gitterproblemen zuordnete.

Auf diese wurde MaaB iiber folgendes zahlentheoretische Problem gefiihrt.
Gegeben ist eine positiv definite m-reihige reelle Matrix S. Man will ganzzahlige
Darstellungen S[G] = T studieren, wobei T eine n-reihige Matrix ist. Man gibt sich
zwei Bereiche 4 und B vor. A ist ein Teilkegel des Minkowskikegels im Bereich der
positiven n-reihigen Matrizen und B ist ein Teilbereich im Raum aller reellen
m x n-Matrizen, welcher unter der Gruppe GL(n, IR) bei Rechtsmultiplikation in-
variant ist. Das zahlentheoretische Problem besteht nun darin, die Asymptotik in ¢
der Anzahl der ganzen Darstellungen

S[G)=T mit T€A, GeB und |T|=1t

zu studieren. Die Idee ist es, Taubersitze auf Dirichtletreihen

3 wo(QG)u(S[G))

< |S[G]"* (§=20)

anzuwenden. Die Funktionen wy und u werden aus den charakteristischen Funktio-
nen der Bereiche 4 und B gebildet. Um verniinftige analytische Eigenschaften zu
bekommen, fiihrt man eine Approximation durch und ersetzt ¥ durch einen Gro-
Bencharakter. Um den ,,Winkelbereich® B analytisch erfassen zu konnen, approxi-
miert man seine charakteristische Funktion durch Polynome wy mit der Eigen-
schaft wo(XV) = |V|*wo(X). Es stellt sich jedoch heraus, daB die Klasse dieser Po-
lynome nicht allgemein genug ist, um Konsistenz in dem gesamten Formalismus zu
erhalten. Man muB allgemeiner Polynome zulassen, welche von rechts lediglich un-
ter der orthogonalen Gruppe invariant sind. Maal} verwendete einen raffinierten
Trick, um diese Polynome zu beschreiben. Sei L ein Differentialoperator, welcher
als Polynom in X % geschrieben werden kann. Dann ist durch
Le—my(X'X) — WO(X)e—mr(X’X)

ein Polynom wy mit dieser Invarianzeigenschaft definiert und man erhilt jedes inva-
riante Polynom w, auf diesem Wege. Die Zerlegungstheorie der Polynome in einer
Matrixvariablen X = X"  welche unter der orthogonalen Gruppe O(m) von
rechts invariant sind, insbesondere ihr Aufbau aus harmonischen Polynomen, ist
schwierig. MaaB hat dieses algebraische Problem in mehreren Arbeiten aufgegrif-
fen. Man hat heutzutage einen einfacheren Zugang zu dieser Theorie, welcher dar-
auf beruht, daB man die Darstellung der Gruppe GL(m) x O(n) auf dem Raum
der Polynome P(X ") studiert und mittels der Theorie der Héchstgewichte in ir-
reduzible Komponenten zerlegt. Maal3 lagen darstellungstheoretische Methoden
fern, er bevorzugte die Sprache der Differentialoperatoren, zu der er selbst soviel
beigetragen hat. Wie man weiB, hat die Darstellungstheorie an allen Ecken und En-
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den in der Theorie der Modulformen Einzug gehalten. MaaB hat manches, was
spéter darstellungstheoretisch ,,neuentdeckt” wurde, zumindest in Ansitzen vor-
weggenommen. Ein schones Beispiel hierzu ist die Arbeit ,, Dirichletsche Reihen und
Modulformen zweiten Grades“, welche 1973 in den Acta Arithmetica erschienen ist.
In dieser Arbeit werden analytische Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung der
Dirichletschen Reihe

a(N)b(N)

(&0 «(DINT

bewiesen, wobei a(N) und b(N) die Fourierkoeffizienten zweier Siegelscher Modul-
formen zweiten Grades gleichen Gewichts seien. Beim Beweis werden Eisensteinrei-
hen zur symplektischen Gruppe Sp(2) und zur orthogonalen Gruppe 0(2,2) mit-
einander in Verbindung gebracht. Es wird gezeigt, daB beide durch eine Integral-
transformation mit einem Thetakern ineinander iiberfithrt werden kénnnen. DaB
Modulformen zur orthogonalen und symplektischen Gruppe mittels Thetakernen
ineinander transformiert werden kdnnen, ist heutzutage ein eigenstandiges umfang-
reiches Teilgebiet in der Theorie der automorphen Formen geworden, wobei
manchmal vergessen wird, dal MaaB auch hier Pionierarbeit geleistet hat.

Der eben angesprochene ,, Thetalift“ ist wiederum ein Spezialfall eines all-
gemeinen Funktorialititsprinzips, welches es nach den Vorstellungen von Lang-
lands erlaubt, Modulformen zwischen verschiedenen Gruppen hin- und herzuschie-
ben. Dieses Funktorialitétsprinzip ist eine der groBen offenen Fragen der gegen-
wirtigen Theorie der automorphen Formen und konnte bislang nur in
Spezialfillen ausgearbeitet werden. In einem wichtigen Fall sollte MaaB — fast sieb-
zigjahrig — nocheinmal bahnbrechende Ideen entwickeln und Resultate erzielen. Es
handelt sich um seine vier Arbeiten zum ,,Kurokawa-Lift“, welche 1979 und 1980
in den Inventiones erschienen sind, die erste unter dem Titel ,, Uber eine Spezial-
schar von Modulformen zweiten Grades“. Ausgangspunkt wie mehrmals in seinem
wissenschaftlichen Werk war wiederum das detaillierte Studium von Eisensteinrei-
hen, diesmal der Siegelschen Eisensteinreihen zur Modulgruppe zweiten Grades. In
zwei Arbeiten aus den Jahren 1964 und 1972 in der dénischen Zeitschrift Mat. Fys.
Medd. Dan. Vid. Selsk berechnete MaaB die sogenannte singulire Reihe und kam
so zu einem expliziten Ausdruck fiir die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe.
Als Folge leitete Maal3 die Relation

1 &4 1y
— dk——la 351 , T=<I1 2)7
“M d,,,z,;,, (ﬁ zf) 3tom
d>0
fiir die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe ab. Computerrechnungen von Res-
nikoff und Saldana legten nahe, daB solchen Relationen auch manche Spitzenfor-
men geniigen kénnen. MaaB fafte alle Modulformen dieser Art zu seiner ,,Spezial-
schar® zusammen. Eine Vermutung von Kurokawa und die Arbeiten von MaaB er-
brachten schlieBlich ein faszinierendes Bild. Die Spezialschar ist isomorph zu einem
Vektorraum elliptischer Modulformen. Dieser ,,Lift“ elliptischer Modulformen zu
Siegelschen Modulformen fithrt Hecke-Eigenformen in Hecke-Eigenformen iiber
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und 148t sich auch iiber die Zetafunktionen, die diesen Modulformen zugeordnet
werden, beschreiben, nebenbei im Einklang mit Langlands allgemeinem Funktoria-
litatsprinzip. MaaB verdankte die Vertrautheit mit der schwierigen Teorie der Zeta-
funktionen, welche man den Eigenwerten Siegelscher Eigenformen zuordnen kann,
den Arbeiten Andrianovs mit dem er bis zu seinem Tode freundschaftlich verbun-
den war.

Die Arbeiten von MaaB iiber seine Spezialschar stellen sicherlich ein auBer-
gewdhnliches Beispiels fiir schopferische Schaffenskraft eines Mathematikers in
schon vorgeriicktem Alter dar.

Schon iiber siebzigjihrig publizierte MaaB die Arbeit ,, Uber eine Kennzeich-
nung der Koecherschen Dirichletreihen mit Funktionalgleichung™ (Math. Ann. 1982),
einen Beitrag zur Charakterisierung der reell-analytischen Eisensteinreihen zur Sie-
gelschen Modulgruppe durch seine Differentialoperatoren. Dieses Problem ist bis
heute ungeldst, MaaB gelang in dieser Arbeit wenigstens die Charakterisierung des
nullten Fourierkoeffizienten.

MaaB hat neben seinen in Zeitschriften publizierten Arbeiten auch einige
wichtige Monographien verfaBt. Zur Standardliteratur gehoren seine beiden Tata-
lecture notes ,,Lectures on Siegel’s Modular Functions* und ,,Lectures on Modular
Functions of One Complex Variable“ aus den Jahren 1954 und 1964. Beide entstan-
den aus Vorlesungen am Tata Institute of Fundamental Research in Bombay. Auf
diese Aufenthalte geht auch die enge Freundschaft mit Chandrasekharan zuriick.
Die zweite dieser Vorlesungen erschien 1983 in revidierter Form beim Springer-
Verlag. Die Monographie ,,Siegel’s Modular Forms and Dirichlet Series* (Springer
Lecture Notes 216, 1971) entstand bei Gastvorlesungen an der University of Mary-
land. Diese letzte groBe Reise kostete MaaB viel Kraft. ,,Ungestraft treibt niemand
Raubbau mit seinen Kriften.“, formulierte er in der Antrittsrede bei der Heidelber-
ger Akademie.

AnliBlich einer Wiirdigung des wissenschaftlichen Werkes von MaaB diir-
fen auch seine Vorlesungsausarbeitungen nicht unerwéhnt bleiben, die — zum Teil
handschriftlich — zum wertvollen Bestand der Bibliothek der Fakultit fiir Mathe-
matik der Universitit Heidelberg gehoren.
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Buchbesprechungen

Lorentz, G. G., Mathematics from Leningrad to Austin, Selected Works in Real,
Functional and Numerical Analysis, Vol. 1 and 2, R. A. Lorenz (Ed.) Boston u. a.: Birk-
hduser 1997, Bd 1: 548 S., Bd 2: 648 S., DM 358,

Der Name George G. Lorentz steht fiir Originalitit, Tiefe, Eleganz, das endgiilti-
ge Kliren von Phinomenen, didaktische Meisterschaft und vieles mehr. Eine neue Faszi-
nation geht von seinen Arbeiten aus, wenn man sie als Spuren auf einem langen Weg
sieht, der von Leningrad iiber Tiibingen, Frankfurt, Toronto, Detroit und Syracuse nach
Austin fithrt, mit Beteiligten, die uns inzwischen lingst als hochrangige Wissenschaftler
bekannt sind, und mit den politischen Wogen unseres Jahrhunderts als Hintergrund.

Die vorliegenden zweibindigen ausgewihlten Werke widmen sich vier Themen-
kreisen, je zwei pro Band, wobei etwa zwei Drittel der Forschungsarbeiten von
G.G. Lorentz reproduziert werden. Zu jedem Themenkreis gehort eine Einfithrung, in
der die zugehdrigen Arbeiten vorgestellt und ihr EinfluB auf die weitere Entwicklung des
Gebiets aufgezeigt werden. Band 1 beginnt mit einer Einleitung von R. A. Lorentz; es fol-
gen eine Autobiographie, eine vollstindige Bibliographie, eine Liste der Doktoranden
und vier bisher unverédffentlichte Aufsitze von allgemeinem mathematischen Interesse.
Am Anfang von Band 2 steht nochmals die vollstindige Bibliographie; ihr schlieBt sich
eine Besprechung der Biicher von Lorentz an. In beiden Bénden befinden sich einige Fo-
tos aus dem Leben von Lorentz. Wir wollen uns nun den vier Themenkreisen zuwenden.

Im Teil I von Band 1 werden unter dem Titel Summability and Number Theory
nach einer Einfithrung von Baron und Leviatan 24 Arbeiten prisentiert, die sich mit Ma-
trixverfahren, Fast-Konvergenz, Taubersitzen, Umordnung, Vergleichssitzen, Orthogo-
nalreihen und etwas Zahlentheorie beschiftigen. Darunter befindet sich die erste Lorentz-
sche Arbeit, geschrieben 1931 in Leningrad. Aufgrund der Schwierigkeiten im kommuni-
stischen RuBland und dem beginnenden Krieg kann Lorentz jedoch seine volle
Produktivitit erst in der Tiibinger Zeit (1942-1949) entfalten, wo er Zusammenarbeit mit
K. Knopp hat und spiter mit K. L. Zeller einen hervorragenden Schiiler fiir die Limitie-
rungstheorie gewinnt. Dieser Forschungsschwerpunkt bestimmt auch noch sehr seine Zeit
in Toronto (1949-1953). Mit seiner Ubersiedlung nach Detroit (1953-1958) mochte sich
Lorentz von der Limitierungstheorie trennen. Trotzdem folgen noch bis in die Austiner
Zeit hinein zahlreiche weitere Arbeiten zu diesem Gebiet; acht davon wurden in den vor-
liegenden Band aufgenommen, darunter fiinf elegante Arbeiten mit Zeller. Zu den letzten
drei bemerkt Lorentz selbst, daB sie einfache fundamentale Fragen beantworten, die ei-
gentlich am Anfang der Theorie hétten stehen miissen.

Teil I enthilt ferner zwei zahlentheoretische Arbeiten aus der Detroiter Zeit, von
denen die eine ein Problem von Paul Erdds 16st, wihrend die andere in Zusammenarbeit
mit Erdds entstanden ist.

Teil II von Band 1 triigt den Titel Interpolation. Nach einer Einfiihrung von Rie-
menschneider folgen 22 Arbeiten iiber Birkhoff-Interpolation. Dieses Gebiet mag als we-
nig attraktiv gegolten haben, da der initiale Beitrag von Birkhoff (1906) nur méBige Reso-
nanz fand. Es erwachte erst mit einer Arbeit von Schoenberg (1966) und anschlieBenden
Beitrigen von Atkinson & Sharma (1969) und Ferguson (1969). Der Einstieg von Lorentz
erfolgt in seiner Austiner Zeit, als er in einer gemeinsamen Arbeit mit Zeller die Birkhoff-
Interpolation als Hilfsmittel benutzt. Sobald sein Interesse entflammt ist, dringt er zu den
wesentlichen Phinomenen vor und kann bald die vorhandenen Ergebnisse vereinfachen
und die Theorie mit neuen tiefen Erkenntnissen und letztlich auch leistungsfiahigen Begrif-
fen und Bezeichnungen bereichern. Spiter wendet er sich auch Birkhoff-Quadraturfor-
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meln, Erweiterungen von Polynomen auf Splines und mehrdimensionalen Problemen zu.
An Mitarbeitern sind vor allem Zeller, Riemenschneider und sein Sohn R. A. Lorentz zZu
nennen.

Teil I von Band 2 bringt unter dem Titel Real and Functional Analysis eine Aus-
wahl von 18 Arbeiten, denen eine Einfithrung durch Bennett vorangestellt ist. Die Begeg-
nung mit Kamke fithrt zu zwei Arbeiten {iber das Dirichlet-Prinzip. Ebenfalls in der Tii-
binger Zeit wird eine schon in Leningrad geschriebene Arbeit iiber Verbinde verdffent-
licht, und schlieBlich wird mit der Arbeit ,,A problem of plane measure® ein wichtiger
Grundstein gelegt, auf dem in der Torontoer Zeit Verallgemeinerungen der L?-Riume
aufbauen, die inzwischen nach Lorentz benannt sind. Diese und die aus der Zeit in De-
troit und Syracuse sich anschlieBenden Beitriége iiber Funktionenriume erlangten enorme
Bedeutung in Verbindung mit Arbeiten von Luxemburg, Calderén und anderen und ga-
ben AnstoB fiir zahlreiche weitere Untersuchungen. Drei gemeinsame Arbeiten mit Shi-
mogaki représentieren die Beitrdge zur Interpolation von Operatoren. Teil I schlieBt mit
zwei funktionalanalytischen Arbeiten aus den achtziger Jahren, in denen neue Beweise fir
bekannte Ergebnisse gefunden wurden, sowie mit einem Artikel iiber Zygmund und sein
Werk.

Der letzte und umfangreichste Teil widmet sich der Approximationstheorie. Nach
einer Einfiilhrung von Berens folgt eine Auswahl von 32 Arbeiten. Es mag erstaunen,
wenn Lorentz in seiner Autobiographie bemerkt, daB er noch nichts iiber Approximati-
onstheorie wuBte, als er 1958, am Ende seiner Zeit in Detroit, damit begann, sich mit Hil-
fe der Arbeiten von Kolmogorov in dieses Gebiet einzuarbeiten. Tatsichlich enthilt die
Auswahl nur drei frithere Arbeiten: je eine iiber Stieltjes-Landau-Polynome und Bern-
stein-Polynome aus der Leningrader Zeit und eine weitere iiber Bernstein-Polynome, ge-
schrieben in Toronto. Alle anderen prisentierten Beitrige stammen aus der Zeit ab 1960.
Darunter befinden sich Arbeiten mit Zeller {iber monotone Approximation, Arbeiten mit
Berens iiber Korovkin-Sitze und Bernstein-Polynome, Arbeiten iiber Entropien, n-te
Weiten und Superposition von Funktionen, Beitrége zu Bernstein- und Markoff-Unglei-
chungen z. T. mit v. Golitschek und Arbeiten iiber unvollstindige Polynome.

Mit der Sorge, etwas versidumt zu haben, hilt man am Ende Ausschau nach dem
Drittel von Arbeiten, die nicht in das vorliegende Werk aufgenommen wurden. Darunter
befindet sich z. B. eine Arbeit iiber Entropie, n-te Weiten und Superposition von Funktio-
nen, die von der Mathematical Association of America als bester Artikel im Amer. Math.
Monthly des Jahres 1962 ausgezeichnet wurde.

Wir wollen nun noch ein paar Bemerkungen zu einigen der anderen eingangs er-
wihnten Beitrdge machen. Der von Erdélyi und Nevai stammende Artikel iiber die Bii-
cher von Lorentz (Band 2) beginnt mit sehr persénlich gefarbten Reminiszensen der Au-
toren. Danach folgen umfangreiche Besprechungen der folgenden Werke: Bernstein Poly-
nomials (1953, 2. Aufl. 1988), Approximation of Functions (1966), Problems in Approxi-
mation Theory (1977), Birkhoff" Interpolation (mit Jetter und Riemenschneider, 1983),
Constructive Approximation (mit deVore, 1993) und Constructive Approximation, Advan-
ced Problems (mit v. Golitschek und Makovoz, 1996).

Der Abschnitt mit Artikeln von allgemeinem mathematischen Interesse (Band 1)
beginnt mit einem Bericht iiber die Universitit Leningrad, geschrieben in den vierziger
Jahren. Er ist ein wertvolles geschichtliches Dokument iiber den Universitiatsbetrieb im
kommunistischen RuBland. Insbesondere enthilt er einen vollstindigen Vorlesungskata-
log des mathematischen Instituts vom Jahr 1936. Die anderen drei Artikel tragen die Titel
On the Work of the Mathematical Mind, Proofs in Mathematics und Writing Mathematical
Books. Mit ihnen vermittelt Lorentz interessante Einsichten in das Wesen der Mathema-
tik, die Denk- und Arbeitsweise des Mathematikers sowie in Entwurf und Gestaltung von
Biichern mit Bezug auf die eigenen Werke.
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Um dem wissenschaftlichen Werk Prioritit zu geben, haben wir uns einen Kom-
mentar zur Einfithrung von R. A. Lorentz und zur Autobiographie fiir den Schluf} aufge-
hoben. Diese Artikel stehen jedoch am Anfang von Band 1 und sollten auch zuerst gele-
sen werden, denn sie geben dem vorliegenden Werk seinen besonderen, einmaligen Cha-
rakter. Sie zeigen uns, daB hinter der geraden mathematischen Linie ein Mensch steht,
der durch die Tiefen und Hohen unseres Jahrhunderts ging, dem Fliichtlingsschicksal und
Nachkriegselend nicht erspart blieben; — ein Mann mit drei Leben, in RuBland, Deutsch-
land und Nordamerika, mit der Mathematik als gemeinsamen Inhalt, wie es sein Sohn
Rudolph ausdriickt.

Ein kleiner, eher dsthetischer Mangel sei nicht verschwiegen, um ihn dem Verlag
anzulasten mit der Hoffnung auf kiinftige Besserung. Wihrend die Forschungsarbeiten
von Lorentz als Kopien der Originaltexte iibernommen wurden, hat in den neu geschaf-
fenen Partien der Fehlerteufel sichtbar zugeschlagen. Die korrekte Ubertragung von deut-
schen Titeln in das Inhaltsverzeichnis ist 6fters miBlungen; gelegentlich sind Seitenanga-
ben falsch; man findet Wortverdoppelungen — ein Fehlertyp des Computerzeitalters; ge-
gen die Maxime von Lorentz ,,we owe the author of a paper we use the simple politeness
of not misspelling his name*“ wird verstoBen; fehlerhafte Zahlenangaben fiihren zu kurio-
sen Aussagen: ,,He“ (4nm. geboren 1910) ,retired in 1980, at the age of eighty.“, um nur
ein Beispiel zu nennen. Ist etwa das Korrekturlesen einer RationalisierungsmaBnahme
des Verlags zum Opfer gefallen?

Das Werk sollte in keiner mathematischen Institutsbibliothek fehlen. Es ist ferner
Liebhabern der klassischen Analysis, Anhdngern der einschlagigen Arbeitsgebiete, aber
auch historisch, biographisch und allgemein-mathematisch Interessierten wirmstens zu
empfehlen.

Erlangen G. SchmeiBer

Motohashi, Y., Spectral Theory of the Riemann Zeta-Function (Cambridge Tracts
in Mathematics, 127), Cambridge University Press 1997, 228 S., £29.95

Die Theorie der Riemannschen Zetafunktion, die der Kloostermanschen Sum-
men und die Beziechung zwischen den beiden ist das Thema dieses Buches. Die Riemann-
sche Vermutung hat in der Theorie der Riemannschen Zetafunktion und bei ihren An-
wendungen in der Zahlentheorie eine leitende Funktion, weil ihre Korrektheit oder Nicht-
korrektheit sich in einer groBen Vielfalt von anderen Aussagen wiederspiegelt. Nicht nur
diese Vermutung, sondern auch eine Reihe anderer schwicherer Vermutungen, wider-
strebt allen Versuchen eines Beweises. Die erste im Rang hinter der Riemannschen Ver-
mutung ist die Lindelofsche Vermutung, ndmlich die Behauptung, daB fiir jedes € > 0 gilt
¢ (; + it) = O(|t|¢) fiir | ¢| — oo. Diese Vermutung 1aBt sich in eine Reihe noch ,,schwéche-
rer Vermutungen zerlegen, die durch eine natiirliche Zahl k parametrisiert werden. Die
k.te Vermutung behauptet, daB fiir T — oo gilt: T-'. [T |¢( + it)[*dt = O(| T|). (Es wiir-
de reichen, wenn die Abschéitzung fiir eine unendliche Folge von k’s gelten wiirde.) Bei
diesen Vermutungen kann man auch nur erniichterend wenig beweisen; in den Fillen
k = 2,4 sind asymptotische Formeln bekannt und im Falle k = 12 gibt es eine relativ
scharfe Abschiatzung von D.R. Heath-Brown. Die klassische Art, Probleme dieser Art zu
behandeln, besteht darin, die Funktionen mit Hilfe der ,,approximate functional equati-
on‘“/Riemann-Siegel Formel durch eine endliche Summe anzunidhern und mit Mitteln der
Theorie exponentieller Summen das Integral abzuschitzen zu versuchen.

Das Ziel von diesem Buch liegt darin, diese Probleme in Zusammenhang mit der
Theorie der Kloostermanschen Summen zu bringen. Kloostermansche Summen sind Ex-
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ponentialsummen von der Art:

S(a,b;c) = Z exp(2ri(ax + by)/c).

x,ymod ¢, xy=1 mod ¢

Kloosterman ist 1927 auf diese Summen gestoBen, als er die Darstellung von na-
tirlichen Zahen durch quadratische Formen untersucht hat. Schon am Anfang treten sie
in Zusammenhang mit Modulformen auf. Ein weiterer Zusammenhang wurde von A. Sel-
berg und R. Bruggemann entdeckt. Es ist aber N.V.Kuznetsov zu verdanken, daB diese
Beziehung, eine Summationsformel mit einer AuBerst komplizierten Kernfunktion, niitz-
lich geworden ist. Sie liefert eine ,,Dualitdt“ zwischen automorphen Formen und Kloo-
stermanschen Summen, die dem Zusamnenhang zwischen Primzahlen und Nullstellen der
Riemannschen Zetafunktion (die ,.expliziten Formel der Primzahltheorie®) dhnelt. Die
Kuznetsovsche Summationsformel kann entweder dazu benutzt werden, die Gesamtheit
der automorphen Formen (unter, z.B., SL(2, Z)) zu untersuchen, oder die Kloostermans-
chen Summen asymptotisch zu analysieren. Die ersten drei Kapitel dieses Buches be-
schreiben in einer effizienten und gut verstéindlichen Weise die Kuznetsovsche Theorie.
Sie ist jetzt wesentlich einfacher und zugénglicher als die urspriingliche Fassung und steht
allen, die auf dem Gebiet der analytischen Zahlentheorie arbeiten, jetzt zur Verfiigung.

In den letzten zwei Kapitel geht Motohashi auf sein eigentliches Anliegen ein. Es
handelt sich hier um die Anwendung der Kuznetsovschen Formel in der Theorie der Rie-
mannschen Zetafunktion, d1e auch den Titel des Buches rechtfertigt. Er untersucht Inte-
grale der Gestalt [* | C + i) |* g(f)dt mit geeigneten Funktionen g. Mit den klassi-
schen Mitteln der analytlschen Zahlentheorie zeigt er, daB3 diese durch Summen, in denen
Kloostermanschen Summen erscheinen, ausgedriickt werden kdnnen. Die Kuznetsovsche
Formel liefert, mit viel Miihe, eine komplizierte aber brauchbare Formel fiir diese Inte-
grale, in der Daten der Gesamtheit der automorphen Formen auf SL(2, Z) erscheinen. In
diesem Zusammenhang heif3t ,,brauchbar“, daB die Formel dazu verwendet werden kann,
um Abschitzungen fiir 7! fOT |C +i7)|*dr und verwandte Ausdriicke zu gewinnen. Der
Verfasser bekommt solche im letzten Kapitel. Er kann, z.B., beweisen, daB
I C +it) |* £~“dt eine analytische Fortsetzung in w als meromorphe Funktion besitzt.
Er zelgt auch, daB die Polstellen in enger Verbindung mit den automorphen Formen auf
SL(2,Z) stehen. Er betont, dal diese Analysis ohne Approximationen von der Art der
»approximate functional equation“/Riemann-Siegel Formel auskommt. Sie ist in diesem
Sinne intrinsischer als die klassischen Methoden. Sie ist aber, wenigstens heute, eng mit
dem vierten Potenz verbunden. Ein Grund dafiir liegt darin, daB der n.te Koeffizient von
{(s ) die Anzahl der Losungen der quadratischen Gleichung xy = n darstellt, so daB ein
Zusammenhang mit der urspriinglichen Arbeit von Kloosterman besteht. Motohashi
stellt einige Uberlegungen an, wie das groBere Bild aussehen soll.

Wie die obige Beschreibung zeigt, ist das hauptséchlich neue (in Buchformat)
in dieser Monographie die explizite Formel fiir [~ |¢ (% +if) |* g(¢)dt. Es gibt andere
Darlegungen der Kuznetsovschen Theorie vom Standpunkt der analytischen Zahlen-
theorie (z. B. M. N. Huxley, An Introduction to Kloostermania, Elementary and Analytic
Theory of Numbers, Banach Centre Publ. 17, 1985, 217-306, Polish Science Publishers,
Warsawa), obwohl die hiesige Darstellung einige positive Besonderheiten aufweist, die
sie wertvoll macht. Die Hauptthese des Buches ist die fundamentale Natur der Darstel-
lung von [ _| C(% +1t) |* g(#)dt, und die Leserschaft wird aus denjenigen bestehen, die
entweder von dieser These iiberzeugt sind, oder wenigstens sich mit ihr auseinanderset-
zen wollen.

Gottingen S. J. Patterson
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Katok, A., Hasselblatt, B., Modern Theory of Dynamical Systems, (Encycl. of
Math. and its Appl. Vol. 543) Cambridge University Press 1997, Paperback 802S., £30.-

Das Buch hat einen anspruchsvollen Titel und eine beeindruckende Linge. Da
mochte man an etwas lehrbuchhaft Enzyklopadisches denken, mit dessen Hilfe man um-
fassende Informationen iiber und Einsichten in die vielfaltigen Aspekte dynamischer Sy-
steme erhilt, obwohl man weiB, daB angesichts der Masse gegenwirtigen Wissens so et-
was schier unmoglich ist. Deshalb muB3 man den Autoren nachsehen, daB sie eine Reihe
von Gebieten wie z.B. die komplexe Dynamik fast ganz und den Lorenz-Attraktor vollig
aussparen und, je mehr es in die Tiefe geht, desto mehr das Feld ihrer eigenen Forschung
in den Vordergrund riicken. Gehen wir ins Detail. In Einleitung und Teil 1 werden die
Grundbegriffe und Grundtatsachen iiber dynsamische Systeme an Hand von vielen Bei-
spielen und Ubungsaufgaben eingefiihrt und erklirt. Die Stoffauswahl moge durch Wie-
dergabe des relevanten Teils des Inhaltsverzeichnisses illustriert werden: Introduction:
Principal branches of dynamics — Flows, vector fields, differential equations — Time-one
map, section, suspension — Linearization and localization. Part 1 Examples and fundamen-
tal concepts First examples: Maps with stable asymptotic behavior — Linear maps — Rota-
tions of the circle — Translations on the torus — Linear flow on the torus and completely
integrable systems — Gradient flows — Expanding maps — Hyperbolic toral automor-
phisms — Symbolic dynamical systems. Equivalence, classification, and invariants: Smooth
conjugacy and moduli for maps — Smooth conjugacy and time change for flows — Topolo-
gical conjugacy, factors, and structural stability — Topological classification of expanding
maps on a circle — Coding, horseshoes, and Markov partitions — Stability of hyperbolic
toral automorphisms — The fast converging iteration (Newton method) for the conjugacy
problem — The Poincaré-Siegel Theorem — Cocycles and cohomological equations.
Principal classes of asymptotic topological invariants: Growth of orbits — Examples of cal-
culation of topological entropy — Recurrence properties. Statistical behavior of orbits and
introduction to ergodic theory: Asymptotic distribution and statistical behavior of orbits —
Examples of ergodicity; mixing — Measure-theoretic entropy — Examples of calculation of
measure-theoretic entropy — The variational principle. Systems with smooth invariant mea-
sures and more examples: Existence of smooth invariant measures — Examples of Newto-
nian systems — Lagrangian mechanics — Examples of geodesic flows — Hamiltonian sy-
stems — Contact systems.

Es ist sinnvoll in dieser Besprechung, nun gleich Part 3 Low-dimensional pheno-
mena des Buches anzuschlieBen, weil hier auch noch allgemeine Grundlagen erdrtert wer-
den, die teils fester Bestandteil der klassischen Lehrbuchliteratur sind, teils in Zukunft zur
Lehrbuchliteratur  gehoren  sollten. Dazu  lesen wir im Inhaltsverzeichnis:
Homeomorphisms of the circle: Rotation number — The Poincaré classification. Circle dif-
feomorphisms: The Denjoy theorem — The Denjoy example — Local analytic conjugacies
for Diphantine rotation number — Invariant measures and regularity of conjugacies — An
example with singular conjugacy — Fast-approximation methods — Ergodicity with respect
to Lebesgue measure. Twist maps: The regularity lemma — Existence of Aubry-Mather
sets and homoclinic orbits — Action functionals, minimal and ordered orbits — Orbits ho-
moclinic to Aubry-Mather sets — Nonexistence of invariant circles and localization of Au-
bry-Mather sets. Flows on surfaces and related dynamical systems: Poincaré-Bendixson
theory — Fixed-point-free flows on the torus — Minimal sets — New phenomena (The Cher-
ry flow; Linear flow on the octagon) — Interval exchange transformations — Applications
to flows and billiards — Generalizations of rotation number. Continuus maps on the inter-
val- Marcov covers and partitions — Entropy, periodic orbits, and horseshoes — The Shar-
kovsky Theorem — Maps with zero topological entropy — The kneading theory — The tend
model. Smooth maps of the interval: The structure of hyperbolic repellers — Hyperbolic
sets for smooth maps — Continuity of entropy — Full families of unimodal maps.
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Die restlichen Teile Part 2 Local analysis and orbit growth, Part 4 Hyperbolic dy-
namical systems und Supplement bilden eine kompetente Darstellung der hyperbolischen
Theorie mitsamt den erforderlichen Hilfsmitteln. Im Einzelnen kommen zur Sprache: Lo-
cal hyperbolic theory and its application: Stable and unstable manifolds — The Hartman-
Grobman Theorem — Hyperbolic sets — Homoclinic points and horseshoes — Local
smooth linearization and normal forms. 7 ransversality and genericity: Residual sets and
sets of first category — Transverse fixed points — The Kupka-Smale Theorem — Structural-
ly stable bifurcations — Hopf bifurcations — The theorem of Artin and Mazur. Orbit
growth arising from topology: Topological and fundamental-group entropies — A survey
of degree theory — Index theory for an isolated fixed point — The Shub-Sullivan Theorem
— The Lefshetz Fixed-Point Formula and applications — Nielsen theory and periodic
points for toral maps. Variational aspects of dynamics: Critical points of functions, Morse
theory, and dynamics — The billiard problem — Twist maps — Variational description of
Lagrangian systems — Local theory and the exponential map — Minimal geodesics — Mini-
mal geodesics on compact manifolds. Survey of examples: The Smale attractor — The DA
(derived from Anosov) map and the Plykin attractor — Expanding maps and Anosov au-
tomorphisms of nilmanifolds — Definitions and basic properties of hyperbolic sets for
flows — Geodesic flows on surfaces of constant negative curvature — Geodesic flows on
compact Riemannian manifolds with negative sectional curvature — Geodesic flows on
rank-one symmetric spaces — Hyperbolic Julia sets in the complex plane. Topological pro-
perties of hyperbolic sets: Shadowing of pseudo-orbits — Stability of hyperbolic sets and
Markov approximation — Spectral decomposition and specification — Local product
structure — Density and growth of periodic orbits — Global classification of Anosov dif-
feomophisms on tori — Markov partitions. Metric structure of hyperbolic sets: Holder
structures — Cohomological equations over hyperbolic dynamical systems. Equilibrium
states and smooth invariant measures: Bowen measure — Pressure and the variational prin-
ciple — Uniqueness and classification of equilibrium states — Smooth invariant measures —
Margulis measure — Multiplicative asymptotic for growth of periodic orbits. Dynamical
systems with nonuniformly hyperbolic behavior: Lyapunov exponents — Regular neighbor-
hoods — Hyperbolic measures — Entropy and dynamics of hyperbolic measures.

Forschende auf dem Gebiet der hyperbolischen Theorie wird das vorliegende
Buch ein unentbehrliches Hilfsmittel sein, wihrend es sich fiir Forschende auf anderen
Gebieten der dynamischen Systeme als wichtiges Nachschlagewerk erweisen diirfte.

Es war das Anliegen der Autoren, das Buch auch fiir Studenten (undergraduates)
niitzlich zu machen. Zu diesem Zweck schrieben sie noch einen Anhang von knapp vierzig
Seiten mit Definitionen, Sitzen und Erlduterungen aus folgenden Gebieten: Basic topolo-
gy — Functional analysis — Differentiable manifolds — Differential geometry — Topology
and geometry of surfaces — Measure theory — Homology theory — Lie groups. Ich habe
Zweifel, ob das als Hintergrund fiir das Verstindnis des Buches ausreicht. Aber vieleicht
ersetzen die mehr als vierhundert Ubungsaufgaben mit Lésungsanleitung das Fehlende
an theoretischen Vorkenntnissen.

Insgesamt stellt dieses Buch eine Uberwiltigende Leistung dar, und alle an dyna-
mischen Systemen Interessierten werden darin etwas sie Anregendes finden.

Mainz H. RiiBmann

Witting, H., Miiller-Funk, U., Mathematische Statistik II, Stuttgart: Teubner
1995, 803 S., DM 128,

Das vorliegende Buch ist der zweite Band einer auf drei Bénde angelegten Reihe
liber Mathematische Statistik. Das Thema dieses Bandes ist die Asymptotische Statistik.
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Die Theorie zum finiten Stichprobenumfang des ersten Bandes (1985) wird hier fortge-
fiihrt. Das Buch bietet eine einheitliche und umfassende Darstellung aktueller For-
schungsergebnisse und deren Anwendungen. Neben der Darstellung klassischer Themen
werden viele neuere Entwicklungen der Asymptotik aufgegriffen, die in dieser Form erst-
mals in der Lehrbuchliteratur vorgestellt werden. Das Buch beginnt mit dem (aus Band I
fortlaufend numerierten) Kapitel 5, in dem Grundlagen und Grenzwertsitze fiir Zufalls-
variablen bereitgestellt werden. Hier findet man z.B. exponentielle Schranken (im Sinne
von Chernoff) fiir Schitzfehler und Fehlerwahrscheinlichkeiten zweiter Art. Die Grenz-
wertsitze sind auf die Bediirfnisse der Statistik zugeschnitten und gehen zum Teil deutlich
iiber den iiblichen Stoff eines Buches iiber Wahrscheinlichkeitstheorie hinaus. Behandelt
werden z.B. quadratische Formen von Zufallsvariablen und deren (asymptotische) Spek-
tralzerlegung. Die Beweise werden in der Regel vollstandig ausgefithrt, so z.B. auch fiir
die Berry-Esseen Schranke des zentralen Grenzwertsatzes.

Kapitel 6 beschiftigt sich mit der Ableitung asymptotisch optimaler Schitz- und
Testverfahren. Viele Standardverfahren der Statistik erfahren in diesem Rahmen eine
Rechtfertigung. Bekanntlich liegt ja eine finite Optimalitdt nur in wenigen Modellen — et-
wa fiir Exponentialfamilien — vor. In der Praxis treten hiufig Modellapproximationen
auf, die mit der Asymptotik behandelt werden kdnnen.

Im folgenden wird eine Theorie entwickelt, die nicht fiir jede einzelne Verteilung
Grenzwertsitze anwendet, sondern auf Modellapproximationen zugeschnitten ist. Eine
wesentliche Rolle spielt hierbei die Untersuchung der Asymptotik von Dichtequotienten,
die die Koppelung der einzelnen Verteilungen untereinander beriicksichtigt. Im Mittel-
punkt steht die lokale Betrachtungsweise der Statistik, die durch die lokale asymptotische
Normalitit (LAN) von Modellen und durch den Ubergang zu GauBschen Limesexpri-
menten gegeben ist. Dieser Gedanke zieht sich wie ein roter Faden durch das ganze Kapi-
tel. Es wird gezeigt, daB dieses Hilfsmittel eine einheitliche Sichtweise der Asymptotik lie-
fert und auf viele verschiedene Fragestellungen anwendbar ist. Im Zentrum stehen die drei
Lemmata von Le Cam, die eine Lésung der Entscheidungsprobleme im Limesexperiment
erlauben. Hieraus lassen sich dann Risikoschranken und gegebenenfalls optimale Verfah-
ren ableiten. Der Statistiker erhilt damit ein Instrument, das den (asymptotischen) Ver-
gleich konkurrierender Schitz- und Testverfahren erlaubt. Zu nennen sind hier die
asymptotische relative Effizienz (ARE) von Test- und Schitzfolgen, der Faltungssatz von
Hajek fiir regulidre Schitzfolgen und die lokale asymptotische Minimax-Schranke. Das
Buch glinzt durch eine Fiille sorgfiltig ausgearbeiteter Beispiele. Gezeigt wird z. B. die
Effizienz von Maximum-Likelihood Schétzern.

Breiten Raum nimmt ferner die Darstellung von Testproblemen (mit und ohne
Nebenparametern) ein. Der Paragraph 6.4.1 enthélt den Hauptsatz der Testtheorie, der
z. B. eine einheitliche Ableitung von Likelihoodquotiententests, x2-Tests und weiterer
Score Tests (etwa fiir Regressionsmodelle) als maximin (oder optimale) Tests erlaubt.
Neu in der Lehrbuchliteratur ist ebenfalls die konsequente Behandlung der Tests unter
Nebenparametern im Rahmen der LAN-Theorie.

Das Kapitel 7 behandelt nichtparametrische Funktionale und deren Schatzer. Be-
kanntlich iibernehmen in der Nichtparametrik Funktionale die Rolle der Parameter.
Diese Sichtweise entwickelt viele interessante Ansitze und kann als zukunftsweisend an-
gesehen werden. Dargestellt werden zundchst verschiedene Funktionale und Ordnungs-
groBen sowie deren Eigenschaften: Von Mises (V) Funktionale, quadratische Funktio-
nale, Abhingigkeitsfunktionale, MaBzahlen der Symmetrie. Danach wird die asymptoti-
sche Theorie fiir addquate Schitzerklassen entwickelt, z.B. fiir L-, M-, U-, und V-
Statistiken. Wesentliche Hilfsmittel bilden die Hajek'sche Projektionsmethode, die Hoeff-
dingzerlegung sowie U-Statistiken, die auch fiir Zweistichprobenprobleme behandelt wer-
den. Als Anwendung erhilt man z. B. die asymptotische Normalitét linearer Rangstatisti-
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ken. Es schlieBt sich eine Diskussion der asymptotischen Effizienz von L-Statistiken fiir
Lokations-Skalenmodelle an. Die benétigten analytischen Hilfsmittel sind in einem An-
hang zusammengefalt.

Das vorliegende Buch diirfte sich zu einem Standardlehrbuch iiber asymptotische
Statistik entwickeln, das bestens fiir fortgeschrittene Vorlesungen, Seminare und fiir die
Ausbildung von Doktoranden geeignet ist. In verstindlicher Form werden neuere Ent-
wicklungen einem breiten Leserkreis erschlossen und zugénglich gemacht. Die beiden bis-
lang erschienenen Biinde sind ebenfalls wertvolle Nachschlagewerke fiir Forscher. Auch
unter Praktikern wiinsche ich dem Buch weite Verbreitung. Fiir die Praxis wird anhand
der vielen Anwendungsbeispiele deutlich, welche statistischen Verfahren zu welchen Mo-
dellen passen. Die Gemeinschaft der Stochastiker muB sich bei den Autoren dafiir bedan-
ken, daB sie einen Kernbereich der Statistik fiir uns aufbereitet und durch ihre eigenen
Beitrage erweitert haben.

Wir warten alle gespannt auf den nichsten Band 111, der sich mit nichtparametri-
schen Schitz- und Testproblemen befassen wird.

Diisseldorf A. Janssen

Chabrowski, J. H., Variational Methods for Potential Operator Equations (de
Gruyter Studies in Mathematics 24), Berlin: de Gruyter 1997, 290 S., DM 189,

Ausgehend von der klassischen Aufgabenstellung, Maxima und Minima von

Funktionalen zu bestimmen, haben sich Variationsmethoden in den vergangenen Jahr-
zehnten zunehmend verfeinert und finden heute ihre Anwendung zum Beispiel bei der Be-
handlung von Randwertaufgaben fiir (nicht lineare) partielle Differentialgleichungen, der
Untersuchung Hamiltonscher Systeme oder auch bei geometrischen Fragestellungen wie
etwa der Beschreibung geschlossener Geoditischer und dem Studium von harmonischen
Abbildungen zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Stark vereinfacht gliedern sich Variationsmethoden in die Bereiche »direkte Verfahren®
(Minimieren ggf. unter Nebenbedingungen) und »global-analytische Techniken* (Stich-
worte sind Lusternik-Schnirelman und Morse Theorie, Mountain Pass Theorem, etc.),
wo man sich neben der Existenz auch fiir die Art und Anzahl von kritischen Punkten in-
teressiert.

Wiihrend die Monographien von Struwe [1] und Zeidler [2] Variationsmethoden
an sich vorstellen und ihre Anwendungsméglichkeiten auf durchaus thematisch verschie-
dene Problemkreise schildern, konzentriert sich das vorliegende Buch ganz darauf, das
Spektrum der Variationsmethoden am Beispiel der Potentialoperatorgleichungen zu ent-
falten. Exemplarisch sei hier die Eigenwertgleichung

(1) A() = AB)

fiir Potentialoperatoren 4, B : X — X* auf einem Banachraum X erwédhnt, d.h. 4 und B
entstehen durch Gradientenbildung aus skalaren Potentialen a bzw. b, wobei im ersten
Kapitel beide Operatoren zusitzlich als homogen angenommen werden. Unter dem Stich-
wort Minimieren bei Nebenbedingungen wird (1) auf die Diskussion von

a(u) — min, b(u) =1

reduziert, Anwendung finden die erzielten Ergebnisse auf das Problem, nicht-triviale L§-
sungen von

~Apu+ |uf ?u=rul"? = u auf R"
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mit2<p<n reLj.,p<qg< ;"f—p zu konstruieren, wenn A, den p-Laplace Operator be-
zeichnet.

Kapitel 2 widmet sich der Lusternik-Schnirelman Theorie: Nach der abstrakten Formu-
lierung und einigen einfachen Beispielen wird die Eigenwertgleichung

—Aup + [uf Pu = Mr|uff~2u auf R”

diskutiert und ein iteratives Verfahren zur Bestimmung von Eigenfunktionen angegeben.
Kapitel 3 vertieft die vorstehenden Fragestellungen auf den Fall, daB einer der beteiligten
Operatoren nicht homogen ist, in Kapitel 4 wird die Technik des Minimierens unter Ne-
benbedingungen ausgedehnt auf Potentiale, die gewisse Kovarianzbedingungen unter ei-
ner gegebenen Gruppe erfiillen.

Kapitel 5 behandelt Minimierungsverfahren zur Losung von parameterabhéngigen Glei-
chungen, der Leser findet eine genaue Analyse, die auf der level-set Methode basiert.

Das Mountain-Pass Theorem wird in den Kapiteln 6 und 7 verschirft, und zwar zunachst
in Form der Hampwile Alternative, anschlieBend findet man Versionen fiir Lipschitz
Funktionale, die auf dem Konzept des verallgemeinerten Gradienten von Clarke beru-
hen.

Die beiden letzten Kapitel adressieren Variationsprobleme in Sobolev Raumen fiir den
kritischen und subkritischen Fall, vorgestellt werden die concentration-compactness Prin-
zipien von P.L. Lions. Soweit die kurze Inhaltsiibersicht.

Das Buch gibt insgesamt eine vollstindige Darstellung der klassischen und auch
aktuellen Resultate, die mit Variationsmethoden auf dem Gebiet der Potentialoperator-
gleichungen erzielt worden sind. Bedingt durch den Gegenstand, der in seiner Ausfithrung
oftmals sehr technisch ist, wirkt die Schilderung teilweise trocken, allerdings ist der Autor
auch um groBe Sorgfalt bemiiht, d.h. die Beweise sind verldBlich und abgesehen von of-
fensichtlichen Modifikationen vollstindig ausgefiihrt. Jedes Kapitel wird durch ,,biblio-
graphical notes“ abgerundet: Der Leser erfahrt hier mehr iiber die Geschichte des Pro-
blems sowie iiber weiterfiihrende Literatur, insgesamt umfafit das Literaturverzeichnis
knapp 250 Titel. Der potentielle Leserkreis ist recht groB: Da fast alle Begriffsbildungen
zumindest kurz angerissen werden (etwa Sobolev Rédume im Appendix Al), eignet sich
das Buch als Lehrbuch fiir fortgeschrittene Semester oder auch zur Durchfiihrung eines
Seminars. Die Monographie bringt den Leser sehr schnell an den Rand der laufenden
Forschung, so daB jeder auf den Gebieten Partielle Differentialgleichungen oder Varia-
tionsrechnung arbeitende Forscher sich durch Einstieg an entsprechender Stelle gut infor-
mieren kann.

Als Quelle iiber die vielfaltigen Einsatzmdglichkeiten von Variationsmethoden ist
die Monographie von Chabrowski jedoch nicht zu verstehen, hier leisten die Werke von
Struwe und Zeidler bessere Dienste.

[1] Struwe, M.: Variational Methods. Applications to Nonlinear Partial Differential Equa-
tions and Hamiltonian Systems. Second Edition. Springer Verlag Berlin Heidelberg New
York 1996

[2] Zeidler, E.: Nonlinear Functional Analysis and its Applications III Variational Methods
and Optimization. Springer Verlag Berlin Heidelberg New York 1984

Saarbriicken M. Fuchs

Harten, F., Meyerthole, A., Schmitz, N., Prophetentheorie (Teubner Skripten zur
Mathmatischen Stochastik), Stuttgart: Teubner 1997, 210 S., DM 54,—

Die ,,Prophetentheorie” hat sich aus Fragestellungen des optimalen Stoppens
von stochastischen Prozessen entwickelt. Thema ist die Charakterisierung der ,Prophe-
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tenregion* einer vorgegebenen Klasse von Prozessen X, die Angaben macht iiber das Ver-
héltnis des erwarteten Maximums M = A (X) des Prozesses zu dem erwarteten optimal
gestoppten Wert V' = V(X) des Prozesses. Ein Prophet mit Einblick in den gesamten Ver-
lauf des Prozesses kann am Maximum stoppen, wihrend die gerichtete Zeitkomponente
(ohne Einsicht in die Zukunft) auf den optimalen Stoppwert verweist.

Einen Aufschwung nahm dieses Gebiet insbesondere durch die Arbeiten von
Krengel und Sucheston ( 1977) und Hill und Kerz ( 1978). Ein beriihmtes Resultat dieser
Arbeiten ist die Schranke M (X) <2V(X), die in der Klasse der nichtnegativen, unabhin-
gigen Prozesse giiltig und scharf ist. Ein weiteres klassisches Resultat von Dubins und
Blackwell (1963) besagt, daB fiir Martingale mit unendlichem Horizont mit Werten im In-
terval [0, 1] die Ungleichung M (X) < EX 1 — EX) In EX, giiltig ist. In diskreter Zeit ist die
Schranke scharf, sie wird aber nicht angenommen. Dubins und Gilat (1978) haben ein
zeitstetiges Martingal konstruiert, das diese Schranke realisiert. Eine elegante alternative
Konstruktion basierend auf einer Zeittransformation der Brownschen Bewegung — das
Azema-Yor-Martingal — wird in dem Buch ausfithrlich erldutert.

In dem vorliegenden Werk werden eine Reihe von weiteren Beispielklassen detail-
liert besprochen und die zugehdrigen Prophetenregionen charakterisiert. Neu sind die Be-
riicksichtigung von Beobachtungskosten und Diskontierung und insbesondere eine spiel-
theoretische Formulierung der Fragestellung. Die Aktionenmengen der Spieler sind zum
einen die Menge der Stoppzeiten und zum anderen die Klasse der zugrundeliegenden Ver-
teilungen. Reduktionstechniken wie die Balayage-(Spreading-)-Technik oder die Hardy-
Littlewood-Transformierte werden verallgemeinert und erlauben die Reduktion der Ver-
teilungsklassen auf wenige extremale Verteilungen und fiihren dann auf reelle Optimie-
rungsprobleme.

Das Buch gibt eine sehr gut lesbare Ubersicht des Gebietes und erméglicht mit
seiner Auswahl an Themen und deren detaillierter Darstellung einen sehr guten Einstieg
in dieses interessante F orschungsgebiet.

Freiburg L. Riischendorf
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