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Numerische Verfahren fiir Hochdimensionale
Probleme und der Fluch der Dimension

E. Novak, Erlangen

1 Einfiihrung

Viele hochdimensionale Probleme sind schwierig, der Rechenaufwand der
naheliegenden Verfahren wichst exponentiell mit der Dimension. Dies gilt fiir Pro-
bleme der numerischen Integration, fiir Probleme der Approximation bzw. Rekon-
struktion von Funktionen, fiir das Problem der globalen Optimierung und fiir viele
Integralgleichungen und partielle Differentialgleichungen. Es gilt nicht fiir Pro-
bleme der konvexen Optimierung und fiir Systeme von gewohnlichen Differential-
gleichungen. So ist die optimale Konvergenzordnung bei der Integration von
C*-Funktionen einer Variablen n~* und mit Hilfe von Produktformeln erhilt man
in der Dimension d > 1 leicht Verfahren der Ordnung n*/?. Diese Konvergenzord-
nung ist fiir groBes d sehr schlecht aber optimal, siehe Satz 5.

Wir fragen also nach der Giite von optimalen Verfahren und bemerken be-
reits hier, daB dies nur Sinn macht in Bezug auf eine vorgegebene Funktionenklasse
F4 von Funktionen von d Variablen: hat man tber f : [0, l]d — R keine a priori In-
formation, so niitzt die Berechnung von noch so vielen Funktionswerten
f(x1),...,f(xn) nichts; jeder Wert des Integrals bleibt méglich.

Gewisse hochdimensionale Probleme sind prinzipiell schwierig, der Rechen-
aufwand von optimalen Verfahren wichst exponentiell mit der Dimension. Ob ein
Problem dem Fluch der Dimension unterliegt, hingt von den betrachteten Funktio-
nenklassen ab, da gewisse hochdimensionale Probleme durchaus effizient gelost
werden konnen. Der Begriff der optimalen Konvergenzordnung spielt eine Rolle, ist
aber fiir sich genommen zu schwach, um das Phdnomen des Fluchs der Dimension
(ein Ausdruck, der auf [6] zuriickgeht) zu erfassen.

Wir werden einige klassische Ergebnisse aus der Theorie der optimalen nu-
merischen Methoden vorstellen. Die meisten Ergebnisse sind jedoch aus den letzten
Jahren und manche sind noch unveréffentlicht. Diese Arbeit versteht sich als eine
Einfithrung. Wir beschrinken uns auf solche Ergebnisse, die sich leicht beschreiben
lassen. Beweise werden nur skizziert oder ganz weggelassen. Insbesondere mochte
ich folgende Fragen diskutieren:

e Was ist ein hochdimensionales Problem und warum sind solche Probleme wich-
tig?
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* Was ist ein numerisches Verfahren? Konnen wir Aussagen iiber alle numerischen
Verfahren machen? Was ist ein optimales Verfahren?
* Wie beweist man untere Schranken fiir beliebige numerische Verfahren?

Wir werden Probleme kennenlernen, fiir die man exponentielle untere
Schranken beweisen kann und andere, fiir die es polynomiale Algorithmen gibt.
Ein solcher Existenzbeweis fiir polynomiale Algorithmen kann allerdings abstrakt
oder konstruktiv sein, so da} wir drei verschiedene Situationen unterscheiden:

* Probleme, die dem Fluch der Dimension unterliegen (exponentielle untere
Schranken)

* Probleme, die dem Fluch der Dimension nicht unterliegen (Existenz von poly-
nomialen Algorithmen)

* Probleme, die dem Fluch der Dimension nicht unterliegen (Konstruktion von po-
lynomialen Algorithmen).

Ein Problem rutscht von der zweiten in die dritte Klasse, wenn es gelingt,
entsprechende Algorithmen zu konstruieren. Man muf3 auch zugeben, daB die Un-
terscheidung zwischen abstrakten und konstruktiven Existenzbeweisen flieBend
verlauft: ndmlich dann, wenn die Konstruktion einer Methode zwar bloB endlich
viele Rechenschritte erfordert, wenn aber gleichzeitig dieses endlich so groB ist, daB
sich die Konstruktion praktisch nicht durchfiihren 14B8t. Deswegen interessieren wir
uns besonders fiir einfache Konstruktionen und werden an geeigneter Stelle sagen,
was wir darunter verstehen, siche Bemerkung 21. Bei den klassischen Algorithmen,
die auf Tensorprodukten beruhen, wichst die Rechenzeit exponentiell mit der Di-
mension. Hochstens mit neuen Algorithmen gelingt es, die Rechenzeit polynomial
in der Dimension zu beschrianken.

Insbesondere fiir den Beweis von unteren Schranken mufl man das Bere-
chenbarkeitsmodell spezifizieren. In der Numerischen Mathematik tendiert man
dazu, das real number model zu beniitzen: gerechnet wird mit reellen Zahlen und
man abstrahiert zundchst von Rundungsfehlern. Um allgemeine numerische Pro-
bleme (mit Funktionen f aus einer vorgegebenen Klasse Fy) behandeln zu konnen,
gehen wir von einer Orakelmaschine aus. Das Orakel liefert uns Funktionswerte
oder allgemeiner L(f) fiir gewisse lineare Funktionale L € A;. Dazu mehr in Ab-
schnitt 3.

Im Unterschied zur diskreten Komplexitatstheorie, bei der von vielen Pro-
blemen nur vermutet wird, daB sie schwer sind (im Sinne der Existenz exponentiel-
ler unterer Schranken), konnen wir bei vielen stetigen Problemen solche unteren
Schranken beweisen.

Ein Reiz der vorgestellten Theorie besteht in den zahlreichen Zusammen-
héngen zu klassischen Fragen der Approximationstheorie, Stochastik und Zahlen-
theorie.! Wer sich nur von einem unmittelbaren Nutzen iiberzeugen lassen will,
mochte an die vielen Anwendungen denken, von denen wir im nichsten Abschnitt
nur ein paar wenige Revue passieren lassen.

! Insbesondere der Begriff der Diskrepanz aus der Theorie der Gleichverteilung ist ein
Begriff mit vielen Beziigen zu den unterschiedlichsten Gebieten der Mathematik: Sobolev-Réu-
me, Zufallsfelder, Kombinatorik, algebraische Geometrie, numerische Integration und Kom-
plexitatstheorie. Entsprechende Literatur werden wir spéter nennen.
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2 Hochdimensionale numerische Probleme

Bei einem numerischen Problem (im Sinne dieser Arbeit) mochte man eine
Niherung von S;(f) berechnen. Dabei ist Sy : Fy — Gy eine Abbildung, F, eine
Menge von Funktionen von d (reellen) Variablen und G, ein normierter Raum. Als
Niherung berechnen wir Linearkombinationen

m
(1) g=ZCkgik
k=1

oder, formaler, einen Output der Form
Ollt(f) = [ilv C1, i2,C2, ey im,Cm],

mit i, € N und ¢, € R, den wir mit dem Vektor g identifizieren. Der Fehler ist
dann e = ||Sy(f) — g und wir werden annehmen, daB ein g berechnet werden soll
mit e < . Dabei ist € > 0 die vorgegebene Fehlertoleranz.

Von einem hochdimensionalen Problem spricht man dann, wenn d grof ist.
Wir werden sehen, daB die Rechenkosten hiufig exponentiell mit dieser Anzahl d
von Variablen wachsen. Daher sind Probleme mit d = 5 oder d = 10 oft schon sehr
schwer und konnen als hochdimensional gelten. Wir beschranken uns auf wenige
Beispiele.
e Die Schridinger-Gleichung fiir m > 1 Teilchen ergibt ein d = 3m-dimensionales
Problem.
o Die Berechnung von hochdimensionalen Integralen und von Pfadintegralen (z.B.
von Integralen beziiglich des Wiener-MaBes) spielt in vielen Anwendungen eine
Rolle, insbesondere in der Quantenphysik und in der Finanzmathematik. Die L6-
sung vieler Differentialgleichungen kann mit Hilfe von Pfadintegralen angegeben
werden, Ausgangspunkt ist die klassische Feynman-Kac-Formel. Ahnliche Proble-
me ergeben sich bei der Simulation von stochastischen Prozessen. Siehe [23, 40, 67,
81, 84, 87].
o In der globalen Optimierung ist das Minimum einer Funktion gesucht. Solche
Probleme gibt es in vielen Anwendungen, etwa in der Mustererkennung und der
Bildverarbeitung, siehe [94], oder bei der Modellierung und Vorhersage der Geo-
metrie von EiweiBmolekiilen, siehe [41]. Sogenannte ,, Abkiihlungsstrategien® (si-
mulated annealing), ,,genetische Algorithmen, Glattungstechniken und andere
stochastische Algorithmen wurden entwickelt und teilweise mit groBem Erfolg ein-
gesetzt, siehe [9] und [71]. Die Arbeiten [44, 49] enthalten Fehlerabschidtzungen fiir
klassische Funktionenrdume.

Es ist nicht so, daB die Dimensionalitit eines Problems eine mathematische
Invariante ist. SchlieBlich kann man jede stetige Funktion f : [0, l]d — R nach dem
Superpositionssatz von Kolmogorov in der Form

2d+1
@) fxxa) =Y giwilx) + o+ dagi(xa)
i=1

mit stetigen Funktionen g und ¢; von einer Variablen (wobei nur g von f abhédngt)
darstellen. Siehe Kapitel 17 von [35] fiir eine Darstellung des 13. Hilbertschen Pro-
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blems und seiner Geschichte. In unserem Zusammenhang ist ein Problem gegeben
durch (Sy, Fy, G4, Ay), nicht durch 4 allein. Die Funktionenklassen F; beschreiben
hiufig eine gewisse Glattheit, die sich bei der Darstellung (2) nicht von f auf g
ibertragt.

3 Numerische Verfahren

Das iibliche Vorgehen der Numerischen Mathematik besteht darin, daB3 im-
mer neue Algorithmen vorgeschlagen werden, die mit den bekannten Verfahren
verglichen werden. MaBstab sind sowohl theoretische Eigenschaften als auch nu-
merische Ergebnisse. Dieser ProzeB fiihrt zu besseren Algorithmen und zu oberen
Schranken fiir den Fehler bzw. den notigen Rechenaufwand. Man bendtigt auch
untere Schranken und ein prézises Berechenbarkeitsmodell, wenn man gewisse sehr
natiirliche Fragen beantworten will:

* Wann sind adaptive Verfahren besser als alle nichtadaptiven?

* Wann sind Monte-Carlo-Verfahren (d.h. randomisierte Algorithmen) besser als
alle deterministischen Methoden?

* Welche hochdimensionalen Probleme sind prinzipiell schwierig?

* Brauchen wir unstetige Vergleichsoperationen zur Lésung eines vorgegebenen
Problems?

Wir verwenden das einfachste Berechenbarkeitsmodell der Arithmetik, in-
dem wir die vier Grundrechenarten (mit reellen Zahlen) zulassen und dazu noch
Spriinge im Programm, die vom Ergebnis eines Vergleichs der Form (a < b)? ab-
hingen. Solche Maschinen nennt man algebraische RAMs (random access machi-
nes). Aufgrund der wichtigen Arbeit [7] spricht man auch vom BSS-Modell. Fiir ei-
nen Uberblick siehe [8] und [38]. Insbesondere wegen der (unstetigen) Vergleichs-
operation, die im Modell exakt ausgefiihrt wird, sind reelle Maschinen sicherlich
nur eine Abstraktion der Wirklichkeit und nicht immer angemessen. Dies wird in
den Arbeiten [91] und [98] diskutiert. Alternativ konnte man auch das klassische bit
number model (z.B. die Turing-Maschine) zugrundelegen, siehe [10, 90].

Wir bendtigen (zusitzlich zur algebraischen RAM) ein Orakel zur Berech-
nung von Funktionswerten. Input fiir viele numerische Berechnungen sind ja nicht
n-Tupel von reellen Zahlen (wie in der algebraischen Komplexititstheorie, siche
[12]), sondern Funktionen. Wir nehmen an, daB einzelne Funktionswerte (oder all-
gemeiner Werte von linearen Funktionalen wie etwa Fourier- oder Wavelet-K oeffi-
zienten, wobei die Funktionale aus einer vorgegebenen Klasse A, sind) berechnet
werden konnen. Damit erhilt man die folgende Liste der moglichen Operationen
einer algebraischen RAM mit Orakel:

¢ Input: /' € F; und reelle Parameter oy, . .., ok

* Arithmetische Operationen: die vier Grundrechenarten (mit reellen Zahlen)

* Bedingte Spriinge, die vom Ergebnis eines Vergleichs (a < b)? abhingen

* Aufruf des Orakels: berechne L(f) fiirein L € Ay

* Im Fall von randomisierten Algorithmen: Aufruf eines Zufallszahlengenerators
RAN € [0, 1] oder eines Generators fiir zuféllige Bits COIN € {0, 1}.

* Output: out(f) = [i1, 1,02, €2, . ., im, Cm), wird mit g € G, gemaB (1) identifiziert.
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Dabei kann, je nach Aufgabenstellung, die Basisfolge (g:);cn in Ga fest vor-
gegeben sein oder frei vom Designer des Algorithmus wéhlbar sein.

Dieses Berechenbarkeitsmodell wird seit Jahrzehnten mehr oder weniger
explizit beniitzt, aber selten prizise beschrieben. Auch wir verzichten hier auf diese
Formalitiiten und verweisen den interessierten Leser auf [45]. Weitere Aspekte die-
ses Modells werden in [57-59] untersucht. Will man auch parallele Algorithmen un-
tersuchen, so muf3 man das Modell erweitern, siehe [27].

Die Kosten einer Berechnung kann man einfach dadurch messen, da3 man
die Anzahl der Operationen zihlt und eine (geeignet gewichtete) Summe betrach-
tet. Hiufig ignoriert man Input- und einfachste Kopierbefehle und setzt die Ko-
sten 1 fiir die arithmetischen Operationen und die Vergleichsoperation fest. Ora-
kelaufrufe entsprechen oft komplizierten Berechnungen oder gar physikalischen
Messungen, die viel teurer sein kdnnen als einfache arithmetische Operationen.
Daher legen wir ihre Kosten als ¢ > 0 fest und stellen uns meistens vor, da8 c viel
grofer als 1 ist.

Gelegentlich sind die Rechenkosten irrelevant, weil sie nur einmal anfallen,
und man mochte die Anzahl der auszurechnenden reellen Zahlen minimieren. So
ein Fall, der einer Datenkompression entspricht, kann leicht durch eine entsprechen-
de Definition der Kosten modelliert werden, siehe [58].

Wir studieren in dieser Ubersicht das worst case setting, d.h. den maximalen
Fehler von Algorithmen und die maximalen Kosten. Man kann auch das average
case setting betrachten und zum Beispiel die optimale Rekonstruktion von zufél-
ligen Funktionen untersuchen. Dieses Problem wird auch in der Statistik studiert.
Manche Ergebnisse gelten dhnlich im worst case wie im average case setting. Teil-
weise gibt es allerdings sehr erhebliche Unterschiede, siche [68] fiir eine umfassende
Ubersicht. Das folgende typische Beispiel mag der Motivation dienen. Gegeben sei
eine Operatorgleichung

(Au)(x) =f(x) firallex e

auf einer beschrinkten Menge Q C RY, etwa eine Integralgleichung oder eine
Randwertaufgabe fiir eine partielle Differentialgleichung. Wir nehmen an, da8 4 li-
near und bijektiv ist und daB wir Funktionswerte von f € F; berechnen kénnen
(oder irgendwie gegeben haben). Wir wollen die Losung u ausrechnen und erlauben
einen Fehler ¢, gemessen in der Norm eines Raumes G.

Dieses Problem ist ein Beispiel fiir die folgende Aufgabe: Berechne eine Ap-
proximation von S,(f), wobei der Operator

Sd:Xd—->Gd

linear ist und f € F; C Xy, es gilt S; = A~'. Oft ist F; eine Kugel in einem Sobolev-
Raum X, und Gy ist auch ein Sobolevraum, im einfachsten Fall etwa G; = L,(2).
Hiufig werden S, und f € F; mit einer finiten Elementmethode diskretisiert.?

2Die Liosung von Operatorgleichungen wird im folgenden keine grofie Rolle spielen.
Ich méchte nur verweisen auf [11, 18, 20, 24, 26, 39, 61, 83, 92, 93]. Die Komplexitédt von Ope-
ratorgleichungen ist im wesentlichen bestimmt durch die n-te Weite (im Sinne von Gelfand) der
Losungsmenge.
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Entsprechend beruhen numerische Methoden auf einer a priori (oder globa-
len) Information f € F; und der berechneten (oder lokalen ) Information

@) N = (L), Laf), ..., Lu(f)) € R,
mit stetigen linearen Funktionalen L; € Ay, entsprechend unserer Annahme also

N(f) = (f(0).f(82),.. . f (t)).

Ein Informationsoperator N : F; — R” heiBt nichtadaptiv, falls die Funktionale L;
bzw. die Stiitzstellen t; fest gewihlt sind, d.h. nicht von f € F, bzw. den vorher evtl.
schon berechneten Werten f(¢)),...,f(#;1) abhingen. Allgemeiner sind adaptive
Verfahren, bei denen erst im Lauf der Rechnung festgelegt wird, welche Stiitzstellen
noch dazugenommen werden sollen. Man kann hoffen, im Verlauf der Berechnung
von Li(f),...,Li-1(f) iiber f zu lernen, um den Fehler durch eine geschickte Wahl
von L; zu verkleinern.

Der Fehler einer Abbildung ¢ o N mit N wie in (3) und ¢ : R" — G ist ge-
geben durch

e(poN.f) =11Sa(f) = o(N(DII,

der maximale Fehler ist
e(poN,Fy) = sup [ISa(f) — o(N())|-
fGFd

Wir definieren nun die e-Komplexitit eines Problems in einer Weise, die un-
abhingig von Skalierungsfaktoren ist. Damit meinen wir folgendes. Fiir die mei-
sten Probleme gibt es einen trivialen Algorithmus. Technisch gesehen ist es der be-
ste Algorithmus, der keinerlei Information iiber f € F; beniitzt, also die beste kon-
stante Abbildung f — ¢ € G,. Der Fehler dieses Algorithmus ist

eo = inf sup Su(f) - c]
CEGdfGFd

und stimmt iiberein mit dem Radius der Losungsmenge S;(Fy). Ist Sy linear und
F, die Einheitskugel eines Raumes Xy, so ist ey einfach die Norm von S,;. Wir be-
trachten den maximalen Fehler relativ zu ey und gelangen so zu der folgenden Defi-
nition.

Definition 1. Die e-Komplexitit eines Problems ist definiert durch die mini-
malen (worst case) Kosten eines Algorithmus ¢ o N in der Klasse aller Algorithmen
mit

e(poN,F;) < cey.
Die e-Komplexitdt hingt ab von Sy, F;, Gq und A4, auferdem von der Folge der g;.

Deshalb schreiben wir comp (e, S, Fa, G4, Ad, (81);cn)- Wenn die g; frei gewdhlt wer-
den konnen, erhalten wir

4) comp (g, Sq, Fy, G4, Ag) = (gi)nf comp (&, S4, Fa, Ga, Ad, (81)ien)- u
i)ieN

Wir betrachten nun fiir F; immer eine Klasse von Funktionen und fiir A,
die Klasse der Punktauswertungen, L(f) = f(¢) fiir alle f. Auch (Sy, F;, G4) wird
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hiufig aus dem Zusammenhang ersichtlich sein und wir betrachten die durch (4)
gegebene Komplexitdt. Sie hdngt dann nur noch von d und ¢ ab und wird
comp (g, d) geschrieben.

In (3) betrachten wir eine Information mit fester Kardinalitit. Allgemeinere
Algorithmen, bei denen die Kardinalitit n = n(f) von einer Stoppregel abhingt,
sind fiir die in dieser Arbeit studierten Probleme nicht besser. Daher werden sie in
dieser Ubersicht keine Rolle spielen.

Nichtadaptive Verfahren lassen sich leichter parallelisieren. Sie lassen sich
auch leichter analysieren. Deswegen ist der folgende Satz, der Ergebnisse von Smo-
lyak, Bakhvalov, Gal, Micchelli, Traub und Wozniakowski zusammenfafBt, bemer-
kenswert. Er behandelt eine Standardsituation der Numerik, ndmlich Fehler-
abschétzungen fiir lineare Probleme mit Hilfe einer Norm von f. Er zeigt insbeson-
dere, daB adaptive Methoden fiir lineare Probleme auf symmetrischen und
konvexen Mengen kaum besser sind als nichtadaptive, siche [2, 46, 83].

Hiufig geniigt es sogar, lineare Verfahren zu betrachten. Zum Beweis dieser
Tatsache beniitzt man Ergebnisse aus der Theorie der s-Zahlen oder n-ten Weiten,
siehe [36, 63, 64, 65].

Satz 2. Gegeben sei ein linearer Operator Sq: Xy — Gg und F; sei die Ein-
heitskugel von X,. Sei o N ein beliebiges adaptives Verfahren, das fiir f=0 € Fq
die Information

NO(f) = (L3 L), La( )]
beniitzt. Dann gibt es ein nichtadaptives Verfahren der Form p* o N 0 mit
e(p” o N° F;) <2e(po N, Fy).

Dabher ist der Fehler von adaptiven Verfahren mindestens halb so grof wie der von
(optimalen) nichtadaptiven. Ist iiberdies X; ein Hilbertraum oder ist Gy ein Raum
mit der metric extension property’, so kann man auf den Faktor zwei verzichten und
iiberdies p* o N° linear wiihlen,

P o N°(f) =Y aL)(f). O
i=1

In der Situation von Satz 2 gibt es Beispiele, bei denen adaptive Verfahren
(etwas) besser sind als nichtadaptive, siehe [33]. Alle Voraussetzungen des Satzes
sind wesentlich. So nehmen wir an, daB F,; konvex und symmetrisch ist. Die Menge
F,; beschreibt die a priori Information iiber das Problem. Oft wei man, daB3 /* ge-
wisse Glattheitseigenschaften hat und dieses Wissen 148t sich in der Form f € Fy
ausdriicken. Wenn das a priori Wissen zu einer Menge fiihrt, die nicht konvex oder
nicht symmetrisch ist, kann man Satz 2 nicht anwenden. Adaptive Verfahren kon-
nen dann sehr viel besser sein als nichtadaptive. Dasselbe gilt fiir nichtlineare Pro-
bleme, siehe die Ubersicht [46).

3 zum Beispiel der Raum der beschrinkten Funktionen auf einer Menge mit der sup-
Norm
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Die Idee hinter dem Beweis von Satz 2 ist, daB eine nichtadaptive Informa-
tion, die gut ist fiir 0 € Fy, auch fiir jedes andere S € Fy gutist. Dies gilt fiir jedes li-
neare Problem und jede Norm. Allerdings gibt dieses Ergebnis keinen Hinweis dar-
auf, welche nichtadaptive Information optimal ist. Insbesondere ist es nicht so, daB3
naheliegende Informationen (wie dquidistante Gitterpunkte oder uniforme Zerle-
gungen) immer gut sind. Tatséchlich gibt es viele wichtige Beispiele, bei denen dqui-
distante Stiitzpunkte sehr schlecht sind. Wir betonen diese Tatsache, weil in der Li-
teratur gelegentlich dquidistante Stiitzstellen (oder eine uniforme Zerlegung) vergli-
chen werden mit einer guten adaptiven Methode und dann filschlich geschlossen
wird, daB eine adaptive Methode besser ist als alle nichtadaptiven Methoden.

Bemerkung 3. Fiir viele Probleme gibt es optimale Algorithmen, die linear
sind, siehe Satz 2. Dann ist die Komplexitdt im wesentlichen bestimmt durch die
minimale Anzahl n von Orakelaufrufen. Wir definieren card (e,d) durch

min{z | es gibt ¢ : R" — G; und N wie in (3) mit e(p o N, F;) <ceep}.
Sind lineare Algorithmen optimal, so gilt
c-card (e,d) < comp (¢,d) < (¢ +2) - card (e, d).

Deshalb wird es im folgenden geniigen, die GroéBen card (e,d) zu studieren und
man kann diese Zahlen mit der Komplexitit (nahezu) identifizieren. m]

4 Untere Schranken

Das wichtigste Problem der theoretischen Informatik (nach Ansicht von
Steve Smale eines der drei wichtigsten Probleme der Mathematik iiberhaupt, siche
[76]") bezieht sich auf die Klasse der Probleme, fiir die ein polynomialer Algorithmus
existiert. Solche Probleme nennt man hiufig tractable im Gegensatz zu den intrac-
table problems, fiir die kein polynomialer Algorithmus existiert. Wir beniitzen die
folgende Definition.

Definition 4. Ein Problem, gegeben durch eine Folge (S4, F4,Ga,Ay), heifit
tractable, falls

comp (e,d) < K-e79-d°

mit gewissen Konstanten K, q,p > 0; sonst heifit es intractable. O
Diese Definition lehnt sich an die iibliche Begriffsbildung fiir diskrete Pro-
bleme an, man beachte aber, daB wir das real number model zugrundelegen.® Im Be-

4 In fact, included are what I believe to be the three greatest open problems of mathe-
matics: the Riemann Hypothesis, the Poincaré Conjecture, and ,Does P = NP?*

° Manche Probleme lassen sich im diskreten Berechnungsmodell der Turing-Maschine
und im real number model untersuchen. Welches Modell angemessen ist, hingt von der Anwen-
dung ab. Ein Problem kann im einen Modell tractable sein und im anderen intractable, da sich
die Voraussetzungen beziiglich Rechenkosten und ProblemgréBe erheblich unterscheiden. Be-
kanntlich ist das Problem der Linearen Optimierung im Turing-Modell tractable. Ob dies auch
im real number model gilt, ist ein wichtiges offenes Problem.
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reich der Numerischen Mathematik (in Bezug auf das real number model mit Ora-
kel) geht sie auf Wozniakowski zuriick, siehe [96, 97]. Verschiedene klassische Pro-
bleme sind intractable, es gilt aber comp (¢,d) < C4- &% fiir jedes d. Man sagt
dann auch, daB so ein Problem dem Fluch der Dimension unterliegt.

Ist man sich erst einmal iiber den Begriff des Algorithmus im klaren, dann
liegt es auf der Hand, dal man verschiedene untere Schranken beweisen kann, in-
dem man die verschiedenen Rechenoperationen betrachtet:

« Man kann die Anzahl der bendtigten Aufrufe des Orakels untersuchen und erhalt
damit Schranken fiir die Informationskosten.

« Man kann kombinatorische oder arithmetische Uberlegungen anstellen und die
Anzahl der bendtigten Rechenoperationen untersuchen, d.h. die arithmetischen Ko-
sten.

o Topologische Betrachtungen ermdglichen eine Abschitzung der Anzahl der néti-
gen Vergleichsoperationen, man spricht auch von der topologischen Komplexitiit.
Wir werden darauf in dieser Arbeit nicht weiter eingehen und verweisen nur auf [28,
57, 74, 85].

o Mit Hilfe gewisser Begriffe der Approximationstheorie (beste m-Term Approxi-
mation, siehe [16]) kann man abschétzen, wieviele reelle Zahlen ausgerechnet wer-
den miissen. Man kann hier von der Output-Komplexitit sprechen, siehe [58].

Welche Abschitzungsmethode zu den besten unteren Schranken fiihrt,
hingt vom Problem ab. Uberraschend haufig sind die Gesamtkosten von optima-
len Algorithmen nur wenig groBer als die Informationskosten; mit Satz 2 und
Bemerkung 3 haben wir eine wichtige Klasse von Problemen mit dieser Eigenschaft
bereits kennengelernt. Daher hat sich fiir diese Untersuchungen neben dem Begriff
der analytischen Komplexititstheorie auch der Begriff Information-Based Complexi-
ty eingebiirgert, siche [83] und die neue Einfithrung [84].

5 Probleme, die dem Fluch der Dimension unterliegen

In gewissen Fillen folgt aus klassischen Ergebnissen iiber die optimale
Konvergenzordnung in Verbindung mit Satz 2 bereits, daB ein vorgelegtes Problem
dem Fluch der Dimension unterliegt. Das folgende Ergebnis von Bakhvalov (aus
dem Jahr 1959, siehe [1]) ist recht einfach zu beweisen, zumindest der Fall d = 1
eignet sich ausgezeichnet fiir eine einfiihrende Veranstaltung in die Numerik.®

Satz 5. Seien k € N und X, der Raum C*([0,1%) mit der Norm
— (o3
A1l = max 1D/ 1l so-

a

Wir betrachten das Integrationsproblem

Sa(f) = f(x)dx

0,14

¢ Bisher spielen untere Schranken (nicht nur) in der Ausbildung kaum eine Rolle.
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auf der Einheitskugel F; von X,;. Dann gibt es positive Konstanten cx.q und Cy 4 mit
Chd - ek < comp (g,d) < Crq -V, O

Beweisidee: Aus Satz 2 folgt, daB es geniigt, Quadraturformeln
©) On(f) = Za[f(ti)
i=1

zu betrachten. Fiir die oberen Schranken reicht es, Produktformeln (etwa Tensor-
produkte der GauB-Formeln oder der Clenshaw-Curtis-Formeln) zu wihlen. Fiir
die unteren Schranken betrachte man ein beliebiges 0, mit 2n ~ ¢4, wobei ¢ € N,
und die entsprechende Zerlegung von [0, l]d in ¢% kleine Wiirfel mit Seitenlinge ¢!
Dann enthalten mindestens ~ n der kleinen Wiirfel keine Stiitzstelle und damit
kann Q,(f) auch nicht vom Verhalten von f € F, auf diesen Teilwiirfeln abhéngen.
Man kann nun zwei Funktionen f;,f, € F,; konstruieren, die sich nur auf den Teil-
wiirfeln ohne Stiitzstellen unterscheiden und fiir die

Sa(fi) = Sa(f) > 2¢
gilt. Wegen 0,(f1) = 0.(f2) folgt
e(Qn, Fy) > ¢
und daraus die Behauptung, siehe z.B. [44] fiir die Details. |

Bemerkung 6. Wir wollen diesen typischen Satz und das Beweisschema
kommentieren. Zunéchst folgt, daB das Problem intractable ist im Sinne der Defi-
nition 4. Fiir jedes d erhilt man die Rate comp (e, d) < e9/* in einer konstrukti-
ven Weise, man kann entsprechende Produktformeln explizit hinschreiben. Aller-
dings benotigen (nichttriviale) Produktformeln mindestens 2¢ Stiitzstellen, so daB3
man schon bei d =40 kaum noch von einer sinnvollen Konstruktion sprechen
kann.

Bei genauerer Analyse wird man feststellen, daB sich die Konstanten Cra
von den Konstanten ¢ 4 sehr unterscheiden, ein Verhiltnis

K8 51

Chd
ist schon fiir kleine k realistisch. Daraus folgt, daB Satz 5 zwar die Kosten bei festen
k und d fiir ¢ — 0 gut wiedergibt, aber kaum etwas aussagt lber die Frage, wie
comp (&, d) mit der Dimension d wichst. In vielen Anwendungen spielt der Grenz-
uibergang ¢ — 0 kaum eine Rolle, hiufig reicht eine bescheidene Genauigkeit. Die
klassischen Fehlerabschitzungen erweisen sich also als recht unbefriedigend; wir
wollen wissen, wie comp (¢, d) von € und von d abhingt. Dieses Problem studieren
wir im folgenden fiir Funktionenklassen, die eng mit verschiedenen Begriffen der
Diskrepanz gekoppelt sind. a

Mit der Koksma-Hlawka-Ungleichung kann man den Fehler e(On, Fy) fiir
gewisse Fy durch die Diskrepanz ausdriicken, siche [29, 42]. Fir Punkte
t,..., €0, l]d ist die L,-Diskrepanz gegeben durch
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2 1/2
. 1<&
disco({t1,..-,t}) = (/[0,1]d (Xl Xy _’_1; 1[0,x)(ti)> dx) .

Dabei bezeichnet 1, die Funktion, die 1 ist auf dem Quader {y|0 <y
< x;,i=1,2,...,d} und 0 auBerhalb. Die L,-Diskrepanz driickt aus wie gut man
im quadratlschen Mittel das Volumen eines Quaders [0, x) C [0, 1]¢ durch das Ver-
héltnis 137 | 1) 4 (#;) der in ihm enthaltenen Punkte schitzen kann.

Wir wollen auch allgemeine Quadraturformeln (5) betrachten und definie-
ren ihre L,-Diskrepanz als

) 2 N\ 12
disc2(Qn) = (/ (xl Xa =Y 1[0,x)(ti)> dx) :
o.? P

Als nichstes definieren wir spezielle Sobolevraume Xj. Fiir d = 1 sei

X, ={f:00,1] >R |f(1) =0, fist abs. stetig, /' € L,}
mit der Norm [|f{| = ||f"|| .. Fiir & > 1 betrachten wir das d-fache Tensorprodukt
6 Xe=Xi®.®Xi mit |fll=[""0),

Wie immer sei F; die Einheitskugel von X;. Dann folgt aus der Koksma-
Hlawka-Ungleichung, da3

disca(Qn) = e(Qn, Fa).

AuBerdem ist discy(Q,) auch gleich dem durchschmtthchen Fehler von Q, beziig-
lich des MaBes, das vom Brownschen Blatt auf C([0, 1) induziert wird, siehe [95].
Berithmte Sétze von Roth und Frolov [21, 69, 70] besagen, da3

inf disc({t1,..., ta}) < 17" - (logn)@=172,

i

Insbesondere ist die Konvergenzordnung kaum abhéngig von d, fiir das Integrati-
onsproblem S;(f) = f[o 1y f(x) dx auf F, gilt

) card (¢,d) < Cgs-e717%,  6>0.

Zum Begriff der Diskrepanz siehe [4, 5, 17, 34, 42, 43] und Bemerkung 12.

Aufgrund von (7) kénnte man vermuten, da auch die Komplexitit nur
schwach von d abhingt und insbesondere, daB ein Fluch der Dimension hier nicht
vorliegt. Diese Vermutung ist falsch, wie in [99] gezeigt wird. Es gilt ndmlich folgen-
de exponentielle untere Schranke fiir die L,-Diskrepanz (mit gleichen Gewichten
a; = 1/n) oder allgemeiner fiir Quadraturformeln Q, mit positiven Gewichten.

Satz 7. Betrachte das Integrationsproblem S,(f) = f 0,1 af(x)dx auf den
durch (6) definierten Riumen. Fiir beliebige d € N und Quadratur ormeln Q, mit po-
sitiven Gewichten a; gilt

4\ 12
(8) e(Qn,Fd)Zeo-<1—<g) ) . =

+
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Zum Beweis beniitzt man Techniken fiir Hilbertraume mit reproduzieren-
dem Kern, wobei nur wesentlich ist, daB der Kern

d
K(x,1) = H(l — max(xy, t))
=1
von X, (punktweise) positiv ist. Diese Techniken fithren auch fiir sehr kleine Réu-
me von analytischen Funktionen zu einem &hnlichen Ergebnis. In [48] wird ein zu
Satz 7 analoges Ergebnis fiir den Raum

F=A{ 0 S RIAP = Y 10115 < oo}

a€ Ng

bewiesen. Man beachte, daB fiir X3° jede Konvergenzordnung erreichbar ist, es gilt
card (¢,d) < Cyy - e VK

fiir jedes £ > 0. Dennoch gilt wieder eine exponentielle untere Schranke der Form

3).

Bemerkung 8. Diese Ergebnisse zeigen, daB der Begriff der optimalen Kon-
vergenzordnung zu schwach ist, um das Phinomen des Fluchs der Dimension zu er-
fassen.

Der Beweis von Satz 7 funktioniert nur fiir Quadraturformeln mit positiven
Gewichten. Untere Schranken, die nur fiir gewisse Methoden gelten, sehen wir als
unbefriedigend an, es sind noch keine Schranken fiir die Komplexitit. Tatsichlich
beniitzen gewisse hocheffiziente Quadraturformeln (vom Smolyak-Typ, siche Ab-
schnitt 7) auch negative Gewichte und es war zunichst unklar, ob mit diesen For-
meln polynomiale Algorithmen méglich sind. Dieses Problem wurde in [60] geldst:

Satz 9. Betrachte wieder das Integrationsproblem Sy(f) = f[o e f(x)dx auf
den durch (6) definierten Riumen. Dann gilt: '

card (e, d) ist nicht beschrinkt durch Ce™ d°,

d.h. die Ly-Diskrepanz ist nicht tractable im Sinne von Definition 4. ]

Der Beweis beruht darauf, da der Tensorprodukt-Hilbertraum X, eine
Zerlegbarkeitseigenschaft besitzt. Der Raum Xj besitzt zwei nichttriviale ortho-
gonale Unterrdume X () und X(;), so daB

f(x)=0 fir x¢& Dy, f € X,
und
f(x)=0 fir x¢ Dy, f € Xy,

mit disjunkten Mengen Do) und D(;) positiven MaBes. Viele Hilbertriume haben
diese Eigenschaft und entsprechend allgemein ist dieser Zugang. Allerdings ist auch
klar, daB Hilbertrdume von analytischen Funktionen diese Eigenschaft nicht besit-
zen. Deshalb ist noch unklar, ob z.B. fiir die Rdume X3° der Fluch der Dimension
gilt.
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6 Ein abstrakter Existenzsatz: polynomiale Schranken
fiir die Stern-Diskrepanz

Wir betrachten jetzt die Stern-Diskrepanz

. 1

disc*({t1,...,tn}) = sup |X1-'-Xd ——Z Lo (8],
xef0,1)4 nia

wobei t1,...,t, € [0, 1], und entsprechend die Stern-Diskrepanz disc*(Qy,) von be-

liebigen Quadraturformeln Q,. Mit Hilfe der Koksma-Hlawka-Ungleichung 148t

sich dieser Begriff wieder als Fehler von Q, interpretieren,

disc*(Qn) = e(On, Fa),

allerdings muB dazu der Sobolevraum Xy (und damit seine Einheitskugel F;) modi-
fiziert werden. Wir betrachten jetzt fiir d = 1

Xi={f:0,1]=R|f(1)=0, fist abs. stetig, ' € L}
mit der Norm || f|| = || /'l - Fr d > 1 betrachten wir das d-fache Tensorprodukt
©) Xi=Xi®.eX mit [f]=1"0

Es ist bekannt, daB3
(10) igfdisc*({tl,...,z,,}) < Cg-n' - (logn)“Y

und man vermutet, daB diese Ordnung optimal ist. Insbesondere ist die Konver-
genzordnung wieder nahezu unabhingig von d, fiir das Integrationsproblem

Sa(f) = f[O,l]df(x) dx auf Fy gilt
(11) card(e,d) < Cas-7'7%  6>0.
Aufgrund von Satz 2 gilt
card (¢,d) = inf{n | disc*(Q,) < e fiir ein Qn},

tatsichlich gelten unsere oberen Schranken von Satz 13 auch fiir die Stern-Diskre-
panz mit gleichen Gewichten 1/n.

Bemerkung 10. Mancher Leser wird an dieser Stelle verwundert sein. Satz 9
besagt, daB das Problem der L,-Diskrepanz nicht tractable ist. Dabei geht es um
die Frage, wie gut man im Durchschnitt das Volumen eines Quaders [0,x) C [0, 1]
durch das Verhiltnis >"7_, 1jo.)(#) der in ihm enthaltenen Punkte schatzen kann.

In diesem Abschnitt fragen wir, ob die Stern-Diskrepanz tractable ist. Da-
bei geht es um die Frage, wie gut man im worst case das Volumen eines Quaders
[0,x) C [0, 1]* durch das Verhiltnis 37 1 () der in ihm enthaltenen Punkte
schiitzen kann. Dies scheint schwieriger zu sein und man wird vielleicht erwarten,
daB dieses Problem ebenfalls dem Fluch der Dimension unterliegt.

Es ist aber so, daB wir in Definition 1 nicht absolute Fehler betrachten, son-
dern wir fordern bei der e-Komplexitit, daB der Fehler beschrinkt ist durch € ey.
Nun ist zwar bei der Stern-Diskrepanz ey = 1 fiir alle d, so dal dieser Normie-
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rungsfaktor hier nicht wesentlich ist. Bei der L,-Diskrepanz gilt aber ey = 379/2,
anschaulich: die meisten Teilquader von [0, 1] sind sehr klein, daher ist die Schit-
zung ,,das Volumen betrigt 0“ bei hoher Dimension im Durchschnitt ziemlich gut.
Wiirde man den Normierungsfaktor bei der L>-Diskrepanz weglassen,
dann wire das Problem tractable, siehe die Arbeiten [37, 66, 86, 88]. m|

Bemerkung 11. Gibt es n = 3 Punkte mit disc* ({1, .. ., 1,}) < 1/3, gilt also
card (1/3,d) <397

Dies war vor kurzem noch unbekannt, siche [34, 82]. Wir werden sehen (Satz 13,
Bemerkung 17), daB card (1/3,d) viel langsamer wichst als 3¢. Wieder zeigt sich,
daB giinstige Aussagen iiber die Konvergenzordnung wie (11) wenig bedeuten fiir
die Komplexitit in Abhingigkeit von der Dimension.

Man mag iiberrascht sein {iber die Tatsache, daB es so schwer ist, den (be-
scheidenen) Fehler von € = 1/3 zu erreichen und kann sich zunichst fragen, wie
viele Punkte man braucht, wenn man mit einem dquidistanten Gitter arbeitet — si-
cher die naheliegendste Konfiguration tiberhaupt. Seien also d,¢ € N, wir betrach-
ten die n = ¢/ Punkte Gz mit Koordinaten der Form k/¢, wobei k =0,1,...,
£ — 1. Dann gilt

1 d
diSC*(Gd‘g) =1- (1 —Z) s

siche [42]. Um also fiir ein (festes) ¢ mit 0 <e <1 eine Stern-Diskrepanz
disc*(G4y) < € zu erzielen, braucht man ungefahr

ngl(e,d) ~ (m‘od

Punkte, man wihle ¢ ~ (—log(1 — s))_'d. Diese Zahl wichst also sogar superexpo-
nentiell in d, fiir ¢ = 1/3 erhélt man

ng(1/3,d) = (2,47d)". O

Bemerkung 12. Ich kann und will hier nicht die bekannten Konstruktionen
von Punktmengen mit kleiner Stern-Diskrepanz diskutieren und verweise auf [17,
34, 42, 43]. Aber ich méchte wenigstens die einfachsten Punktmengen angeben, mit
denen man die Schranke (10) zeigen kann. Sei » > 2 eine natiirliche Zahl und

i= idj(i)b", di(i) € {0,1,...,b— 1}
=0

die Entwicklung von i € N beziiglich der Basis 5. Dann ist die Van der Corput-Fol-
ge (75(i)),en definiert durch

v (i) = idj(i) b1,
j=0

Aus naheliegenden Griinden spricht man auch von der »Spiegelung am Dezimal-
komma*®. Seien nun b,,...,b,_; die ersten d — 1 Primzahlen und sei n € N gege-
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ben. Dann ist die d-dimensionale Hammersley-Folge der Linge n gegeben durch
t,‘=(’ybl(i),...,’de_l(i),i/n), izl,.”,n'

Hammersley hat 1960 mit diesen Punkten die Schranke (10) bewiesen. O
Das folgende Resultat aus [56] ist (zumindest fiir die Autoren der Arbeit)
iiberraschend.

Satz 13. Die Stern-Diskrepanz ist tractable, es gelten obere Schranken der
Form’

inf{n | disc*(t1,...,t,) < e fiir gewisse t;} < Cs-e~27° . 4?

fiir jedes 6 > 0. m]
Beweisidee: Der Beweis zerfillt in zwei Teile:

1. Teil: Analog zur L,-Diskrepanz betrachten wir fiir gerades p die entsprechende
L,-Diskrepanz,

p 1/p
. 1<
dlSCp({Il,...,tn}) = (/[0’1]11' (X] '..xd_;iz:;l[o’x)(ti)> dX) .

Wir berechnen das p-te Mittel von disc,({t, ..., #,}), d.h. das Integral

/p
a%OL@==<A”Md$%Uh“qu&> y t=(t,.. )

und erhalten nach einigen Umformungen

S (p e ; ~d
(12) avp(n,d)p=§:(_>(—n)’ (k+p—j+ 1) #(j,k,n).

=0 \J =0

Hierbei sei #(j,k,n) die Anzahl der Abbildungen von {1,...,j} nach {1,...,n}
mit der Eigenschaft, daB} das Bild genau k Elemente enthilt. Diese Zahlen sind in
der Kombinatorik gut bekannt, man kann sie auch mit den Stirling-Zahlen s(k, i)
erster Art und den Stirling-Zahlen S(j, k) zweiter Art ausdriicken, es gilt

k k
. — . . i —1) —7)/
#Ukn) = S st SR = 3 () (7)1t
Durch Umordnen der Terme folgt, daB av,(n, d)” ein Polynom in n~! ist,
?
avy(n,d)f = Z C(r,p,d)-n™",
r=0
wobei C(r,p, d) gegeben ist durch den Ausdruck
p—r p L dr
D> ( )(-1)'2@ +1—r+k—i)slk,i)S(i+r k).
k=i

=0 r+1

7 Stefan Heinrich hat (im Juni 1999) die obere Schranke noch verbessert, seine Schran-
ke ist von der Form C=~2d(logd — loge).
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Aus den Definitionen folgt, daBB C(p, p,d) verschwindet. Wir zeigen sogar, daf3
C(r,p,d)=0 furalle r=0,...,p/2—-1.
Dazu benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 14. Es sei p=2m eine ganze natiirliche Zahl. Dann gilt fir
r=0,....m—lundj=0,...,r

prtj p ok . e
; (’+k—j>( 1)" stk k=) Stk = j +r,k) = 0.

Obwohl diese Aussage einen rein kombinatorischen Charakter hat, haben
wir keinen einfachen (Induktions-) Beweis gefunden. Wir beweisen das Lemma mit
Hilfe des Satzes vom iterierten Logarithmus in der Fassung von [32]. Damit kann
man dann die folgende obere Schranke fiir av,(#, d) beweisen.

Lemma 15. Fiir gerades p und d € N gilt

p-1
avp(n,d)f = Z C(r,p,d)-n".
r=p/2
Auferdem gilt
r+1)(4p)?
(Clr,pya)| < VST
p+1-r)
und

» L 14p2 \A I
av,(n,d) <42 p(1+p/2)” Pn—‘/2( n—’<———.> ) .
igo: 1+p/2 —i

2. Teil: Tm allgemeinen ist || f||,, nicht nach oben beschrankt durch eine Funktion
von || f||,- Man kann sich aber tiberlegen, daB im Fall der Diskrepanzfunktion sol-
che Ungleichungen gelten, es ergibt sich folgendes.

Zunichst betrachten wir eine Diskrepanz mit optimalem Gewicht, wir defi-
nieren fiir (¢,...,2,) € [0, )™

do(t1,...,t,) = inf sup
>0 o,

n
X1 Xg—C+ Z l[o)x)(t[)}.
i=1

Wir beweisen Schranken fiir

disc(n,d) := inf doo(t1y -y tn)
(£] -stn)€l0, 14

und zeigen, daB die optimalen Gewichte ¢ anstelle von 1/n, die wir aus beweistech-
nischen Griinden bendtigen, nur eine kleine Verbesserung bringen. Definiere

A? =/ e hl—h 4y -yl d
»(€) [(1_5)1/4;1’;,)( yi---yaf dy
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und
B;f(s)=/ (1 =y1---ya) dy,
(1)

wobei 1 = (1 +¢)”/%. Mit diesen GroBen erhélt man folgendes.

Lemma 16. Sei d € N und e = disc(n,d) € (0,1) und h = (1 + €)™ Dann
gilt fiir alle geraden p

av,(n,d) > min(4%(e), Bd(e))'”.

Jetzt muB man noch untere Schranken fiir die GréBen A2 () und B (¢) zei-
gen und dann p optimal (in Abhéngigkeit von ¢ und &) wihlen, um den Beweis von

Satz 13 zuende zu fihren. 0O

Bemerkung 17. Die Beweisskizze zeigt, daB wir die probabilistische Metho-
de, d.h. Mittelwertargumente, benutzen. Dieses Beweismittel liefert hier sehr gute
Ergebnisse. Es ist jetzt eine groBe Herausforderung, dhnlich gute obere Schranken
mit konstruktiven Methoden zu erhalten.

Wir haben numerische Experimente gemacht, wobei wir die exakte Formel
(12) fiir av,(n, d) und Lemma 16 beniitzt haben. Fiir ¢ = 1/3 erhilt man z.B.

card (1/3, 95) 148,
card(1/3,10) < 310,
card (1/3,20) < 637,
card (1/3,40) < 1293.

IN

Diese Ergebnisse sind erstaunlich wenn man bedenkt, daB vor kurzer Zeit noch un-
klar war, ob 3¢ Punkte fiir einen Fehler e = 1/3 ausreichen. m|

Bemerkung 18. Man kann jetzt fragen, ob card (e, d) fur festes ¢ {iberhaupt
von der Dimension d abhiingt. In der Arbeit [56] werden auch untere Schranken be-
wiesen. Fiir e > 1/2 geniigen die zwei Punkte t; = (0,...,0)und , = (1,...,1), da

disc*({t1,52}) = 1/2.
Fiir jedes € < 1/2 gilt dagegen
card (¢,d) > C: logd,

d.h. die Anzahl der Punkte mu3 mit 4 wachsen, und zwar mindestens wie log d und
hochstens wie d logd. m]

Bemerkung 19. In den Anwendungen hat man es oft mit Funktionen f zu
tun, die von vielen Variablen abhingen, d ist groB. Haufig ist es jedoch so, daB f
von manchen Variablen ,,stark® abhingt und von anderen nur ,,schwach®. Klassi-
sche Verfahren koénnen so eine a priori Information kaum ausniitzen, es gibt hoch-
stens die Moglichkeit, manche Variablen vollig zu ignorieren. Besser ist es, gewich-
tete Normen zu studieren, siehe die Arbeiten [30, 47, 60, 73, 89, 99].

Wir wollen hier nur eine gewichtete Version der L,-Diskrepanz diskutieren,
analog zu den Rdumen (6) und zum Satz 7. Wir betrachten Funktionen mit d Va-
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riablen, das Gewicht der i-ten Variablen sei w;, es gelte
w>2wy>...>0.
Fiir d = 1 betrachten wir
Xi={f:0,1] = R|f(1) =0, f ist abs. stetig, /' € L,}
mit der Norm
171 =/ +w ™ 1113,
und bezeichnen diesen Raum mit X; 1w. Fiir d > 1 betrachten wir dann das Tensor-
produkt
Xi=Xiw ®...0 X1,
mit der Norm

NA@ @il = il il ,

Es sei wieder F, die Einheitskugel von X; und wir betrachten das Integrationspro-
blem

S = [ Feods

Wir wissen schon (Satz 9), daB dieses Problem im Fall gleicher Gewichte intractable
ist. Allgemeiner gilt:

* Esist tractable genau dann, wenn limsup,_, Z}il w;/ logd < oo, siehe [60, 73].
* Fiir die Komplexitit gilt eine dimensionsunabhingige obere Schranke der Form

card (¢,d) < C-¢72
genau dann, wenn Z}’il w; < 0o, siehe [60, 73].
* Gilt 377 w;/ ? < o0, 50 gilt eine obere Schranke der Form
card (6,d) < Cs-e7'7°,  fiir 6 > 0,
siche [30]. Alle bisher genannten oberen Schranken werden mit der probabilistischen
Methode bewiesen, konstruktive Methoden sind bisher nicht bekannt.
* Gilt sogar 2, w}/ } < 00, 50 kann man die obere Schranke
card (e,d) < Cs -8, fiir 6 >0
konstruktiv mit einem Verfahren vom Smolyak-Typ erhalten, siche [89].

Bei der probabilistischen Methode wird zum Beispiel der (worst case) Fehler
e(On, Fy) von Methoden

l n
Qulf) =23 S (1)
i=1
gemittelt iiber alle (7. ..,%,) € [0, 1]™, entsprechend der Berechnung von avp(n,d)

(fiir p = 2) im Beweis von Satz 13. Es ist dann klar, daB ein Q, existiert, dessen
Fehler hochstens so groB ist wie dieser Mittelwert. O
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7 Konstruktion polynomialer Algorithmen

Die bekannten Konstruktionen von polynomialen Algorithmen beruhen auf
der Methode von Smolyak (1963) beziehungsweise auf verschiedenen Modifikatio-
nen dieser Methode, siehe auch [3, 11, 13, 15, 19, 20, 22, 23, 24, 49-54, 62, 66, 67,
77, 78, 79, 81, 86, 89, 93]. Selbst diese lange Liste ist sehr unvollstindig, weil dhn-
liche Methoden (unter Bezeichnungen wie Blending-Methode oder diinne Gitter-Me-
thode oder Boolesche Methode oder auch hyperbolic cross points method) in ver-
schiedenem Zusammenhang studiert wurden.

Wir wollen die Methode fiir die numerische Integration

S = [ S W

prisentieren, obwohl in den genannten Arbeiten auch allgemeinere Probleme stu-
diert werden wie die Interpolation (und optimale Rekonstruktion) und die Losung
von Operatorgleichungen. Gegeben seien fiir d = 1 Quadraturformeln®

v = S ds ().
=1

Dabei sei m;y1 > m; und zum Beispiel
(17) m =1 und m; =214 1 firi>1.
Fiir d > 1 sind Tensorproduktmethoden gegeben durch

m,-l ml-d

U@ - ® Uid)(f):z...z a}:"'a}Zf(’}:»-w’}Z)-

j=l jg=1

Man benétigt zur Auswertung dieser Formel

d
n= H miy
=1

Funktionswerte. Die Methode von Smolyak ist eine geschickte Linearkombination
von solchen Tensorprodukten, mit der man das Ziel verfolgt, nur wenige Funk-
tionswerte beniitzen zu miissen, insbesondere wenn d groB ist. Sie ist gegeben durch

Algd)= 3 ()" (d - 1) (U@ @ U'),

q—d+1<|i|<q 1= M

wobei g > d. Wihlt man speziell die Clenshaw-Curtis-Formeln

i) =3 df(e)
=1

8 Die aj sind also reelle Zahlen. Wenn man Interpolationsprobleme oder Operatorglei-
chungen 16sen will, dann kann man dhnlich vorgehen, die a; sind dann Funktionen.
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mit (17) und den Stiitzstellen

; m(j—1
t= —cos——’i]i — 1)

(bzw. 1} = 0), so gelangt man zu der Methode, die in [50] und in verschiedenen an-

deren Arbeiten untersucht wurde. Man beniitzt hier fiir d = 1 nicht-dquidistante

Stiitzstellen und die Stiitzstellen von U’ werden von U*! mitbeniitzt. Beide Eigen-

schaften wirken sich giinstig auf die Fehlerabschitzungen und auf die Stabilitit der

Methode aus. Wir zeigen die Stiitzstellen von 4(4, 2).

[ T T

l1+-e [} ®

Ore e ° o o -
°

-l e ° ® —

1 1 1

-1 0 1

A(4, 2), 13 Stiitzstellen

Satz 20. Die A(q,d) sind fiir viele Klassen von Funktionen Jast optimal, siehe
[50, 51]. Fiir die in (6) und in (9) definierten Riume gilt

e(A(g,d),Fy) <n7!. (logn)l(d—1)7

wobei n die Anzahl der Stiitzstellen von A(q,d) ist. Die Gewichte von A(q,d) sind re-
lativ klein, es gilt |A(q,d)||,, < (logn)*"". Die Formel A(k + d,d) ist exakt fir Po-
lynome vom Grad 2k + 1 und benitigt fiir grofes d nur n ~ 2% d* k) Stitzstellen, sie-
he [52]. a)

Bemerkung 21. Diese Methode ist konstruktiv in einem sehr starken Sinn.
Die Gesamtrechenzeit ist in jeder Dimension proportional zur Anzahl der Stiitzstel-
len, die zusitzlichen Rechnungen (z.B. zur Berechnung der Binomialkoeffizienten)
fallen kaum ins Gewicht.

Es gibt auch , konstruktive“ obere Schranken, zum Beispiel konstruktive
Versionen des Satzes von Tchakalov®, die so aufwendig sind, daB sie (ab etwa
d = 4) praktisch nicht durchgefiihrt werden kénnen. O

Bemerkung 22. Explizite Fehlerabschitzungen (die keine unbekannten
Konstanten enthalten) fiir Smolyak-Konstruktionen werden in [86] bewiesen. Der
Witz an diesen Konstruktionen und Fehlerabschitzungen besteht darin, daB man

® Dieser Satz besagt folgendes. Sei V(d, k) der Raum der Polynome in d Variablen
vom Grad maximal k. Dann exisiert eine Quadraturformel mit positiven Gewichten, die auf
V(d, k) exakt ist, wobei die Anzahl der Stiitzstellen hochstens so groB ist wie die Dimension
von V(d, k). Fiir eine konstruktive Version siehe [14].
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lediglich gute Methoden (und Fehlerabschidtzungen) fiir den eindimensionalen Fall
d = 1 bendtigt. Alles andere liefert dann die Smolyak-Konstruktion und die ent-
sprechenden allgemeingiiltigen Fehlerabschitzungen fiir Tensorproduktprobleme. In
verschiedenen Arbeiten wird die Methode modifiziert, siehe die eingangs aufgezéhl-
ten Arbeiten. ]

Zum AbschluB dieser Arbeit diskutieren wir die Berechnung von Wiener-In-
tegralen, wiederum mit einer Methode, die Ideen von Smolyak aufgreift und modi-
fiziert, siehe [54, 79]. Wir beginnen mit der Lévy-Ciesielski-Zerlegung des Wiener-
MabBes mit Hilfe von Schauder- oder Hut-Funktionen.

T T T T T
1+ 1+
0r -~ 0+ —
1 | 1 1 1
0 1 0 0.5 1
Si.1 Sa2.1
T T T T T T T T
1F 1t -
0t . ot -
| | 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 0 0.5 1
S3.1 S3.2
Die Schauder-Funktionen S;x sind definiert fir k =1,...,m(j), wobei

m(j) = 2% fiir j > 2 und m(1) = 1. Betrachte standardnormalverteilte unabhingi-
ge Zufallsvariablen Y;; und Varianzen o*(1) = 1, o?(j) = 27 fiir j > 2. Dann sei
fiir d = 257!

s m(j)
WD =3"0(j)> Yk Six
=1 k=1

die s-te Lévy-Ciesielski-Approximation an das Wiener-MaB. Fiir s — oo wiirde
man schwache Konvergenz gegen das Wiener-MaB erhalten. Wir approximieren
nun Wiener-Integrale

E(f) = S (x)dW(x)

clo,1)
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durch die endlichdimensionalen Erwartungswerte oder Integrale £ (f(W@)). Da-
bei kann man die Ideen von Bemerkung 19 beniitzen, weil der EinfluB der Varia-
blen Yj; mit steigendem ; fillt.

Wir beniitzen eine Modifikation der Smolyak-Methode von der Form

A(g,d) = Z (=17 (d_ l) (U ... @ Uldha),

g—d+1<il<q q -1

wobei die 3; € Ny so gewihlt werden, daB die Anzahl der Stiitzstellen von U™™%
ungefahr o(;) mal so groB ist wie die Anzahl der Stiitzstellen von U-. SchlieBlich
definieren wir Quadraturformeln fiir das Wiener-MaB8 durch

AS)() = Als—1+d, d)(f o WD),

Bemerkung 23. Man berechnet Wiener-Integrale meist mit Monte-
Carlo-Methoden oder auch mit zahlentheoretischen Methoden, sog. Quasi-Mon-
te-Carlo-Methoden, bei denen Folgen kleiner Diskrepanz beniitzt werden. Diese
Methoden sind recht zuverléssig, aber langsam. Insbesondere kénnen sie die (evtl.
vorhandene) Glattheit des Integranden nur schlecht ausniitzen.

Bei geniigend glatten Integranden ist die neue Methode iiberlegen, in [79]
werden worst case Fehlerabschitzungen fiir eine Klasse von analytischen Funktio-
nen bewiesen. Wir zeigen Rechenergebnisse von Achim Steinbauer (Erlangen) fiir
den Test-Integranden

1
f(x)= cos(/0 x(t)dt).

Verglichen wird das neue Verfahren A(s) mit der Monte-Carlo-Methode (MC) und
der idealisierten Monte-Carlo-Methode (durchgezogene Linie)'?, auBerdem mit ei-
ner Quasi-Monte-Carlo-Methode (QMC), bei der mit Hilfe der Sobol-Folge Pfade
in naiver Weise erzeugt werden. SchlieBlich bezeichnet QMC-LC eine Quasi-Mon-
te-Carlo-Methode, bei der die Pfade mit Hilfe der Lévy-Ciesielski-Zerlegung er-
zeugt werden, siehe auch [40]. Gezeigt wird jeweils ein ,,typisches® Rechenergebnis.
Das tatséchliche Ergebnis hiingt bei den Methoden MC, QMC und QMC-LC vom
Startwert bei den Zufallszahlen ab, es kann daher auch besser oder schlechter sein.
Abgetragen ist die Anzahl der giiltigen Ziffern, d.h. die GroBe

1S(f) = Sa(f)]

—log
SO
im Verhiltnis zu log, n, wobei n die Anzahl der Pfade (=Stiitzstellen) ist, S (f) der
wahre Erwartungswert und S,(f) der berechnete Niherungswert. a

8 Schlubemerkung

Ich habe manche Probleme nur angedeutet und oft nur wichtige Spezialfille
von allgemeineren Resultaten genannt. Fiir Interessierte habe ich deshalb viele An-

19 Hier wird als Fehler die Streuung aufgetragen.
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regungen fiir die weitere Lektiire gegeben. Besonders hinweisen mochte ich noch
auf die aktuelle Einfithrung [84]. Sie enthilt sehr viele motivierende Beispiele, Anre-
gungen und offene Probleme, allerdings kaum Beweise.

Ich danke meinen Freunden und Kollegen Klaus Meer, Knut Petras, Klaus

Ritter, Achim Steinbauer und Henryk Wozniakowski. Sie haben eine erste Version
der Arbeit gelesen und Hinweise zur Verbesserung gegeben. Besonders danke ich
Herrn Triebel fiir die Ermunterung zu dieser Arbeit.
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1 Introduction

Since the late eighties, there has been a resurgence in interest in the mathe-
matics arising from large oscillations in early suspension bridges. Recent progress
in nonlinear analysis has given new insights into this phenomenon and has raised
new research problems for present-day mathematicians. The goal of this paper is to
give a brief survey of the progress over the last several years.

The older accounts of suspension bridge oscillations, which can be found in
[1] and [2], describe the original behaviour of early bridges such as the Golden
Gate, (now completely re-designed) and the Tacoma Narrows. Here are some of
the phenomena that they describe:

1. the bridges were prone to large-scale oscillation, both torsional and purely verti-
cal

2. occurrence of this large-scale oscillation is dependent on initial conditions and
can be started by a single gust [18]

3. large vertical oscillations could rapidly change, virtually instantaneously, to tor-
sional oscillation

4. these bridges exhibit localised travelling wave behaviour

5. for small oscillation, the observed behaviour is almost perfectly linear.

Earlier papers in the mathematical literature focussed on the periodic verti-
cal oscillation and the travelling waves, [11,14,15]. Since these were prima facie evi-
dence of nonlinearity, these papers concentrated on developing a simple mathema-
tical model which exhibited these behaviours; thus, they concentrated the simple
model equation

(1) Uy + Usxxx + but = Wy,

Here, the function u(x, f) represents the downward deflection of the beam from the
unloaded state u = 0. The two main forces are the cables, which obey a one sided
Hooke's law, holding the beam up, and the force of gravity which is pushing it
down.

To study periodic solutions, we impose hinged-end boundary conditions on
the beam of length L; to study travelling wave solutions, we search for homoclinic
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solutions of equation (1) on the real line. The first of these approaches is found in
[11,15], the second in [14].

These early papers left two lines of development open. First, as they were
largely qualitative, there was no attempt to match the historical behaviour of sus-
pension bridges, specifically, the large amplitude torsional oscillations which pre-
ceded the collapse of the Tacoma Narrows Bridge in 1940. Moreover, two of the
most fascinating behaviours observed at Tacoma Narrows were not studied,
namely, the dramatic change from vertical to torsional motion and the changing
nodal structure of the torsional oscillations.

Substantial progress has been made on these questions in the last several
years. In the second section we summarise recent results for a simple ordinary dif-
ferential equation model for the torsional motion. These results suggest the exis-
tence of large amplitude periodic torsional solutions and cast surprising light on
the transition from vertical to torsional motion.

In the third section we describe recent results on the partial differential
equation extension of the simpler model. We present numerical and theoretical evi-
dence of the existence of multiple periodic torsional solutions. We observe that the
qualitative properties such as amplitude, frequency, and nodal structure of the
computed solutions match the behaviour observed at Tacoma Narrows.

The other line of development that was left open was in connection with
the discovery of the new class of travelling wave solutions to (1).

Whenever one discovers a new class of travelling waves, it is natural to
wonder if they have new unexplained stability and interaction properties. It is pre-
cisely this type of question which leads to the development of large new areas of
mathematical theory such as the field of solitons.

As a result of extensive numerical experimentation over several years, we
now have considerable information on the properties of these waves. As one might
have hoped, they present a wealth of intriguing new behaviours, which are so far
lacking in mathematical foundation. We describe some of these in the fourth section.

2 The ordinary differential equation model

This model was derived in [12], where more details can be found. We view a
horizontal cross section of the roadbed as a rod of length 2/ suspended by cables;
see Figure 1 of [12]. Let y(¢) be the downward deflection at time ¢ of the center of
gravity of the rod from the unloaded state and let 6(¢) be the torsional deflection at
time ¢ from horizontal.

The equations describing the dynamics of the model are

) (1/3)mPP§ = (Kl)cosf((y —Isinf)™ — (y +Isin6)")
3) my = —K((y—lsin9)++(y+lsin9)+)+mg.

Here m is the mass per unit length of the rod, / is half the width of the
roadbed, K is the Hooke's constant for a unit length of the cable. If we choose these
constants according to the historical record, [1], and add small damping and some
forcing term, we find that m = 2000, / = 6 and K = 1000, [12]. Small damping
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should be approximately § = 0.01 for these type of structures, so if we add a forcing
term f'(¢) only in the torsional direction, we end up with the coupled system

) {é’ = ~0.016 + (0.2) cos 6](y — 6sin6)* — (y + 6sin6)*] + ¥0) }
¥ =-001y - (0.2)[(y — 6sin6)* + (y + 6sin6)*] + g

Notice that, if we assume that there is no torsional motion, the equations
simplify to a single nonlinear equation for the vertical motion, namely

(5)  y=-001y- (04" +¢

whereas if we assume that the cables never lose tension (i.e., that y + /sin 8 > 0), we
obtain the uncoupled equations

(6)  6=-0.016 — (2.4)cossin 6 + £ (1)
for the torsional motion and

(7 3=-001y—(4)y+g
for the vertical motion.

Finally, if we assume that the torsional oscillations are small, we obtain the
linear equation for torsional motion

(8)  6=-0.016-240+1(s).

This is the point at which the discussion starts in the engineering literature,[18].

As one makes progressively greater assumptions on the oscillations, and
thereby simplifies the equations, one must consider whether some of the phenom-
ena natural to the problem are being lost. Of course, this is the central dilemma of
almost all applied mathematics; how much can one simplify a problem before it is
simplified out of physical reasonability?

The recent results which we summarise here partially answer this question.
First, linearising the pendulum equation (6) removes large amplitude periodic solu-
tions whose frequency and amplitude match the behaviour observed at Tacoma
Narrows before its collapse.

Second, the decoupling of the two equations by the assumption that the
cables never lose tension removes the most remarkable property of that system,
namely that large vertical oscillations with tiny torsional perturbations can give rise
to instability of the vertical motion into the torsional dimension, thereby providing
an explanation for the instantaneous transition to torsional motion observed before
the Tacoma Narrows collapse.

We illustrate these results with two examples. First we examine the response
of (6) under small periodic forcing of the form f (t) = Asin(uz). We choose A suffi-
ciently small to produce the appropriate behaviour near equilibrium and for this
experiment we take y = 1.2 to approximately match the period of the torsional os-
cillations observed at Tacoma Narrows on the day of its collapse. Of course, if we
solve the linear equation (8), the effect of any initial condition will decay over time
and the long term behaviour will depend entirely on the forcing term.

This is not the case for solutions the nonlinear equation (6). In the top
graph of figure 1, we see that under small torsional initial displacement, after large
time, the span settles down to small amplitude periodic oscillation, as expected.
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Fig.1 Eventual behaviour of the trigonometrically correct oscillator combining a large tor-
sional push (bottom) or small (top), both with a small torsional forcing term
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Fig.2 If the vertical initial displacement is sufficiently large that the cables slacken, a sudden
transition to large amplitude torsional motion occurs

However, the bottom graph shows that the effect of a larger initial push does not
decay; even after large time the span is oscillating periodically with large amplitude.
We note that the amplitude and frequency of this solution match the behaviour of
the Tacoma Narrows. We found similar numerical evidence of multiple periodic so-
lutions for u ranging from 1.1 to about 1.5; see [12,13,16] for details. Moreover, the
existence of multiple periodic weak solutions to undamped equations of the form
(6) was proven in [13].

In our second example we examine solutions to the coupled system (4). We
note first that if the torsional forcing and initial conditions are zero, under any ver-
tical initial conditions there is no torsional response and the vertical oscillations
eventually die down. If we introduce tiny torsional forcing and initial conditions
and vertical initial conditions which are small enough that the cables never slacken,
then the torsional and vertical motions remain uncoupled and small amplitude tor-
sional oscillation results. However, under the same tiny torsional forcing and initial
conditions, if the vertical impulse is sufficiently large that the cables lose tension for
several periods, then large amplitude torsional oscillation results; see figure 2.
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Because the motion is unstable in the vertical direction, the tiny torsional
displacement combines with the large vertical displacement to induce torsional os-
cillation of about one radian.

3 The partial differential equation model

In the previous section, we considered the torsional and vertical motions of
a horizontal cross section of the main span of a suspension bridge. In this section,
we extend the analysis of section 2 to the entire length of the span. We treat the
span as a beam of length L and width 2/ suspended by cables which, as in section 2,
resist elongation according to Hooke's law, but do not resist compression.

Let 0(x, t) be the angular deflection at time ¢ of the horizontal cross section
located at position x along the length of the span and let »(x, ) be the downward
displacement from the unloaded state at time 7 of the center of the cross section.
Then the vertical and torsional motions satisfy

0, —éeb,, = iq—’fcos 8[(y — Isin0)" — (y + Isin 6)*] — 66, + M(x,1)
) Vi + €Vxxxx = —%[(y —Isin®)" + (y + Isin 0O -6y +g
9(0’ t) = G(L, t) = y(ov l) = y(L1 [) = _}’xx(o, t) = yXX(L? t) =0

where § is a damping constant, ¢ is a physical constant related to the density and
the shear modulus of elasticity of the beam, f(x, ) is the external torsional force,
and g, K, and m are as defined in section 2. The boundary conditions reflect the fact
that the ends of the span are hinged.

If we choose the physical constants according to the data on the Tacoma
Narrows Bridge, [1], impose initial conditions, and solve the initial value problem
numerically, our findings are consistent with the results in section 2, specifically,
that even in the presence of tiny torsional initial displacement and forcing, a large
vertical impulse can yield the dramatic change from vertical to torsional motion
that was observed at Tacoma Narrows on the day of its collapse.

Assume now that the cables remain in tension; i.e., that y+/sinf > 0.
Then the equations in (9) become uncoupled and the torsional motion satisfies the
damped, forced Sine-Gordon equation

(10) {%—wm=—@mme—%+MUﬁ}

8(0,1) = O(L,1) = 0
In [16], we proved the existence of multiple periodic weak solutions to un-
damped equations of this form. To study the structural and dynamic properties of
the periodic solutions, we choose the physical constants in accordance with the his-
torical data [1], which yields

(1) 01 — 0105 = —2.4cosfsinb — .016, + A (x, 1)
0(0,2) =6(L,t) =0 '

For a cross section similar to the Tacoma Narrows bridge, wind tunnel ex-
periments indicate that aerodynamic forces should induce approximately sinusoidal
oscillations of amplitude three degrees [17], so in our numerical study of (11) we
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Fig. 3  Bifurcation from single to multiple periodic solutions occurs for small

take Af(x, t) = Asin(ut)p(x) where A € [0,0.06] is chosen to produce the appropri-
ate behaviour near equilibrium and the frequency p is chosen to match the fre-
quency of the oscillations observed at Tacoma Narrows on the day of the collapse.
The frequency of the torsional motion was approximately one cycle every 4 or 5
seconds, so we take u € [1.2,1.6].

The motion observed on the day of the collapse was, for the most part, a
one-noded motion (i.e., no torsional displacement in the middle of the span).
Occasionally, the motion changed to no-noded twisting and back again to one-
noded, [1]. Thus, we choose
e p(x) =1
* p(x) = sin(%=) or
* p(x) = sin(%).

In [16] we studied the bifurcation properties of periodic solutions to (11)
under external forcing of the form described above. Using numerical continuation
methods, we found that bifurcation from a single periodic solution to multiple peri-
odic solutions occurs for small A = ). For example, in figure 3 we see that if
A < A= .027, a unique periodic solution exists. However, if A > .027, there are
three periodic solutions, one of small amplitude and two of large amplitude.

For fixed A > ), asin section 2, we found that whether a small or large ampli-
tude solution occurs depends only on the initial torsional displacement and velocity
of the span. Moreover, we saw that a slight change in the initial conditions could
yield dramatic changes in the long term behaviour of the span. For example, let

M (x,1) = .06sin(1.4¢) sin(z%)f).
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Dependence on Initial Conditions
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Fig. 6 A slight change in the amplitude of the initial displacement can yield a dramatic
change in the resulting periodic solution

If we increase the amplitude of the initial displacement slightly to

6(x,0)=1.0 in(22%)
(13) {Oz?x,0)=0 T }

we expect the same long term behaviour. However, in figure 5 we see that this is
not the case. After large time (390 periods of the forcing term), the amplitude of the
periodic oscillations is approximately 1.117 radians. We note that the amplitude,
frequency, and nodal structure of this solution are consistent with the behaviour
observed at Tacoma Narrows on the day of its collapse. An animation of this type
of solution can be viewed at the second author's homepage; the address appears at
the end of this paper.

It is tempting to conjecture that a “small” initial displacement will yield a
small amplitude periodic solution while a “large” initial displacement will yield a
large amplitude periodic solution. However, in figure 6 we see instead that the am-
plitude of the periodic solution depends on the amplitude of the initial displace-
ment in an unpredictable and nonintuitive way. Similar results for a simple ODE
model of the vertical motion of the span were obtained in [10].

In our final experiment, we demonstrate that a slight perturbation in the
forcing term f(x,t) yields a solution whose nodal structure changes. Recall that
such a phenomenon was observed at Tacoma Narrows. We begin with a large initi-
al displacement

6(x,0) = 1.4sin(27x)
et(x, 0) =0
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4 Travelling waves in nonlinearly supported beams

We now turn to what may be the most mathematically interesting phenom-
enon which has arisen in connection with suspension bridges. Localised travelling
waves of several nodes have been reported on the Golden Gate bridge. For a full
account, see [14].

For the purposes of modeling these waves, the bridge was viewed as an infi-
nitely long beam being pulled down by the constant force of gravity and suspended
by cables which, as in the previous sections, do not resist compression but resist
elongation according to Hooke's Law. This led to the model

(14) Upt + Uxxxx +f(u) =0,
where the restoring force f () has the general shape

u, u>0
(15)  f(u) =@ -1), where u' = {07 u<0

and u(x,?) gives the downward deflection of the beam from the unloaded state
u=0.

Since u = 1 is an equilibrium, travelling wave solutions will have the form
u(x,t) = 1 + y(x — ct), where y satisfies the ordinary differential equation

(16) Y"+H"+f(y+1)=0.

The first progress on solutions of equation (16) was in [14], where the piece-
wise nonlinearity of (15) was studied. Here, for a range of ¢ which was strictly in-
cluded in (0, v/2), explicit localised, multi-node solutions were constructed.

While the paper [14] represented a first step on this problem,

it left many questions unanswered. The main questions were:

¢ Did solutions exist for more general nonlinearities f?

« Did they exist for all ¢ in the interval (0, v/2)?

e How many solutions were there? (The calculations of [14] suggested infinitely
many).

e Were all or some of these solutions stable when used as initial conditions for the
initial value problem (14) and were there ways of distinguishing the stable and un-
stable solutions?

« Did these solutions have interesting properties as waves?

Over the last several years, significant progress has been made on all of these ques-
tions and we will briefly summarise it here.

The first progress was reported in [7], where the existence of solutions was
proven for all ¢ € (0,v/2). The proof, which relied on the mountain pass theorem
and the ideas of concentrated compactness, was valid for the piecewise nonlinearity
f(u) = u™ — 1 and some more general nonlinearities which closely resembled it.

Also in [7], the properties of this new type of wave were studied for the first
time using simple explicit finite-difference techniques. These results suggested some
interesting interaction properties for the waves but, since the nonlinearity was not
smooth, there was some doubt about the validity of the numerical experiments.
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Fig. 9 Homoclinic colutions to zero of the ODE (16) with the nonlinearity (15) for ¢? close to
2. Only the primary and simplest three multi-through solutions are depicted

This led the authors to consider the more smooth nonlinearity
(17)  f(u) =exp(u—1)—1.

This nonlinearity has the same behaviour at the origin and at —oco and the
same basic shape as the original nonlinearity but, of course, it's much smoother, so
one might feel more confidence in the numerical results. However, the growth at
+00 was more than was allowed for in the existence theorem.

This led to the investigation of an intermediate nonlinearity

\/1+6(u+\/u2+s>
(18)  f(u) = Y s —-Vl+e,

which was smooth but resembled more closely the shape of the piecewise nonlinear-
ity (15). However, the exponential nonlinearity showed the most intriguing interac-
tion properties, as we shall document later.

4.1 Existence of homoclinic solutions

The first observation is that the global picture of the solution set is remark-
ably independent of the exact form of the nonlinearity. This is illustrated in figure 9
where the global bifurcation picture is shown for solutions to (18) with nonlinearity
(17), corresponding to solitary wave solutions to (16) with the piecewise-linear f.
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Fig. 10 Simple and complicated stable solutions; numerical solutions to (14) with nonlinearity
(17) using the fixed grid method with initial conditions for ¢ = 1.1 which are exact soli-
tary waves that appear to be stable: (a) the 2(5); (b) the 3(3, 3); (c) the 3(3, 5) (note this
is an asymmetric wave); and (d) the 6(3, 3, 3, 3, 3). In each case the solution is plotted
after a time interval which is sufficient for any transient instabilities to develop

To classify these solutions, we follow Champneys & Toland [5] who studied
(18) with f = y — y%. For c sufficiently small we can label the multi-trough solu-
tions by strings of integers n(m;,my,...,m,_;) where n counts the number of
troughs (approximate copies of the primary) and the m; count the number of half-
oscillations between the troughs. In Figure 9, we see the different families of solu-
tions and their dependence on the wave speed c. Representative solutions from dif-
ferent parts of the bifurcation curves are shown in the insets. The global picture is
almost the same for the nonlinearities (17) and (18). It should be noted that all solu-
tions shown are obtained numerically; see [20] for details.

We note also that, although solutions have been proved to exist for the
nonlinearity (15), the existence for the exponential nonlinearity (17) remains un-
proved. It seems that there are an infinite number of isolated branches correspond-
ing to solutions with more oscillations.

4.2 Stable solutions

We note first that some of these waves are remarkably stable. This is shown
for a variety of waves in Figure 10. The several waves of different levels of complex-
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Figure 11
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Fig. 11 (a), (b) Some complicated waves spontaneously decompose into simpler ones; solu-
tions to (17) using the fixed grid method with initial conditions appropriate to the 2(2)
solitary wave for (a) ¢ = 1.1 and (b) ¢ = 1.3. (¢) Grid from the moving-mesh method
with 601 grid points using the same initial data as (a) showing fission of solitary wave
2(2) with ¢ = 1.1 into two simpler waves with different wave speeds. (b) Comparisons
between solutions at ¢ = 80.4 using the fixed grid method (solid line) and the moving
grid method (dashed line)

ity are shown to remain intact for extremely long time intervals, in spite of the fact
that a simple explicit finite-difference solver was used. In [20], two methods were
used, the other being a more sophisticated moving grid method.

This led to the following

Conjecture 1. For a range of ¢ less than V2, there are infinitely many stable
solitary wave solutions of the partial differential equation (14) with the nonlinear
(17). In particular, in the notation of [5] 2(2m+1) waves are stable for
m=12,3,...

4.3 Types of instability: fission of larger waves

As documented in [20], when more complicated waves become unstable,
they often do so in a striking manner: instead of losing their shape completely, they
slowly decompose into more elementary travelling waves of different speeds, some-
times with and sometimes without additional radiation. Figures 11 and 12 show
this behaviour, as well as evidence that the phenomenon is independent of the nu-
merical solver used; they compare solutions obtained via a sophisticated moving
grid method and the results of the explicit scheme. A more complete description is
given in [20].

The relationship between the original unstable wave and the two simpler
waves with their different wave speeds is still not understood and remains a subject
of current research. Moreover, other types of instabilities were also observed and
our understanding of the types of instabilities remains incomplete.
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Fig. 12 Fission, with initial conditions (for ¢ = 1.1) (a) appropriate to the 4(3, 2, 3) wave; (b)
the same solutions as (a) plotted after 550 time units

Figure 13




Fig. 13
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2001 grid point
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It is worth remarking that versions of this type of instability were observed
for all three nonlinearities, the exponential, piecewise linear, and its smoothed ap-
proximation.

4.4 Interaction of two waves

A final unexpected behaviour was observed for the exponential nonlinearity
alone. When two waves of small amplitude (i.e., with wave speeds not too far from
v/2) meet when travelling in opposite directions, they pass through each other with
almost no interaction. This is entirely different from the situation where one wave
catches up with another. Figure 13 shows this interaction for the exponential nonli-
nearity (top) and the piece-wise nonlinearity (bottom).

Two comments on this phenomenon are in order. First, this behaviour does
not occur when the wave speed is farther away from v/2, and waves interact in a
more destructive way, with more radiation. Second, this passing through behaviour
does not occur when a faster wave catches up with a slower one. In that case, the
waves interact to form one large wave with additional radiation. As of now, there
is no theoretical understanding of these interactions.

5 Concluding remarks

So far, in the developments in this area, we have seen some remarkable re-
sults in ordinary differential equations, partial differential equations, and nonlinear
waves, but open questions remain.

Recall that in the study of travelling waves, smoothing the nonlinear term
made the observed phenomena richer and more puzzling. We wonder how the re-
sults of sections 2 and 3 change if we smooth the nonlinear term in the systems (4)
and (9) which model the coupled vertical and torsional motions.

The properties of the nonlinear waves are intriguing and may be important
in understanding how large nonlinear waves can spontaneously decompose into
simpler ones, while similar ones remain completely stable. One might hope that a
theoretical understanding of this phenomenon may shed light into why some atoms
(large localised nonlinear waves) can spontaneously decompose while others of
quite similar composition remain stable.

On a more philosophical note, whenever one derives any partial differential
equation model, one makes a large number of symmetrising (and therefore simpli-
fying) assumptions. Already in the literature, there is interest in whether reducing
the number of dimensions of a problem can cause a loss of important behaviour
by, for example, breaking the dimension of solitary waves, [9]. These results show
how, even in the ordinary differential equation situation, even the simple and nat-
ural assumption of uncoupling the vertical and torsional components can inadver-
tently cause important properties of the physical situation to be lost.

Thus, we believe that the problems covered in this paper will be the source
of significant mathematical progress in the coming years.
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Buchbesprechungen

Bapat, R. B., Raghavan, T.E.S., Nonnegative Matrices and Applications (Encycl.
Math. and its Appl. 64), Cambridge University Press 1997,336 S., $ 70,~

Matrizen mit nichtnegativen Elementen, deren Theorie vor etwa hundert Jahren
in Arbeiten von Perron, Frobenius und Markov erstmals behandelt wurde, sind immer
noch aktuelle Forschungsobjekte.

Das liegt unter anderem daran, dass diese Matrizen in vielen Anwendungen auf-
tauchen und es damit auch immer neue Fragestellungen gibt. Ein sehr gutes Beispiel dafiir
ist das vorliegende Buch von Bapat und Raghavan. Man ist versucht, diese Neuerschei-
nung mit anderen, nicht besonders alten Monographien auf diesem Gebiet zu vergleichen,
wie etwa dem Buch ,,Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences” (Neueste Auf-
lage 1994) von Berman-Plemmons oder Seneta's Buch ,Non-negative Matrices“ von
1973.

Dabei stellt man schnell fest, dass der Durchschnitt der behandelten Themen gar
nicht so groB ist. Natiirlich behandeln alle den Satz von Perron-Frobenius, Markov-Ket-
ten sowie stochastische und doppeltstochastische Matrizen, aber damit sind die Gemein-
samkeiten schon fast ausgeschopft. Im vorliegenden Buch werden insbesondere die Bezie-
hungen zur Spieltheorie und der mathematischen Wirtschaftstheorie betont, Gebiete, auf
denen die Autoren selbst arbeiten.

Zur niheren Beschreibung des Inhaltes seien nun die Kapiteliiberschriften ange-
geben:

Perron-Frobenius theory and matrix games.
Doubly stochastic matrices.

. Inequalities.

. Conditionally positive definite matrices.

. Topics in combinatorial theory.

Scaling problems and their applications.
Special matrices in economic models.

NovA WD -

Das Buch wendet sich an hdhere Studenten sowie Wissenschaftler mit Kenntnis-
sen in linearer Algebra. Man sollte aber auch etwas lineare Optimierung beherrschen, um
einige Abschnitte zu verstehen. So werden ein Teil der Aussagen des Satzes von Perron-
Frobenius mit Hilfe des von Neumannschen Minmaxsatzes fiir Zweipersonen-Nullsum-
menspiele bewiesen. Das ist sicher ungewdhnlich und erschwert etwas die Benutzung die-
ses Buches fiir eine Vorlesung im Grundstudium, erdffnet aber auch neue und interessante
Perspektiven.

Trotzdem kénnen Teile des Buches als Grundlage einer Vorlesung dienen, die
sich an Studenten mit Grundkenntnissen in linearer Algebra wendet. Dabei helfen sicher
auch die vielen Ubungen mit teilweise unorthodoxen (indischen) Beispielen.

Wie oben angedeutet, findet man in diesem Buch Themen, die in Monographien
iiber Matrixtheorie selten oder gar nicht behandelt werden. Ich méchte erwéhnen: Di-
stanz-Matrizen, Hilberts projektive Metrik und Hopfsche Ungleichung, ein Beweis der
bekannten Vermutung von van der Waerden iiber Permanenten doppeltstochastischer
Matrizen, Matrizen iiber der max-plus-Algebra und ihre Eigenwerte, die aus der Theorie
der , discrete event systems“ stammen, und viele Matrizenklassen, die in der Spieltheorie
vorkommen.

Der Text ist sauber geschrieben, die meisten Ergebnisse werden bewiesen. Am
Ende der Kapitel finden sich weitere Hinweise zur Literatur und zu verwandten Ergebnis-
sen, wobei man iiber deren Vollstindigkeit gelegentlich geteilter Meinung sein kann.
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Insgesamt nehmen eigene Ergebnisse der Autoren einen groBen Raum ein. Da-
durch ist das Buch kein Lehrbuch und auch keine Monographie im engeren Sinne, wo
man doch die Behandlung eines abgeschlossenen Teilgebiets erwartet. So passen eigent-
lich einige sehr interessante Abschnitte iiber positiv definite Matrizen in den Kapiteln 3
und 4 nicht direkt hinein. Andererseits wird keine Vollstandigkeit angestrebt. Diese sehr
personlich gefarbte Themenauswahl macht aber auch den Charme des Buches aus, das
ich den Lesern, die sich iiber einige neuere Entwicklungen auf dem Gebiet der nichtnega-
tiven Matrizen informieren wollen, sehr empfehlen kann. Ich selbst habe das Buch mit
viel Gewinn gelesen.

Bielefeld L. Elsner

Vasconcelos, W. V., Computational Methods in Commutative Algebra and Alge-
braic Geometry, Berlin u. a.: Springer 1997, 394 S.,DM 118,

The book under review is published by Springer in a new series under the heading
“Algorithms and Computation in Mathematics”.

The Table of Contents suggests that this is a book on computer algebra not at an
introductory level, but assuming a more advanced point of view.

The link between this volume and computer algebra is explained in the introduc-
tion (page 1): “Our aim is to describe theoretical and practical issues in some basic con-
structions in algebraic geometry and commutative algebra, and how in turn they may af-
fect effective implementation by simbolic computation programs”.

The basic constructions considered are those for the radical of an ideal, primary
decomposition, integral closure and ideal transform computations.

A closer look shows that the author has no intention of comprehensiveness in his
project. Rather his general strategy seems to see how deep one can go by making a sys-
tematic use of homological algebra. In other words, his aim is to explore the computa-
tional possibilities offered by a strictly homological point of view.

A typical instance of the above strategy is given in chapter 5 (Nullstellensiitze),
where constructive methods to compute the radical of an ideal are considered. Vasconce-
los, going through the theory of jacobian ideals of an ideal (or of an algebra), shows how
to reduce the radical problem to the problem of finding regular sequences inside an ideal.

The connection between the theoretical and the effective sides of the subject is
developed in the first two chapters. Chapter one is a quick overview of the main funda-
mental algorithmic tools of computer algebra: the so called Grébner basics, the division
algorithms and how they can be used for the computation of syzygies and Hilbert func-
tions. Chapter 2 describes some fundamental tools and techniques which are used for ma-
nipulations and constructions in polynomial rings, notably elimination techniques,
Nother normalization, Fitting ideals, flatness.

The bulk of the book consists of chapters 3 to 9. Each of them is devoted to one
fundamental topic: Primary Decomposition, Artin Algebras, Nullstellensitze, Integral
Closure, Ideal Transforms, Cohomology (written by D. Eisenbud), Graded Modules.

The volume ends with three interesting appendices, Appendix A has the purpose
of supplementing the basic Commutative Algebra reference [1] with topics of everyday
use. Appendix B, by J. Herzog, gives a detailed and fairly general treatment of Hilbert
functions. Appendix C, dy D. Eisenbud, D. Grayson and M. Stillman, is a useful and
concrete introduction to the computer software package Macaulay 2.

I would describe this book as a sophisticated notebook, with plenty of sugges-
tions, examples and cross references, reporting on the work of Vasconcelos himself and of
many others. It can perhaps be viewed as a finished and carefully carried out version of
the article [2], where the structure of this book was only sketched. It is a welcome new
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and deep exploration into commutative algebra and its relations with algebraic geometry.
It is full of results, from simple tricks to more elaborate constructions, all having in com-
mon a computational and constructive nature. It will be a gold mine especially for those
commutative algebraists who share with Vasconcelos the taste for a homological point of
view.

[1] Atiyah M .F. — Macdonald 1. G.: Introduction to Commutative Algebra, Addison Wesley,
Reading, 1969.

[2] Vasconcelos W.: “Constructions in Commutative Algebra”, in Computational Algebraic
Geometry and Commutative Algebra, edited by D. Eisenbud and L. Robbiano, Symposia
Mathematica, vol. 34 (1993), p. 151-197.

Rom E. Sernesi

Klimek, G., Klimek., M, Discovering Curves and Surfaces with Maple, Berlin u. a.:
Springer 1997, 217 S., DM 86,

MAPLE V ist sicher eines der momentan populdrsten Computer-Algebra-Pakete.
In diesem Buch werden die graphischen Moglichkeiten von MAPLE V (Release 3 oder 4)
beschrieben. Obwohl ich nur Release 2 und kein Windows installiert habe, liefen die mei-
sten Beispielprogramme und produzierten teilweise sehr hiibsche, farbige Bilder. Mit einer
Ausnahme: Als Standardbeispiel fiir eine Flache wird hiufig das Blatt des japanischen
Ahorns verwendet. Das zeichnete mein Computer etwas gestaucht, leider nicht so elegant
wie im Buch.

Dieses Buch ist sicher sehr niitzlich, wenn man die Graphik von MAPLE benut-
zen mochte. Verstidndliche Beispielprogramme und umfassende Dokumentation fithren
sehr benutzerfreundlich in alle Facetten des Teilpakets ,,plots* von MAPLE ein. Damit
kann man

— parametrisierte ebene Kurven,

— implizit gegebene ebene Kurven,

— parametrisierte Raumkurven,

— parametrisierte Flichen im Raum,
— implizit gegebene Flichen im Raum

zeichnen. Dieses Buch erldutert das Beleuchtungs- und das Farbmodell, welches MAPLE
verwendet. AuBerdem werden Perspektive und geometrische Transformationen erklirt.
Damit ist es ein Buch fiir einen mathematisch interessierten Leser, mathematische Vorbil-
dung wird kaum vorausgesetzt. Das Buch ist verstindlich fiir einen Abiturienten oder
Studenten der Anfangssemester.

Als Beispiele werden u. a. Parametrisierungen des Ahorn-Blattes (was bei mir
nicht recht funktionierte), einer Birnen- und einer Apfel-Oberfliache, sowie mehrerer op-
tisch eindrucksvoller Phantasieflichen in geschlossener Form (im wesentlichen durch
Winkelfunktionen) verwendet. Das erinnert etwas an eine um die (letzte) Jahrhundert-
wende populire Disziplin: das Nachmodellieren von natiirlichen Struktureén (etwa Blatt-
Umrissen) durch mathematische Gleichungen. Wie die Autoren auf ihre Gleichungen ka-
men, das wire sicherlich interessant zu wissen, wird aber mit keinem Wort erwihnt.

Das Schwergewicht des ,,plots“-Teilpakets von MAPLE liegt sicherlich auf dem
Gebiet der computergraphischen Visualisierung, und nicht auf der Mathematik. Die Bil-
der entstehen als Diskretisierung, deren Feinheit man vorgeben kann. Brauchbar ist dies
fiir parametrisierte Kurven oder Flichen, und solange man die Feinheit der Diskretisie-
rung nicht zu anspruchsvoll wihlt. In dem Buch wird darauf hingewiesen, da8 die Berech-
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nung der Bilder, so wie sie vorgestellt werden, auf einem 486 PC durchaus eine Stunde
dauern kann (ich habe einen 386). Dafiir wird in dem abschlieBenden Paragraphen des
Buches beschrieben, wie man diskretisierte, also von Dreiecken begrenzte, Flichen in das
public domain Rendering-Programm POV-Ray exportieren kann.

Zum Zeichnen von implizit (durch Gleichungen) gegebenen Kurven oder Flichen
ist MAPLE weniger geeignet. Ich selbst habe die Erfahrung gemacht, daB es schneller
geht, ein einfaches Programm zum Zeichnen solcher Kurven selbst zu schreiben, als MA-
PLE dazu zu bringen, fiir etwas komplizierte Kurven ein Bild in befriedigender Auflosung
zu zeichnen. Das Buch enthalt auch sehr abschreckende Bilder davon, was passiert, wenn
MAPLE implizite Flachen zeichnet. Der Computer-graphische Diskretisierungs-Ansatz
ist dazu nicht geeignet.

Solange man sich aber im Rahmen der graphischen Méglichkeiten von MAPLE
bewegen will, ist dieses Buch sicher ideal. Das heif3t also: Das Schwergewicht liegt auf der
mathematischen Modellierung von Kurven und Flachen, deren Gestalt anschaulich gege-
ben ist. Weniger sinnvoll ist die Verwendung zur Untersuchung mathematischer Kurven
oder Flachen, deren Gleichung man kennt, und deren Gestalt man verstehen mochte.

Hilt man sich in diesem Rahmen, ist das Buch duBerst niitzlich und informativ.
Durch die anschaulichen und funktionierenden Beispiele nimmt es dem Leser auch sehr
schnell die Scheu vor dem graphischen Teil des Systems MAPLE. Das Buch ist sicher her-
vorragend geeignet, den Leser in diesen Teil von MAPLE einzufiihren.

Erlangen W. Barth

Andradas, C., Brocker, L., Ruiz, J.M., Constructible Sets in Real Geometry (Er-
gebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Volume 33), Berlin u.a.:
Springer 1996, ix + 270 S, DM 158.00

Stellen wir uns einen algebraisch-geometrisch durchaus bewanderten Mathemati-
ker vor, der jedoch keine spezielle Verbindung zur reellen algebraischen Geometrie hat.
Er bekommt dieses Buch in die Hand und beginnt, darin zu blittern. Es wird ihm wohl
hin und wieder Vertrautes entgegenblicken, etwa aus der kommutativen Algebra. Aber
groBe Teile des Textes werden ihn moglicherweise so merkwiirdig fremd anmuten, dal3 er
sich fragen mag: Wovon handelt dieses Buch eigentlich?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir weiter ausholen. Tatsichlich haben
wir hier die kondensierte Darstellung eines Gebietes vor uns, das mit seinen Ergebnissen
zu den schénsten Anwendungen der Techniken von reeller Algebra und Geometrie zéhlt.
Die grundlegenden Fragen — und ihre inzwischen vielfach bekannten Antworten! — sind
so elementar, daB man sie problemlos jedem Abiturienten erkliren kann. Dennoch muBte
erst eine ausgefeilte und abstrakte Theorie heranreifen, bis sie angreifbar wurden. Die
vorliegende Monographie ist die erste, die eine umfassende Darstellung versucht, und ist
verfaBt von fithrenden Experten, die selbst in der Vergangenheit die Entwicklung in wich-
tigen Teilen vorangetrieben und gestaltet haben.

Sei V eine affine algebraische Varietit iiber IR, deren reelle Punkte wir mit V'(IR)
bezeichnen. Bekanntlich nennt man eine Teilmenge von ¥ (IR) semialgebraisch, wenn sie
eine boolesche Kombination (U, N, Komplement) von endlich vielen Mengen des Typs
{x € V(IR): f(x) > 0} (wir schreiben dafiir kurz {f > 0}) ist, wobei die f regulire Funk-
tionen auf V (d.h. f € IR[V)) sind. Eine solche Menge heiBt basisch offen (bzw. basisch
abgeschlossen), wenn sie die Form {f; > 0,...,f, > 0} (bzw. {fi >0,..., f; > 0}) hat,
fiir eine geeignete Wahl von endlich vielen f; € IR[V]. Eine auf den ersten Blick sicher ver-
bliiffende Tatsache ist, dal man fiir die Darstellung solcher Mengen in V' (IR) mit einer
nur durch » := dim(V’) beschrinkten Anzahl von Ungleichungen auskommt. So gibt es
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eine (kleinste) natiirliche Zahl s(n), so daB sich jede basisch offene Menge in V(IR) (V
eine n-dimensionale affine IR-Varietit) in der Form {f; > 0,..., f; > 0} mit r < s(n) und
f; € R[V] schreiben 148t. Selbst im IR" wiirde man dies zunéchst kaum vermuten.

Diese fiir alles weitere grundlegende Beobachtung hat L. Brocker um 1983 ge-
macht. Seine Bemerkung betraf nicht nur basisch offene Mengen. Es gibt auch eine (klein-
ste) Zahl 5(n), so daB jede basisch abgeschlossene Menge in V(IR) in der Form
{fi >0,..., f, > 0} mit r < 5(n) geschrieben werden kann. Und es gibt weitere Endlich-
keitsaussagen dhnlicher Art: Etwa seit Ende der 70er Jahre ist bekannt, daB jede offene
semialgebraische Menge die Vereinigung von endlich vielen basisch offenen Mengen ist
(,.Endlichkeitssatz*). Brocker bemerkte, daBl man stets mit #(n) solchen basisch offenen
Mengen auskommt. Ebenso 148t sich jede abgeschlossene semialgebraische Teilmenge
von V(IR) als Vereinigung von 7(n) basisch abgeschlossenen Teilmengen schreiben. Hier
sind #(n) und #(n) geeignete natiirliche Zahlen, und » = dim(¥") wie zuvor.

Diese Aussagen griinden in der reduzierten Theorie der quadratischen Formen,
und ich méchte versuchen, zumindest eine grobe Idee von diesem Zusammenhang zu ver-
mitteln. Ist K ein Kdrper und ¢ eine quadratische Form iiber K, so hat ¢ beziiglich jeder
Anordnung von K eine wohldefinierte Signatur (Anzahl der positiven minus Anzahl der
negativen Eintrige, wenn g diagonalisiert ist). Bezeichnet Spec,(K) den topologischen
Raum aller Anordnungen von K, so definiert ¢ also eine mit o(q) bezeichnete (stetige)
Abbildung Spec,(K) — Z, die globale Signatur von ¢. Lasst man auch g variieren, so er-
hilt man einen Ringhomomorphismus o: W(K) — C(Spec,(K),Z), wobei W(K) den
Wittring der (Aquivalenzklassen von) quadratischen Formen iiber K bedeutet. Anfang
der 70er Jahre wurde bemerkt (Elman-Lam), daB coker(o) stets eine 2-priméare Torsions-
gruppe ist. In einer fiir die weitere Entwicklung grundlegenden Arbeit bestimmte Brocker
1974 deren Exponenten durch die reellen Stellen von K und zeigte insbesondere, dal3 er
fiir einen n-dimensionalen formal reellen Funktionenkorper iiber IR gleich 2" ist. Dieser
Satz hat direkte geometrische Relevanz fiir Fragen der zuvor geschilderten Art, was je-
doch erst spater erkannt wurde, als der von Coste-Roy gefundene Begriff des reellen
Spektrums zur Verfiigung stand. Tatsédchlich ist Brockers Satz dquivalent dazu, daB jede
basisch offene Menge U in V(IR) ,generisch® (d.h. bis auf eine Menge von Dimension
< n—1) von der Form {f; >0,...,f, > 0} ist, n = dim(¥’). Die Fehlermenge kann nun
ihrerseits generisch (bis auf Dimension < n — 2) durch n — 1 Ungleichungen beschrieben
werden, und so fort. SchlieBlich kann man aus diesen Beschreibungen von ,,Strata“ von
U auch eine exakte Beschreibung U = {g; > 0,...,g, > 0} von U gewinnen, wobei man
allerdings in der Regel auf r = n! kommt (mit mehr Aufwand kann man dies verbessern).
So erhilt man die Endlichkeit von (und eine obere Abschitzung fiir) s(n). Im Fall der an-
deren erwédhnten Invarianten ist der Beweisgang dhnlich.

Diese und dhnliche geometrische Fragen stellen sich nicht nur fiir semialgebrai-
sche Mengen, sondern allgemeiner auf der Ebene der reellen Spektren. Das reelle Spek-
trum Spec,(A4) eines Rings A ist der topologische Raum aller Anordnungen aller Rest-
klassenkdrper von A. Die konstruierbaren Teilmengen von Spec,(A4) sind die endlichen
booleschen Kombinationen der Teilmengen {f > 0} (f € A) von Spec,(A4). Die Begriffe
der basisch offenen oder basisch abgeschlossenen konstruierbaren Mengen, und die Defi-
nition der Invarianten s(A4), 5(4) usw. ergeben sich in offensichtlicher Weise (jedoch kon-
nen in dieser Allgemeinheit die Invarianten oo sein). Im Fall einer affinen IR-Varietdt
besteht eine natiirliche Bijektion zwischen den semialgebraischen Mengen in V(IR) und
den konstruierbaren Teilmengen von Spec, IR[V], nach dem Stellensatz von Artin-Lang.
Eine ganz analoge Beziehung gibt es in der reellen analytischen Geometrie: Ist etwa X
eine kompakte reell-analytische Menge und O(X) der Ring der globalen analytischen
Funktionen, so entsprechen die konstruierbaren Teilmengen von Spec, O(X) genau den
»global semianalytischen® Teilmengen von X, also den endlichen booleschen Kombina-
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tionen von Mengen der Form {x € X: f(x) > 0} mitf € O(X). Fiir diese global semiana-
lytischen Mengen kommt man zu denselben Endlichkeitsaussagen wie fiir semialgebrai-
sche Mengen. Das Beweisprinzip ist dasselbe, jedoch muB man zunichst mehr Arbeit als
im semialgebraischen Fall investieren, um die Artin-Lang Eigenschaft und die grundle-
genden Eigenschaften der reellen Spektren exzellenter Ringe zu etablieren.

Seit Ende der 70er Jahre hat M. Marshall in einer Serie von Arbeiten das Kon-
zept der Anordnungsridume (spaces of orderings) entwickelt und damit einen ausgekliigel-
ten axiomatischen Zugang zur reduzierten Theorie der quadratischen Formen gefunden.
Das Urbeispiel eines Anordnungsraums entsteht aus einem formal reellen Kérper K als
das Paar Xg = (Spec,(K), Gg), wobei Gx die Gruppe aller Abbildungen o(f):
Spec,(K) — {£1}, a—sgn,(f) (f € K*) ist (also Gk = K*/{Summen von Quadraten}
nach Artin). Praktisch die gesamte reduzierte quadratische Formentheorie 148t sich auf
Anordnungsrdume iibertragen. Diese haben dariiberhinaus den Vorteil groBer Flexibili-
tit, was den Ubergang zu Unterstrukturen und Erweiterungen betrifft. Die endlichen An-
ordnungsrdume sind rein kombinatorische Strukturen und erlauben eine gut verstandene
Klassifikation. Der wichtigste Aspekt der Anordnungsrdume sind méchtige lokal-global
Prinzipien: Gewisse Arten von Aussagen gelten in einem Anordnungsraum schon dann,
wenn sie in jedem endlichen Unterraum gelten. Hierdurch werden viele Schliisselfragen
letztlich auf kombinatorische Probleme reduziert. Eine besonders wichtige Rolle spielt ein
spezieller Typ von Anordnungsriumen, die sogenannten Ficher (fans); manche Arten
von Aussagen gelten schon dann global, wenn sie iiber jedem endlichen Ficher richtig
sind. Hier schlieBt sich ein Kreis zu Brockers zuvor erwihnten Ergebnissen von 1974, da
die Facher im Anordnungsraum Xy auf das engste mit den reellen Stellen von K zusam-
menhédngen.

Nachdem man auf die Endlichkeit der Invarianten s(n), 5(n), ¢(n) und #(n) auf-
merksam geworden war, versuchte man ihre genauere Bestimmung. Ein wichtiger Durch-
bruch gelang 1988, als insbesondere s(n) = n und 3(n) =5 (n + 1) gezeigt wurde. Das be-
deutet also zum Beispiel, dall man jede basisch offene Teilmenge U von IR” mit » Unglei-
chungen schreiben kann: U = {f; > 0,..., f, > 0}. Die Methoden waren nicht auf den
semialgebraischen Kontext beschrinkt, sondern lieBen sich teilweise auf exzellente oder
gar auf beliebige Ringe tibertragen. Insbesondere gelten die genannten Werte von s(n)
und $(n) auch fiir global semianalytische Teilmengen einer n-dimensionalen kompakten
analytischen Menge. Anders als zuvor spielte nun Marshalls Theorie der Anordnungs-
rdume eine Schliisselrolle. Man hat auch qualitative Fragen mit solchen Methoden unter-
sucht, wie zum Beispiel die wichtige Frage nach der Trennbarkeit zweier disjunkter
(semialgebraischer, ) Mengen A4, B durch eine (regulére, ) Funktion /. (Damit ist gemeint,
daB3 f > 0 auf 4 und f/ < 0 auf B gelten soll.) Dagegen hat es bei den Invarianten #(n) und
f(n) keine wesentlichen Fortschritte gegeben, bis heute hat man firr » > 3 nur schlechte
obere Schranken.

Diese und verwandte Ergebnisse sind der Hauptgegenstand des Buches. Allge-
mein gesprochen, liegt all diesen Konstruktionen und Beweisen die Strategie zugrunde,
Fragen iiber konstruierbare Mengen in Spec,(4) zuriickzuspielen auf Fragen in den re-
ellen Spektren der Restklassenkorper von 4, und damit auf Fragen, die durch Techni-
ken der reduzierten quadratischen Formen (oder allgemeiner, der Anordnungsrdume)
angreifbar sind. Was hier vage als ,,Zuriickspielen* bezeichnet ist, wird in dem vorlie-
genden Buch zu einem systematischen Kalkiil ausgebaut. Seinen begrifflichen Rahmen
findet dies im Konzept der Vorzeichenrdume (spaces of signs), das die Autoren hier ein-
fiihren und das die Anordnungsraume verallgemeinert. Grob gesprochen diirfen die
,Funktionen® in einem Vorzeichenraum nicht mehr nur die Vorzeichen +1, sondern
auch das Vorzeichen 0 annehmen. Standardbeispiele von Vorzeichenrdumen sind die
Paare (Spec,(4), G4), wo A ein Ring und G, das Monoid aller Abbildungen
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o(f):a—sgn,(f) (f € 4) von Spec,(4) nach {1,0,—1} ist. Marshalls Anordnungs-
rdume ordnen sich als jene Vorzeichenrdume ein, in denen die von Null verschiedenen
Funktionen nirgends verschwinden.

Alle hier geschilderten (und viele weitere) Fragen iiber konstruierbare Teilmen-
gen reeller Spektren lassen sich in diesen Vorzeichenrdumen fassen. In dieser Form wer-
den auch die Hauptergebnisse in Ch. V formuliert und bewiesen. Das Kalkiil der Vorzei-
chenrdume dient damit der Vereinheitlichung von Argumenten, die in unterschiedlichen
konkreten Situationen gebraucht werden. Das macht die Sprache notgedrungen etwas ab-
strakter, aber die Vorteile einer einheitlichen Darstellung liegen auf der Hand. Soweit ich
erkennen kann, wird jedoch nicht eine genuin neue Theorie entwickelt, wie das etwa fri-
her bei Marshalls Anordnungsrdumen der Fall war.!

Ich mochte nun naher auf den Inhalt des Buches eingehen. Die Autoren werden
gespiirt haben, daB Nichtfachleute unter den Lesern einer gewissen Hilfestellung bediir-
fen. So beginnen sie mit einem Kapitel 4 First Look at Semialgebraic Geometry , welches
die Funktion einer erweiterten Einfuhrung erfiillen soll. Doch macht das Kapitel einen
etwas halbherzigen Eindruck: Nach knapper Erinnerung an reell abgeschlossene Korper
und Tarski-Prinzip folgt ein Abschnitt ,,What is semialgebraic geometry?“, der aber kaum
mehr als einer Facette dieser Frage gerecht wird. Der nichste Abschnitt ,,Real spaces
steckt bereits den abstrakten Grundrahmen fiir alles weitere ab. Hier wird es schon aus-
gesprochen technisch. Wer nicht bereits etwas Vertrautheit mit reellem Spektrum und
quadratischen Formen erworben hat, wird daran zu kauen haben. Nicht, weil die Mathe-
matik schwierig wire (es finden sich fast nur Definitionen), sondern weil die Orientierung
fehlt, das Wissen darum, woran man hier denken soll. Die dann folgende Liste von Bei-
spielen ist es wert, studiert zu werden,; alle Beispiele sind instruktiv und gut gewihlt. Eine
von solchen Beispielen ausgehende schrittweise Hinfithrung zu den zuvor definierten
Strukturen hdtte nichtspezialisierten Lesern den Einstieg in diese Materie vielleicht er-
leichtern konnen.

Das zweite Kapitel (Real Algebra) bringt unter anderem reelles Spektrum und
seine Topologie, Zusammenhang zwischen Spezialisierungen und Bewertungen, reelle
Stellensitze, reelles Going-up und Going-down, und strikt reelle Henselisierung. Die Be-
weise werden zum groBeren Teil ausgefiihrt, im anderen Fall finden sich priizise Referen-
zen.

Die néchsten drei Kapitel (Spaces of Signs, Spaces of Orderings und The Main
Results) bilden im technischen Sinne das Herzstiick des Buches. Die Rolle der hier stu-
dierten Konzepte ist schon erldutert worden. Ihre Theorie wird systematisch und relativ
weit entwickelt. All dieses Material erscheint erstmals in Buchform. Die Hauptschwierig-
keit fiir den Leser diirfte weniger in der Verifikation einzelner Beweisschritte liegen als
darin, sich auch mit dem ,,Herzen“ anzueignen, was hier geschieht. Mancher mag ver-
sucht sein, diese Teile erst einmal auf guten Glauben hinzunehmen und zu den Anwen-
dungen fortzuschreiten. Fiir ein erstes Uberfliegen mag das legitim sein, doch versiume
man nicht, die Liicke zu schlieBen; man wiirde sonst den Kern der Theorie verpassen.

Chapter VI (Spaces of Signs of Rings) ist vor allem dem Studium von Algebren
liber Korpern gewidmet. Die zuvor entwickelte Theorie hat gezeigt, daB es fiir das Stu-

! Marshall hat seit Anfang der 90er Jahre ein dhnliches Konzept erarbeitet, das er ab-
strakte reelle Spektren (abstract real spectra) nennt. Er hat spiter gezeigt, daB diese Objekte zu
den Vorzeichenrdumen dquivalent sind. Sein Buch Spaces of Orderings and Abstract Real Spec-
tra (Lect. Notes Math. 1636, Springer, 1997) enthilt neben einer Exposition dieser Theorie
auch eine vollstindige Einfithrung in die Anordnungsriume, wobei die Strukturtheorie in bei-
den Fillen weiter entwickelt wird als in dem hier besprochenen Buch. Marshalls Lecture Notes
bieten somit einen alternativen Zugang zu wesentlichen Teilen des letzteren.
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dium der Invarianten s, 5 usw. vor allem darauf ankommt, die Ficher in den Vorzeichen-
rdumen moglichst gut zu verstehen. Zunachst wird der schon erwihnte enge Zusammen-
hang zwischen Féchern und reellen Bewertungen dargestellt. Dann wird Bewertungstheo-
rie benutzt, um obere und untere Abschitzungen des Stabilitidtsindex bei Korpererweite-
rungen zu geben. Man muB auch studieren, wie sich Ficher bei Ringen unter
Spezialisierung verhalten. So ergeben sich dann Aussagen iiber die Invarianten von affi-
nen k-Algebren.

Die beiden letzten Kapitel (Real Algebra of Excellent Rings und Real Analytic
Geometry) sind Anwendungen in der analytischen Geometrie gewidmet, wobei das erste
vorbereitenden Charakter hat. Es erklart zunidchst Dinge wie regulire Homomorphis-
men, WeierstraBschen Vorbereitungssatz, exzellente Ringe, Artin Approximation, und
studiert dann die reellen Spektren exzellenter Ringe. Diese haben die meisten guten Ei-
genschaften, die man sich wiinschen kann (Kurvenauswahllemma, gute Dimensionstheo-
rie und Konstruierbarkeitseigenschaften ), und vermeiden Pathologien, die bei allgemei-
nen reellen Spektren auftreten konnen. Ch. VIII schlieBlich bringt die abstrakte Theorie
der Vorzeichenrdume und die reelle Algebra exzellenter Ringe zu einer Synthese. Nach
einer Einfilhrung in die algebraischen Eigenschaften lokaler und globaler analytischer
Ringe werden Stellensdtze und Hilbert 17 fiir analytische Funktionen auf einer analyti-
schen Menge X behandelt, sowie die Fragen der minimalen Beschreibung global semi-
analytischer Mengen. Ganz generell gibt es Probleme, wenn X nicht kompakt ist; jedoch
kommen viele der hier erzielten Resultate mit erheblichen Abschwichungen der Kom-
paktheit von X aus.

Wie schon erwihnt, gab es bisher noch keine zusammenhingende Gesamtdarstel-
lung dieser Thematik, und so war das Vorhaben der Autoren zweifellos ein ehrgeiziges.
Es wire erstaunlich, wenn sich bei so anspruchsvoller Aufgabe im Ergebnis nicht auch ein
paar Schwichen fanden. So scheint es, daB3 nicht alle Teile des Buches mit gleicher Akri-
bie Korrektur gelesen worden sind. Man st68t durchaus hin und wieder auf falsche Aus-
sagen oder unzureichende Argumente, wobei manche von ihnen zusitzlich mit Druckfeh-
lern garniert sind. (Siehe etwa S. 70, Beweis von 2.6e), oder S. 135, Beweis von 3.2.) Uber-
haupt war der Druckfehlerteufel recht fleiBig. Immer wieder mal fehlen Voraussetzungen,
oder andere mathematische Unkorrektheiten haben sich eingeschlichen. Die Verstand-
lichkeit der Darstellung erscheint mitunter durchaus noch verbesserungsfahig. (Nur ein
Beispiel: Wer etwa den Begriff der (Krull-) Bewertung eines Korpers noch nicht kennt —
zugegeben, das wird fiir wenige Leser zutreffen —, wird ihn aus der Erkldrung auf S. 38
nicht verstehen!) Manchmal geht das bis zur Wortwahl, die hin und wieder das Gemeinte
eher verunklart. Spezialisten werden sicher keine Schwierigkeiten haben, solche Steinchen
aus dem Weg zu rdumen, aber fiir jemand, der in das Gebiet erst eindringen will, scheint
mir das Buch doch eine anspruchsvolle Herausforderung zu sein.

Trotz solcher gewisser Schwichen ist hier ein verdienstvolles, ein wichtiges und
ein nitzliches Buch entstanden. Wer damit in die Theorie einsteigen will, sollte schon et-
was Vertrautheit mit reeller Algebra, reellem Spektrum oder (reduzierten) quadratischen
Formen mitbringen. Was aus diesen Gebieten verwendet wird, wird zwar bereit gestellt,
aber vielfach nur in Form knapper Zitate; und auch jene Teile des Buches, die im techni-
schen Sinn ohne diese Vorkenntnisse auskommen (etwa die Kapitel III-V), werden mit
solchem Hintergrund besser verstindlich sein. Fiir Experten ist das Buch unentbehrlich,
da es nicht nur Entwicklungen der letzten zwei Jahrzehnte erstmals in geschlossener Form
zusammenfaBt, sondern dariiber hinaus auch noch vielfache Ergédnzungen und Verbesse-
rungen der originalen Darstellungen enthéilt. Zu wiinschen wire, da3 das Buch nicht nur
viele Kaufer, sondern auch Leser findet.

Regensburg C. Scheiderer
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Graham, R. L., Nesetril, J. (Eds.), The Mathematics of Paul Erdoes I and II (Algo-
rithms and Combinatorics, Vol. 13 und Vol. 14), Berlin u.a.: Springer 1997, 399 S. und
577 S., DM 148,— und DM 148,

Wie die Herausgeber schreiben, entstand die Idee zu den vorliegenden Bénden,
als Paul Erdés 1992 die Ehrendoktorwiirde der Karls-Universitat in Prag erhielt. Erdos
hat die Bénde noch gesehen, doch bevor sie publiziert wurden, starb er im Herbst 1996,
und so stellen sie in einem gewissen Sinne einen Nachruf und ein Vermachtnis dar.

Paul Erdés war zu Lebzeiten vielleicht der bekannteste Mathematiker — mit Si-
cherheit aber der verehrteste, man kann schon sagen geliebteste, von den alteren gleicher-
maBen wie von den jiingeren. Bei seinem letzten Besuch in Berlin konnte ich das wieder
staunend beobachten. Der schon sehr fragile alte Mann gewann die Herzen aller Zuhorer
im bis zum letzten Platz gefiillten Hérsaal im Flug. Und die Studenten spiirten, daB es
keine Pose war, wenn er nach dem Vortrag Studenten aus dem ersten Semester fragte:
,Und woran arbeiten Sie zur Zeit?“ Es war die Essenz seines Lebens, Fragen zu stellen
und Ideen zu verbreiten. Man kann sich keinen groBziigigeren Menschen sowohl im per-
sonlichen Leben wie im mathematischen Wirken vorstellen.

Um diese raison détre von Paul Erd6s angemessen zu beschreiben, muB jede
Wiirdigung den ungewdhnlichen Lebenslauf aufgreifen ebenso wie sein mathematisches
Werk, das neben zahllosen eigenen Pionierarbeiten in der Kunst der Zusammenarbeit gip-
felte.

Die beiden vorliegenden Binde spiegeln diese beiden Aspekte auf wunderbare
Weise wider. Band I wird eingeleitet von einem glinzenden Essay von Béla Bollobas iiber
Leben und Werk. Es entstehen die Tage des jungen Genies, die Aufenthalte in England
und USA, die unselige McCarthy Periode, und schlieBlich die Jahre des Weltreisenden in
rebus mathematicis. Beriihrend ist auch das 1. Kapitel ,,Early Days* mit personlichen Er-
innerungen von frithen Weggefiahrten. Die folgenden Kapitel widmen sich dem mathema-
tischen Werk, gegliedert in 6 Teile: Number Theory, Randomness and Applications,
Combinatorics and Graph Theory, Ramsey Theory and Extremal Theory, Geometry,
und Infinity. Beitrdge von mehr als 70 Autoren, von denen die meisten, manchmal iiber
viele Jahre, mit Erd6s publiziert hatten, geben beredtes Zeugnis iiber den profunden Ein-
fluB, den Erdos bis in die letzten Jahre ausgeiibt hatte.

Fast alle Artikel haben ihren Ausgangspunkt in einer Vermutung oder Anregung
von Erdés — und so ergibt sich tatsdchlich ein mathematisches Verméchtnis, das einen nur
staunen 1a8t.

Paul Erdos Arbeiten umspannen mehr als 6 Jahrzehnte: Zahlentheorie, Analysis,
Approximationstheorie, Geometrie, Mengenlehre und Kombinatorik waren seine haupt-
siachlichen Arbeitsgebiete. Extremale Kombinatorik, Ramseytheorie und vor allem die
probabilistische Methode sind ohne ihn nicht denkbar. Die Liste von 1414 Veroffentli-
chungen (bis 1996) am Ende von Band II gibt eine Ahnung dieses mathematischen Le-
bens.

So ist kein gewdhnlicher Festband entstanden, den man durchbléttert und weg-
legt. Die sehr schon gestalteten Bande sind ein wiirdiger Ausdruck des Dankes und der
Zuneigung all jener, die das Gliick hatten, mit ihm zu arbeiten und ihn zu erleben.

Berlin M. Aigner
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Diestel, R., Graph Theory, Berlin u.a.: Springer 1997, 286 S., DM 59,—

Diestel, R., Graphentheorie, Berlin u.a.: Springer 1997, 288 S., DM 58,—

Aus dem Vorwort der deutschen Ausgabe des Buches: Die Zeit scheint daher reif
Jfiir eine Neubesinnung: ,, Was sind heute die Grundpfeiler der Graphentheorie, die einer ein-
fiihrenden und doch in die Tiefe zielenden Vorlesung das Fundament geben konnen?*

Diese Neubesinnung ist in dem von Reinhard Diestel vorgelegten Band Graphen-
theorie mit groBter inhaltlicher wie formaler Sorgfalt geschehen. Das Ergebnis ist, um dies
bereits hier vorweg zu nehmen, eine hervorragende und vorbehaltlos zu empfehlende Ein-
fithrung in eine moderne Graphentheorie.

Kurz zum Formalen. Das Buch ist, wie erwihnt, mit groBter Sorgfalt geschrie-
ben. Fehler finden sich im Text so gut wie nicht, die Sprache ist prizise und mit Bedacht
gewihlt. Die Verweise am Rand des Textes sind zwar gewdhnungbediirftig, erweisen sich
jedoch bei ldngerem Lesen als niitzlich. Sehr sinnvoll fiir ein deutschsprachiges Lehrbuch
ist der englisch-deutsche Index.

Nun zum Inhaltlichen. Ein Blick auf die Kapiteliiberschriften (Paarungen; Zu-
sammenhang; Graphen in der Ebene; Farbungen; Fliisse; Teilstrukturen; Ramseytheorie
fiur Graphen; Hamiltonkreise; Zufallsgraphen; Minoren, Baume und WQO) zeigt, daB in
dem Buch Klassisches mit Modernem verbunden werden soll und in gelungener Weise
verbunden wird. Es wird eine fiir jedermann zugéngliche Einfithrung in die Graphentheo-
rie gegeben, die den Leser von der Attraktivitit der Graphentheorie durch die Darstellung
anspruchsvoller und teilweise recht neuer Ergebnisse zu iiberzeugen sucht. Dies gelingt
dadurch, daB3 der Autor sich groBe Miihe bei der Auswahl der Beweise gibt, auch lingere
Beweise hervorragend motiviert und liickenlos darstellt. Manche Ergebnisse (wie bei-
spielsweise die Existenz endlicher Ramseygraphen) werden mehrmals und auf verschie-
dene Arten bewiesen. Dies hilft dem Leser beim Verstindnis des Ergebnisses und lehrt
gleichzeitig wichtige Beweismethodiken.

Jedes Kapitel enthilt Ubungen und Notizen, beide unverzichtbar fiir den Lernen-
den, die einen, um das Gelesene zu festigen, die anderen, um es einzuordnen. Jedoch auch
der in der Graphentheorie schon etwas Versiertere wird beide mit GenuB lesen.

Die englische Ausgabe unterscheidet sich nur wenig von der deutschen. Das Ka-
pitel ,, Teilstrukturen® wird in zwei Kapitel ,,Substructures in Dense Graphs® und ,,Sub-
structures in Sparse Graphs“ geteilt und es wird beispielsweise der Beweis des Regulari-
tatslemmas aufgenommen. Auch wenn dieser Beweis (nicht nur hier) recht technisch ist,
die Wichtigkeit des Ergebnisses fiir die Graphentheorie 148t die englische Ausgabe hier
vollstindiger erscheinen. Positiv zu vermerken ist, daB das Buch in Deutsch und in Eng-
lisch geschrieben worden ist, und nicht einfach eine Ubersetzung aus dem Deutschen ins
Englische erfahren hat.

Die Graphentheorie hat in den letzten Jahrzehnten eine Vielschichtigkeit und Tie-
fe erreicht, die es unmoglich macht, auf 280 Seiten in alle wesentlichen Aspekte einzufiih-
ren und alle Facetten zu beleuchten. Die Auswahl, was in den Vordergrund gestellt wird,
was am Rande betrachtet wird und was schlieBlich dem beschrankten Platz geopfert wer-
den muB, ist naturgemaB subjektiv. Die Auswahl, die Reinhard Diestel getroffen hat, und
vor allem die Darstellung des ausgewéhlten Stoffes machen das Buch zu einem hervorra-
genden Beitrag zur Graphentheorie, der sich in den Kanon der pridgenden Lehrbiicher
einreihen wird.

Berlin H. J. Promel
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Janson, S., Gaussian Hilbert Spaces (Cambridge Tracts in Mathematics 129),
Cambridge University Press 1997, 340 S., £ 40,-

Das Interesse an Gaufischen Wahrscheinlichkeitsrdumen entwickelte sich aus ganz
verschiedenen Anwendungsbereichen iiber einen bereits sehr langen Zeitraum. Impulse
kamen aus der Quantenfeldtheorie, der Quantenstochastik oder nichtkommutativen
Wahrscheinlichkeitstheorie, den stochastischen PDGL. Sie bilden den theoretischen Hin-
tergrund beim stochastischen Zugang zum Studium der Glattheit von Verteilungen von
Diffusionen im Malliavin-Kalkiil, der verwandten Theorie von Gauflschen Maflen auf
groBen Distributionenrdumen im Hida-Kalkiil, oder beim Studium der asymptotischen
Verteilungen von U-Statistiken. Als Objekt gemeinsamen Interesses kristallisieren sich zu-
féllige GauBsche Felder heraus, die durch Hilbert-Raume indiziert sind. In all diesen Ge-
bieten existieren inzwischen, z.T. seit langem, gute Monographien, in denen aus dem
Blickwinkel der jeweiligen Anwendung GauBlsche W.rdume eingefithrt und relevante
Aspekte untersucht werden. Hier eine Auswahl: Simon (1979), Major (1981), Watanabe
(1984), Hida, Kuo, Potthoff, Streit (1993), Meyer (1993), Nualart (1995), Holden, Ok-
sendal, Uboe, Zhang (1997), Malliavin (1997).

Das vorliegende Buch stellt sich der Aufgabe, die Theorie GauBscher W.rdume,
soweit sie all diesen Anwendungsbereichen gemeinsam ist, in einem fest umrissenen be-
grifflichen Rahmen auf relativ elementarem Niveau zu entwickeln, und von diesem Stand-
punkt aus wichtige Ergebnisse aus vielen dieser Gebiete in sich geschlossen darzustellen.
Kapitel 1 bis 5 umfassen den ersten Teil dieses Projekts. Dem zweiten Teil widmet der
Autor die restlichen 2/3 des Buches. Hier die Kapiteliiberschriften:

1. Gaussian spaces — 2. Wiener chaos — 3. Wick products — 4. Tensor products and Fock
space — 5. Hypercontractivity — 6. Variables with finite chaos decomposition — 7. Stoch-
astic integration — 8. Gaussian stochastic processes — 9. Conditioning — 10. Pairs of Gaus-
sian subspaces — 11. Limit theorems for generalized U-statistics — 12. Applications to ope-
rator theory — 13. Some operators from quantum physics — 14. The Cameron-Martin
shift — 15. Malliavin calculus — 16. Transforms — Appendices.

Experten der verschiedenen Bereiche der Anwendung GauBscher W.rdume wer-
den keine wesentlich neuen Resultate finden. Die Verdienste des Autors liegen auf einem
anderen Gebiet. Es ist das erste mir bekannte Buch, dem es gelingt, mit einem gemeinsa-
men theoretischen Uberbau zumindest wichtige Teile so verschiedener und z. T. weit aus-
einander liegender Bereiche iibersichtlich, vergleichsweise elementar und leicht zugidnglich
darzustellen. Ich kann mir vorstellen, daB dieses Konzept vielen Lesern erste Einblicke in
das weite Feld GauBscher W.rdume erleichtert. Daher fand ich die Einschrinkung auf
GauBsche Hilbertrdume konsequent und gut. Dem Leser kommt auch entgegen, daB der
Autor die Klarheit seiner Darstellung nicht dem Ehrgeiz opfert, das riesige Gebiet voll-
stindig zu umreiBen. So fehlen z. B. die Gross’sche Theorie abstrakter Wienerrdume, die
den gewihlten Rahmen konkreter W.rdume sprengen wiirde. Auch ist nicht die Rede vom
fir den Malliavin-Kalkiil oder den Hida-Kalkiil wichtigen analytischen Hilfsmittel der
Dirichlet-Formen und darauf aufbauenden Techniken. Den Vorschlag des Autors, den
Inhalt der ersten 5 Kapitel zum Gegenstand eines einfiihrenden Kurses zu machen, halte
ich fiir schwer durchfithrbar: Abstraktion und Klarheit werden mit Trockenheit erkauft,
und deshalb ein einfiihrender Kurs ohne einen Blick in eine der in spiteren Kapiteln be-
handelten Anwendungen schwer verdaulich.

Das Buch ist nicht das erste, das den Anspruch erheben kann, in die Theorie
GauBscher MaBe auf relativ elementarem Niveau einzufiihren (vgl. Malliavin (1993)). Es
sollte dennoch einen guten Platz auf dem Buchmarkt behaupten. Durch konsequente und
zielstrebige Ausnutzung eines fest umrissenen Konzepts und die Beschrankung auf die da-
mit verfiigbaren Methoden hat der Autor eine elementare, geschlossene, gut durchdachte
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und sorgféltig aufgeschriebene Einfithrung in die Theorie GauBscher MaBe geschaffen.
Sie bildet auBerdem eine gemeinsame Plattform fiir einen schnellen Einblick in einige der
Anwendungsgebiete in Mathematik oder theoretischer Physik, die unabhingigen Wert
hat, da einige der Gebiete bislang wenig Interaktion hatten.

Berlin P. Imkeller

Temam, R., Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics and Physics,
2. Aufl,, Berlin u. a.: Springer-Verlag 1997, 648 S., DM 98,

Gegeniiber der ersten Auflage des Buches aus dem Jahre 1988 ist die zweite Auf-
lage um circa 150 Seiten erweitert. Somit liegt auch diesmal wieder ein Buch vor, das neu-
este Forschungsergebnisse enthilt. Es sticht dadurch deutlich aus den vergleichbaren
Standardwerken aus den Jahren 1981 bis 1992 (Henry [3], Pazy [4], Hale [2], Babin & Vis-
hik [1]) heraus, und zwar sowohl in Umfang, Aktualitit, Tiefe und Anwendungsvielfalt
als auch in den Anspriichen an die Leser.

. Doch zunéchst soll auf den allgemeinen Inhalt eingegangen werden. Im vorlie-
genden Werk sind die unendlichdimensionalen dynamischen Systeme durch partielle Dif-
ferentialgleichungen in der abstrakten Form & + Au = F(u), u(0) = uy, gegeben. Dabei
steht weniger die Existenz und Eindeutigkeit der Lésungen im Vordergrund als vielmehr
das qualitative Verhalten fiir 7 — oco. Wesentliche Konzepte der Theorie der Dynami-
schen Systeme wie w-Limesmengen, Attraktoren sowie deren Dimensionen und invariante
Mannigfaltigkeiten werden hier im unendlichdimensionalen Fall betrachtet und auf kon-
krete partielle Differentialgleichungen angewendet. Als Beispiele seien hier die Navier-
Stokesschen Gleichungen, Reaktionsdiffusionsgleichungen, die nichtlineare Schrédinger-
und die Ginzburg-Landau-Gleichung genannt.

Eine Eigenheit des Buches ist der spezielle Zugang zur Existenztheorie, dem das
folgende klassische Ergebnis zugrundeliegt: Seien V', H Hilbert-Rdume mit V ¢ H C V’
und ist 4 : ¥V — V' ein Isomorphismus mit (Au,u) ., > a||u||%, fir ein & > 0 und alle
u € V. Dann besitzt

u+Au=f(1), u(0)=up

fir alle f € L>((0,T),V’) und uy € H eine eindeutige Losung u € H'((0, 7)), V') N
C°([0o, T}, H)NnL*((0, T), V). Diese Hilbert-Raum-Theorie fiihrt auf diverse Einschrén-
kungen, die manchmal mithsame Auswege erfordern, wie etwa beim globalen Existenzbe-
weis fiir die Ginzburg-Landau-Gleichung in Kap. I1V.5.2, der mit L”-Abschatzungen we-
sentlich einfacher gefiihrt werden kann.

Der obenbeschriebene Zugang, der auf Galerkin-Approximationen und
Energieabschitzungen aufbaut, wird auch in [1] gewahlt, aber die anderen Standardwerke
[2-4] basieren auf der Theorie der linearen Halbgruppen (e'4),., und der Formel der Va-
riation der Konstanten u(r) = e"ug + [;e~94f(s)ds. Im vorliegenden Buch werden
starkstetige bzw. analytische lineare Halbgruppen nicht als eingestandiges Konzept einge-
fiihrt, obwohl sie auf Seite 510 implizit definiert und benutzt werden (auf Seite 537 sogar
fiir allgemeine Banach-R4ume). Diese Behandlung wird der allgemeinen Bedeutung von
(") sicher nicht gerecht, zumal die letzten drei Kapitel ohne die lineare Halbgruppen-
theorie undenkbar wiren.

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten im wesentlichen durch zwei
grofie Einschiibe. Erstens ist dies die Theorie der Attraktoren fiir sehr schwach dissipati-
ve, nichtlineare Wellengleichungen, ndmlich die eindimensionale nichtlineare Schrodin-
ger- und die Korteweg-de Vries-Gleichung mit Anregung und Dampfung (pp. 239-315).
Dabei werden die kiirzlich entwickelten Methoden von O. Goubet bzw. I. Moise & R.
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Rosa verwendet, die darauf beruhen, da die Einschrinkung der Nichtlinearititen auf
Funktionen, deren erste n Fourier-Koeffizienten verschwinden, eine Lipschitzkonstante
haben, die wie n~® mit o > 0 abfillt. Weiter wird gezeigt, da8 der H'-Attraktor sogar in
H* liegt, wenn die Anregung dies tut. In Kapitel IV.8 werden Evolutionsgleichungen auf
unbeschrankten Gebieten betrachtet.

Leider erscheint die Ginzburg-Landau-Gleichung in Kapitel IV.5 unter den dissi-
pativen Wellengleichungen. Dabei handelt es sich doch um eine parabolische Gleichung
vom Typ der Reaktionsdiffusiongleichungen, deren Linearteil eine kompakte Halbgruppe
erzeugt. Sonst wiire es wohl kaum méglich in Kapitel VIIL.4.4 eine inertiale Mannigfaltig-
keit zu konstruieren.

Zweitens wird in den neuen Kapiteln IX und X die Theorie der inertialen und
langsamen Mannigfaltigkeiten im Falle nichtselbstadjungierter Linearteile bzw. deren
Approximationen behandelt. Die Theorie der approximativen inertialen Mannigfaltigkei-
ten kann dabei als eine nichtlineare Verallgemeinerung der Galerkin-Verfahren verstan-
den werden. Anstatt die hoheren Spektralmoden gleich 0 zu setzen, werden sie als nicht-
lineare Funktion der niedrigen Moden angesetzt. Die Giite der diversen Ansétze wird un-
tersucht.

Insgesamt gesehen ist das Buch ein hervorragendes und unverzichtbares Stan-
dardwerk fiir all diejenigen, die am aktuellen Forschungsgeschehen auf dem Gebiet der
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen aus Sicht der Dynamischen Systeme teil-
haben wollen. Als Vertiefungsliteratur zu Vorlesungen und Seminaren ist das Buch nur
dann verwendbar, wenn die entsprechenden Grundlagen sorgfaltig gelegt wurden. Das Li-
teraturverzeichnis wurde aktualisiert und damit um neun Seiten erweitert, wihrend der
Stichwortindex leider unverandert kurz geblieben ist.

[1] A.V. Babin, M.1. Vishik, Attractors of Evolution Equations. North-Holland, Amsterdam
1992, pp 532. (Russische Ausgabe Moskau 1989.)

[2] J. K. Hale, Asymptotic Behavior of Dissipative Systems. Mathematical Surveys and Mono-
graphs 25, Amer. Math. Soc. 1988, pp 198.

[3] D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations. Lect. Notes Math.
Vol. 840, Springer-Verlag, 1981, pp 348.

[4] A. Pazy, Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equati-
ons. Springer-Verlag, 1983, pp 279.

Hannover A. Mielke

Gliklikh, Y., Global Analysis in Mathematical Physics, Geometric and Stochastic
Models (Appl. Math. Sciences 122), Berlin u. a.: Springer 1997, DM 88,—

Das Buch ist einer breiten Palette von Anwendungen von Methoden der globalen
Analysis gewidmet. Hierzu gehren Differentialgeometrie und klassische Mechanik, stoch-
astische Differentialgeometrie und statistische und Quanten-Mechanik, sowie unendlich-
dimensionale Differentialgeometrie von Diffeomorphismengruppen und Hydrodynamik.
Entspechend dieser Schwerpunkte besteht das Buch aus drei Teilen. Im ersten Teil geht es
um endlich-dimensionale Differentialgeometrie und Mechanik, wo zunédchst allgemeine
Resultate tiber die Analysis auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten dargestellt werden.
Weiterhin wird der differentialgeometrische Zugang zur klassischen Newtonschen Me-
chanik beschrieben; die Newtonsche Gleichung ist mittels einer kovarianten Ableitung be-
ziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs der Riemannschen Metrik geschrieben. Es wer-
den Integraloperatoren mit Riemannscher Parallelverschiebung eingefiihrt und zum Stu-
dium des qualitativen Verhaltens geometrischer mechanischer Systeme eingesetzt.
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Der zweite Teil befaBt sich mit stochastischer Differentialgeometrie und Anwen-
dungen in der Physik. Insbesondere werden Beziehungen zwischen Differentialgeometrie
und der Theorie der stochastischen Prozesse dargestellt, basierend auf einem Zugang von
Belopolskaya-Dalecky zur Definition von Itd’s stochastischen Differentialgleichungen
auf Mannigfaltigkeiten sowie auf Integralen mit Riemannscher Parallelverschiebung, ver-
allgemeinert durch den Autor auf den stochastischen Fall. Weiterhin wird die Langevin-
Gleichung studiert; sie beschreibt die Brownsche Bewegung in einem nichtlinearen Konfi-
gurationsraum. SchlieBlich wird Nelson’s stochastische Mechanik behandelt; die entspre-
chenden Bewegungsgleichungen der stochastischen Mechanik sind eine Verallgemeine-
rung von Newton’s Gleichung, grundsitzlich verschieden von der Verallgemeinerung zur
Langevin-Gleichung.

Im dritten Teil wird die (schwache) Differentialgeometrie von Diffeomorphis-
mengruppen kompakter Mannigfaltigkeiten sowie der moderne geometrische Lagrange-
Formalismus der Hydrodynamik im Sinne von Arnold, Ebin und Marsden dargestellt. Es
werden H*-Diffeomorphismen, s > §+ 1, studiert, woraus sich dann der Lagrange-For-
malismus in natiirlicher Weise aus Newton’s Gleichung auf solchen Diffeomorphismen-
gruppen als Konfigurationsraum ergibt. Die Bewegung einer idealen inkompressiblen
Flussigkeit ist gegeben durch ein C*-Vektorfeld auf dem Tangentialraum an die Mannig-
faltigkeit der Diffeomorphismen. Es werden lokale (in der Zeitvariablen) Existenz und
Regularitdt von Losungen fiir Mannigfaltigkeiten mit und ohne Rand bewiesen. Metho-
den der stochastischen Differentialgeometrie werden weiterhin auf die Bewegung viskoser
inkompressibler Fliissigkeiten angewendet. Modell-Problem ist die Bewegung in einem n-
dimensionalen flachen Torus. Definiert wird eine Klasse von Prozessen auf der Gruppe
Volumen-erhaltender Diffeomorphismen des Torus, deren mathematische Erwartungen
dann zum FluB der Fliissigkeit fithren.

Das Buch bietet eine groBe Vielfalt interessanter und wichtiger Entwicklungen
der Mathematischen Physik in einem vereinheitlichten modernen Zugang. Es diirfte fiir
Mathematiker und Physiker gleichermaBen von Interesse sein, desgleichen als Grundlage
von Spezialkursen bzw. Seminaren.

Potsdam B.-W. Schulze

Béttcher, A., Karlovich, Y. 1., Carleson Curves, Muckenhoupt Weights, and Toe-
plitz Operators (Progress in Math. 154), Basel: Birkhduser 1997, 416 S., DM 188,

Das Buch ist ein eindrucksvoller Berich tiber den heutigen Stand der Spektral-
theorie der Toeplitz-Operatoren mit stiickweise stetigem Symbol und der damit eng ver-
bundenen Theorie der singuldren Integraloperatoren mit stiickweise stetigen Koeffizien-
ten auf Carleson Kurven in der komplexen Ebene. Ist I eine rektifizierbare Kurve in der
komplexen Ebene und ist f € L;(I"), so existiert (fast iberall auf I') das singulire Cau-
chy-Integral

, f(7)
= —dr

(8)(1) = lim AN
wobei I'(7,¢) eine e-Umgebung um ¢ auf I ist. Singuldre Integrale haben eine lange Ge-
schichte, auf IR, auf Intervallen, im IR”. A. P. Calderon bemerkte 1977, daB derartige In-
tegrale auf Lipschitzkurven definiert werden kénnen und zu einer reichhaltigen tiefliegen-
den Theorie AnlaB3 geben. Der (zumindest vorerst) kronende AbschluB3 der Theorie dieser
Operatoren besagt in etwa, dal S im gewichteten Raum L,(T", w) mit 1 < p < co genau
dann ein beschrénkter Operator ist, wenn I' eine Carleson Kurve und w € 4,(T) ein
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Muckenhoupt-Gewicht ist. Im Buch ist dies Theorem 4.15, wobei Kap. 4 und insbesonde-
re Kap. 5 dem Beweis dieses herausragenden und tiefliegenden Satzes der modernen Ana-
lysis gewidmet sind. Die Autoren haben (nach eigenen Angaben) etwas gezogert, den vol-
len Beweis dieser Aussage mit aufzunehmen (er fiillt Kap. 5, wobei Kap. 4 vorbereitendes
Material enthilt). Der nunmehr vorgelegte Beweis hat den groBen Vorteil, daB er auch
fiir Nichtspezialisten lesbar ist und insbesondere das bendtigte Instrumentarium im Detail
darlegt. Die Theorie der obigen Integraloperatoren steht im engsten Zusammenhang mit
der Spektraltheorie der Toeplitz-Operatoren. Dies ist das Hauptanliegen des Buches, wo-
bei Kap. 6 (vorbereitend) und insbesondere Kap. 7 den Hohepunkt des Buches darstellen.
Ist T wiederum eine Carleson Jordan Kurve in der komplexen Ebene, 1 < p < co und
w € A,(T") ein Muckenhoupt-Gewicht, so ist der obige Operator S in L,(T', w) idempotent,
S? =id,und P = %(id + S) ist ein Projektor von L, (T, w) auf Ly (I', w) = PL,(T, w). Ein
Toeplitz-Operator, erzeugt durch das Symbol a € Lo (T') ist dann die Abbildung

g—P(ag) in L;(T,w).

Toeplitz-Operatoren (und Toeplitz-Matrizen) haben ihrerseits eine lange Ge-
schichte. Aber erst in jiingster Zeit, nicht zuletzt durch die Forschungsresultate der Auto-
ren, ist der enge Zusammenhang mit singuldren Integralen im obigen Kontext (Carleson-
Kurven, Muckenhoupt-Gewichte) klar geworden. Urspriinglich lieferte die Spektral-
theorie solcher Operatoren Kreisbogen in der Ebene (I': Lyapunov-Kurven, w: Gewichte
vom Potenztyp). Es ist iiberaus iiberraschend, daB der Schritt von Lyapunov-Kurven zu
allgemeinen Carleson-Kurven und von Gewichten vom Potenz-Typ zu allgemeinen
Muckenhoupt-Gewichten zu einer sehr viel reichhaltigeren Spektraltheorie fithrt: einfache
Kreisbogen verwandeln sich in (logarithmische) Spiralen usw. Die Theorie wird im Detail
im Kap. 7 dargelegt und ist Hauptanliegen des Buches.

Das Buch hat 10 Kapitel: 1. Carleson curves — 2. Muckenhoupt weights — 3. In-
teraction between curve and weight — 4. Boundedness of the Cauchy singular integral -
5. Weighted norm inequalities — 6. General properties of Toeplitz operators — 7. Piecewise
continuous symbols — 8. Banach algebras — 9. Composed curves — 10. Further results.

Die Kap. 8 und 9 vertiefen und erweitern die im Kap. 7 erhaltenen Aussagen.

Jena H. Triebel

Triebel, H., Fractals and spectra related to Fourier analysis and function spaces
(Monographs in Mathematics 91) Basel u. a.: Birkhéduser 1997, 271 S., DM 128,-

Some books on fractals, like the more lurid advertisements, arouse expectations
that are left unfulfilled: the pretty pictures do not enter into any meaningful relationship
with mathematics and ultimately lose their charm. It is a pleasure to report that the book
under review is emphatically not of this kind and that it delivers what it promises. The
reader is given an up-to-date account of the interaction between fractals and the theory of
function spaces, with applications to the spectral theory of (fractal) pseudodifferential op-
erators, and with a particularly fascinating discussion of the eigenvalues of certain types
of vibrating drums.

Chapter 1 gives an efficient account of the basic notions needed for fractals. Fun-
damental in this is the idea of a d-set: a subset of IR" is called a d-set (0 < d <n) if there
is a Borel measure p on IR”, with supp u =, such that there are positive constants ¢y, ¢,
with

erd <p(B(rr)n) <cprd
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forall y € and all r € (0, 1). Here B(, r) is the open ball in IR” with centre v and radius r.
Various types of self-affine fractals are introduced and numerous examples given. Entro-
py numbers make their first appearance in the next chapter, and sharp upper and lower
estimates are obtained of the entropy numbers of embeddings between weighted £,
spaces. The substantial third chapter deals with the Besov spaces B, (R") and the Trieb-
el-Lizorkin spaces F,, (IR"). Here one finds a new proof of atomic representations of ele-
ments of these spaces, and even a subatomic decomposition (called a quarkonial decom-
position) in which the atoms are split, so to speak. These decompositions are also proved
for Banach-space-valued function spaces of B and F type. In Chapter 4 function spaces
and fractals meet head-on. The Hausdorff dimension dimy, of a Borel set in IR" with
dimy <n is characterised in terms of distributions and function spaces. The Lebesgue
spaces L, () and Besov spaces IB,, (') are introduced and their relationship with the con-
ventional Besov spaces B 7q(IR") is examined. By quarkonial decomposition techniques it
is shown that if id is the natural embedding of B,},, (I') in IB,2,, (T'), where is a compact
d —set, 0<s5,<s5;<00, 0 < p; < o0, 0<p<o0,0<g <00,0< g, < oo and
1

S| —8>d (le - P—z) K then the k'™ entropy numbers ¢, (id) of id satisfy

Crk 17/ < g (id) < Cok~0172/4 | e N,

where C, and C, are positive numbers independent of k. This should be compared with
the (by now well-known) result for the entropy numbers of id, : By (Q) — B, (),
where is a bounded domain in IR" and s,, sy, py, P2, ¢ ¢» satisfy the same conditions
but with the condition on s; — s, relaced by s, — 5, > n (1%1 — plz) (although now s, s, may
+

even be negative): ¢ (id) is bounded above and below by constant multiples of
k=b1752)/"_ Regular elliptic operators on compact d-sets are then introduced by means of
quadratic forms and their eigenvalues studied. A key step in this is the celebrated inequali-
ty, due to Carl, which relates eigenvalues and entropy numbers. The final chapter deals
with the spectra of fractal pseudodifferential operators of various types. Among the many
interesting applications given here is that concerned with the vibrations of a drum C IR”,
the whole mass of which is concentrated on a fractal subset , which is a compact d-set with
n—2<d<n(0<d<1ifn=2). It turns out that the corresponding eigenvalues 1, satisfy

e ~ k@ -ntd)id
in the sense that y; is bounded above and below by constant multiples of k ~(2-n+d)/d,
Thus if n=2, y; ~k~! and the dependence on d is lost, at least at this level. Hence the
answer to the question ‘Can one hear the shape of a fractal drum?” is ‘No’ if n =2 and
Yes’ if n> 2.

The work may be thought of as a natural and striking extension to a fractal set-
ting of the author’s book ‘Function spaces, entropy numbers, differential operators’
(1996) with the reviewer. However, the many new developments in the theory of func-
tion spaces which are reported here for the first time make it also a natural contination
of the author’s earlier books ‘Theory of function spaces’ (1983) and ‘Theory of function
spaces II’ (1992). It marks a significant advance in our knowledge of function spaces
and is forward-looking: substantial further developments may confidently be anticipa-
ted. The material is presented lucidly and with the mastery which one expects of the au-
thor. Those who invest enough time to come to grips with the subject matter will be
amply rewarded, for both the techniques and the major results seem likely to be of per-
manent value.

Brighton D. Edmunds
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Lesch, M., Operators of Fuchs Type, Conical Singularities, and Asymptotic Me-
thods (Teubner-Texte zur Mathem. Bd. 136) Stuttgart, Leipzig: Teubner 1997, 190 S.,
DM 54,80

Wihrend elliptische Differentialoperatoren auf glatten kompakten Mannigfaltig-
keiten seit der Entwicklung des Pseudodifferentialkakiils und dem Indexsatz von Atiyah
und Singer in den sechziger Jahren als wohlverstanden gelten konnen, stellen singuldre
und nichtkompakte Mannigfaltigkeiten auch heute noch eine groBe Herausforderung
dar.

So gibt es selbst fiir ,einfache* Singularititen bisher keine allgemeine Indexfor-
mel, die sich in puncto Transparenz mit der von Atiyah und Singer messen kénnte (wenn-
gleich natiirlich das Resultat von Atiyah, Patodi und Singer einige wichtige Félle behan-
delt), und die Konstruktion adaquater pseudodifferentieller Kalkiile mit einer Charakte-
risierung der Fredholmeigenschaft durch verschiedene Symbolniveaus erfordert bereits
fiir relativ elementare geometrische Singularitaten wie Kanten oder Ecken einen enormen
technischen Aufwand.

Andererseits ist die Untersuchung singuldrer Konfigurationen durch viele physi-
kalische und technische Anwendungen sowie durch innermathematische Fragenstellun-
gen motiviert und stoBt daher auf reges Interesse. So sind im Lauf der letzten Jahre deut-
liche Fortschritte gemacht worden, und das vorliegende Buch zéhlt sicherlich dazu.

Lesch betrachtet Mannigfaltigkeiten mit konischen Singularitdten. Dies sind ver-
mutlich diejenigen singuldren Objekte, bei denen die Analysis am weitesten fortgeschrit-
ten ist. Ein erster Meilenstein war hier die Arbeit von Kondratev (Trans. Moscow Math.
Soc. 16) aus dem Jahr 1967 zu Randwertproblemen in Gebieten mit konischen Punkten.
Dort wurden die zentralen Mellintechniken entwickelt, die Losungsasymptotik bewiesen
und die fiir die Analysis wesentlichen gewichteten Mellin-Sobolev-Raume eingefiihrt.
Stand bei Kondratev das Verstandnis der partiellen Differentialgleichungen im Vorder-
grund, so war es bei den ebenfalls grundlegenden Arbeiten von Cheeger (etwa: Proc. Nat.
Acad. Sci USA 76, 2103-2106 (1979)) die Geometrie.

Auch Leschs Interesse gilt vornehmlich geometrischen und topologischen Frage-
stellungen. Er beginnt mit einem Abril der Fredholmtheorie firr Differentialoperatoren
auf Mannigfaltigkeiten mit konischen Singularitdten sowie technischen Grundlagen, die
fiir die folgenden asymptotische Entwicklungen bendtigt werden. Seine Hauptresultate
betreffen dann zunichst die Existenz von Warmeleitungsentwicklungen fiir eine Klasse
von Operatoren mit konstanten Koeffizienten nahe der Singularitit. Er fihrt fort mit re-
lativer Indextheorie. Hier erhélt er als wesentliche Anwendungen einen analytischen Be-
weis des Kobordismussatzes und eine Obstruktion gegen die Existenz von Metriken mit
positiver Skalarkriimmung. Nachster Schwerpunkt sind Dirac-Schrédinger-Operatoren
(auch ,Callias-Operatoren genannt), fiir die er einen dquivarianten Indexsatz beweist.
Das Buch schlieBt mit einem kurzen Kapitel iiber Etafunktionen; es enthilt u.a. eine Va-
riationsformel fiir die Etainvariante und einen Ausblick auf Leschs Version des Beweises
der Verklebeformel fiir die Etainvariante.

Von der technischen Seite aus gesehen: Der Autor geht aus von einer vollstandi-
gen Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Rand, in dessen Néhe die Metrik Produktstruk-
tur hat. Die ,konischen Singularitdten werden, wie iiblich, dadurch modelliert, daB man
auf dieser Mannigfaltigkeit total charakteristische Operatoren (vor allem im deutschspra-
chigen Raum auch unter der Bezeichnung ,Operatoren vom Fuchs-Typ bekannt) betrach-
tet, bei denen die Ableitung in Randnormalenrichtung, 8,, nur in der Form 18, vorkommt.
Vielleicht etwas iiberraschend fiir moderne Darstellungen dieser Thematik (in denen man
eher die Betrachtungsweise als (Mellin-)Pseudodifferentialoperatoren auf gewichteten
Mellin-Sobolev-Raumen erwarten wiirde), ist, daB die Operatoren hier als unbeschrinkte
Operatoren auf einem Hilbertraum aufgefat werden.
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Dies erfordert zunéchst einen etwas hoheren technischen Aufwand, da man sehr
genau auf Definitionsbereiche zu achten hat. Es hat jedoch auch Vorteile. Beispielsweise
kommt man mit einem schwécheren Elliptizitatsbegriff aus: Man kann auf die Invertier-
barkeit des Konormalensymbols auf der Gewichtsgeraden verzichten und erhilt dennoch
die Fredholmeigenschaft fiir alle abgeschlossenen Erweiterungen zwischen dem minima-
len und dem maximalen Operator, was fiir gewisse geometrische Anwendungen interes-
sant ist.

Auch fillt es leichter, nichtkompakte Situationen zu erfassen. Lesch betrachtet
vollstindige Mannigfaltigkeiten; zur Kontrolle der Operatoren im Unendlichen verwen-
det er eine auf Chernoff zuriickgehende Methode, die von der endlichen Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Wellengleichung Gebrauch macht. Falls keine Singularititen vorliegen,
liefert sie bereits wesentliche Selbstadjungiertheit. Als Konsequenz kann man auf Rand-
bedingungen im Unendlichen verzichten. Unter Zuhilfenahme einer weiteren technischen
Annahme, der sog. ,singuldren elliptischen Abschatzung gelingt es, analytisch die gesamte
Situation durch das Verhalten des Operators in der Néhe der Singularitit zu beschreiben.
Dies ist der zentrale Punkt fiir die weiteren Resultate.

Das Buch ist gut lesbar und sorgféltig geschrieben. Kapitel I-III sind sogar im
wesentlichen ,self-contained; in den beiden letzten Kapiteln kommt der Verfasser ver-
standlicherweise nicht ohne Verweise auf weitere Literatur aus. Hilfreich sind die Zusam-
menfassungen am Anfang jedes Kapitels, in denen die wichtigen Schritte skizziert werden,
und die historisch-bibliographischen Bemerkungen am Ende. Bemangeln konnte man das
Fehlen konkreter Beispiele und Anwendungen. Es ist andererseits klar, dall damit die
Darstellung bedeutend langer geworden und die Leichtigkeit verloren gegangen ware. Si-
cher ein empfehlenswertes Buch fiir jeden, den diese Thematik interessiert.

Potsdam E. Schrohe
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