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Zum Gedenken an Manfred Herrmann

T. Korb und P. Schenzel

Am 15. November 1997 verstarb — einen Tag nach der Vollendung seines
65. Lebensjahres — Prof. Dr. Manfred Herrmann, Hochschullehrer fiir Mathematik
an der Universitdt zu Koln. Er schied unerwartet, zu frith und betrauert von Kolle-
gen und Freunden aus dem Leben. Wie kein zweiter Mathematiker seiner Genera-
tion war Manfred Herrmann dem wissenschaftlichen Geschehen seiner Disziplin
im geteilten und wiedervereinigten Deutschland und den Kollegen hiiben wie drii-
ben verbunden.

Sein Arbeitsgebiet umfalt Bereiche der algebraischen Geometrie, der kom-
mutativen Algebra und Anwendungen der homologischen Algebra. Als Mathemati-
ker wirkte Manfred Herrmann in erster Linie an den Universititen Halle (ab 1964),
Berlin (ab 1970) und Koéln (ab 1979). Dariiber hinaus war er unter anderem als
Gastprofessor an den Universititen Moskau, Budapest, Genua, Orsay, Purdue,
Nagoya, Kyoto (R.I.M.S.), Bombay (Tata Inst.), Kingston und Barcelona titig
und wirkte ein Jahr lang (1978/79) am SFB Theoretische Mathematik der Univer-
sitdt Bonn.

Seinem unermiidlichen Einsatz fiir den Austausch und die Férderung von
Mathematikern ist es zu verdanken, daB3 die Universitit Koln — schon bald nach
der Aufnahme seiner Téatigkeit dort — zu einem international bekannten Zentrum
der kommutativen Algebra wurde. Zu seiner Arbeitsgruppe gehdrten neben seinen
Doktoranden regelmaBig auch Géste aus dem In- und Ausland; mancher blieb iiber
Jahre hinweg.

Neben seinem wissenschatlichen Engagement zeichnete sich Manfred Herr-
mann als allseitig interessierte und informierte Persénlichkeit aus. Er war ein
freundlicher Mann, offen, tolerant und humorvoll; leicht fand er Kontakt, auch zu
jungen Leuten.

Seine kulturellen, insbesondere historischen Interessen teilte er mit seiner
Ehefrau Gerda Herrmann, mit der er seit 1961 verheiratet war. Viele Mathematiker
schétzten kulturhistorische Exkursionen mit den Herrmanns und Einladungen in
ihre Bonner Wohnung, die den Mitarbeitern und Studenten offen stand. Wer ein-
mal dort zu Gast war, wird bestétigen, daB3 es neben mathematischen Gesprichen
stets auch angeregten Austausch tiber Kunstausstellungen, Literatur und Theater
gab.

Geboren im schlesischen Konigszelt, war Manfred Herrmann mit seiner
Familie in Folge des Krieges nach Halle (Saale) umgesiedelt worden, wo er nach
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dem Abitur im Jahre 1951 ein Studium der Mathematik und Physik an der Martin-
Luther-Universitidt Halle-Wittenberg aufnahm. Er diplomierte im Jahre 1956 als
Schiiler von Professor Ott-Heinrich Keller. Nach einer kurzen Assistenz bei Profes-
sor Maria Hasse, an der Technischen Universitdt Dresden kehrte er nach Halle zu-
riick. Seine Promotion , Uber birationale Beriihrungstransformationen zweiter Ord-
nung’ (November 1958) und die Habilitation ,Zur Multiplizititsbestimmung in der
abzihlenden Geometrie bei der Behandlung von Beriithrungsproblemen’ (Juli 1963)
entstanden ebenfalls wihrend seiner Halleschen Zeit am I. Mathematischen Institut
der Martin-Luther-Universitiat. Bestimmt war diese wissenschaftlich aktive Phase
auch durch die Personlichkeit seines Lehrers Ott-Heinrich Keller und dessen Ein-
fluB als Forscher, wie sie Manfred Herrmanns Kollegen Ludwig Stammler und
Wolfgang Vogel in [SV] schildern.

Nach der Ernennung zum Universitdtsdozenten (Februar 1964) und der Be-
rufung zum Professor mit einfachem Lehrauftrag an der Universitdt Halle (Septem-
ber 1966) mit besonderer Wahrnehmung der Forschung auf dem Gebiet der Alge-
bra und der Algebraischen Geometrie erfolgte Manfred Herrmanns Berufung zum
ordentlichen Professor fiir Mathematik an die Universitit Halle zum September
1969 und an die Humboldt-Universitdt zu Berlin im September 1970, wo er bis
1978 wirkte. In dieser Zeit, geprigt durch miihevolle Kleinarbeit in stindiger Aus-
einandersetzung mit der Biirokratie, gelang es ihm, internationale Kontakte herzu-
stellen und dauerhaft zu pflegen, einer durchaus vorhandenen Tendenz zum Pro-
vinziellen in der Forschung der DDR entgegenwirkend.

Im Jahre 1976 wurde Manfred Herrmann zum Mitglied der Deutschen
Akademie der Naturforscher Leopoldina in Halle (Saale) gewihlt, was ihm weitere
Maoglichkeiten wissenschaftlichen Austausches ermoglichte, wirkte doch die Leo-
poldina als ilteste Wissenschaftlervereingung Deutschlands auch in der Zeit der
Teilung fort. In diesem Rahmen gelang ihm — gemeinsam mit Ott-Heinrich Keller
und Friedrich Hirzebruch - die Vorbereitung und Organisation des Leopol-
dina-Symposiums Singularitiiten, das im Mai 1978 im thiiringischen Schlof3 Rein-
hardsbrunn stattfand. Die Tagung war eine hochkardtige Veranstaltung, die ne-
ben zwei Fields-Medaillen-Preistragern, David Mumford und Heisuke Hironaka,
die internationale Fachwelt zusammenfiihrte (siche [HK]). Nicht zuletzt durch die
unmittelbaren Kontakte — auch mit den vielen Teilnehmern aus der Bundesrepu-
blik — wurde die Veranstaltung zu einem nachhaltigen Ereignis, das die wissen-
schaftliche Entwicklung vieler jungerer Leute aus dem Osten Deutschlands beein-
flusste.

Manfred Herrmann war auch maBgeblich an der Griindung der Zeitschrift
Beitrige zur Algebra und Geometrie beteiligt (zusammen mit Ott-Heinrich Keller
und Andor Kertesz) [HKK]. Diese Zeitschrift ermdglichte die Verdffentlichung
mathematischer Arbeiten, ohne daB man sich einem staatlichen Antragsverfahren
stellen muBte, wie es insbesondere fiir Verdffentlichungen im Westen erforderlich
war. (Siehe hierzu auch die Darstellung in [Ko].)

Manfred Herrmanns stindiges Bestreben, Kontakte und Austausch mit
Wissenschaftlern aus aller Welt, nicht nur fiir sich selbst, sondern auch fiir andere
Forscher in der DDR zu ermdglichen, fiihrten letztendlich dazu, daB ihm staatli-
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cherseits seine wissenschaftsorganisatorische Arbeit zunehmend erschwert wurde.
Dies empfand er auch als eine Behinderung seines wissenschaftlichen Wirkens ins-
gesamt. Seiner konsequenten Auffassung wissenschaftlicher Freiheit folgend, ent-
schloB er sich anlidBlich einer privaten Reise in die BRD — sein Vater lag im Sterben
—zum Verbleib im Westen Deutschlands. Die Schwere und Reichweite personlicher
Konsequenzen dieses Schrittes stehen auBler Frage. Er selbst aber betonte immer,
daB er sich gar nicht anders entscheiden konnte. Seiner Ehefrau erlaubte man erst
nach 2 ¥ Jahren, ihm in den Westen zu folgen.

Manfred Herrmann verlor niemals den Kontakt zu ehemaligen Kollegen
aus Halle, Dresden und Berlin. Und nach der Wiedervereinigung der beiden deut-
schen Staaten war er einer der ersten, die fiir einen Ideenaustausch und Kommuni-
kation zwischen allen deutschen Mathematikern sorgten. Nicht zuletzt setzte er sich
fiir den Fortbestand traditionsreicher Fachgebiete im Osten nach der Wiederver-
einigung ein.

Im Westen Deutschlands setze Manfred Herrmann mit ungebrochenem
Leistungswillen seine Arbeit fort. Nach einer kurzen Tatigkeit an der Ruhruni-
versitit Bochum und einer einjdhrigen Gastprofessur am SFB Theoretische Mathe-
matik der Universitit Bonn erhielt er zum Wintersemester 1979 einen Ruf an die
Universitit Koéln, wo er bis zu seinem Tode mit bemerkenswerter Schaffenskraft
wirkte.

Hiufige Studienaufenthalte im Ausland, Prasenz auf Fachtagungen, die
Pflege seiner Arbeitsgruppe zur kommutativen Algebra in Koln, die schnell inter-
nationale Anerkennung fand, und die Heranfithrung des wissenschaftlichen Nach-
wuchses an aktuelle Forschungsgebiete waren ihm eine Selbstverstidndlichkeit. Er
verstand es, andere fiir ,seine‘ Mathematik zu begeistern und stindig einen groBe-
ren Mitarbeiterstab um sich zu scharen.

Wihrend seiner Kdlner Zeit entstanden bis zu seinem Tode iiber 40 wissen-
schaftliche Arbeiten. Die Anzahl der Publikationen, welche durch ihn beeinflufit,
motiviert oder gar erst ermdglicht wurden, 148t sich schwer abschétzen. Neben Gé-
sten aus vielen europdischen Landern und den USA, verbrachten auch junge Kolle-
gen aus Japan und Vietnam lingere Zeit in K6ln, was erst durch Manfred Herr-
manns unermiidliches Bemithen um Stipendien ermdglicht wurde. An seinem
Wohnort in Bonn pflegte er enge Kontakte zum dortigen Max-Planck-Insitut fiir
Mathematik.

Manfred Herrmanns wissenschaftliches Werk (siehe die Auswahl im An-
hang) umfaBt zahlreiche Zeitschriftenartikel und drei Monographien. Wéhrend sei-
ner halleschen Zeit, die unter dem EinfluB seines akademischen Lehrers, Ott-Hein-
rich Keller, maBgeblich durch die Arbeiten zur abzihlenden Geometrie und der
Theorie der Spezialisierungen gepriagt war, seien hier die Veroffentlichungen [1]
und [2] genannt. Einen gewissen AbschluB3 dieser Phase seiner wissenschaftlichen
Tétigkeit stellt die gemeinsam mit den halleschen Kollegen Ludwig Stammler und
Ulrich Sterz herausgegebene Monographie [3] dar.

Schon wihrend seiner halleschen Zeit empfand Manfred Herrmann die
Frage der Auflosung der Singularitdten als wissenschaftliche Herausforderung, an-
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geregt durch die durch Ott-Heinrich Keller vermittelten Kenntnisse der Jungschen
Arbeiten im Fldchenfall (siche [KE]). Insbesondere aber unter dem EinfluB von Hi-
ronakas fundamentaler Arbeit zu diesem Thema (siche [Hi]) fiihlte sich Manfred
Herrmann zu dem Studium der algebraischen Singularititen hingezogen. In diesem
Umfeld entwickelte er zahlreiche Beitrige zur Theorie der normalen Flachheit, ei-
nem Hilfsmittel, das die Ubertragung lokaler Eigenschaften von Ringen auf Spezia-
lisierungen ermdglicht. Als besonders hervorhebenswert sei hier die Arbeit [4] ge-
nannt, die gemeinsam mit seinem Schiiler Rolf Schmidt entstand. Neben einer Rei-
he weiterer Doktoranden, vornehmlich aus seiner Kélner Zeit, war Rolf Schmidt
ein von ihm besonders geschitzter Mitarbeiter. Trotz vielfaltiger Bemiihungen ge-
lang es Manfred Herrmann nicht, Rolf Schmidt als Mitarbeiter fiir seine Berliner
Arbeitsgruppe zu gewinnen. Die politischen Umstiinde der DDR verhinderten dies;
Rolf Schmidt hatte sich 1968 als Student offen gegen den Einmarsch des Warschau-
er Paktes in die Tschechoslowakei ausgesprochen, was eine seinen Fihigkeiten ent-
sprechende akademische Laufbahn nachtriglich verhinderte.

Eine Zusammenfassung der Arbeiten zur normalen Flachheit stellt die ge-
meinsam mit Rolf Schmidt und Wolfgang Vogel vorgelegte Monographie [5]
dar.

Waihrend seiner Kolner Zeit entstand zusammen mit Shin Ikeda und Ulrich
Orbanz seine umfangreichste Monographie (siehe [6]). Diese basierte unter ande-
rem auch auf dem von Manfred Herrmann und Ulrich Orbanz initiiertem Studium
der dquimultiplen Ideale. Diese Eigenschaft gestattet es, fiir Aufblasungsringe Ei-
genschaften zu iibertragen, wie man sie fiir regulire Folgen kennt.

Manfred Herrmanns anféngliches Interesse fiir globale Aspekte von Auf-
blasungsringen erweiterte sich insbesondere in Richtung homologischer Eigen-
schaften wie z.B. Cohen-Macaulay- und Gorenstein-Ringe sowie in Richtung mul-
ti-graduierter Strukturen. Es entstanden u. a. gemeinsame Verdffentlichungen mit
S. Goto (Tokyo), C. Huneke (Purdue), E. Hyry (Helsinki), S. Ikeda (Nagoya), J.
Ribbe (K6ln), N.V. Trung (Hanoi) und S. Zarzuela (Barcelona).

Dem jungen japanischen Mathematiker Takesi Kawasaki gelang kiirzlich
die Konstruktion der Macaulayfizierung eines quasi-projektiven Schemas (siche
[Ka]). Um diese Abschwichung der Auflosung von Singularititen rangen in der
unmittelbar zuriickliegenden Zeit zahlreiche wissenschaftliche Beitrige, initiiert
durch Faltings Arbeit [F]. Takesi Kawasaki weilte fiir ein Jahr als Gast in K6ln, wo
er seine Ideen im Rahmen der Herrmannschen Arbeitsgruppe vorstellte und weiter-
fihrte.

In jlingster Zeit beschiftigte sich Manfred Herrmann in erster Linie mit
Eigenschaften von multigraduierten Rees Algebren und deren Zusammenhang
mit der klassischen Theorie der Aufblasungsringe. Neben spezielleren Themen
wie Multiplizitdten, Reduktionsexponenten, a-Invarianten, Gorenstein-Eigen-
schaften von Veronese-Unterringen von Rees-Algebren und rationalen Singulari-
titen galt seine Aufmerksamkeit immer wieder der Entwicklung einer Theorie
multigraduierter Aufblasungsringe, zu der er gemeinsam mit seinen Schiilern bei-
trug.

Am 2. und 3. Juni 2000 fand am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in
Bonn unter dem Titel ,Commutative Algebra, Algebraic Geometry and Singularity
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Theory — A Tribute to Manfred Herrmann‘ eine Konferenz zum Gedenken an Man-
fred Herrmann statt. Wahrend des Treffens, organisiert durch die Professoren
J. Herzog (Essen), F. Hirzebruch (Bonn), N. V. Trung (Hanoi), G. Valla (Genua),
O. Villamayor (Madrid) und S. Zarzuela (Barcelona), erorterten Mathematiker aus
zwoOIf Landern neuere Forschungen im Zusammenhang mit Manfred Herrmanns
Werk.

10.
11.

12.

[F]
[Hi]
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Cantor-Medaille fiir Jacques Tits

H. Abels, Bielefeld

Jacques Tits wurde am 12.8.1930 in Uccle in Belgien geboren. Er studierte
(1945-1948), promovierte 1950 und habilitierte sich 1955, alles an der Universitit
Briissel. Dazwischen war er 1951/1952 Gast am Institute for Advanced Studies in
Princeton. An der Universitit Briissel wurde er zuerst Assistent (1956/57), dann au-
Berordentlicher (bis 1962) und schlieBlich ordentlicher Professor. Von 1964 bis
1975 war er ordentlicher Professor an der Universitit Bonn und seit 1975 ist er Pro-
fessor am Collége de France in Paris.

Er erhielt Einladungen als Gastprofessor an viele Universitdten und For-
schungseinrichtungen auf der ganzen Welt. Er ist Mitherausgeber zahlreicher Zeit-
schriften und war von 1980 bis 1999 Chefredakteur der Publications Mathéma-
tiques des IHES.

Fir seine wissenschaftlichen Leistungen erhielt Tits zahlreiche Ehrungen
und Preise. 1965 wurde er mit dem Preis der belgischen Regierung fiir Reine Mathe-
matik ausgezeichnet, einem Preis, der nur alle zehn Jahre vergeben wird. 1976 verlieh
ihm die Académie des Sciences in Paris den Grand Prix des Sciences Mathématiques
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et Physiques. 1977 wurde er Mitglied der Deutschen Akademie der Naturforscher
Leopoldina in Halle. 1979 wurde er zum Mitglied der Académie des Sciences in Paris
gewihlt, nachdem er schon 1977 korrespondierendes Mitglied dieser Akademie ge-
worden war. 1988 war er Griindungsmitglied der Academia Europaea. Ebenfalls seit
1988 ist er ausldndisches Mitglied der Koninklijke Nederlandse Akademie van We-
tenschapen, seit 1991 Mitglied der Académie Royale de Belgique, seit 1992 Honora-
ry Member der American Academy of Arts and Sciences, ebenfalls seit 1992 auslin-
disches Mitglied der National Academy of Arts and Sciences, seit 1993 Ehrenmit-
glied der London Mathematical Society. Thm wurden die Ehrendoktorwiirden einer
Reihe von Universititen verliehen (Utrecht 1970, Gent 1979, Bonn 1986, Léwen
1992). Im Jahre 1993 wurde er mit dem Wolf Preis ausgezeichnet und im Jahre 1995
wurde ihm der Orden Pour le Mérite fiir Wissenschaft und Kiinste verlichen.

Im Jahre 1996 erhielt er die Cantor-Medaille der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung. Das war der Anlaf} fiir die vorliegende Wiirdigung des Werks von
Jacques Tits. Ich fand diese ehrenvolle Aufgabe nicht leicht: Es ist sehr schwer,
dem Werk von Jacques Tits gerecht zu werden. Ich habe mich deshalb entschlossen,
das Hauptaugenmerk auf die Themenbereiche Gebiude und Tits-Systeme zu rich-
ten und einen méoglichst elementaren Einblick in diese Theorie zu geben. Andere,
ebenfalls wichtige Resultate von Jacques Tits, werden dagegen nur kurz behandelt.

In der Verleihungsurkunde der Georg Cantor-Medaille heifit es: ,Die
[Deutsche Mathematiker-]Vereinigung ehrt einen herausragenden Wissenschaftler,
der die Mathematik durch fundamentale Beitrige gefordert und geprigt hat. Er
entwickelte die Axiomatik der BN-Paare und die Theorie der Gebiude, die unver-
zichtbare Hilfsmittel fiir die Behandlung von algebraischen und einfachen Gruppen
geworden sind. Seine Klassifikation von halbeinfachen algebraischen Gruppen
ber beliebigen Korpern und die Bruhat-Tits-Theorie iiber lokalen Korpern sind
bleibende Ergebnisse mathematischer Forschung und gleichzeitig die Basis neuer
Entwicklungen in Geometrie, Algebra und Arithmetik*.

1 Tits-Systeme

Was ist ein Tits-System? Um diese Frage zu beantworten, beginne ich mit
einem Beispiel. Es sei G = GL(n, k) die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen
mit Eintrdgen aus dem Koérper k. Betrachten wir die Untergruppe B von G der obe-
ren Dreiecksmatrizen. Der Buchstabe B rithrt daher, daBB B eine sogenannte Borel-
Untergruppe von G ist. Geometrisch gesprochen ist B die Untergruppe von G derje-
nigen linearen Automorphismen von k", die die Standardfahne 0= V, < V]
<...< V, = k" invariant lassen. Dabei ist V; der Aufspann der ersten i Vektoren
der Standardbasis ey, ...,e, von k". Es sei W die symmetrische Gruppe S, auf n
Symbolen. Wir kénnen W als Untergruppe von G ansehen, indem wir der Per-
mutation w € W diejenige lineare Abbildung zuordnen, die die Basisvektoren
el,...,e, entsprechend permutiert, d. h. w(e;) = e, ;. Die Gruppe W heiBt die
Weyl-Gruppe von G. Eine grundlegende Tatsache ist nun, daB sich jedes Element g
aus G in der Form bw b’ mit b,b’ € B und eindeutig bestimmtem w € W schreiben
1aBt. Anders gesagt, G ist die disjunkte Vereinigung der Doppelnebenklassen Bw B,
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w € W. Diese Tatsache beweist man mit einem Verfahren dhnlich dem GauBschen
Algorithmus fiir das Losen linearer Gleichungssysteme — ein Algorithmus, der sich
iibrigens schon in einem chinesischen mathematischen Text aus der Zeit der Han-
Dynastie (ca. —200 bis +200) findet.

Die disjunkte Zerlegung G = J,, c 5» Bw B heiBt die Bruhat-Zerlegung von G.
Bruhat entdeckte ndmlich im Jahre 1954, daB3 die analoge Aussage fur alle ein-
fachen Lie-Gruppen G gilt: Die Doppelnebenklassen von G nach der Borel-Unter-
gruppe B werden auf natiirliche Weise durch die Weyl-Gruppe W indiziert. Diese
Tatsache hat Chevalley kurz darauf auch fiir die nach ihm benannten Serien von
einfachen Gruppen nachgewiesen und bei der Klassifikation der einfachen Grup-
pen iber algebraisch abgeschlossenen Korpern verwendet.

Hier setzt nun Tits ein. Er axiomatisiert die Eigenschaften der Bruhat-Zer-
legung und gelangt so zum Begriff des BN-Paares [1, 2]. Bourbaki [19] hat die BN-
Paare nach ihrem Entdecker in Tits-Systeme umbenannt. Ich erldutere mit Blick
auf unser Beispiel das wichtigste Axiom eines Tits-Systems. Zu einem Tits-System
fiir eine Gruppe G gehort auBler den Gruppen B und W noch ein weiteres Bestim-
mungsstiick, ndmlich eine Menge S von Erzeugenden von W. In unserem Beispiel
W =S, ist S die Menge der Transpositionen benachbarter Zahlen s; = (i,i + 1),
i=1,...,n— 1. Das wichtigste Axiom eines Tits-Systems besagt, daB das Produkt
einer Doppelnebenklasse Bw B mit einer Doppelnebenklasse Bs B fiir ein Element
s des Erzeugendensystems S in der Vereinigung von zwei ganz bestimmten Doppel-
nebenklassen enthalten ist, nimlich

BwB-BsBC BwBUBwsB.

Die Doppelnebenklasse Bws B tritt offensichtlich immer auf. Und nur in besonde-
ren Fillen tritt nur diese Doppelnebenklasse auf. Aus den Axiomen eines Tits-Sy-
stems kann man folgern, daBl die Gruppe W zusammen mit dem Erzeugenden-
system S eine Coxeter-Gruppe bildet. Coxeter-Gruppen spielen sowohl fiir Tits-Sy-
steme als auch fiir die Theorie der Gebidude eine wichtige Rolle. Deshalb werden
wir in einem eigenen Abschnitt die grundlegenden Eigenschaften von Coxeter-
Gruppen zusammenstellen.

Zuriick zu Tits-Systemen. Es ist eine Tatsache von grundlegender Bedeu-
tung, dal} alle einfachen Gruppen, die von algebraischen Gruppen herriihren, auf
kanonische Weise ein Tits-System besitzen. Der Beweis ist in der gemeinsamen Ar-
beit [4] von Borel und Tits enthalten. Das Wort einfach ist hier im Sinne der jeweils
zusténdigen Theorie gemeint: algebraische Gruppen, Lie-Gruppen, endliche Grup-
pen. Einschrinkend mufl man hinzufiigen, daBl man ein nicht-triviales Tits-System,
d.h. B # G, nur dann erhélt, wenn die Gruppe G isotrop ist. Fiir einfache Gruppen
iiber IR ist ,,isotrop* dquivalent mit ,,nicht kompakt*.

Blicken wir zuriick zu unserem Beispiel G = GL(n, k), so ist ein (nicht nur
technischer) Punkt zu erwéhnen. Die Gruppe G ist nicht einfach, sie enthilt ja den
Normalteiler SL(n, k) und sie hat ein Zentrum, bestehend aus den konstanten Dia-
gonalmatrizen. Trotzdem fallt sie unter die Theorie: G ist reduktiv, und die Theorie
gilt auch fiir reduktive Gruppen.

In Umkehrung zu diesem Resultat hat Tits in [3] gezeigt, daB eine Gruppe
einfach ist, wenn sie ein Tits-System besitzt und gewisse zusitzliche rein gruppen-
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theoretische Annahmen erfiillt. Der Punkt ist natiirlich, da3 diese Annahmen we-
sentlich leichter nachzupriifen sind, als die Einfachheit der vorgelegten Gruppe.
Ein zusatzlicher Gewinn, den Tits aus diesem Kriterium ziehen konnte, war der
Nachweis, daB3 die nach ihm benannte endliche Gruppe einfach ist. Es ist die Kom-
mutatorgruppe der 2F4(2).

2 Coxeter Gruppen

An dieser Stelle soll ein Exkurs liber Coxeter-Gruppen eingeschaltet wer-
den. Denn einerseits bildet die Theorie der Coxeter-Gruppen und der zugehdrigen
Coxeter-Komplexe eine Grundlage fiir die Theorie der Gebdude und auch der Tits-
Systeme, und andrerseits hat Tits auch zu jener Theorie wichtige Erkenntnisse bei-
getragen.

Eine orthogonale Abbildung s heil3t Spiegelung, wenn die Menge ihrer Fix-
punkte eine Hyperebene ist. Eine endliche Gruppe von orthogonalen Abbildungen
heiBt endliche Spiegelungsgruppe, wenn sie von Spiegelungen erzeugt wird. Zum
Beispiel ist die symmetrische Gruppe W = S, — wie oben betrachtet als Untergrup-
pe von GL(n,IR) — eine Spiegelungsgruppe, denn die Transposition (i, j) ist ja die
Spiegelung an der Hyperebene {(xi,...,x;) € R"; x; = x;}.

Die Geometrie der endlichen Spiegelungsgruppen versteht man gut. Ich
nenne die Hauptergebnisse. Sei W eine Spiegelungsgruppe, die in der orthogonalen
Gruppe des euklidischen Vektorraums V enthalten ist. Sei T die Menge der Spiege-
lungen in W. Zu jeder Spiegelung ¢ gehort die Hyperebene H, ihrer Fixpunkte. Die
Hyperebenen H, zerlegen den Vektorraum V in endlich viele Kammern. Genauer
gesagt heiB3t eine Zusammenhangskomponente von ¥\ J,. r H; eine offene Kam-
mer. Eine Kammer ist per definitionem der AbschluB einer offenen Kammer. Dann
gilt: Die Gruppe W wirkt einfach transitiv auf der Menge der Kammern. Jede
Kammer C ist eine Fundamentalmenge fiir die Wirkung von W auf V' im strikte-
sten Sinne des Wortes, namlich jede Bahn Ww, v € V, trifft C in genau einem
Punkt. Wenn C eine Kammer ist, dann heif3t eine Menge der Form H,NC, 1€ T,
eine Wand der Kammer C, wenn H; N C in keinem echten Untervektorraum von
H, enthalten ist. Unter gewissen Irreduziblilitidtsvoraussetzungen an W gilt weiter:
Jede Kammer hat genau dim V' Winde. Fir eine gegebene Kammer C sei S die
Menge der sin T, fiir die H; N C eine Wand von C ist. Dann ist S ein Erzeugenden-
system von W. Fir zwei Elemente s,z aus S habe die Drehung sz in W die Ordnung
m(s, t). Diese Zahl kann man aus den Winkeln zwischen den entsprechenden Win-
den ablesen:

A— (Hx N CyHI N C) = 7r/WZ(S’ t)
falls s # ¢. Fiir s = ¢ setze man m(s, s) = 1. Weiter gilt, daB die Relationen
(st)™) = e fiir s,1 € S (%)

eine Prisentation der Gruppe W bilden, d. h. jede Relation in W zwischen den Ele-
menten aus S ist eine Folgerung aus den Relationen ().

Ein Coxeter-System ist nun definiert als ein Paar (W, S) bestehend aus ei-
ner Gruppe W und einem Erzeugendensystem S, so daB die Relationen (x) eine
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Prisentation von W bilden. Wir haben gesehen, daB3 man zu jeder irreduziblen end-
lichen Spiegelungsgruppe W ein Erzeugendensystem S finden kann, so daB3 (W, S)
ein Coxeter-System ist. In unserem Beispiel W = S, betrachtet als Untergruppe
von GL(n,R) ist C = {(x1,...,x,) € R"; x; < x; < ... < x,} eine Kammer, deren
Winde gerade die Mengen H, N C mit s € S = {s1,...,s,} sind. In diesem Fall ist
m(s;, s;) = 3 falls |i — j| = 1 und m(s;,s;) = 2 falls |i — j| > 2. Die Darstellung von
W auf IR” ist nicht irreduzibel, aber ihre Einschrinkung auf die Hyperebene
V =A{(x1,...,x,) € R", Bx; = 0} ist irreduzibel. Dann ist dim V' = #S =n—1im
Einklang mit der Theorie.

Fiir eine irreduzible endliche Spiegelungsgruppe W in dem euklidischen
Vektorraum V" kann man jetzt den Coxeter-Komplex | X (W, S)| leicht beschreiben.
Es ist die Einheitssphédre in ¥ zusammen mit der Triangulierung dieser Sphire, die
durch die Durchschnitte von Kammern mit der Sphéire gegeben ist. Die Bezeich-
nung |X(W,S)| ist dadurch gerechtfertigt, daBl dieser Komplex die geometrische

Coxeterkomplex der A3 Coxeterkomplex der C3

Realisierung eines Simplizialkomplexes X' (W, S) ist, der nur von dem Coxeter-Sy-
stem (W,S) abhidngt. Dazu eine Bezeichnung: Eine Untergruppe von W heilt
Standard-parabolisch, wenn sie von einer Teilmenge von S erzeugt wird. Sie heil3t
parabolisch, wenn sie in W konjugiert zu einer Standard-parabolischen Untergrup-
pe ist. Zuriick zur Beschreibung von X (W, S) alleine mit Hilfe des Coxeter-Systems
(W, S): Die Gruppe W wirkt auf X (W, S). Dabei ist jeder maximale Simplex eine
Fundamentalmenge fiir diese Wirkung im striktesten Sinne dieses Wortes. Und eine
Untergruppe von W ist genau dann Stabilisator eines Simplex von X (W, S), wenn
sie parabolisch und # W ist.

Einige Bemerkungen sollen das Bild abrunden und Beitridge von Tits zur
Theorie erwidhnen. Die gesamte hier vorgestellte Theorie fiir endliche Spiegelungs-
gruppen W mit zugehorigen ausgezeichnetem Erzeugendensystem S kann rein alge-
braisch nachgebildet werden fiir beliebige Coxeter-Systeme (W, .S). Die Gruppen-
elemente von W entsprechen dabei den Kammern, die Spiegelungsebenen H,,
t €T, zerlegen W (entsprechend der Menge der Kammern) in zwei Teilmengen,
etc. Als Folgerung aus dieser Theorie hat Tits das Wortproblem fiir Coxeter-Syste-
me gelost [6].

Fiir jedes Coxeter-System (W, S) hat Tits eine Darstellung von W definiert
in einem Vektorraum ¥ der Dimension #S. Er hat eine quadratische Form defi-
niert, die von W invariant gelassen wird. Diese Form ist positiv definit genau dann,
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wenn W endlich ist. Jedes s € S wird durch eine Spiegelung dargestellt. Insbesonde-
re erhélt man also, daB jede endliche Coxetergruppe W als endliche Spiegelungs-
gruppe dargestellt werden kann. Eine Coxetergruppe ist dabei natiirlich eine Grup-
pe W, in der es eine Teilmenge S gibt, so daB (W, S) ein Coxeter-System ist. Die
Kardinalitit von S heiit der Rang des Coxeter-Systems. Der zugehdrige Coxeter-
Komplex X (W, S) hat dann die Dimension dim X (W, S) = Rang — |

Die Standardreferenz fiir das in diesem Abschnitt Gesagte ist Bourbaki
[19], ein Buch, an dessen Entstehung Tits stark mitgewirkt hat.

3 Gebiude

Eine bahnbrechende Leistung von Tits ist die Theorie der Gebdude. Ein Ge-
bdude im Sinne von Tits ist ein geometrisches Objekt mit einer sehr reichen Struktur,
die wir im ndchsten Absatz naher beschreiben werden. Die Bedeutung fiir die Theorie
der algebraischen, der Lieschen und der einfachen endlichen Gruppen besteht darin,
daB Tits zu jeder Gruppe mit Tits-System ein Gebiude definiert. Und wir hatten im
Abschnitt iber Tits-Systeme herausgestellt, daB Borel und Tits zu jeder isotropen re-
duktiven, insbesondere jeder isotropen einfachen algebraischen Gruppe ein Tits-Sy-
stem konstruiert haben. Die Gruppe wirkt dann auf natiirliche Weise auf dem zuge-
horigen Gebiude. Diese Wirkung der Gruppe auf dem Gebaude gibt ein geometri-
sches Verstandnis der Gruppe. Auf diese Art sind Geb4ude zu einem unverzichtbaren
Hilfsmittel fiir die Behandlung von algebraischen, arithmetischen und einfachen
Gruppen geworden. In unserem Beispiel der allgemeinen linearen Gruppe GL(n, k)
ist das zugehorige Gebaude die Menge der Fahnen von Untervektorrdumen von k.

Was ist ein Gebdude? Ein Gebdude im Sinne von Tits setzt sich aus Woh-
nungen (Apartments) zusammen. Jede einzelne Wohnung ist ein Coxeter-Komplex,
hat also eine wohlverstandene Struktur. Je zwei Wohnungen in einem Gebiude
sind isomorph. Das Gebéude enthilt sehr viele Wohnungen. Genauer gesagt, sind
je zwei Kammern ( = Simplexe maximaler Dimension) in einer gemeinsamen Woh-
nung des Gebidudes enthalten.

Betrachten wir wieder das Beispiel der allgemeinen linearen Gruppe
G = GL(n, k). Das Gebaude A von G ist ein Simplizialkomplex. Fin Vertex in A ist
ein Untervektorraum von k". Dabei 1a3t man die beiden trivialen Unterrdume {0}
und k" weg. Die Simplexe in A sind die Fahnen von nicht trivialen Untervektorriu-
men von k”. Die Wohnungen in diesem Gebiude erhilt man wie folgt: Fixieren wir
eine Basis B = {vy,...,v,} von k". Dann sei Ag derjenige Unterkomplex von A,
dessen Vertices diejenigen nicht trivialen Untervektorrdume von k” sind, die von ei-
ner Teilmenge unserer Basis B aufgespannt werden. Die Simplexe in .4z sind die Fah-
nen von solchen Unterrdumen. Fiir jede Basis B von V ist Ap eine Wohnung in A
und jede Wohnung in A ist von dieser Form. Offensichtlich ist der Simplizialkom-
plex A isomorph zu demjenigen Simplizialkomplex, dessen Vertices die Teilmengen
# 0, {1,...,n} von {1,...,n} sind und dessen Simplexe die Fahnen von solchen
Mengen sind. Dieser Komplex ist isomorph zu X (W, S), denn W = S, wirkt auf na-
tiirliche Weise auf ihm, einfach transitiv auf den maximalen Simplexen, und die Sta-
bilisatoren von Simplexen sind genau die parabolischen Untergruppen # W.
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Fiir kleine Dimensionen n (Rédnge n — 1) erhalten wir fiir GL(n, k) die fol-
genden Gebdude A. Fiir n = 1 ist A leer. Fiir n = 2 ist A die Menge der Geraden in
k? ohne weitere Struktur. Fiir n = 3 erhilt man einen Graph. Die Vertices gehdren
zu zwei Typen, entsprechend den eindimensionalen und den zweidimensionalen
Unterrdumen. Man verbindet zwei Vertices durch eine Kante, wenn zwischen den
entsprechenden Unterrdumen eine Inklusion besteht.

Eine Wohnung ist also ein Sechseck mit zwei Typen von Eckpunkten. In
der obigen Abbildung dieser Wohnung, also des Coxeter-Komplexes von
(S3,{s1,52}) sind in der Beschriftung die beiden hier vorgestellten Beschreibungen
dieses Komplexes beriicksichtigt. Einerseits ist er der Komplex der Teilmengen
# 0, {1,2,3} von {1,2,3}. Dazu sind bei den Vertices die zugehdrigen Teilmengen
von {1,2,3} angegeben. Zum anderen ist er die (eckig gemachte) Sphére im 2-di-
mensionalen Vektorraum V = {(x;, x3,x3) € R x| +x +x3 = 0} mit der natiir-
lichen Darstellung der Spiegelungsgruppe Ss. Hierzu sind bei den Wénden der
Kammern jeweils die nicht trivialen Elemente der zugehorigen parabolischen Un-
tergruppe von S; angegeben.

Fiir den Korper k& = IF, mit 2 Elementen hat das Gebaude der GL(3,1F;) je 7 Ver-
tices vom Typ ,,Geraden® und vom Typ ,,Ebenen. Jeder Vertex ist mit genau 3
Vertices vom anderen Typ verbunden. Das vorausgehende Bild kann nicht die gan-
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ze Schonheit des Gebdudes A zeigen, weil man ihm nicht die vielen Symmetrien
von A ansehen kann. Auch fallen die 28 Wohnungen nicht ins Auge. Die Gebau-
deaxiome sind aus dem Bild auch nicht zu erkennen. Die Gruppe aller typerhalten-
den Automorphismen von A gibt uns wieder GL(3, IF,) zuriick. Das bringt uns zur
allgemeinen Theorie zuriick.

Wir hatten oben erkldrt, daB zu jeder isotropen einfachen algebraischen
Gruppe iiber einem Korper ein Gebiude gehért. Nicht alle Gebiude entstehen auf
diese Art. Aber es gilt der folgende tiefliegende Klassifikationssatz, den Tits in sei-
nem Buch [11] bewiesen hat. Alle dicken Gebdude vom Rang > 3 und von sphiri-
schem, irreduziblem Typ kommen von solchen oder eng mit ihnen verwandten
Gruppen her. Ein Gebaude heiit sphdirisch, wenn seine Wohnungen endlich sind.
Der Name sphirisch rithrt daher, daBB die Wohnungen dann triangulierte Sphiren
sind. Die Voraussetzungen ,,dick“ und ,,irreduzibel sind notwendig und sollen hier
nicht weiter erldutert werden. Die wichtige Einschrinkung ist die iiber den Rang.
Eine Klassifikation der Gebdude vom Rang 2 ist nicht zu erwarten (es sei denn,
man macht einschriankende Voraussetzungen, etwa da3 das Gebiude die Moufang-
Eigenschaft hat). Eine Klassifikation der Gebdude vom Rang 2 wiirde insbesondere
eine Klassifikation aller projektiven Ebenen einschlieBen.

Eine weitere tiefliegende Aussage in Tits’ Buch ist der Satz, daB man die
Ausgangsgruppe aus dem Gebdude zuriickerhilt. Sie ist namlich im wesentlichen
die Automorphismengruppe des Gebdudes. Das gilt fiir alle Range > 2. Dieser Satz
ist eine umfassende Verallgemeinerung des Hauptsatzes der projektiven Geometrie.

Leser, die mehr tiber die Theorie der Gebiude erfahren wollen, kénnen na-
tiirlich die erwdhnten Quellen studieren. IThnen kann man aber auch zur Einfiihrung
das Buch von K. Brown [20] und den Ubersichtsartikel von R. Scharlau [24] emp-
fehlen. Erwéhnt seien auch noch die Biicher von M. Ronan [23] und R. Garrett [21]
zum Thema.

4 Affine Gebiude

Die bisher besprochenen Gebdude sind sphérisch, das heit ihre Wohnungen
sind endlich. Aufbauend auf Beispielen von Iwahori und Matsumoto haben Bruhat
und Tits [8, 13] fiir algebraische Gruppen iiber bewerteten K6rpern eine ganz andere
Klasse von Tits-Systemen und Gebduden erhalten. Diese Gebidude sind affin, in dem
Sinne, daB die Wohnungen triangulierte affine Raume sind. Diese Bruhat-Tits-Ge-
baude spielen fiir lineare Gruppen iiber nicht archimedischen lokalen Kérpern, also
z.B. Q, oder IF,((?)), eine dhnliche Rolle wie die symmetrischen Radume fiir reelle
und komplexe Lie-Gruppen. Die Gruppe wirkt ndmlich auf dem Bruhat-Tits-Gebdu-
de auf natiirliche Weise. Das Bruhat-Tits-Gebaude ist zusammenziehbar. Und Bru-
hat und Tits haben einen dem Cartanschen Fixpunktsatz analogen Fixpunktsatz be-
wiesen mit entsprechenden Folgerungen fiir kompakte Untergruppen.

Das Bruhat-Tits-Gebaude A(G,k,v) einer algebraischen Gruppe G iber
dem bewerteten Korper k mit Bewertung v ist eng verbunden mit dem gewohnli-
chen Tits-Gebdude A(G, k) von G tiber k£ und mit dem gewdhnlichen Tits-Gebiude
A(G,o0/m) von G tber dem Restekorper o/m von k. Das Gebdude A(G, k) kann
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als Menge der unendlich fernen Punkte im Bruhat-Tits-Gebdude A(G, k, v) angese-
hen werden. Und das Tits-Gebdaude A(G,o/m) des Restekorpers tritt als Umge-
bungsrand (Link) im Bruhat-Tits-Gebdude A(G,k,v) auf. Allgemeiner gilt, dal3
Links von Simplexen in Gebduden selbst wieder Gebdude sind von genau angebba-
rem Typ.

Im einfachsten Fall G = SL, ist das Bruhat-Tits-Gebdude A(G,k,v) ein
Baum, falls k ein Korper mit der Bewertung v ist. Man beachte die Dimensionsver-
schiebung. Das gewohnliche Tits-Gebaude A(G, k) ist in diesem Fall eine Menge
von Punkten ohne weitere Struktur, also 0-dimensional. Das Bruhat-Tits-Gebaude
A(G,k,v) ist dagegen l-dimensional. Bereits fiir diesen einfachsten Fall hat die
Wirkung von SL(2,k) auf dem zugehorigen Baum weitreichende Konsequenzen
fir die Gruppe SL(2,k) und ihre Untergruppen, wie Serre in seinem Buch iiber
Baume herausgearbeitet hat.

Auch fiir affine Gebidude hat Tits einen Klassifikationssatz [14] bewiesen,
der wieder besagt, daB die affinen Gebdaude vom Rang > 4 diejenigen sind, die von
algebraischen Gruppen iiber lokalen Korpern herrithren. Beim Beweis konstruiert
er das Gebiaude im Unendlichen. Dieses Gebdude ist sphérisch und sein Rang ist
um eins kleiner, vgl. die oben angesprochene Dimensionsverschiebung. Dann ver-
wendet er die Klassifikation der sphirischen Gebdude von Rang > 3, um die ge-
suchte Gruppe und den gesuchten Korper zu finden. Es bleibt die Bewertung zu
konstruieren.

5 Kac-Moody-Gruppen, Zwillingsgebiude

Seit langerem hat Tits an der Entwicklung einer algebraischen Theorie von
Kac-Moody-Gruppen gearbeitet. Vor den Kac-Moody-Gruppen sind die Kac-
Moody-Algebren studiert worden. Das sind Lie-Algebren, die durch eine bestimmte
Préisentation definiert werden. Diese Prasentation verallgemeinert die von Serre an-
gegebene Priasentation der endlich-dimensionalen halbeinfachen Lie-Algebren. Die
Kac-Moody-Algebren sind unendlich-dimensional, bis auf die Ausnahme der end-
lich-dimensionalen halbeinfachen. In der Arbeit [15] hat Tits nun ganz allgemein
fiir Kac-Moody-Algebren und beliebige Ringe R Kac-Moody-Gruppen mit Koeffi-
zienten in R definiert, dhnlich wie Chevalley das fiir die endlich-dimensionalen
halbeinfachen Lie-Algebren getan hat.

Kac-Moody-Gruppen iiber Korpern haben nun Zwillings-Tits-Systeme,
aus denen Ronan und Tits wiederum Zwillingsgebdude (Doppelgebiude, twin buil-
dings, immeubles jumelés) konstruiert haben [16]. Ein Zwillingsgebaude besteht aus
zwei Gebiduden, die durch eine zusitzliche Struktur (Kodistanz, Oppositionsrelati-
on) mtieinander verbunden sind. Auch fiir Zwillingsgebaude hat Tits in [16] ein
Klassifikationsprogramm entworfen und wichtige Beitridge dazu geliefert, insbeson-
dere zur Eindeutigkeit. Das Programm ist in wesentlichen Teilen zum Abschluf3 ge-
bracht worden durch die Habilitationsschrift von B. Mihlherr [22]. Auch hier stellt
sich heraus, daB die Existenz der klassifizierten Zwillingsgebaude algebraisch er-
klart werden kann, in dem Sinne, daB sie zu gewissen ,,Formen* von Kac-Moody-
Gruppen gehoren.
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Am besten verstanden sind die sogenannten affinen Kac-Moody-Algebren
und Gruppen. Dazu gehoren z. B. im algebraischen Kontext die Chevalley-Grup-
pen iiber Laurent-Polynom-Ringen k[t,7~!], aber auch — im analytisch-topologi-
schen Kontext — die Schleifengruppen. Eine Schleifengruppe ist die Gruppe derjeni-
gen (z. B. analytischen) geschlossenen Wege in einer halbeinfachen Lie-Gruppe, die
im Einselement beginnen und enden. Die Doppelgebiude ergeben natiirliche Wirk-
rdume fiir die Kac-Moody-Gruppen mit entsprechenden Folgerungen fiir diese
Gruppen und ihre Untergruppen, z. B. arithmetische Gruppen.

Ronan und Tits haben gemeinsam einen ganz anderen Teil der Theorie der
* Zwillingsgebaude entwickelt, ndmlich der Zwillingsbiume [17, 18]. Das ist der 1-di-
mensionale Fall. Aber dieser Fall ist weder ein Spezialfall noch ein Modell der all-
gemeinen Theorie der Zwillingsgebiude; er ist ganz anders.

6 Klassifikation der halbeinfachen algebraischen Gruppen

Die halbeinfachen komplexen Lie-Algebren wurden im 19. Jahrhundert
von Killing und Cartan klassifiziert. Das Ergebnis schreibt man am tibersichtlich-
sten in Form der zugehdrigen Dynkin-Diagramme auf. Daraus folgt die Klassifika-
tion der komplexen halbeinfachen Lie-Gruppen. Chevalley hat eine vollkommen
analoge Klassifikation der halbeinfachen algebraischen Gruppen iiber algebraisch
abgeschlossenen Korpern bewiesen. In der Arbeit [5] hat Tits eine Klassifikation
der halbeinfachen algebraischen Gruppen iiber beliebigen K6rpern vorgelegt. Die
Bestimmungsstiicke sind 1) der Typ iiber dem algebraisch abgeschlossenen Hiill-
korper, 2) der Index, im wesentlichen ist das eine Wirkung der Galoisgruppe auf
dem Dynkin-Diagramm und 3) der anisotrope (iiber IR bedeutet das: kompakte)
Kern. Durch diese Stiicke ist die Gruppe eindeutig bestimmt, wie Tits zeigt. In
wichtigen Fillen werde die moglichen Indizes zu 2) klassifiziert. Die Klassifikation
der anisotropen Kerne ist ein schwieriges offenes Problem. Fir den Fall des Kor-
pers IR kennt man natiirlich die kompakten Lie-Gruppen.

7 Tits-Alternative

In der Arbeit [9] hat Tits bewiesen, daB fiir jeden Korper K jede endlich er-
zeugte Untergruppe von GL(n, K) entweder eine auflosbare Untergruppe von end-
lichem Index enthilt oder eine freie nicht-abelsche Untergruppe enthilt. Fiir Kor-
per der Charakteristik null gilt das sogar fiir beliebige, also nicht nur fiir endlich er-
zeugte Untergruppen von GL(n, K). Abgesehen davon, daB3 das Resultat fiir sich
sehr schon und wichtig ist, hat diese Arbeit Entwicklungen in zwei Richtungen aus-
geldst: Sie hat erstens AnlaBl gegeben zu fragen, ob dhnliche Tits-Alternativen fiir
andere Klassen von Gruppen gelten. Und zweitens haben die Methoden der Arbeit,
namlich die Dynamik linearer Abbildungen zu studieren, sich als sehr fruchtbar er-
wiesen.
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8 Endliche einfache Gruppen

Die Theorie der Gebdude und der Tits-Systeme hat wichtige Anwendungen
auf die Theorie der endlichen einfachen Gruppen. Alle Gruppen vom Lie Typ tra-
gen ja solche Strukturen. Damit hat man geometrische Interpretationen fiir alle
endlichen einfachen Gruppen bis auf die alternierenden und die 26 (bekannten)
sporadischen. Das sehr allgemeine Einfachheitskriterium, das Tits aus der Theorie
der Tits-Systeme ableitet, wurde schon am Ende des Abschnitts iiber Tits-Systeme
erwihnt. Ebenso die Anwendung auf die Tits-Gruppe, die trotz ihrer eigenartigen
Eigenschaften nicht zu den sporadischen Gruppen gehort. Hervorzuheben sind
noch Tits’ Existenzbeweis des Monsters in drei schonen Preprints und sein Einfluf3
auf die Entwicklung der Theorie von Geometrien, die allgemeiner sind als Gebiude
und die fiir die meisten sporadischen Gruppen geometrische Interpretationen lie-
fern.

9 Weitere Arbeiten

An weiteren wichtigen Arbeiten mochte ich noch folgende erwidhnen. Tits
hat grundlegende Ergebnisse erhalten zum Thema Wirkungen von Gruppen auf
Béumen [7, 12], einem Forschungsgebiet, das sich letzter Zeit sehr entwickelt hat.
Auf den Zusammenhang mit Gebduden und Zwillingsgebiuden habe ich schon
hingewiesen: eindimensionale affine Gebdude sind Biume, und Zwillingsbiume
sind eindimensionale Zwillingsgebiude.

Weiter mochte ich die gemeinsame Arbeit [10] von Tits mit Borel erwih-
nen, in der die Struktur von einfachen algebraischen Gruppen qua abstrakte Grup-
pen untersucht wird. Sie zeigen, daB fiir isotrope einfache algebraische Gruppen G
und G’ und unendliche Korper £ und k' auBer den erwarteten Homomorphismen
keine weiteren abstrakten Homomorphismen G(k) — G'(k’) mit Zariski-dichtem
Bild existieren. Insbesondere sind alle solchen Homomorphismen fiir k = k£’ = IR
stetig. Die Beweise basieren auf dem monumentalen Werk [4] der beiden Autoren
tiber reduktive Gruppen.

Leider gibt es keine Ausgabe der gesammelten Werke von Tits. Ich halte
das fiir einen entschiedenen Mangel. Bei der Herausgabe einer solchen Sammlung
sollte man auch seine ,,Résumés de cours“ am Collége de France mitaufnehmen.
Sie sind eine Fundgrube fiir weitere Ideen, Resultate, Anregungen und Probleme.
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The Curse of Dimensionality —
A Challenge for Mathematical Statistics

U. Gather, C. Becker

1 Introduction

It is a well-known fact that in almost any field of applied research, nowa-
days progress is achieved mainly or to a large extent by analyzing and properly in-
terpreting either experimental or empirical data. One may think of the life sciences
here (e.g. analyzing the human genome, understanding the functioning of the
brain) or of the engineering sciences (e. g. understanding the influence of process
parameters on the final quality properties of a product).

For at least two reasons the data which have to be analyzed here to gain
more information are very high-dimensional. The first reason is that the open re-
search questions themselves have become more and more complex. Already known
relationships — e. g. in medicine — can only be described by functions between high-
dimensional influential and response variables. The second reason comes from the
immense increase of facilities to collect, store and process high-dimensional and
massive data by modern computer power, which makes it possible for the first time
to actually investigate such complex research questions. In any case, the claim for
statistical methods and data analytical tools which are able and appropriate to ex-
tract the essential information from high-dimensional data structures is a real and
urgent one.

From a pure mathematical first perspective one might argue that statistical
methods for multivariate data do already exist, and very often their (in some sense)
optimal performance has been proved, independently of the dimension of the data.
However, optimal can be very bad in high dimensions.

It is the objective of the first part of this paper to show the principal and al-
gorithmic problems which constitute the new challenge for mathematical statistics
here. In the second part, some procedures will be presented which are constructed
to cope with the curse of dimensionality. These will be prototypical examples of ap-
proaches, for which we will also investigate some new problems they are still gener-
ating, leaving us with enough open questions in mathematical statistics.

The oral presentation of this paper was given as a plenary lecture at the An-
nual Conference of the DMV (German National Mathematical Society). It was
meant to give a partial overview on the problem of analyzing high-dimensional
data and was addressed to an audience with a general mathematical background
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Fig. 1. Nested cylinders

not necessarily familiar with special methods in mathematical statistics and data
analysis.

We therefore chose to start at a rather elementary level and to show princi-
pal problems as well as some solutions by means of prototypical examples such as
regression modeling with high-dimensional influential variables and outlier identifi-
cation in high-dimensional data from simple distributions.

The structure of this paper is as follows. In Section 2, we repeat some well-
known facts about multidimensional data and explain what we mean by the curse
of dimensionality. In Section 3, we consider some very simple statistical models in
order to motivate the need for new methods in high dimensions. Finally, two spe-
cial statistical tasks are discussed in more detail in the situation of high-dimensional
data. These are the identification of outliers and dimension reduction in nonpara-
metric regression. We finish with some concluding remarks.

2 The curse of dimensionality: facts, examples, real life data

In this section, we first restrict ourselves to examples with three-dimen-
sional data in order to be able to visualize structures. It can be seen that typical dif-
ficulties already begin in this seemingly simple situation.

Example 2.1. Let X,, X} be the sets of two nested cylinders of infinite height
in IR?, and consider random variables X, o Xp with values in X,, X, respectively, i. e.
X, = (Xa, Xa2, Xa3 T X, = (Xbl,sz,ng)T. For X,, the bivariate marginal distri-
bution of (Xa1, Xa2)" is assumed as uniform on the boundary of a two-dimensional cir-
cle with radius 0.5, centered at the origin, while X is standard normally distributed
on R. For X, we assume a similar structure, but the bivariate marginal is uniform
now on the boundary of a circle with radius 1 (see Figure 1). We take a sample of size
500, where we have 250 observations of X,, X, each, and try to re-identify the given
structure. Figure 2 shows all possible one- and two-dimensional projections of the data
onto the coordinate planes and axes. Obviously the structure is visible in some of the
two-dimensional projections, but we also see that indeed only some of the projections
are suitable. In the one-dimensional projections which only give us the empirical mar-
ginal distributions, we cannot detect any structure.
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Fig. 2. Nested cylinders data: one- and two-dimensional projections

Fig. 3. Nested spheres

While in Example 2.1 we can still identify some of the structure by project-
ing into lower dimensions, the following example shows a situation where the lower
dimensional projections do no longer reveal any information.

Example 2.2. Let X,, X} be the sets of two nested spheres in IR>, and consid-
er again random variables X, = (Xal,Xaz,Xa3)T, Xy = (Xbx,sz,Xb3)T with values
in X,, Xy, respectively. Now, X, and X, are uniformly distributed on the boundaries
of three-dimensional spheres, centered at the origin, with radii 0.5 and 1, respectively.
Figure 3 indicates the structure. As in Example 2.1, we take a sample of size 500,
where we now choose 150 observations of X, and 350 observations of Xy. The one-
and two-dimensional projections of these data onto the coordinate planes and axes



22 U. Gather, C. Becker

-1.0 -05 -0.0 05 10 -1.0 05 -0.0 05 10

Fig. 4. Nested spheres data: one- and two-dimensional projections

can be seen in Figure 4. This time, the structure is no longer visible in any of the pro-
Jjected data sets. One just might suspect that there is some inherent structure.

From the very simple Examples 2.1 and 2.2 it becomes clear that already
for three-dimensional data, it can become difficult to detect existing structures by
means of lower dimensional projections. On the other hand, in high-dimensional
data situations, where we also lack geometrical imagination, the detection of struc-
tures heavily depends on such projections. Hence, generally we do not have any
chance to gain informative visualizations by simply projecting high-dimensional
data into lower-dimensional spaces.

There is another problem coming along with high dimensions, and this is a
principal one which we will illustrate by an example from nonparametric regres-
sion.

Example 2.3. Consider a univariate response variable Y € R which depends
on a multivariate random regressor variable X € R? by some unknown link function
8 Y =g(X,¢e), where ¢ denotes an additional error term. Standard methods to esti-
mate g in such a nonparametric regression setting use nearest neighbour techniques.
That means, to estimate g(x,) at some point xy € IR, we take observations of X and
the corresponding Y values in a neighbourhood of x,. But this method fails in high di-
mensions. If, for example, we want to estimate the value of g at the origin, we have to
face the fact that even in a quite large neighbourhood of the origin, in a ball with ra-
dius 0.5, say, we find observations of X only with very small probability (see Table
1). Even worse: with increasing dimension d, this probability rapidly decreases to-
wards zero.

The conclusion drawn from Example 2.3 is that even for very large samples
in IRY, say from d = 5, the sample space is only sparsely filled and all observations
are rather far away from each other. Consequently, for estimation purposes we
must either take into account points which are very distant — yielding a large bias
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Table 1: Probability of X to lie in a sphere with radius 0.5 around the origin for d-
dimensional uniformly and normally distributed X

dimension d
P(]|X]| <0.5 1 5 10 20
X ~ Uy[0,1] 0.5 0.0313 0.001 <10°°
X~ Ny(0,1) 0.3839 0.1175 <10 =0

of an estimator — or we are confronted with the problem of not taking enough ob-
servations — yielding a large variance of the estimator.

This phenonemon that the high-dimensional sample space is hardly filled
densely enough with observations even for massive data sets, is called the “curse of
dimensionality” (Bellman, 1961, Friedman, 1994).

There is a further well-known problem connected to the curse of dimension-
ality, which is an algorithmic one. We illustrate this problem by the following ex-
ample which also discusses a new method in robust regression.

Example 2.4. Consider a data set (x14,...,Xa;,yi) € R i=1,...,n con-
sisting of observations of a one-dimensional dependent variable Y and a d-dimensional
regressor X = (X1,..., X, d)T. The idea of Rousseeuw and Hubert (1999) is to look
for a best linear fit, not with respect to least squares, but as a hyperplane which lies in
some sense “as deep as possible” in the data. This leads to the definition of the so-
called regression depth which can be seen as a generalization of the median to the re-
gression setting. For a formal definition see Rousseeuw and Hubert (1999). The
method is highly robust against deviations from the assumption of a normal distribu-
tion for X (for the concept of robustness cf. Huber, 1981). It also has caught atten-
tion in analytical geometry and within complexity theory. By use of methods from
these fields it has been shown that every algorithm for determining the deepest regres-
sion fit exactly must be of order O(n**'log(n)) for d > 1 ( Amenta et al., 2000). This
means that the runtime of every exact algorithm grows exponentially with the dimen-
sion d.

Altogether, we can summarize the difficulties for the statistical analysis of
high-dimensional data as:

e the problem of visualization,
e the curse of dimensionality,
¢ the numerical and algorithmic realization of valuable methods.

The problem of analyzing high-dimensional data is of course not only inter-
esting from a theoretical point of view. Such data sets occur in real-world pro-
blems. We illustrate this by two brief examples. The first deals with data from a
biopsychological experiment. For a sample of test persons, certain hormone levels
and several intellectual as well as physiological abilities were observed. The goal
was to find out about a possible interrelationship between hormone levels and abil-
ities to solve certain tasks (cf. Hausmann et al., 2001), and the related study dealt
with a total of 30 variables, yielding indeed a high-dimensional situation.



24 U. Gather, C. Becker

R _‘-__,. -____‘;' _____ p‘; ,p 5 ‘ﬁ‘,& e
PNV A, rme“ A ”. &ﬁ.«_&’
\w. V! yﬁ/ .,.4* - "
= "’"‘“»»“«’“’**“ e r:*:xw

A

T T T T T T
] 100 200 300 400 500

time (minutes)
Variables:
systolic arterial pressure (apsys), diastolic arterial pressure (apdia),
mean arterial pressure (apm), temperature (temp),
central venous pressure (cvp), heart rate (hr),
systolic pulmonary artery pressure (papsys),
diastolic pulmonary artery pressure (papdia),
mean pulmonary artery pressure (papm), pulsoximetry (spO2)

Fig. 5. Data from intensive care medicine

The second example comes from intensive care medicine, where one has to
analyze online-monitoring data (Bauer et al., 1998). Figure 5 shows a small part of
the vital signs of a critically ill patient in the course of time, which were recorded
online at the bedside. Nowadays, clinical information systems constantly record up
to 2000 variables, some of them in very short time intervals. The complex depen-
dence structure of the various signals is obvious, and additionally there also exists a
strong dependence in time. The long-term objective here is online modeling and on-
line analysis of such series for some kind of decision support. It is easily seen that
this objective is considerably obstructed by the curse of dimensionality.

What does statistics have to offer in such high-dimensional data situations?
In the following section, we explain and discuss some modern approaches for deal-
ing with these situations.

3 Models and methods

We concentrate on two simple statistical models here and start with the case
of a d-dimensional random variable X distributed according to F, an element of
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some given class F of distributions. Typical tasks in this situation are to estimate
certain features of F such as the expectation E(F) or the covariance matrix
Cov(F), or to find “interesting structures” in a sample (xi,...,x,) of X, i.e. to
learn more about the unknown F. Statistical methods for this latter purpose are of-
ten called “data mining” procedures (Hand, 1998). Methods in this model class in-
clude

¢ the grand tour (Asimov, 1985) and other projection pursuit methods (Huber,
1985),
¢ methods for dimension reduction like

— principal component analysis (cf. Jolliffe, 1986, Pearson, 1901),

— factor analysis (cf. Lawley and Maxwell, 1971, Pison et al., 2000),

— neural networks (cf. White, 1989),
¢ robust covariance estimation (e. g. for outlier detection, compare Davies, 1987,
Rocke, 1996, Rousseeuw, 1985).

Examples 2.1 and 2.2 already showed that projection based procedures may not al-
ways really be helpful in finding structures. However, projection pursuit methods
are quite popular since they are sometimes the only possible choice and in their so-
phisticated versions they might be able to render a first clue of the data generating
mechanism. We will therefore give a short view on the projection pursuit principle
in the next section.

As a second model we will consider the simple high-dimensional nonpara-
metric regression model from Example 2.3. Key methods in this situation are

¢ neural networks (cf. White, 1989),

e the support vector machine (cf. Christmann et al., 2000, Vapnik, 1998),

¢ projection pursuit regression (Friedman and Stuetzle, 1981),

e MARS /MART (Friedman, 1991, 1999a,b),

¢ dimension reduction methods like SIR (Li, 1991), PHD, SAVE (Cook, 1998,
Cook and Weisberg, 1991, Li, 1992), DAME (Gather et al., 2001a).

We will briefly comment on neural networks in this context.

3.1 Projection pursuit methods

The so-called grand tour (Asimov, 1985) consists of the automatic anima-
tion of two-dimensional projections of a d-dimensional data cloud. This results in a
three-dimensional rotation of the projections and mainly is a tool for visualization
of high-dimensional data. As we have seen in Examples 2.1 and 2.2, such a method
might not be helpful in finding structures in a data set. Moreover, the grand tour
will discover interesting projections (if such exist) only in passing by, as it does not
search for those systematically. In contrast to this, projection pursuit methods (Hu-
ber, 1985) do a directed search for “interesting” projections. Their focus can be
e. g. to detect a nonlinear structure, holes in the point cloud, the central mass, or
main directions of variability.

The directed search in such projection pursuit methods is performed by
means of maximizing (or minimizing) a certain real-valued projection index 7. Let
X, = (x1,...,x,) be a sample of size n of some d-dimensional random variable X,
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Fig. 6. Feedforward neural network, schematic description

then a projection pursuit method determines that linear projection A for which
I(AX,) = max, where the maximum is taken over all possible linear projections
into IR?,p < d, and I(4X,) = I((Ax),...,Ax,)). The value of I(4X,) can be inter-
preted as the degree of interest of the projection. As the maximization takes place
in IR, and since we project into some lower-dimensional space, we thus escape from
the curse of dimensionality. A very simple well-known example of a projection pur-
suit method is principal component analysis (e. g. Jolliffe, 1986), where we project
into IR, and the projection index equals the sample variance, I(4X,) = Var(4X,).

Compared to the grand tour, projection pursuit methods can be seen as
more advanced. But the search is computationally rather expensive, and the pro-
blems of visualization as shown before still occur.

3.2 Neural networks for regression

The general idea of neural network methods is to copy the idea of efficient
information management of biological neural systems by clever mathematical mod-
eling. This is done by assuming that certain input variables yield a certain output
by hidden links (see Figure 6 for a schematic description). Neural networks are
used in various applications to approximate unknown complex functional relation-
ships.

To forecast the output from given observations of the input variables, the
network has to be “trained” first. Translated into statistical terms, this means we
have to estimate the network’s parameters. These are part of the mathematical-sta-
tistical model for a feedforward neural network, given in the following form:

M. d
y = output(x, w) = xTa + Z‘ﬂjgj (Z 'inxi>7

j=1 i=1

where x = (x,,...,xd)T € IR? denotes an input variable, a = (al,...,ad)r and
w= B, Byt ,'yM'd)T are the vectors of network weights, and
g(.),j=1,..., M, are the so-called activation functions. These functions and also

their number, M, have to be chosen beforehand. The network weights are the
above mentioned network’s parameters which have to be estimated or “learned”
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(in the neural network terminology) from the data. This is done by minimization of
certain criteria. We note that — statistically seen — finding such a feedforward neural
network reduces to fitting a generalized linear model to a data set of input and out-
put observations (also see Warner and Misra, 1996). The frequently praised flexibil-
ity of the neural network approach originates from the possibility of choosing the
functions g; as desired. Also, a dimension reduction takes place in the sense that
only a single index model is considered, which means that we do not model any in-
teractions. Moreover, modern algorithms in neural network methods are numeri-
cally very stable and indeed rather flexible.

4 Some special problems in high dimensions

We now focus on some special tasks in the high-dimensional data situation.
First, we consider again the simple model of a sample of size # from some d-dimen-
sional elliptically contoured null distribution like the multivariate normal. We as-
sume that the majority of the data in the sample come from this null distribution.
Some of the observations are assumed to be outlying in the sense that they lie in a
region of low probability mass of the null distribution. They are outliers in the
sense of Davies and Gather (1993). We consider the task of detecting all such out-
liers in the sample with respect to the (at least partially) unknown target distribu-
tion.

4.1 Covariance estimation / outlier detection

We consider simultaneous rules for outlier identification, i.e. rules which
detect all outliers in a sample in one step. An observation x; € R is declared as
outlying iff its generalized Mahalanobis distance d? = (x; — m)TS“’(xi —m) ex-
ceeds some suitably chosen critical value ¢(d, n, a,,) (Barnett and Lewis, 1994, Beck-
er and Gather, 1999, Rousseeuw and Leroy, 1987, Rousseeuw and van Zomeren,
1990). Here, m and S denote estimators of the d-dimensional location vector # and
the covariance matrix X, respectively, of the underlying target distribution from
which the majority of the data (xi,...,x,) is assumed to come. The constant
c(d,n,ay) can for example be determined such that in a sample of size n from the d-
variate normal distribution, an observation exceeds ¢ only with probability a for
some given value a € [0, 1] (Becker and Gather, 1999, see also Davies and Gather,
1993). Figure 7 illustrates the idea of such an outlier identification rule. Observa-
tions lying outside the ellipsoid are identified as outlying, meaning that they lie too
far away from the center of the main data cloud with respect to its shape.

Quite obviously, identification methods as just described need estimators of
the center and shape of the underlying null distribution which are themselves insen-
sitive against the influence of possible outlying observations in the sample. This
means that the problem of finding the outliers in a sample is more or less equivalent
to the problem of finding a “good” estimation of the covariance structure when
outliers may be present. It is well known that independently of the dimension d, we
need highly robust estimators of location and covariance — in the sense of maxi-
mum breakdown point — to guarantee the maximum possible protection against
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Fig. 7. Simultaneous outlier identification rule: points marked as asterisks
are detected as outlying

misclassification of observations as outliers or non-outliers (masking, swamping),
respectively (Becker and Gather, 1999, Rocke, 1996). Suitable estimators are for in-
stance the minimum volume ellipsoid (MVE) and the minimum covariance deter-
minant (MCD) estimators (Rousseeuw, 1985), S-estimators (Davies, 1987, Rocke,
1996), as well as projection based approaches like the Stahel-Donoho estimators
(Donoho, 1982, Stahel, 1981) or projection pursuit estimators (Li and Chen, 1985).

In this context, S-estimators (m, S) for location and covariance are optimal
in various ways (Becker and Gather, 1999, 2001). They are defined as the simulta-
neous solution of the problem of minimizing the determinant of some positive defi-
nite matrix S under certain constraints concerning m and S (Davies, 1987, Rocke,
1996). Algorithmically, solutions can be found by an iterative procedure starting
with highly robust initial estimates such as MVE or MCD. For details see Rocke
(1996). The following example illustrates the application of a simultaneous outlier
identification rule based on S-estimators.

Example 4.1. (Becker, 2000) We take a two-dimensional sample of size
n = 50, where 30 observations come from the bivariate standard normal, while 20 ob-
servations are placed at a point with coordinates (0,30), i. e. they are located quite
distant from the true center. Figure 8 (upper part) shows this data set together with
the critical ellipse for outlier identification, resulting from estimating location and
covariance structure by means of a biweight S-estimator according to Rocke (1996).
We can see that the estimated covariance structure does not allow for identifying the
outliers, even though we use highly robust estimators. However, the procedure does
not yield arbitrarily bad results as can be seen in the lower part of Figure 8. If we
move the outliers to some farther distance, namely place them at the point (0, 50),
they are clearly classified as outlying by the rule. Somewhere in between (0,30) and
(0, 50), we find the distance at which the behaviour of the procedure changes from not
identifying the outliers to detecting them. We call this distance the size of the largest
nonidentifiable outlier.
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Fig. 8. S-estimator identification: n = 50, k = 20 outliers placed at (0,30) and (0,50), respec-
tively

Closer investigations of the size of the largest nonidentifiable outlier can be
found in Becker (2000) and Becker and Gather (2001). The results can be summar-
ized as follows. Let us first consider the size of the largest nonidentifiable outlier as
a performance criterion for a simultaneous outlier identification rule in the lower
dimensional case. For samples of size n = 20, 50 in dimension d = 4, we compare
the mean sizes of the largest nonidentifiable outliers found by simulation for three
identification rules. The methods are based on S-estimators as described before,
and on the robust MVE and MCD estimators which are also used as the initial esti-
mates in the S-estimator algorithm. Figure 9 shows the results (from Becker and
Gather, 2001). We observe that

1. the solid line lies below the others, especially for large proportions of outliers in
the samples; hence, the S-estimator identification yields a lower “bias” in the sense
of a smaller value of the largest nonidentifiable outlier, and the S-estimator itera-
tion obviously leads to an improved outlier identification relative to the perfor-
mance of the identification based on the initial estimates;
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Fig. 9. Mean size of the largest nonidentifiable outlier: low-dimensional case

2. there is only one line drawn for the S-estimator identification rule; for low to
medium dimensions, the size of the largest nonidentifiable outlier does not depend
on the choice of the initial estimate in the S-estimator iteration.

Both effects disappear in high dimensions (see Figure 10, from Becker, 2000).

1. The results are no longer independent of the choice of the initial estimate. In-
stead, the sizes of the largest nonidentifiable outliers are mainly identical for the
MVE-identification rule and for the S-estimator identification based on an initial
MVE estimate. The same is true for the MCD case.

2. This implies that the S-estimator iteration no longer provides an improvement
relative to the initial estimates.

To conclude, we find that for low to medium dimensions of the data a simultaneous
outlier identification rule based on an S-estimator possesses good (theoretical) ro-
bustness properties and shows a good (practical) performance in most cases. More-
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over, we often even get improved results by the S-estimator iteration, compared to
the results of the rules based on the initial estimates. But for high dimensions, the
well-behaved covariance S-estimator looses its advantages over the initial estimates,
and the performance is no longer independent of their behaviour. Hence, we either
need to improve the iterative algorithm for calculating S-estimators, or we need to
construct completely new algorithms which are suitable for the use with high-di-
mensional data. In general, we see that there is a rather strong need for new, robust
covariance estimators which are especially designed for high dimensions.

4.2 Dimension reduction in regression

In the second part of this section, we focus on the situation of a nonpara-
metric regression model, where the regressor is d-dimensional. In Example 2.3 we
have already seen why usual nonparametric regression techniques fail when d is
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large. A natural goal is thus to reduce the dimension of the regressor to avoid the
curse of dimensionality.

To fix ideas, let us consider a univariate response Y € IR which depends on
a d-dimensional random regressor variable X = (X;,...,X;)” € IR? by some un-
known function g : RY — IR and some error e, Y =g(X)+¢e,d>2. We then as-
sume that we can write this functional relationship by means of some function
f: R R (also unknown) which is defined on some lower dimensional sub-
space of dimension K < d. More exactly, the high-dimensional regressor X is pro-
jected into this subspace by so-called dimension reducing (dr) directions §,, ..., B
such that one may write Y = /(87 X,..., BT X, ¢). Hence, we assume a multi-index
model, for which it seems to be reasonable to estimate the space B spanned by the
directions f, ..., B in a first step and to find the function f in the reduced space
afterwards by appropriate standard methods. Sliced inverse regression (SIR; Li,
1991) is a compound procedure to estimate the dimension reducing space B as well
as the dimension KX of this space. The idea behind this method is that under suitable
design conditions, the appropriately normalized inverse regression curve (i.e. the
conditional expectation of X given Y) lies almost surely in that linear subspace
which is spanned by the dr directions. This fact is used for estimating the dr direc-
tions by first approximating the inverse regression function very roughly by a vec-
tor valued “step function” where the sets of Y-values with equal step function va-
lues are called “slices”. Then the K directions of maximal variability of these vec-
tors are gained by a principal component analysis. These directions yield the
estimates for the dr directions g, ..., fk.

SIR and its modifications (Cook and Weisberg, 1991, Li, 1991, 1992, Cook,
1998) got a lot of attention as methods for dimension reduction. Asymptotic results
as well as optimality properties under certain models have been proved.

Since SIR is meant as a first step prior to the further analysis of the data, it
is very important that this method is robust against small model deviations and
against the occurrence of (a few) errors in the data. Unfortunately, this is not the
case, as can be seen in the following simple, two-dimensional example (see Gather
et al. 2001a,b for details).

Example 4.2. In the situation of a nonparametric regression model as de-
scribed above, assume that Y =g(X)=g(X1,X;) =f(X1). That means,
B = span(B,) = span((1,0)7) and K = 1. Consider a sample of a bivariate normally
distributed regressor variable (X, X Z)T, containing a few very far outlying observa-
tions, lying in the direction of B,. If we further assume K to be known, estimating f,
by SIR can lead to a direction f, which is almost orthogonal to the true B,. Figure 11
shows an example of such a situation. If, on the other hand, we assume the more rea-
listic situation that also K itself is unknown, for the data of Figure 11 we estimate
K = 0 which means that in this case we would not even conclude that Y is related to X
(compare Gather et al., 2001b ).

This phenomenon of SIR being extremely sensitive against outliers can also
be shown very generally. For contaminated samples with outliers tending to lie infi-
nitely far away from the main part of the data, the estimated dr directions tend to
become orthogonal to the true dr directions in the limit (Gather et al., 2001b). In
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Fig. 12. Simulation results: boxplots of absolute value of correlation between true and esti-
mated dr direction by SIR and DAME for samples containing outliers

this sense, SIR can break down. One main reason for this behaviour of SIR lies in
the principal component analysis based on the classical, nonrobust empirical covar-
iance matrix. If we replace all nonrobust estimators in the SIR procedure by robust
ones, meaning that we also perform a robust principal component analysis (e. g.
Croux and Haesbroeck, 2000), we can improve the performance. Gather et al.
(2001a) introduce such a robustified version of SIR called dimension adjustment
method (DAME) and show the improved performance in samples with outliers.
Figure 12 illustrates the results of a simulation study for d =10, K =1,
gX,e) =f(X1)+e= X, +0.1¢, X1,...,X0,¢ i.i.d. N(0,1) variables, and 10% of

the data contaminated by adding 2, /sz;o,999 to the first component. For several

choices of a free parameter H (the number of slices), boxplots of the absolute value
of the correlation between true and estimated dr direction are shown for both pro-
cedures. The boxplots clearly demonstrate that in the outlier situation DAME is
able to estimate the dr direction almost correctly (abs. correlation near one) far
more often than SIR. One main reason for this is the use of robust estimators of
the covariance matrix in the steps of DAME (for details see Gather et al., 2001a)
which shows again the importance of good robust covariance estimators for high-
dimensional data.
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5 Conclusion

The problem of analyzing and modeling high-dimensional data is becoming
more and more compelling. We are confronted with such data in many fields of
modern research, in the life sciences as well as in sociology and economics, to just
mention some. The reason for this can be found in the growing complexity of open
problems as well as in growing possibilities of storage and computer power.

We have seen that, already when dealing with simple model structures and
simple tasks for high-dimensional data, we are facing special problems. Some of
them are fundamental in nature, coming with the inherent curse of dimensionality.
Some are algorithmic ones due to the complexity of connected mathematical pro-
blems, such as high-dimensional optimization.

Some special solutions for partial problems are available, especially under
the assumption of an underlying elliptically symmetric distribution. Often, these so-
lutions yield new mathematical and statistical problems such as the claim for more
robust methods for dimension reduction or the task of constructing “feasible” cov-
ariance matrix estimates in high-dimensional models.
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Buchbesprechungen

Cornell, G., Silverman, J. H., Stevens, G. (Editors), Modular Forms and Fermat’s
Last Theorem, New York u. a.: Springer 1997, 582 S.

An den Rand seiner Bachet-Ausgabe von Diophants Arithmetik schrieb der Ju-
rist Fermat vor iiber 350 Jahren, daB die Gleichung x” + y" = z" fiir n > 2 keine Losung
in natiirlichen Zahlen x,y,z > 0 habe. Fiir den Fall n = 4 reichte der Rand fiir Fermat
noch aus, um einen Beweis zu geben; den schwierigeren Fall » = 3 hat er vermutlich ver-
standen (der erste publizierte Beweis stammt, in mehreren Etappen, liber 100 Jahre spater
von Euler); welche Ideen er fiir den allgemeinen Fall hatte, ist unbekannt. Mit der post-
humen Publikation der Randnotizen durch seinen Sohn war dieser ,,grof3e Fermatsche
Satz“ in der Offentlichkeit, war zugleich Ansporn und Kuriositit fiir die Zahlentheoreti-
ker. Sie schufen im 19.Jahrhundert die Disziplin der algebraischen Zahlentheorie und
riickten dem Problem mit deren Methoden auf den Leib, allen voran Kummer, der die
tiefsten Resultate vor Wiles erzielte. Aber ein fiir alle Exponenten » giltiger Beweis wollte
sich nicht finden lassen. Mehrfach wurden Preise zur Lésung der Fermatschen Behaup-
tung ausgesetzt, am berithmtesten (weil am besten dotiert) wurde der 1908 von Wolfskehl
ausgesetzte Preis, der das ganze 20. Jahrhundert iiber zu zahlreichen Versuchen von Ama-
teuren fithrte, die die professionellen Mathematiker mit ,,Beweisen fiir die Fermatsche
Behauptung iiberschwemmten. Einige Fachkollegen taten es ihnen mit nicht mehr Erfolg
nach, andere (wie GauB und Hilbert) sahen keinen Grund, sich mit einer so speziellen Be-
hauptung zu befassen, aus deren Beweis man offenbar keinen Nutzen ziehen konnte, die
man nicht in groBere theoretische Uberlegungen eingliedern konnte.

Die Behauptung blieb ein unangreifbares Skandalon, bis im Jahre 1984 G. Frey
einen Zusammenhang zwischen der Fermatschen Behauptung mit einer Vermutung iiber
elliptische Kurven oder Modulformen sah, die mit den Namen Taniyama und Shimura
verbunden ist, deren eminente Bedeutung wohl dadurch am deutlichsten wird, daB sie in
sehr verschiedener Weise ausgesprochen werden kann: Jede elliptische Kurve
y? =x3+4ax+b mit a,b € Z soll ,,modular” sein, d. h. von einer Modulkurve Xo(N)
mit geeigneter natiirlicher Zahl N iiberlagert werden. Hier ist X,(N) die Kompaktifizie-
rung der Kurve, die man aus der oberen komplexen Halbebene $ erhilt, wenn man zum
Bahnenraum der Gruppe der auf § operierenden Mobiustransformationen
z2—(az+b)/(cz+d) mit a,b,c,d € Z, ad — bc =1 und N teilt ¢ libergeht. Eine andere
Formulierung besagt, da3 die L-Reihen derartiger elliptischer Kurven gewisse Funktio-
nalgleichungen erfiillen sollen. Wieder eine andere Formulierung besagt, daB die L-Rei-
hen solcher elliptischer Kurven L-Reihen zu gewissen Modulformen sind. Wieder eine an-
dere Formulierung macht Aussagen iiber die Wirkung der Automorphismengruppe aller
algebraischen Zahlen (der Galoisgruppe von @) auf der p-Torsion solcher elliptischer
Kurven. Mit dieser Verbindung zu einem aktuellen, zentralen Thema der modernen Zah-
lentheorie erhielt die Fermatsche Vermutung plétzlich ein anderes Gesicht.

Frey hatte die (von Ribet nach mehrjéhriger harter Arbeit verifizierte) Idee, da3
eine Losung der Fermatschen Gleichung zu einer nichtmodularen elliptischen Kurve
fithrt, also zu einem Gegenbeispiel der Vermutung von Taniyama-Shimura. Man miiBte
daher nur die Vermutung von Taniyama-Shimura beweisen, um die Fermatsche Ver-
mutung zu zeigen. Fehlgeschlagene Versuche wie der von Miyaoka (1988) unterstrichen
die Komplexitit des Problems. Andrew Wiles versuchte sich daran mehr oder weniger im
Alleingang, im Juni 1993 glaubte er einen Beweis zu haben. Dieser brachte wesentliche
Fortschritte, aber hielt der Kritik an einer Stelle nicht stand. Die Liicke konnte mit Hilfe
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von Richard Taylor nach bangen und langen Versuchen geschlossen bzw. umgangen wer-
den, im Mai 1995 wurde das Manuskript vom Oktober 1994 in den Annals of Mathema-
tics gedruckt. Es ist ein schmaler Pfad, der zum Erfolg fiihrt, die Taniyama-Shimura-Ver-
mutung wird gerade so weit gezeigt, daB die Fermatsche Vermutung gefolgert werden
kann. Es ist eine tour de force, die viele moderne Theorien, etwa iiber elliptische Kurven,
Modulformen (Hecke, Eichler, Shimura, Selberg, Langlands, Tunnell), kommutative Al-
gebra, insbesondere iiber Galoisdarstellungen (Deligne, Serre, Ribet) und ihre Deformati-
onstheorie (Mazur) benutzt. Schon die benutzten Hilfsmittel sind vielseitig und tiefgriin-
dig, der von Wiles gefundene Weg ist nochmals ein kunstvoller Gang, immer knapp am
Abgrund des Nichtwissens bzw. Scheiterns angelegt.

Der Beweis von Wiles hat viele Darstellungen von verschiedenem Niveau gefun-
den, auf zahlreichen Konferenzen wurde versucht, Wesentliches aus dem Beweis einem
breiteren Publikum nahe zu bringen. Fiir den Nichtfachmann am beeindruckendsten sind
in meinen Augen das faszinierende BBC-Video von Simon Singh sowie sein im Anschluf3
daran geschriebenes Buch Fermat’s Last Theorem (London 1997), deutsch Fermats letzter
Satz (Hanser 1998). Unter den tiefer gehenden Darstellungen des Beweises von Wiles mit
Aufarbeitung der von Wiles benutzten Hilfsmittel sticht das hier zu besprechende Buch
als die ausfiihrlichste und griindlichste Darstellung hervor. Das Buch ist aus einer instruc-
tional conference on number theory and arithmetical geometry, die 1995 in Boston abge-
halten wurde, hervorgegangen, die dortigen Vortrage wurden iiberarbeitet, erweitert und
nach Moglichkeit kohdrent gestaltet. In 21 Kapiteln wird nicht nur der Beweis und seine
Grundlagen studiert, es werden auch historische Aspekte, Weiterentwicklungen, Einord-
nung in allgemeinere Entwicklungen behandelt.

In Kap. I gibt G. Stevens eine Ubersicht iiber den Beweis von Wiles. In den nich-
sten vier Kapiteln werden Grundlagen referiert, ndmlich elliptische Kurven (Silverman),
Modulkurven mit Hecke-Korrespondenzen und L-Reihen (Rohrlich), Galois-Kohomolo-
gie (Washington) und endliche flache Gruppenschemata (Tate). In Kap. VI stellt S. Gel-
bart einen ersten spezifischen Schritt im Beweis von Wiles vor, er zeigt auf dem Hinter-
grund der Langlands-Reziprozitit fiir Artinsche L-Reihen und des Satzes von Langlands-
Tunnell (partielle Artin-Vermutung), dal die Galois-Darstellung auf der 3-Torsion einer
elliptischen Kurve modular ist, falls sie irreduzibel ist. In Kap. VII (Gross/Edixhoven)
wird Serre’s Vermutung iiber Modulformen in Charakteristik p behandelt und die Zusam-
menhdnge mit der Shimura-Taniyama-Vermutung sowie der Fermatschen Vermutung.,
insbesondere Resultate von Carayol, Mazur und Ribet. In Kap. VIII und IX (Mazur, de
Smith, Lenstra) wird die Deformationstheorie von Galoisdarstellungen begonnen und der
universelle Deformationsring einer absolut irreduziblen Darstellung konstruiert, die Dar-
stellbarkeit des flachen Deformationsfunktors wird in Kap. XIII (Conrad) gezeigt. In
Kap. X (Tilouine) wird die von Wiles benutzte Gorenstein-Eigenschaft fiir die Hecke-Al-
gebra studiert, in einem Anhang korrigiert Mazur einen Fehler in seiner berithmten Eisen-
stein-Ideal-Arbeit. In Kap. XI (de Smit, Rubin, Schoof) werden Kriterien entwickelt, die
die Isomorphie von gewissen Deformationsringen mit Hecke-Algebren liefern. Kap. XII
(Diamond, Ribet) und Kap. XIV (de Shalit) enthalten den Kern des Beweises von Wiles.
Es werden /-adische modulare Darstellungen behandelt und die Wiles’sche Vermutung
iber Isomorphismen zwischen bestimmten Deformationsringen und Heckealgebren wird
formuliert und gezeigt. Der SchluBstein von Wiles Beweis, der berithmte und gliicklich
gelungene 3-5-Shift zwischen den Galoisdarstellungen auf der 3-Torsion bzw. 5-Torsion
einer semistabilen elliptischen Kurve (keine anderen Primzahlen kann man hier brau-
chen!), wird in Kap. XV (Silverberg) und XVI (Rubin) sorgfiltig ausgebreitet. Damit ist
Wiles Beweis dargestellt; tatsachlich ist mehr entwickelt, als fiir den Beweis von Fermats
Vermutung notwendig gebraucht wird; doch diese ist zwar spektakuldr, aber kein SchluB-
stein in dieser reichhaltigen mathematischen Landschalft.
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Die weiteren Kapitel bringen Abrundungen: In Kap. XVII (Diamond, Kramer)
werden die Resultate von Wiles zur Modularitit elliptischer Kurven weiterentwickelt; in-
zwischen ist die Taniyama-Shimura-Vermutung vollstindig gezeigt, aber so weit war man
bei Fertigstellung des Buches noch nicht. Kap. XVIII (Lenstra, Stevenhagen) und XIX
(Rosen) enthalten historische Bemerkungen zur Fermatschen Vermutung, Kap.XX
(Frey) und XXI (Darmon) verallgemeinern die Betrachtungen von der Fermatschen Glei-
chung zu anderen diophantischen Gleichungen und zeigen, welche Bedeutung die Wiles-
schen Ergebnisse fiir die Arithmetik elliptischer Kurven haben.

Das Buch ist eine hervorragende Basis, um in die moderne Arithmetik einzudrin-
gen, und zeigt zugleich in besonderer Eindringlichkeit die Schlagkraft der in den letzten
Jahrzehnten entwickelten abstrakten Methoden, um konkrete diophantische Probleme
wie die Fermatsche Vermutung zu 16sen.

Erlangen W.-D. Geyer

Cox, D., Little, J., O’Shea, D., Using algebraic Geometry. Graduate Texts in Ma-
thematics, New York u. a.: Springer 1998, 499 S., DM 78,—

Trotz des hoheren Anspruchs und Tempos kann das vorliegende Buch als Fort-
setzung und Erginzung des Buchs [CLO] der gleichen Autoren angesehen werden (ver-
gleiche die Besprechung im vorigen Band). Auch hier geht es um das Wechselspiel zwi-
schen Computeralgebra und algebraischer Geometrie. Besonderer Wert wird auf Anwen-
dungen in anderen Bereichen der Mathematik gelegt. Dabei spielen neben
Grobner-Basis-Techniken auch Resultanten eine wichtige Rolle. Im Unterschied zu
[CLO] ist das jetzt vorliegende Buch nicht in sich abgeschlossen: Fiir einige wichtige Be-
weise wird auf die Literatur verwiesen.

Wie das alte enthélt auch das neue Buch neun Kapitel.

In Kapitel 1 werden in kompakter Weise Grundtatsachen iiber Polynome, Ideale,
monomiale Ordnungen, Division mit Rest, Grobner-Basen fiir Ideale in Polynomringen
und affine Varietdten zusammengestellt.

Kapitel 2 beschiftigt sich mit dem Ldsen polynomialer Gleichungssysteme mit
Hilfe von Elimination (hier: Grébner-Basis-Techniken) bzw. Eigenwertberechnungen.

In Kapitel 3 geht es um Resultanten. Ausgehend von der klassischen Resultante
fiir zwei Polynome in einer Variablen wird die multipolynomiale Resultante eingefiihrt.
Diese wird benutzt zur Elimination von Variablen aus drei oder mehr polynomialen Glei-
chungen und damit zum Lésen von solchen Gleichungen. Dazu gehen die Autoren auch
auf die Berechnung von Resultanten ein.

Motiviert durch die Einfithrung von Vielfachheiten und Milnor-Zahlen geht es in
Kapitel 4 darum, wie man in lokalen Ringen wie etwa der Lokalisierung eines Polynom-
rings im Verschwindungsideal des Nullpunkts rechnet. Dazu betrachtet man einen all-
gemeineren Ordnungsbegriff (man verzichtet auf die Voraussetzung Wohlordnung). Die
entsprechenden Grobner-Basen fiir von Polynomen erzeugte Ideale (in diesem Zusam-
menhang nach Hironaka und Grauert auch Standardbasen genannt) kénnen mit dem
Analogon zu Buchbergers Algorithmus berechnet werden, wenn man Division mit Rest
nach Mora zu Grunde legt.

In Kapitel 5 und 6 wird die Theorie der Grobner-Basen und der Buchberger-Al-
gorithmus auf Untermoduln von freien Moduln iiber einem Polynomring iibertragen. Da-
nach wird Schreyers Ansatz zur Berechnung von Syzygien sowie der sich daraus ergeben-
de Beweis des Hilbertschen Syzygiensatzes vorgestellt. Es folgt eine Behandlung minima-
ler freier Auflosungen im graduierten Fall. Einige Anwendungen unterstreichen die
Bedeutung von Syzygien fiir die algebraische Geometrie.
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In Kapitel 7 geht es um Zusammenhénge zwischen der Geometrie konvexer Poly-
tope, die durch die Exponenten von Laurent-Polynomen bestimmt sind, und Resultanten.
Insbesondere gehen die Autoren auf sparse resultants und torische Varietéten, auf Bern-
steins Satz iiber die gemeinsamen Nullstellen mehrerer Laurent-Polynome und auf die Be-
rechnung von (mixed) sparse resultants und deren Anwendung zum Lésen von Glei-
chungssystemen wie in Kapitel 3 ein.

Kapitel 8 beschéftigt sich mit einigen Anwendungen von Grébner-Basen-Tech-
niken in den Bereichen ganzzahlige Optimierung, Kombinatorik und Splines.

In Kapitel 9 werden Anwendungen von Computeralgebra und algebraischer
Geometrie in der Codierungstheorie studiert. Insbesondere werden Reed-Solomon-Codes
und ihre Decodierung besprochen. Der letzte Abschnitt ist eine kurze Einfithrung in die
Theorie der geometrischen Goppa-Codes.

Das vorliegende Buch ist exzellent geschrieben. Es enthilt neben zahlreichen
theoretischen auch viele praktische Aufgaben mit Computeralgebrasystemen (vor allem
Macaulay, Maple und Singular). Zusammen mit [CLO] ist es sehr gut geeignet als erste
Einfiihrung in die angesprochenen Themenkreise. Dabei kénnen viele Kapitel des Buchs
im Wesentlichen unabhingig von den anderen Kapiteln gelesen werden. Zu den meisten
Kapiteln wird vertiefende Literatur angegeben.

[CLO] Cox, D., Little, J., O’Shea, D.: Ideals, Varieties, and Algorithms. New York u.a.:
Springer 1997

Saarbriicken W. Decker

Hofmann, K. H., Morris, S. A., The Structure of Compact Groups. A Primer for
the Student — A Handbook for the Expert (De Gruyter Studies in Mathematics Vol. 25)
Berlin — NewYork: de Gruyter 1998, xvii+835 S., DM 278.00 (US$ 174.00 approx.).

Ein gewaltiges Werk. So der erste — duBere — Eindruck, wenn man dieses Buch
zur Hand nimmt. Ich will zunéchst beim &duBeren Eindruck bleiben. Der Hauptteil ist ge-
gliedert in folgende Kapitel: 1. Basic Topics and Examples. 2. The Basic Representation
Theory of Compact Groups. 3. The Ideas of Peter and Weyl. 4. Characters. 5. Linear Lie
Groups. 6. Compact Lie Groups. 7. Duality for Abelian Topological Groups. 8. Compact
Abelian Groups. 9. The Structure of Compact Groups. 10. Compact Group Actions.
11. The Structure of Free Compact Groups. 12. Cardinal Invariants of Compact Groups.
Auf den Hauptteil folgen Appendices: 1. Abelian Groups. 2. Covering Spaces and
Groups. 3. A Primer of Category Theory. 4. Selected Results in Topology and Topologi-
cal Groups.

Das Buch gibt 265 Referenzen zu aktueller, weiterfiihrender Literatur wie auch
(in bescheidenerem Umfang) zu den historischen Quellen. Erfreulich ist die sehr vollstin-
dige Liste benutzter Symbole (mit direkten Verweisen in den Text). Neben dem angenehm
ausfiihrlichen Inhaltsverzeichnis 6ffnet auch ein umfangreicher Index den Zugang zur
Fiille des gebotenen Materials. Kommentare zur Verwendbarkeit als Grundlage fiir Lehr-
veranstaltungen finden sich im Vorwort auf Seite x.

Ein Hinweis darauf, was das Buch nicht enthilt: Das vorliegende Werk konzen-
triert sich im Wesentlichen auf zusammenhéngende Gruppen oder doch solche, bei denen
die Zusammenhangskomponente einen einflussreichen Part in der Struktur der Gruppe
spielt. Man kénnte den Kern des Gebotenen als (reelle) ,,Lie-Theorie fiir kompakte Grup-
pen® sehen. Die spezifische Theorie total unzusammenhidngender kompakter Gruppen
nutzt deren Darstellung als projektive Limiten endlicher Gruppen (und dann auch p-adi-
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sche Lie-Theorie). Man findet einen Zugang zum aktuellen Stand dieses Zweigs der
Strukturtheorie kompakter Gruppen etwa in der Monographie von John S. Wilson: Pro-
finite Groups, London Mathematical Society Monographs New Series 19, Oxford Science
Publ. 1998.

Die Autoren haben sich offenbar bemiiht, eine in sich abgeschlossene Monogra-
phie zu schreiben, die (eine nicht unerhebliche mathematische Reife der Lesenden voraus-
gesetzt) weitgehend ohne Zitate auskommt. Insofern wiire dann der erste Teil des Unter-
titels — ,,A Primer for the Student — zu verstehen. Allerdings ist hier wohl an fortgeschrit-
tene Studierende zu denken. Die zweite Hilfte des Untertitels — ,,A Handbook for the
Expert“ — wird gerade nicht als Entschuldigung genommen, die ,,Selbstverstandlichkei-
ten“ nicht mehr zu erwahnen oder nur noch zu zitieren. Vielmehr haben sich die beiden
Autoren der Aufgabe gestellt, auch die ,,Folklore* gewissenhaft darzustellen. Damit ist
ein Nachschlagewerk entstanden, das sowohl einen guten Uberblick iiber die Ergebnisse
als auch vollstindige Beweise bietet.

Kompakte Gruppen kann man nicht studieren, ohne den abelschen Gruppen ih-
ren Platz einzurdumen. Es ist fiir den Neuling doch iiberraschend, welche Reichhaltigkeit
die Klasse aller kompakten abelschen Gruppen aufweist. Der Grund liegt darin, dass via
Pontrjagin-Dualitit diese Klasse gerade der Klasse aller (diskreten) abelschen Gruppen
entspricht. Diese Dualitét bildet folgerichtig auch den Kristallisationskern des ersten Ka-
pitels. Sie wird spéter im siebten Kapitel bewiesen und weiter diskutiert.

Die néchsten drei Kapitel widmen sich der Darstellungstheorie kompakter Grup-
pen. Das Haar-Integral wird auf 6konomische Weise eingefiihrt und zum Beweis, dass die
unitéren Darstellungen auf Hilbert-Rdumen endlicher Dimension die Punkte trennen,
verwendet. Dies fiihrt zur Losung des fiinften Hilbertschen Problems im speziellen Fall
kompakter Gruppen. Eine unkonventionelle, aber im geschaffenen Rahmen véllig ange-
messene Definition kompakter Liegruppen schlieBt sich an. Im dritten Kapitel geht es um
die Algebra R(G,IK) der fast-invarianten stetigen Funktionen von einer kompakten
Gruppe G nach K € {IR,C}. Es wird gezeigt, in welcher Weise diese Algebra als Kata-
log der einfachen G-Moduln iiber K zu lesen ist. Nach der Darstellung dieses klassischen
Resultats von Peter und Weyl dreht sich die Diskussion um Mittlungsoperatoren und
Fixpunktmengen, um dann im ,,groBen® Satz von Peter und Weyl (3.51) zu kulminieren.
Das vierte Kapitel stellt die klassische Charaktertheorie dar, geht allerdings iiber den
Standardstoff hinaus: die Zerlegung eines Moduls in isotypische Komponenten wird nicht
nur fiir Hilbert-Moduln, sondern unter stark abgeschwichten Vollstandigkeits-Voraus-
setzungen gezeigt (4.22).

Im fiinften und sechsten Kapitel werden Lie-Gruppen als gewisse Untergruppen
der multiplikativen Gruppen von Banach-Algebren behandelt. Das ist fiir den Fall kom-
pakter Lie-Gruppen auch véllig addquat, weil diese stets lineare Gruppen sind. Ein sol-
cher Zugang wird von K.H. Hofmann seit seinen (unter Eingeweihten berithmten) Tulane
Lecture Notes (1966-69) propagiert.

Das siebte Kapitel entwickelt die Dualititstheorie fiir lokal kompakte abelsche
Gruppen. Es wird auBerdem gezeigt, dass auch schwach vollstindige reelle Vektorriume
und reelle Vektorrdume mit der feinsten lokal konvexen Vektorraumtopologie einen Dua-
litdtssatz erfiillen. Das achte Kapitel ist voller Anwendungen der Dualitétstheorie auf kom-
pakte abelsche Gruppen. Jede Eigenschaft einer kompakten abelschen Gruppe ist qua
Dualitéit verkniipft mit einer notwendigerweise rein algebraischen Eigenschaft des diskre-
ten Duals. Besonderes Augenmerk erfahren verschiedene Zusammenhangsbegriffe (topo-
logischer, wegeweiser, lokaler, einfacher Zusammenhang sowie die Verfeinerungen zu Ho-
motopie und Homologie). Vielleicht eine der fiir den Neuling iiberraschendsten Aussagen
ist die, dass durch die Topologie einer kompakten zusammenhéngenden abelschen Gruppe
auch die algebraische Struktur bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt ist (8.59).
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Das neunte Kapitel enthdlt die grundlegenden Struktursitze iiber kompakte
Gruppen: Der Satz von Levi und Mal’cev (9.24) stellt jede zusammenhédngende kompakte
Gruppe dar als Quotient eines cartesischen Produkts der Zusammenhangskomponente
des Zentrums und einer Familie einfach zusammenhingender einfacher Liegruppen nach
einer total unzusammenhéngenden zentralen Untergruppe. Der Satz iiber maximale abel-
sche (zusammenhingende) Untergruppen (9.32) verallgemeinert die in der Lie-Theorie be-
kannten Sitze liber maximale Tori. Der Zerfallungssatz (9.39) von Borel, Scheerer und
Hofmann zeigt, dass man jede zusammenhéngende kompakte Gruppe als semidirektes
Produkt ihrer Kommutatorgruppe und einer abelschen (im Allgemeinen nicht zentralen)
Untergruppe erhélt. Der Supplementsatz (9.41) von Dong Hoon Lee erlaubt es, ein total
unzusammenhingendes Supplement (wenn auch kein Komplement) zur Zusammen-
hangskomponente einer kompakten Gruppe zu finden, das auflerdem noch eine maximal
abelsche Untergruppe normalisiert.

Im zehnten Kapitel wird die Theorie kompakter Transformationsgruppen im
Hinblick auf die Existenz von (lokalen) Schnitten zur Quotientenabbildung auf den Bah-
nenraum so weit getrieben, dass die Konsequenz fiir die Strukturtheorie gezogen werden
kann: Der einer kompakten Gruppe zu Grunde liegende topologische Raum zerfillt als
Produkt der Zusammenhangskomponente und des Quotienten nach derselben. Natiirlich
sind die Aussagen ber Schnitte fiir sich allein interessant und wichtig.

Die gemeinsamen Beitrige der beiden Autoren zur Theorie kompakter Gruppen
finden sich im elften Kapitel, das sich (naturgeméB) nicht ohne Hintergrundwissen iiber
Kategorien verstehen ldsst. Appendix 3 stellt einen (steilen) Kurs in Kategorientheorie
dar, der jedenfalls zur Auffrischung dieses Wissens geniigen mag.

Im zwolften Kapitel geht es um Kardinalzahl-Invarianten wie Gewicht, Erzeu-
gungsrang, Dichte, Dimension (der Lie-Algebra) und Rang des Pontrjagin-Duals. Ins-
besondere werden Beziechungen zwischen diesen Invarianten diskutiert.

Die Appendices erfiillen zunéchst den iiblichen Zweck, Hintergrundwissen bereit
zu stellen und Bezeichnungen zu erkliren. Allerdings gehen sie teilweise iiber diesen Rah-
men hinaus. Appendix 1 iiber abelsche Gruppen enthilt neben den Grundlagen, wie sie
im Hauptteil des Buches benéotigt werden, auch substanzielle Aussagen zum Whitehead-
Problem. Appendix 2 behandelt auch Uberlagerungsgruppen topologischer Gruppen, die
nicht lokal euklidisch sind, sowie Anwendungen auf lokale Gruppen und lokale Homo-
morphismen.

Bei einem Buch dieses Umfangs bleiben Druckfehler nicht aus. Die Autoren stel-
len freundlicherweise eine Liste der ihnen bislang bekannten Fehler zur Verfiigung; man
findet diese unter der Netzadresse http:/linus.levels.unisa.edu.au/~sid/errata.pdf

Ein gewaltiges Werk. Dies bleibt auch zu sagen, wenn man das Buch nach néhe-
rer Beschiftigung wieder weglegt — aber nicht zu weit weg, denn man wird es wieder zur
Hand nehmen. Jede mathematische Bibliothek sollte ein Exemplar einstellen.

Stuttgart M. Stroppel

Elstrodt, J., Grunewald, F., Mennicke, J., Groups acting on Hyperbolic Space,
Harmonic Analysis and Number Theory, Berlin u. a.: Springer 1998, 524 S., DM 149,-

Hyperbolische Rdume und deren Isometriegruppen wurden erstmals in der ersten
Hilfte des letzten Jahrhunderts durch Lobachevsky betrachtet. Wéhrend zum zweidimen-
sionalen hyperbolischen Raum eine groBe Zahl an Monographien existiert, so gibt es nur
wenig geschlossene Abhandlungen, die den dreidimensionalen Fall behandeln.

Das vorliegende Buch schlieBt hier eine Liicke und nicht nur diejenigen Mathe-
matiker, die sich fiir die MaaB-Selberg-Theorie auf hyperbolischen 3-Mannigfaltigkeiten
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und den damit verbunden zahlentheoretischen Anwendungen interessieren, werden das
Erscheinen dieses Buches dankbar aufnehmen.

Das Fehlen einer komplexen Struktur auf dem dreidimensionalen hyperbolischen
Raum fiihrt zwangsldufig dazu, dass der MaaB-Selberg-Theorie eine zentrale Bedeutung
bei der Untersuchung hyperbolischer Mannigfaltigkeiten zukommt.

Das vorliegende Buch behandelt diese Theorie zusammen mit der damit verbun-
denen harmonischen Analyse auf hyperbolischen 3-Mannigfaltigkeiten und zwar denjeni-
gen, die zu kofiniten Untergruppen der Isometriegruppe gehoren, in groBer Ausfiihrlich-
keit in den Kapiteln 3 bis 6.

Zuvor werden im ersten Kapitel vier Standard-Modelle fiir den dreidimensiona-
len hyperbolischen Raum besprochen sowie im zweiten Kapitel viele wohlbekannte und
grundlegende Tatsachen iiber diskrete kofinite und speziell kokompakte Untergruppen
seiner Isometriegruppe.

Poincaré-Reihen und speziell Eisenstein-Reihen zu einer kofiniten, nicht kokom-
pakten Gruppe werden dann in Kapitel drei eingefithrt. Die Eisenstein-Reihen sind erste
Beispiele fiir die sog. automorphen Funktionen der MaaB-Selberg-Theorie. Ein wichtiger
Bestandteil der Theorie im nicht kokompakten Fall, der in diesem Kapitel angesprochen
wird, bildet die Fourierentwicklung automorpher Formen. Die MaaB-Selberg-Relationen,
eine explizite Formel fiir die Selberg-Transformation sowie eine Anwendung hiervon auf
die Berechnung des Residuums eine Poincaré-Reihe sind weitere Punkte in diesem Kapitel.

Das Kapitel 4 beinhaltet die eigentliche Spektralanalyse des Laplace-Beltrami-
Operators im Falle kofiniter Gruppen. Die wesentliche Selbstadjungiertheit wird gezeigt
und als entscheidendes Resultat ergibt sich die Darstellung des Resolventenoperators als
Integraloperator mit der bereits im Kapitel 3 eingefithrten MaaB-Selberg-Reihe als Kern.
Es wird gezeigt, dass dieser Resolventenoperator auf der Resolventenmenge vom Hilbert-
Schmidtschen Typ ist. Fiir kofinite, nicht kokompakte Gruppen gilt dies nicht mehr, hier
hilft jedoch ein Approximationsargument weiter.

Anwendungen und feinere Aspekte der Spektraltheorie werden nun fiir den ko-
kompakten Fall in Kapitel 5 und fir den kofiniten nichtkokompakten Fall in Kapitel 6
behandelt. Ein wesentliches Ziel ist in beiden Fillen die Herleitung der Selbergschen
Spurformel in einer moglichst expliziten Gestalt.

Ein wesentlicher Unterschied zwischen diesen Fillen stellt hierbei das Auftreten
eines kontinuierlichen Spektrums im nicht kokompakten Fall dar. Die Analyse dieses Teil
des Spektrums ist eng mit den Eisensteinreihen verbunden, deren meromorphe Fortset-
zung als Funktion von s hierfiir benotigt wird.

Im kokompakten Fall ist das Spektrum rein diskret.

Als Anwendungen dre Spektraltheorie und der Selbergschen Spurformel im be-
sonderen werden u.a. das Weylsche asymtotische Gesetz iiber die Verteilung der Eigen-
werte, als auch zahlentheoretische Anwendungen wie das hyperbolische Gitterpunktpro-
blem und der geodatische Primzahlsatz besprochen.

Ab Kapitel 7 beginnt dann der im Untertitel des Buches angekiindigte eigentliche
zahlentheoretische Teil. Hier werden konkrete Beispiele diskreter Untergruppen der Iso-
metriegruppe besprochen und zwar insbesondere die aus zahlentheoretischer Sicht be-
deutsamen (projektiven) speziellen linearen Gruppen iiber den ganzen Zahlen imaginir
quadratischer Zahlkorper.

Im Kapitel 7 werden Fundamentalbereiche dieser Gruppen, ihre feinere gruppen-
theoretische Struktur, die Kommensurabilititsklasse, Kongruenzuntergruppen, Hecke-
operatoren sowie eine untere Abschétzung fiir den ersten Laplace-Eigenwert fiir Kongru-
enzuntergrupen behandelt.

Das 8. Kapitel widmet sich der Untersuchung der Eisensteinreihen zu den obigen
Gruppen, ihre Bezichungen zu Zetafunktionen zu imaginir quadratischen Zahlkérpern
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und der Untersuchung spezieller Werte der Eisenteinreihen. Als Anwendungen der Unter-
suchungen der Eisensteinreihen geben die Autoren einen Beweis iiber das Nichtverschwin-
den von L-Reihen, die Berechnung des Volumens des Fundamentalbereichs sowie ein Be-
weis der Weylschen Formel.

Das 9. Kapitel beschéftigt sich mit Anwendungen auf die Theorie bindrer hermit-
scher Formen iiber imaginédr-quadratischen Zahlkdrpern, deren Reduktionstheorie, Dar-
stellungsanzahlen sowie einen weitern auf Humbert zuriichgehenden Beweis der bereits
oben erwihnten Formel fiir das Kovolumen.

Abgerundet wird die Monographie im letzten Kapitel durch die Konstruktion
und Diskussion einer Fiille diskreter kofiniter Untergruppen der Isometriegruppe, arith-
metische Untergruppen, die als Norm-1 Untergruppe geeigneter Quaternionenalgebren
sowie Untergruppen, die als Erzeugnis der Spiegelungen an einem hyperbolischen Poly-
eder entstehen.

Das vorliegende Buch hat alle Chancen, eine Standardreferenz zu werden. Es eig-
net sich sowohl als Nachschlagewerk fiir Experten in diesem Bereich als auch als Lektiire
fiir Einsteiger. Vielleicht werden einige vermissen, dass die Thurstonschen Arbeiten in die-
sem Buch nicht besprochen werden. Nur, das wire ,,a book on its own® und hitte den
Rahmen des mit iiber 500 Seiten bereits sehr umfangreichen Buches deutlich gesprengt.

Kassel R. Matthes

Hodges, W., Shorter, A., Model Theory. Cambridge University Press, 1997, 310
S., £22.95

Dieses Buch ist eine gekiirzte und iberarbeitete Version von Hodges’ Model
Theory (Encyclopedia of Mathematics and its Applications, Bd. 42, CUP 1993, 772 S.).
Wihrend jenes Buch seiner Reihe gerecht wurde und neben den klassischen Resultaten
die wichtigsten Entwicklungen in der Modelltheorie der letzten 30 Jahre in lockerem Stil
und unter teilweise ungewohntem Blickwinkel vorstellt (ein herrliches Buch zum Schmé-
kern!), ist die vorliegende Fassung auch als Lehrbuch gedacht und geeignet. Ein Lehrbuch
allerdings, das nicht nur eine gewisse Vertrautheit mit elementarer Logik erfordert, son-
dern zudem einiges fiir die mathematische Allgemeinbildung des Lesers tut: Hodges be-
gniigt sich in seinen Beispielen und Ubungsaufgaben nicht mit einfachen Konstrukten oh-
ne mathematischen Inhalt, sondern behandelt reale Strukturen aus Algebra, Kombinato-
rik und Modelltheorie: Den Cayley Graphen einer Gruppe, Sym(f?) als topologische
Gruppe, das Surjektivitdtsprinzip fiir algebraisch abgeschlossene Korper, die Theorie
reell abgeschlossener Korper und O-minimalitdt. In den Lesehinweisen am Ende jedes
Kapitels finden sich neben weiterfithrender Literatur auch hochkomplizierte Artikel der
aktuellen Forschung: Wer sich nach Lektiire des vierten Kapitels an die angegebenen Ar-
tikel von Hrushovski und Zilber wagt, muf3 Durchhaltevermdgen mitbringen ... .

In seiner Einleitung definiert Hodges Modelltheorie als ,,algebraische Geometrie
abziglich der Korper®; wenngleich dies einigen Zweigen der Modelltheorie Unrecht tut,
so bezeichnet es doch den Blickwinkel des Buches, und steht fiir zwei der (die beiden?)
wichtigsten gegenwirtigen Forschungsrichtungen: O-minimalitdt und Simplizititstheorie.
In beiden Fillen untersucht man die definierbaren Mengen einer Klasse von Strukturen,
so wie man in der algebraischen Geometrie die Varietdten untersucht, und versucht sie zu
klassifizieren. Eine wichtige Rolle spielt hier die Trichotomie von Zilber: eindimensionale
Mengen sollten entweder maximal eine bindre Struktur tragen, Vektorrdumen dhneln,
oder Varietdten iber einem definierbaren Korper gleichen. Wéhrend die Vermutung im
o-minimalen Fall von Peterzil und Starchenko bewiesen wurde, konnte Hrushovski im
simplen Fall ein Gegenbeispiel konstruieren; unter einer Zusatzhypothese, die in vielen
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Anwendungen erfiillt ist, gilt jedoch die Trichotomie (Hrushovski-Zilber) und bildet die
Grundlage fiir Hrushovski’s Beweise der Vermutungen von Mordell-Lang und Manin-
Mumford. (Fiir das vorliegende Buch sind diese Ergebnisse freilich zu kompliziert; es fin-
den sich jedoch Hinweise auf die entsprechende Literatur.) _

Ahnlich Poizats Cours de Théorie des Modéles (Nur al-Mantiq wal-Ma’rifah
1985, 586 S.) reduziert Hodges syntaktische Uberlegungen auf ein MindestmaB und argu-
mentiert vorwiegend semantisch (er geht sogar soweit, das syntaktische Implikationszei-
chen + fiir semantische Folgerung | zu verwenden) und unter Verwendung von Ehren-
feucht-Fraissé Spielen. Konsequenterweise fithrt das zur Sprache L., und zur Betonung
von automorphismus-invarianten Teilmengen; erst ab Kapitel 5 konzentriert er sich auf
die Sprache erster Stufe. Einen weiteren Schwerpunkt bildet das Amalgamierungsdia-
gramm, das Hodges u. a. zum Beweis der Interpolationstheoreme benutzt.

Kapitel 1 fithrt Strukturen und atomare Formeln ein, Kapitel 2 die Sprachen
Ly, und L, elementare Aquivalenz und Quantorenelimination, Kapitel 3 Ehrenfeucht-
Fraisseé Spiele und Kapitel 4 Interpretationen. Der Kompaktheitssatz wird in Kapitel 5
bewiesen und das Amalgamierungsdiagramm eingefiihrt, Kapitel 6 behandelt abzidhlbar
unendliche Strukturen (den Typenauslassungssatz, den Satz von Ryll-Nardzewski sowie
Fraissés Amalgamierungsmethode fiir die Konstruktion des abzidhlbaren universell-ho-
mogenen Modells einer Klasse von endlich erzeugten Strukturen) und Kapitel 7 unter-
sucht existenziell abgeschlossene Strukturen und Modellvollstindigkeit. Kapitel 8 {iber
Saturiertheit, Ein- und Zwei-Kardinal-Sétze und Ultraprodukte ist ein Vorspiel fiir das
letzte Kapitel, in dem Morleys Kategorizititssatz mittels Ehrenfeucht-Mostowski Model-
len und ein wenig Stabilitdtstheorie bewiesen wird. Diese kurze Inhaltsangabe kann je-
doch bei weitem nicht den Reichtum an Themen und Ideen abdecken, der gleichsam ne-
benbei entfaltet wird.

Ein paar kleinere Kritikpunkte: die unterschiedliche Behandlung der f. c. p. fiir 4
und 4% auf Seite 116 erscheint mir unnétig und eher verwirrend, Neumanns Lemma (Co-
rollary 5.6.4) erscheint namenlos, A-universell definiert Hodges sinnvollerweise in Anleh-
nung an A-saturiert und A-homogen als Einbettbarkeit von Strukturen der Kardinalitit
< A, ohne darauf hinzuweisen, daB3 die tblichere Definition lediglich Kardinalitit < X
fordert. Morleyrang wird mit der Bedingung ,,RM (z) > & (Limitzahl) gdw. RM () > «
fiir alle o < 6 eingefiihrt (welche Ordinalzahl erfiillte dies nicht?), und die Schichtungen
(layerings) am Ende von Abschnitt 8.4.2 konnten ein wenig besser motiviert werden. Den-
noch: Eine schéne und reichhaltige Einfithrung in die moderne Modelltehorie, in der die
ungewOhnliche Organisation des Materials manchen unerwarteten Zusammenhang ans
Licht bringt.

Lyon F. Wagner

Traub, J. F., Werschulz, A. G., Complexity and Information, Cambridge: Cam-
bridge University Press 1998, 139 S., pb. $ 19.95, hb. $ 54.95.

Die Komplexitatstheorie ist inzwischen eine hochentwickelte Disziplin. Sie be-
schiftigt sich meist mit diskreten Problemen, d.h. mit der Berechnung von (partiellen)
Funktionen, die auf N¢ (oder auf der Vereinigung dieser Rdaume) definiert sind. Aller-
dings sind viele Modelle, etwa der Physik oder der Okonomie, »stetig®, d.h. sie beruhen
auf Funktionen, die auf R? (oder der Vereinigung dieser Raume) definiert sind.

Die Numerische Mathematik beschéftigt sich besonders mit stetigen Problemen.
Sie gilt gelegentlich noch immer als eklektische Wissenschaft ohne strenge Grundlagen,
siche etwa [2]. Daneben gibt es schon seit 40 Jahren Ansitze zur Systematisierung, zu nen-
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nen sind die Namen Kolmogorov, Bakhvalov, Smale, Traub und WoDniakowski. Siehe
[1] und besonders die Monographie [3].

Die Vorteile einer Systematisierung bestehen darin, daB wichtige Fragen nicht je-
desmal neu gekldrt werden miissen. Typische Fragen, die im vorliegenden Buch diskutiert
werden, sind:

— Was ist die Komplexitdt wichtiger Probleme der Numerischen Mathematik? Wieviel
Resourcen benétigt man zur Losung etwa von partiellen Differentialgleichungen? Wie
wirkt sich die Glattheit der beteiligten Funktionen auf den nétigen Rechenaufwand
aus?

— Gibt es einen Fluch der Dimension, d.h. sind Probleme mit vielen Variablen notwendi-
gerweise extrem schwierig?

— Wann lohnen sich Monte Carlo Methoden, d.h. randomisierte Algorithmen?

~ Kann man von der Menge aller Verfahren und insbesondere von optimalen Verfahren
sprechen?

— Unter welchen Bedingungen sind adaptive Verfahren allen nichtadaptiven Verfahren
iberlegen?

— Unterscheiden sich Aussagen iiber den average case erheblich von solchen iiber den
worst case?

In der Numerik ist noch selten von Algorithmen im allgemeinen die Rede — iibli-
cherweise werden nur einige spezielle Algorithmen vorgestellt und miteinander verglichen.
Um Aussagen iber alle Verfahren machen zu kénnen, insbesondere fiir den Beweis von
unteren Schranken, benétigt man natiirlich ein Berechenbarkeitsmodell. Es liegt nahe, ei-
ne algebraische RAM mit Orakel (zur Berechnung etwa von Funktionswerten) zu be-
trachten.

Zu obigen Fragen gibt es inzwischen viele Erkenntnisse, und das vorliegende
Buch kann und will nur ein erster Wegweiser sein. Sein Stil ist informell, sein Ziel ist Mo-
tivation und Orientierung. Es ist eine sehr aktuelle Einfithrung in die Komplexititstheorie
stetiger Probleme, enthilt aber nur wenige Sitze und fast keine Beweise.

Zunichst werden grundlegende Begriffe eingefiihrt. Als Beispiel dient das Pro-
blem der Integration von lipschitzstetigen Funktionen. Dem Leser wird erklirt, warum
(bei diesem einfachen Problem) eine lineare und nichtadaptive Methode worst case opti-
mal ist.

In den Anwendungen hat man es hiufig mit hochdimensionalen Problemen zu
tun, hier gibt es derzeit stiirmische Fortschritte. Daher nimmt die Diskussion hochdimen-
sionaler Probleme (auch deren Anwendung in der Finanzmathematik und die Berechnung
von Pfadintegralen) einen breiten Raum ein. Aussagen iiber optimale Konvergenzord-
nungen sind nur bedingt interessant, da hiufig eine bescheidene Genauigkeit ausreichend
ist.

Ein Kapitel behandelt schlechtgestellte Probleme, ein anderes nichtlineare Glei-
chungen und Integralgleichungen. Auch Lineare Optimierung, Verifikationsprobleme
und verrauschte Daten werden diskutiert, immer mit vielen Hinweisen auf die weiterfiih-
rende Literatur.

Das Buch schliet mit geschichtlichen Bemerkungen und einem umfangreichen
Literaturverzeichnis, auf mehr als 20 Seiten. Jeder, der sich fiir Numerik und wissen-
schaftliches Rechnen interessiert, kann das Buch oder Teile davon mit groBem Gewinn
lesen. Es enthilt viele Anregungen und offene Probleme und geizt nicht mit Motivation.
Der Rahmen des Buches 148t haufig nur Raum fiir eine erste Diskussion, man findet aber
viele Hinweise und Vorschlage fiir die weitere Lektiire. Die wichtigste Quelle ist nach wie
vor [3], auch wenn diese Monographie in manchen Einzelfragen nicht mehr auf dem neue-
sten Stand ist.
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[1] N. S. Bakhvalov: Optimization of Computational Algorithms. In: Encyclopaedia of Mathe-
matics, Vol. 6, Kluwer, 1990. (russ. Original: Band 4, 1984)

[2] S. Smale: Some Remarks on the Foundation of Numerical Analy51s SIAM Review 32
(1990), 211-220.

[3] J. F. Traub, G. W. Wasilkowski, H. WoDniakowski: Information-Based Complexity. Aca-
demic Press, 1988.

Erlangen E. Novak

Koblitz, N., Algebraic Aspects of Cryptography (Alg. and Comp. in Mathem. 3),
Berlin u. a., Springer 1998, 206 S., Hardcover, DM 98,

Der Autor eroffnet in seinem Vorwort das Buch mit dem Satz: ,, This book is in-
tended as a text for a course on cryptography with emphasis on algebraic methods. It is
written so as to be accessible to graduate or advanced undergraduate students, as well as
to scientists in other fields®.

So beginnt der Autor in Kapitel 1 mit einer Einfithrung in die Kryptographie auf
16 Seiten.

Kapitel 2 gibt eine Kurzeinfithrung in die Komplexititstheorie, Kapitel 3 eine
Kurzeinfithrung in die benoétigte Algebra, um dann in den folgenden Kapiteln, 4, 5 und 6,
drei Klassen von algebraischen Kryptosystemen einzufiithren: Sog. ,,Hidden-Mono-
mial“-Kryptosysteme, ,,Kombinatorisch-Algebraische“-Kryptosysteme, sowie ,,Ellipti-
sche” bzw. ,,Hyperelliptische” Kryptosysteme. In einem Appendix wird eine sehr schone
zusitzliche Einfithrung in die Theorie hyperelliptischer Kurven von den Autoren A.J.
Menezes, Y.-H. Wu und R.J. Zuccerato gegeben; damit wird das bereits in Kapitel 6 vom
Autor angesprochene Thema vertieft und erklart. Aufgaben am Ende eines jeden Para-
graphen sowie Losungshinweise runden das Buch ab.

Das Kapitel iiber ,,Hidden-Monomial“-Kryptosysteme sﬁellt Varianten eines Sy-
stems, basierend auf affinen Transformationen und nichtlineraren Gleichungssystemen,
vor. Die Darstellung ist elementar und ausfiihrlich. Mehrere Varianten werden diskutiert,
und ein Beispiel fiir eine mogliche Kryptoanalyse wird gegeben.

Das folgende Kapitel iiber sog. ,,Kombinatorisch-Algebraische Systeme hat
eher erwidhnenden Charakter, — in dem Sinne, als da} auf die Schwierigkeit hingewiesen
wird, geeignete Instanzen NP-harter Probleme zu erzeugen und somit diese fiir die Kryp-
tographie nutzbar zu machen.

Vom wissenschaftlichen Inhalt her stellt das letzte Kapitel, dem Ansehen und der
Herkunft des Autors entsprechend, eine sehr gute und knappe Einfithrung in die Algebra
elliptischer und hyperelliptischer Kryptosysteme dar. Leider hat der Autor die algorith-
mischen Aspekte dieses so anspruchsvollen Gebietes moderner angewandter Algebra
nicht in der gleichen Tiefe behandelt. So fehlen dem Buch die, zum einen fiir Mathematik-
und Informatik-Studenten, sowie auch fiir Wissenschaftler anderer Gebiete interessanten
Verfahren zur Implementierung solcher Algorithmen, fiir die etwa detaillierte Architek-
turuntersuchungen notig wiren [2], [3]. Ebenso fehlt eine fiir kryptologische Zwecke
hochst wichtige Behandlung der Komplexitit der Kryptoanalyse solcher Systeme. Gerade
durch diese Fragestellung hat die algorithmisch-algebraische Zahlentheorie in den ver-
gangenen zwei Jahrzehnten einen erheblichen Anstof3 erfahren. Eine detailliertere Aus-
einandersetzung, etwa mit den heute zur Verfiigung stehenden Algorithmen zur diskreten
Logarithmierung, hitte dieses Buch auch fiir Spezialisten des Gebietes noch interessanter
gemacht. So fehlt u.a. ein Hinweis auf ein neues Ergebnis von Semaev [4], welches die
Klasse der, im kryptographischen Sinne, ,,brauchbaren* Kurven weiter einschrinkt. Se-
maev zeigt in seiner Arbeit, daB3 das diskrete Logarithmusproblem in einer Untergruppe
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der Ordnung p einer elliptischen Kurve iiber einem endlichen Kérper der Charakteristik p
in O(log p) Operationen gelost werden kann (ein dhnliches Ergebnis 148t sich auch fiir die
Klassengruppe hyperelliptischer Funktionenkdrper erreichen; der DLog einer Untergrup-
pe der Ordnung p berechnet sich hier in O(g3logp), g das Geschlecht des Kérpers [8]).
Desweiteren wird die sog. Frey-Riick-Paarung nur zitiert, aber nicht definiert, dabei de-
monstriert sie eine, gerade auch fiir die Kryptographie wichtige Methode: Problemreduk-
tion auf eine Erweiterung des Konstantenkdrpers.

Grundsétzlich ist zu bemerken, daB die Sicht des Autors bei der Problemdefiniti-
on zu sehr auf den speziellen Datentyp, als auf kryptographische Primitive gerichtet ist.
So hitte z.B. das einfithrende Kapitel in die Kryptographie, in diesem Fall, nach dem Ti-
tel des Buches, die algebraische Kryptographie, durchaus die Definition des diskreten
Logarithmusproblems in einer zyklischen Gruppe ertragen. Protokolle lassen sich so in
hervorragender Weise ,,modellunabhingig® einfithren, was, von didaktischen Griinden
einmal abgesehen, auch eine kryptographische Notwendigkeit darstellt.

Aus didaktischer und wissenschaftlicher Sicht hat der Autor zudem einem wichti-
gen Grundsatz der wissenschaftlichen Kryptologie nicht geniigend Rechnung getragen:
Némlich, daBB man Kryptosysteme nicht iber ihre gewiinschten Fihigkeiten allein, d.h.
iiber ihre Spezifikation, einfithrt und unterrichtet. Vielmehr erfordert gerade eine wissen-
schaftliche Auseinandersetzung mit Kryptosystemen und den sie einschlieBenden Pro-
tokollen, daB sogenannte ,,Freund-Feind-Szenarios* und Angriffszenarios studiert und
formale (algebraische!) Beweise gefiihrt werden, unter welchen Umsténden ein solches
Kryptosystem sicher ist. So fehlt z.B. in dem Buch jeglicher Hinweis darauf, daB das klas-
sische Diffie-Hellman Protokoll gegen einen Angriff aus der Mitte nicht geschiitzt und
ohne weitere AuthentisierungsmaBnahmen fiir die Praxis véllig unbrauchbar ist [5]. Der
Autor mag vom Standpunkt ausgegangen sein, daB dieses fiir die algebraischen Aspekte
der Kryptologie eine nicht wesentliche Fragestellung ist. Der Referent weist jedoch darauf
hin, da3 das Buch sich gerade auch an Leser anderer Gebiete wendet, so daB3 insbesondere
Informatiker und Nachrichtentechniker von diesem Kurs Gebrauch machen, ohne auch
nur ein ,,caveat” der Kryptographie zu lernen. Gerade diese machen das Gebiet der Kryp-
tographie so ausgesprochen schwierig und lassen es damit zu einer echten wissenschaftli-
chen Herausforderung werden, die von vielen AuBenstehenden und Newcomern wegen
des falsch verstandenen ,,Geheimdienst-Appeals® nicht verstanden oder akzeptiert wird.

Die Auseinandersetzung des Autors mit Fragen der Komplexititstheorie [6] im
Zusammenhang mit kryptographischen Fragen stellt, in einigen Fillen, den Leser vor
Probleme, die z.T. von etwas eigenwillig anmutenden, in der gingigen Kryptographie
nicht tiblichen Definitionen (z.B. durch die Definition des ,,trapdoor-problems*) herriih-
ren. Eigentliche (komplexitdtstheoretische) Fragen, die sich in der Public-Key Kryptogra-
phie stellen, sind nach wie vor offen, wie z.B. der Beweis fiir die Hérte oder die Brechbar-
keit eines Public-Key Kryptosystems, das auf diskreten Logarithmen in geeigneten Grup-
pen beruht: Die Veroffentlichung von Shors Algorithmus, aus dem Jahre 1994, zur
Faktorisierung mit Quanten-Rechnern (vom Autor nicht erwdhnt) beinhaltet ein haufig
libersehenes weiteres Ergebnis, das ebenfalls auf der leichten polynomialen Implementier-
barkeit der Quanten-Fouriertransformation beruht: Namlich die diskrete Logarithmie-
rung in beliebigen zyklischen Gruppen, deren Multiplikationsoperation auf klassischen
Rechnern mit polynomialem Aufwand dargestellt werden kann. Da dies fiir alle hier be-
trachteten Kryptosysteme gilt, diirfte die Frage nach der (Un-)Brechbarkeit bis zur Kla-
rung dieser kommenden Computertechnologie ohnehin weit offen bleiben.

Zum Abschluf3 dieser Buchbesprechung mochte ich auf die ersten Seiten des er-
sten Kapitels zuriickkommen, auf denen der Autor sich mit der Geschichte der Krypto-
graphie beschiftigt. Die Veroffentlichung dieses Buches im Jahre 1998 hitte an Aktualitét
fiir Autor, Verlag und Leser gewonnen, wire die kiirzlich bekannt gewordene Tatsache in
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den Inhalt aufgenommen worden, daB nicht Diffie und Hellman die Erfinder der Public-
Key Kryptographie gewesen sind, sondern britische Mathematiker im Government Com-
munication Headquarters in Cheltenham, UK [7]:

— Jim Ellis, der bereits im Jahre 1969, also sieben Jahre vor Diffie und Hellman, das
Konzept einer Einwegfunktion erfunden hat,

— Clifford Cocks, der im Jahre 1973 das Prinzip der RSA-Verschliisselung als Realisie-
rung angab und, last but not least,

— Malcolm Williamson, der kurz darauf im Jahre 1974 das Diffie-Hellman Protokoll (mit
Authentifikations-Handshake!) auf einer allgemeinen zyklischen Gruppe definierte.

Der Rezensent wird Teile dieses Buches in Zukunft sicherlich im Rahmen seiner
Vorlesungen iiber Kryptologie, Public-Key Kryptosysteme und Computeralgebra gezielt
einsetzen. Dem mit der Kryptologie und den theoretischen, technischen und politischen
Aspekten der modernen Informatik nicht vertrauten Leser sei jedoch empfohlen, drin-
gend weitere Literatur, wie sie etwa in den aktuellen Lecture Notes in Computer Science
Binden zu den Konferenzen Eurocrypt, Crypto und Asiacrypt verdffentlicht werden, zu
konsultieren, da die wesentliche Problematik im Zusammenspiel zwischen der Algebra
und der Informatik der modernen Sicherheitstechnologie liegt.

Ich schlieBe dieses Referat mit einem Zitat von E. Artin aus dem Artikel: ,,Zur
Problemlage der Mathematik* [1]:

,»Wegen des groBen Stoffes, der auf kleinem Raume bewiltigt
werden muB, sind die heutigen Lehrbiicher nicht mehr in dem
behidbigen Stil des vorigen Jahrhunderts geschrieben, und ein
Leser muB heute schon angestrengt mitarbeiten, um in ein
Gebiet einzudringen.“

[1] E. Artin: Zur Problemlage der Mathematik, in The Collected Papers of Emil Artin, Addi-
son-Wesley, 1965, pp. 552-560

[2] F. Schaefer-Lorinser: Arithmetik auf elliptischen Kurven zur Konstruktion von kryptogra-
phischen Einwegfunktionen, Dissertation, Universitit Karlsruhe, 1993

[3]1 G.B. Agnew, R.C. Mullin, .M. Onyszchuk, S.A. Vanstone: An Implementation for a Fast
Public-Key Cryptosystem, Journal of Cryptology, Vol. 3, pp. 63-79, 1991

[4] LA. Semaev: Evaluation of Discrete Logarithms in a Group of p-Torsion Points of an Ellip-
tic Curve in Characteristic p, Mathematics of Computation, Vol. 67, No. 221, pp. 353-356,
1998

[5] Th. Beth: Sichere offene Netze, Spektrum der Wissenschaft, Heft 5/95, 1995, pp. 46-55

[6] J.van Leeuwen (ed.): Handbook of Theoretical Computer Science, Vol. A, Algorithms and
Complexity, Elsevier, Amsterdam, The MIT Press, Cambridge, 1990

[71 J.H. Ellis: The Possibility of Secure Non-Secret Digital Encryption, CESG Report, Januar
1970, siehe auch: The Story of Non-Secret Encryption, http://jya.com/ellisdoc.htm

[8] B. Grohmann: Uber das DLog-Problem in der Klassengruppe imagindr-quadratischer Funk-
tionenkorper, Diplomarbeit, Universitit Karlsruhe, 1998

Waldbronn Th. Beth

Konig, H., Measure and Integration — An Advanced Course in Basic Procedures
and Applications, Springer Verlag 1997, 260 S., DM 98.—

In diesem Buch stellt der Verfasser einen von ihm zur Lehrbuchreife entwickelten
neuen Zugang zur MaB- und Integrationstheorie vor, der in wesentlichen Grundideen
u. a. auf Topsee zuriickgeht. Die Unterschiede zur herkémmlichen Theorie manifestieren
sich vor allem bei der Konstruktion von MafBen und Integralen aus elementareren Daten,
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die traditionell durch den Fortsetzungssatz von Caratheodory bzw. den Satz von Daniell-
Stone erledigt wird.

Die neue Vorgehensweise bei der Konstruktion von MaBen zeichnet sich unter
anderem durch folgende Charakteristika aus:

1. Ausgangsdaten sind isotone (modulare) Mengenfunktionen ¢ auf Verbinden & von
Teilmengen einer Grundmenge X (an der Stelle von Inhalten auf Ringen oder Semirin-
gen).
2. Das iibliche Caratheodorysche duBlere MaB wird durch die duBlere Einhiillende ¢° mit
W (A4) = inf{?unggp(Sl):(S/)I in @ mit S; 1S D A} ersetzt. Diese Konstruktion der se-
€
quentiellen oder o-Theorie hat natiirliche Analoga ¢* bzw. ", wenn (S;), durch endliche
aufsteigende Folgen (endliche oder *-Theorie) bzw. durch beliebige aufsteigend filtrieren-
de Familien ersetzt wird (nicht-sequentielle oder 7-Theorie). Die Definitionen erlauben es
dem Verfasser die drei Fortsetzungstheorien weitgehend simultan zu entwickeln.
3. Den obigen durch Approximation von auBen entstandenen Mengenfunktionen ¢*, ¢7,
¢" lassen sich natiirlich entsprechende durch Approximation von innen gebildete Men-
genfunktionen ., ., ¢, gegeniiberstellen. Die inneren Fortsetzungstheorien entsprechen
daher in vollstindiger Symmetrie den duBeren. (Der Autor zeigt sogar, dass auf einem
etwas abstrakteren Niveau die inneren und duBeren Theorien identisch sind).
4. Die gewiinschten Fortsetzungen ergeben sich aus einer Modifikation des klassischen
Caratheodory-Verfahrens. In der Regel werden notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir die Fortsetzbarkeit mit vorgegebenen Regularitits- und Stetigkeitseigenschaften
angegeben.
5. Bei allen Fortsetzungssétzen spielen innere bzw. duBere Regularititseigenschaften
durchgehend eine entscheidende Rolle.
6. Die sogenannte topologische MaBtheorie, d. h. die Konstruktion von Baire-, Borel-
und Radon-MaBen erweist sich als Spezialfall der vorher entwickelten abstrakten MaB-
theorie. Dies ist u. a. der Tatsache zu verdanken, dass die MaBkonstruktion durch Appro-
ximation von innen gleichberechtigt neben derjenigen durch Approximation von auflen
steht, wiahrend letztere traditionell bevorzugt wird.

Ein weiterer Schwerpunkt des Buches liegt in der Formulierung und Herleitung eines all-
gemeinen Satzes vom Daniell-Stoneschen Typ auf Verbandskegeln von Funktionen, der
einerseits die klassischen Sdtze von Daniell-Stone und Bourbaki als Spezialfille enthélt,
andererseits aber auch den klassischen Rieszschen Darstellungssatz und einen Rieszschen
Darstellungssatz fiir beliebige Hausdorffraume als direkte Folgerungen liefert. (Hier erge-
ben sich in der Zielsetzung deutliche Uberschneidungen mit dem Buch ,,Radon Integrals“
von B. Anger und C. Portenier, Birkhduser 1992, jedoch sind dessen Methoden eher funk-
tionalanalytisch.)

Im folgenden mochte ich den Inhalt der vorliegenden Monographie etwas ge-
nauer beschreiben, indem ich stichwortartig auf die einzelnen Abschnitte eingehe.

In der Einleitung erldutert der Verfasser die Unterschiede und Vorteile seines Zu-
gangs im Vergleich zum traditionellen Vorgehen.

In Abschnitt 1 werden die grundlegenden Begriffe und Notationen fiir Mengen-
systeme bereitgestellt, wie z. B. Verband, Oval, Ring, Algebra und die entsprechenden
o-Versionen.

In Abschnitt 2 werden Additivitdts-, Stetigkeits- und Regularitédtseigenschaften
von Mengenfunktionen auf Verbdnden eingefiihrt, z. B. Modularitit, Super-/Submodula-
ritdt, Additivitat, Super-/Subadditivitit, o- und 7-Stetigkeit von oben und unten sowie in-
nere und duflere Regularitit. AuBerdem werden Inhalte und Mafle in einem erweiterten
Sinn sowie als Beispiel das #-dimensionale Volumen kompakter Mengen definiert und
hinsichtlich elementarer Eigenschaften untersucht.
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Abschnitt 3 befaBt sich mit der Eindeutigkeit klassischer Inhalte, einer Verall-
gemeinerung des Satzes von Smiley-Horn-Tarski iiber die Forsetzung von modularen
Mengenfunktionen zu Inhalten und mit der Frage, wann eine Mengenfunktion zu einer
modularen Mengenfunktion fortgesetzt werden kann.

In Abschnitt 4 werden auf Mengenverbédnden simultan duBere *-, o- und 7-Pri-
mafBe als isotone Mengenfunktionen definiert, die eine Fortsetzung zu einem verallgemei-
nerten Inhalt mit -, o- bzw. 7-Stetigkeits- und Regularitatseigenschaften von auBen be-
sitzen. Weiter werden die duBeren Einhiillenden ¢*, ©° und ¢ von isotonen Mengenfunk-
tionen ¢: & —] — 00, 00] eingefiihrt und ihre Stetigkeits— und Regularititseigenschaften
diskutiert. AnschlieBend wird die (verallgemeinerte) Caratheodory Klasse einer auf einer
Potenzmenge definierten Mengenfunktion bereitgestellt.

In Abschnitt 5 wird ein zentraler Fortsetzungs- und Charakterisierungssatz fiir
duBere Primale bewiesen, wobei -, o- und 7-Theorie wiederum simultan behandelt wer-
den. Es wird dann dargestellt, wie sich das Lebesguesche MaB in den vorgegebenen Rah-
men einordnet.

Abschnitt 6 enthélt die Bergriffsbildungen und Sitze der inneren Theorie, die in
volliger Symmetrie zur in den Abschnitten 4 und 5 beschriebenen duBeren Theorie ent-
wickelt werden. Die Ergebnisse lassen sich sogar durch eine einfache Transformation auf
die entsprechenden Resultate der duBeren Theorie zuriickfiihren.

In Abschnitt 7 werden unter anderem innere und duBere Theorie verglichen.

Abschnitt 8 liefert als Anwendung der in Abschnitt 6 dargestellten inneren Theo-
rie einen Fortsetzungssatz fiir Baire-MaBe zu Borel-MaBen auf vollstindig reguliren
Réumen. AuBlerdem wird eine Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes von Hewitt-Yosi-
da bewiesen.

Abschnitt 9 charakterisiert diejenigen Mengenfunktionen auf dem System & der
kompakten Teilmengen eines Hausdorffschen topologischen Raumes, die sich zu einem
RadonmaB fortsetzen lassen, und diskutiert weitere Eigenschaften von RadonmaBen. Die
erzielten Ergebnisse folgen direkt aus der in Abschnitt 6 behandelten inneren Theorie.

In Abschnitt 10 wird eine Verallgemeinerung des Choquetschen Kapazilititssat-
zes bewiesen. Hier werden nicht die in den fritheren Abschnitten dargestellten Resultate
sonder nur die zugrunde liegenden Ideen verwendet.

In Abschnitt 11 wird ein Intergral vom Choquetschen Typ fiir nicht-negative,

in einem gewissen Sinn meBbare Funktionen beziiglich einer isotonen Mengenfunktion
» auf einem Mengenverband eingefithrt und seine grundlegenden Eigenschaften erliu-
tert.
. Abschnitt 12 befaBt sich mit dem klassischen Integralbegriff von nicht-negativen
IR-wertigen Funktionen allerdings beziiglich Inhalten auf Ringen und weist die Uberein-
stimmung mit dem in Abschnitt 11 definierten Integral nach, wenn beide Integrale erklért
sind.

Abschnitt 13 beinhaltet einen knappen Abriss der klassischen Integrationstheorie
beziiglich MaBen auf o-Algebren unter Verwendung der Resultate aus 11 und 12.

In Abschnitt 14 werden Elementarintegrale auf Stoneschen Verbandskegeln von
Funktionen, also isotone, positiv homogene und additive Funktionale, eingefiihrt und es
wird untersucht, wann solch ein Elementarintegral als Integral beziiglich eines Inhalts auf
einem Ring dargesellt werden kann.

Basierend auf den Vorbereitungen in Abschnitt 14 wird in Abschnitt 15 simultan
fiir die o- und 7-Theorie ein Daniell-Stonescher Satz fiir Elementarintegrale auf Stone-
schen Verbandskegeln von Funktionen bewiesen, der den klassischen Satz von Daniell-
Stone verallgemeinert.

In Abschnitt 16 wird eine Rieszcher Darstellungssatz fiir Elementarintegrale auf
reichhaltigen Verbandskegeln von oberhalbstetigen Funktionen mit kompaktem Tréager
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auf Hausdorffschen topologischen Raumen formuliert und durch Riickfithrung auf den
allgemeinen Satz von Daniell-Stone in Abschnitt 15 bewiesen.

Abschnitt 17 behandelt einen Daniell-Stoneschen Satz im Rahmen der *-Theorie.

Die Abschnitte 18 und 19 beschiftigen sich mit dem Problem der ,, Transplantati-
on“ von Inhalten bzw. MaBen: Gegeben eine Mengenfunktion ¢ auf einem Mengenver-
band S und ein weiterer Mengenverband T. Gesucht ist — grob gesprochen — ein Pramal
¥: T — Rmit ¢ = ¢.|g bzw. ¢ = ¢Y,|z bzw. p = 9;|s. Der Autor analysiert diese Situati-
on sorgfiltig und leitet als Anwendung eine Verallgemeinerung des Satzes von Los-
Marczewski iiber die Forsetzung von Inhalten und weitere Resultate iiber die Fortsetzung
von Baire- zu Borel-Malen ab.

In den Abschnitten 20-22 werden einerseits die klassischen ProduktmaBe (auf 2
Faktoren) eingefithrt und andererseits neue, auf den frither entwickelten Fortsetzungs-
theorien basierende ProduktmaBbildungen im Rahmen abstrakter MaBtheorie behandelt.
Die Konstruktion von Produkt-RadonmaBen ergibt sich dann als Spezialfall der letzt-
genannten Vorgehensweise. AuBerdem werden entsprechend angepalite Versionen der
Satze von Fubini-Tonelli und Fubini vorgestellt.

SchlieBlich wird in den Abschnittten 23/24 gezeigt, wie sich der Jordansche und
Hahnsche Zerlegungssatz, der Lebesguesche Zerlegungssatz und der Satz von Radon-Ni-
kodym in den Rahmen der beschriebenen Theorie einordnen lassen.

Die obige Beschreibung des Inhalts verdeutlicht nach meiner Meinung, dass hier
ein {iberzeugender, in sich geschlossener Aufbau der MaB- und Integrationstheorie vor-
liegt. Seit dem Erscheinen der Monographie hat der Verfasser diesen Eindruck durch wei-
tere Publikationen verstarkt (sieche etwa: H. Konig, Image measures and the so-called
image measure catastrophe, Positivity 1 (1997), 255-270, - - , Measure and integration:
Mutual generation of outer and inner premeasures; Integral representations of isotone
functionals, Annales Universitatis Saraviensis, Series Mathematicae 9(1998), 99-153, - -,
What are signed contents and measures, Math. Nachr. 204 (1999), 101-124, - -, Measure
and integration: comparison of old and new procedures, Arch. Math. 72(1999), 192-205).
Im Gegensatz zu traditionellen Darstellungen vermeidet dieser Aufbau einen Bruch zwi-
schen topologischer und abstrakter MaBtheorie. Vielmehr prisentiert er die topologische
Theorie als Spezialfall der abstrakten. Dieses Ergebnis wird erzielt, ohne dass der tech-
nische Aufwand im Vergleich zum klassischen Zugang entscheidend wichst. Da das Buch
hervorragend geschrieben ist, mit sehr iiberlegten (wenn auch zunichst ungewohnten)
Notationen arbeitet und seine Beweise sich durch Eleganz und Schnorkellosigkeit aus-
zeichnen, kann ich es mir gut als Grundlage von Vorlesungen iiber MaB3- und Integrati-
onstheorie vorstellen.

Die zahlreichen, sehr informativen bibliographischen Anmerkungen erlauben
dem Leser eine gute Einordnung der vorgestellten Resultate in den historischen Kontext.

Man konnte meinen, dass zum Thema Mal und Integral in zahlreichen Lehr-
biichern bereits alles wesentliche festgehalten ist. Der Verfasser beweist jedoch mit diesem
Werk, dass das Gebiet lebt und durchaus noch grundlegend neue Einsichten méglich sind.
Ich méchte daher das Buch allen an MaB- und Integrationstheorie interessierten Mathe-
matikern nachdriicklich zur Lektiire empfehlen.

Passau S. Graf

Kallenberg, O., Foundations of Modern Probability (Probability and its Applicati-
ons), Berlin u. a.: Springer 1997, 530 S., DM 112,

Der Autor sagt im Vorwort, er habe ein Buch iiber die gesamte Wahrscheinlich-
keitstheorie schreiben wollen, nach dem Vorbild Probability Theory von Loéve (1955).
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Sein Ziel sei es gewesen, die Einheit dieser mathematischen Disziplin gegeniiber den Ten-
denzen zu Spezialisierung und Zersplitterung zu starken. Auflerdem gebe es derzeit eine
sehr lebendige Wechselwirkung zwischen den verschiedenen Teilen der Wahrscheinlich-
keitstheorie, und der Forscher tue daher gut daran, Techniken und Resultate auch aufler-
halb seines engeren Gebiets zur Kenntnis zu nehmen. Das intendierte Buch solle eine all-
gemeine Ubersicht iiber das ganze Feld geben; sein Charakter sei der eines ,,Nachschlage-
werks“ (general reference), und man koénne es sich als Grundlage fiir Kurse
unterschiedlichen Niveaus vorstellen. Er sagt weiter, die Fiille des heute verfiigbaren Wis-
sens habe eine radikale Beschriankung der in das Buch aufzunehmenden Gegenstinde er-
zwungen; das Prinzip, nach dem er ausgewahlt habe, sei ein chronologisches gewesen: nur
solche Resultate, die zu Anfang der 70er Jahre bereits bekannt waren, oder zu denen zu-
mindest die Fragestellungen damals schon vorlagen. Da neuere Themen ausgelassen wer-
den mufBten — explizit genannt werden: groBe Abweichungen, Gibbsche und Palmsche
MaBe, Teilchensysteme, stochastische Differentialgeometrie, Malliavinkalkiil, stochasti-
sche partielle Differentialgleichungen, maBwertige Diffusionen, Verzweigungs- und Su-
perprozesse — gebe es genug Material fiir einen moglichen zweiten Band. Damit ist auch
das dem Buchtitel vorangestellte Wort ,,Grundlagen“ (foundations) erklért: Es hat nichts
mit Axiomatik oder empirischer Fundierung zu tun, sondern soll anzeigen, daB die Inhal-
te grundlegender Natur sind und nicht nur das Interesse weniger Spezialisten verdienen.

Wenn man dieses Konzept sieht, stellen sich mehrere Fragen. Diskutieren wir
nicht, ob Loéve ein gutes Vorbild ist, dem man nacheifern soll. Die erste Frage ist, wie
sich die zeitliche Beschrinkung auf den Problemstand der frithen 70er Jahre mit dem
Wort ,,modern® im Titel vertragt. Die zweite Frage zielt auf den Autor: Kann ein einziger
heutzutage iber die gesamte Wahrscheinlichkeitstheorie schreiben? Nicht viele Autoren
haben dazu die Kompetenz und den Mut. Eine dritte Frage, wem und in welchen Situa-
tionen das Buch niitzlich sein kann, wird vom Autor selbst beantwortet: es ist ein Lehr-
buch, das als ,,Nachschlagewerk® eingestuft wird, weil es auch fiir den Forscher, der sich
auflerhalb seines engsten Spezialgebiets orientieren will, von Interesse sein kann. Bleibt
die fundamentale vierte Frage, die schwierigste: Was ist neu an diesem Buch, und worin
unterscheidet es sich von der existierenden Literatur?

Das Buch besteht aus 23 Kapiteln. Wir wollen jetzt die Hauptthemen aufzihlen,
nicht vollstdndig, aber in reprasentativer Auswahl. Man findet die maBtheoretischen
Grundlagen der Stochastik (teilweise als Anhang — der einzige Platz, an dem sich der Au-
tor davon dispensiert, alles zu beweisen) und die klassischen Gesetze der groBen Zahlen.
Wir finden charakteristische Funktionen, die klassischen Grenzwertsitze, unendliche
Teilbarkeit und Lévy-Prozesse. Es gibt Kapitel iiber Markovketten, Irrfahrten, stationire
Prozesse ebenso wie iiber die schwache Konvergenz von Malen, mit Anwendung auf Ma-
Be in Funktionenrdumen und auf Punktprozesse; als konkrete Beispiele werden der Pois-
sonprozef und die Brownsche Bewegung ausfiihrlicher dargestellt. Die zweite Hilfte setzt
einen deutlichen Schwerpunkt in der ,,Stochastischen Analysis“: stetige Martingale, Ito-
Integral, Fellersche Halbgruppen und ihre Generatoren, die Laplace- Gleichung und ihre
stochastische Interpretation bis hin zu den Kapazititen, stochastische Differentialglei-
chungen und ihre starken und schwachen Losungen, allgemeine ProzeBtheorie (d.h. Se-
mimartingale und allgemeine stochastische Integrale). Die Lokalzeit der Brownschen Be-
wegung wird mehrmals und unter jeweils neuem Blickwinkel dargestellt; eine andere Stel-
le, wo es etwas konkreter zugeht, ist das Kapitel iiber eindimensionale Diffusionen. An
allen Gegenstinden kann man die nahtlose Verbindung von Analysis und Wahrschein-
lichkeit feststellen: es gibt keinen Gegensatz von ,,schoner* stochastischer Intuition und
,»héBlicher” Technik, ebensowenig ,,abstrakte* analytische Sitze, die sich eine stochasti-
sche ,,Anwendung® suchen. Wahrscheinlichkeitstheorie wird als ein Ganzes prisentiert:
Untersuchung von zufilligen Objekten mit den Mitteln der Analysis.
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Versuchen wir auch eine Inhaltsangabe durch Negation, indem wir Themen nen-
nen, die nicht vertreten sind. Solche Themen gibt es auch auBlerhalb jener neueren Gebie-
te, die der Autor bewuBt ausgeklammert hat (siche Aufziahlung Ende des ersten Absat-
zes). Das Kapitel iiber Markovketten ist sehr knapp ausgefallen: Irrfahrten als im wesent-
lichen einzige Beispiele, keine praktischen Kriterien fiir (positive) Rekurrenz. Es gibt den
Wienerprozefl und den isonormalen GauBprozeB3, der durch die Elemente eines Hilbert-
raums indiziert ist, aber keine GauBprozesse zu einer allgemeineren Indexmenge und ihre
pfadweisen Eigenschaften. Empirische MaBe kommen nur in R! vor, als empirische Ver-
teilungsfunktionen. Den Satz vom iterierten Logarithmus sehen wir in der einfachsten
Form, nicht in der Version von Strassen (1964). Es fehlen der multiplikative Ergodensatz
von Oseledec (1968), der Martin-Rand, ein zentraler Grenzwertsatz fiir Summen abhéngi-
ger GroBen (z.B. additive Funktionale eines stationdren Markovprozesses) und eine
Theorie der reversiblen Prozesse (Dirichletformen). An manchen Stellen bedauert man,
daB der Grad der Ausfiihrlichkeit, mit der ein Thema dargestellt wird, begrenzt ist und
manche Pointe daher ausbleibt: im Kapitel iiber stetige additive Funktionale der
Brownschen Bewegung wire es schon gewesen, wenn zur Trigermenge der Revuz-Mafe
etwas gesagt worden wire und auch dazu, welche Funktionen dabei als Potentiale auftre-
ten konnen; der angefiihrte Satz 19.23 (Volkonsky 1960) gibt fiir letzteres nur eine hinrei-
chende Bedingung. Diese Liste der fehlenden Themen ist, wie man sieht, vollkommen
willkiirlich zusammengestellt und beliebig fortsetzbar. DaB nicht alles im Buch stehen
kann, folgt aus den rdumlichen Vorgaben. Wenn wir einige Fehlstellen benannt haben, so
nicht unbedingt um zu kritisieren, wir wollten vielmehr an konkreten Einzelféllen zeigen,
wo die Grenzen des Anspruchs liegen (miissen), ein Buch dber die gesamte Wahrschein-
lichkeitstheorie zu schreiben.

Wenn man die Frage nach der Neuheit und dem besonderen Profil des Buchs un-
ter dem Gesichtspunkt der Inhalte betrachtet, so muBl man sagen, daB ein neuer Blick auf
die Stochastik insgesamt oder eine Neubewertung des Verhéltnisses ihrer Teile nur schwer
zu erkennen ist — einen solchen Anspruch hat der Autor auch gar nicht erhoben — und
weitgendend das tradierte Material in seiner naturgegebenen logischen Abfolge ausgebrei-
tet wird. Neu ist die Durchgestaltung des Stoffs in den Einzelheiten und manche Beweis-
idee. Trotz aller Weglassungen ist auf dem beschrinkten Raum eine erstaunlich reiche
Fiille anzutreffen, dank der pragnanten Darstellungsweise, und der Leser wird ziemlich
weit in den Bereich der stochastischen Analysis hineingefithrt. Wir haben vorhin nur feh-
lende Themen benannt (bei einigen von ihnen hat mir ihr Fehlen leidgetan). Jetzt sollten
wir auch in die andere Richtung gehen und sagen, daB3 es schon gewesen wire, wenn der
Autor den Mut gehabt hitte, das eine oder andere wegzulassen. Ich denke dabei an solche
Dinge, die schon seit lingerer Zeit abschlieBend dargestellt sind, oder die im Gesamtauf-
bau der Theorie weitgehend isoliert sind und keine Konsequenzen fiir spatere Kapitel ha-
ben. Ich nenne das Beispiel der Wiener-Hopf-Faktorisierung, aber der Einwand gilt auch
fiir anderes (vor allem) aus dem ersten Teil, was bereits zum Wissen der 30er Jahre gehort
hat, z.B. der Satz von den drei Reihen. Hier hitte der Autor nach meinem Geschmack
dem im Titel erhobenen Anspruch von ,,moderner* Wahrscheinlichkeit stiarker nachkom-
men konnen.

Der Stil ist von einem hohen Abstraktionsgrad. Im Zentrum der Darstellung
steht der logische Zusammenhang. Dem dient man am besten durch kurze und prignante
Formulierungen und das Vermeiden von Weitschweifigkeit. Der Preis, der hierfiir zu zah-
len ist, besteht im weitgehenden Verzicht auf anschauliche umgangssprachliche Erkldrun-
gen der mathematischen Begriffe. Damit ist das Buch nur fiir solche Leser geeignet, die
schon hinreichend mit Stochastik vertraut sind. (Als ein Beleg fiir Abstraktion sei Pro-
position 10.6 im Kapitel iiber Poissonprozesse angefiihrt. Es bedarf einiger Routine, um
durch die sehr formale Notation hindurch zu sehen, daB sich unter dieser Proposition als
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Spezialfall ein altehrwiirdiges und immer wieder neu entdecktes Resultat verbirgt, ndm-
lich der Erhalt der Poissoneigenschaft unter unabhiangigen Bewegungen der Punkte und
folglich die Invarianz eines geeigneten PoissonmafBes unter bestimmten Dynamiken im
Konfigurationsraum. Da die Formulierung ohne das Wort ,,Poisson“ auskommt, ist auch
der die Proposition ankiindigende umgangssprachliche Satz keine allzu groBe Hilfe.) Die
Definitionen sind Teil des laufenden Texts, die einzufithrenden Begriffe sind durch Kur-
sivdruck hervorgehoben und dank des vorziiglichen Sachwortregisters leicht aufzufinden.
Spezielle Beispiele zur Illustration der allgemein beschriebenen Sachverhalte findet man
nur wenige; das ist ein weiterer Grund, das Buch nicht als Lehrbuch fiir Anfénger ein-
zustufen, sondern als deduktive systematische Darstellung eines Wissensgebiets. Den
Kreis der moglichen Benutzer bilden Dozenten und fortgeschrittene Studenten der Ma-
thematik, einschlieBlich Doktoranden. Anwender der Stochastik, die von auBlerhalb der
Mathematik kommen, wie Ingenieure, Physiker, Okonomen, werden mit dem Buch nicht
iiberméBig gliicklich werden, weil es wegen seines ,,grundlegenden Charakters die spe-
ziellen Resultate, an denen sie interessiert sind, nicht enthéilt und es dazu eine sehr theo-
retische Sprache spricht.

Die Prasentation des Materials zeichnet sich durch erstaunliche Klarheit und Pra-
gnanz aus. Der Uberblick des Autors iiber die verschiedensten Teilgebiete der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und seine Sachkunde im Detail sind beeindruckend. In einer lang-
jahrigen Tatigkeit als Forscher, akademischer Lehrer und Zeitschriftenherausgeber hat er
sich in vielen Gebieten eine tiefreichende Kompetenz erworben. Wo immer man liest, alle
Kapitel sind griindlich durchgearbeitet und in Stromlinienform gebracht. Man ahnt, da3
es den Autor eine ungeheure Anstrengung gekostet haben mul3, um diesen Endzustand zu
erreichen, aber man sieht nichts von ihr. Sein im Vorwort genanntes Ziel, klare und 6ko-
nomische Beweise fiir die aufgefithrten Sétze zu geben, hat er in bewundernswertem Maf
erreicht. (Man kann auch das als eine Antwort auf die Frage nach der Neuheit und Be-
sonderheit des Werks ansehen.) Das Buch ist ausgesprochen leserfreundlich geschrieben.
Jedes Kapitel tragt im Inhaltsverzeichnis und im Text einen aus 8 bis 10 Schliisselbegrif-
fen bestehenden Untertitel; es beginnt mit einer kurzen Inhaltsangabe und anschlieBenden
Querverweisen; es endet mit einer Reihe von Ubungsaufgaben. Die Aufgaben sind so be-
schaffen, daB jemand, der nach dem Buch lernt, mit ihnen sein Verstdndnis der logischen
Zusammenhinge testen kann; sie haben nicht die Funktion, den Stoff mit Beispielen zu
illustrieren oder neues Material einzufithren. Im Anhang gibt es zu jedem Kapitel einen
kurzen historischen Uberblick, der Quellen zu den wichtigsten Sitzen und Begriffen
nennt; weiter, und das macht das Buch fiir den Nachschlagenden und den Lernenden
wertvoll, findet man dort eine Reihe von neueren Monographien, in denen das jeweilige
Thema ausfiihrlicher und aus heutiger Sicht behandelt wird. Wir haben oben die additi-
ven Funktionale oder den iterierten Logarithmus als Beispiele knapper Darstellung er-
wihnt; mit dieser Knappheit 148t sich dank der vorziiglichen Bibliographie ganz gut le-
ben. Insgesamt umfaBt das Verzeichnis aller Originalarbeiten und Monographien knapp
500 Titel. Auf das sorgféltige und informative Sachwortregister wurde schon hingewiesen.
Ich kann mich nicht erinnern, daB ich in jiingerer Zeit einmal ein derart sorfiltig durch-
gearbeitetes Mathematikbuch in der Hand gehalten hétte. Ein Lob daher auch dem Haus
Springer (bzw. dem Applied Pro-bability Trust)!

Heidelberg H. Rost

Hornung, U., Homogenization and Porous Media, Berlin u.a.: Springer 1997,
XIII + 279 S., DM 98,00

Unter Homogenisierung versteht man einen mathematischen Ansatz, der es ge-
stattet, (Differentialgleichungs-)Modelle mit stark variierenden Parametern durch Uber-
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gang zum singuldren Grenzwert in diesen Parametern zu ,,mitteln®. Auf diese Weise ist es
moglich, den Ubergang zu vollzichen von einer Mikroskala, in der alle Details aufgelst
werden, zu einer Makroskala, auf der die Details der Mikroskala nur noch z.B. in Form
von effektiven” Koeffizienten sichtbar sind. Dies ist oft ein entscheidender Schritt fiir
die Praktikabilitdt mathematischer Modellierung fiir natur- oder ingenieurwissenschaftli-
che Prozesse, sind doch die Mikrostrukturmodelle weder mit vertretbarem Aufwand nu-
merisch zu approximieren noch entsprechen ihre GroBen den gemessenen GroBen, da
auch beim MeBvorgang eine ,,Mittelung® stattfindet.

Diese allgemein beschriebene Situation liegt insbesondere bei FlieB-, Transport-
und Reaktionsprozessen in pordsen Medien vor. Unter einem pordsen Medium versteht
man ein inhdrent heterogenes Material, gebildet durch ein Feststoffskelett und den da-
durch entstehenden, zusammenhéngenden Porenraum, der mit Fluiden (Gas, Wasser, Ol)
gefiillt ist. Die Mikroskala ist also die der Betrachtung einer ,,einzelnen“ Pore, in der die
Fluide den Gesetzen der Kontinuumsmechanik, also etwa den (Navier-)Stokes-Gleichun-
gen gehorchen. Aber schon 1856 fand der franzosische Wasserbauingeniuer H. Darcy,
dal} die Sickergeschwindigkeit von Wasser durch einen Boden sich als proportional zum
negativen Gradienten eines Potentials aus dem hydrostatischen Druck und einem Gravi-
tationsanteil beschreiben 148t. Der Proportionalititsfaktor, genauer der darin enthaltene
mediumsabhangige, Permeabilitit genannte Anteil, ist ein ,.effektiver® Koeffizient, der
die zugrundeliegende Mikrostruktur des pordsen Mediums widerspiegelt. Als Fragestel-
lung ergeben sich also: Die rigorose Rechtfertigung des experimentell erhaltenen Gesetzes
von Darcy und eine moglichst explizite Darstellung der Permeabilitit. Wahrend eine gan-
ze Reihe von Ansitzen, z.B. die Methode der Volumenmittelung, fiir die prinzipielle
Rechtfertigung solcher ,,gemittelter Gleichungen herangezogen werden kann, liefert die
Homogenisierung, zumindestens in einfacher geometrischen Situation, auch die effektiven
Koeffizienten explizit. Dies ist der Fall, wenn das Medium rdumlich periodisch, d.h. peri-
odisch aus einer auf Lingeneinheit ¢ skalierten reprisentativen Zelle zusammengesetzt ist.
Dies ist der in weiten Teilen des vorliegenden Buches vorausgesetzte Fall, der aber gerade
bei natiirlichen pordsen Medien wie Boden an seine Grenzen stoBt. Hier sind Erweiterun-
gen ndtig und moéglich, die von einer stochastischen Beschreibung des Mediums ausgehen,
wie in Kapitel 5 kurz angesprochen.

Ein (formaler) erster Schritt im Rahmen der periodischen Homogenisierung be-
ruht auf der Annahme der Existenz einer asymptotischen Entwicklung der Losung u¢(x)
des Mikrostrukturmodels in € in der Form

uF(x) = uo(x,y) + 2w (x, ) + ur(x, ) + ..

mit der zusiétzlichen stark variierenden Variable y = x/e. Auf diese Weise kann man die
Gestalt der homogenisierten Gleichungen und ihrer effektiven Koeffizienten herleiten.
Dies geschieht fiir ein Spektrum von Fluidmodellen (ein-phasig, zwei-phasig, Newtonsch,
nicht-Newtonsch) in Kapiteln 3-5 (und 9) und darauf aufbauend fiir reaktiven Stofftrans-
port in Kapitel 6. Offen bleibt bei diesem Ansatz die Frage der Konvergenz von u¢ und
der dafiir angemessenen Normen. Mathematische Werkzeuge dazu sind im Anhang A
dargestellt, insbesondere das Konzept der Zwei-Skalen-Konvergenz, das in einem Schritt
die Behandlung der Konvergenz von u°®, der Identifizierung der homogenisierten Glei-
chung und auch der Existenz von Losungen fiir diese erlaubt.

Neben den erwdhnten Themen werden natiirliche thermische Konvektion in po-
rosen Medien (Kapitel 7), poroelastische Medien (Kapitel 8), der Bezug zur Perkolations-
theorie (Kapitel 2) und leider nur kurz Fragen der numerischen Approximation diskutiert
(Kapitel 10).

Das vorliegende Buch bietet eine gut lesbare Einfithrung in die Technik der Ho-
mogenisierung und gibt einen Uberblick iiber die fiir Vorginge in porésen Medien so ent-
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stehenden Modelle. Es ist somit eine groBe Hilfe fiir jeden Mathematiker, der auf dem
Gebiet der Homogenisierung oder der pordsen Medien arbeitet, sollte aber auch zugiang-
lich sein fiir den mathematisch gebildeten Natur- oder Ingenieurwissenschaftler. Dieser
wird viele in diesen Gebieten schon lange bekannte makroskopische Modelle in neuem
Licht finden, aber auch neue Modelle, die auf ihre Anwendung noch harren. Andere Mo-
nographien iiber Homogenisierung streifen das Gebiet der porésen Medien nur am Ran-
de oder gar nicht ([JKO94], [BP89]) oder kénnen wegen ihres Alters ([BLP78], [EP87])
neuere Entwicklungen nicht enthalten. Sie bieten also keinen Ersatz fiir das vorliegende
Buch. Dieses ist keine Monographie im klassischen Sinne, wurde es doch insgesamt von
neun Autoren geschrieben, die alle auf dem Gebiet ihren Forschungsschwerpunkt haben.
Es ist dennoch mehr als eine Zusammenstellung von Ubersichtsartikeln, da auf eine ein-
heitliche Nomenklatur und eine durchgehende Ordnung des Materials geachtet wurde. U.
Hornung hat somit weit mehr als die iibliche Arbeit eines Herausgebers geleistet. Da er
kurz nach Erscheinen des Bandes auf tragische Weise verstarb, ist das Buch zu seinem
Vermaéchtnis geworden.

Literatur
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[JKO9%94] V.V. Jikov, S.M. Kozlov, and O.A. Oleinik. Homogenization of Differential Opera-
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Erlangen P. Knabner

Hart, J. D., Nonparametric Smoothing and Lack-of-Fit Tests (Springer Series in
Statistics), Berlin u. a.: Springer 1997, 300 S:, DM 79,—

Methoden der nichtparametrischen Kurvenschitzung sind heutzutage weit-
verbreitet in der Angewandten Statistik und ihre asymptotischen Eigenschaften sind nun
schon lange ein zentrales Thema der Mathematischen Statistik. Nichtparametrische Kur-
venschétzer beruhen auf lokalen Glattungen der Daten, und ihre Gestalt wird nicht beein-
trichtigt durch Modellannahmen wie bei Schitzungen in parametrischen Modellen (etwa
in linearen oder polynomialen Regressionsmodellen). Solche parametrischen Modelle
werden oft als zu einschrinkend und ihre Annahme als zu restriktiv empfunden. Dies ist
ein Grund fiir die Popularitét nicht parametrischer Methoden. Andererseits legt diese Un-
voreingenommenheit nahe, diese Methoden zur Konstruktion von Tests fiir einfache und
zusammengesetzte, parametrische und nichtparametrische Hypothesen heranzuziehen.
Dies kann zum Beispiel durch den Vergleich eines nichtparametrischen Kurvenschitzers
mit einem parametrischen Schétzer oder mit einer hypothetisierten Kurve geschehen. Sol-
che Tests (,,Lack-of-Fit Tests“) konnen einen zentralen Baustein im Rahmen einer stati-
stischen Modellwahl bilden. Sie sind eine der wichtigsten Anwendungen der nichtparame-
trischen Kurvenschétzung. Ihre Darstellung ist Gegenstand dieses Buches.

Der erste Teil des Buches enthilt eine Beschreibung einiger Glittungsmethoden
und ihrer statistischen Eigenschaften. Hierbei konzentriert sich der Autor auf die Diskus-
sion von Kernregressionsschitzern und Fourierreihenschétzern. Lokale Polynome, Glit-
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tungssplines und Waveletschitzer werden nur am Rande erwihnt (Kapitel 2). Einfache
asymptotische Eigenschaften der Kernschitzer und Fourierreihenschitzer (quadratischer
erwarteter Fehler, punktweise asymptotische Normalitit des Kernschétzers) werden
nachgewiesen (Kapitel 3). Kapitel 4 referiert liber verschiedene statistische Ansitze der
datenadaptiven Glattungsparameterwahl. Dies geschieht vor allem wieder fiir Kernschat-
zer und auf einem mehr intuitiven Niveau. Fiir Details wird auf neuere Literatur verwie-
sen. Kapitel 5 bis 9 diskutieren Lack-of-Fit Tests. Neben klassischen Ansidtzen werden
hier vor allem Tests betrachtet, die auf Fourierreihenschitzer beruhen. Ausfiihrlich wer-
den einfache Hypothesen (Kapitel 7) und die Hypothese eines linearen Modelles (Kapitel
8) behandelt. Die Anwendungen auf andere Modelle werden angedeutet bzw. auf einem
mehr intuitiven Niveau diskutiert (Kapitel 8.3 und Kapitel 9).

Das Buch ist gut lesbar. Das mathematische Niveau ist recht einfach. Die all-
gemeine Einfithrung in die nichtparametrische Kurvenschiatzung in den ersten Kapiteln
ist informativ und gibt reichlich Referenzen zu aktueller Literatur. Dieser Teil des Buches
ist auch fiir Leser von Interesse, die sich einen ersten Einblick in die nichtparametrische
Kurvenschétzung verschaffen wollen. Im zweiten Teil mag storen, daB3 das Buch sich iiber
weite Teile auf Fourierreihenschétzer beschrinkt. Eine Einbeziehung anderer Glattungs-
verfahren wie Kernschitzer, Glattungssplines und Wavelets wére hier wiinschenswert ge-
wesen. Eine Diskussion, wie Bootstrap- und Resamplingverfahren hier eingesetzt werden
koénnen, hétte auch Sinn gemacht. Trotz dieser Einseitigkeit vermittelt das Buch einen in-
formativen Einblick in eine aktuelle statistische Problematik.

Heidelberg E. Mammen

Kress, R., Numerical Analysis (Graduate Texts in Mathematics 181), Berlin u.a.:
Springer 1998, 335 Seiten, DM 78,—

Der Verfasser hat den Mut gehabt, den vielen auf dem Markt vorhandenen ein-
fiihrenden Biichern iiber numerische Mathematik ein weiteres hinzuzufiigen, und er und
auch der Verlag sind zum schoénen Ergebnis zu begliickwiinschen. Das Werk, hervor-
gegangen aus Lehrveranstaltungen des Autors, ist gedacht fiir einen zweisemestrigen Kurs
fiir Studenten auf dem Niveau des zweiten Studienjahres an einer deutschen Universitét.
Es ist analysis-orientiert, sein Zweck ist ausdriicklich nicht die Vermittlung moglichst vie-
ler Rechenrezepte, sondern die Vermittlung der Einsicht in die theoretischen Hintergriin-
de. Es zeigt Mathematik (vor allem Analysis) in Aktion, ohne allerdings die Aspekte der
Praxis aus den Augen zu verlieren. Solide Kenntnisse in Differential- und Integralrech-
nung sowie in linearer Algebra werden vorausgesetzt, erforderliche Grundlagen aus der
Funktionalanalysis werden entwickelt. So ist das Buch hervorragend geeignet, das Gebiet
der Numerik als Gegenstand der Mathematik erleben zu lassen, aber auch dem an An-
wendungen interessierten Leser tieferes Verstandnis tiber die Wirkungsweise von Verfah-
ren zu geben. Der echte Praktiker wird sich allerdings notwendige Information {iber Run-
dungsprobleme und Fehlerfortpflanzung anderswo suchen miissen, diese Problematik
paBt sozusagen nicht in dieses Buch, in dem gewissermaBen das numerische Rechnen in
den Ké6rpern R und C der reellen und komplexen Analysis stattfindet.

Beachtlich ist die Spannweite des dargestellten Stoffes. Nach der Behandlung al-
gebraischer (nicht-iterativer) Methoden fiir Systeme linearer Gleichungen (Kapitel 2)
fiihrt Kapitel 3 ein in grundlegende funktionalanalytische Sachverhalte: normierte Réu-
me, Skalarprodukte, beschrinkte lineare Operatoren, Matrixnormen, beste Approximati-
on, Fixpunktsatz von Banach. Letzterer dient in Kapitel 4 zunéchst der Begriindung ite-
rativer Methoden fiir lineare Gleichungssysteme. Modellhaft werden in diesem Kapitel
auch das Defekt-Korrektur-Prinzip und das Mehrgitter-Verfahren vorgestellt.
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Es schlieBt sich an das Kapitel 5 iiber schlecht konditionierte lineare Systeme, in
dem auch Singulirwertzerlegung und Tikhonov-Regularisierung auftreten. Es folgen in
Kapitel 6 iterative Methoden fiir nichtlineare Systeme, auch Berechnung der Nullstellen
von Polynomen und die Methode der kleinsten Quadrate, dann Kapitel 7 iiber Eigenwert-
probleme.

Kapitel 8 behandelt polynomiale, trigonometrische und Spline-Interpolation,
geht aber auch auf Bézier-Polynome ein. Ergebnisse dieses Kapitels dienen in Kapitel 9
der Gewinnung und Analyse von Quadraturverfahren. Reizvoll zu studieren ist der Ab-
schnitt iiber Quadratur periodischer Funktionen (verwendet wird die Euler-Maclaurin-For-
mel), zu der auch mittels komplexer Analysis eine die schnelle Konvergenz zeigende ablei-
tungsfreie Fehlerschranke bewiesen wird. Nach Vorstellung und Untersuchung der Rom-
berg-Integration schlieBt dieses Kapitel mit einem Abschnitt {iber uneigentliche Integrale
auf einem beschriankten Intervall, zu deren Berechnung eine vermittels Substitution zu ge-
winnende Verdichtung der Stiitzpunkte in Randnidhe vorgeschlagen wird. Leider wird
nicht darauf hingewiesen, daB3 man in konkreten Fillen oft mit viel einfacheren Techniken
oder Tricks zum Ziel kommt.

Kapitel 10 ist den Einschritt- und Mehrschritt-Verfahren fiir Anfangswertauf-
gaben bei gewohnlichen Differentialgleichungen gewidmet. Das Problem steifer Differen-
tialgleichungen wird allerdings nur en passant erwéhnt. Einen besonderen Charakter hat
das Kapitel 11 {iber Randwertaufgaben (fiir gew6hnliche Differentialgleichungen). Nach
Darstellung des Prinzips der SchieBmethode und der Differenzenmethode kommt wieder
die Funktionalanalysis ins Spiel. Am Modellproblem der Sturm-Liouville-Randwertauf-
gabe wird tiber die Begriffe Koerzivitit und schwache Lisung die Galerkin-Methode und
als Spezialfall die Methode der finiten Elemente vorgestellt, einschlieBlich Fehlerabschit-
zungen fiir Approximation mittels linearer Splines. Im abschlieBenden Kapitel 12 hat es
sich der Verfasser nicht nehmen lassen, auf das ihm besonders am Herzen liegende Thema
Integralgleichungen (hier zweiter Art) einzugehen. Nach einem Bericht iiber die Rieszsche
Theorie stellt er zuerst abstrakte Operator-Approximations-Methoden dar, dann die Me-
thode von Nystréom und das Kollokationsverfahren.

Im Literaturverzeichnis (66 Titel) findet man eine gut gelungene représentative
Auswahl von Quellen. Besonders hingewiesen sei auf die sorgfaltige Auswahl von
Ubungsaufgaben (am Ende jedes Kapitels werden solche angeboten), bei deren Bearbei-
tung der Leser (die Leserin ist hier mit gemeint!) Gelegenheit hat, nicht nur den Stoff zu
vertiefen, sondern auch Dinge kennen zu lernen, die im eigentlichen Text vielleicht zu
kurz kommen (beispielsweise die Peano-Kern-Methode zur Gewinnung von Fehler-
abschitzungen bei Approximation linearer Funktionale). Zu diesem ,,vielleicht“ ist zu sa-
gen, daB der Verfasser sich um moglichst konzise Darstellung der Theorie bemiiht und
gar manches an gut gewéhlten einfachen Beispielen modellhaft behandelt hat. Das er-
leichtert einerseits das Studium, erlaubt andererseits auf den knapp dreihundert Seiten ei-
ne beachtliche Vielzahl von Ideen, Konzepten und Methoden vorzustellen. Wer mehr
braucht, dem sollte es nach Studium dieses Werkes leichtfallen, in Einzelgebieten tiefer-
gehende Literatur einzuordnen, zu erarbeiten und zu verwenden.

Ein empfehlenswertes Werk!

Berlin R. Gorenflo

Giaquinta, M., Modica, G., Souéek, J., Cartesian Currents in the Calculus of Va-
riations I and II (Erg. der Math. und ihrer Grenzgebiete 37 und 38), Berlin u. a.: Springer
1998, XXIV, 711 S. und XXIV, 697 S., DM 229,— und 229,

Mit dem Titel ,,Cartesian Currents in the Calculus of Variations* dieser aus zwei
volumindsen Bianden bestehenden eindrucksvollen Monographie diirften die meisten Ma-
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thematiker nichts anzufangen wissen. Dies ist nicht allzu verwunderlich, da der Begriff
,»Cartesian Currents* (Kartesische Strdme) erst ca. 10 Jahre alt ist und von den Autoren
des vorliegenden Werkes geprigt wurde. Wie weiter unten naher zu erldutern sein wird,
bezeichnet er eine spezielle Klasse von ,,Currents” (Strémen), also von mathematischen
Objekten, deren Studium einer der Hauptgegenstinde der Geometrischen MaBtheorie ist.
Gleichzeitig aber macht der Titel durch den Zusatz ,,... in the Calculus of Variations*
deutlich, daBl das Hauptaugenmerk auf den Anwendungen innerhalb der Variationsrech-
nung liegt.

Der erste Band ,,Cartesian Currents* ist naturgemiB grundlegender Natur, da in
ihm die neuen Begriffe eingefiihrt und illustriert werden, und der Zusammenhang mit be-
stehenden Theorien aufgezeigt wird. Da es der Anspruch der Autoren war, die Darstel-
lung elementar — wenn auch auf einem hohen Niveau — zu halten, und es dem Leser zu
ermOglichen, einzelne Kapitel und Abschnitte unabhingig von der allgemeinen Theorie
zu studieren, wurde es notwendig, z.B. Teile der Geometrischen MaBtheorie in den Text
zu integrieren.

Der zweite Band ,,Variational Integrals“ beinhaltet Untersuchungen einer Reihe
von Variationsproblemen im Rahmen der Theorie der Kartesischen Strome, wobei durch-
gehend der Vergleich mit dem klassischen Zugang iiber Sobolev Riume im Auge behalten
wird. Aus den gleichen Griinden wie beim ersten Band beginnt hier die Darstellung des-
halb mit einer Art Einfithrung in die Variationsrechnung.

Bevor ich eine detailliertere Ubersicht iiber den Inhalt des vorliegenden Werkes
gebe, mochte ich versuchen, die grundlegende Idee hinter dem Begriff ,,Cartesian Cur-
rents* zu skizzieren. Bei der direkten Methode der Variationsrechnung versucht man, z.B.
eine Minimumstelle eines Funktionals () zu finden, indem man sogenannte Minimal-
folgen betrachtet, d.h. Folgen von Abbildungen {u;}, so daB lnn Flug) = 1nf F, wobei

C die Klasse zuldssiger Vergleichsabbildungen ist. Mdchte man nun eine konvergente Teil-
folge {uy, } auswihlen, wobei die Art der Konvergenz noch zu kléren ist, so sieht man sich
im Allgemeinen gezwungen, von glatten Abbildungen zu (in einem geeigneten Sinn)
schwach differenzierbaren Abbildungen iiberzugehen, d.h. C zu erweitern zu einer groBe-
ren Klasse C. In den meisten Fillen wird man dabei nichts besseres als schwache Konver-
genz erwarten konnen. Ist nun das betrachtete Funktional F schwach unterhalbstetig, so
erhilt man aus U, — u die Ungleichung

Fu) < liminf}'(uk[) = lirn Flu) = irclf]-'.

Gilt schlieBlich « € € und mf F = 1nf F, so hat man offenbar das gesuchte Minimum ge-
funden.

An diesem Punkt setzt dann die Regularitdtstheorie ein, wenn man versucht
nachzuweisen, daf3 es sich bei dem schwachen Minimum tatsichlich um ein klassisches
(d.h. glattes) Minimum handelt. In den letzten 30 Jahren hat sich nun gezeigt, da man
bei Variationsproblemen fiir vektorwertige Abbildungen, also « :  C IR"” — IRV, Q offen
und N > 1, im Allgemeinen mit Singularititen rechnen muf, d.h. man kann keine glatten
Minima erwarten, sondern bestenfalls sogenannte Partielle Regularitit. Umso wichtiger
wird es in diesem Fall, den richtigen oder zumindest einen geeigneten Begriff der schwa-
chen Abbildung zu haben. Zitat aus dem Preface: ,, The aim of this monograph is twofold:
discussing a homological theory of weak maps, and in this context treating several typical
and relevant variational problems.*

Im Buch werden hauptsichlich Geometrische Variationsprobleme behandelt, bei
denen das Variationsintegral von der Form F(u, Q) f f(x,u(x), Du(x))dx ist. Eine

fundamentale Beobachtung der Autoren ist nun, daB3 der klasmsche Begriff der Distributi-
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onsableitung in vielen interessanten Fillen nicht der geeignete Begriff der schwachen Ab-
leitung ist. Es stellt sich ndmlich heraus, daBl der Graph einer Abbildung und seine Tan-
gentialebenen nicht addquat durch die Distributionsableitung beschrieben werden, son-
dern dazu eher der maBtheoretische Begriff der Approximativen Differenzierbarkeit fast
itberall geeignet ist. Bei glatten Abbildungen gibt es da natiirlich keinen Unterschied, aber
das wohl einfachste Beispiel, das diesen Sachverhalt illustriert, ist die L*°-Funktion
ﬁ : IR — IR, deren Distributionsableitung im wesentlichen die Deltadistribution & ist,
wihrend der Graph fast iiberall eine glatte Mannigfaltigkeit ist, deren Tangentialebene
(hier: Tangente) fast iiberall horizontal ist. In der Tat isolieren die Autoren drei zentrale
Elemente, die sich als relevant fiir eine zufrieden stellende geometrische Beschreibung
schwacher Grenzwerte von Folgen glatter Abbildungen {uy } herausstellen. Dabei handelt
es sich um die Existenz der Tangentialebene fast iiberall, d.h. um die Rektifizierbarkeit der
Graphen der {ux}’s, die gleichmdfige Beschrinktheit der Flicheninhalte der approximie-
renden Graphen, und zuletzt um den Rand der Graphen innerhalb des Zylinders © x IRY.
Aus diesen Griinden betrachten die Autoren zundchst die Klasse

ANQ,RY) :={u € L' (Q, R™)|u ist f.ii. approximativ differenzierbar

und alle Minoren von Du gehdren zu L'(Q)}.

Fir eine f.i. approximativ differenzierbare Abbildung wird dann der 1-Graph
von uin Q x IRY durch

Gug = {(x,u(x))|x € R, N}

definiert, wobei R, die Menge aller Punkte bezeichnet, die zur Lebesgue Menge von u
gehdren und in denen u approximativ differenzierbar ist. Dann ist G, o eine wohldefinierte
n-rektifizierbare Menge. Fiir glatte Funktionen u ist G,  offenbar der {ibliche Graph von
u. SchlieBlich steht G, fiir den der Menge G, o mit Vielfachheit eins zugeordneten Strom

[Gua] in © x RY. Die Menge der ,,Cartesian Maps*“ (Kartesische Abbildungen) ist dann
cart! (Q, IRY) := {u e A'(Q,RY)|0G,LQ x RY = 0}. Wiederum ist die Bedingung ()
3G, Q x RN = 0 fiir glatte u automatisch erfiillt, wihrend z.B. fiir die Abbildung ﬁ gilt
dGxL B(0,1) x IR" = —,x[B(0,1)]# 0, so daB = & cart'(B(0, 1), R"). Es sei hier ange-

. Ix]
merll(t, daB die Bedingung () im Kontext endlicher Elastizitdt mathematischer Ausdruck
der physikalischen Forderung ist, daB} ein vollkommen elastischer Korper bei Deforma-
tionen keine Risse entwickelt.

Nun hat die Klasse der Kartesischen Abbildungen cart! (2, IR") als Teilraum von
L' keine guten Kompaktheitseigenschaften, so daB man anstelle von u € cart' (Q, RY) den
zugehorigen Strom G, = [gw Q}] betrachtet und so schlieBlich die Klasse der ,,Cartesian Cur-
rents* (Kartesische Strome) cart(Q x IR") einfiihrt. Fiir die exakte Definition, die etwas
technisch ist und sich der Sprache der Geometrischen MaBtheorie bedient, sei der inter-
essierte Leser auf Abschnitt 4.2.2, S. 385, des ersten Bandes verwiesen.

Nun zu einer ndheren Beschreibung des Inhalts der vorliegenden Monographie.

Im Einzelnen werden in Band I die folgenden Themen behandelt. Am Anfang
steht ein vorbereitendes Kapitel tiber MaBtheorie und schwache Konvergenz (General
Measure Theory), dem eine Einfithrung in die Geometrische MaBtheorie folgt (Integer
Multiplicity Rectifiable Currents), bei der das Hauptgewicht auf rektifizierbaren und nor-
malen Strémen liegt, also auf den Stromen, die sich als relevant fiir geometrische Fra-
gestellungen herausgestellt haben. Das daran anschlieBende Kapitel (Cartesian Maps) un-
tersucht unter anderem Differenzierbarkeitseigenschaften von Graphen und Abbildun-
gen, den Zusammenhang mit dem approximativen Tangentialraum, den Begriffen
Flicheninhalt bzw. Masse, sowie dem Randbegriff im Homologie-Sinn. Das vierte Kapi-
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tel (Cartesian Currents in Euclidean Spaces) enthilt schlieBlich neben der Definition von
cart(2 x IRY) Abgeschlossenheits- und Kompaktheitssitze sowie eine Strukturtheorie
spezieller Kartesischer Strédme. Im letzten Kapitel (Cartesian Currents in Riemannian
Manifolds) wird dann eine Homologie- und Kohomologietheorie fiir Kartesische Strome
entwickelt, die mit den klassischen Theorien im Fall glatter Abbildungen iibereinstimmen
und mit der schwachen Konvergenz von Strémen vertréiglich sind.

Der Band II ist folgendermaBen aufgebaut. Im ersten Kapitel (Regular Variatio-
nal Integrals) werden allgemeine Variationsprobleme in parametrischer und nicht-para-
metrischer Form behandelt, sowie verschiedene Elliptizitétsbedingungen wie parametri-
sche Elliptizitit, Polykonvexitdt und Quasikonvexitit vorgestellt, die fundamental fiir die
Unterhalbstetigkeit sind. Der Rest des zweiten Bandes ist dann speziellen Variationspro-
blemen im Rahmen der Theorie Kartesischer Strome gewidmet. Im Einzelnen geht es im
zweiten Kapitel um schwache Diffeomorphismen und nicht-lineare Elastizitit (Finite Ela-
sticity and Weak Diffeomorphisms). Im Mittelpunkt der nichsten drei Kapitel (The Di-
richlet Integral in Sobolev Spaces, The Dirichlet Energy for Maps into the Two Dimen-
sional Sphere, Some Regular and Non Regular Variational Problems) stehen verschiede-
ne Aspekte der Theorie harmonischer Abbildungen und die Diskussion verwandter
Fragen. Das abschlieBende sechste Kapitel (The Non Parametric Area Functional) be-
schiftigt sich mit nicht-parametrischen Minimalflichen, sowohl in Kodimension Eins
(Minimalflachengleichung) wie auch in beliebiger Kodimension.

Die gesamte Darstellung des Stoffes kann man als vorbildlich bezeichnen. Da ist
zunichst das ausfiihrliche Inhaltsverzeichnis zu nennen, in welchem jeder Abschnitt durch
einige Stichworte erldutert wird. Dariiber hinaus ist den einzelnen Kapiteln, Abschnitten
und Unterabschnitten eine Art Leitfaden fiir die anschlieBenden Uberlegungen vorange-
stellt. Jedes Kapitel wird durch ,,Notes“ beschlossen, in denen einerseits auf die jeweils
benutzte und auf weiterfithrende Literatur eingegangen wird, und in denen andererseits
nur kurz angesprochene bzw. verwandte Themen vertieft bzw. vorgestellt werden. Natiir-
lich enthilt jeder Band ein Stichwort- und Symbolverzeichnis. Besonders hervorzuheben
ist auch die umfangreiche Bibliographie, die 686 Eintrige umfaft.

Threm eigenen Anspruch, den Text moglichst ,,self contained* zu halten, sind die
Autoren in vollem Umfang gerecht geworden. Alle (fiir das Thema) relevanten Sitze wer-
den ausfiihrlich und vollstindig bewiesen. Der TheoriefluBl aus Definitionen, Sitzen und
Beweisen wird zum Vorteil des Lesers durch Erlduterungen unterbrochen, die Beispiele,
Gegenbeispiele und Illustrationen umfassen. Da die Autoren sich auch nicht vor sinnvol-
len Wiederholungen scheuen, ist es moglich, einzelne Kapitel unabhingig vom Rest des
Textes zu lesen, so daB diese durchaus als Vorlage einer Vorlesung oder eines Seminars
dienen konnen. Nicht zuletzt ist das zweite Kapitel des ersten Bandes eine gelungene Ein-
fithrung in Teile der Geometrischen MaBtheorie, die ja allgemein als schwer zugingliches
Teilgebiet der Mathematik gilt. Der Stil der vorliegenden Monographie ist klar und prézi-
se ohne formalistisch zu wirken. Es ist eine Freude in den beiden Bénden zu stobern und
sich festzulesen.

Aus meinen Ausfithrungen diirfte klar geworden sein, daB ich einen Umfang von
zusammen 1408 Seiten in diesem Fall durchaus fiir gerechtfertigt halte, obwohl es sich bei
dem Thema um ein engeres Teilgebiet der Variationsrechnung handelt. Durch die von
den Autoren in den letzten zehn Jahren entwickelte Theorie der Kartesischen Strome
konnte ein tieferes Verstindnis der Resultate und beobachteten Phidnomene der Geo-
metrischen Variationsrechnung der letzten 30 Jahre gewonnen werden. Diese neue Sicht-
weise ist der nichtlinearen Natur der untersuchten Probleme vielleicht eher angemessen
als der klassische Zugang iiber die Sobolev Rdume.

Bei dieser Monographie handelt es sich um einen Bericht von der vordersten For-
schungsfront, der gleichzeitig jedem an dieser Art von Problemen interessierten Mathe-
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matiker zugénglich ist. Das ist ein seltener Glicksfall, fiir den man den Autoren gar nicht
genug danken kann. Wer sich durch den schieren Umfang der beiden Bénde nicht ab-
schrecken 148t, wird diese, einmal zur Hand genommen, nicht so schnell wieder ins Regal
zuriickstellen wollen.

Saarbriicken M. Griiter

Snitzman, A.-S., Brownian Motion, Obstacles and Random Media, Berlin u.a.,
Springer, 1998, XVI, 353 S., DM 129,

Ein zentrales Anliegen der Forschung im Bereich stochastischer Prozesse befaB3t
sich mit ,,Prozessen im zufilligen Medium®. Darunter versteht man solche stochastische
Prozesse, bei denen der Evolutionsmechanismus selbst zufillig erzeugt wird. Das kann so
geschehen, daB8 Parameter des Modells zu dem Zeitpunkt 0 in einem Zufallsexperiment
realisiert werden und dann fest bleiben, oder auch daB diese Parameter, auch das Medium
genannt, selbst einer stochastischen Evolution in der Zeit unterliegen. Alle diese Klassen
von Prozessen im zufilligen Medium zeigen eine Vielzahl neuer Phinomene, die im Fall
fester Koeffizienten nicht auftreten.

Da Modelle des genannten Typs sehr komplexes Verhalten zeigen, ist man weni-
ger bemiiht eine allgemeine Theorie von Prozessen im zufilligen Medium zu entwerfen,
sondern man studiert wichtige Prototypen von Prozessen. In diesem Geiste behandelt das
Buch von A.-S. Snitman die Brownsche Bewegung in einem Poissonschen Arrangement
von Hindernissen. Dieses Modell ist von groBem Interesse in der mathematischen Physik.
Sein mathematischer Reiz ist die enge Verkniipfung mit der Theorie der groBen Abwei-
chungen, der Potentialtheorie und Variationsproblemen und steht damit im engen Kon-
takt mit anderen im Moment sehr aktiven Gebieten der Stochastik. Hinzu kommt, daB3
die grundlegenden mathematischen Techniken sehr schon herausgearbeitet werden. Aus
dem AbschluB des Buches wird deutlich, da3 noch viel zu tun ist und das Buch nicht am
Abschluf3 einer Entwicklung steht, sondern dem Leser eine Hilfe ist, 51ch in ein sich rapide
entwickelndes Gebiet einzuarbeiten.

Die grundlegende Fragestellung des Buches ist die Folgende. Sei V' (x,w) x € IR?
ein zufilliges Potential der Form

ZWx Xi), w-Z&Xl

wobei (x;),.; eine Poissonsche Punktwolke ist und W eine beschrinkte meBbare Funktion
mit kompaktem Triger. Weiterhin sei (Zy),. , eine Brownsche Bewegung. Der Poisson-
sche PunktprozeB und die Brownsche Bewegung sind voneinander stochastisch unabhin-
gig. Man kann nun die PfadmaBe betrachten, die von der folgenden Dichte erzeugt wer-
den: (quenched case)

t

1

Orw =—=—exp —/V(Zs,w)ds ,
Stw

0

wobei S, , die Normalisierungskonstante ist (das heiBt der Erwartungswert des Exponen-
tialausdruckes tiber (Zs)szo)~ Daneben entsteht bei Betrachtung des Paares (Brownsche
Bewegung, Medium) ein neues MaB auf dem Paar (Raum der Pfade, Medium) durch die

Dichte
1 t
Q; = —exp (—/ V(Z‘S.,w)ds>
S,

0




28 Buchbesprechungen

und wieder ist S, die Normalisierungskonstante, das heiBt der Erwartungswert iiber den
ProzeB (Z;), . , und das Medium.

Man kann die beiden oben genannten Objekte auf verschiedene Weise interpre-
tieren. Folgende Interpretation ist besonders wichtig. Man betrachte Q, , als Verteilung
der Pfade einer Brownschen Bewegung, die im Punkt x mit Rate ¥ (x,w) absorbiert wird,
falls das Medium w realisiert wurde, aber die auf Nichtabsorbation bis zur Zeit ¢ bedingt
wird. Im zweiten Fall, d. h. Q,, mittelt man iiber die Medien, was bedeutet, daB man die
relative Verschiebung und das Medium von einem zufillig in den Raum gesetzten Teil-
chen aus betrachtet. Die entscheidende Frage, die das Buch behandelt, ist dann, wie ver-
halten sich die Normalisierungskonstanten S;,,S, und darauf aufbauend die MaBe
O:w, O, auf den Pfadrdumen fiir t — oco.

Der Aufbau des Buches ist wie folgt. Das Buch entwickelt in sehr systematischer
Form zunéchst in einem Teil 1 das mathematische Riistzeug bevor dann in Teil 2 die Aus-
einandersetzung mit dem stochastischen Modell beginnt,

Der erste Teil des Buches, der die technischen Voraussetzungen schafft, behan-
delt Feynman-Kac Formel und Halbgruppen, Potentialtheorie und gréBte Eigenwerte.
Die Kapitel des Ergebnisteiles behandeln die Technik der VergréBerungen von Hindernis-
sen mit den sich ergebenden spektralen Abschidtzungen und die hieraus resultierenden
asymptotischen Aussagen, Lyapunov-Exponenten und ,,gequenchte“ MalBe sowie ,,pin-
ning® Effekt. Das Buch endet mit einem Uberblick iiber weitere Resultate, Verbindungen
zu anderen Fragestellungen aus dem Gebiet der Prozesse im zufélligen Medium und dis-
kutiert offene Probleme.

Das Buch ist sicher geeignet dem stochastisch gebildeten Leser an einem wichti-
gen Beispiel ein sehr gutes, klar gegliedertes und lebendiges Bild von dem Arbeitsgebiet
,»Prozesse im zufélligen Medium* zu geben und es sei hier wiarmstens empfohlen.

Erlangen Andreas Greven
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