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Vorwort
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Vorwort

In diesem Heft finden Sie neben den Buchbesprechungen und der Arbeit von Herrn Baues
die Ausarbeitungen der Plenarvortrige auf der diesjihrigen DMV-Jahrestagung in Halle
von Herrn Friedman und Herrn Triebel.

Die DMV-Tagung hatte als Schwerpunkt die mathematische Modellbildung in den Natur-
wissenschaften. Die Anwendungsorientierung wurde durch einen speziellen Industrie-Nach-
mittag unterstrichen. Aufgrund des Umfeldes von Halle spielte dabei die chemische Industrie
eine besondere Rolle. Obwohl die Anwendungsorientierung in der letzten Zeit immer wieder
gefordert wurde und die Veranstalter groBes Engagement gezeigt haben, ist der erwartete
groBere Zuspruch leider ausgeblieben. Sicherlich werden in den kommenden Jahren weitere
Organisationsformen getestet werden, damit die DMV-Jahrestagung der zentrale Treffpunkt
der deutschen Mathematikerinnen und Mathematiker bleibt.

Sie werden in den nichsten Heften weitere Ausarbeitungen von Haller Plenarvortrigen
finden. Neben den bis jetzt erschienenen Arbeiten von Herrn Friedman, Frau Nebe und
Herrn Triebel haben noch Frau Hefendehl-Hebeler, Herr Mohnke und Herr Schuster Beitré-
ge zugesagt.

A. Krieg
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¥4 Atoms of Topology

Hans-Joachim Baues

Abstract

= Keywords and Phrases: homotopy types of finite polyhedra, suspension, atom,
homotopy groups of spheres, wild representation type
s Mathematics Subject Classification: 55P 15

In 1932 Alexandroff wrote the introductory essay ,,Einfachste Grundbegriffe der Topo-
logie® on polyhedra and homology. Following this tradition we explain the elementary
notion of an atom in topology which leads to outstanding problems of Mathematics:
the computation of stable homotopy groups of spheres and the wild problem of repre-
sentation theory. In low dimension < 11 we describe a complete list of such atoms.

Eingegangen: 22.07.2002 _D__iMV
JAHRESBERICHT

Hans-Joachim Baues, Max-Planck-Institut fiir Mathematik, Vivatsgasse 7, DER DMV

D-53111 Bonn, Germany. E-Mail: baues@mpim-bonn.mpg.de © B. G. Teubner 2002
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We can think of Topology as the theory of spaces. A priori, one has for each
n=1,2,3,... an Euclidean space IR” of dimension ». For n = 1 this is the real line IR
whose points are real numbers. Moreover IR? is the plane. The 3-dimensional space IR3
is closest to our intuition and figures which we can see in the real world can be described
by subsets of IR, In general IR” consists of all tuples x = (x, ... ,Xn) where x1,...,x,
are real numbers in IR.

In the following a space means a subset of an Euclidean space IR” of arbitrary di-
mension so that spaces are very general geometrical figures. Spaces or figures are like to-
pological molecules in which, as we show, a plan of molecular structure is deeply hid-
den. We use the analogy between spaces and molecules as a helpful tool to explain the
mathematical results in this paper. In nature molecules have the well known properties
in table 1.

Atoms in Nature

(a) Each molecule splits into atoms; in order to obtain the splitting one needs Sforces
of chemistry.

(b) Atoms are indecomposable with respect to such forces.

(c) There is a list of atoms ordered by the number of profons inside an atom. The

atom with exactly one proton is the hydrogen atom denoted by H.

Table 1

In topology “finite spaces” have also a kind of molecular structure. In fact, we in-
troduce the notion of an “atom” in topology and we show that finite spaces have the
properties in table 2 analogous to properties of molecules in table 1.

Atoms in Topology

(A) Each finite space splits via suspension into atoms; here suspension is a kind of
force which allows the splitting.

(B) Atoms are indecomposable.

(C) We describe a list of atoms of low dimension ordered by the number of cells in-

side an atom. The atom with exactly one cell is the 1-sphere denoted by S!.

Table 2

Such properties of finite spaces are fundamental results which can be explained ea-
sily by use of a few elementary notions of topology.

Some people in physics now say that the dimension of the real world is not 3 or 4 but
11, compare for example [CJS] and [N]. As a coincidence it turns out that in topology
dimension 11 is the highest dimension for which the number of torsion free atoms is fi-
nite. In fact, there exist exactly 394 torsion free atoms of dimension < 11. Such atoms
have at most 6 cells. In dimension > 11 the number of torsion free atoms is infinite.
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f H.-J. Baues: Atoms of Topology J

The determination of atoms in topology leads to two outstanding problems of
Mathematics: On the one hand the computation of stable homotopy groups of spheres
which is equivalent to the computation of a list of atoms with 2 cells, and on the other
hand the universal problem of representation theory (see table 3) which is equivalent to
the determination of a complete list of atoms of dimension 9.

1 Finite spaces

Two spaces X and Y are homeomorphic if there exist continuous maps f:X—Yand
g : Y — X such that the composites fg = 1y and gf = ly are the identity maps. A class
of homeomorphic spaces is called a homeomorphism type. We identify homeomorphic
spaces and we write X =~ Y if there is a homeomorphism X — Y.

Homotopy types are equivalence classes of spaces which are considerably larger
than homeomorphism types. To this end we use the notion of deformation or homoto-
py. Two maps f,g: X — Y are homotopic, f ~ g, if there is a family of maps
fi: X — Y,0<1t<1,withfy =f,fi = g such that the map (x, ) — fi(x) is continuous
as a function of two variables. The principal idea of the notion of homotopy type is to
consider “nearby” objects (that is, objects, which are “deformed” or “perturbed” con-
tinuously a little bit) as being similar. This idea of perturbation is a common one in
Mathematics and Science; properties which remain valid under small perturbations are
considered to be the stable and essential features of an object. The equivalence relation
generated by “slight continuous perturbations” has its precise definition by the notion
of homotopy equivalence: Two spaces X and Y are homotopy equivalent, X ~ Y, if
there are continuous maps f : X — Y and g : ¥ — X such that the composites fg and
gf are homotopic to the identities, fg ~ 1y and gf ~ ly. A class of homotopy equiva-
lent spaces is called a homotopy type.

For each number #n = 0, 1,2, ... one has the simplex A" which is the convex hull of
the basic unit vectors eg, 1, ..., e, regarded as points in the Euclidean (r + 1)-space
R"! Hence Aisa point, A! an interval, Aa triangle, A? a tetrahedron, and so on:

A Al A? A3

The dimension of A” is n. The name “simplex” describes an object which is sup-
posed to be very simple: Yet once the simplex was defined, the universe of polyhedra
had to emerge:

For each subseta C {0,1,...,n} witha = {ap < ... < a,} one has the r-dimensional
face A, C A" which is the convex hull of the set of vertices eq, . . . , €q,. Hence the set of
all subsets of the set {0, 1,...,n} can be identified with the set of all faces of the simplex
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A”. There are “substructures” S of a simplex obtained by the union of several faces,
that is,

S:AaIUAazu...UAakCA"withal,...,akC{0,...,n}.

Finite polyhedra are topological spaces X homeomorphic to such substructures S of
simplexes A", n > 0. A homeomorphism S &~ X is called a triangulation of X. Hence a
polyhedron X is a space in which we do not see any simplexes. We can introduce sim-
plexes in X via triangulation.

For example the forus is the product S' x S' of two 1-spheres. A triangulation of
the torus is obtained as in the following picture:

0 2 0

R

0 2 0

Here the corresponding subsets &’ C {0,...,8} are defined by triangles. In the
sketch we use the fact that the torus S* x S! is obtained from the square by identifying
sides in the boundary; for example the edge connecting vertices 0 and 3 on the left hand
side is identified with the corresponding edge on the right hand side.

The initial problem of topology (Seifert and Threlfall [ST] called it the main problem)
is the classification of homotopy types of finite polyhedra. A great deal of J. H. C. White-
head’s work focused on this problem. Compare the article of Hilton-James [H]].

(1.1) Definition A space X is finite if there exists a finite polyhedron homotopy
equivalent to X

The dimension of a polyhedron X is the maximal dimension of a simplex which can
appear in a triangulation of X. The homotopy dimension dim(X) of a finite space X is
the minimal dimension of a polyhedron homotopy equivalent to X. Hence the homoto-
py dimension of a finite space X is an invariant of the homotopy type of X.

The n-sphere S™ is the set of all points x in R*"! with ||x|| = 1 and the (n + 1)-ball
B! is the set of all x € IR""" with ||x|| < 1. The sphere S" is the boundary dB"! of
B! A space X is (n — 1)-connected if each continuous map S' — X withi < n — 1 ad-
mits a continuous extension B! — X. We call n — 1 = conn(X) the connectivity of X if
X is (n — 1)-connected but not n-connected.

The complexity of a homotopy type in general is largely measured by the dimension
and, for a given dimension, the complexity diminishes as the connectivity increases.

A space X is contractible if X is homotopy equivalent to a point. For a contractible
space X we have conn(X) = oo since X is n-connected for all n and dim(X) = 0. All
balls B” are contractible. The torus S' x S! is 0-connected but not 1-connected so that
conn(S! x §1) = 0.

We need the notion of suspension originally termed ,,Einhingung® by Freudenthal
[F]. Given a space X we define the suspension X of X as follows. For X C IR" we
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choose points N and S in R™*!, respectively above and below IR". Here IR" C R*! is
identified with the space of points x in R""!" with x,4; = 0. Then X consists of all
points tN + (1 — £)x and £S + (1 — #)x with 0 <7 < 1 and x € X. The suspension £Q
of a square Q = O is sketched by the double-pyramid

N

C*Q |

» C~Q

S

Each suspension consists of the union of two cones C*X and C~X which are the
parts of £X above IR” and below IR” respectively. Both cones C*X and C~ X are con-
tractible but X in general is not contractible.

If X is a polyhedron then so is X . For a map f : X — Y between spaces we have
the obvious extension £f : ¥X — XY carrying N to N and S to S. Given f the suspen-
sion Xf is also denoted by f : TX — XY.

We also use the iterated suspension "X with ©(Z"X) = £"T1X. We have the well
known formulas

dim(Z"X) < n+dim(X),

(12) conn(Z"X) > n + conn(X).

Here equality holds if X is 1-connected. For the spheres S” one gets S"*! ~ £.5" and
dim(S™) = nand conn(S") = n — 1. Moreover for the ball B" one has a homeomorphism
Bl ~ B
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2 Atoms

We consider the decomposition of spaces. The one point union AV B of two spaces 4 and
B s obtained by choosing points @y € 4 and by € B and by identifying ay and by; i.e. by
gluing the point ay to the point by. The following picture shows the one point union
S' v S of two 1-spheres S!

We have inclusions 7y : 4 — AV Band i, : B— AV B. If A and B are 0-connected
polyhedra then the homotopy type of 4 V B does not depend on the choice of the points
ag € A and by € B. The space X is decomposable if X is homotopy equivalent to a one
point union A V B where A and B are non-contractible; otherwise X is indecomposable.
We also call X >~ A V Ba splitting of X.

For example the sphere $",n > 1, is indecomposable. We are now ready to intro-
duce the notion of an atom in topology.

(2.1) Definition. An atom is a finite space X which is indecomposable and satis-
fies

dim(X) = 2conn(X) + 1.

Each atom X yields the sequence of suspended atoms X, =X, ¥*X,... "X, ...\,
The 1-sphere S' is an atom. The sphere S” with n > 2 is not an atom but a suspended
atom S" = £"~'S'. The next lemma yields property Bin table 2.

(2.2) Lemma. All suspended atoms are indecomposable. If suspended atoms
kX ~ SXY are homotopy equivalent then the atoms X ~ Y are homotopy equivalent.

Hence an atom X is indecomposable in the strong sense that X is indecomposable
and also all iterated suspensions of X are indecomposable. In addition each iterated sus-
pension of X determines the homotopy type of X. Such a property does not hold for an
indecomposable space with dim(X) > 2conn(X) + 1. For example the product S" x S"
of two spheres S" has conn(S” x §") = n — 1 and dim(S" x S") = 2x. Such a product is
indecomposable as a space but this property is not preserved by suspension since there
is a homotopy equivalence

TS x ") = STy gty g2t
showing that £(S" x S”) is decomposable.

(2.3) Proposition. A finite space Y with
() dim(Y) < 2conn(Y) + 1

is homotopy equivalent to a finite one point union Y1 V ...V Y, of suspended atoms Y;
with
conn(Y) < conn(Y;) < dim(Y;) < dim(Y)

Jori=1,...,r. (Here the empty one point union with r = 0 denotes a point. )
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The next corollary yields for each finite space X atoms A4, ... , A, associated to X.
This corresponds to property (A) in table 2.

(2.4) Corollary. Let X be any finite space. Then there are atoms Ay, ..., A, such
that for appropriate natural numbers k, ki, . .., k, > 0 one has a homotopy equivalence

Y Y ~ vk 4, V.. vERA,

In fact, we can choose k > dim(X) — 2conn(X) — 1. Then 1.2 shows that ¥ = vkx
satisfies (*) in 2.3 so that the suspended atom Y; = ¥%i 4; in 2.3 determines 4; and k; by
2.2.

The results above show that atoms as defined in 1 are indeed distinguished spaces.
According to 2.3 a list of atoms yields a classification of all homotopy types of finite
spaces X with dim(X) < 2conn(X) + 1. We describe such a list as follows. Recall that
the dimension of an atom is always an odd number.

(2.5) Theorem.

o The I-sphere S is an atom and this is the only atom of dimension 1 2
For each prime power q = p’,j > 1, one has the Moore atom My = M(Z/q,2) and
this is a complete list of atoms of dimension 3.
The Chang atoms form a complete list of atoms of dimension 5. [ Ch,BI, B2, H1, H2].
The sequence-atoms form a complete list of atoms of dimension 7. [BH,BI, B2 ].
The computation of all atoms of dimension 9 requires the solution of the universal pro-
blem of representation theory /BD4]; see table 3.

We shall describe the cell structure of the atoms in section 4 below.

The universal problem of representation theory

For n=1,2,... we consider n x n — matrices A with entries in R (or in a field IK,
for example the field IK = Z/2 consisting of two elements). Given an m X m-matrix
B we obtain the (n + m) x (n 4 m)-matrix

A 0
sen= (2 9)
We say that a pair (Dy, D2) of k x k-matrices Dy, D, is decomposable if there exists a

pair (4, A;) of n x n-matrices and a pair (B, By) of m x m-matrices withn +m =k
such that (Dy, D,) is equivalent to (4, @ By, 4, © B,), thatis

Dy ZU(Al@Bl)U_I
D, = U(AzEBBz)U_l
where U is an invertible k x k-matrix. Otherwise (Dy, D3) is indecomposable. The

computation of a complete list of equivalence classes of indecomposable pairs of ma-
trices (D1, D;) is the universal (or wild) problem of representation theory.

Table 3
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According to proposition (2.3) we have the following applications of theorem (2.5)
on the classification of homotpy types.

(2.6) Corollary. A 0-connected I-dimensional finite space is homotopy equivalent to
a finite one point union of 1-spheres S'.

This result is classical and has the following well known proof. Let X be a 0-con-
nected 1-dimensional space so that X is homotopy equivalent to a connected graph Y.
We can choose in Y a maximal tree T and by contracting the tree T to a point we obtain
a homotopy equivalence

X~Y~S'v.. . vs!

between X and a one point union of 1-spheres. For example the edges of a cube form a
graph which is homotopy equivalent to a one point union of five 1-spheres:

The bold edges in the sketch describe a maximal tree.

Property (A) of atoms in table 2 describes a higher dimensional analogue of the old
result (2.6) on connected graphs. As a next application of theorem (2.5) we get the fol-
lowing well known fact.

(2.7) Corollary. A I-connected 3-dimensional finite space is homotopy equivalent to
a finite one point union of spheres S?, S° and Moore atoms.

This result can be used to show that a 1-connected 3-dimensional manifold M is
homotopy equivalent to a 3-sphere (the Poincaré conjecture claims that M is actually
homeomorphic to the 3-sphere). Moreover corollary (2.7) is crucial for the classification
of 1-connected S-dimensional manifolds N (see Barden [Ba] and Stoecker [St]) since the
complement of a point in N is a 1-connected 3-dimensional finite space.

The next application of theorem (2.5) is originally due to J. H. C. Whitehead [W1]
and Chang [Ch].

(2.8) Corollary. A 2-connected 5-dimensional finite space is homotopy equivalent to
a finite one point union of spheres S*, S*, S°, suspended Moore atoms, and Chang atoms.
Moreover the next corollary of theorem (2.5) is proved in [BH].

(2.9) Corollary. A 3-connected 7-dimensional finite space is homotopy equivalent to
a finite one point union of spheres S*, S°,8% S, suspended Moore atoms, suspended
Chang atoms and sequence-atoms.

The complexity of atoms of dimension 9 involves the universal problem of represen-
tation theory in table 3. Therefore we cannot classify atoms of dimension > 9 in general.
We can, however, look at subclasses of atoms satisfying for example certain
“homological” conditions.
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In 1895 Poincaré introduced the homology H,(X) of a polyhedron X which is an
abelian group depending only on the homotopy type of X. Moreover this group is com-
patible with suspension, that is H,(X) = H,.1(2X). In 1932 P. Alexandroff [A] wrote
an introductory essay ,,Einfachste Grundbegriffe der Topologie“ on polyhedra and
homology. Nowadays homology is one of the most important mathematical concepts.

The Moore atom M, can be characterized by homology groups since M, up to
homotopy equivalence is the unique finite space which is 1-connected and satisfies
Hy(M,) =Z/q and H,(M,) = 0 forn # 2.

(2.10) Definition. We say that a finite space X (or an atom X) is forsion free if all
homology groups H"(X) = ZPr are finitely generated free abelian groups, n > 0. Here
the rank (3, is the n-th Betti number of X .

It is not possible to compute all atoms of dimension 9. If we restrict, however, to tor-
sion free atoms we are able to classify them up to dimension 11, see [BD1,BD2,BD3].

(2.11) Theorem. For n < 13 the number A(n) of all torsion free atoms of dimension
n is given by the following table 4.

n (13571911 13
A(n) [1[0[1]1]67|324| infinite

Table 4

Moreover the computation of all torsion free atoms of dimension 21 requires the solu-
tion of the universal problem of representation theory, see table 3.

We shall describe the atoms of theorem (2.11) more explicitly in table 10 below in
terms of graphs which look like /ightning flashs. Theorem (2.11) shows that up to dimen-
sion 11 there exists only a finite number of torsion free atoms and this number is 394. In
dimension 13, however, there is an infinite number of such atoms. It still might be possi-
ble to compute all torsion free atoms of dimension 13, 15, 17 and 19. As an application
of theorem (2.11) and proposition (2.3) we get the corollary:

(2.12) Corollary. For n < 6 each (n— 1)-connected (2n — 1)-dimensional torsion
free finite space is homotopy equivalent to a finite one point union of suspended lightning-
flash-atoms of dimension < 2n — 1 and connectivity > n — 1.

Using real numbers IR, complex numbers C and quaterionic numbers H one obtains
the according projective planes denoted by IRP,, CP; and IHP; respectively. The sus-
pension of these planes yields examples of atoms. In fact XIRP, = M is a Moore-atom,
Y CP, is a Chang atom, and ZIH P, is a lightning-flash-atom of dimension 9.

3 Cell attachments

For a space X and amapf : S™~! — X we obtain the cell attachment
(3.1) XUre" =(XUB")/, 05
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by identifying points y € S™! c B” with f ()€ X. We call the subspace
¢" = B" — S"! C X Ur " a cell and the image f(S"~!) in X the boundary of the cell
e”. We shall consider spaces

(32) Y=(S"V.. VS*)UeMuU.. U

obtained from a one point union S"1 V...V S% of spheres by inductive cell attach-
ments where ny,...,ng,my, ... ,m, > 1. The sphere S” is considered to be a space with
one n-cell obtained by the cell attachment * U ¢". Here # is the space consisting of a
point. Therefore the space Y in 3.2 has k + r cells. Each finite cell complex Y as defined
in (3.2) is a finite space in the sense of definition (1.1).

It is a lot more economical to use cell complexes instead of polyhedra. For example
the torus S! x S' can be described by the cell attachment

St x S' =~ (8! vS])Ufe2

where the attachingmap f : S' — S' v §! is the commutator map sketched by
a

f

b b _— a b

a

Hence the torus has 3 cells while the triangulation of the torus in section 1 uses 30 1-
simplexes and 18 2-simplexes.

The cell attachment for a map a : S™~! — S” beetween spheres yields the cell-com-
plex

(3.3) S"Uye".

If o is homotopic to a map 8: 8" ! — S” then there is a homotopy equivalence
S" Uy €" =~ §" Ug ¢”. The homotopy type of S” U, &” is therefore defined by the ele-
ment o € 7,1 (S") where m,_1(S") is the set of homotopy classes® of maps S™~! — §".
This set which canonically has the structure of an abelian group is termed a homotopy
group of a sphere.

For example 7 (S') = Z. Here the map ¢ : S' — S' with ¢ € Z carries x € S! c €
to the g-th power x? = x-...-x € S' where we use the multiplication of complex
numbers. The suspension 2" 'g = ¢ : $* — S" is the map of Brouwer degree g [Br].

The suspension ¥ yields a homomorphism

(34) T k(S = Mg (S

which by the Freudenthal suspension theorem is an isomorphism if k¥ < n — 2. There-
fore the group 72, »(S") for n > 2 is termed a stable homotopy group of spheres. Table
5 shows a list of homotopy groups =, (S") for k < 9 and n < 11 as computed by Toda
[T]. In this list the diagonal indicates the stable groups my,_»(S").
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«(e) ¢(g) + o0 +(2) «(@) »(2) ¢(2) ¢(2) ¢(2) 2(2) (4 6=1%
/
() +(2) ¢(2) 5(@) «() T+¥e 4 z 4 [ g=y
/

(1144 0vg 0¥2 021 + 0z1 09 0g 1 g1 € L=9
(4 (4 z / (4 4 z (4 e+¥0 € 4 9=9
0 0 0 0 / 0 00 4 (@) z 4 g=y
0 0 0 0 0 / 0 4 (2) 4 41 p=9

/

44 44 44 74 44 44 e Z1+00 A z e=9
(4 4 (4 (4 4 (4 (4 // (4 z [4 T=49
(4 (4 (4 (4 (4 (4 4 (4 / 4 o0 =49

/
00 [ee) 00 oo (o] oo o) 00 (o) o] 0=
m=u 0T =1u 6=1u g=1u L=u 9=u g=u y=u g=u t=u (u8) ¥ s

uS € y4uS ‘sexoyds usemjaq sdewr jo sasseo Adojowoy

Table 5
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For a prime power g = p' € m8? = Z the cell complex M, = S* U, €3 is the Moore
atom in theorem (2.5). Moreover for » > 3 each non trivial map « in m,_,(S") yields a
torsion free atom S” U, ¢"~! with 2-cells.

Hence the computation of all atoms with 2-cells requires the computation of stable
homotopy groups of spheres. It remains one of the greatest challenges of Mathematics
to compute and determine the structure of these homotopy groups. Serre [S] showed the
surprising result that m,_,(S") is finite for all n > 3.

The distinguished nature of elements in homotopy groups of spheres is exemplified
by the classical Hopf maps. The Hopf maps 2: S' — §! n:8* — S3 and v: §7 — §*
are attaching maps for the projective planes

RP; = S! Uy e
Cp, =S2 Uy et
HP, = s Uy, e

The suspension of these projective planes are atoms as mentioned above. Here the
suspension of S" U, €™ satisfies B(S” U, €") = S"! Uy, ¢”*! where Ta is the suspen-
sion of the map «. The suspensions 5 and Sv generate the stable groups myS® = Z /27,
and w3 S* = 7 /247 respectively.

In order to define the Hopf map 1: $* — S? (see [Ho]) we use the multiplication
map

p:S' xSt 8!
which carries (x, y) with x,y € S' C € to the product u(x,y) = x - y of complex num-
bers*. For0 < A < landx € S' we get Ax € B?. Now the Hopf map 7 is the composite

n:S*=0(B*x B) =B x S'US! x BB, 55! —
where 7 carries (Ax,y) to (1-X)N+A(x-y) € £S' and carries (x,Ay) to
(I =X)S+ A(x-y) € £S". In table 25 we show a perspective view of the Hopf map due
to W.A. Dreckmann. This view describes for various points x € S? the fibers
7'(x)c P =xUe =« UR>.

The quaterionic Hopfmap v : S7 — S*is defined by the multiplication map

p:SPx 8§

which carries (x, y) with x,y € §* ¢ IH = IR* to the product u(x,y) = x - y of quaterio-
nic numbers’. We obtain v by the composite

v:ST=0B xB) =B xS US*x B* L 583 = §*

where 7 is defined in terms of y similarly as 7 above.
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Hopf Fibration

774(0,0,1)

!

77 1/5)

N pi-3s)

77'(0,0,-1)

Table 6
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4 The cell structure of atoms

The cell structure of atoms of low dimension can be described by certain connected
graphs with vertices of level n = 1,2,.... Such a vertex of level »n describes a cell of di-
mension 7 (which is a sphere S” if the vertex is not connected by an edge to a vertex of
lower level). The edges characterize the attaching maps of cells.

For example atoms of dimension < 5 are described by the graphs in table 7. The
Chang atom corresponding to the graph at the right hand side of table 7 is accordingly
a cell complex of the form S3 v $* U ¢* U ¢ with 4 cells.

dimension

: A
P S
1 °

l T Chang atoms

Moore atoms S% U, €2, g = p’
1-sphere S!
Table 7

The atoms of dimension 7 can be described similarly by connected finite subgraphs
of maximal height in the infinite sequences of table 8. We therefore call the atoms of di-
mension 7 also “sequence-atoms” , see [BH], [B1], [B2]. The vertical edges in a Chang
atom or in a sequence-atom are associated with a power of the prime 2 describing a di-
rect summand of the homology of the atom.
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: / /1 /l
: \ \ \ .......
; -
basic sequence
7
6
5
4
7
6
5
4
e-sequence
Table 8

For example a complete list of all atoms of dimension 7 for which homology groups
are cyclic torsion groups is described by the graphs in table 9.

Table 9

Finally the lightning-flash-atoms in table 10 form a complete list of torsion free atoms
of dimension < 11. Such atoms have at most 6 cells. A number in the bottom line of table
10 indicates the number of possible realizations of the corresponding graph as a cell-com-
plex according to the choice of attaching maps. For example, a cell complex given by the
graph at the right hand side of table 10 has the form S¢ v §7 v S® Ue!® Ue!! and there
are 36 possibilities to choose attaching maps. In a similar way one gets the cell structure
of all torsion free atoms of dimension < 11 by the lightning-flash graphs in table 10.

In order to achieve results on the classification of atoms as described in theorem
(2.5) and theorem (2.12) one first has to translate the purely topological problem into
an algebraic problem. For this we use methods of Algebraic Topology as developed in
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The torsion free Atoms of Topology

dimension

-

gt

36 36 36 36 36 36 36 36 36

6 6

6 6

6

11112 3

— O
TS oo~ 01 A~

Table 10
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the book [B1]; see also [U1], [U2] and [BG]. Then the highly sophisticated algebraic pro-
blem has to be transformed into an equivalent matrix problem which can be solved by
methods of Representation Theory. For example the computation of torsion free atoms
of dimension 11 in [BD3] leads to a ring R determined by the 21 x 21-matrix (M) in ta-
ble 11. The ring R consists of all 21 x 21-matrices (4;;) for which 4; € Z is divisible by
Mj;. The classification of indecomposable matrices over this ring R yields the result on
11-dimensional torsion free atoms in table 10.

123456 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
11222222222 2 2 2 2 2 2 2 2 21212
21111111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 6
31211111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 12
41221212221 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1212
5(1 22111222111 2 1 1 1 2 2 2 12 12
61222212222 2 1 2 2 2 1 2 2 2 12 12
71221111211 1 1 2 1 1 1 1 2 1 12 12
81221111111 1 1 2 1 1 1 1 1 1 12 12
9f1 221112211 1 1 2 1 1 1 2 2 1 12 12
01221212221 2 1 2 1 2 1 2 2 2 1212
11 221112221 11 2 1 1 1 2 2 2 12 12
1211222212222 2 1 2 2 2 1 2 2 21212

3211111111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 12
41221212221 2 1 2 1 2 1 2 2 2 12 12
512211122211 1 2 1 1 1 2 2 2 1212
6|1 222212222 2 1 2 2 2 1 2 2 21212
7|t 221111211 1 1 2 1 1 1 1 2 1 12 12
/1221111111 1 1 2 1 1 1 1 1 1 12 12
912211122111 1 2 1 1 1 2 2 1 12 12
2000 00000000 0 0 0 0 0 0 O0 0 0 1 1

2110 000 000O0O0OO0O 0O O0OOO OO OO0 0 1

Table 11

Footnotes

1 Such sequences of suspended spaces lead to the notion of “spectrum” in stable homotopy theo-
ry.

Here S! is an atom as a space and its uniqueness refers to an atom as a homotopy type.

The homotopy class of map fis the set ot all maps g which admit a homotopy g ~ f.

Each element in € = IR? can be written as (xp, x;) = Xp - 1 + x; - i and two such elements are
multiplied according to the table

S W

5 Each element in JH = IR* can be written as x = (xg,x1,%2,%3) = Xo - 1 + X1 - i+ X2 j+x3-k
and two such elements are multiplied according to the table

[1 i &
111 i j &k
ili -1 k —j
ili -k -1 i
k|lk § -—i -1
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Cantor’s Set Theory
from a Modern Point of View

Sy D. Friedman

Abstract

= Keywords and Phrases: projective sets, constructible sets, forcing, inner models,
Woodin cardinals
s  AMS-Klassifikation: 03E 15, 03E 35, 03E45, 04E 55

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, the inventor of set theory, spent virtually his
entire mathematical career in Halle and was the founder of the Deutsche Mathema-
tische Vereinigung. At its first meeting, in Halle in 1891, this Society elected Cantor as
its first president.

Cantor’s work uncovered a structure to infinity which no one had foreseen, and
which Cantor himself found difficult to believe. His ideas were very much opposed
(especially by Poincaré and Kronecker), but fortunately also defended (by Dedekind,
Weierstrass and Mittag-Leffler). His work is fundamental to our current understanding
of mathematics.

Although Cantor’s version of set theory led to paradox, this has been adequately cir-
cumvented through the introduction of axioms for set theory. The emerging theory
ZFC (Zermelo-Fraenkel set theory with the axiom of Choice) has served as an excellent
foundation for mathematics: its language is adequate to express almost all mathemati-
cal assertions and its axioms are adequate to prove almost all theorems of mathematics,
once they are expressed in set-theoretic terms.

Set theory today exhibits two interconnected aspects, the Pure and the Applied.

Eingegangen: 30.09.2002 DMV
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Applied set theory refers to the many successes of set theory either in solving mathe-
matical problems or in showing that they are unsolvable, by virtue of their being neither
provable nor refutable in ZFC. For example, Cantor himself applied set theory to an-
swer an important question in the study of Fourier series. But he was unable to resolve
the Continuum Problem (concerning the cardinality of the set of real numbers), and in-
deed this problem was later shown to be unsolvable in ZFC by Godel and Cohen.

Pure set theory refers to the deeper investigation of the structure of infinity.
Although Cantor left us with an excellent theory of counting into the transfinite and a
powerful theory of cardinality, he provided no clear picture of the universe of sets as a
whole. There is now evidence that such a picture is starting to emerge through the de-
tailed analysis of subuniverses of the universe of all sets called inner models.

This talk emphasizes the exciting recent developments in set theory’s pure side, with
some reference to the striking applications which have served as important motivation
for the subject’s development.

Cantor earned his doctorate in Berlin in 1867 and was appointed in Halle in 1869,
where he soon after habilitated. Under the influence of Heine, his work moved to the
study of trigonometric series, which led him necessarily into his investigations in set the-
ory. In addition to developing his profound theory of transfinite numbers and cardinal-
ity, he showed that the algebraic numbers are countable (and therefore almost all reals
are transcendental), the reals are not countable and n-dimensional Euclidean space can
be put into 1-1 correspondence with the real line. He was appointed to a chair in Halle
in 1879.

Cantor founded the DMV in 1890 and was elected its first president the year after.

Cantor’s ideas were revolutionary, and met significant opposition, especially from
Kronecker. Mittag-Leffler persuaded Cantor to withdraw a paper that he had sub-
mitted to Acta Mathematica, on the grounds that he had submitted it “about 100 years
too soon”! Fortunately Cantor also had the support of some important mathemati-
cians, such as Dedekind.

Cantor’s two key contributions were to provide us with theories of transfinite count-
ing and of infinite cardinality.

Transfinite counting arises naturally when one considers the Cantor derivative: If C
is a closed set of real numbers, then C’ denotes the set of all limit points of C. Thus
CO2C'2C"D---. Write C*=CNC'NC'N---. Then C*® D (C*), and this inclu-
sion may be strict. Thus one must keep counting past co: C* D C®*+! D C®+2 5 ...

The key feature of this new sequence of counting stages is that it forms a wellorder-
ing, a linear ordering with no infinite descending sequence of elements. Cantor showed
that any two wellorderings are comparable in the sense that one is isomorphic to an in-
itial segment of the other, and that the wellorderings can be canonically represented by
special wellorderings where the ordering relation is given by the membership relation €.
Sets which carry such a special wellordering are called ordinals.

Cantor’s view was that each well-defined set carries a wellordering. Thus every set
can be placed in 1-1 correspondence with an ordinal. But this ordinal is no unique. A
cardinal is an ordinal which cannot be put into 1-1 correspondence with a smaller ordi-
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nal. Then every set can be put into 1-1 correspondence with a unique cardinal, called the
cardinality of that set.

Zermelo later justified Cantor’s view by proving that every set can indeed be wellor-
dered, using the Axiom of Choice. Thus, Cantor’s theory does provide an excellent the-
ory of cardinality for arbitrary sets. This theory left however one major gap:

The Continuum Problem: What is the cardinality of the continuum?
The Continuum Hypothesis (CH): Every uncountable set of reals has the same cardinal-
ity as the set of all reals.

Cantor failed to solve this problem, and in fact it was later discovered that this problem
cannot be solved using the currently accepted axioms for set theory.

Paradoxes

Cantor, and independently Burali-Forti, found paradoxes in Cantor’s set theory.
The most famous version of the paradox is due to Russell: If x consists of all sets y such
that y¢y, then x € x — x¢x!

Zermelo’s proposal was to avoid the paradoxes by confining oneself to established
principles of set-formation. He developed an axiomatic theory of sets, Zermelo set theo-
ry, which captures these principles and to the present day does appear to be free of con-
tradiction. Fraenkel added a missing axiom scheme to Zermelo’s system, resulting in
ZFC, Zermelo-Fraenkel set theory with the axiom of choice. This is the standard axiom
system for set theory today.

The Universe of Sets V

As a consequence of the ZFC axioms one has the following attractive picture of the

set-theoretic universe V-
/V 1= P (Va)

/ a4
\Z

a

Va1 = P(Vo)

Vo = Unew Vo

V2 = PP(8)
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This provides the first picture of the universe of sets, based on the ordinals and power
set operation. But this is nor a canonical description, in light of the vagueness of the
power set operation. A consequence of this vagueness is that the continuum problem re-
mains unsolved.

The Vagueness of Power Set

One possible way to avoid the vagueness of power set is to focus on definable sets, as
did the descriptive set-theorists of the 1930s. A set of reals is Borel iff it belongs to the
smallest o-algebra containing all open sets. It is ¥! (or analytic) iff it is the continuous
image of a Borel set and is I} iff its complement is %} Inductively, a %2}, | set is the con-
tinuous image of a I1, set and a T}, set is the complement of a £} | set. A set is projec-
tive iff it is $} or II! for some n.

The descriptive set-theorists of the 1930s were able to show that ©! sets do not vio-
late the continuum hypothesis, in the sense that each uncountable 3! set of reals does
have the same cardinality as the reals. But they were unable to extend this to IT lsets. La-
ter work of Gédel and Cohen implies that this indeed cannot be done in ZFC.

Another approach to circumventing the vagueness of the power set operation is due
to Godel. Recall that in our picture of V, at a successor stage V.| one takes the all sub-
sets of the previous stage V,. G6del modified this hierarchy by instead taking only those
subsets of the previous stage which can be produced using simple set-theoretic opera-
tions. He showed that iteration of this “weak” power set operation gives rise to a hierar-
chy of L,’s whose union L is a model of ZFC. Moreover his hierarchy grows so slowly
that sets are easily labelled by ordinal numbers, yielding the striking consequence that
CH holds in L. This provided the first consistent interpretation of ZFC in which CH is
demonstrably true.

Gédel himself did not consider L to be the correct interpretation of ¥, but only as a
tool for showing that statements are consistent with the axioms of ZFC. This point of
view is almost universal among set-theorists today. Indeed there are other consistent in-
terpretations of the ZFC axioms. Cohen developed a technique for adding new sets to L
while preserving the ZFC axioms. In fact, he was able to obtain such an interpretation
where CH is false: A Cohen real over L is a real that belongs to every open dense set of
reals which L can “describe”. By adding many Cohen reals to L, one obtains a consis-
tent failure of CH.

Cohen’s method, called forcing, is very general. Another of its applications is the fol-
lowing: A real in [0, 1] is random over L iff it belongs to every measure one subset of
[0, 1] which L can “describe”. Solovay [70] used this notion of forcing to obtain an inter-
pretation of ZFC in which no projective set of reals violates the continuum hypothesis.

Canonical Universes

Thus we are faced with a dilemma: Must we accept different universes with different
kinds of mathematics; universes where CH holds and universes where it does not? This
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kind of undecidability is certainly very troubling, and has led set-theorists to search for
a canonical, acceptable interpretation, or standard model, of ZFC which provides the
“correct” answers to undecidable problems. Godel’s L is surely canonical, but rejected
as being too restrictive, given the ease with which it can be modified by forcing. Unfor-
tunately the universes constructed using forcing are not canonical: If there is one Cohen
(random) real over L, then there are many. How does one obtain canonical universes
which are larger than L?

An answer came from measure theory. From work of Scott [61] and Solovay [71],
we have: If there is a countably additive extension of Lebesgue measure to all sets of re-
als, then V is not L. And any model of ZFC with such a measure can be converted into
a model of ZFC with a certain type of large cardinal number called a measurable cardi-
nal (and vice-versa). Now Silver[71] showed that if there is a measurable cardinal then
there is a canonical subuniverse of V, or inner model, with a measurable cardinal. This
provided the first canonical inner model larger than Godel’s L.

Is Silver’s model the desired standard model of ZFC?

To answer this question we consider the role of large cardinal hypotheses, of which
the assumption of a measurable cardinal is an example. We say that two set-theoretic
assertions ¢, 1 are consistency-equivalent iff one can show that ZFC +¢ has a model iff
ZFC +1 has a model. Experience shows that any natural set-theoretic assertion ¢ is
consistency-equivalent to an assertion v, where 1 is either a large cardinal hypothesis or
simply one of the statements 0 = 0 or 0 = 1. Thus large cardinal hypotheses calibrate
the strength of natural set-theoretic assertions.

Hypotheses beyond the existence of a measurable cardinal are needed for this cali-
bration. A nice example arises from descriptive set theory:

A is Wadge reducible to B iff for some continuous f, x € A iff f(x) € B.
WP, If A, Bare &} but not II} then 4 is Wadge reducible to B and vice-versa.
Now we have

WP, is consistency equivalent to the existence of #’s, a large cardinal axiom below a
measurable cardinal (Martin [70] and Harrington [78]).

WP, is consistency equivalent to (a little more than) the existence of a Woodin cardinal,
a cardinal much larger than a measurable cardinal (Hjorth [96]).

WP, seems to require # — 1 Woodin cardinals.

Thus our desired standard model for ZFC should be big enough to permit the exis-
tence of Woodin cardinals. Silver’s model is therefore too small.

The construction of canonical inner models for large cardinals at and above the level
of Woodin cardinals is a central, ongoing project in pure set theory. These models how-
ever cannot be built using only the axioms of ZFC. Instead, one shows that if there is a
large cardinal of a certain kind, then there is a canonical inner model with this kind of
large cardinal. But isn’t this circular? Why should we allow these large cardinals at all?
It is reasonable to assert that L is too restrictive, but need we assume that Woodin cardi-
nals exist? Perhaps our position should be that WP, is simply false for n > 1!
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The justification of large cardinal hypotheses remains an important challenge for
pure set theory. One approach to this problem makes use of endomorphisms. An inner
model M is rigid iff there is no 1-1 embedding M — M which preserves the basic set-
theoretic operations union, product, difference, etc. The smallest large cardinal axiom,
written “0% exists”, is equivalent to the statement that L is not rigid. If L is not rigid,
there is a “canonical” inner model L# bigger than L which satisfies “L is not rigid”.
Now do this again: If L# is not rigid then there is a canonical inner model L## where
this is true, etc. There is a canonical # operation which iterated in this way leads to
models with Woodin cardinals. This is analogous to Godel’s construction of L, ob-
tained through iteration of a weak power set operation. In Gédel’s context, the axioms
of ZFC justify the use of this operation. In the current context, one must argue for the
non-rigidity of the models that arise in a canonical #-iteration. Such an argument can
provide a justification for the existence of inner models with Woodin cardinals.

However no canonical # iteration is known which goes very far beyond Woodin car-
dinals. Luckily, most current applications of large cardinals do not use stronger hypoth-
eses. But finding such an operation remains an important problem if we wish to achieve
a satisfying picture of the set-theoretic universe, a picture which would not only give rise
to numerous further applications of set theory and justify the use of large cardinal hy-
potheses, but also lend credence to the claim that the paradoxes that threatened Cantor
in the infancy of set theory have been definitively resolved.
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1 Einleitung

A. S. Besicovitch entwickelte (mit anscheinend nur wenigen Gleichgesinnten) im Laufe
von etwa 40 Jahren, Ende der zwanziger Jahre bis Ende der sechziger Jahre des letzten
Jahrhunderts, The Geometry of Sets of Points (Titel eines von ihm geplanten aber bis zu
seinem Tode 1970 nicht vollendeten Buches). Auf dieser Grundlage entstand in den letz-
ten 20 bis 25 Jahren jenes Teilgebiet der Mathematik, das man heute fraktale Geometrie
nennt und wie es in den Monographien [17], [18], [29], [19] (um nur einige zu nennen)
dargestellt wird. Das Wort fraktal (fractal) geht auf B. B. Mandelbrot (1975) zuruck.
Wihrend Besicovitch eine rein innermathematische Theorie des Nicht-Glatten (etwa in
Erganzung der differenzierbaren Analysis und Geometrie) entwickelte, propagierte
Mandelbrot die Idee, daB viele Objekte der Natur eine fraktale Struktur aufweisen, die
durch die (differenzierbare) Analysis und Geometrie nicht angemessen beschrieben wer-
den kann. Insbesondere suggerierte er den Begriff der Selbstihnlichkeit (self-similarity),
der dann in [24] (1981) seine mathematische Formulierung fand. Zusammen mit seiner
affinen Verallgemeinerung (IFS: iterated function systems) ist er ein Eckstein der frakta-
len Geometrie und fraktalen Analysis bis zum heutigen Tage. Es hat immer wieder Vor-
schldge gegeben, wann eine Menge (etwa eine Punktmenge im IR") fraktal genannt wer-
den sollte. Eine befriedigende Definition gibt es aber wohl nicht und Sraktal wird als un-
scharfes Synonym fiir nicht-glatt (das Objekt oder die zu seiner Bearbeitung
zugelassenen Instrumente betreffend) akzeptiert. Man hat dann von Fall zu Fall zu sa-
gen, was fiir Voraussetzungen im Einzelnen gemacht werden.

Im letzten Jahrzehnt und insbesondere in den letzten Jahren hat es eine Vielzahl neu-
er Entwicklungen zur fraktalen Geometrie und nunmehr auch zur fraktalen Analysis
gegeben, ohne daB sich ein allumfassender Konigsweg herausgebildet hitte. Bei der
Frage nach adéquaten Geometrien completely distinct from Euclidean geometry findet
man in [38], Preface:

They suggest rather strong shifts in outlook, for what kind of geometries are really
around, what one might look for, how one might work with them, and so on.

Das wird ergénzt durch [13], Preface:

The subject remains a wilderness, with no central zone, and many paths to try. The lack
of main roadways is also one of the attractions of the subject.

Ein Aspekt hiervon ist die Frage wieviel Geometrie man tatsichlich braucht, um
wohl-bekannte signifikante Sitze der Analysis zu erhalten. Das hat zu einer Analysis
auf metrischen Rdumen gefiihrt (gelegentlich durch Zutaten gespickt), wobei man [23]
als eine erste zusammenfassende Darstellung ansehen kann.

Zur Analysis auf nicht-glatten Strukturen gehort seit lingerer Zeit die Theorie der
Dirichletschen Formen ( quadratischen Formen) und der durch sie erzeugten Operatoren.
Eine Darstellung der verschiedenartigen Aspekte findet man in [25], wobei wir ins-
besondere auf [30] verweisen.

Eine zentrale Frage, die mit besonderer Intensitit in den letzten Jahren bearbeitet
wurde, lautet:

Was ist ein (oder der) Laplace-Operator auf einer fraktalen Sturktur und was kann
man iiber sein Spektrum sagen?
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Den gegenwirtigen Stand dieser und benachbarter Fragestellungen findet man in
[26], woraus wir wie folgt zitieren:

Why do you only study self-similar sets? The reason is that self-similar sets are perhaps
the simplest and most basic structures in the theory of fractals. They should give us much
information on what would happen in the general case of fractals. Although there have
been many studies on analysis on fractals, we are still near the beginning in the exploration
of this field. ([26], Introduction, p. 5.)

Wihrend die obigen skizzenhaften Ausfithrungen auf (direkt oder iiber Dirichletfor-
men definierte) Operatoren auf fraktalen Strukturen hinauslaufen, kann man einen
(aber nur scheinbar) umgekehrten Standpunkt einnehmen: Auf glatten Strukturen, et-
wa dem euklidischen Raum IR”, oder beschriankten C*® Gebieten 2 in IR”, werden frak-
tale (Differential-)Operatoren untersucht. Prototypen hierfiir sind

n 2
(I1) Ad=-A+p und B=(=A) oy, 4A=S72

wobei 1 etwa ein Radonsches MaB3 im IR” mit kompaktem Triger und p(IR") < oo ist.
Schrodinger-Operatoren der Form A4 in IR” sind von quantenmechanischer Relevanz
und haben eine lange Geschichte, die auf Fermi (1936) zuriickgeht, insbesondere wenn
u eine endliche Summe von Dirac-MaBen ist. Eine umfassende Darstellung dieses Ge-
genstandes findet man in [2]. Operatoren der Form B treten bei der mathematischen
Modellierung von Trommeln (vorzugsweise in der Ebene IR?) mit fraktaler Membran
auf. Hierbei ist {2 etwa ein beschrianktes C* Gebiet, (—A)_l ist der inverse Operator
des Dirichlet-Laplace Operators in € und der Trager von p ist eine kompakte Menge in
Q. Sie sind Gegenstand spéterer Ausfiihrungen in dieser Arbeit.

Ein wesentliches Instrument der heutigen Analysis auf quasi-metrischen Rdumen
(X, 0, 1), bestehend aus einer Menge X, einer quasi-Metrik p und einem MaB y, sind
Funktionenrdume. Soweit es sich um Sobolev-Riume W] (X) mit 1 < p < co handelt
verweisen wir auf [20] und [23]. Beziiglich der sich entwickelnden Theorie der Rdume
vom Typ

B, (X) und Fp (X) mit |s|<6<1, 1<p<oo, 1 <g=<oo,

wurden erste zumammenfassende Darstellungen in [21] und [22] gegeben. Fraktale ver-
schiedenster Art kdnnen als quasi-metrische Rdume betrachtet werden und mit Hilfe
der angedeuteten Theorie der Funktionenrdume kann man etwa eine weitreichende
Spektraltheorie von Riesz-Operatoren entwickeln, [49]. Aber auch dieses ist nicht Ge-
genstand der nachfolgenden Ausfiihrungen.

Vielmehr ist das Anliegen dieser Arbeit die Darstellung einiger Aspekte der frakta-
len Analysis, die auf der heutigen Theorie der Funktionenrdume

B, (R") und F, (R"), 0<p<oo, 0<g<oo, seR,

beruhen. Diese Rdume enthalten als Spezialfille Holder-Zygmund-Raume, Sobolev-
Ré&ume (ganzer und gebrochener Glattheit), klassische Besov-Raume und Hardy-Rau-
me. Flr diese Rdume gibt es seit einiger Zeit atomare Zerlegungen und (zumindest fiir
einige) auch Darstellungen durch wavelets. Dieses wurde in [41] und in [42] durch sub-
atomare Zerlegungen (quarkonial decompositions) ergdnzt. Die Elementarbausteine
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(quarks) sind konstruktiv, {iberaus einfach und in hohem MaBe flexibel. Insbesondere
konnen sie beliebigen Strukturen, etwa fraktalen Mengen in IR”, angepaBt werden.
Selbstdhnlichkeit ist nicht erforderlich. Auf diesem Wege ist es moglich, fraktale Opera-
toren, etwa vom Type B in (1.1) zu untersuchen. Gegenstand der nachfolgenden Aus-
fiihrungen ist die Beschreibung diesbeziiglicher Resultate wie sie in den letzten Jahren
erzielt wurden. Einige Ergebnisse werden hier erstmals (ohne Beweise) publiziert. Wir
beschrdnken uns auf die einfachsten Fille (was die Formulierungen, nicht den beweis-
technischen Aufwand anbelangt). Das zu den Beweisen verwendete Instrumentarium
skizzieren wir erst im Abschnitt 6 der Arbeit, wobei wir hierbei auf [41] und insbesonde-
re auf [42] verweisen konnen.

Natiirlich ist die obige Aufzihlung verschiedenster Aspekte der fraktalen Geometrie
und der fraktalen Analysis etwas willkiirlich, unvollstéindig und durch die personlichen
Interessen und Kentnisse des Autors bestimmt. Die engen Beziehungen der Stochastik
zur fraktalen Geometrie blieben ebenso unerwihnt wie etwa die Spektraltheorie des La-
place-Operators in beschrinkten Gebieten im IR” mit fraktalem Rand (hierzu geben wir
aber spéter einige Literaturhinweise). Sinn der Aufzihlung war lediglich, eine Standort-
bestimmung der nachfolgenden Ausfithrungen im Rahmen dessen, was man fraktale
Analysis nennen konnte zu ermdglichen.

2 Fraktale Operatoren
2.1 Die schwingende Membran

Es sei (2 ein beschrinktes C> Gebiet in der Ebene IR? und es sei I eine kompakte Menge
in IR” mit
21) TcQ und |I=0,

wobei |I'| das Lebesguesche MaB von T ist. Wir interpretieren € als Trommel deren am
Rand 09 fixierte aber ansonsten arg strapazierte Membran durch I' beschrieben wird.
Modellbildung, ausgehend vom klassischen Fall, legt nahe, I" nicht als Punktmenge,
sondern als Tréger eines Radonschen MaBes p,

(22) suppu=TcCQ, 0<ul)=ulR? < oo,

zu sehen. Von besonderem Interesse (weil der Problemstellung gut angepaBt) sind iso-
trope MaBe, also Malle fiir die es eine im Intervall (0, 1] definierte positive Funktion
A(r) mit

(23) w(B(v,r)) ~h(r), vel, 0<r<l,

gibt, wobei B(v, r) ein Kreis mit Mittelpunkt v und Radius r ist. Wir benutzen hier und
in Zukunft das Aquivalenzzeichen ~ fiir zwei positive Funktionen a(x) und b(x) oder

fiir zwei Folgen positiver Zahlen a; und b (sagen wir mit k € IN, natiirliche Zahlen),
wenn es zwel positive Zahlen ¢ und C mit

(24) ca(x) <b(x) < Ca(x) oder car<b,<Ca
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fiir alle zugelassenen Variablen x und k gibt. Bezogen auf (2.3) bedeutet dies die Unab-
hingigkeit der positiven Aquivalenzkonstanten von y und . Von besonderem Interesse
sind so-genannte d-Mengen mit

(2.5) h(r)~r?, 0<r<1, und 0<d<2.

In diesem Fall ist jedes Radonsche MaB p mit (2.2), (2.3), (2.5) dquivalent zu HY|T, der
Einschrinkung des Hausdorff-MafBes H? in IR? auf T. Ist 4 = 1, so kann man an ein
Geradenstiick denken. Andere Beispiele sind (ein- und zwei-dimensionale) Cantor-
Mengen, die v. Kochsche Kurve (snowflake), Sierpinskische Dreiecke usw. Wohl alle
Biicher iiber fraktale Geometrie, etwa [18], [19], enthalten zahlreiche Beispiele solcher
d-Mengen. Es stellt sich aber folgendes Problem:

Fiir welche Funktionen h gibt es Radonsche Mafe pmit (2.2), (2.3)?

2.2 Die klassische Theorie

Die klassische Theorie bei der die Membran nicht eine singulare Menge I' mit (2.1),
(2.2), sondern ganz § oder € ist, ist wohlbekannt. Wir formulieren einige Aussagen in
einer solchen Form, daB sie mit den spiteren fraktalen Analoga vergleichbar sind. Im
Rahmen der L,-theorie betrachtet man im (komplexen) Hilbertraum L,(£2) den selbst-
adjungierten, positiv-definiten Dirichlet-Laplace Operator —A,

Pu  0%u

(2.6) —Au(x) = —a—x%- - éx—% )

dom (~A) = H(Q),

wobei

2.7) HYQ) = W;(Q) ={f € L(Q) : D°f € Lo(), || <2}
der wohlbekannte Sobolev-Raum und

(28) HAQ) = Wo(Q) = {f € W(Q) : /162 =0}

ist. Dann ist —A ein selbstadjungierter positiv-definiter Operator mit reinem Punkt-
spektrum. Die Eigenfrequenzen Ar der schwingenden Membran und die zugehérigen
Eigenfunktionen u sind durch

(29) —Auy = Nu, wu€HHQ), keN,

gegeben. (N ist the Gesamtheit der natiirlichen Zahlen). Fiir unsere Zwecke ist es sinn-
voll, nicht nur den inversen Operator (—A)_l zu betrachten, sondern ihn auch an unse-
re spiteren Bezeichnungen durch

(2.10) B=(-A)"'=(-A)"op = (-A) ' oid"L

anzupassen, wobei 1z das Lebesguesche MaB (in der Ebene) ist. Dann kann man (2.9)
als

Buy =g, 01 >00>->20>2-->0, o—0
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fiir £ — oo, schreiben, wobei g; = A;? die Eigenwerte des kompakten positiven selbst-
adjungierten Operators Bin L, () sind. Wohlbekannt (und auf unsere spéateren Zwecke
zugeschnitten) sind folgende 3 Aussagen:

(a) (H. Weyl, 1912, [50], [51]),
(211) g ~k™',  keN.

(b) (R. Courant, 1924, [12], S. 398/99). Der grofite Eigenwert o1 ist einfach und (abge-
sehen von einer multiplikativen Konstanten) ist

(2.12) w(x) >0, x € Q,

Nullstellenfreiheit in der Terminologie von Courant.
(c) (Glattheit). Es gilt (in offensichtlicher Schreibweise)

(213) w € C™(Q), keN.

Fir den beschriebenen klassischen Fall waren die Aussagen von Weyl von Anfang an
schérfer als (2.11) und schlossen die Volumina von (Hauptterm) und von 62 (Rest-
glied) ein. Spektraltheorie von (reguldren und singuliren elliptischen) Differentialope-
ratoren und Pseudodifferentialoperatoren ist seit dieser Zeit bis zum heutigen Tage ein
zentrales Anliegen der Analysis, ein wahres Jahrhundertthema. Den heutigen Stand
und insbesondere die heutigen Techniken findet man etwa in [37]. Unser Anliegen hier
148t sich in die Frage kleiden:

Was wird aus den Eigenschaften (a), (b), (c), also (2.11), (2.12), (2.13), wenn in
(2.10) das Lebesguesche Maf3 p; (also die homogene Membran) durch ein Map u mit
(2.2) ersetzt wird und wie und wo ist ein diesbeziiglich modifizierter Operator B definiert?

2.3 Problemstellung

Es sei §) ein beschranktes C> Gebiet im n-dimensionalen euklidischen Raum IR”. Wenn
man das nunmehr n-dimensionale Lebesguesche MaB 4 in (2.10) durch ein singuldres
MaB p mit (2.1), (2.2) ersetzen mochte, dann ist klar, daB die in (2.6)—(2.10) beschriebe-
ne Ly-Theorie nicht mehr ausreichend ist. Insbesondere braucht man statt H(Q) und
H2(Q)in (2.7), (2.8) Rdume geringerer Glattheit, wobei sich

H' (Q) = w}(Q) = {feLg(Q) : %GLZ(Q) mit j = l,~~,n}

und
(214) H'(Q)= WYQ) ={feH'(Q) : f]02=0)

als geeignete Rdume erweisen. Die Sobolevschen Riume H*(IR") kann man am ein-
fachsten durch den Lift

(215) H'(R") = (id — A) ILy(R"),  sc R,
bestimmen. Dann ist #°(Q2) die Einschrinkung von H*(IR") auf . Da Cr () = D)
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dicht in 13 1(Q) ist, kann man den dualen Raum von 13 1(Q) im Rahmen der dualen Paa-
rung (D(Q), D'(Q)) betrachten und erhalt

I
(2.16) (131 (@) = H'(®).
Nach [42], Proposition 20.3, S. 297, gilt (2.16) sogar fiir beliebige beschrinkte Gebiete.

Proposition 1. (a) Es sei §) ein beliebiges beschranktes C* Gebiet im IR”. Dann ist

[*]
217) (=A™ HY(Q)— H(Q)
eine isomorphe Abbildung.
(b) Es sei 0 € IR Dann ist
(2.18) (id—A)™7 : H°(R")— H°(R")
eine isomorphe Abbildung.

Bemerkung 1. Teil (b) ist eine wohlbekannte Lifteigenschaft und auch eine Folge
von (2.15). Beziiglich Teil (a) verweisen wir auf [42], 19.2, S. 254/55, und die dortigen
Literaturangaben.

Um nunmehr dem Operator B aus (1.1) einen Sinn zu geben, betrachten wir den
Spuroperator (trace) ¢, und den Identifikationsoperator id,. Hierbei ist 4 ein Radon-
sches MaB3 im IR” mit kompaktem Tréger
(2.19) T=suppp und 0 < p(R")=p(I) < oco.

Dann ist im Sinne stetiger Einbettung
(220) tr, : S(R")— Ly(T, p),
und

(2.21) id, : LT, p)— S'(R"),

wobei S(IR"), §'(IR") (Schwartz-Raum, Raum der temperierten Distributionen) und
L,(T, 1) (komplexer Hilbertraum L beziiglich 1) die tibliche Bedeutung haben. Hierbei
ist (vorerst) tr, die punktweise Spur, also

(rip)(v) = p(y) fir g€ S(R") und el

und id, ist die iibliche (und weil Radonsches Maf3 auch mogliche) Identifizierung von
f € Ly(T, 1) mit der temperierten Distribution id,f € S'(IR") gemaB

(id,f) () = / I o) pldy), @€ SRY).

Proposition 2. Es sei u ein Radonsches Maf3 im RR" mit kompaktem Triger gemdfs
(2.19). Spuroperator und Identifikationsoperator seien durch (2.20), (2.21) gegeben.
Dann ist

2.22) o, =id,

n

fiir den dualen Operator tr, von Ir,,.

JB 104. Band (2002), Heft 4 177



[_ Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungenj

Beweis. Mit iiblichen Bezeichnungen folgt die Aussage aus
(") @) =(mo) ) = (tr0,3)
= [ et v uian

r
= (ldud}) ((p)a
fur alle ¢ € S(IR") und ¢ € S(IR").
Problem 1. Wie sich zeigen wird, reduziert sich die Frage wie B aus (1.1) in Verall-
gemeinerung von B aus (2.10) definiert werden kann auf das Problem ob sich tr, aus

(2.20) zu einer linearen stetigen Abbildung von H '(IR") in Ly(T, u) fortsetzen 1aBt.
Verallgemeinert auf H*(IR") lautet das Problem:

Es sei pi ein Radonsches Maf$ im R" mit kompaktem Triiger gemdf (2.19). Fiir welche
s > 0 gibt es eine positive Konstante c mit

(223) || |La(T, )| < el o [HE (R
fiir alle o € S(IR")?

Wir schreiben hier und in Zukunft ||a|4|| fiir die Norm von a € 4 im Banachraum A.
Gilt (2.23), so kann man tr, durch Vervollstindigung zu einem linearen und stetigen
Operator

(2.24) try 0 H'(R")— Ly(T, p)

fortsetzen (unter Beibehaltung der Schreibweise tr,). Gilt (2.24), so folgt aus (2.21),
(2.22),

(2.25) id, : LyT,p)— H*(IR") = (H*(IR"))".

Hieraus ergibt sich

(2.26) id" =id,otr, : H'(R")— H*(RR").

Wie tiblich bedeutet —, daf3 die entsprechende Abbildung linear und stetig ist.

Proposition 3. (a) Es sei p ein Radonsches Maf im R” mit kompaktem Trdger ge-
mdf3 (2.19). Es seis > 0, so dafs tr, gemif (2.24) ein linearer und stetiger Operator ist.
Dann ist
(227) By=(id—A)"oid* : H'(R")— H(R").

(b) Es sei Q ein beschrinktes C* Gebiet im IRR". Es sei (—A)™" der inverse Operator des
Dirichlet-Laplace Operators entsprechend Proposition 1. Es sei u ein Radonsches Maf
im IR” mit

P=supppcCQ, 0<ull)<oc.
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Gilt (2.24) mit s = 1, so ist
(228) B=(-A)loid" . H'(Q)— H'(Q).

Beweis. Teil (a) folgt unmittelbar aus (2.26), (2.18). Entsprechend erhélt man Teil
(b) aus (2.26) mit s = 1 und (2.17).

Bemerkung 2. Der Operator B aus (2.28) ist die Prézisierung von B aus (1.1) und
die sachgemiBe Verallgemeinerung von (2.10). Wir verweisen auf [42], 9.2, 122124,
wo man weitergehende Ausfithrungen beziiglich der Dualitat (2.22), und (2.24), (2.25)
in allgemeineren Rdumen findet.

3 Spuren und MaBe
3.1 Isotrope MaBe

Nach Proposition 3 aus 2.3 reduziert sich die Frage der Beschrinktheit der Operatoren
B, und B in (2.27) und (2.28) auf die Frage ob der Spuroperator #r, in (2.24) beschriankt
ist. Fiir allgemeine endliche Radonsche MafBe im IR” (und allgemeinere Funktionenrau-
me) findet man in [42], Theorem 9.3, S. 125, ein etwas implizites Kriterium, das in [42],
Corollary 9.8, S. 129/130, durch einfachere hinreichende Bedingungen ergianzt wurde.
Es zeigt sich, da man dariiber hinaus fiir isotrope Radonsche MaBe ein gleichermaBen
einfaches wie abschlieBendes Kriterium angeben kann. In Verallgemeinerung von (2.3)
nennen wir ein Radonsches MaB im IR” mit

(3.1) T =suppp kompaktund 0 < p(l')= p(R") < 00
isotrop, falls es eine im Intervall (0, 1] definierte positive Funktion h(r) mit
(3.2) w(B(y,r)) ~h(r), yel, 0<r<l,

gibt, wobei B(7,r) eine Kugel mit Mittelpunkt v und Radius r ist. Wir erinnern an den
Gebrauch des Aquivalenzzeichens ~ gemif (2.4).

Proposition 4. (M. Bricchi, [5], [6], [7], [8]) Es sei h eine im Intervall (0,1] positive
stetige monoton wachsende Funktion. Es existiert ein isotropes Radonsches Maf im R"
mit (3.1), (3.2), dann und nur dann wenn es eine im Intervall (0, 1] positive stetige mono-
ton wachsende Funktion h mit

h(r) ~h(r), 0<r<l,

und

=ik
MET"" fiirj € Ny und k € Ny
h(27)

gibt.
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Bemerkung 3. Hierbei ist Ny = N U {0} die Gesamtheit der nicht-negativen gan-
zen Zahlen. Monoton wachsend heiBt nicht fallend, die Funktion kann also auf Teilin-
tervallen konstant sein. Prototypen sind die schon in 2.1 erwihnten so-genannten
d-Mengen (nunmehr im IR"), also

(33) h(r)=r", 0<d<n, O0<r<l.

Weitere Beispiele sind Stérungen von (3.3), etwa
b
(34) h(r) = rd}loggy , 0<d<n, beR, 0<r<l,

als Spezialfille so-genannter (d, ¥)-Mengen. Die endgiiltige Fassung der obigen Pro-
position findet man in [8), einschlieBlich von Nicht-Standard-Beispielen. Hierbei wur-
den die Resultate genutzt, um eine diesbeziigliche Theorie entsprechender Funktio-
nenrdume aufzubauen. Im Falle der (d, ¥)-Mengen und insbesondere Funktionen
mit (3.4) verweisen wir auf [42], Section 22, die dort angegebene Literatur und ins-
besondere auf [31], [32].

3.2 Spuren

Wie in der Einleitung schon angedeutet, beschrinken wir uns auf die fiir uns interessan-
testen Fille, das sind der Operator B aus (2.28) in der Ebene, also » = 2, und die Opera-
toren B, aus (2.27) mit s = ; In beiden Fillen ist das die Frage nach der Existenz von
tr, gemdlB (2.24), (2.23) mit s = ;, d.h. der Stetigkeit von r,. Wir erinnern daran, daB
N die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen bezeichnet und daB IR” der n-dimensionale
euklidische Raum ist.

Satz 1. Es sei u ein isotropes Radonsches Map im R", n € N, mit (3.1), (3.2).
Dann sind folgende 3 Aussagen dquivalent:

@ HZ(]R") — Ly(T,p) st stetig,
() er, : H2AR")— Ly(T,pu) ist kompakt,
(i) Y h(27) < co.
=0

Bemerkung 4. Ein Beweis dieses iiberraschend einfachen und abschlieBenden Sat-
zes wird spiter publiziert, [47). Er ist ein Spezialfall folgender allgemeiner Aussage, die
ebenfalls in [47] bewiesen wird. Es seien

B,(R") =B, ,(R") mits>0und 1 <p< oo

die bekannten speziellen Besov-Riume mit H'(R") = B5(IR") . Wie iblich sei
}) +1% = 1. Dann ist der Spuroperator #r,,

tru : By(IR") — Ly(T, p),

genau dann stetig, wenn er kompakt ist und dieser Fall tritt genau dann ein, wenn
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iz—jp’(s—g) h(zﬂ‘)p'—l <o
=0

_n

gilt. Das macht die Sonderstellung von p = p' =2und s = 7 im obigen Satz klar.
Satz 2. Es sei y ein isotropes Radonsches Mafim R", n € N, mit (3.1), (3.2) und
(3.5) > _h(27) < oo

j=0
(a) Dann ist der Operator
(3.6) Bn=(id—A) 20id* : H2(R")— H2(IR")
2

gemdf (2.26), (2.27) kompakt.

(b) Es sei zusitzlich n = 2 und ) sei ein beschrinktes C* Gebiet in der Ebene IR%. Ferner
sei T' C Q, wobei T" der Triiger von y gemdfs (3.1) ist. Dann ist der Operator

(37) B=(-A)loid* :  H'(Q)— H\(Q)

aus (2.26), (2.28) kompakt.

Beweis. Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge aus dem obigen Satz 1 und dem Be-
weis von Proposition 3 aus 2.3.

Bemerkung 5. Insbesondere sind die Operatoren B» und B aus (3.6) und
2

(3.7) kompakt, wenn T eine d-Menge gemiB (3.3) mit 0 < d < nist (» = 2 im Fall von
B). Das gilt auch fiir die speziellen (d, ¥)-Mengen mit (3.4).

Bemerkung 6. Nach Bemerkung 4 ist fiir s > 0,

tr, . H'(R") = Ly(T,p)
genau dann kompakt, wenn
38) S 2777 h27) <00

j=0

gilt. Dann ist nach Proposition 3 aus 2.3 der Operator

By = (id — A)~oid" : H'(R")— H(IR")
gemiB (2.26), (2.27) kompakt. Wegen der Beschrénktheit der Folge h(27) ist (3.8) fiir
s > 5 immer erfiillt. Erst fiir s < g stellt (3.8) eine zusitzliche Bedingung dar. Gemal

Satz 2 sind wir hier ausschlieBlich (abgesehen von den obigen Bemerkungen) an dem Li-
mes-Fall s = 5 interessiert.
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4 Die fraktale Trommel

4.1 Einleitung

Das Wort fraktale Trommel kann man auf verschiedene Weisen interpretieren. Man
kann etwa an ein Fraktal oder eine fraktale Menge und die Spektraltheorie zugehoriger
Laplace-Operatoren denken. Dem entspricht die in [26] dargestellte Theorie. Besser be-
kannt unter diesem Namen ist die Spektraltheorie des Dirichlet-Laplace Operators —A
in beschrankten Gebieten © im IR” (mit n = 2 als herausragendem Fall) mit fraktalem
Rand 9. Die erste weitreichende Arbeit hierzu stammt von M. L. Lapidus, [27]. Wei-
tere Literaturangaben findet man in [41], 26.2, S.200. Fiir neuere Aspekte in dieser
Richtung verweisen wir auf [28]. Genauer gesagt handelt es sich um

Trommeln mit fraktalem Rand.
Im Gegensatz hierzu entwickeln wir in [41], [42] und in dieser Arbeit eine Spektraltheo-
rie von

Trommeln mit fraktaler Membran.
Es ist die Spektraltheorie des Operators B aus Proposition 3(b) aus 2.3 mit n = 2, also
beziiglich beschriinkter C*° Gebiete ) in der Ebene.

4.2 Vorbereitungen

O
Es sei  ein beschrinktes C* Gebiet im IR”. Dann riisten wir den Raum H 1(Q) aus
(2.14) mit dem Skalarprodukt

N[O &
<M)U@;@g;/mﬂmﬂ
Y}

aus. Ferner bendtigen wir die Holder-Zygmund Riume C°(€2) mit 0 < s < 2. Ist
0 < s < 1, so kann man C*(£2) durch

(42) I IC@I* = sup|f(x)| + sup L =S
x€Q IX - yl
normieren mit x € €, y € Q, x # y, im zweiten Supremum. Fiir 0 < s < 2 kann man

If(x) =2/ () + /)

Ix =yl
als Norm wahlen mit x€ Q, y € Q, XT” €, x#y, im zweiten Supremum. (Ist
0 <5 <1, so sind die beiden Normen in (4.2) und (4.3) dquivalent). Mit anderen Wor-

ten, C*(Q) ist die Gesamtheit der komplex-wertigen stetigen Funktionen in Q, so daB die
Norm in (4.3) endlich ist.

(4.3) lf1e@l = sup |f(x)| + sup

Bemerkung 7. Man bezeichnet C'(Q) auch als Zygmund-Klasse. Hierbei treten
erstmals zweite Differenzen auf. Dieser Raum wurde in [52] untersucht. Wie dort an-
gedeutet hat aber schon B. Riemann 1854 in seiner Habilitatiosschrift [36] im Zusam-
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menhang mit trigonometrischen Reihen nachhaltig darauf hingewiesen, daBl man fiir
Riaume der Glattheit 1 erste Differenzen durch zweite Differenzen ersetzen sollte.

4.3 d-Membrane

In diesem Abschnitt betrachten wir fraktale Trommeln (oder geméB 4.1 Trommeln mit
fraktaler Membran), wobei die Membran I eine d-Menge ist. Entsprechend den obigen
Betrachtungen ist somit I" eine kompakte Menge in IR? zu der es ein isotropes Radon-
sches MaB z in IR? gibt mit

(44) T=supp p, u(B(v,r)~r?, yel, 0<r<l,

wobei B(+, r) ein Kreis mit Mittelpunkt v und Radius r ist. Wie im Zusammenhang mit
(2.5) ausgefiihrt, kann man g mit x = H¢|T" identifizieren, der Einschrinkung des Haus-
dorff-MaBes H? in der Ebene auf I'. Dann ist klar, daB 0 < d < 2 ist. Fernersei I’ C Q,
wobei Q ein beschrinktes C* Gebiet in IR? ist. Das fiihrt auf den Operator B aus Satz
2(b) in 3.2. Die Bedingung (3.5) erfordert d > 0. Da wir am reguldren Fall nicht interes-
siert sind und |T'| = 0 verlangen, schlieBen wir auch d = 2 aus. Dann bgzeichnen wir I
als d-Membran. Nach Satz 2(b) in 3.2 ist der zugehorige Operator Bin H'!(£2) kompakt.
Es seiw = Q\I' und

(45 Hw={re H'(Q) : trf =0},

Die Spur existiert, da d > 0 ist und (3.5) mit (iii) in Satz 1 aus 3.2 iibereinstimmt. Ob-
wohl w eine off%ne Menge mit irregulirem Rand O0QUT ist, ergibt sich, daf3
Cg°(w) dicht in  H'(w) ist, was die Schreibweise (4.5) rechtfertigt. Wir verweisen auf
[42], 19.5, S. 260, wobei wir in dem dortigen Beweis wesentliche Resultate aus [1] ver-
wendet haben.

Satz 3. Es sei Q) ein beschrinktes C* Gebiet in der Ebene IR* und es sei T eine kom-
pakte d-Menge mit T C Qund 0 < d < 2. Ferner sei u ein zugehoriges Radonsches Mafs
gemdfs (4.4). Dann ist der Operator

46) B=(-A)loid": H(Q)— H(Q),

]
aus (3.7) ein nicht-negativer kompakter selbstadjungierter Operator in H'(Q) mit dem
Nullraum ( Kern)

o]
(47) N(B)= H'(w)
gemdf} (4.5). Der Operator B wird durch die quadratische Form

@8) (B0, = [fVE ua), fe H@), ge H(@),
r

beziiglich des Skalarprodukts aus (4.1) mit n = 2 erzeugt. Es seien gy die positiven Ei-
genwerte von B, gezihlt gemdf} ihren Vielfachheiten, und der Grofie nach geordnet,
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49) a>e>e>--, ok — 0 fir k— oo,
und uy, die zugehorigen Eigenfunktionen, also
(4.10) Bu, = Ok U, k € N.

Der grifite Eigenwert o1 (> 0) ist einfach und die zugehérigen Eigenfunktionen u,(x) ha-
ben keine Nullstellen in 1, also

(4.11) wu(x) = cu(x) mit c € C und u(x) >0 in Q
( Courantsche Eigenschaft). Es gilt
(412) o ~k™' mit keN

(Weylsche Eigenschaft). Die Eigenfunktionen uy sind in w = Q\T klassische harmonische
Funktionen,

(4.13) Aw(x)=0  fiir x€w.

Ferner ist

(4.14) w € C°(Q) genau dann,wenn s < d,
gilt.

Bemerkung 8. Dieser Satz ist ein Spezialfall von Theorem 19.7 in [42], S. 264/265,
einschlieBlich seines Beweises. Wir hatten in 2.2 die klassische Theorie in den dortigen
Punkten (a), (b), (c) geschildert. Das Weylsche Verhalten (2.11) vom klassischen Fall
tibertrégt sich geméB (4.12) auf d-Membrane. GleichermaBen bemerkenswert ist, daB
sich die klassischen Aussagen aus 2.2(b) auf d-Membrane iibertragen: Der groBte Ei-
genwert gy ist einfach und die zugehdrige Eigenfunktion u(x) ist (abgesehen von einer
multiplikativen Konstanten) in  positiv. Die globalen Glattheitseigenschaften der Ei-
genfunktionen u; aus (2.13) haben jetzt im Fall von d-Membranen ihr Gegenstiick in
der scharfen Aussage u; € Cd(Q) und in (4.13).

Bemerkung 9. Es ist bemerkenswert, daB zumindest fiir die Funktion u aus (4.11)
die best mogliche Glattheitsaussage (4.14) auch lokal gilt: Es sei B(v, ) ein Kreis mit
Mittelpunkt v € ', Radius r > 0, und B(y,r) C Q. Dann gilt

(4.15) ueC’(B(y,r))  genau dann,wenn s < d

gilt. Die maximale lokale Glattheit von u, also s = d, ist somit ein getreues Spiegelbild
der Fraktalitit von I". Diese bemerkenswerte Eigenschaft haben wir beim Abfassen
von 19.7-19.10 in [42], S.264-272, iibersehen, obwohl sie unmittelbar aus dem Be-
weis von Theorem 19.7 folgt. Wir kommen auf diesen Punkt in 4.6 zuriick.

4.4 Weylsche MaBe

Satz 3 aus 4.3 wirft die Frage auf, ob die Weylsche Eigenschaft (4.12) auch fiir andere
MaBe y als H¢|T" mit 0 < d < 2 gilt. Die abschlieBende Klirung dieses Problems scheint
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kompliziert zu sein und ein (notwendiges und hinreichendes) Kriterium ist nicht in
Sicht. Wie in 2.1 setzen wir voraus, daB3 2 ein beschrianktes C* Gebiet in der Ebene R?
und p ein Radonsches Mal3 mit

(4.16) suppu=TCQ, [I|=0, 0<pl)<oo,
sind. Damit die rechte Seite von (4.8), %unmehr fiir ein allgemeines Radonsches MaB3
mit (4.16), eine stetige Bilinearform in H'() ist, muB

@17) 1, . H'Q) o Ly(T,p)

ein linearer und stetiger Spuroperator gemafl 2.3 und Proposition 3(b) sein. Ist dies der
Fall, dann ergibt sich auch fiir die obigen MaBe, dal

@18) B=(-A)yloi*: H'(Q)— H'(Q)

gilt und daB B ein nicht-negativer selbstadjungierter Operator ist. Mit anderen Worten,
auch im obigen allgemeinen Fall gelten (4.6), (4.7), (4.8).

Definition 1. Es sei p ein endliches Radonsches Maf in IR? mit kompaktem Triger T
Dann heif3t ;. Weylsches Map, falls fiir jedes beschrinkte C* Gebiet Q) mit (4.16) der
Spuroperator tr, aus (4.17 ) existiert, der Operator B aus (4.18) kompakt ist und fiir sei-
ne positiven Eigenwerte oy, geordnet gemdf (4.9), einschlieplich Vielfachheiten,

o ~ k71, keN,
gilt.

Bemerkung 10. Nach Satz 3 aus 4.3 ist u = H?|T fiir jede kompakte d-Menge I mit
0 < d < 2, ein Weylsches MaB. Es sei

N
MZZH;‘, w=H4T;, j=1,.,N,
i=1

wobei I'; kompakte d-Mengen mit 0 < d; < 2 sind. Dann ist u ein Weylsches MaB. Die-
se Aussage findet man in [42], 19.12, S. 274, unter der Voraussetzung, da3 die Mengen
I'; paarweise punktfremd sind. Diese Zusatzvoraussetzung ist aber nicht notig, wie in
[46], Corollary 2, gezeigt wurde.

Bemerkung 11. Ist y ein isotropes MaB mit (4.16), so erhélt man durch Satz 1 aus
3.2 ein abschlieBendes Kriterium wann fr, existiert. Ist x ein allgemeines (nicht not-
wendig isotropes) Mall mit (4.16), so gibt es ebenfalls notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz von #r,,. Wir verweisen auf [42], Theorem 9.3, S. 125/126.
Sie sind aber etwas implizit. Aus ihnen kann man als Spezialfall folgende Aussage her-
leiten. Es sei O, das Quadrat in IR? mit Mittelpunkt 2“m und Kantenlinge 27+,
Hierbei ist j € Ng und m € Z?, wobei Z* das Gitter der Punkte in IR? mit ganzzahligen
Koordinaten ist. Ferner sei x ein endliches Radonsches MaB in IR>mit (4.16). Es sei

pj = sup u(Qjm),  j € No.
mEZz

JB 104. Band (2002), Heft 4 185



Ubersichtsartikel ] Historischer Artikel Buchbesprechungen

Existiert tr, gemaB (4.17), so folgt,

419) 37N u(Qm)’<

JENG mez?

(notwendige Bedingung). Ist umgekehrt

(4.20) Z 1 < 00,
JENg

so existiert ¢r, (hinreichende Bedingung). Wir verweisen auf [47], Lemma 2.1, das sei-
nerseits auf [42], Theorem 9.9, S. 131 und (9.47), S. 130, beruht. Insbesondere folgt aus
(4.19), daB ein MaB mit (4.17) keine Atome haben kann, also

(4.21) p({x}) =0 fir xecR?

gilt.
In Anlehnung an [4], §5.10, S. 61, und [14], 13.18, S. 215, nennt man Mafe ohne Ato-
me gemaB (4.21) auch diffuse MaBe.

Definition 2. Es sei y ein endliches Radonsches Maf in IR* mit kompaktem Triger T.
Ferner soll 1 der Verdopplungsbedingung geniigen, wonach es eine Zahl ¢ > 0 gibt, so
daf fir alley € Tund allermit 0 < r < 1,

(4.22)  pu(B(y,2r)) < cu(B(v,r))
gilt. Dann heifst p streng diffus, wenn es eine Zahl mit 0 << 1 gibt, so daf

(423) (@) <3 Q). Qi C O

Siir alle Quadrate Qo mit Mittelpunkt ~y € I und Kantenlinge r, 0 <r < 1, und alle
Quadrate Q| mit Mittelpunkt v, € T und Kantenliinge xr gilt.

Bemerkung 12. In (4.22) ist wiederum B(v, r) ein Kreis mit Mittelpunkt v und Ra-
dius r. Beispiele streng diffuser MaBe sind x = H?|T, also

(424) p(B(y,r))~r?, ~yel, 0<r<l,

wobei I eine kompakte d-Menge gemdB (4.4) ist mit 0 < d < 2. Natiirlich ist die obige
Forderung, daB der Trager von u kompakt ist unwesentlich. Ferner kann man in
(4.24) auch d = n = 2 mit dem Lebesgueschen Ma@ als Prototyp zulassen. Ansonsten
verweisen wir auf [42], 19.15, S.276-278, wo der Begriff des streng diffusen MaBles
eingefithrt und diskutiert wurde.

Satz 4. Jedes streng diffuse Map (in R?) ist ein Weylsches Map.

Bemerkung 13. Einen (relativ langen) Beweis dieses Satzes findet man in [42], 19.17,
S. 280-288. Wir erinnern daran, daB wir in den obigen Definitionen 1 und 2 a priori
gefordert hatten, daB3 4 ein endliches Radonsches MaB mit kompaktem Tréger ist. Be-
ziglich weiterer Diskussionen hierzu und weiterer Punkte verweisen wir auf [42],
19.18, S. 288-291.
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Problem 2. Nach Bemerkung 12 ist 1 = H"ll’ mit 0 < d < 2 streng diffus. Somit ist
die Weylsche Eigenschaft (4.12) fir d-Membrane eine unmittelbare Folgerung aus
Satz 4. Andererseits ist (4.23) eine, wenn auch abgeschwichte, Isotropie-Bedingung.
Bekanntlich kann man in der Ebene herrliche Farne, Graser usw. durch IFS (Iterated
Function Systems), basierend auf affinen kontrahierenden Abbildungen, in IR? erzeu-
gen. Das findet man in vielen Biichern iiber fraktale Geometrie. Eine kurze Darstel-
lung einschlieBlich entsprechender Literaturhinweise wurde in [41], Section 4, gegeben.
Die zugehdrigen (anisotropen oder nicht-isotropen) Radonschen Mafe erfiillen i.a.
nicht die Bedingung (4.23). Es ist (zumindest fiir den Autor) vollkommen unklar, ob
die zugehorigen (anisotropen oder nicht-isotropen) Radonsche Mafe auch Weylsche
MaBe sind. Daraus ergeben sich folgende Probleme:

Wie klingt die Musik der Farne?
und, allgemeiner,
wann ist ein Radonsches Map3 in R? ein Weylsches Maf3?

45 h-Membrane

In 4.3 haben wir d-Membrane betrachtet, wobei d eine Zahl mit 0 < d < 2 ist. Im Un-
terschied hierzu ist A(-) eine ein isotropes MaB erzeugende Funktion,

(4.25)  p(B(vy,r)) ~ h(r), vel, 0<r<l,

wobei wir auf 3.1 verweisen. Nach Satz 1 und insbesondere Satz 2(b) aus 3.2 ist
426) B=(-A)'oid" . H(Q)— H'()

kompakt, sofern
(427) > h27) < oo
j=0

gilt. Ansonsten ist dies ein Spezialfall von (4.1(6))—(4.18). Somit ist B ein kompakter,
nicht-negativer selbstadjungierter Operator in H'(£2) mit (4.6)—(4.11) und (4.13).

Satz 5. Es sei  ein beschrinktes C* Gebiet in der Ebene IR* und es sei s ein isotro-
pes Radonsches MafS mit (4.16), (4.25). Gelten sowohl

(4.28) > h(27)~h(277),  JEN,
j=J
als auch
J
4.29) Mm@V ~r' 27, JeN,,
j=0

so ist p ein Weylsches Maf3 gemdf; Definition I aus 4.4.
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Bemerkung 14. Fiir J = 0 ist (4.27) in (4.28) enthalten. Entsprechend der fritheren
Vereinbarung bedeutet ~ in (4.28) und (4.29), daB die beiden Seiten gegeneinander zu
Lasten positiver von J unabhéngiger Konstanten abschétzbar sind (jeweils eine Rich-
tung ist trivial). Im AnschluB an [41] und [42] haben wir Weylsche MaBe in [46] und
[47] untersucht. Das obige Resultat wird hier erstmals publiziert und folgt aus entspre-
chenden Ergebnissen in [47]. Wihrend (4.27) notwendig und hinreichend fiir die Be-
schrénktheit von B aus (4.26) ist, ist nicht klar, ob die hinreichenden Bedingungen
(4.28), (4.29) auch notwendig dafiir sind, daB i ein Weylsches MaB ist.

4.6 Courant Indikatoren

Wie in Bemerkung 9 in 4.3 angedeutet, gilt zumindest fiir die Eigenfunktion u(x) aus
(4.11), daB die globale Glattheitseigenschaft (4.14) fiir alle Eigenfunktionen w; auch lo-
kal geméB (4.15) gilt. Hierbei ist T eine d-Menge mit 0 < d < 2 und p = H“|T". Die Ei-
genfunktion u(x) ist also in jedem Punkt v € ' ein getreues Spiegelbild der lokalen
Fraktalitit (zumindest was die Zahl d anbelangt). Anscheinend kann man diese zum
groBten Eigenwert o) gehdrige in 2 positive Eigenfunktion u(x) auch in allgemeineren
Fillen benutzen, um Informationen dariiber zu bekommen wie fraktal I in jedem Punkt
v € I ist. Es ist eines der zentralen Anliegen der fraktalen Geometrie, globale, lokale
und punktale Aussagen iiber fraktale Mengen und MaBe zu machen. Wir verweisen auf
die in der Einleitung genannten Biicher, insbesondere [17], [18], [29], [19]. Fraktale Cha-
rakteristika vom Standpunkt der Funktionenrdume findet man in [44], einschlieBlich
weiterer Literaturangaben. Wie angedeutet kann man das Verhalten der Eigenfunktion
u(x) nutzen, um weitere fraktale Charakteristika einzufiihren. Wir hoffen auf diesen
Gegenstand spiter genauer und systematischer zuriick zu kommen, [48]. Im Moment
skizzieren wir einige erste Resultate, die im direkten Zusammenhang mit den obigen Be-
trachtungen stehen.

Es sei wiederum (2 ein beschriinktes C* Gebiet in der Ebene IR? und 4 sei ein Ra-
donsches MaB3 mit

(430) supppu=IcCf, |[|=0, 0<ul)<oco.
Wir nehmen an, da3 es Zahlen ¢ > O und € > 0 mit
(4.31) w(B(v,r))<err, ~el, 0<r<l,
gibt. Dann folgt aus (4.20) und (4.16)—-(4.18), daB
B=(-A)oid" . H'(Q)— H'(Q)

ein nicht-negativer selbstadjungierter Operator ist. Aus dem Beweis des obigen Satzes 3
in [42], 19.7, und (4.31) folgt ferner, daB B kompakt ist. Die positiven Eigenwerte g
konnen gemif (4.9) geordnet werden, der groBte Eigenwert g, ist einfach und es gelten
(4.11) und (4.13). Ferner ist in Analogie zu (4.14)

(4.32) w eC(Q), keN.

Das gilt insbesondere fiir die in 2 positive Eigenfunktion u.
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Definition 3. (Courant-Indikator) Unter den obigen Voraussetzungen sei fiiry € T',
(4.33) Indo(y) =sup {s : u€C(B(y,r)) mit 0<r<1}

Bemerkung 15. Der Courant-Indikator miBt in jedem Punkt v € I" die bestmdogli-
che lokale Glattheit der positiven Eigenfunktion u(x) zum gréten Eigenwert o von
B. Nach (4.32) gilt zumindest

Ind(v) > ¢ fur yeT.

Proposition 5. (d-Membrane) Es sei 2 ein beschranktes C* Gebiet in der Ebene IR?
und es sei T eine kompakte d-Menge mit T’ C Qund0 < d < 2. Ferner sei p ein zugehori-
ges Radonsches Map,

T = supp u, u(B(y,r) ~r!, yel, 0<r<l.

Dann ist
Ind(y)=d  fir vye€.

Bemerkung 16. Diese Aussage stimmt mit Bemerkung 9 im AnschluB an Satz 3 aus
4.3 iiberein. Insbesondere ist die globale Glattheitsvoraussetzung (4.32) mit € = d er-
fiillt. In diesem Fall ist das Supremum in (4.33) zugleich ein Maximum.

Problem 3. Fiir -Membrane hat man also die obige abschlieBende Antwort. Ist x
ein isotropes MaB, das zu einer ~-Membran gemiB 4.5 fiihrt, so kann man erwarten,
daB Ind,, auf I" konstant ist, sofern (4.32) erfiillt ist. Ist x ein allgemeines (nicht not-
wendig isotropes) MaB, das den obigen Voraussetzungen genugt, also etwa
(4.16)—(4.18) und (4.20), so daB B kompakt ist, dann sollte Indo, (sofern iiberhaupt
definiert) die lokale Fraktalitit in jedem Punkt v € T widerspiegeln. Spatestens beim
Ubergang von isotropen MaBen zu allgemeineren MaBen ist es aber zweckmaiBig, viel-
leicht sogar notwendig, den Indikator Ind,, zu ersetzen durch die Indikatorenschar

Ind,( —sup{ : u€ By(B(v,r)) m1t0<r<1}

mit 1 < p < oo, wobei B, = B, spezielle Besov-Réume sind. Das wird nahegelegt durch
entsprechende fraktale Charakterlstlka in [44], [45] und der dort angegebenen Literatur.
Im Falle von d-Membranen gemiB Proposition 5 ergibt sich

Ind,(v) = d+2Td, vyel, 1<p<oo

Das folgt aus [42], Theorem 19.7, S. 264-265. Es entsteht also das Problem, was die so
definierten fraktalen Indikatoren Ind,, und, allgemeiner, Ind, aussagen und in welcher
Relation sie zu anderen fraktalen Charakteristika stehen. Wir kommen in [48] auf diese
Problematik zuriick.

Wir formulieren hier ein erstes Resultat auf das wir dann in [48] noch genauer einge-
hen werden. Unter den obigen Voraussetzungen an I, 2, und g, also (4.30), (4.31) set-
zen wir
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(4.34)  dimg/(y) = lim dimy (TN B(v,27)), v €T,
J—oo

wobei dimy (M) die Hausdorff-Dimension einer Menge M ist. Ferner sei
u(B(y',r) < cjrdf'(” fir yel',|y-—9'|< 27 und 0<r=27

und

(4.35) d(y)=limdi(y), ~yel.

Jj—oe
Die Folge auf der rechten Seite von (4.34) ist monoton fallend (d. h. nicht wachsend),
die Folge auf der rechten Seite von (4.35) ist monoton wachsend (d. h. nicht fallend)
und es gilt

(4.36) d(v) <dimg(y), ~yeT.
Im Falle einer d-Menge sind beide Zahlen in (4.36) gleich d.

Satz 6. Es sei Q) ein beschrinktes C* Gebiet in IR* und es sei u ein Radonsches Mafs
mit (4.30), (4.31). Dann ist

(4.37) d(y) <Indy(y) < dimg (7), yeT.

Bemerkung 17. Einen Beweis publizieren wir zu einem spéteren Zeitpunkt im Rah-
men einer umfassenderen Theorie, [48]. Proposition 5 ist ein Spezialfall von (4.37).

Problem 4. Im Zusammenhang mit der Einfiihrung von Ind., in Definition 3, der
oben angedeuteten Verallgemeinerung Ind, und Satz 6 entsteht das folgende Problem.
Bisher haben wir stillschweigend angenommen, daB 1 (also auch I') und gemal (4.30)
gegeben sind. Es erhebt sich aber die Frage wie weit Ind, bei gegebenem p von {2 ab-
héngt. Es ist somit angebracht, diese mogliche Abhingigkeit zu kennzeichnen, also

Ind,(7) = Ind}(y) = Ind®(y), v €T =supp p,

zu schreiben. AnschlieBend kann man fragen, ob Ind"f'Q von §) unabhéngig ist. Nach
Proposition 5 und Problem 3 gilt dies, wenn I' eine d-Menge ist. Mdglicherweise ist das
auch fiir allgemeine isotrope Radonsche MafBe richtig, sofern etwa die in Problem 3 ge-
nannten Konditionen erfiillt sind. Ist 4 nicht isotrop, so ist die Unabhingigkeit von
zumindest fraglich.

Ist Ind[‘)"Q zu gegebenem p und gegebenem p von §) genau dann unabhdngig, wenn 1 iso-
trop ist?

Und was mochte uns dann zu gegebenem (nicht isotropen) MaB 1 die Gesamtheit
der Indikatoren Ind;j’ﬂ tiber 4 und I' = supp x mitteilen und in welcher Sprache?
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5 n-dimensionale Weylsche MaBe
5.1 Einleitung und Definitionen

Es ist fast selbstverstindlich, daB die im Abschnitt 4 skizzierte Theorie fiir den Operator
Bin der Ebene IR? ein n-dimensionales Gegenstiick hat. So findet man in [42], Theorem
19.7, S. 264/265, die n-dimensionale Verallgemeinerung des obigen Satzes 3 aus 4.3. In
die entsprechenden Voraussetzungen und Resultate geht nunmehr die Zahl n ein. So
lautet etwa das Gegenstiick von (4.12),

(5.1) gk~k'1+7, keN, n—-2<d<n,

(mit 0 < d < 1 fiir n = 1). Es ist aber nicht unsere Absicht, méglichst allgemeine Aus-
sagen zu formulieren. Vielmehr méchten wir uns im Sinne von Bemerkung 6 und Satz 2
aus 3.2 auf die besonders interessanten Limesfalle

(52) Bu=(id—A) 20id* : H2(R")— H2(R"),
2

konzentrieren. Ist n = 2, so bedeutet das, daB der Operator B aus (4.18) durch den Ope-
rator B; aus (5.2) ersetzt wird. Das Gebiet 2 tritt dann nicht mehr in Erscheinung und
die physikalische Interpretation als fraktale Trommel (oder Trommel mit fraktaler
Membran) geht verloren. Andererseits iibertragen sich nach den notwendigen tech-
nischen Modifikationen viele Aussagen fiir den Operator B aus dem Abschnitt 4 auf
den Operator B) (in R?).

Im n-dimensionalen Fall hatten wir in den Abschnitten 2 und 3 bereits die notwendi-

gen vorbereitenden Aussagen fiir B» und, allgemeiner, fiir
2

By = (id — A) " oid* : H'(R")— H(IR"),

s > 0, parallel zum Operator B aus Abschnitt 4 getroffen. Wir verweisen auf Propositi-
on 3(a) aus 2.3 und auf die Sitze 1 und 2(a) aus 3.2. In Analogie zu (4.1) fithren wir in
H2(IR") das spezifische Skalarprodukt

(53) (120) 1 = [ (= AR (id ~ AVE()

H2(IR")
IRVI
ein. Dann ist B» mit (5.2), in Analogie zum Operator B aus Abschnitt 4, ein nicht-nega-

tiver kompaktezr selbstadjungierter Operator in H%(]R"). Seine positiven Eigenwerte o,
gezihlt gemiB ihren Vielfachheiten, konnen der GréBe nach geordnet werden,

54) a>0>0>--, o—0 fur k— oo
Wir erinnern daran, daB (5.2) gemaB (2.24) und Proposition 3(a) aus 2.3 dquivalent da-

zu ist, da3 der Spuroperator

(5.5) 1ty : Hg(IR")f—>L2(I’,,u)
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existiert. In Analogie zu Definition 1 aus 4.4 kdnnen wir jetzt im IR” Weylsche MaBe
wie folgt einfiihren.

Definition 4. Es sei i ein endliches Radonsches Maf im R" mit kompaktem Triger
I'. Dann heifit . ein Weylsche Map, falls der Spuroperator tr, aus (5.5) existiert, der
Operator Bg aus (5.2) kompakt ist und fiir seine positiven Eigenwerte gy, geordnet ge-

map (5.4), einschlieflich Vielfachheiten,
Ok ~ kﬁl ) ke ]N7
gilt.

Bemerkung 18. Es ist leicht zu sehen, daB x genau dann ein Weylsches MaB in der
Ebene IR? gemiB Definition 1 ist, wenn es ein Weylsches MaB nach Definition 4 ist.

5.2 Isotrope Weylsche MaBe

Es zeigt sich, daB man Satz 5 aus 4.5 fast wértlich Ubertragen kann. Aus Vollstindig-
keitsgriinden geben wir eine explizite Formulierung. GemaB (3.1), (3.2) aus 3.1 sei p ein
endliches isotropes Radonsches MaB im IR” mit

f: h(27) < oc.
=0

n
Dann ist der Operator Bx aus (5.2) im Raum H2(IR"), versehen mit dem Skalarpro-

dukt aus (5.3), kompakt, szelbstadjungiert und nicht-negativ. Das folgt aus den Betrach-
tungen in 5.1 und den Sétzen 1 und 2(a) aus 3.2.

Satz 7. Es sei u ein isotropes Radonsches Maf mit (3.1), (3.2). Gelten sowohl
oC

> hQ2Y) ~h(27), T €N,

j=J

als auch

J .

Yo'y ~hT'27), Te N,

Jj=0

so ist y ein Weylsches Maf} gemdif Definition 4 aus 5.1.

Bemerkung 19. Das ist das genaue Gegenstiick zu Satz 5 aus 4.5. Das trifft auch
auf Bemerkung 14 in 4.5 und die dort gemachten Erlduterungen und Literaturhinweise
zu. Im Gegensatz zu Satz 5 haben wir hier nicht || = 0 fiir I’ = supp p gefordert. Das
ist aber unwesentlich. Auch Satz 5 gilt ohne diese Voraussetzung. Im Abschnitt 4 wa-
ren aber gerade die singuliren MaBe mit |T'| = 0 von Interesse.
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6 Methoden

6.1 Einleitung

Die Techniken, die letztendlich zu Resultaten der oben beschriebenen Art fithrten, ha-
ben ihren Anfang in [16] genommen. Kernpunkt in [16] sind quantitative Aussagen tiber
kompakte Einbettungsoperatoren zwischen Funktionenrdumen etwa der Form
. id Q) — -—

(6.1) id le( ) B;z(Q)? S ” >SZ p2
0 < p1 < p2 < oo, beschrieben durch Entropie-Zahlen und Approximations-Zahlen.
Hierbei ist 2 ein beschranktes Gebiet im IR”. Die in dieser Arbeit auftretenden Rdume
H* = B und C° = BS_ sind Spezialfille. Die genaue Kenntnis der Entropie-Zahlen und
Approx1mat10ns Zahlcn fithrte dann in [16] zu einer Spektraltheorie (entarteter) ellipti-
scher (Pseudo-) Differentialoperatoren. Aussagen iiber Einbettungsoperatoren id der
Form (6.1) basierten in [16] auf den Fourier-analytischen Definitionen der Raume
B;(IR") und ihrer Einschrankungen auf Gebiete 2 in IR". Der Schritt von Gebieten (2
und (entarteten) elliptischen Operatoren zu Fraktalen und entsprechenden fraktalen el-
liptischen Operatoren wurde in [41] vollzogen. Er besteht in einer Charakterisierung
von Funktionenrdumen durch subatomare Zerlegungen (quarkonial decompositions).
Die hohe Flexibilitit dieser Technik erlaubt nicht nur eine Diskretisierung von Rdumen
der Form B,(), sondern auch entsprechende Rdume auf fraktalen Mengen einzufiih-
ren. Ist etwa T eine kompakte d-Menge im IR” mit 0 < d < n, so kann man Réume
B (F) subatomar einfithren und quantitative Aussagen iiber Entropie-Zahlen und Ap-
prox1mat10ns -Zahlen fiir kompakte Einbettungen der Form

id: Bl(I)—BAD), s —1-]‘% > 5 —%

0 < p; < py < oo, machen. Das fithrt dann zu einer Spektraltheorie fraktaler ellipti-
scher Operatoren, die das Kernstiick der obigen Betrachtungen ist. Diese Untersuchun-
gen haben wir in [42] und danach in den im Literaturverzeichnis genannten Arbeiten
fortgesetzt. In dieser Arbeit ist die genaue Beschreibung dieser Techniken und ihrer
Wirkungsweisen nicht moglich. Wir beschréinken uns hier in 6.2 auf die Darlegung der
Zusammenhinge von Entropie-Zahlen, Approximations-Zahlen und Spektraltheorie,
in 6.3 auf eine Beschreibung einiger subatomarer Zerlegungen in Funktionenrdumen
und schlieBlich in 6.4 auf skizzenhafte Andeutungen wie diese Instrumente im Kontext
der in dieser Arbeit beschriebenen Resultate genutzt werden.

6.2 Entropie-Zahlen und Approximations-Zahlen

Es sei T ein kompakter Operator im komplexen Banachraum A. Ferner sei TU,4 das
prikompakte Bild des Einheitskugel U, in A. Mit k € N ist die Entropie-Zahl e, (T)
das Infimum aller Zahlen ¢ > 0, so daBl TU4 durch 2! Kugeln in 4 vom Radius
iiberdeckt werden kann. Da T kompakt ist, besteht das Spektrum von T auBerhalb des
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Nullpunktes von 4 aus hochstens abzéihlbar vielen Eigenwerten g endlicher algebrai-
scher Vielfachheit, die einschlieBlich ihrer algebraischen Vielfachheiten durch

(6.2) lal>loal > o3| >, o —0 fir k— oo,

geordnet werden konnen (wobei die letzte Aussage entfillt, falls es nur endlich viele
oder keine Eigenwerte gibt).

Proposition 6. (Ungleichung von Carl)  Unter den obigen Voraussetzungen gilt die
Unschirferelation

V2| e(T)>1,  keN.

Bemerkung 20. Bei Kenntnis der geometrischen GréBen e, (7)) kann man die Ei-
genwerte betragsmiBig nach oben abschitzen. Diese Ungleichung geht auf [11], 9] zu-
rick. Beweise und weitere Ausfithrungen findet man in [10] und [16].

Neben Entropie-Zahlen benétigt man Approximations-Zahlen. Es sei 7 wiederum
ein kompakter Operator im komplexen Banachraum 4. Mit k € N ist

a(T) =inf{|| T - L|| : L€ L(A), rank L < k},

die kte Approximations-Zahl, wobei L(4) die Gesamtheit der linearen und stetigen
Operatorn in A4 ist, und rank L die Dimension des Bildes von L ist.

Proposition 7. Es sei T ein kompakter nicht-negativer selbstadjungierter Operator
im Hilbertraum H und es seien gy seine positiven Eigenwerte geordnet gemdf; (6.2).
Dann ist

a(T)=0, keN.

Bemerkung 21. Das ist ein Spezialfall einer wohlbekannten klassischen Aussage.
Wir verweisen auf [15], S. 91.

6.3 Subatomare Zerlegungen

Als entscheidendes Instrument im Kontext der in dieser Arbeit beschriebenen Resultate
erweisen sich subatomare Zerlegungen (quarkonial decompositions) von Funktionen-
rdumen. Sie wurden eigens zu diesem Zweck entwickelt und erstmals in [41] dargestellt.
In der Folgezeit zeigte sich, dal diese Techniken auch auf andere Probleme angewandt
werden koénnen. Sie fithrten schlieBlich in [42] zu einem neuen konstruktiven oder Wei-
erstrafichen Zugang zur Theorie der Funktionenridume, einschlieBlich Taylorentwicklun-
gen von Distributionen. Die Grundidee etwa fiir Funktionenriume im IR” besteht darin,
daBl man die wohlbekannte wavelet-Philosophie mit der Philosophie der Taylor-Ent-
wicklungen verkniipft, also

(63) ¥(x)=¢(@x—m) mit P(x)=x"P(x), xeR",
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wobei j € No, me Z", 3 € N} und x° = P -xPn ist. Hierbei ist wiederum Ny die
J 1

Gesamtheit der nicht-negativen ganzen Zahlen, Z" das Gitter im IR” bestehend aus den
Punkten x = (x,...,x,) € IR" mit ganzzahligen Komponenten, und INj die Gesamt-
heit der Multi-indizes 3 = (3, .., 8,) € IR” mit §; € N. Gesucht sind Elementarbau-
steine 1, so daB man mit Hilfe von (6.3) Frames in den entsprechenden Funktionenrdu-
men erhilt, wobei die Frame-K oeffizienten (komplexe Zahlen) in abschlieBender Weise
Auskunft dariiber geben zu welchen Funktionenrdumen die so konstruktiv entwickelte
Distribution gehort. Diese Techniken sind iiberaus flexibel und erlauben konstruktive
Zuginge nicht nur fiir alle Funktionenrdume vom Typ B, und F, fur alle zugelassenen
Parameter s, p, ¢ im IR”, sondern auch fiir diesbeziigliche Rdume in Gebieten 2 im IR",
auf Mannigfaltigkeiten und insbesondere auf Fraktalen. Um einen Eindruck zu vermit-
teln, beschreiben wir einen relativ einfachen, aber typischen Fall.
Es seien

(6.4) B,(R") =B, (IR") mit s>0 und 1 <p < o0,
die wohlbekannten spe21ellen Besov-Riume. Wir verzichten auf eine explizite Definiti-
on und erinnern daran, da83

H(R") = B5(IR") und C°(IR") = B} (IR"), s> 0,
die in dieser Arbeit benutzten Sobolev-Riume (fractional Sobolev spaces) und Holder-
Zygmund-Riume sind. Beziiglich der Grundlagen der Theorie der Funktionenrdume
verweisen wir ansonsten auf [39], [40]. Es sei ¢ eine nicht-negative C*° Funktion im R"
mit

supp ¢ C {y : [y <2}
und

Zw(x—m)zl, x e IR,

melZ”

furr eine geeignete Zahl J € N (Zerlegung der Einheit im IR"). Es seien
P(x)=27x) (), xeR", BeNj.

Zu vorgegebenen s und p werden gemiB (6.3) die Elementarbausteine, 3-quarks,

(6.5) (B-qu)y,(x) =27 P 4P (¥x —m), jeNo, me @', BN,

eingefiihrt. Die Normierung erklért sich aus

(66) [ (8-qw), |B(R")

wobei die Aquivalenzkonstanten in (6.6) von 3 € INj, nicht aber von j € No,m € Z",
abhingen konnen. Eine Funktion f € L,(IR") gehort dann und nur dann zu B;(IR"),
falls sie darstellbar ist als

67) fx) =3 > Y X,(5qu),x),

BeNg jENg meZ"

mit ($-qu),,, aus (6.5) und
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1

D
(6.8) [IA6] = (ZIA};I”) < o0

B.j:m

(mit der iiblichen Modifikation fiir p = o0). Hierbei konvergiert (6.7) mit (6.8) in
L,(IR") absolut (und somit unbedingt). Ferner ist

(6.9) If1B,(IR")|| ~ inf || X[4,],

wobei das Infimum iiber alle Darstellungen (6.7) mit (6.8) genommen wird (dquivalente
Normen). Es gibt Funktionen ®° € S(IR") (der iibliche Schwartz-Raum) und eine Zahl
K € IR, so daB (6.7) mit

Xow = Xs(f) = (f, 25 @5(2 - —m))
eine optimale Frame-Darstellung in B, (IR") ist, also (in naheliegender Schreibweise)
AN ~ 1£1B,(IR™)]|.

Nach Vorarbeiten in [41] ist diese Theorie systematisch in [42] entwickelt worden. Die
obige Fassung ist eine Modifikation und Spezialisierung entsprechend der Darstellung
in [45], wo wir insbesondere die Funktionen ®” explizit ausgerechnet haben. Wir ver-
weisen auch auf [43], wo wir einen Uberblick iiber verschiedene Arten von wavelet
Frames gegeben haben. Darstellungen der obigen Art gibt es nicht nur fiir alle Riume
B, (R") und F, (IR"), sondern auch fiir diesbeziigliche Raume in Gebieten und auf
Fraktalen. Entscheidend ist hierbei, daB man im IR” das reguldre Gitter Z" in (6.7)
durch irreguldre Gitter ersetzen kann, die man dann beim Ubergang zu fraktalen Men-
gen optimal anpassen kann.

6.4 Beweismethoden

Zentraler Punkt der Untersuchungen in [41], [42] und auch in den obigen Darlegungen
ist die Spektraltheorie fraktaler Operatoren, also Aussagen der Form (4. 12) oder der an-
gedeuteten Verallgemeinerung (5.1), sowie die Frage wann ein MaB w1 ein Weylsches
Ma8 ist. In vereinfachter Form erldutern wir an einem Beispiel das Zusammenspiel der
in 6.2 und 6.3 beschriebenen Resultate.

Entsprechend Satz 3 aus 4.3 sei  ein beschrinktes C* Gebiet in der Ebene IR? und
I sei eine kompakte d-Menge mit 0 < d < 2und ' C Q. Es sei p = HY|T das zugehérige
MaB und

-1 71 71
B=(-A)"oid,otr, : H'(Q)— H'(Q)
der Operator aus (4.6). Es sei
o d
tr, HY(Q) = H2(T, p),
wobei wir (ohne weitere Erlduterungen) die Terminologie ausdder oben angegebenen Li-

teratur, insbesondere aus [41], [42] benutzen. Hierbei ist H2(T', u) ein Sobolev-Raum
auf T fir den es eine subatomare Zerlegung auf I in Analogie zu (6.7)—(6.9) gibt. Die
Einbettung
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(6.10) id : Hg(F,u)‘HLz(F,u)

ist kompakt. In naheliegender Verallgemeinerung des Beginns von 6.2 kann man Entro-
pie-Zahlen fiir kompakte Operatoren zwischen Banachrdumen einfihren. Fir id aus
(6.10) ergibt sich
1
(6.11) ex(id) ~k 2, k € N.
d

Der Beweis von (6.11) beruht auf subatomaren Zerlegungen in H2(T', ) und der da-
durch gegebenen Moglichkeit, Probleme der Art (6.11) auf Entropie-Zahlen zwischen
gewichteten #,-Raumen zuriickzufiihren. Diese kann man dann lberechnen. Anderer-

seits zeigt sich, daB sich die positiven Eigenwerte von VB, also QZ, unter Verwendung
von Proposition 6 aus 6.2 durch e, (id) nach oben abschitzen lassen, also

1

3 _1
0} <celid) ~k 2.

Ferner kann man in dhnlicher Weise die entsprechenden Approximations-Zahlen ay (id)
nach unten abschitzen. Unter Verwendung von Proposition 7 aus 6.2 fithrt das letzt-
endlich zu

o~ k7!, ke N,

also (4.12). Details findet man in der angegebenen Literatur. Die obigen Andeutungen
sollen lediglich einen ersten Eindruck vom Zusammenspiel der in 6.2 und 6.3 skizzierten
Aussagen vermitteln.

1 Epilog

Nach den Zitaten aus der Einleitung befinden sich fraktale Geometrie und fraktale Ana-
lysis auf der Suche nach Wegen durch die fraktale Wildnis. Gestiitzt auf die obigen Dar-
legungen hoffen wir, daB die heutige Theorie der Funktionenrdume einen neuen Pfad er-
schlieBt: Abseits vom geschiiftigen Treiben im Selbstihnlichen und IFS (iterated functi-
on systems), vorzugsweise im Isotropen wandelnd und scheue Blicke in den umgebenden
nicht-isotropen Dschungel werfend. Kernstiick sind subatomare Zerlegungen der Form
(6.7) im IR” und auf fraktalen Mengen I' im IR”, die letztendlich zu Rdumen vom Typ

B, (T), seR, 1<p<oo,

und zu einer C*-Theorie oder, besser, (D(T"), D'(T"))-Theorie auf I fiihren. Wie in [49],
3.3, angedeutet (aber bislang nicht weiter ausgefiihrt) kann man eine solche Theorie
mittels euklidischer Karten (in Analogie zu Atlanten lokaler Karten Riemannscher
Mannigfaltigkeiten) und snowflaked transforms auf gewisse abstrakte quasi-metrische
Riume iibertragen und als Grundstrukturen einer diesbeziiglichen Analysis verwenden.
Ein solcher Weg ist gekennzeichnet durch das symbiotische Wechselspiel

(i) des Glatten mit dem Nicht-Glatten,
(ii) der Dimensionalitit mit der Fraktalitiit,
(iii) der fraktalen Geometrie mit der fraktalen Analysis.
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Hierbei profitieren die linken Seiten von (i)—(iii) von den rechten Seiten und umgekehrt.
Einer der spektakuldrsten Beweise des letzten Jahrhunderts von einem der beriihmtes-
ten Probleme der Mathematik ist mit verdrehten, twisted (spiralling, [34]) oder, in heuti-
ger Sprechweise, fraktalen Einbettungen abstrakter Strukturen in den euklidischen
Raum verbunden. J. Nash bewies in [34], [35], daB jede n-dimensionale Riemannsche
C> Mannigfaltigkeit isometrisch in einen euklidischen Raum' IRY mit 2N =
n(n+1)(3n+ 11) eingebettet werden kann. Fiir Details verweisen wir auf [3], S.123.
Dieses Ziel wurde in [35] erreicht aufbauend auf der vorhergehenden Arbeit [34]. Es sind
die dort behandelten C'-Isometrien, die zu fraktalen Einbettungen in Beziehung stehen.
Wir zitieren aus [33], S. 158:

He (Nash) showed that you could fold the manifold like a silk handkerchief, without dis-
torting it. Nobody would have expected Nash's theorem to be true. In fact, everyone would
have expected it to be false. M. Gromov (Interview, 1997): Psychologically the barrier he
broke is absolutely fantastic ... There has been some tendency in recent decades to move
JSrom harmonic to chaos. Nash says chaos is just around the corner. J. Conway (Interview,

1994) called Nash’s result one of the most important pieces of mathematical analysis of
this century.
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In der Geschichte der Algebraischen Geo-
metrie hat es immer Verfahren gegeben, die
im Prinzip algorithmisch waren, wie z. B. im
Beweis des Noetherschen Normalisierungs-
satzes. Durch Buchbergers Entdeckung der
Grobnerbasen ist aber klargeworden, dass
man mit Polynomidealen sehr viel weit-
gehender und effektiv algorithmisch rechnen
kann. Parallel zur Entwicklung der Leis-
tungsfihigkeit von Computern entstanden
ab den 80er Jahren spezialisierte Compute-
ralgebrasysteme wie Macaulay, Singular
und Cocoa. Bereits um 1990 hatte Macaulay,
entwickelt von Bayer und Stillman, eine sol-
che Rechenstirke entwickelt, dass viele Al-
gebraische Geometer es benutzten, um expe-
rimentell die Richtigkeit von Vermutungen
zu testen. Legendir waren einige Skripten
von Eisenbud und anderen. Mittlerweile sind
die Programme so leistungsfahig und vielsei-
tig, dass man damit auch in lokalen Algebren
und algebraischen Erweiterungen rechnen
kann. Neueste Entwicklungen gehen dahin,
dass man auch D-Moduln, d. h. nicht-kom-
mutative Algebra, behandeln kann. Die ak-
tuellen Versionen von Macaulay 2 (Grayson
und Stillman) und Singular (Greuel, Pfister,
Schénemann) sind als open source verfiig-
bar. Es war jahrelang ein gewisses Insider-
wissen gefragt, um diese Programme benut-
zen zu konnen. Mittlerweile gibt es aber
mehrere Biicher, etwa das vorliegende, die
auch die praktische Bedienung erkliren. Es

gibt bereits ein Buch iiber Cocoa [2] und
demnichst erscheint im Springer Verlag ein
Band iiber Singular mit etwa dem gleichen
Ziel [1]. Man beachte den Unterschied zu
Programmen wie Mathematica oder Maple,
die nicht in diesem spezialisierten Umfeld
mithalten konnen und auBerdem nicht frei
fiir alle Plattformen verfiigbar sind.

Hier einige Kostproben aus dem Inhalt:
alle Beitrige in Teil I sind zur Einfithrung in
Macaulay 2 gedacht. Schon in der Einleitung
wird erklirt, wie man einen Modul als Co-
kern definiert und dann eine projektive Auf-
losung berechnet. Im ersten Artikel von
Sturmfels werden Beispiele betrachtet:
Raumkurven und deren Schnittpunkte der
Kurven mit Flichen sowie — zur Unterhal-
tung — ein lustiges Anwendungsproblem mit
Miinzen. Der zweite Beitrag von Eisenbud
behandelt komplexere Beispiele innerhalb
der Algebraischen Geometrie: zuerst ,,twis-
ted cubics“, dann das Tangentialbiindel des
P? und allgemeiner die Cotangentialgarbe
beliebiger Varietiten. Dabei lernt der Anfdn-
ger, mit dem Programm umzugehen und eine
Betti-Tabelle zu lesen, also die notwendige
Information auch aus dem Output abzule-
sen. Eisenbud behandelt auch Schnitttheorie
mit der Serreschen Tor-Formel und unter-
sucht ein Beispiel. SchlieBlich wird die ,,Mys-
tery Variety* studiert und ein Einblick in die
Mathematik gegeben, die dahinter steckt.
Der nichste Beitrag von den Entwicklern
Grayson und Stillman ist eine richtige Bedie-
nungsanleitung zu Macaulay 2, fiir Anfinger
wie auch fiir den fortgeschrittenen User, der
wissen will, wie Daten reprasentiert werden
und wie er Teile des Source Codes finden
kann. Der letzte Artikel in Teil I (von Smith
und Sturmfels) behandelt die Losung von
zehn relativ schwierigen Ubungsaufgaben
aus einer Vorlesung von Sturmfels.

Teil II des Buches wird ,,Mathematical
Computations* genannt, da die theoreti-
schen Erkliarungen hier ohne Ausnahme mit
Beispielen illustriert werden, die interessant
fiir die gegenwirtige Forschung sind. Der
erste Artikel von Hosten und Smith behan-
delt monomiale Ideal und die verwandten
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Themen Stanley-Reisner Ideale, f-Vektoren,
Primirzerlegung, Graphentheorie, Komple-
xitdtstheorie, torische Ideale und generische
Initialideale. Als besonders gelungene An-
wendung wird ein Zusammenhangssatz iiber
Hilbertschemata bewiesen. Der zweite Bei-
trag von Sottile betrachtet enumerative pro-
Jjektive Geometrie (Schubert Kalkiil) vom ei-
nem reellen Standpunkt aus, d. h. durch das
Auffinden reeller Losungen eines Glei-
chungssytems von Polynomen. Als Héhe-
punkt 16st Sottile das Problem, ob 12 Gera-
den in einem enumerativen Problem von
Aluffi und Fulton auch reell gewihlt werden
konnen. Der Beitrag von Avramov und
Grayson behandelt Ringe vom Typ B =
k[x1,...,x,]/J, wobei J durch eine homogene
regulire Folge erzeugt wird. Es wird eine
Routine in Macaulay beschrieben, die die
Ext-Gruppen Ext,(M,N) fiir je zwei e.e.
B-Moduln M und N berechnet. Die Darstel-
lung benutzt homologische Algebra und ko-
homologische Operationen (eine Neuerung
in algorithmischer Algebra). Es wird der ent-
sprechende Source Code erklirt und schlieB-
lich mehrere konkrete Anwendungen dieser
Routine gegeben. Das torische Hilbertsche-
ma ist ein geometrisches Objekt, das Alge-
bren mit gewisser festgelegter graduierter
Struktur parametrisiert. In dem Abschnitt
von Stillman, Sturmfels und Thomas werden
die Definitionen und Eigenschaften solcher
Hilbertschemata erklirt. Es gibt vielfaltige
Beziehungen zur Geometrie, Kombinatorik
und mathematischer Physik. Im Beitrag von
Decker und Eisenbud wird globale Garben-
und Vektorbiindeltheorie auf dem Niveau
der derivierten Kategorie auf einer projekti-
ven Varietit behandelt (eine globale Varia-
nte des Artikels von Avramov und Gray-
son). Es wird die Bernstein-Gelfand-Gelfand
Korrespondenz erklirt und die Theorie bis
zu neuen Arbeiten von Eisenbud-Floystad-
Schreyer weitergefiihrt. Zentraler Begriff ist
die ,,Beilinson Monade*: wie bekommt man
eine Garbe, wenn man nur ihre Kohomolo-
gie kennt? Die explizite Konstruktion von
Komplexen, die diese Garben als einzige Ho-
mologie haben, liefern eine erfolgreiche Stra-

tegie, um Garben zu konstruieren, wenn
man zum Beispiel nur ihre Kohomologie er-
raten kann. Der Artikel von Schreyer und
Tonoli beschiftigt sich mit der Lésung von
drei konkreten Problemen, die mit einer Me-
thode von Schreyer angegangen werden, die
darin besteht, zuerst nach zufalligen Losun-
gen iiber endlichen Kérpern zu suchen. Hier
werden erst Kurven vom Geschlecht <14
Uber F, zufillig erzeugt. Dann werden diese
Kurven benutzt, um die Greensche Ver-
mutung zu testen. Ahnliche Methoden wer-
den dann benutzt, um mit der Pfaff'schen
Methode Calabi-Yau 3-Faltigkeiten in PS zu
erzeugen und die Komponenten des Hilbert-
schemas zu studieren. Dieser Artikel beweist
einmal mehr die Stirke der Computermetho-
den, um wirklich schwierige Geometrie zu
betreiben. Zu guter Letzt findet sich im Buch
ein Artikel von Walther iiber D-Moduln.
Neben Polynomringen besitzen auch Ideale
in der Weyl-Algebra k[x,,...,x,,,%, ...,%]
eine Grobnerbasis bzgl. einer Termordnung.
Dies kann benutzt werden, um D-Moduln
zu studieren. Walther erklirt Grobnerbasen
liber der Weyl-Algebra und berechnet damit
lokale Kohomologie von holonomen D-Mo-
duln. Dann wird auf die Bernstein-Sato Po-
lynome eingegangen und Algorithmen zu ih-
rer Berechnung erldutert. Der Artikel
schliefit mit Beispielen und offenen Fragen.

Fazit: das Buch ist kein Lehrbuch im tradi-
tionellen Sinn. Sicherlich ist Teil I eine gelun-
gene Einfithrung, wenn man schon die ele-
mentaren Grundlagen der Algebraischen
oder Analytischen Geometrie kennt. In Teil
I ist das Buch aber eher wie ein Tagungs-
band, in dem einzelne Spezialisten ihre The-
men vorstellen. Hier kann man sich etwas
aussuchen, denn die Artikel sind unabhingig
voneinander. Darin unterscheidet sich das
Buch wesentlich von [1] und [2]. Ich habe
beim Lesen viele interessante Stellen gefun-
den, die man beim fliichtigen Durchblittern
iibersehen kann. Man muss sich Zeit neh-
men, dann wird der Band wirklich zum Ge-
winn fiir alle, die Interesse an Algebraischer
Geometrie haben.
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Obwohl sich in den letzten Jahrzehnten eine
groBe Zahl von Verdffentlichungen mit un-
terschiedlichen Aspekten mehrdimensiona-
ler orthogonaler Polynome befaBt hat, ist
der vorliegende Band die erste moderne Mo-
nographie zu diesem Thema. Wer hierzu bis-
her eine Ubersicht suchte, muBte sich entwe-
der mit dem Stand der zwanziger Jahre be-
gniigen, der sich in dem Buch von Appell
und de Fériet widerspiegelt, oder sich auf die
Teilaspekte einschranken, die in den Bi-
chern und Monographien zur mehrdimen-
sionalen numerischen Integration und Ap-
proximation vorgestellt wurden. Die vorlie-
gende Arbeit schlieBt deshalb eine Liicke
und wird ausgesprochen willkommen sein.
Natiirlich kénnen nicht alle Facetten des
inzwischen doch sehr umfangreichen Gebie-
tes angesprochen werden. Es ist den Autoren
aber gelungen, die Schwerpunkte des Gebie-
tes deutlich herauszuarbeiten. Dabei gelingt
es ihnen auch, die historische Entwicklung

kurz und verstindlich zu umreiBen. Einmal
durch eine hilfreiche Einfithrung in die ein-
zelnen Kapitel, dann durch Notes mit denen
die Kapitel abschlieBen, wobei auf maBgeb-
liche Arbeiten und ihre Bedeutung hingewie-
sen wird. Somit liegt eine verniinftige Be-
handlung des Stoffes vor: es werden die we-
sentlichen Ideen vollstindig entwickelt, auf
relevante sowie weiterfilhrende Literatur
wird verwiesen. Die vielen Details zu kon-
kreten Beispielen mehrdimensionaler ortho-
gonaler Systeme sind eine Fundgrube fir
den Anwender. Aus diesen Griinden werden
die Bediirfnisse von Spezialisten und Nicht-
spezialisten gleichermaBen angesprochen.

Das erste Kapitel beschéftigt sich mit den
Dingen aus der eindimensionalen Theorie,
die spiter bendtigt werden. So Gamma- und
Beta-Funktionen, hypergeometrische Rei-
hen, die Rekursionsformel und die klassi-
schen orthogonalen Polynome.

Spezielle orthogonale Systemen im Hoher-
dimensionalen werden im zweiten Kapitel
untersucht. Es werden die klassischen Ergeb-
nisse von Appell und de Fériet, Erdélyi und
anderen in moderner Form dargestellt, aber
auch die weiteren Entwicklungen werden be-
riicksichtigt. Die meisten mehrdimensiona-
len klassischen orthogonalen Polynome kon-
nen als Eigenfunktionen linearer Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung charakteri-
siert werden.

In Kapitel 3 werden allgemeine Eigen-
schaften orthogonaler Polynome untersucht.
Eine besondere Rolle spielt hierbei die Re-
kursion, die in allgemeiner Form angegeben
werden kann. Fiir jede Variable gibt es Ma-
trizen, die eine Rekursion mit drei Vektoren
erlauben, deren Koordinaten orthogonale
Polynome vom Grad n+1, n bzw. n—1
sind. Die Gestalt dieser Matrizen und ihre
Bezichungen untereinander charakterisieren
weitere grundlegende Eigenschaften der or-
thogonalen Polynome. Neben einer Verall-
gemeinerung des Satzes von Favard werden
reproduzierende Kerne, Fourier-Reihen und
das Problem der gemeinsamen Nullstellen
orthogonaler Polynome betrachtet. Das Di-
lemma der GauB-Kubatur wird an einer
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Klasse von Integralen verdeutlicht, die
Kornwinder untersucht hat: fiir diese Inte-
grale 14Bt sich die GauB-Quadratur mit allen
ihren schonen Eigenschaften direkt ins
Mehrdimensionale iibertragen. Bei den klas-
sischen Integralen ist eine Verallgemeine-
rung in dieser Form nicht méglich und nur
wenig Konkretes bekannt.

Kapitel 4 befaBt sich mit Coxeter-Grup-
pen ohne spezielle Kenntnisse der Darstel-
lungstheorie vorauszusetzen. Hier und im
Folgenden bilden Dunkl- (Differential-Dif-
ferenz-) Operatoren und intertwining Opera-
toren mit den zugehérigen fundamentalen
Sitzen die Schwerpunkte.

Die Verallgemeinerung des Laplace-Ope-
rator durch Summen der Quadrate der
Dunkl-Operatoren fithrt zu den h-harmo-
nischen Polynomen, die in Kapitel 5 behan-
delt werden. Die zugehorigen reproduzieren-
de Kerne und der Poisson-Kern werden un-
tersucht und spezielle Beispiele vorgestellt.

In Kapitel 6 werden verallgemeinerte klas-
sische orthogonale Polynome vorgestellt.
Das sind Polynome, die — analog zu den
meisten eindimensionalen — eine Differenti-
al-Differenzen Gleichung zweiter Ordnung
erfiillen. Beispiele hierzu werden hergeleitet,
so verallgemeinerte Hermite- und Laguerre-
Polynome, aber auch verallgemeinerte klas-
sische orthogonale Polynome iiber der Kugel
oder dem Simplex.

Die Summierbarkeit orthogonaler Ent-
wicklungen nach den h-harmonischen und
verallgemeinerten klassischen orthogonalen
Polynomen wird in Kapitel 7 behandelt.

Kapitel 8 beschiftigt sich mit nicht-sym-
metrischen Jack-Polynomen beziiglich un-
terschiedlicher Skalarprodukte. Es wird eine
Klasse von Operatoren angegeben, fiir die
die Jack-Polynome gemeinsame Eigenfunk-
tionen sind. Dies wird im letzten Kapitel in
Zusammenhang mit der Symmetriegruppe
des Hyperoktahedrons ausgenutzt. Gleich-
zeitig werden verschiedene Anwendungen
diskutiert.

Das Literatur- und Autorenverzeichnis ist
sehr zufriedenstellend, das Stichwortver-
zeichnis nicht. Ein solches Verzeichnis im

Umfang von zwei Seiten steht in keinem gu-
ten Verhiltnis zu knapp 400 Seiten Text;
man stellt auch schnell fest, daB wesentliche
Stichpunkte fehlen. Wegen der wachsenden
Bedeutung mehrdimensionaler orthogonaler
Polynome in Theorie und Anwendung wird
das Buch sicher weitere Auflagen erleben. So
kann das Stichwortverzeichnis ergéinzt und
einige (durch die notwendigerweise kompli-
zierten Bezeichnungen bedingte) Tippfehler
konnen verbessert werden. Ob es dann auch
sinnvoll ist, den trigonometrischen Fall oder
Verallgemeinerungen, die nicht auf rationa-
len Dunkl-Operatoren beruhen, einzubezie-
hen, erscheint mir eher fraglich.

Erlangen H.J. Schmid

Erratum zu Heft 3, Seite 52— 54

Leider wurde zu der Buchbesprechung
W. Arendt, C.J.K. Batty, M. Hieber und
F. Neubrander , Vector-valued Laplace
Transforms and Cauchy Problems“ von
Rainer Nagel ein falscher Titel abgedruckt.
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V. Gromak / llpo Laine / S. Shimomura

M Painlevé Differential Equations in the Complex Plane
2002. VIII, 303 pages. Hardcover.

€ 88,— / sFr. 141,— / for USA, Mexico and Canada US$ 89,95

ISBN 3-11-017379-4

(de Gruyter Studies in Mathematics 28)

This book is the first comprehensive treatment of Painlevé differential equations in
the complex plane. Starting with a rigorous presentation for the meromorphic natu-
re of their solutions, the Nevanlinna theory will be applied to offer a detailed expo-
sition of growth aspects and value distribution of Painlevé transcendents.

H Algebraic Geometry

A Volume in Memory of Paulo Francia

Edited by M. C. Beltrametti, F. Catanese, C. Ciliberto, A. Lanteri, C. Pedrini
2002. X, 356 pages. Hardcover.

€ 148,— / sFr 237,— / for USA, Mexico and Canada US$ 148.95

ISBN 3-11-017180-5

(Proceedings)

The volume consists of invited refereed research papers. The contributions cover a
wide spectrum in algebraic geometry, from motives theory to numerical algebraic
geometry and are mainly focused on higher dimensional varieties and Minimal
Model Program and surfaces of general type. A part of the articles grew out a
Conference in memory of Paolo Francia (1951-2000) held in Geneva in September
2001 with about 70 participants.

Friedrich von Haeseler

B Automatic Sequences

2002. VIII, 191 pages. Hardcover.

€ 84,- [D] / sFr 134,- / for USA, Canada and Mexico US $ 89,95
ISBN 3-11-015629-6

(de Gruyter Expositions in Mathematics 36)

Automatic sequences are sequences which are produced by a finite automaton.
Although they are not random they may look as being random. They are complica-
ted, in the sense of not being not ultimately periodic, they may look rather compli-
cated, in the sense that it may not be easy to name the rule by which the sequence is
generated, however there exists a rule which generates the sequence.
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