VARIETES DE GROUPES EXCEPTIONNELS NON
RATIONNELLES

P. GILLE

Résumé: Nous construisons des exemples de groupes G/k semi-simples
simplement connexes respectivement de type 3Dy, Eg, E7, Fg qui ne sont
pas des variétés k-rationnelles.

Abstract:! We construct examples of semisimple simply connected alge-
braic groups G/k respectively of type 3Dy, Eg, E7, Eg which are not k-
rational varieties.

1. INTRODUCTION

Etant donné un groupe algébrique linéaire (connexe) G/k défini sur un
corps k a priori non algébriquement clos, nous nous intéressons a la question
suivante :

La variété de groupe G/k est-elle rationnelle, i.e. le corps de fonctions
k(G) est-il transcendant pur sur k 7

Un objectif trés ambitieux demeure la classification birationnelle des
groupes algébriques linéaires : celle-ci a été faite pour les groupes semi-
simples adjoints de rang < 3, lire I’article de survol de Merkurjev [21]. Pour
les tores algébriques, on dispose d'un critere simple de stable rationalité
mais on ignore si la stable rationalité entraine la rationalité (conjecture
de Voskresenskii [31]). Par ailleurs, I’étude birationelle des groupes semi-
simples pour les corps de nombres et corps de dimension 2 a été faite par
Chernousov-Platonov [4] et [7] pour les corps géométriques de dimension
2. Dans cet article, nous étudions certains groupes définis sur des corps de
séries formelles itérées.

Théoréme 1.1. Il existe un corps F et un groupe semi-simple simplement
conneze G/F respectivement

(i) de type 3Dy, avec algébre d’Allen d’indice 2,

(77) de type Eg, forme interne avec algebre de Tits d’indice 9,

(7i1) de type Er, avec algébre de Tits triviale,

(iv) de type Eg,
tel que la variété de groupe G/F n’est pas stablement F—rationnelle.

Le groupe de type FEg construit est anisotrope; on sait qu'un groupe
isotrope de type E} est k-rationnel ([4], proposition 14). L’invariant utilisé
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pour détecter la non-rationalité est I’équivalence rationnelle. Nos exem-
ples sont fondés sur des corps de séries formelles itérées F et des argu-
ments de spécialisation. Cette idée trouve son origine dans la construc-
tion par Platonov d’une algebre simple centrale D/F' telle que SK;(D) =
SLi(D)/[D*, D*] est non trivial [24] (voir aussi [28]). Un résultat de Voskre-
senskii montre alors que la variété de groupes SL;(D) est non rationnelle
[30] (voir aussi [31], §18.2).

Des exemples analogues de groupes de spineurs ont été construits
sur des corps similaires par Monastyrnyi-Yanchevskii, [22]; pour les
groupes adjoints, le cas des groupes projectifs orthogonaux sur des corps
k((t1))((t2))...(tn)) est discuté dans l'article [12].

Notre propos consiste donc a aborder le cas des groupes exceptionnels,
et de tels groupes définis sur des corps de séries formelles sont décrits par
la théorie de Bruhat-Tits. Il n’est pas exclus que cette technique donne
lieu par la méme occasion a des groupes adjoints non-rationnels de type E§
et Ey (voir remarques 6.3, 6.6). En revanche, nous avoins vérifié a la fin
qu’elle est inefficace pour les groupes de type Fy (les groupes de type Go
sont des variétés rationnelles). Ceci est une évidence en faveur de la stable
rationalité des variétés de groupes de type Fj, question toujours ouverte a
notre connaissance.

Par ailleurs, pour certains groupes trialitaires, une méthode “générique”
permet de construire a peu de frais (& partir des groupes classiques) des
groupes simplement connexes/adjoints qui ne sont pas des variétés stable-
ment rationnelles (cf. Proposition 2.2).

Remerciements: Je remercie Jean-Louis Colliot-Théléne et Boris Kun-
yavskil pour les discussions bienvenues autour de cet article. Je remercie
Skip Garibaldi pour ses commentaires qui ont permis d’améliorer une version
préliminaire de cet article.

Notations

On note Gy, = Spec(k[t, 1]) le tore standard. Soit M un k-groupe de type
multiplicatif (cf. [26], exp. X). On dit que M est un k—tore (resp. est fini)
si M est un Z-module libre (resp. fini). On note M = Homy,_ g (M, Gy,)
le module galoisien des caracteres de M. Si x € M (ks), on note k, /k

I’extension galoisienne finie minimale telle que xy € M (ky). On définit en-
suite I'extension galoisienne finie £y /k comme le composé des extensions &,
pour x parcourant ]\//_T(k:s) et on note I'(M) = Gal(kpr/k). SiT (M) =1 (i.e.
M est un module galoisien avec action triviale), on dit que M est déployé.
Ainsi kpr/k est 'extension minimale déployant M. Pour toute extension
séparable finie L/k, le k-groupe Ry (M) est de type multiplicatif et on
note R}J/k(M) le noyau de la norme Ny, : Ry (M) — M. On dit qu'un
tore T' est quasi—trivial si T' est un produit direct de facteurs Ry /Gy, On
dit qu'un tore T est inversible s’il est facteur direct d’un tore quasi—trivial.
Enfin, on note Ty, le quotient maximal anisotrope d’un k—tore T
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De plus, si I" est un groupe fini et A un '-module, on rappelle la notation

IHZGﬂA)zkH(H%FHM—»II}F«o%AD.

oel’
2. GROUPES VERSELS

On suit ici la construction de Grothendieck de groupes algébriques versels
([14], 81.5). Soit G/k un groupe semi-simple simplement connexe et G4 son
groupe adjoint. On sait que Aut(G) est une extension d’un groupe fini étale
Out(@) par Gq. On se donne une représentation Aut(G) — GL,,, on note
X = GL,/Aut(G) et Xint = GL,,/Gaq. On dispose alors du diagramme de
torseurs

GL,

r Xint - GLn/Gad

v

X = GL,/Aut(G)

On peut alors tordre G/X et Guq/X (resp. G/Xint et Gaq/Xint) pour
obtenir les schémas en groupes semi-simples

Gversel/X, ngrsel/X

(resp. Guerselint /th’GZerel,mt /Xint). Ces groupes versels permettent
d’étudier la rationalité des formes tordues de G.

Proposition 2.1. On suppose k infini.
(1) Si G”e”el;kz(X) est k(X)-rationnel (resp.  stablement k(X)-

rationnel), alors pour tout corps F/k et pour toute F—forme G'/F
de G, le groupe G'/F est F-rationnel (resp. F-stablement F-
rationnel).

(2) Si Ggg”el;ék(X) est k(X)-rationnel (resp.  stablement k(X)-

rationnel), alors pour tout corps F/k et pour toute F-forme G! ;/F
de Goq, le groupe G.,/F est F-rationnel (resp. F-stablement F -
rationnel).
(8) Si GUersebint x |o(X;nt) est k(Xing)-rationnel (resp. stablement k(X)—
int
rationnel), alors pour tout corps F'/k et pour toute F—forme interne
G'/F de G, le groupe G'/F est F-rationnel (resp. F—stablement

F-rationnel).
(4) Si G2 s k(X i) est k(Xing)-rationnel (resp. stablement k(X)—

int
rationnel), alors pour tout corps F/k et pour toute F—forme interne
G,/ F deGgq, le groupe G,/ F est F-rationnel (resp. F-stablement

F—rationnel).
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Démonstration de la Proposition 2.1. On montre seulement la premiere
assertion, les autres étant analogues. On suppose donc que GV¢"%¢ )>§ kE(X)

est k(X)-rationnel, c’est-a-dire qu’il existe un ouvert V- .C Gv*¢ x k(X)
X

k(X )-isomorphe & un ouvert de Az( Il existe un ouvert U C X et un

X))
ouvert W C Gversel )>§ U, surjectif sur U, tel que W est U—-isomorphe a un

ouvert de A(d]. On se donne un groupe G'/F qui est une F-forme de G.
Il existe alors un point u € U(F) tel que G’ = Gverse )>§“ F. On observe

que W (>j U F est un ouvert de GUersel )>§ “ F', il est non-vide car surjectif sur
Spec(F). Alors W x U F est F-isomorphe & un ouvert de A%. On conclut

que G'/F est une variété F-rationnelle. Le cas stable se démontre de la
méme fagon. 0.

La proposition montre en particulier que la rationalité des groupes versels
ne dépend pas de la représentation choisie. Ceci nous permet de démontrer
a peu de frais que les groupes trialitaires ne sont pas en général des variétés
rationnelles.

Proposition 2.2. [l exziste un corps F//C et un F—groupe trialitaire simple-
ment connexe de type S Dy qui n'est pas une variété stablement k-rationnelle.

Démonstration. On applique la proposition précédente au groupe G = PSOg
et au corps de base k = C. On plonge alors Aut(PSOg) = PSOgx S5 C GL,,.
On pose X = GL,/Aut(PSOg). Alors G**"**/ /k(X) est un groupe de type
6D,. On sait qu’il existe un corps F/k et un groupe G’/F simplement con-
nexe de type 2D, qui n’est pas stablement F-rationnel ([3], exemple 6.10).
La proposition 2.1.(1) montre alors que GV*"*¢ /k(X) n’est pas stablement
k(X )-rationnel. Dans le cas adjoint, on sait qu’il existe un corps F'/k et un
groupe G/ ,/F adjoint de type 1D, qui n’est pas stablement F-rationnel [12].
La proposition 2.1.(2) montre alors que GV¢"*¢! /k(X) n’est pas stablement
k(X )-rationnel. 0.

Nous montrons plus loin ’énoncé analogue pour les groupes de type 3Dy
(remarque 7.4).

3. R-EQUIVALENCE ET EQUIVALENCE RATIONNELLE

La R—équivalence est 'invariant le plus fin connu pour ’étude de la ra-
tionalité des groupes algébriques linéaires. Rappelons sa définition [18].

Soit X /k une variété algébrique définie sur un corps k. On note O anneau
semi—local de la droite affine A,lﬁ aux points 0 et 1. La R—€quivalence est
la relation d’équivalence sur l’ensemble X (k) des points k-rationnels de X
engendrée par la relation élémentaire suivante (Manin [18]) : deux points
x et y de X (k) sont dits directement R—équivalents s’il existe ¢ € X(0O),
satisfaisant ¢(0) = = et ¢(1) = y. On note X (k)/R V’ensemble des classes
pour la R—équivalence.
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Dans le cas d'un groupe G/k, la R—équivalence est compatible avec la
structure de groupe sur G(k); l'ensemble R(k,G) = Clg(e) est un sous—
groupe normal de G(k) et G(k)/R = G(k)/R(k,G). On sait que la relation
élémentaire est une relation d’équivalence ([11], II.1.1).

Proposition 3.1. ( [5], corollaire de la proposition 11) On suppose k
infini. Soient G1, Gy deux k—groupes algébriques linéaires connexes, k—
unirationnels. Si G1 et Go sont birationnellement équivalents, alors il existe
une bijection (ensembliste)

Gi(k)/R > Ga(k)/R. =

3.1. R—équivalence et groupes de Chow. Soit X/k une variété. On dit
que deux point xg,x; € X (k) sont rationnellement équivalents si [zg] =
[z1] € CHy(X). De fagon générale, I'application
X(k) — CHy(X), z— [z]

passe au quotient par la R—équivalence, en d’autres mots, elle induit une
application

X(k)/R — CHy(X).
Il est commode de considérer la variante & point base zo € X (k)

X(k)/R — CHy(X), z~ [z— .
Pour un groupe algébrique G/k, on a donc une fleche naturelle
G(k)/R— CHo(G), g—I[g—e]

Lemme 3.2. On suppose que G/k est connexe. Les assertions suivantes

i) G/k est k-rationnel,
i1) G/k est stablement k—rationnel,
iii) G/k est R-trivial, i.e. G(F')/R =1 pour toute extension F/k,

iv) Le groupe CHy(GF) est cyclique engendré par [e] pour toute extension
F/k,

sont liées par i) = ii) = i11) = iv).

Démonstration. L'implication i) = ii) est évidente.
1) = i1) : Par hypothese, il existe un isomorphisme k—birationnel entre
G 2< A7" et A7, Vu que I'espace affine est R-trivial et que la R-équivalence

sur un produit de variétés est le produit des relations, la proposition 3.1
montre que G est R—trivial.
i) = ) : Soit [g] € CHy(G). On note L = k(g) et f : Spec(L) —
Spec(k). On a [g] = f.([g]L) avec [g]r € CHo(GL). Comme G(L)/R = 1,
Iélément g1, est R—¢équivalent a ey, donc [g1] = [er] = f*[e] € CHy(GL). En
appliquant f,, il vient [g] = [L : k] % [e]. On conclut que le groupe CHy(G)
est cyclique engendré par [e]. O
Une question fondamentale est de prouver que le groupe G(k)/R est

abélien. On en est tres loin, vu que l'on ignore toujours en général si la
fleche G(k)/R — CHy(G) est un morphisme de groupes. On se propose
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d’étudier tout d’abord dans le cas des tores la relation entre R—équivalence
et équivalence rationnelle. Il faut alors faire attention au fait que la propo-
sition 12.i de [5] est un faux ami, puisqu’elle repose sur une définition des
groupes de Chow strictement distincte (de la définition officielle [9]) pour
des variétés non completes.

3.2. Rappels sur les tores (d’apres [5]). Soient L/k un extension galoisi-

enne de groupe I". On rappelle que T +— T induit une anti—équivalence de

catégories entre la catégories des tores déployés par L/k et la catégorie des

I'réseaux. On dit dit que deux I'modules M, N sont stablement isomor-

phes g’il existe des modules de permutation Py, Ps tels que M@ P; £ NG Ps.

On note alors C'(T") le monoide des classes d’isomorphie stable de I'réseaux.
Soit M un I'-réseau. On dit qu’une suite exacte de I'-réseaux

O0—-—M—-P—-N-—=0

est une résolution flasque de M si H (I, N) = 0 pour tout sous-groupe
I c T. 1l existe toujours de telles résolutions et le fait remarquable est que
la classe d’isomorphie [N] € C(T') ne dépend pas de la résolution choisie.
On la note p(M) € C(T).

Soit T" un k-tore algébrique déployé par L/k. En dualisant une résolution
flasque de T\, on obtient une une résolution flasque

1—-S—-F—-T-—=1

de T'; E est un tore quasi-trivial et S/k un k-tore flasque, i.e. H'(F, §0) =0
pour toute extension F/k. Le résultat fondamental de [5] est I’équivalence
suivante :

(1) T est R-trivial, i.e T(F)/R = 0 pour tout F/k;
(2) 1l existe un k—tore T” tel que T ;C< T" est un tore k-rationnel;

~

(3) p(T) est un élément inversible de C'(T").

Ainsi la stable rationalité de T se détecte par un invariant discret.

Soit X/k une compactification lisse de 7. Alors le S-torseur £ — T
s’étend en un S—torseur Y — X et on sait que 'application caractéristique
or : X(k) — H'(k,S) donne lieu & des isomorphismes

T(k)/R = X(k)/R = H'(E,S).

De plus, suivant la proposition 12.ii de [5], I'application X (k)/R — H'(k,S)
factorise par C Hy(X), c’est-a-dire que I'on a un diagramme commutatif

X(k)/R — CHy(X)

i
Px

H'(k,S)

avec Qx [Zl nzxz} => Corz(xi) (ka(xi)(xi)). Ceci montre en particulier que

la R-équivalence et 1’équivalence rationnelle coincident sur X (k). Ceci est
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faux en général pour T'(k) mais vrai néanmoins dans le cas particulier suiv-
ant.
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Proposition 3.3. On suppose que le tore T' satisfait la condition suivante :

(C) Pour toute extension F/k telle que T(m?F est isotrope, on a
T(F)/R=1.

Alors Uapplication T(k)/R — H'(k, S) factorise par CHy(T), c’est-a-dire
que 'on a un diagramme commutatif

T(k)/R — CHo(T)

H(k,S)

avec ¢y [ZZ n; ti] = > Cor:(mi) (k@ (t:)).  En particulier, la R-
équivalence pour T coincide avec ’équivalence rationnelle.

La démonstration procede par réduction au cas anisotrope.

Lemme 3.4. Soit T un tore. Alors la fléche
AT (k) — Tan(k)

est surjective. De plus, pour tout x € T(k), x est R—équivalent (resp. ra-
tionnellement équivalent) a e € T(k) ssi AM(x) est R—équivalent (resp. ra-
tionnellement équivalent) a A(e).

Démonstration: On a une suite exacte de  k—tores
1= (Gp)" =T A Ton — 1. Le théoreme 90 de Hilbert montre que
A T(k) — Tun(k) est surjective. Si z est R—équivalent a e € T'(k), il est
évident que A(x) est R—équivalent a A(e). Dans Pautre sens, supposons que
A(z) est R—équivalent a A(e). Alors il existe f € T, (O) tel que f(0) = A(e)
et f(1) = AMx). Vu que la fleche T(O) — T,n(O) est surjective, on voit
que z est R-équivalent & un élément de (k*)" C T(k), donc est z est
R—équivalent & e. Enfin, on un isomorphisme CHy(T) — CHo(Tyy), donc
I’assertion analogue est vraie pour I’équivalence rationnelle. O

Démonstration de la proposition 3.3: Le lemme 3.4 permet de supposer T’
anisotrope. On considere la compactification T' C X et un prolongement
Y — X du S-torseur £ — T comme précédemment. Il suffit de mon-
trer que la fleche o, : CHo(X) — H'(k,S) factorise par le morphisme
CHy(X) — CHy(T), ce qui équivaut & demander que pour tout point fermé
x€e€ X\T,ona

Corz(x) (¢r((z)) = 0.

Soit = un tel point. Suivant le lemme 12 de [5], le tore T}, est isotrope.
Notre hypothese entraine que le tore Tj(,) est R-trivial, en particulier, on a

H'(k(z),S) = 0, donc Corz(x) () (z) =0€ H(K,S). O

On sait que les tores déployés par les extensions métacycliques sont R—
triviaux. On en déduit le
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Corollaire 3.5. Soit T un k—tore. Soit T'(T) le groupe de Galois de
lextension galoisienne minimale déployant le tore T. Pour tout premier
p, on suppose que tous les sous—groupes propres d’un p-Sylow de I'(T') sont

cycliques. Alors la R—équivalence et [’équivalence rationnelle coincident sur
T(k).

Le cas ou I(T) = Z/pZ x Z/pZ (p premier) est évidemment un cas
intéressant du corollaire.

Démonstration. Par un argument de transfert, on peut supposer que I'(7T)
est un p-groupe. Si I'(T) est trivial ou cyclique, la R—équivalence et
I’équivalence rationnelle sont triviales sur T'(k). On peut donc supposer que
I(T) = Z/pZ x Z/pZ. La condition (C) de la proposition 3.3 est satisfaite,
d’ott le corollaire. O

Un autre tore bien connu ou la proposition s’applique est le suivant.

Corollaire 3.6. Soit k(\/a1,/az,/a3) un extension multiquadratique de
degré 8. Soit T/k le tore des normes communes

Ni(yar/e(W1) = Ni(yaz/e(Y2) = Ni(yaz/n(ys) # 0.

Alors la R—équivalence et I’équivalence rationnelle coincident sur T(k).

Démonstration. On sait bien que les questions de rationalité pour ce tore ne
dépend que du sous—espace vectoriel de k> /(k*)? engendré par a1, a; et as.
Montrons que 1" satisfait la propriété de la proposition. Si F' une extension
de corps telle que Ty, ?j F' est isotrope, on peut alors supposer, ans perte de

généralité, que k(,/ar) C F. Alors Tf est stablement F'-birationnel au tore
Ni(yaz/e(y2) = Ni(yaz/e(ys) # 0.

qui est k-rationnel (c’est une quadrique isotrope). La condition est donc
vérifiée et la proposition s’applique. O

4. PROBLEMATIQUE DE LA SPECIALISATION ET STRATEGIE

Soit, A un anneau de valuation discréte de corps des fractions K et de corps
résiduel k. Soit & un A-schéma en groupes linéaires lisse, on note G/k sa
fibre spéciale et & sa fibre générique. Dans [13], nous avons montré? que
si & est réductif (a fibres connexes), alors il existe un morphisme naturel de
spécialisation

&(K)/R — G(k)/R.
pour les groupes de R—équivalence. Nous pensons qu’une telle application
existe en général (au moins si &/A est lisse), I'intérét étant alors d’exhiber
avec la théorie de Bruhat-Tits des groupes & tels que &(K)/R # 1. De
telles variétés de groupes ne sont alors pas K-rationnelles, ni méme stable-
ment K-rationnelles.

L’existence d’un morphisme de spécialisation pour les groupes de R—
équivalence est un probleme ouvert de géométrie algébrique. En effet,

2 y avait alors une condition technique car(k) # 2, celle-ci est levée avec la construction
de la compactification magnifique de de Concini-Procesi en caractéristique libre, voir [2],
§6.1.
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I'existence d’une application de spécialisation pour la R—équivalence pour
les A-schémas projectifs (Madore [17], Kollar [16]) indique une approche
possible de cette question par une analyse fine des compactifications de
&/A.

Comme me 'a fait remarquer Colliot-Théléne, la question analogue de
spécialisation sur les groupes de Chow des cycles de dimension 0 ne requiert
pas d’hypothese de propreté. En effet, il existe un morphisme naturel

CHy(8g) — CHy(G)
et on a alors un diagramme commutatif d’ensembles pointés

6(4) —— Gk

| l

2

6(K)/R > G(k)/R

| |

CHy(6x) —— CHy(G).
En pratique, nous détectons la non-rationalité du groupe &g de la fagon
suivante.

Lemme 4.1. On suppose que G est lisse et que A est complet. Si
léquivalence rationnelle est triviale sur B(K), alors elle est triviale sur
G(k).

Démonstration. Suivant le lemme de Hensel, le morphisme &(A4) — G(k)
est surjectif. Soit g € &(A) d'image g € G(k). Par hypothese, on a [g—e¢] =
0 € CHy(Bk). Par spécialisation, il vient [§ —g] = 0 € CHy(G) donc
I’équivalence rationnelle est triviale sur G(k). O

5. AUTOUR DE LA CONSTRUCTION DE PLATONOV

Nous allons montrer que la non-rationalité de certains groupes SLj (D)
construits par Platonov [24] peut se comprendre par spécialisation de
I’équivalence rationnelle.

Par commodité, on s’intéresse a des algebres [—primaires, [ étant un nom-
bre premier tel que k contienne une racine primitive [-iéme de 'unité ¢. Si
D/k est une algebre simple centrale de degré 1™, M/k une algebre étale, et
r un entier, on définit le groupe

Gya1(D)/k = {NM/k (Nrd(d)) = m”} C Ratph(GL1(D)) X G

Si M = k, on dispose du cocharactere
A: Gy — Gop(D), 2w (2,27
et on a alors un isomorphisme

Gy (D) /G > SLi(D) /g

m-

Ainsi le groupe G, (D) est k-birationnel au groupe (SLl(D) / /,Lln—r)

En particulier, si 7 = n, le groupe G, 1,(D) est k-birationnel a SL; (D)

m-

x G
k
x G
k
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5.1. Spécialisation. On pose K = k((X)) et O = E[[X]].
Lemme 5.1. Soient M/k une algébre étale et r un entier. Soit
Dn/K = (Dn—l)K &® Ac(a,X)

ot D,,_1 désigne une k—algebre simple centrale de degré "' et a € k*. On
note ko, = k[u]/(u' — a). Alors on a un morphisme naturel surjectif

CHy <Gr,K®kM(Dn)> — CHy <Gr,M®kka (an)) :

Démonstration. On pose D = D,. La valuation de K s’étend de fagon
unique & D, on note Op son anneau de valuation. On définit le O—schéma
en groupe GL;1(Op)/Spec(O) C Op — (Ap)"" par l'ouvert Nrd # 0. La
fibre générique de GL;1(Op) est GL1(D)/K, sa fibre spéciale réductive est
donnée par 'ouvert (cf. [28], §1)

{Nka/k(Nrdka(d)) #* 0} C Rka/k (GLl(Dn_l)).

De la méme fagon, on définit le O—schéma en groupes
Gr.00,01(0p) = {Nage(Nrdys (d) = 2 | € Ragje(GL1(Dyo1)) X G
de fibre générique G, ke, m (D) et de fibre spéciale
Grateuk, = { Nes(N1di(d)) = 2!} © R, (GL1(Do-1)) X G
On dispose alors d’un morphisme naturel de spécialisation
CHo(Gr i (D)) — CHo(Grarek, (Do) )
I1 est surjectif, car le O-schéma en groupe G, og,m(Op) est lisse. O

L’itération du processus conduit a la :

Proposition 5.2. Soient r, n des entiers positifs et a1, ..,a, € k. On pose
F =k((X1))..((Xp)), ki = k[u]/(u! — a;), M = k1 @}, ... @4, kn,

D/F = A¢(X1,01) ®F A¢(X2,a2) @p - @F Ac(Xn, an).
et Tr C G X Rpgyi(Gin) le tore d’équation g = Ni(y)-
a) 1l existe un morphisme naturel surjectif
CHy(G, r(D)) — CHo(Ty m)-

b) Si Uéquivalence rationnelle est triviale sur G, p(D)(F), alors
léquivalence rationnelle est triviale pour Ty p (k).

Démonstration: On suit I'induction en posant M; = ki ® ... @ kq, ;>
Fy = k((X1))-.((Xq), Di/F; = Ac(X1,a1) ®F, Ac(X2,a2) ®F -+ @F,
A (X, a;). Alors on a la suite d’inclusions de schémas
Gr.FpuMn(Dn) O GrFp_ 1@ Mu_y (Dn—1) D
D Gr.reuin (D1) D Gy i (k-algebre triviale) = T
et le lemme 5.1 entraine la proposition. O

On analyse maintenant le cas particulier r = n.
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Corollaire 5.3. On garde les notations de la proposition précédente. Il
existe un morphisme naturel surjectif

CHy(SL1(D)) — CHo(R}/,.Gm),
Démonstration.  On a Gorp(D) = SLl(D);g Gp (resp. Tom =
R]lw/ka?;Gm). Pour toute variété X/k ayant un k—point, on a

CHy(X X Gy,) = CHy(X) donc la proposition entraine 1’assertion. O

5.2. Le contre-exemple de Platonov. On prend » = n = 2 dans la
proposition. Alors le tore T 3; n’est pas autre chose que le tore normique
R}, /1,Gm pour I'extension bicyclique k(\/ay,/ay) satisfait les conditions du
corollaire 3.5. Ainsi la R—équivalence et ’équivalence rationnelle coincident
sur (R}Wka)(k). Si k est un corps p-adique et si [k(V/a;,\/a,) : k] = 12,
alors la R—équivalence est non triviale sur (R}, /ka)(k‘) ([5], §6, corollaire
1) et on produit ainsi sur le corps k((X1))((X2)) un groupe SL;(D) non
E((X1))((X2))-rationnel.

5.3. Groupe de Brauer non-ramifié. Comme dans le cas d’un tore
normique, le calcul du groupe de Brauer non-ramifié des tores T} s
précédents est aisé.

Lemme 5.4. On suppose car(k) = 0. Soient ay,...,a, € k™. On pose
ki = k[u]/(ul — a;) et M = ki @y ... Qp ky et Trom C Gy X RM/k(Gm) le
tore d’équation z'" = NM/k(y). On suppose que M est un corps et on pose

I' = Gal(Ty i) = Gal(k(Vay,- - ,\/a,)/k). Alors
Br, (Tr.ar) = (T, Z/1"Z).

Démonstration. On sait que Bry, (T, y) = IH?U(I’,?T,M) ([6], proposition
9.5). Le module des characteres T ps s’inscrit dans le diagramme commutatif

0 z YN 72920 —— Ty —— 0
lz
0 z L Z —— Z/I'Z —— 0.

Vu que Z[I'] est un module acyclique, il vient HQ(F,ZA},M) ~ H2(T,Z/I"Z)
ot T2 (T, Tpp) = II2(T, Z/1"Z). O
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6. EXEMPLES DE GROUPES EXCEPTIONNELS NON RATIONNELS

Dans cette section, nous utilisons librement la construction de groupes
sur des corps de séries de Laurent issues de la théorie de Bruhat-Tits ([29],

§2).

6.1. Type Eg. On note H = (SL3 x SL3 x SL3)/u3 (resp. H =
(SLs x SL3 x SL3)/Ker(uj — p3)) le groupe maximal de type As.As2.A2 du
groupe déployé simplement connexe (resp. adjoint) de type Eg. L'image du
bord

H'(k,H) — Ker(H?(k, pu3)* — H*(k, p3))
est formée des classes d’algebres D1, Dy, D3 (de degré 3) satisfaisant

[Dl] + [DQ] + [Dg] =0¢c Br(k).

Soit z € H'(k, H) et D; les algebres correspondantes. Alors

zH = <SL1(D1) X SLl(DQ) X SLl(Dg))/Mg

Proposition 6.1. On pose F = k((X))((Y)). Soient a1, az2,as € k™ satis-
faisant ajasaz = 1. On note k; = k[u]/(u® — a;). On pose
Di/k((X)) = A¢(ar, X), Da/k((X)) = Ac(az, X), D3/k((X)) = A¢(as, X)/k((X)).

et on note &/k((X))[[Y]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement
connexe de type Eg de fibre spéciale réductive

H/k(X)) = (SLl(Dl) x SL1(Da) x SLl(D3)>/M3-

Si léquivalence rationnelle est triviale sur &(F), alors la R-équivalence
rationnelle est triviale sur les k-points rationnels du tore des normes com-
munes

Niy k(1) = Niyyi(y2) # 0.

Démonstration. On suppose que ’équivalence rationnelle est triviale
sur &(F). Vu que & est lisse, I’équivalence rationnelle est triviale sur
H(k((X))). Le k((X))-groupe H admet un k[[X]]-modele lisse de fibre
spéciale

11 résulte que I’équivalence rationnelle est triviale sur T'(k). La suite exacte
longue de cohomologie

1—p3— H(Rki/ka)(k) — T(k) — k*/(k*)* — HkX/Nki/k(kiX)
fournit une sur}ection Z
T(k)— ( () Ne(k))/05)°.
i=1,..,3
Celle-ci induit un isomorphisme

T(k)/R = () Nigek2)) /R = () Nigpulk)) /R

i=1,2 i=1,2
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vu que ajagasz = 1. Ainsi I’équivalence rationnelle est triviale sur les points
k-rationnels du tore des normes communes Ny, /,(y1) = Ny, /x(y2) # 0. Le
corollaire 3.5 montre alors que la R—équivalence est la relation triviale sur
les k—points de ce tore. O

Exemple 6.2. Le §2 de [19] exhibe des tores des normes communes avec
une R—équivalence non triviale. Joint a la proposition, on obtient bien ainsi
un groupe semi-simple simplement connexe de type Eg qui n’est pas une
variété stablement k((X))((Y))-rationnelle.

Remarque 6.3. Dans le cas adjoint, la méme démonstration montre que si
R—équivalence est triviale sur &,4(F), alors la R—équivalence est triviale sur
les k-points rationnels du tore Ny, /x(y1) Ny, /i (y2) Niy/x(y3) = 1. On ignore
si un tel tore est en général stablement rationnel ou non.

6.2. Type E;. On note H = SLg/us (resp. H = SLg/u4) le groupe max-
imal de type As du groupe déployé simplement connexe (resp. adjoint) de
type Er. L’image du bord H'(k,H) — H?(k,p2) est formée des classes
d’algebres D (de degré 8) satisfaisant

4[D3) = 0 € Br(k).
Soit z € H(k, H) et D V’algébre correspondante. Alors ,H = SLi(D)/pus.

Proposition 6.4. On pose F' = k((X))((Y))((2))((T)). Soient ay,as,as €
EX et M = k1 ® ko @ k3. On note k; = k[u]/(u? — a;) et on considére le
produit tensoriel d’algébres de quaternions

D/E((X))((Y))((2)) = (a1, X) ® (a2,Y) @ (a3, Z).

On note alors 8/k((X))(Y))((Z2))[[T]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits
simplement connexe de type E7 de fibre spéciale réductive

H/E((X))((Y))(2)) = SLi(D)/ 2.

Si l’équivalence rationnelle est triviale sur &(F) (resp. &qq(F)), alors la
l’équivalence rationnelle est triviale sur les k-points rationnels du tore Ta p

(resp. T1 ).

Démonstration. On suppose que ’équivalence rationnelle est triviale
sur &(F). Vu que & est lisse, I’équivalence rationnelle est triviale sur
H(k((X))((Y))((2))). La proposition 5.2 montre alors que I'équivalence
rationnelle est triviale sur T5 5s. Pour le groupe adjoint, la démonstration
est analogue. O

Exemple 6.5. Soit k£ un corps p-adique admettant une extension M =
k(\/a1,/az,+/a3) de degré 8 (cela existe, e.g. [23], theorem 7.5.8). Suivant

[5] (corollaire 5), on a

Ty ar(k)/rat = I2(T, Ty )Y = MI2(1, Z/AZ)",
la seconde égalité venant du lemme 5.4. Vu que I12(Cy x Cy,Z/AZ) =
H3(Cy x C9,Z) = Z/2Z, on a Ty pr(k)/rat # 0. La proposition montre alors

que le groupe G/k((X))((Y))((Z2))((T)) construit dans la proposition n’est
pas une variété k((X))((Y))((Z))((T))-rationnelle.
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Remarque 6.6. Dans le cas adjoint, la méme démonstration montre que
si équivalence rationnelle est triviale sur &,4(F'), alors la R—équivalence
rationnelle est triviale sur les k-points rationnels du tore 74 ;. On ig-
nore si un tel tore est en général stablement rationnel ou non, cependant

6.3. Type Es. On note H = SLg/us le groupe maximal de type Ag du
groupe déployé de type Eg. L’image d’une classe [z] € H'(k, H) par le bord
HY(k,H) — H?(k,p3) C 3Br(k) est une algebre D de degré 9 et d’exposant
3. La forme tordue correspondante est ,H = SL;(D)/us, c’est la fibre
spéciale d’un schéma en groupes lisses & /A de fibre générique de type Es.

Proposition 6.7. On pose F' = k((X))((Y))((Z)). Soient a1,a2 € k*. On
note k; = k(¥/a;). On pose

D/E((X))((Y)) = A¢(ar, X) @ Ac(as, Y).

On note & /k((X))((Y))[[Z]] le schéma en groupe de Bruhat-Tits simplement
connexe de type Eg de fibre spéciale réductive

H/E(X))((Y)) = SLi(D)/ 3.

Si l’équivalence rationnelle est triviale sur B(F), alors ’équivalence ra-
tionnelle est triviale sur Tk, gk, (k).

Démonstration.  On suppose que 1’équivalence rationnelle est triviale
sur &(F). Vu que & est lisse, 1'équivalence rationnelle est triviale sur
H(k((X))((Y))). La proposition 5.2 montre alors que 1'équivalence ra-
tionnelle est triviale sur T3 i, gk, (k). O

Exemple 6.8. Dans le cas ol k est un corps p-adique et ot k(ay, /a,) est
un corps, alors on sait que le défaut de R-équivalence sur T's i, ok, (k) est le
groupe 12 (Gal(k(¥/ay, \3/52)/143),7?371?1@;62) ([5], corollaire 5.(ii)). Le lemme
5.4 montre que ce groupe est isomorphe a I1%(Cs x C3,Z/3Z)Y = Z/3Z
(cf. [15], Lemma 6.7.2). La proposition produit donc dans ce cas un groupe
de type Eg sur le corps F' = k((X))((Y))((Z)) qui n’est pas une variété
F-rationnelle.

7. RETOUR SUR LES GROUPES TRIALITAIRES

On s’intéresse maintenant au cas laissé en suspens, celui des groupes de
type 3D,. On rappelle qu'a un tel groupe trialitaire G//k est attaché une
extension galoisienne cubique L/k et une algebre simple centrale A/L de
degré 8, I'algebre d’Allen de G; on sait que Corf([A]) = 0 € Br(k).

On cherche de tels groupes non-rationnels dont la non-rationalité serait
expliquée par des invariants 2-—primaires fonctoriels en k. Ainsi, un tel ex-
emple, s’il existe, doit en particulier donner lieu & un groupe G qui n’est
pas une variété L-rationnelle.

Proposition 7.1. Soit G/k un groupe trialitaire d’extension cubique as-
sociée L/k/ On suppose L/k cyclique de degré 3 et que l’algébre d’Allen de
G est triviale. Alors G, est stablement L— rationnel.
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Dans le cas d’'un groupe adjoint de type 6Dy, Garibaldi a demontré par
ailleurs que G, est stablement L-rationnel ([10], Proposition 6.1).
Démonstration: Le groupe G est soit simplement connexe, soit adjoint. Ainsi
il existe une 3—forme de Pfister ¢/L telle que G, = Spin(q) ou G, = PSO(q).
Dans le premier cas, G, est L-rationnel ([21], Theorem 8.6). Dans le second,
G, est stablement L-rationnel comme l'indique la proposition 7 de [20]. O

On considére maintenant le cas des groupes de type 3D, définis sur
E((T)). Soit G/k((T')) un groupe trialitaire d’extension galoisienne cubique
K'/k((T)) associée. Si extension K'/k((T')) est ramifiée, alors on a

K/

ker <2Br(K/) R 2Br(k((t)))> =0

suivant la proposition I1.8.6 de [14]. Ainsi, 'algebre d’Allen de G est triviale
dans ce cas et la proposition 7.1 montre que Gk est K'-rationnel. Le cas
intéressant est donc celui ot K'/k((T)) est non-ramifiée, i.e K' = L((T))
pour une extension cubique galoisienne L/k. Etant donné un k[[T"]]-schéma
® en groupes de Bruhat-Tits & de type 36Dy, on sait que le type quasi-
déployé de la fibre spéciale réductive H/k de & est donné par un sous—
diagramme du diagrame de Dynkin complété

G
2
®€,

Pour le cas intéressant ou & n’est pas semi-simple et H est semi-simple, il
n’y a alors qu’une possibilité de type, i.e le type quasi-déployé de la fibre
spéciale réductive H/k est isogene a SLo x Ry, (SL2). En fait, le groupe
H/k est une forme interne de

<SL2 % Ry, /k(SL2)> s

le o étant envoyé diagonalement. De facon plus précise, il s’agit du torsion
intérieure relative au groupe

<SL2 X RL/k(SL2)> /1,

. id+Nys g, . . . .
ou p = ker(,u2 X Ry p(p2)  — p2. On voit alors facilement qu’il existe

des algebres de quaternions A/k, B/L satisfaisant

H = (SLi(4) x Ry (SLa(B))) /ma

et soumises & la relation [D] = corf([B]) dans le groupe Br(k). La classe de
I’algebre d’Allen du groupe &/k((t)) est alors [B] — ResE([D]) € Br(L). Le
groupe H est stablement k-rationnel a

M= {(m,y) € SL1(A) x Rpk(SL1(B)) | Nrda(z) = Nrdp(y)}

Le lemme suivant va permettre de construire un exemple explicite de tel
groupe M qui n’est pas k-rationnel. On note o un générateur de Gal(L/k).
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Lemme 7.2. Soit b€ L*. On pose a = Np,(b). On définit les algebres de
quaternions suivantes
A/k((X)) := (X,a), B/L((X)) = (X,b).
et le groupe
M/K((X)) = { (,9) € SL1(4) x Rp(SLa(B)) | Nrda(x) = Nedp(y)}
On note T' [k le sous k—tore de Ry /z)/1(Gm) X RL(\/E/k(Gm) défini par

Ni(vayi(®) = Ny (v)
Si M(k((X)))/Rat =1, alors T(k)/Rat = 1.

Démonstration. En effet, de la méme fagon qu’au §5.1, on voit que l'on a
un morphisme de spécialisation surjectif

M (k((X)))/Rat — T(k)/Rat. 0

On choisit maintenant %k, L, et b € L* de sorte que
[L(Vb, Vb1, Vb2) : L] =8 on b; = o(b) pour i = 1,2 sont les conjugués
de b sous Gal(L/k). On remarque que 77, n’est pas autre chose que le tore
des normes communes

Nivayn(®) = Ni gy Wo) = Npnyn(W1) = Niysg) o (y2) # 0.

qui est stablement rationnellement équivalent au tore

N viey/LWo) = Niiy W) = Ny (y2) # 0.

On sait que les résultats de [27] sur les extensions triquadratiques montrent
en particulier qu’il existe des tores des normes communes pour des extensions
triquadratiques qui ne sont pas R—triviaux ([11], §3). En particulier, T, n’est
pas R—trivial et a fortiori T n’est pas R—trivial. Quitte a etendre les scalaires,
on peut donc supposer que T'(k)/R # 1. Vu que T(k)/R est un groupe de
2-torsion, la restriction T'(k)/R — T(L)/R est injective. On considere alors
le diagramme commutatif

T(k)/)R — T(L)/R

| |
T(k)/Rat —— T(L)/Rat

la bijection de droite étant donnée par le corollaire 3.6. Alors 1 # T'(k)/R =
T'(k)/Rat et le lemme 2.2 montre que le groupe M /k((X)) n’est pas stable-
ment rationnel. Il résulte que le groupe &/k((X))((T")) simplement connexe
de type 3Dy n’est pas stablement rationnel.

Notons que cet exemple produit un groupe &/L((X))((7)) simplement
connexe de type 'Dy4 qui n’est pas stablement rationnel.

Remarque 7.3. Pour la rationalité du groupe adjoint (@/Ri/k(m))/k((t)),

on a affaire au groupe H := H/p qui est stablement k-rationnel &

M= {(m,y) SL1(A) x Rp,(SLi(B)) | Nrda(z) = NL/k(NrdB(y))}'
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La condition [D] = cork([B]) implique Npi(Nrdp(B*)) C Nrd(AX).
Le méme raisonnement qu’au lemme 8.1 montre que MF? est stable-
ment k-rationnel. On ne peut donc pas conclure sur la rationalité de

(&/R7 . (12))/k((1)).

Remarque 7.4. Un argument similaire a celui de la proposition 2.2 montre
que les groupes trialitaires simplement connexe ou adjoints de type 2D, ne
sont pas en général des variétés stablement rationnelles.

8. GROUPES DE TYPE F}

Dans cette section, nous tentons d’appliquer la méthode précédente aux
groupes de type Fy. Rappelons le diagramme de Dynkin étendu sous-jacent

o 1 2 3 4

La théorie de Bruhat-Tits permet donc de construire des des groupes de
type Fy sur k((T)) qui dégénerent en des groupes semi-simples des types
suivants

Al X 03, A2 X AQ, A3 X Al, B4
qui sont respectivement des formes internes des groupes suivants

<SL1 X Sp6) s (SL3 X SL3> /s, (SL3 X SL1> /s, Sping.

Dans le premier cas, c’est un k—groupe

(SLl(D) % Sp(D, h)) s

ou D est une algebre de quaternions et h une forme hermitienne non
dégénérée sur D3. Ce groupe est stablement k-birationnel &

H :={(z,y) € GL1(D) x GSpy(D,h) | Nrd(z) = u(y)},
ou p: GSp;(D,h) — Gy, désigne le multiplicateur.
Lemme 8.1. Le groupe H/k est stablement k—rationnel.

Démonstration. Le groupe H s’insere dans une suite exacte

1 — SLy(D) x Sp;(D,h) — H -+ Gy — 1.
Les groupes SLi(D) et Spy(D,h) sont k-rationnels. Vu que Spg est
de type Cs, le lemme 3 de [20] indique que wu(GSp;(D,h)(F)) =
Nrd(D ®, F)*) = «(H(F)) pour tout F/k. Ainsi les images de
a: H(F) — F* et Nrd : D* — F* coincident pour tout F'/k. La propo-
sition 3 de [20] permet de conclure que les groupes H est stablement k—
rationnel a GL;(D), donc rationnel. O

Dans le second cas, il s’agit d’un groupe

(SLl(D) X SLl(D)> m

pour une algebre simple centrale D de degré 3 et un tel groupe est stablement
k—rationnel puisque il est stablement birationnel au k—groupe

{(z,y) € GL1(D) x GL1(D) | Nrd(z) = Nrd(y)}



VARIETES DE GROUPES EXCEPTIONNELS NON RATIONNELLES 19

lui-méme stablement k-rationnel. Dans le troisieéme cas, on a affaire a un
groupe

(SL3(D) X SLl(D)>/M2

pour une algebre de quaternions D et un tel groupe est de méme une variété
stablement k-rationnelle. Dans le dernier cas, on tombe sur le groupe des
spineurs Spin(q) d’une 3—forme de Pfister ¢. Il est alors connu que le groupe
Spin(q) est k-rationnel (Chernousov-Merkurjev-Rost [21], Theorem 8.6). En
conclusion, notre méthode ne permet pas de construire de variétés de groupe
de type F4 non rationnels.

(1]
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