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Abstract. Coding theorem and strong converse of the coding theorem are proved for
nonstationary semicontinous channels and for almost periodic channels with unknown phase.
More general cases are considered.
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Die Theorie stationidrer Kanile mit unabhéngigen Zeichen und endlichem
Eingangs- und Ausgangsalphabet ist von SHaxNow [14], FrixsTEIN [5], WoLroO-
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wrrz [19], DoBrUSHIN [4] und STRASSEN [17] weit entwickelt worden. In vielen
Fallen der Praxis sind die Storungseigenschaften der Nachrichtentibertragungs-
vorrichtungen (Kanile) aber nicht zeitstationdr. Man denke etwa an Funkiiber-
tragungen eines kinstlichen Erdsatelliten nach festen Erdstationen. Derartige
Nachrichteniibermittelungsanlagen bildeten fiir JAcoBs den empirischen Anlaf}, den
mathematischen Begriff eines fastperiodischen Kanals einzufithren [8], [9]. JacoBs
und der Verfasser haben unabhingig voneinander fiir fastperiodische Kandle mit
unabhingigen Zeichen und endlichen Alphabeten eine starke Umkehrung des
Codingtheorems bewiesen (ohne Beweis angegeben in [10]). In [6], [2]1] wurden
einige weitere Resultate fiir fastperiodische Kandle hergeleitet. In Kapitel I der
vorliegenden Arbeit wird firr nichtstationire Kanéle mit unabhéngigen Zeichen
und mit endlichem Eingangs- und beliebigem Ausgangsalphabet ein Codingtheorem
(§ 3) und dessen starke Umkehrung (§ 4) bewiesen.

In der stationédren Situation hat zuerst WorLrow1rz [19] eine starke Umkehrung
fur den halbstetigen Kanal mit unabhéngigen Zeichen bewiesen. KEMPERMAN [19]
hat einen einfacheren Beweis gegeben. Unser Beweis der starken Umkehrung fur
den nichtstationiren Fall orientiert sich am Beweis KEMPERMANS.

Das in Kap.I entwickelte nichtstationire Modell hat gegeniiber dem
stationiren den Nachteil, dal} die Giite eines Codes nicht invariant gegeniiber Zeit-
translationen ist; ein 1-Code geht nicht notwendig in einen 2-Code iiber.

In Kap. Il wird fir translationsinvariante 1-Codes eines fastperiodischen
Kanals Codingtheorem und starke Umkebrung des Codingtheorems bewiesen.

In Kap. ITT wird unter gewissen Kompaktheitsannahmen ein Codingtheorem
und dessen starke Umkehrung fir allgemeine nichtstationdre Simultankanile
bewiesen, in Kap. IV werden die Grenzen der in Kap. II, I1I benutzten Verfahren
aufgezeigt.

Die Resultate aus Kap. IT, ITI lassen sich auf eine weite Klasse von ,,zusammen-
gesetzten® Kanilen anwenden. Das habe ich bisher durchgefithrt in den folgenden
Féllen:

1. Nichtstationdre Simultankanile, deren jeweilig steuernder Kanal

a) dem Empfinger,

b) dem Sender,

¢) dem Empfinger und dem Sender
bekannt ist.

In der stationiiren Situation wurden diese Kanile von WoLrowITz untersucht
(1197).

2. Nichtstationdre randomisierte Kandle.

In der stationidren Situation wurden diese Kanile von SHaANNoN und WoLro-
wiTz untersucht ([19]).

3. Kanile mit Gedichtnis.

Insbesondere lassen sich die Ergebnisse von BLACKWELL, BREIMANN, THOMASIAN
und WorLrowrtz iiber Zustandskanéle ([2], [19]) auf den fastperiodischen Fall iiber-
tragen, falls die die Auswahl steuernde fastperiodische Markoffkette (w? (i ]§));=1,2....
der Bedingung gentigt:

wt(i]f) =e>0 firalle £,4,5.
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4. KusTEN hat fiir stationdre halbstetige Simultankanéile Codingtheorem und
schwache Umkehrung bewiesen ([12]). Die Ergebnisse aus Kap. IL, IIT lassen sich
auf nichtstationire halbstetige Simultankanile anwenden und liefern ebenfalls
Codingtheorem und schwache Umkehrung.

Die unter 1., 2., 3., 4. genannten Ergebnisse werden in einer Fortsetzung dieser
Arbeit bewiesen.

Kapitel I. Das Codingtheorem und seine Umkehrung fiir halbstetige
nichtstationiire Kanile mit unabhéingigen Zeichen

Das nachstehende Kapitel befal3t sich mit halbstetigen (endliches Eingangs-
alphabet £ und beliebiges Ausgangsalphabet ') Kanilen mit unabhingigen
Zeichen, die nicht notwendig stationdr sind (Definition in § 1), es wird ein Coding-
theorem (Satz I, §3) und dessen starke Umbkehrung (Satz 2, §4) bewiesen. Das
Codingtheorem wird hergeleitet mit Hilfe des Maximalcodesatzes (§ 2, Satz 0). Im
stationdren Fall hat sich die Informationsfunktion im Zeitraum <1, n)

log[ [ m(-|«t)
=1

(Definition in § 3) zur asymptotischen Beschreibung der maximalen Codelingen
als brauchbar erwiesen. Es liegt daher nahe, im nichtstationidren Fall mit der
Informationsfunktion

logﬁmt (|
i=1

zu arbeiten. Dabei werden Erwartungswert und Varianzabschitzungen der
Informationsfunktion benodtigt, die wesentlich von der Unabhéngigkeit Gebrauch
machen.

KEMPERMAN benutzt in seinem Beweis der starken Umkehrung fiir stationdre
Kanile die Gleichung

(%) E’ﬁlogm(-lxt):nimElogm(-]i)
t=1 i=1

—=nElogm(-|) (vgl.8.4.6in [19]).

Das Hauptproblem im nichtstationdren Fall besteht darin, eine zu (%) ,,analoge‘
Gleichung zu finden. Die Losung bringt Hilfssatz 2 in § 4.

Die Schar der Ubergangswahrscheinlichkeiten Ft(-|-) (= 1,2,...) wird so
in endlich viele Klassen zerlegt, dal die Informationsfunktionen der Elemente
einer Klasse in der Supremumsnorm (L) ,,benachbart sind; der nichtstationdre
Kanal wird ausschnittsweise ,,stationarisiert. Diese Zerlegung wird erméglicht
durch die Beobachtung, dafi die Menge der Informationsfunktionen halbstetiger
Kanadle in der Supremumsnorm totalbeschrinkt ist.

Die Nichtstationaritit hat zur Folge, dafl man nicht mehr wie iblich mit einer
konstanten Durchlaflkapazitit auskommt. An ihre Stelle tritt eine Funktion

1 7
- ¢
C(n) = - z=§10 .
C(n) wird durch 0 nach unten und durch log & nach oben beschrankt.

1%
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§ 1. Grundbegriffe

Seien Q¢ (t =1, 2, ...) Exemplare eines endlichen Aplhabetes 2 = {1, ..., a}
und seien (£2't, B't) (t = 1, 2, ...) Exemplare eines beliebigen MeBbarkeitsbereiches
(', B"), d.h. ' ist eine beliebige Menge und B’ ist ein Borelkérper in £,

Seien Ft(-|1), ..., Fi(-|a) Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (Q'¢, B'?)
t=1,2,..).

n n
Fir jedes w = (al,...,27) € Q, = [ [ Q¢ ist durch Fy(-|u)=[[*F¢(-|at)
=1 =1
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf

<Qa’z — ﬁg/t’ B;L — ﬁ*BNﬁ)
t=1 t=1

definiert. Bei Betrachtung der so gebildeten Folge Fy(-|) von Ubergangskernen
von 2, nach 2, (n = 1,2, ...) spricht man von einem halbstetigen (i. a. nicht-
stationsren) Kanal mit unabhiingigen Zeichen. Fi(-|-) heift die Ubergangs-
funktion (des Kanals) fiir die Komponente ¢. Ist 2’ = 2t endlich, so spricht man
von einem diskreten Kanal. Die Ubergangsfunktion F¢(-|-) ist dann durch die
Ubergangswahrscheinlichkeiten Fé(k|i) = Fi({k}|i) (1€Q, ke ') eindeutig
festgelegt.

(0) Ein Code (n, N, 1) fir den halbstetigen Kanal ist eine Menge

{(ul:A]/.)z rees (uN’A.;V)}:
in der u;e Dy und die A4; disjunkte Mengen aus B, sind und fiir die
Fo{dilu}y=1— gl 0O<A=<1)(@¢=12,...,N).

Man spricht von einem Code fiir den Zeitraum <1, n), von der Linge N,
zur Sicherheits- (oder Irrtums-) wahrscheinlichkeit 4, auch von einem
/-Code. Die maximale Lénge eines Code (r, NV, 1) wird mit N (n, 1) bezeichnet.

(1) Eine beziiglich » asymptotische untere Abschitzung von N (n, 1), die mittels
einer Funktion C(n) (n = 1,2, ...) in folgender Form gegeben ist:

Zu beliebigen A, 6 mit 0 << A < 1, § > 0 gibt es ein ng = no(4, §), derart,
daB fir » = ng

N(n, 2) > exp{n(C(n) — 8)}
gilt
wird als ein Codingtheorem mit der Durchlafl-Kapazitat(sfunktion) C(n)
bezeichnet.

(2) Hat man ein Codingtheorem mit einer DurchlaBkapazitit C(n) (n=1,2, ...),
50 heiBt eine beziiglich » asymptotische obere Abschitzung von N (n, 1), die
in folgender Form gegeben ist:

Zu beliebigen 1, § mit 0 < 4 < 1, § > 0 gibt es ein ng = no(4, §), derart,
dafl fir n = ny
N(n, 2) <exp{n(C(n)+ &)}
gilt;
eine starke Umkehrung des betreffenden Codingtheorems.
Gelten mit einer Funktion C (n) (1) und (2), so gelten fir eine Funktion C'(n)
(1) und (2) genau dann, wenn gilt:
lim (C'(n) — ¢"(n)) = 0.

n—oo
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§ 2. Eine allgemeine untere Abschétzung der maximalen Codeldngen

Wir betrachten eine endliche Menge Q = {u|u =1, ..., a}, darin den Borel-
korper B aller Teilmengen und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mw = (71, . . ., 74),
ferner eine beliebige Menge 2'= {u’, ...} mit einem Borelkérper B’ und darauf
a Wahrscheinlichkeitsverteilungen F(-|1), ..., F(-|a). m und die F(-|1),..., F (| a)
induzieren auf (£, B') die Wahrscheinlichkeitsverteilung

v() =D muF(-|u)
uen
und in Q =02 X Q= {u= (u,w)|ueQ, v e} (mit dem Produkt-Borelkérper
B=BXB)
a) die Produktverteilung F = 7 X v,

b) die Wahrscheinlichkeitsverteilung ¥ = = X F, gegeben durch die Formel
Fdy=JSmF(dy|w),

. - ue2
wobei A € B ist und

ju ={u'|u e, (u,u)cd}

den u-Schritt von A bezeichnet.
Man beachte nun, daB F beziiglich F totalstetig ist, so dal man die Radon-

Nikodym-Dichte % () bilden kann.

Sei nun fiir beliebiges reelles S

~

M:Mmﬂ&:@:mmmg%@>%.

Wir betrachten jetzt fiir ein festes 4 mit 0 << 1 << 1 alle moglichen Systeme von
Paaren (uj, 4;) (1 <4 < N), fir die uy, ..., uy €2 und die 4; paarweise dis-
junkte Mengen aus B’ sind, sowie F(4;|u;) =1 — A gilt. Den Maximalwert,
den N fiir solche Systeme annehmen kann, bezeichnen wir mit N (4). Dann gilt der

Satz. (Methode der maximalen Codes fiir halbstetige Kandle). Fiir jedes positive
A< gils
N(h) > eS{F (M) — (1 — 7)} = exp[8 + log {F (M) — (1 — 1)}]

(wobei der letzte Term nur fiir F(M) — (A — 1) > 0 sinnvoll ist).
Beweis. Sei (u;, A;) (1 = ¢ =< N) eines der oben beschriebenen Systeme mit
(1 AicH,
@) Ty, >0
und mit unter diesen zusdtzlichen Nebenbedingungen maximaler Linge.

N
Wir setzen A’=|{_) 4;. Dann gilt #-fast {iberall
i=1

(3) F(M,—A'|u)<1—1,
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denn die Ungiiltigkeit von (3) fiir ein % mit 7, > 0 wiirde die Verlingerbarkeit
des obigen Codes bedeuten.

Summation mit 7 liefert
SauF(My—A'\u)s1— 1.

ues

Daraus folgt direkt
SauF(My—A'|u) =S au F(Mylu) — S auF(A'|0) <1 — 1

uef2 ue uef

und nach Definition von F und »
@) v(A') Z F (M) — (1 — 7).
Wegen

= =Tt (>0
gilt

, dF , ,
Fal g = [ @) >0,
Ay

Nach Definition von M und A; und da F(D'|w) < 1ist (D' e B, w; € Q), folgt

1 = F (4] |u) :]j—?(ui,w)v(dw) Ze5(4) (> 0).
A

Durch Summation ergibt sich

~

N=eSp(d') = eS(FOI) — (1—2)).
Damit ist der Satz bewiesen.

§ 3. Beweis des Codingtheorems

Wir kehren nun zu der in § 1 erklirten Situation zuriick. Fir jedes =1, 2, ...
sei @t = (7}, ..., n’) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Qf, und seien
Ft(-|1) ... Ft(-|a) Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf £".

t, Fi(-|1) ... Ft(-|a) erzeugen auf (Q'¢, B't) das MaB

#0) =S F ]

Fir e Ht = {z]nz> 0} sei mt(-|i) die Radon-Nikodym-Dichte von Ft(-|7)
beziiglich »?. m?(-|7) sei auf Nullmengen so festgesetzt, daB znz mi(-]7) =1
gilt. Dann gilt el

e Ogmt(-[i)gi t=1,2,..) (GeH).

7T,

Wir betrachten nun fiir jedes ¢ € H? die Fi-fastiiberall auf 't definierte Funktion
Vi) = log mt (-] 3).
at und F* erzeugen auf dem Produktraum

Q= Qtx 't = {(i,2')|i e 21,2’ e Q'%}
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(mit dem Produktborelkérper B X B’t, wobei B! das System aller Teilmengen
der endlichen Menge (¢ ist) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F?, wobei fiir
A4 € B! — unter Verwendung der Schnitte 4; = {&'|2'€Q", (i,2')e A}e B"* —
~ o~ a -
Ft(d) = a, Ft (4;]4)
=1
ist.
Wir schreiben auch F¢(-|-), wobei der zweite Argumentpunkt jeweils mit einem
i € £ zu besetzen ist. Die oben erklirten Funktionen V! liefern uns nun vermoge
Vi@|i)= Vi@) (icHta Q%
eine Ft-fastitberall erklsrte Funktion ¥t auf Qf. Wir interessieren uns nun fiir
Erwartungswert und Varianz von V(-) beziiglich Ft(-|4) und Erwartungswert
und Varianz von Vi(-|-) beztiglich F¢(-|-).
a) Erwartungswerte
1. Erwartungswert B Vi von V} beziiglich Ft(-|i):
E;Vi= [logmt(-]i) dFt(-|i)
o't

= f(log mt (| ) mt(-|5) dwt ().
ot

Wegen (1) existiert £ VE- (i e HY).
Wegen zlogz = — % fur « = 0 erhélt man sofort die Abschitzung

@) Egvgg—% (t=1,2..) (iecH).
Andererseits ist wegen (1)
(3) E.Vi= {logmi(-|i)dF¢(-|i) < — log ! (i e HY).

0t
2. Erwartungswert EtVt von V't beziiglich f‘t(-l ‘):
BV =St [logmt(-|§) dF(-| i)
ieHt
BVt = z At BLVE (nach 1.)
ieH!
a
< — > atlognt.
i=1
Aus der Konvexitit von f(z) = zlogz (x = 0) folgt nun
pnd oA on 1 1
EtVe é—“(z % Jog Z 7): —_ a~;log;:loga.

i=1 i=1

Wie iiblich definiert man nun die Informationsfunktion in der Komponente ¢
I(@t| Fi(-] ) = BtV

und die DurchlaBBkapazitit in der Komponente ¢

Ct = sup I(mt|Ft(-[4).
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In [19] wird auf 8. 75£. bewiesen, daf I (nt| F?(-|-)) als Funktion von n!stetig ist.
Da die Menge aller 7 = (#, ..., 2%,) ein Kompaktum im (@ — 1)-dimensionalen
euklidischen Raum bildet, gilt sogar

Ct =max I(nt| Fi(-|")).
b) Varianzen
1. Varianz o7 (V%) von V! beziiglich F¢(-|i): fir ¢ € Ht gilt
af (Vi) = [(Vi(e't) — B V)2 Ft(da't|5)
on
< [(Vi(z't) 4 log )2 Ft (da't| )
Qo
(wegen der bekannten Minimaleigenschaft des Erwartungswertes).
Nach Definition von V¢ geht es weiter mit
= [ (log {m} mt (x't|4)})2 Ft (da' | i)
= fmt ('t |3) (log {rek m® (x| §)})2 v (da't) .
Damit wird
D e (Vi = [ > abmt(2t|5) - (log {mhm? (27t | ) })2 #* (dct)
ieH? ieH?

= s Ybilloghye.
bi20,5bi=1 i=1

Nun gilt aber das

Lemma. Es gibt eine von a unabhingige Konstante L* mit

a

a
> bi(logby)? < max(L*,log2a) firalle b;=0 mit > b;=1.

i=1 i=1
(Einen Beweis findet man in {19] auf S. 106f.)
Es gilt also
(4) 2 akof (V) < max(L*,log2a).
ieHt

2. Varianz 52 (V) von Vi beziiglich Ft (- [
gt [ (Vi BT Pt

jeHt 't
= >t [{(Vi— BLVY) + (BLVi— Bt Vo) Fe(dart]s)
teHt Q't
< >oab [{Vi— B ViR Fe(da't|i)
teHt Q'
+ > [V — B Ve Fe(dat] i)
teHt Q't

Der gemischte Term verschwindet, da 1712 172 — EtV? nicht von 2t abhingt und
EL(VE — EiVY =0 ist.
Unter Ausnutzung der Minimaleigenschaft des Mittelwertes folgt
(V) = > b (VY + S w (B V.

teH? t€H®
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Wegen a) 1. (2), (3) und b) 1. (4) gilt

~ a
o2(Vt) < max{L*,log?a) + 2712 <— % — log o )2
i=1
2
= (i—) -+ 2 max (L*,log2 a) + —z— loga
= klog? a mit einer absoluten Konstanten k.

Damit sind die Beweismittel bereitgestellt fiir das

Theorem 1 (Codingtheorem ). Sei 0 << A < 1. Fiir jeden halbstetigen nichtstatio-
niren. Kanal mit unabhdngigen Zeichen existiert eine Konstante K > 0, so daf fiir
jedes n gilt:

N(n, 1) > exp {n (C’ (n) — %)} (O () == %tgl Ot) .
Beweis. Auf Q, % £, betrachte man die Informationsfunktion
logﬁmt(- | t) (zf € HY).
=1
Fir den Erwartungswert und die Varianz (zu bilden durch Integration mit
Fp= ﬁ * ff't) dieser Funktion gilt wegen der Unabhingigkeit
=1

Elogﬁmt(-[-) = an(ﬂ:t[Ft)
t=1 =1

n
o2 (logﬂmt(-l-)) <nc¢ mit c¢=klog?a,
=1

so dafl die Tschebyscheffsche Ungleichung fiir jedes o die Relation
~ n n
Fn{logl_[mt(~[-) > > I(nt| FY) — oc} =1— %
t=1 =1

liefert.
Die Anwendung des Satzes aus § 2 auf (2, X Q,,, F,) liefert

N(n, 1) > exp {f I(wt| Ft) — oc} (1 — % — (1 — ;.)).
=1

=)
S
5
=3
&
Sl

Nun wahle man o = 7

(W

N(n, 1) > exp{

11

I

T(at| Fty —1/2¢ /1. A
1(ﬂl) |/1Vn} 5
I tFt——'|/_2“ 1 i}.
1(7E|) V0t log 5

Da dies fiir alle 7t (t = 1, ..., n) gilt, kann man I (nt| F?) durch C* ersetzen.

B

> exp{
t
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Damit erhalt man

st o{ 10 -mhfrn- )
t=1

(man wihle etwa K = VQT? +

log %D, wie behauptet.

§ 4. Beweis einer starken Umbkehrung des Codingtheorems
fiir nichtstationdre halbstetige Kandle

a) Approximation der Informationsfunktion des halbstetigen Kanals durch die
eines Kanals mit endlichem Ausgang.

Sei pt = Ft(-|1) + -+ 4 Fi(-|a) und seien fi(-|1),...,f*(-|a) die Radon-
Nikodym-Dichten von Ft(-|1), ..., F¢(-|a) beziiglich ut (¢ = 1, 2, ...). Durch Ab-
anderung auf pf-Nullmengen seien die f¢(-|7) so bestimmt, daBl f¢(-]1) + ---
+ ft(-]a)y =1 gilt firallet = 1,2, ....

Nun sei g#(-) die Dichte von #* beziiglich xf. Wir fiihren nun unser Problem
auf den Fall eines endlichen Ausgangsalphabets folgendermafen zuriick:

Man wéhle reelle Zahlen dg, ..., d, mit 0 = dy < dy << *-- < dr = 1 und setze

J () = [ds-1,dy) j=1,...,r—1

J(r) i= [dp-1, dr].
Sei

L(ky... k) = || 1) e (k) ..., fr(b|a)yed (b1)} (ha,...,ba=1,...,7).

Die Lt(k1, ..., k) bilden eine von ¢ abhingige Zerlegung des Ausgangsalpbabetes
't in re disjunkte evtl. zum Teil leere Mengen.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit von ¢ nach Lt(k1, ..., kg) ist dann gegeben
durch
By, ..., ka|0)y= [ dFt(-]iy= [ fi(b]i)dut ()
Lk, k) Lt (ks k)
t=1,...,8;k1,.... kg=1,...,7).

Die Mengen Lt(ky, ..., kq) reprisentieren, soweit sie nicht leer sind, eineindeutig
die a-Tupel (k1,...,k%q), aus denen wir uns nun das Ausgangsalphabet eines
Kanals mit unabhingigen Zeichen und den Ubergangswahrscheinlichkeiten
ht(ky, ..., kq|i) gebildet denken.

Es kommt jetzt darauf an, durch geschickte Wahl von dy, ..., d, die Informa-
tionsfunktion des halbstetigen Kanals durch die Informationsfunktion dieses
diskreten Kanals gut zu approximieren.

Seien 2 = {1, ..., a}, (2', B’) beliebig, F(-|7) (i =1, ..., a) gegeben. Wir be-
stimmen g und die f(-|7) analog wie oben uf und die f¢(-|¢). Wir betrachten die
Informationsfunktion

i f (i)

I(nl,...,naIF(-I-))zzln;ff(bli)log :
b jzlﬂjf(b 1)

wu(dby.
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Hilfssatz 1. Fiir jedes n > 0 lassen sich die dy, ..., dy so wihlen, daf

zmjfb[ ylog —1CL
Z”]fbb)

< ) hkr, ..., bali
— E?Zi E k(kl,...,ka!z)logT(l—_ﬂ <7]
=1 Fa Ziz;h(kl...kalj)
J=

(D)

(1)

gleichmipig in F (-|+) und 7 gilt.
Insbesondere lat sich also die Informationsfunktion des halbstetigen Kanals
in der Komponente ¢

b i) log 101

i — pt (db)
o 3 4t (b )
j=1

i

gleichméBig in ¢ bis auf % durch die Informationsfunktion des durch das obige
Diskretisierungsverfahren gewonnenen diskreten Kanals approximieren.

Beweis. Addiert man zunédchst zu beiden Termen auf der rechten Seite von

a
GL (1) Zm log 7t;, so erhdlt man nach Umformulierung wegen

i=1
a a
Dmilogm = [ > milogmif(b|i)du(b)
i=1 o =1
= Z Znilogmk(kl,...,kali),
Eiyeoka=1 i=1
2 . 1 f(b|?
A= szf(b[z)log%lmy(db)
=1 & 27 f©fd)
| ja=1
a r ok
—>m > hky, ..., ka|i)log -, _ mibllyka) |
i=1 Fki...ka=1 Zn, (k1. ks j)
=1

Wir berechnen weitere GréBen, ndmlich

B:[ > ) imf(bli)loga—’”&liu(db)
M(L(iff.'.'.'lff))so Lk, ka) i=1 .Z n,-f(b|7')
_ S fmh(kl..,km)loga””—ﬁ‘—”)— —0
M(L(Igclli.'.‘.lgia»=0 i=1 .élﬂjh(k]_...ka, [ )
C = Z | Zm fbl7 loanjfbly ) (udb) .

(L(k1...ka)) i=
,u(L(k1 ka.))>

Seid= sup |di1—di]
; 1

' a ) <Zn, ..k,ﬂi)) (Zn] .ka]j))
(*) (iglmf(b[@)log(znjfbly)und TN log LR

j=1
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unterscheiden sich auf L(ki, ..., k) um weniger ‘als — d log d fiir hinreichend
kleines d, denn f{z) = zlogxz (0 = x = 1) ist im Punkte = 0 am steilsten und
korrespondierende Klammern unterscheiden sich hochstens um d. Durch Aufsum-
mieren erhélt man

0= —dlogdu()=—a-d-logd <
fiir hinreichend kleines d.

D= Z ) Zm (b|é)logmi f(b]4)
L(¥1...Fa) t=1
I >0

h(ky ... ka|4)

— > z i h | 7) log T
ke =1 gLl ... ko))
BTy .. ) >0
ist ebenfalls =< —d log d fir hinreichend kleines d. Wegen 4 < B + C 4 D ist
Hilfssatz 1 bewiesen.

Hilfssatz 1 1Bt sich noch etwas verschirfen.

Hilfssatz 1'. Zu jedem n > 0 lassen sich die dy, ..., d, aus Hilfssatz 1 so wihlen,
daf3

. b ble
A= [10]0) 2O )
& Zﬂjf(blf)
) |
_7Z1, Z h 10g - (kl---kal@)
jéim]h(kl”'kalj)

A
=

gleichmifig in F(-|), @ gilt (i =1, ... a).
Zum Beweis benttigen wir das

Lemma, Seien
01,01 >0, a2,0220, bi+ba=1, a1 tax=1.
Ferner gelte
[al—bll <&, I(a1+a2)— (b1+bg)l < &,
dann ist
= |a1log (a1 + ag) — bilog (by + ba)| < &+ 3|clogel.
Beweis. 0.B.d. A. sel (@1 + a2) < (b1 -+ be), dann ist wegen der Steigungs-
eigenschaften von f(z) = logx(z > 0)

lo aL+as+ ¢
g a1+ a2

&
a1+ as

&
a1+ ag

= Tog (1 + &

|log (a1 + a2) — log (b1 + b2)| =

|e1log (a1 + as) — bylog(by + bo)|
= |a1log (a1 + ag) — a1log(by 4 bg) + (a1 — b1)log (b1 + b2) |
= dlllOg a1 + ag) — log(bl -+ bz)‘ 4 ](al — bl)log(bl -}- bz)l
= a1+a 8+6|]0g bl—l—-bz)I
(%) = e ¢lloghy].
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Fall 1. Ist b1 < &, s0 ist @1 < 2¢ und deshalb
G < 2|eloge| + |eloge| = - 3| eloge].
Fall 2. Ist b; = &, dann ist
G=c+|eloge| < e+ 3|cloge|.

Der Beweis von Hilfssatz 1’ verlduft jetzt wie der Beweis von Hilfssatz 1. Man hat
lediglich statt (x)

(8) mf(bu)log(_azn,-h(kl,...,ka[j)>
und =
bkt eeerkal)) bl e, kalf)
Tl )T 8 T

gegeneinander abzuschétzen. Das wird aber durch das Lemma ermoglicht.

b) Zerlegung der Schar der Ft(-|-) (t =1,2,...) in endlich viele Klassen, so,
daf die Informationsfunktionen der Elemente einer Klasse in der Supremummnorm
(L) benachbart sind.

Sei

[0,8), [e&2¢),... [(L—1l)e, Le=1]

mit geeignetem ¢ und I = L(¢) gegeben. (Die Aquidistanz der Intervalle ist nicht
notwendig, aber man kann mit ihr das Gewiinschte erreichen.)
Man definiere
MG =[el—1,el) (I=1,...,L—-1)
ML)y=[L—1)e 1].

Die M (l) (I = 1, ..., L) bilden eine disjunkte Zerlegung des Einheitsintervalles.
Seien die d; wie oben gewdhlt. Die Zahlen ¢ = 1, 2, ... seien in folgender Weise in
disjunkte Klassen zerlegt: Zwei Zahlen ¢ und s gehoren derselben Klasse an, wenn
fir alle Indexkonstellationen (k1,...,k%q) (k;i=1,...,7), =1, ..., a) jeweils
gleich indizierte Elemente ht(ki, ..., k4|7), hS(k1, ..., ke|7) im gleichen Teil-
intervall M (I) iegen. Man erhalt auf diese Weise L(e)* ™ = R (e, r) = R Klassen
Io(o=1,..., R(g 1)), von denen einige leer sein konnen.

Sei

I'y=Iyn{l,...,n},

Zh={ht|tely}.
Fiir ein beliebiges ug = (21, ..., 27) € £, betrachten wir nun die AnzahlNe (7| uo)
der ¢ lautenden Komponenten von wg im Ausschnitt 17 ; sei ferner ny, = | I ].

Man definiere

2@ = 0% i 1wy, e=1,..., R)}

Mo

und 7t = 7@ fiir t € I'; als Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q¢ fiir ¢ € I'y. Mit
diesem speziellen durch Auszihlung erhaltenen #¢ bilden wir nun mt(-|-) und
betrachten

Vi() =logmi(-|7) (ieH!= {j|at>0})
V} ist mit Ausnahme der F¢(-|i)-Nullmenge {x't|m!(x"t|i) = 0} definiert.
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Seien V® € {Vi|t e I'?} beliebig gewihlte Repriisentanten; dann gilt der

Hilfssatz 2. Man wihle 7= 7@ fir t € I'y und bilde den Erwartungswert von
(3 3
> logmt(x't|at) beziiglich Fy(-|uo) =] [ Ft(-|t)
=1 =1

mit (- | 2t) ist definiert, da zt nach Definition von 7' und nl in Ht liegt.
i i
Dann gilt
n
E > logmt ('t | at) = ZnQZn(Q)E V“-’)—l—Zf €1, M),
=1

=1 <icH!
wober

|f(67 B n@)l é a(2ru810g8 —‘I— 7])%@
18t.
Beweis. Es ist
B V= [(logmt(-|d))mt(-|i)dst (i HY).
[e 13
Nach Hilfssatz 1’ ist 7@ E% Vi durch
Wk, ..., kq|d)

(o) ;
(2) e . Z kt(kl, oovy kg | i) log S oy Kl
..... jEH
bis auf % approximierbar fur jedes o, te I'y.
(3) Far k¢, hs(t, s € I'y) gilt aber
Bk ... b [@)
7@ Z ht(ky ... kq|d)lo g S @ Wk . L Fal})
k1., ks femt ol l
0 (Fky . alt)
— 7 z bs(ky ... kq|i)log S @ I (r . Ea])
F1yenes ka jemt
> (@ (bt by ... kg )loght(kl | i)
.. ka
— ks (ks .. kal 0)log b (ky .. ka4 ')}}
+ {(7(9) ks (ky ... kq| %)) log ( zn(g)hs o kalj
jeH?

— (@D bt (k1 ... kg|7)) log ( z @Rt (k1 ... ka| 7)}
jeH?t
< 2ra(e - 3| eloge|) =rg(e),
wenn wir g(g) = 2(e + 3|eloge|) setzen.
Die letzte Abschitzung erhilt man unter Benutzung des Lemmas.
Hintereinanderausfiihrung von (2) und (3) liefert
| R @BV — 2D B V| < rog(e) +2n(t, sel’y).

Daraus folgt

E Z log mé (2t | ) — Z ng > 7O BV

t=1 ¢=1 1ieHt

by

I

= > ng . nl® max (B, Vi— B VY

o=1 deH! t,8€lmy

noa(rtg(e) + 21).

LA
S

Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.
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> WELV; = I(n?| Ft(-]4)) ist Informationsfunktion fir die Komponente f.
ettt

3

Hilfssatz 2 besagt, dal EZlogmt (x| 2t) um weniger als na(reg(c) + 27) von
=

der Informationsfunktion beziiglich 7 im Zeitraum (1, n) abweicht.

KEMPERMAN [19] erhilt fiir die Varianz die Abschéitzung

> w07 (Vi) < max (log?3, log2a)
teH?

(vgl. Gleichung (4) in § 3).
Wegen Hilfssatz 2 ist

E Y logmt (z't|zt) < nC(n) + na(rig(e) +2%).
=1
Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung gilt nun

Fn{ilogmt(x"]xt) =nl(n)+na(rrg(e) + 27)
t

=1

4) 2

/12 max(og?3, loga) + a(rag o)+ 2n) | =257

wenn man als grobe Abschitzung fiir die Varianz von

R

2.1 (e, o) na(reg(e) + 21)

e=1
wihlt. Wir schreiben abkiirzend nC(n) - --- statt

C(n) + nafrag(e) + 21).
Sei
A" e Q, mit Fp(d'|ug)=1—4.
Sel B = {u’ ={'1,...,2")|0< H mt (x| xt) < e”c(")+"'} ,
=1

und sei _
B = {u' = (z'l,...,2'")

"
H mt (x’tl xt) < enC(n)+---}_

=1
B’ — B’ ist dann eine Fy(-|ug)-Nullmenge. Es gilt also
(3) Fy(B'|uo) = Fu(B'|uo).
Auf (4" n B’) gilt nach Definition von B’
1
xt) )

e~ nCm) +- '§<Hmt xz't

Fiir A’ gilt deshalb:

f,,l (dz'1y -+ yn (da'm) = /,,1 (da't) -+« po (da'm) .

4 A'NE

_ Fn(dxfl,...,gx’nluoz (.Z‘l, e, XT) _2_ Fn(A’ A B/luo) . e_{nc(n)+...>
IT mt ('t | 2t)
=1

A'NB’
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Dabei ist
Fu(A' N B'|ug) = Fun(A' 0 B'|up) (nach Gleichung (5))

= F(4'|uo) — Fo((B)°|uo) 2 1 —/1—(1_’1)

2
(nach Definition von A’, B’ und Gleichung (4))
112
="
Wir erhalten also
(6) /,,1 (1)« vy (da'?) = 1 ; A e—ImOm +-}
g
Sei nun (g, 4;°), ..., (ul, A33) ein Code (n, M, A), so daB

e(i|ug) =Ne(i|u)) {(i=1,...,a),(G=1,..., M)}
gilt.

Die 4 (j =1, ..., M) sind gerade so definiert worden, daB die gleichen Be-
rechnungen, wie sie jetzt fiir ug durchgefiihrt wurden, auch fir uf (j =1, ..., M)
gemacht werden kénnen.

Man erhélt mit den gleicken v1, v, ..., va:

pi(deh) vy (dam) 2 5o 0O 1),
Ay
Durch Aufsummieren ergibt sich:

’1 o= 0@+

1= z fvl (da'1) vy (da'?) =

Dann ist M < T exp{nC(n) + +--}.
Die Gesamtheit der 7@ mit der Eigenschaft n{® ist ganzzahliges Vielfaches
Von—l—, ist kleiner als (n 4 1)2. Die Gesamtheit der (n®,...,n®) ist also
= (n —[— 1)2£6), Daraus folgt

N < (n+1020 2 oxp {nC(n) + na(Rag(e) + 21)

()
+ V {max (log23, log2a) 4 a(reg(e )+277))}.

Theorem 2 (Starke Umkehrung des Codingtheorems). Fiir den nichtstationdren
halbstetigen Kanal mit unabhingigen Zeichen Fi(-|1) t=1,...,a; t=1,2,...)
gilt die Abschitzung: zu A(0 < A = 1) und 6 > 0 existiert ein no(4, 8), so daf
fiir n = ng

N(n, L) < gCm+9
gilt.
Beweis. Man wihle 5 < 1—5&— und dy ... d, so, daf} die Hilfsséitze mit diesem

7 gelten, dann ¢ so, daB areg () < -g— ist, schlieBlich ng so, dab a - RB(e)log(n + 1)
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2 é 2 9 .
+log 77 <gund VT——LA (max (log?3, log2a) + a (reg(e) + 27)) = g » ist

fir n = ng. Dann liefert (7) die Behauptung.

Kapitel I1. Translationsinvariante Codes fastperiodischer Kaniile

Die in Kapitel I dargestellte Theorie hat gegeniiber der Theorie stationirer
Kanile den Nachteil, daf die Giite eines Codes nicht invariant gegeniiber Zeit-
translationen ist. Die hiermit nahegelegte Invarianzforderung fithrt auf ein nicht-
stationdres Simultancodeproblem. Dieses Problem konnte ich bisher nicht in voller
Allgemeinheit 16sen (vgl. Kap. ITI, IV). In diesem Kapitel soll jedoch ein fiir die
Praxis wichtiger Spezialfall vollstéindig erledigt werden: der Kanal moge fast-
periodisch von der Zeit abhéingen. Damit wird gerade die Situation, in der man
sich befindet, wenn man Nachrichten, die von einem Satelliten nach festen Erd-
stationen gesendet werden, codiert, ohne die Phase des Satelliten zu kennen,
modellméfig erfafit.

§ 1. Allgemeines iiber Simultankandle

Seien ¢, Q't (t =1,2,...) Exemplare einer endlichen Menge {1,2, ..., a}
mit ¢ = 2 Elementen, die wir als Eingangs- bzw. Ausgangsalphabete fiir diskrete
Kanile benutzen werden. Wir betrachten hier nur den Fall, wo beide Alphabete
gleich sind. Der allgemeine Fall geht genauso bzw. 16t sich auf diesen Spezialfall
zuriickfithren.

Sei I = {s, ...} eine beliebige nichtleere (Index-)Menge und jedem s & I eine
Folge (w(|*]8))=1,2,.. von Matrizen zugeordnet, die die Kigenschaft hat, daB
ihre Elemente (- | -| ) stochastisch von £ auf ' sind fiir £ € N. Somit ist jedem
s € I ein diskreter Kanal zugeordnet. Wenn wir Probleme, die das Simultanver-
halten aller dieser Kanile betreffen, behandeln, bezeichnen wir diese durch s I
indizierte Familie von Kanilen auch als einen Simultankanal (diskret mit unab-
héingigen Zeichen). Gemeinsame Eigenschaften der einzelnen beteiligten Kanile
werden auch dem Simultankanal beigelegt: Stationaritdt, Fastperiodizitit ete.

Durch die Festsetzung

Po(yn|wa|s) =Hwt(yt]xt[s)
=1
seN
Tp= (@, ..., 0" € Qy =] [ Q¢
t=1

Yn = (¥4 s y") 6!2;=tﬁl!2’t
ist eine Menge von Kanidlen S, = {Py(-|-|s)|s € I} im Zeitabschnitt <1, n)
definiert. Ein Code (n, N, 4) fir den Simultankanal 8, ist eine Serie
{(w1, 41), ..., (uy, Ay)} mit w; €Dy, 4;cQ, fir i=1,2,...,N,
A Ay =0 fir { 4 und mit
Pu(di|w|s) =2 Pu(vilw|s) =1 —1 fir i=1,2,...,,N, sel.

vi€di

2 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 10
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Die Theorie der stationdren Simultankandle ist durch [3], [19] weit entwickelt
worden. Wir bendtigen hier vor allem ein Ergebnis von BLACKWELL, BREIMANN,
THOMASIAN iiber stationdre Simultankanile mit endlicher Indexmenge 1. Es laft
sich ohne weiteres (nach dem Schema von Kap. I) auf nichtstationire Kanile mit
endlicher Indexmenge iibertragen und lautet dann

Satz 0 (Maximalcodesaiz fiir nichistationdre Simultankandle mit endlicher
Indexmenge).

Zu jedem reellen 6 > 0 und zu jedem n € N gibt es fir den Simultankanal
Sn = {Pn('l'lS)!SEI: {1,2, ...,K}}

einen Code (n, eC™=9" 2.}, wobei

1 PR
Cn) = -, max in (Zﬂ(nﬂw%] -|s)>
(..., ) sel \t=1
(in Analogie zum stationdiren Fall definiert) die Simultankapazitit tm Zestraum
A, n> und
(C(n)—6)2n
An=2K2%2-¢  16a

vst.

§ 2. Herleitung des Codingtheorems fiir einen fastperiodischen diskreten Kanal mit
unabhdngigen Zeichen bei zeittranslationsinvarianten Codes mit Hilfe des Maximal-
codesatzes fiir nichistationdre Simultankandle

Sei (@wt(*]*));=1,2,... eine fastperiodische Folge stochastischer a X a-Matrizen.
Wir definieren allgemein w? (i |j|s) = wt+s(i|j)firl < i, <a,ieN,se N U {0}.
Hierdurch erhalten wir einen nichtstationdren Simultankanal

8= {(@(]]5)i=12..|5€N}
(im Sinne von §1).

Fir stationdre Simultankanile mit beliebiger Indexmenge wurde der Beweis
des Codingtheorems in [18], [3], erbracht. Der Beweis in [3] stiitzt sich auf den
Maximalcodesatz fiir stationdre Simultankanile mit endlicher Indexmenge. Bei
der Ubertragung dieses Verfahrens auf unsere Situation zeigt sich, da8 der Beweis
nur unter einer Zusatzvoraussatzung an den Kanal funktioniert.

Um den Maximalcodesatz anwenden zu kénnen, mull man die unendlich vielen
Elemente enthaltende Klasse von Kanilen S, = {Py(-|*|s)|s € N} durch eine
Klasse SF mit endlich vielen Elementen approximieren. Dabei ist auf zweierlei
zu achten:

1. Die Simultankapazititen von S, und 8} diirfen nur wenig voneinander
abweichen.

2. Die Giite eines Codes fiir 8} darf sich beim Ubergang zu 8, nicht nennens-
wert verringern.

Nach voN NrUMAXN ist eine beschrinkte Funktion f(z) auf einer Gruppe G
fastperiodisch, wenn die Funktionenmenge {f(zy)|y €G} in der Topologie der
gleichméaBigen Konvergenz relativ kompakt ist.
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Die Definition 148t sich auch auf Halbgruppen tbertragen. Da w?(-|-) fast-
periodisch ist, existieren also zu jedem & > 0 endlich viele Matrizenfolgen

(?( ( U8*))i=1,2,... = (@ (| Nic1z,...
(s* =0,1, ..., L(g)) so, daB zu jeder Matrizenfolge (w®*5(-|+));_y,0 .. ein s* mit
et (1 [$%i=1,2,... — (@5 (] )= 12,...”00:1<SUP |t (i]]] %) —wtts(i]f)]| <e
=i, i=a
teN

gefunden werden kann.
Wir kénnen nun folgende Menge S;¥(¢) von endlich vielen Kanélen definieren:

S* —-{Pn | |3* |Pn(?/nlxn|
:Hwt(yt]xt[s*), s*=0,1,..., L(g)}.

i=1
Man schreibt ihr nach dem obigen Ansatz die Kapazitit
1 . L .
O’T(S)ZZ max inf <th(nt|wt('|-|s*))>.
(@, e, @) s*=0,1,...,L(g) \i=1

zu. Da die Informationsfunktion I (7| w) normstetig von w abhingt, gilt fiir alle
nelN |Cp — Cf(e)| < 5 mit n — 0, falls ¢ —> 0, d.h. Bedingung 1. ist erfiillt.
Bedingung 2. wird aus dem nachstehenden Lemma folgen.

Lemma. Sei b > 0 reell. Es gibt eine Nullfolge reeller Zahlen ay, > 0 mit folgender
Eigenschaft: Sind ne N, A c Q¥ xyc Ry, s, 8% € N derart, dafy Py(A|wn|s) > b

la)t(ilj[s*)—wt(i[j]s)lgz%(l <i,j<a;teN)

gilt, so ist
Pp(4|za]s*)
Pu(Alzds) J < @n-
Beweis. Wir unterscheiden die Fille:
a) min  w?(j|i|s) = n2.
1=4,j=a
=1,2,..., n
Aus
[Tlete 120 —a27") _ Paignlzal ) < Plettlet o) a2
=1 wt(yt | xt]s) Pr(ynlan]s) i=1 wt(ytlat]s)
folgt B B
a.2*1/n)” Prlyn |2n| 5%) ( a'Z_V'”)"
— < < z
(1 n2 = Pu(yn|zals) = 1+ n—2
fir
Lo VE
n = ng = inf \k *']C_T< 1,keN

a-nz)} < Poulyn|2n| s%)

n2
exp {nlog (1 — NS Polynlenls) = < exp {nlocr (1 + Vn >}

2%
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Nun ist
a-n? 2 (— 1 a-n2\?-1
nlog(l:]: W} 2]/n =Z ( 21/;) (n = no)
C’ (r = ng, C Konstante > 0)
2V"
. Pn(ynlxnls*) _
I Palnlzal s

Es gibt deshalb eine Nullfolge (@4),~1,9,.., 80 daBl

Pu(yn|2a] *)
Pn(yn‘xnls)

——1|<an (nenN).
Wegen
| Pu(yn |2n| 5*) — Po(yn | @a| )| < @n Pn(Yn|®a|s)
ist
| Pa(4 |2a] %) — Pu(4 |2a] 5)|

§Z|Pn(ynlxn| §*) — Py(yn |n]| )| < an Pu(4 |2a| s)
YneA

und deshalb
P (4 |2n|s*)
l Pudfeals) " f <
wie behauptet.
b) min wf(jli]s) <n2
1=4,i<a
1=T1.2...,n
Die Menge

M={G7)]1=ij<al=t=<n (s <n?}
hat hochstens a?n Elemente.
M, ={(G70]6j,)eM uwnd (i,j,1)= (7,0}
hat hochstens a - n Elemente. Jedem Element (i, §, £} € M, ordnen wir eine Menge
B(i,5,0) = {yn = (..., y™) |y = j}
zu. Dann gilt nach Definition von B3, §, t):

Pn(B= J BGi) |wn|s*> <an-n?="
(7,60 Mrn "
und
Pn(B:— U BG.j 1) |l s*) <an(m?+a-2 ) <22t nzan.
(i, 1o Mz

Das heifit aber, da} die Elemente aus B an A4 einen agymptotisch verschwindenden
Anteil haben. Deshalb konnen wir schreiben

Pp(d|zy] s*) P,(A — Blay| s*) + by

Pn (A[2n[8)  Pn(A— Blzn]s) +on ’

wobei (bn)n-1,2,...; (n)a-1,2,... Nullfolgen sind. Da Py(4 |,]|s) > b voraus-
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gesetzt wurde, gibt es ein n1, derart, da3
P4 —len|8)>-l2)— fir n=mn
gilt. Nach Fall a) ist

Pu(A — B|za| %)
Po(d = Blaa|5)

lim

7—>00

=1

und somit auch
Pp(d|xn]s*) .

lim B (d [n] ) =1,

f—> 00
Damit ist das Lemma bewiesen und deshalb Bedingung 2. erfillt.
Damit sind die Beweismittel bereitgestellt fiir den folgenden

Satz 1 (Codingtheorem ). Sei S ein fasiperiodischer Simultankanal, der der folgen-
den Bedingung gendigt :
(1) =zu jedem >0 gibt es ein no(n), so daf fir n =ng(n) L(a . 2_W>< enn
erfillt ist.
(Hinreichend dafir ist etwa L(a . 2_W) ~ % (0 <<a<1)). Dann gibt es zu
M0 <A< 1), 8> 0 ein n(l, o), sodaf fiir n =mn(l, 8) N(n, 1) > CW=9n gt

Beweis. Man wende den Maximalcodesatz auf S (a . 271/77) an. Aus der Forde-
rung: A = A, fur hinreichend groBle n, ergibt sich

L(a-2_ﬁ) =K gexp{%n—l—]og%}

(n hinreichend groB). Die Ungleichung ist wegen Bedingung (1) erfiillt. Beriick-
sichtigt man 1., 2. so erhilt man die Aussage des Satzes.

Die Klasse der (1) erfillenden nichtperiodischen fastperiodischen Kanéle ist
nicht leer, wie das folgende Beispiel zeigt.

Wir konstruieren zunichst eine nichtperiodische fastperiodische Funktion
f(n), n e N, die Bedingung (1) erfullt. Fir ¢ € N definieren wir

1 ne{ik|keN}

Pi(n) = {O sonst.

Falls k(i) = 0 fir ¢ € N, k(i) + 0 fiir unendlich viele ¢ und Zh(i) < 00, 80 ist
i=1

2 h(3) pi(n) fastperiodisch und nicht periodisch.
=1

Bedingung (1) ist erfiillt, falls L (a_V;) < " (n € N). Dafiir ist hinreichend

L(e) £ + (0 < & < 1). Man wihlo
. 1
R
und zu ¢ > 0 ¢p minimal mit der Eigenschaft:

1

T+ D = °

R(i)

Wegen

i 1 1
i=do+1 (7‘ -+ 1)i+1 = (7/0 -+ 1)i°+1
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gilt
§ ; 11 71 Pi(n)
t=%0+1 (/h + )

1
2 )

< E.

hat eine Periodenldnge <i,!

|35

{g I pi(n + 5)[ZGN}

L M°

H—l pz n + ] le N}
liegt e-dicht in

Deshalb ist L(e) <4 !§7}f)°§%.

Seien nun fq, ..., fz—1 nicht negative fastperiodische Funktionen, die Be-
a—1
dingung (1) erfiillen. Durch Normierung kann man > f; < 1 errecichen.
i=1
@
fa=1— 2 f; erfiillt ebenfalls die Bedingung (1).
i=1
Seien nun (fi5, fos, - .., fo;j) in gleicher Weise konstruiert (j = 1, ..., ). Dann

ist w?(i|f):=fy(t) 6,j=1,...,a t=1,2... ein fastperiodischer nichtperio-
discher Kanal, der Bedingung (1) erfiillt.

§ 3. Hin Beweis des Codingtheorems mit Hilfe einer Verallgemeinerung
des 7-Sequenzen-Verfahrens von Wolfowitz

In § 2 wurde das Codingtheorem fiir fastperiodische Simultankanile bewiesen,
die Bedingung (1) geniigen. Es stellt sich jetzt das Problem, diese Bedingung zu
eliminieren. Zu diesem Zweck vergegenwirtigen wir uns einmal obigen Beweisgang.
Wirklich benutzt von 8, wurde die folgende Eigenschaft:

(0) zu 81, 5 und zu der Schar Sy, (n = 1, 2, ...) gibt es eine Schar S} (n=1,2,...)
und ein ng, so daf fiir n = ng folgendes gilt:

1) 8¥ habe eine Méchtigkeit kleiner als e”
2)zu Pu(-]-|s)e8p gibt es ein P,(-|-|s¥) €Sy, so daB |P,(4]|uls)
— Pu(A|u|s*)| < 61ist fir alleue 2y, 4 cQ,.

Eigenschaft (0) wurde durch das Lemma und Bedingung (1) sichergestellt.
Wenn (0) erfillt ist, 148t sich fir eine beliebige Menge nichtstationdrer Kanéle
Satz 0 anwenden und damit das Codingtheorem beweisen (Satz 2 in Kap. I1I, § 1).

Wegen der Fastperiodizitit von (w?(-]+))¢=1,2,... gibt es zu & > 0 ein L(e)
und zu jedem I =1, 2, ..., L(e) eine Menge ;8,(¢) c 85, derart, dall

Sn=1{Pn(:|"|8)|seN}= |J Sale)
1=1,2,...L(e)
und fiir 2 Elemente

Pn(l !51) Py | |32
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aus  WSp(e) (1=1,2,...,L(e)) |wt( j|s1) — wt( j]s)] <& (1=i,j=a;
t=1,2,...,n) gilt. Durch die Festsetzung

[(@4 | Nemt, . ym = sup  |ot(i, )]
T

wird eine Norm im Abschnitt (1, n) definiert. Jedem Py (-|-|s) entspricht eine
Folge (wt*5(-|))t=1, 2, ..., n. Der Menge von Kanélen ;S, (&) entspricht eine Menge
von Folgen, die als Teilmenge einer e-|| ||»-Umgebung einer Folge aufgefal’t
werden kann. Es besteht die Hoffnung, die maximale Lange N (n, 1) von A-Simul-
tancodes fiir ;S, (&) nach unten abschéitzen zu kénnen.

Die Norm || || ist ein Begriff im Produktraum. Als Verfahren zum Beweis
eines Codingtheorems, welches sich stark an die Produktraumsituation anpafBt,
bietet sich das m-Sequenzen-Verfahren von Worrowrrz an ([19]). Es soll hier so
verallgemeinert werden, dalBl es unser Simultancodeproblem 16st.

Seien wie bisher Q¢ = Q't = {1,2,...,a}, t = 1,2, ... endliche Alphabete,

n n
dann ist | [ Q¢ = Q4 die Menge aller gesendeten und | [ 2% = @, die Menge
=1 t=1
aller empfangenen Nachrichten im Zeitraum {1, »).

Sei
S(e) = {(w (3, ) + ebi=1,2,...| | €] =& 0t(i,5) + &; stochastisch},

S(e) ist Teilmenge einer e-Normgebung von (w!(4, §))i=1,2,...- Fir x, €8y,
yn €82, seS sei die Ubergangswahrscheinlichkeit (Kanal) im Zeitraum <1, )
definiert als

Palyn= (L ...y")|2n = (21 ...2")| s) :Hwt(yt [xtls).
=1

Die Elemente aus S(g) denke man sich durch eine Menge I (¢) = {s, ...} indiziert.
S {¢) induziert in {1, n) die Kanalmenge

Sale) ={Pu(-|*|s)|s(e)}.
Ein Code (n, N, 2) fir den Simultankanal S, (¢) ist eine Serie {(u1, A1), ... (un, An)}
mit u; €2y, A;c, firi =1,2,...,N, 4; N 4; = @ fiir ¢ + j und mit
Pu(di|ug|s)>1—J fir ¢=1,2,...,N,sel(e).

Worrowirz hat im Falle eines stationdren Kanals (d.h. o (z, 7) = w (¢, 7) fur alle
t=1,2,...; ¢ = 0) ein kombinatorisches Auszéhlverfahren entwickelt und mit
dessen Hilfe das Codingtheorem und dessen starke Umkehrung bewiesen. Dieses
Verfahren wird hier unseren Anforderungen entsprechend verallgemeinert.

Definitionen.

(a) N(i]ag) = [{t|1 =t = n,«t = i}|, d.h. Anzahl der Komponenten von z,
mit Wert <.

(b) N(G,j|n,yn) = [{|1 =t = n, 2t =1, y* =j}].
(c) SeiZm = (Z7, ..., Z%) eine disjunkte Zerlegung von {1, ») in die Mengen Z,
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(e =1,..., R) und sei ny = | Z}].
Ne(i,j|an, yu) = |{t|t €2y, at =14, yt = j}].
Ne(i|an) = |{t|t ey, @ = i},

(d) Ist 7@ = (7, ..., 7)) (¢ = 1, ..., B) Wahrscheinlichkeitsverteilung, so
ist fiir jedes t e (1, 2, ..., n) durch nf = 7@ falls ¢ € Z% eine WV auf £¢ gegeben.

" ;
Sei 7ty = | [ #?. Bei gegebenem 7y, Z%, 61 > 0 sei
=1
Qn(7tn, Z7, 61) = {wn |20 € Qu, | No(i]@n) — nom?|
Shi)anea®(l—a@) firi=1,...,a;0=1,...,R}.

(Die Elemente aus £y (7, Z*, 61} sind Verallgemeinerungen der n-Sequenzen von
WoLFOWITZ.)
(e) Mit Hilfe von

e (] 7) =tsg]g;(w"(i]7') +e Al
@?(i|f) = inf (w?(¢]§) — &) V O

1eZo™
(we(-|*), we(-]) sind natiirlich nicht mehr stochastisch)

definieren wir

Q;a((wt('|'))t=1,2,...;e;Zﬂ;xn;52)
= {yn|yn € 2y, N(i|x4) 02 (2] ) — 02[Ne (i [2n) 00 (3] 1)]112
<Ne(i’j|xn,?/n)<Ng(ilxn) 59(”7')
+ 52[N@(i|xn)259(1;,7')]112 fir alle 4,j=1,...,a; 0=1,..., R}.

Sei Z» folgende spezielle Zerlegung: man teile das Intervall [0, 1] in die Teil-

intervalle [0, &'), [¢',2¢"), ..., [[1/e'], &', 1].

Sind s,te(1, 2, ..., n), so heiBlen ¢ und s ¢'-dquivalent,

(2) falls ws(i]j), wt(i|7) in gleichen Teilintervallen liegen fiir gleiche (i, ). Diese
Aquivalenzrelation definiert eine Zerlegung von {1, in héchstens R = (1/¢')**
Klassen. Wir benotigen noch folgende Definition :

20 7y, Py (|| 5) sel m, (4 ]8) = > qon(@n). Pu(d |20]8) (AcQ;) WV auf

Q,. Tn€Qn

Damit sind die Hilfsmittel zur Formulierung folgender Hilfssétze bereit-
gestellt:

R
Hilfssatz 0. 7z, (2 (700, Z7, 81)) = (1 — 6—12> .
1
Beweis. Nach der Tschebyscheffschen Ungleichung gilt
tn ({2n | N (0| 2n) — momi(0) > 61 ane 7@ (1 — 7{)})

1 o
g—dé—% fiir ’b=1,...,a/;9=1,---,R-

700 ({2 | N (i | 2n) — 1o 7l > 61 Y ane @ (1 — #l®) fiir irgendein i}) <

d
. . 1
tn ({an | Ne (i | 2n) — o 7@ < 61 Yanen® (1 — al®) fiir i =1,...,a}) =1 — v
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Aus der Unabhingigkeit der ZV N1(i|@y), ..., N®(i|2y) folgt die Behauptung.
Hilfssatz 1. Py (2, (0! (-] ))e=1,2, -5 &5 Z7; 2y 82) |2n|s)

a? \R
g(l _—62_) (se ().
2
Beweis. Ist

Dy (0t (| e=1,2,...5 & Z2; 2u; O2)
= {Yn|Yn € 2y, NO(i|2n) 0 (3]]) — 82[NO(i|wn) 0 (¢ ]7)]H2
< Ne(i,§|2n, yn) < NO(i]@n) 00 (1] §) 4 S2[NC(i| zu)w 2 (3, )IL/2
firalle ¢,j=1,...,a} (¢=1,...,R),

50 ist
(3) Pr(2, (-] Ne=1,2,...; 8 Z2; 2n; 02) | #n | 8)
= Pu({ynl|| | VoG, jlan, yu) — O ob(ili]9)]
teZmo(xn, 1)

< 8o [Ne(i| @) 0 (3] )12 fiir alle 4,5 = 1, ..., a} |wa]s),

wenn man mit Z} (x,, i) die Menge {¢|f € Z}, x; = ¢} bezeichnet.
Nun ist aber nach der Tschebyscheffschen Ungleichung

Pu({yn| NG, f@n, yn) — 2 @t(j]i]9)]
teZro(Tn, 1)
> 02[Ne (i |zn) @8 (i |))]L2 fir irgendein (i, 1)}|wn|s) < ‘;;i

Wegen (3) und der Unabhéangigkeit der Ne (i, j| x4, y,) gilt Hilfssatz 1.
Hilfssatz 2. Ist
yne  \J Q@G N)e=, 5.5 85 255 2 8)

Tn€ 2n(7n, Z™, 61)
s0 gibt es ewn ng (e, &'), derart, daf fiir n = ng (e, &') gilt:
Ty (Yn|s) < exp{— H(m,) + K(e, &,01,02)n (sel(e))
mit K (e, &, 01, 62) — O fiir &, & — 0. Dabei ist m,, die durch m,, Py (- ] -) induzierte
Ausgangswahrscheinlichkeit und H die Entropiefunkiion.

Beweszs.
R a
Talyn|8) <] [ T]@@dlem  (sel(e)
e=1 j=1
mit

a
m; @ =2 n® me(i]).
i=1

Aus den Definitionen (d), (e) folgt
Ne(i,j|an, yn) Z NO(i|an) w0 (i[j) — So[Ne(i|2n) we (i] )]/
= [np7{® — 81 anen® (1 — @] we (i|5)
— O2[Ve (4| wn) wO (i )]V/2.
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Wegen |o2(i[f) — @2(|)| =2 + ¢ gil
Ne(i,j|@n, yn) = nel® we (i]7)
—[(2e+ 8)71@7!(9)—1-0)9 (i]7) 01 Yo no 7@ (1 — =(®)
+ 02 [NVe (4] xn) we (3 | )1V/2.

Ng(jl?/n) :ZN&’(i,jlxn,yn) anQngg)c&’(i!j)
i=1 i=1
—[(2e + &) npn® + we(i|]) 61 Jan, a@ (1 — ={®)
+ 82[Ne(i|zn we (i]9)]2/2].

Da 0 < n; @ <1 gilt die Abschitzung

7, (Yn ) < exp{ i i”e 7; @log ;@ 4 K'(e, &, 81, 02) n}
mit K(e, &', 0 ?3;)9:10 fir ¢¢&—>0 (sel(e).

Aus |n} — @] < e+ ¢ fiir teZ] folgt

70 (Yn|8) <exp{—H(m,) —n(e+ &)log(e + &)+ K' (e, ¢, 01, 02)n}  (sel(e)).

Mit K (e, &', 01, d3) = K — (¢ + ¢&')log(e + ¢') folgt die Behauptung.
Wir benétigen noch das folgende

Lemma, Seien we(i|j), 0 =1, ..., R Mairizen mit der Bigenschaft
1 0. . ..
mgwe(zly)gl fir i,ij=1,...,a; po=1,...,R.

Ist xy € 2(my, Z%, 81), so gilt fiir die Mdichtigkeit
M (0| Nomr,.. 1 2% wa) der Menge (o> (-] Nomr,..
= {Yn|yn € 2y, Ne(i|zn) 02 (i]§) — Vn—g < Ne(t,j|xn, yn)
< Ne(i|an) e (i|j) + ne firalle i,j=1,...,a; 0=1,..., R}
die Abschitzung :

R Zn: xn)

M ((@2(-|Ne=1,..., R Z" %n)
R a
<exp{ z zngﬂ@H {we (- l i) -+ (51053/2-% + alog V_ﬁ;) l/ng}
=1 i{=1
Beweis, ‘
R a
H nw‘g(jli)Ng(i’jlz"’y")
e=1 4,j= —
=TT TTeey e @il + dufangwe(j]i) +Yne}
o=1 ¢,j=1

> non® we (j| i) log we (| i) + 01 Janewe (j|4)
)

—
gexp{ % Z” n(e)H we (- i)) (61a3/2 _|-a10g]/—) ]r}

o=1 j=
Durch Reziprokenbildung erhilt man die gewiinschte Abschitzung.
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Hilfssatz 3. Ist x, € 2 (5y, Z7, 61), so tst die Mdchtigkeit
Ma((@h)i=,2,...; €5 Z%; s O2) = | 2 (08 1=1,2,...; & Z7; Tp; O9) |

7 a
<exp!> >atH(wt(-]i)+ (e &)n+d(e, 81) |/n-log|/n + {0z, n)
=1 i=1
mit
cle, &Y—>0 fir e & —0
f(02, »)—0 fir n—>oo.
Beweis. Ist

Yn €82, () s=1,2,...; & Z0 xy; B2), xn €82 (mwn, 2", 81),

so liegt Ne(4, j|xq, ¥u) in dem Intervall
[NVe(i|wn) e (j]§) — D2 (Ne(i]xn) w0 (3| 1)V2,
Ne(i{aq) w0 (j|0) + 0 (No(i|wa) @(i | )V (,j=1,...,a; 9= 1,..., R).

Nun zerlegen wir dieses Intervall in disjunkte Intervalle der Lénge m. Da die
Lénge des Intervalles kleiner als ny(26 + &) 4 299 ]/% ist, erhdlt man héchstens
V@@e + &) + 2489 Teilintervalle (4,7 =1,...,a; 0 =1, ..., R).

Wir erhalten eine Klasseneinteilung in Q;L((wt)t =1,2,...;;Z"; 2y; d2),
indem wir jeweils alle 3, zusammenfassen zu einer Klasse, fur die Ne(i, §|&n, yn)
in gleichen Teilintervallen liegt fur alle 4,7 =1,...,a;0=1,..., B.

Es gibt hochstens 1_[ (m 2¢ + &)+ 262) Klassen. Eine Klasse wird
g=1
charakterisiert durch ein Tupel

(t(,7,0) 4j=1,...,a;0=1,...,R.

1=<t(6,5,0) = ]/n—g(Ze 4 &) + 2682, £(7, J, o) ist ganzzahlig. Fir die Elemente
einer solchen Klasse gilt:

}(Né(i‘xn)cg_@(jli) — Sa[Ne (i Xyp) e (7] 4)]M2)
+t(3,7,0) Vo — NG, j|@n, yn)| = ]/ng (@Fi=1...,a;0=1,..., R).

Wir definieren nun

4)

(Ne(i]an) we (§]3) — 02 [N" t]2n) 02 ( (G212 + ¢ (5,5, 0 Vn”fallsN

(#] xn) 'Z‘n) >0

we (j|i)=
:V%esonst; ist
e ~ 1
o(ili) = (@2 G]0) v 7) AL,
80 ist

1 ..
7:<w*97| )1 (,j=1,...,a; o=1,...,R).

Alle y,,, die (4) erfiillen, erfiillen auch
(5) (N@(ilxn)&@(jli)—l/%ézvg(-,. yn)éNe(ilx")&}g(jli)_l_V;;
(¢j=1...,a;0=1,...,R)

und deshalb auch
Ne(i]wa) 0¥ (5| i) — |ng < Ne (i, j|@n, yn) = N(i|wa) 0¥ (] d) + |/ne.
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Das ist fir Ne(i|2,) > 0 nach Definition von (j|7) unmittelbar klar. Fiir
Ne(i|xy) = 0 folgt es aus der Tatsache, da8

Ne(i,j|@n, ya) =0 ist fir Yn €2, ()11, 2,...; &; Z%; @p; Oa) .
Mit Hilfe des Lemmas folgt
R
My ((0f)t=1,2,...; € 4"; @y; O2) éﬂ(]/‘ 2¢ 4 &) - 2 69)%

exp. ;,1 Zan %) + R(61a3/2% 4+ alog ]/n ]/n +¢(e, &)Yn + f(B2,n)n
tou cle,e)—0, falls &6 —0
f(02,n)—0, falls n-—>oo,
wie behauptet.
Mit den Hilfssitzen 1, 2, 3 sind die Beweismittel zum Beweis des Coding-
theorems bereitgestellt.

Sei nun (n, N, 4) ein Simultancode fiir Sy, der den folgenden Bedingungen
geniigh:
(I wg, ¢ =1,2,... N sind Elemente aus 2 (my,, Z%, 61).

() 4;= (UA1> N 2y (0 =1,2,...5 Z"; ug; Ja).

J=1
(III) Der Code sei maximal in dem Sinne, daB es unméglich ist, ein Element
{(um+1, An+1) hmzuzufugen so daf (uni1, Av+1) (1), (2) exfillt fir =N 41
und {(u1, 41), ..., (un+1, Ant1)} Simultancode (n, N 4 1, 2) fir S, ist.

Nach Hilfssatz 1 existiert stets ein Code der Linge 1. Wihle §2 so groB, daB

in Hilfssatz 1
a2\ R A
o4
ist. Dann ist

N
P, ({Q;z((wt)t=l,2,---;zn§ n; d2) N J 4 } |u[S) 5
im1

fir alle w e {u1, ..., un}. Fir u¢ {ug, ..., un}, u € Qp(wn, Z", 1) gibt es ein s,
so daB

N
Py ({9;((w‘)t=1, 2,...5 4" u, ) ﬂ_UA,-}Iul s) > »;—

ist, da sich sonst ein Widerspruch zu (ITI) ergeben wiirde.
Definieren wir nun P} (4|u) = maxPy(4|u|s) (4 € By, u € Q,), so kénnen
wir schreiben: sel()
N
pPE ({Q;((wt)t=1,z,---;Z”; u; G2) N UAi} lu> > % (we Qy(7n. 2, 61)) .
i=1

Ist ferner
Ay (A): =D ma(u) PE(A|u) (AdeB,),

UERy
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so folgt mit Hilfssatz 0
N
014 > A1 L\E
n<L=J1 z>> k)

a

R
T (Yn]8) = 75 (yn) = H m; @01 < exp{— H (m,) + K (e, &, 61, 62) n}

Unter Benutzung von

(Hilfssatz 2) folgt weiter

R ,
> %(1 — %) exp{— H(m)) + K(e, &, 81, 03)n
Andererseits lefert Hilfssatz 3
N n @
U4 §Nexp{z > whH (wb(-|1))
=1 i=1

i=1
+c(e &) n+d(e,01) [ nlog |/n + f (02, n) n

Aus diesen beiden Ungleichungen folgt nach einer Supremumsbildung iiber alle
moglichen s, der

Satz 2 (Codingtheorem fiir e-Normgebungen eines nicht-stotiondren Kanals).
Die maximale Linge N (n, 1) eines A-Codes fiir den Simultankanal

e) = {(@*(i]9) + ei)e-1,2,...| ||t = e,
@' (1]§) + &; stochastisch} erfillt die Abschitzung: zu A>0, 0 <A =1, § >03ne:
N(n,A) >exp{(C(n) — d)n —g(e)n} fir n=ny.
Dabei ist limg(e) =0,

e—>0

Bemerkung. Es gilt der
Hilfssatz 3'. (w!(:]*))s=1,2,... erfille die Bedingung (Q): Fir jedes Paar (i, )
gilt entweder w?(i|f) =g > 0 fiir alle t, oder wt(i|7) = O fiir alle t.
Ist Zn € Q2 (my, Z", 01),
Yn € QN (08)s-1,2,...5 & Z"; Tn; B2),

s<—g—,
80 st
n @
Pn(yn]xnls)gexp{ z Z g)n + d{ s)f}
mat
c(ey—=>0 fir >0 (sel(e)).
Beweis.

wnlzal9) =[] TT@eGl¥ @il (se(e).

e=1 %, j=1
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Aus den Definitionen (d), (e) folgt:
Pn(ynlxnls) =

ﬁ - (e (j]4) {nom® e (j|4) + 262 |/61 Yamo we (j|0) + 81 Yane we (7 |4)}
e=14,j=1
R /]
zeXp{z ann§@>o_a@(j[i)logwe(j[i)

e=14,j=1

+ (282 1/81 JJang + 61 Yane) we (j| i) log we (j| ) ;.

An dieser Stelle ergibt sich eine Schwierigkeit durch den Ausdruck
e(j|i)log we (j 7)),

der im allgemeinen nach unten unbeschrinkt ist. Sie wird durch Bedingung (G)
behoben; es folgt die Behauptung.

Fir Kanile, die Bedingung (Q) erfilllen, liefern die Hilfsséitze 1, 2,3’ ein
Codingtheorem fir S(g). LiBt sich Bedingung (G) abschwiéchen ?

Da gerade diejenigen y,, die von z, mit kleiner Ubergangswahrscheinlichkeit
erreicht werden, Schwierigkeiten machen, kénnte man erwarten, daB man zum
Ziele kommt, wenn man auf diese y, bei der Codierung ganz verzichtet. Das wire
damit gleichbedeutend, daB man Bedingung (G) durch folgende Abénderung
erzwingt:

w't(i|f) = wt(i]j) falls wt@]|j) =g
=0 falls w?(i|f) <g.

Fiir den bindren symmetrischen Kanal
(1]])=w2|2)=q, «(1|2)=o0@2[l)=7p)
bedeutet das, falls etwa p << g ist
o' (1ll)=0'2]2)=4q.
o' (1]2)=0'(2|1)=0.
Die maximale Linge eines A-Codes N'(n, 1) erfilllt: lim N'(n, 1) = 0, wihrend
n—> 00
N(n, ) > exp{n(l + plogp + qlogq) — K (4)]/n}
und
lim (1 + plogp + qlogg) =1
q¢—0

ist. Auf Hilfssatz 3’ kénnen wir also beim Beweis von Satz 2 nicht verzichten.

Erinnern wir uns an unser Ausgangsproblem: das Codingtheorem fiir den
phasenunabhingigen fastperiodischen Kanal. Es ist uns mit Satz 1 gelungen, das
Codingtheorem fiir ;S,(¢) (I = 1, ..., L(g)) zu beweisen. Ein Code, der gleichzeitig
Code ist fir alle ;S,(c) (I = 1,..., L(g)), ist ein Code fir S, und umgekehrt.
Davon werden wir im folgenden Gebrauch machen.

Seien 7t WV auf ¢ (t = 1,2, ...) fir die C* angenommen wird. Die Menge
{mt|t = 1,2, ..., n} wollen wir geeignet zerlegen. Zunéchst definiere man nach dem
Muster (2) eine &’-dquivalente Zerlegung ;Z7 in {1, fir ;S,(e) {=1,...,L(e)).
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Dann teile man das Intervall [0, 1] in die Teilintervalle
1
0.6, [ 26, || 7] ¢ 1],

7t und 78 heiBen &’-dquivalent, falls 7t und 7! in gleichen Teilintervallen liegen
fiir alle ¢ = 1, ..., a. Diese Aquivalenzrelation definiert eine Zerlegung von <1, n)>

in hochstens (—,7) disjunkte Teilmengen. Schliefilich bilde man die gemeinsame

Verfeinerung dieser Zerlegung mit den Zerlegungen ;Z#(I =1, ..., L(¢)). Man
erhilt so hochstens R = (%)a R(e')L(g) disjunkte Teilmengen in {1, n)> und
damit in natiirlicher Weise eine Zerlegung der Menge {#t|t=1,2,..., %} in

1
hochstens R = (7 “ R (Y“® disjunkte Teilmengen, die wir uns durch

% =1, ..., R durchnumeriert denken. Einen Reprisentanten der wx-ten Teil-
menge bezeichnen wir mit 7%, die Zerlegung mit Z%. Sei nun (n, N, 2) ein Simultan-
code fiir Sy, der den folgenden Bedingungen gentigt:

(I} w;, ¢ =1,..., N sind Elemente aus 2, (n*, Z7, §1).

i—1 ¢

:<UA?> U Q@] |s9))i=1,2,...5 & 4"; us; 0).
j=1 §*=1,...,L(c)

(III) Der Code sei maximal in dem Sinn, daB es unméglich ist, ein Element

(un+1, A1) hinzuzufiigen, so daB (uy+1, Ax+1) (1), (2) exfillt fiir ¢ =N 41
und {(u1, A1), ... (un+1, Ay+1)} Simultancode (n, N + 1, A) fir Sy, ist.

Ist w € O, (%, Zy, 61), so gibt es wegen (III) ein s* mit der Eigenschaft:
N

Pn( U Q@] |9)i=12,...; & Z7;u; 02) O (UA¢> [u!s"‘> >%.
s¥=1 g=1

Die Wahl von s* hiingt von u ab. Da es weniger als L(e) verschiedene s* gibt,
existiert nach Hilfssatz 0 ein Index s und eine Menge By C 2y, (7%, Z?, 61), 50, daB

1\& 1
in(By) = (1 _52_) s
und so, daB fiir jedes u e B,
N
Py (9;@((w’('|'IS?)‘))t=1,z,...; &3 2"%; u; Os) ﬂ(UAi) % 80) > —;”_.
i1
Daher gilt:
”n< U Q@ (]|, ;6;Z”;u;62>

( ) ueQn(n*,Zn, 01) v
6 ) J 1\ 1
A(Gagi)= 4 (- 5) o
Aus (6) und Hilfssatz 2 folgt:

N
(7) (UAZ> U (@] | si=1,2,...; 8 Z7; u; b2)
i=1 UERn

(7%, Zn, 01)

enthilt mindestens

2. ]. R 1 ’ ’
- (T> L P (%) + Ko 01, 02))
Elemente.
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Wir leiten nun eine obere Schranke fiir die Anzahl der Elemente in
40 U O, (@t ]| )e=1,2,...;6:Z%;u;82)  (E=1,...,N)

UEn (¥, Zn, 01)
her.

Hier entsteht eine Schwierigkeit, die im Beweis von Satz 1 nicht vorhanden ist.
Ein Element aus 4, Welches in 0, (@t (-|-|8%)e=1,2,...; €; Z7; u; 62) enthalten
ist, kann auch in £, ((w? aE Iso =1,2,...; £;Z"; u; §2) enthalten sein fir ein
u € Qp (7%, Z", 61). Ein Index s* fiir den dleses passieren kann, heifile mit s
assoziiert. Die Menge der mit s¥ assoziierten bezeichnen wir mit A (sf). Wir
charakterisieren nun Indices s*, die mit s§ assoziiert sind.

Dazu benétigen wir noch die Definitionen:

w*(i]]|s*) =tSIZ1§(w‘(il?'lS*) +eAl,

@
m#(j)s) =2 wfwx(i]f]s*).
i=1
Ist nun u € Qy, (7, Z*, 61)
ve Qi (0t (]| $*)e=1,2,...: Z7; u; Sa),
80 ist

nx-n"(?'ls*)+2621/6_1]/577;;'wi/7t'”(7'|8*)+51a']/m4|/ﬂ’”(7'[8*)
= N%(j|v) = na (% (j| %) — (¢ + &) — 262 /01 Yamns. - aYax(i|s¥)
— 10~ ]/an,,]/n ils*) G=1,...0;%=1,...,R;s*=1,...,L(s))
und deshalb
|7/ (j] ) — '*(j| %) ]
252]/511/5 a4+ draya ja—
= Vi (‘/7'5

falls s* mit s§ assoziiert ist.
Daraus folgt die Abschéitzung:

“(js8) + VA= (G]sH) + (e + &),

K(“; ﬁ’ 62)

T

®)  |H@x¢|s) —Hax(|s)] < —afe+ &)log(e + &)
fiir eine geeignete nur von a, 41, 62 abhingige Funktion K (x=1,..., R;s*cA(s}))
(vgl. Worrowrrz [19]).

Sei s¥, dasjenige Element aus A4 (s§), fiir welches

R a
Zn,,zn"ﬂ (0 (-]i|s) = max > my > af H(w*(|s).

s€4(s0¥%) =1 =1
Nach Hilfssatz 3 und nach Definition von 4; (¢ = 1, ..., N) folgt, daB
Ain( U Q] |81, 2. ;a;Z”;u;éz))

UERn(n¥, Zn, 1)

weniger als

L(s)exp{Zn%Zn”ﬂ 3] s50)) + cle, &) n + d (e, 61) anogf+f(62, }

=1 ¢=1
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Elemente enthilt.
N
U0 (U200 |- | s8)i=1,2,...5 € Z7; u; 82)))
i=1

enthilt weniger als das N-fache.
Mit (7) folgt daher

R a
N > % (1 — %;)RT(IS)_z exp {H (7;;( ‘ sBk)) —-ngln”izlﬂ;f (Hw* (- l'bls(’)k()))
+ (K (e, &, 81, §z) —c(g, &'))n — d(e, 01) V% log V%ﬁ — f(d2,m) n}

und weiter mit (8)

A 1\ 1 2
2> 3 (1= 5,)" g | Sne 1)

() - Raninz-‘H@%(-liisgz)) + K (e, ¢, 01, 02)n —cle, &)
=1 {=1
—d(e,81) |nlog |/n — (82, m)n + RK(a,d1,d2) |/
—a(e+ &) log(e + e’)n}.

Nach Definition von Cp, ), 0w*(-|-) und z'* folgt:
R R Q
(10) nCyp <D nyH(w'*(|s%) — > x> wf H(@ (4] s5)) +n K (e, &', "),
n=l x=l =1

wobei K(e, &',¢"y—>0fire, &, ¢ —0.
Aus (10) und (11) folgt der

Satz 3 (Codingtheorem fiir den fastperiodischen Simuliankanal).

Fiir die maximale Linge N (n, 1) eines A-Codes des fastperiodischen Simultan-
kanals Sy gilt:
zu A > 0, 6 > 0 gibt es ein ng(2, 8), so daf fiir n =ng  N(n, A) > eCr=97 jgt,
(Aus der Definition von C,, folgt, dall ', monoton wachsend ist. Da andererseits
Cp < loga ist, gilt imCp = C, d.h. unsere Kapazititsfunktion kann durch eine

TL—> 00

Konstante C ersetzt werden.)

§ 4. Die starke Umkehrung des Codingtheorems fiir den fastperiodischen
Simultankanal

Satz 4 (Starke Umkehrung des Codingtheorems ).

Fir die maximale Linge N (n, 1) eines A-Codes des fastperiodischen Simultan-
kanals S, gili:
s A >0,0 =1 <1, 5> 0gibtes ein ng(4, 6), so daf fiir n = no(2, 0)
N(n, ) < olCrt 7 o,

Beweis. Wir benodtigen die folgende — zur von Neumannschen Definition
dquivalente — Definition fiir fastperiodisch. Die reellwertige Funktion f(n) heilt
fastperiodisch auf der Halbgruppe N, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein System von

3 Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., Bd. 10
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endlich vielen Teilmengen Ny, ..., N, von N gibt, fiir welches gilt:

(®) y=Un,
g=1
(b) [Fom -+ na) — fm + n2)| < e,

falls 1, no aus einem beliebigen N; und m beliebig in N gewahlt sind.
Auf Grund dieser Definition gibt es eine Zerlegung des Abschnittes <1, 2, ..., n)>
in disjunkte Mengen Z; (o =1, ..., R(¢e)) derart, daB fiir #;,fs aus einem Zj

@i Fe(-|) — @F5(-]") | < e ist fiir alle ¢ > 0 und fiir alle s € N U {0}.

Wir betrachten die Menge von Eingangswahrscheinlichkeiten V = { (L, .., nRE)

m; ist ganzzahliges Vielfaches Von—Lfﬁr 1=1,...,a;0=1,..., R(e)}.
g y e (e)

Jedem (71, ..., #%®) € V entspricht eine Menge von Codeworten
fuli=1,... 8 nful M) ng 1,05 0=1, s R}

Wir denken uns diese Codeworte als woz, ..., %o gegeben und betrachten den
Teilcode {(uo1, Ao1), ..., (wosrAom)}. Sei nun s € N so gewihlt, daB

Ha(wy(|) = > S allH (@ (]i]s) < Ca+ L
t=1 1=1

ist. Den Ungleichungen der Hilfssdtze 1, 2, 3 kann man Ungleichungen, die jeweils
in entgegengesetzter Richtung verlaufen, an die Seite stellen.

Mit ihnen kann man — analog zum stationdren Fall (vgl. WorLrowrrz [19]
Kap. 4, §4) — folgende Abschatzung herleiten:

M <exp {nCn + K(e)n + W} .
Deshalb gilt
N(n,2) < (n+1)*E@exp {nCp + K (e)n + |/n}

mit K (&) =0 fiur 0.
Hieraus folgt die Behauptung des Satzes. Auf eine ausfiihrlichere Darstellung
wurde verzichtet, da der Satz ein Spezialfall von Satz 1 aus Kap. ITI, § 2 ist.

Kapitel III. Nichtstationéire Simultankanile
§ 1. Das Codingtheorem,

In Kapitel I fihrte das Studium fastperiodischer Kanile zu einer Idee, die sich
fir beliebige nichtstationire Kanile als brauchbar erweist. Im folgenden wird
untersucht, wie weit sich die Ergebnisse aus Kapitel I1 verallgemeinern lassen.
BLACKWELL — BREIMANN — THOMASTAN haben im Falle einer Klasse stationérer
Kanile Codingtheorem und schwache Umkehrung (Kap.I, §1, Aussage (3))
bewiesen ([3]). WorrowITz bewies die starke Umkehrung ([18]). In der nicht-
stationdren Situation kann man sich folgendes allgemeine Problem stellen:

Sei 8 = {(w*(*|*|$))s=1,2,...|5 € I} eine Menge nichtstationsrer Kanile mit
unabhéngigen Zeichen. Unter welchen Voraussetzungen gilt das Codingtheorem,
bzw. die schwache Umkehrung des Codingtheorems, bzw. die starke Umkehrung
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des Codingtheorems ? Beim Beweis des Codingtheorems in Kap. IT wurde von der
Fastperiodizitdt nicht voll Gebrauch gemacht. Bedient man sich der Definition
fir fastperiodisch aus Kap. II, §4, so sicht man, dall fiir den fastperiodischen
Kanal (wf(- [ Ni=1, 2,... die Translationsinvarianz einer g-dquivalenten Zerlegung
ungenutzt blieb. Zu allgemeineren Resultaten werden wir iiber die von Neu-
mannsche Definition der Fastperiodizitit (Kap. II, §2) gefiihrt.

Wir haben benutzt, daB {(w?*s(-|-))i=1,2,...|]s = 0, 1, 2, ...} relativ kompakst
ist in der gleichméaBigen Norm. Diese Higenschaft 140t sich zu einer Kompalktheit
im Ausschnitt {1, #)> mit Wachstumseigenschaft abschwichen.

Mit Sy = {Pu(-|-|5)|s€ I} seider durch S im Ausschnitt {1,7) induzierte Simul-
tankanal bezeichnet. Jedem P, (|- |s) entspricht eine Folge (w!(-|*|s)s=1, 2..,n-
Fir die weitere metrische Behandlung der Menge {(w!(-|-|$))s=1,2,...|s€ I}
legen wir den Supremumsabstand

[t [9)e=1.2,on — (@[ [8))e=t,2,.nlln = sup | (i]f]s) — t(i]]]s)
Aot
zugrunde.

Dadurch ist auch Sy, in natiirlicher Weise metrisiert. K (n, ) gebe die minimale
Anzahl von g-Umgebungen an, die 8, iberdecken. Ersetzt man in Kap. II, §3
beim Beweis des Codingtheorems L (g) durch K (n, €), so erhalt man die Abschéitzung
(9) aus Kap. IT, §3. Falls

n= () meyes oy

ist, folgt daraus das Codingtheorem.
Es gilt deshalb der

Satz 1 (Codingtheorem fiir nichtstationdre Simultankandle ).
Ist 8 = {(wt(-]|]8))e=1,2,...|5 € I} ein nichislationdrer Simultankanal, der

(W) K(n, &) =0(log |/n)erfiillt, so gibt es zu 4(0 < 1 < 1), 6 > 0 ein no(4, 0),
derart, daf fiir n = ny(2, 6)

N(%, ;v) >~ o Cr—0)n

qgilt.
Definiert man in Sy = {P,(-|-|s)|s € I} eine Metrik durch die Festsetzung

| Pp(:]-]8) — Pu(-]-]s)| = Asuq}? | Pu(A(xn]s) — Pu(d|xa]|s")]
xne..Q:

und K'(n, &) als Anzahl einer minimalen ¢-Uberdeckung, so folgt aus dem Maximal-
codesatz (Kap. I, §2) der

Satz 2. Ist 8 = {(w!(-]"]8))t=1,2,...|s € I} ein nichisiationdrer Simuliankanal,
der

(W) K'(n, &) < ¥ erfiillt, so gibt es zu 1(0 < A< 1), 6 >0 ein ng(4, 0),
derart, daf fiir n = ng(4, 6)
N (n, 2) > eCa—oin
gilt.

3*
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Beispiele fiir Kanile, die (W') erfiillen, sind:
a) endlich viele nichtstationire Kanile;
b) beliebig viele stationdre Kandle;

¢) eine Menge nichtstationirer Kanile, fiir die S, aus hochstens ¢ (0 <« < 1)
Kanilen besteht.

§ 2. Die starke Umbkehrung des Codingtheorems

Der Beweis der starken Umkehrung fiir den fastperiodischen Simultankanal
macht von der Translationsinvarianz der e-dquivalenten Zerlegung Gebrauch, er
ist nicht direkt auf die allgemeine Situation iibertragbar. Folgende Uberlegung
macht hier die Gilltigkeit einer starken Umkehrung plausibel. § bestehe aus den
stationdren Folgen

(|1,
o(|+2), H2
(-]+[3)

und aus gewissen nichtstationéren Folgen

T={(f(-|"]|8)e=1,2,...|5€ I}
mit der Eigenschaft

o] s e{o(|-])]i=1,2,..}.
In diesem Falle gilt

On:% max inf I(nnIPn(‘l'is))
(l) 7, seJUN
=max inf I(z|w(-||s))
7w SEN
denn

max inf I(7wg| Pu(-]"|5))
..., a" seIUN
= max inf > I(#t|wf(]|]s))
.., ar se]UN (=1

= pmaxinf I (| w(|-|s)).
n  seN

Da durch Hinzunahme der Kanile aus 7' zu den stationdren Kandlen die
Giite von Codes nur schlechter werden kann, N (n, 1) also kleiner wird, liefert hier
der Wolfowitzsche Beweis der starken Umkehrung fiir stationdre Simultankanale
die obere Abschitzung:

(2) zu A0 <A <1), § >0 gibt es ein ny(4, 9), so dab fir n = (4, 9)
Nn, ) < (CntB)n
gilt.

Falls § die Voraussetzungen von Satz 1 oder Satz 2 aus § 1 erfiillt, gilt also die
starke Umkehrung. Gleichung (1) zeigt, daB bei der Berechnung der Kapazitdt
Cp gewisse Kanile iiberhaupt keinen Beitrag leisten, C,, ist also vermutlich eher
zu grof} als zu klein auch fiir belicbige nichtstationdre S. (2) miilite also allgemein
gelten. Dasg ist in der Tat der Fall.
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In {1] findet man einen Beweis einer starken Umkehrung fiir einen nichtstatio-
niren Kanal — unter Bedingungen an die Alphabete, die allgemeiner sind als wir
sie hier benétigen —, der ohne Stationarisierungsverfahren arbeitet. Die Unter-
suchungen beziehen sich auf ,,alphabetfreie Kanale und sind in einer entsprechen-
den Terminologie abgefaBt. Wir iibertragen das, was davon fiir uns brauchbar ist,
auf unsere Situation.

Wir erinnern an die Definition eines halbstetigen nichtstationiren Kanals und
an die Definition eines Codes in Kap. I, § 1. Sei nun

{(wg = (},....,20), 4))|i=1,..., N}

ein Code (n, N, A) maximaler Linge — d.h. N = N (n, ) — fiir den halbstetigen
nichtstationdren Kanal.
Man definiere:

1 & 1 &
() :=qra, ...,zq" = (W zFl('lle> Xoreees X (T zF"(lx?)
i=1 i=1
Ist 0 << b << 1, so gilt die Abschéitzung
log (AN (n, 2)) = <— Z / dFn(-|ug) log 4 dq( !)ul)
(-] wa)
®3) + = z [ /dF (- | ) <Iog )

_/an (-] ug) Tog 22" qum))]m.

Der zweite Term der rechten Seite wird durch 7(1—1_—1)7 K /n nach oben

abgeschétzt, der erste Term ist gleich
n dF t n
0 S5 e <30)

Es gilt deshalb der

Satz 1 (starke Umbkehrung des Codingtheorems).
Ist 0 <A<, 0<b<1; dann ist

N(n, 1) <exp {nCn—;— A(I—K]/n log;tb}.

Die Grundidee des Beweises besteht darin, statt der beim Fanoschen Lemma
[12] benutzten Quellenwahrscheinlichkeit: 1/¥V Masse auf jedem Codewort, der
bei einer starken Umkehrung erforderlichen Produktraumstruktur entsprechend
folgende Quelle zu definieren:

f __ [{ilxt=f9i6(1:2:---N)}[
T = v R

i=1...,a.

(gt (-) errechnet sich zu gi(r) = in?Ft(- |-

j=1
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Mit 7y = (71, ..., 7®) gilt
él( /dFt \x>1og dt'”' = I(zn| F*(-]))
und deshalb die fir die Simultantheorie Wiehtige Abschétzung
N(n, 2)  exp{T(a| F2(|) + 57— K V' — log 28
Im Simultanfall gilt ndmlich

N(n,l)gexp{l(nnlﬁ’n(-[~|s))—|—7(1%5)—K]/ﬁ———loglb} (sel),
folglich auch
N, Z)<exp{1nf1 (n| P |+ 3)) -+ g =g K Y — 1ogzb}

sel
=< exp {nOn -+ —Aﬁ—l_—z)*K]/Z — log lb}.
Damit haben wir den

Satz 1’ (starke Umkehrung des Codingtheorems fiir einen wichistationdren
Simultankanal }.

a) Fiir die maximale Linge N (n, ) eines 1-Codes eines beliebigen nichtstationdren
Simultankanals Sy, gilt die Abschétzung :
zu A >0, 6 > 0 gibt es ein ng(4, 6), so dap fir n = no(4, 0)

Nn, ) = e(Cn—8)n
15t

b) Gilt fiir Sy, ein Codingtheorem mit Kapazititsfunktion Oy (etwa falls Sy (W)
oder (W') erfiillt), so liefert a) die starke Umkehrung des Codingtheorems.

Der Vorteil des obigen Beweises gegentiber dem Wolfowitzschen Beweis im
stationéren Simultanfall [18] besteht darin, daB nicht erst Léngen von Teilcodes,
sondern direkt die Linge des Gesamtcodes abgeschéatzt wird.

Die Ergebnisse von Kap. ITI sind echt allgemeiner als die in Kap. I, wie
folgendes Beispiel zeigt.

Kanal 1: w1, ws, w1, wg, w1, ...

Kanal 2: w1, w1, w2, w1, w1, w3, ...

Kanal v: w1, wi,... @1, W2, WL, --..
Ne—— et
v-mal

Die Kanalmenge ist nicht relativ kompakt in der L=-Norm, sie geniigt aber
der Wachstumsbedingung (W') mit K’ (%, &) = n.
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Wir haben jetzt unter den Wachstumsbedingungen (W), (W’) die Resultate
aus Kap. Il auf beliebige Klassen nichtstationdrer Kanéle verallgemeinert. Dabei
haben wir unsere urspriingliche Problemstellung (Kap. I, Einleitung): fiir einen
nichtstationdren Kanal einen 1-Code translationsinvariant zu definieren und die
maximale Linge solcher 1-Codes asymptotisch abzuschéitzen, auller acht gelassen.
Es wire nun denkbar, dafl man in dieser speziellen Situation

(8 = {(wt*5(-|)t=1,2,...]8=0,1,2,...}

(wir sprechen kurz vom Phasenproblem) auf Bedingung (W) verzichten kann. Un-
sere Hoffnungen begribt das folgende Beispiel. Seien wi, we verschiedene stoch-
astische Matrizen. Sei S die Gesamtheit aller Matrizenfolgen, die aus w1, wg gebil-
det werden kénnen [,,Arbitrarily varying channels* nach Kiergr-Worrowrrz [13]].

Andererseits denke man sich einen Kanal gegeben, der folgendem Bildungs-
gesetz gentigt: Man schreibe hintereinander (in irgendeiner Reihenfolge) alle
Matrizenfolgen der Linge 1, dann der Lénge 2 usw. Das Phasenproblem fiir diesen
Kanal ist dquivalent mit dem Simultancodeproblem fiir S. Da aber § (W) nicht
erfiillt, ist (W) auch beim Phasenproblem nicht erfiillt (gilt auch fir W'). Es ist
aber auch nicht jedes Simultancodeproblem als Phasenproblem deutbar.

Beispicele. 2 stationdre Kanile
w1, W1 ...
w2, W2 ...
(oder auch ein nichtstationdrer Kanal) lassen sich nicht als Gesamtheit aller
Kanile auffassen, die aus einem Kanal durch Translation entstehen.

Kapitel IV. Reichweite des Mitteilungsverfahrens, Versagen der iiblichen
Kaparzititsfunktion, Beispiele
Der Beweis fiir den Maximalcodesatz Kap. I1, § 2 beruht auf einem Mitteilungs-
verfahren. Dieses Verfahren ist ziemlich grob. Die Bedingung (W’) ist so gewahlt,
daf das Verfahren gerade noch funktioniert. Zu allgemeineren Resultaten kann
man nur {iber ein neues Verfahren gelangen. Dem Mitteilungsverfahren angepalit
ist die Definition der Kapazitdtsfunktion

C’n:% max inf I(my|Pys).
sty sesS

Die heuristische Betrachtung in Kap. ITI, § 2 veranschaulicht, wie grob C, den
Kanilen angepalt ist; bei der dortigen Wahl von S geben die Kanéle aus 7 keinen
Beitrag zur Kapazitidtsfunktion. Ist die Bedingung (W) oder (W') erfiillt, so haben
S und 8 — T asymptotisch die gleichen Codeldngen.

Besteht § aus der Menge aller Folgen, die aus w1, wg gebildet werden kénnen
[arb. var. Channels], so ist (W) nicht erfiillt, unser Mitteilungsverfahren versagt,
aber auch die Definition der Kapazitatsfunktion.

1
1) Cn=-- max inf I(wa|Pals)
7l,..., " sel
liefert nichts, das man fiir Codingtheorem und Umkehrung gebrauchen koénnte,

wie das folgende Beispiel zeigt.

10 {01
@1=1p 1)’ @2=11 0}
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Tm stationéren Simultanfall ist N (n, 1) = % = oxp {nlog2 — log2} und deshalb
C = log2.

Fiir § gilt aber N (n, 1) = 1 und damit auch Codingtheorem und starke Um-
kehrung mit Kapazitit 0 + C. Die Brauchbarkeit der Formel (1) scheint also
wesentlich an die Bedingung (W) gebunden zu sein. Andererseits ist (W) nicht
notwendig fiir die Brauchbarkeit der Cy-Definition (1) als Simultankapazitit,
wie folgendes triviale Beispiel zeigt:

_(10 (10
Wi=11 ¢)r ®27 o 1)

Sowobl im stationdren Fall, als auch fir S gilt N(n, 1) =1, 0, = 0. Die
Formel (1) ist also brauchbar, obwohl 8 Bedingung (W) nicht erfiillt. Mit Be-
dingung (W) allein ist also keine vollstdndige Charakterisierung der Leistungs-
fahigkeit obiger Kapazitdtsformel zu erwarten.

Bemerkenswert an unseren Beispielen ist, dal} es sich hier um Matrizen mit
Elementen 0,1 handelt. Die Schwierigkeiten liegen also bereits in der nicht-
stochastischen Theorie. (Zum Beispiel ist fur

1 00 0 01
wi=]01 0], we=|0 1 0
0 01 1 00

im stationdren Fall N (2, 1) = 5, im Falle § N (2, A) = 4. Unsere Untersuchungen
beriihren sich hier mit der Theorie der Gruppencodes.)

Es sei noch vermerkt, daB fiir den Fall, wo § aus allen Folgen besteht, die aus ¢
Matrizen w;...w; gebildet werden konnen, man zwar nicht Codingtheorem
und Umkehrung, aber doch noch brauchbare Abschitzungen mit Hilfe der Mit-
teilungsmethode erhilt, falls ¢ klein gegen a ist:

N(n, 1) < exp{Cn — nlogt — dn}.

C hat die GréBenordnung loga.

StrAssEN hatin [16]fiir eine spezielle Klasse von ,,arbitrarily varying channels*,
Codingtheorem und schwache Umkehrung bewiesen. Die dortige Kapazitétsformel
ermoglicht keinen Beweis einer starken Umkehrung. Die bisherigen Beweise fiir
starke Umkehrungen im Simultanfall benutzen die obige Definition (1) der
Kapazitit. Wo diese Definition anwendbar ist, gilt automatisch eine starke Um-
kehrung. Ob es nichtstationire Simultankanile ohne starke Umkehrung gibt, ist
noch unbekannt. Ein Beispiel fiir einen Kanal ohne starke Umkehrung gab JAcoss
in [10], [20]. Wir geben noch ein Beispiel fiir ,,arbitrarily varying channels an,
wo Codingtheorem und starke Umkehrung gelten.

a) Sei w; die Einheitsmatrix, wg eine Permutationsmatrix.

Wegen N(m, 1) = N7(1,4) = N#(1,0) geniigt es, eine Zeitkomponente fiir
A =0 zu betrachten.
Bezeichnet I; (4 = 1, ..., I) die Zyklenlingen von wsz, so ist

1]

I
N(1,0)= z [li], ([X] = grobte ganze Zahl < x)
i=1

I
C =1log>
=1
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b) Seien wz (k =1, ..., K) stochastische Matrizen, die nur 0, 1 Elemente

haben. wy, ist im allgemeinen nicht Permutationsmatrix.

80

K
Ist w(i]f) = > wr(]]),
k=1

ist N (1, 0) = Maximalzahl trigerfremder Zeilen von w,
== Maximalzahl trigerfremder Zeilen der stochastischen Matrix
= % .

Es ist also log N (1, 0) = ,,zero error capacity von w ([15]).

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17

Herrn Professor Jacoss gilt mein besonderer Dank fiir zahlreiche Anregungen.
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