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Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass fiir die Mobius-Funktion g und die Kronecker-Funktion § eines Posets (X, <)
mit endlichen Segmenten und minimalem Element gilt:

px G =C*p=0.

(2 Punkte)

Aufgabe 2
Beweisen Sie die bekannten Formeln fiir die M6bius-Funktionen der folgenden Posets mit end-
lichen Segmenten und minimalem Element.

(a) (N, <).
(b) (P(X), C), wobei X eine endliche Menge ist.

Hinweis. Beweis durch vollstidndige Induktion.

(243 Punkte)

Aufgabe 3

Sei A:={ay,...,a,} ein Alphabet mit m € N verschiedenen Buchstaben. Ein Wort der Lénge
n € N mit Buchstaben in A ist eine Abbildung ¢: {1,...,n} — A, also eine Folge der Linge n
mit Folgengliedern aus A. Wir sagen, dass zwei Worter ¢ und ¢ dasselbe Kreiswort darstellen,
falls ¢’ aus ¢ durch zyklische Umordnung hervorgeht, z.B. stellen

abedabdcadbece

und

becabedabdcad

dasselbe Kreiswort dar. Man nennt p > 0 eine Periode des Wortes ¢, falls ¢ nach p zyklischen
Umordnungen (bei einer zyklischen Umordnung wandert der letzte Buchstabe and die erste
Position) in sich selbst {ibergeht, z.B. sind p = 3,6,9,... die Perioden des Wortes

abcabcabe .

Die primitive Periode von ¢ ist die kleinste Periode p. Wir bezeichnen mit W,,(n) die Menge
der Worter der Lénge n mit Buchstaben aus A. Weiter bezeichnet M,,(p) die Anzahl der
Kreisworter der Léange n mit Buchstaben in A, deren primitive Periode p ist.



(a) Zeigen Sie, dass jedes Element von W,,(n) die Periode n hat. Zeigen Sie weiter, dass
die primitive Periode p eines Elements von W,,(n) stets Teiler von n ist. Wie siehen die
Worter aus W,,,(n) mit primitiver Periode p aus?

(b) Zeigen Sie, dass gilt
m" = ZpMm(p)'

pin

(c¢) Verwenden Sie Teil (b) und Mébiusinversion, um eine Formel fiir die Anzahl

Cn(n) = 3 M (p)
pln

aller Kreisworter der Lange n mit Buchstaben aus A zu bestimmen.

(d) Berechnen Sie C3(6).

Hinweis. Teil (b): Was ist die Anzahl aller Worter der Lénge n mit Buchstaben aus dem
Alphabet A?

(3424242 Punkte)

Zusatzaufgabe 4
Beweisen Sie die bekannte Formel fiir die Mobius-Funktionen des Posets (N, |).

Hinweis. Beweis durch vollstdndige Induktion. Verwenden Sie, dass die Mobius-Funktion p von
(N,|) in dem folgenden Sinne multiplikativ ist: Es gilt

p(d, dab) = u(d, da)u(d, db)

fir alle d, a,b € N mit ggT(a,b) =1 (a und b haben keinen gemeinsamen Primteiler).
(4 Punkte)

Zusatzaufgabe 5
Seien n € N und Ay, ..., A, endliche Mengen.

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes I C {1,...,n} die Identitét

A =>1Na\U4

i€l ICJ |jeJd JjgJ

gilt.
(b) Zeigen Sie, dass aus Teil (a) das bekannte Einschluss-Ausschluss-Prinzip

| — Z (—=1)l1=1 ﬂAj

@£JC{1,...,n} jeJ

folgt.



Hinweis. Teil (b): Mdbiusinversion.

(446 Punkte)
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