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Ubungen zur Vorlesung

Lineare Algebra II

Blatt 1
Aufgabe 1
Sei
1 —-18 9
A=|6 —-10 6] € M3(Q).
0 0 2

Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist und bestimmen Sie ein S € GL3(Q), sodass S~1AS = D
eine Diagonalmatrix ist. Wie sieht D explizit aus?

(4 Punkte)

Aufgabe 2
Es sei

01
A= (1 1) € Mz(Q).
(a) Bestimmen Sie ein S € GL2(RR), sodass S™tAS = D eine Diagonalmatrix ist.
(b) Bestimmen Sie eine explizite Formel fiir A", wobei n € N.

Hinweis. Teil (b): Zeigen Sie zunichst, dass gilt A" = SD"S1,
(241 Punkte)

Aufgabe 3
Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € End(V) idempotent, d.h. es gilt f% = f.
Zeigen Sie, dass gilt:

(a) f kann nur die Eigenwerte 0 oder 1 haben.

(b) f ist diagonalisierbar.

Hinweis. Teil (b): Beweisen Sie mit Hilfe der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen, dass
V immer die (direkte) Summe der zwei moglichen Eigenrdume ist, d.h.

V = Kern(f) @ Kern(f —idy).

Es ist dabei natiirlich méglich, dass ein Summand der Nullraum ist und f nur einen Eigenwert
hat (z.B. hat f = 0 nur den Eigenwert 0 bzw. hat f = idy nur den Eigenwert 1). Zeigen Sie
dazu, dass gilt Bild(f) C Kern(f — idy).

(1+2 Punkte)



Aufgabe 4
Sei n € N und sei
R[X]<n :={f € RIX] | Grad(f) < n}

der (n + 1)-dimensionale R-Vektorraum der Polynome tiber R vom Grad hochstens n mit
geordneter Basis (1, X, X2,..., X"). Sei weiter D: R[X]<, — R[X]<, die lineare Fortsetzung
der Zuordnungen 1 — 0 und

X' —ix!

fiir 1 < i <n. Wir betrachten den Endomorphismus
w:=D*+D+id
von R[X]<p.

(a) Bestimmen Sie die Koordinatenmatrix der linearen Abbildung ¢ beziiglich der geordne-
ten Basis (1, X, X2,..., X") von R[X]<y,.

(b) Zeigen Sie, dass ¢ ein Isomorphismus ist.
(c) Berechnen Sie das charakteristische Polynom x, von ¢.

(d) Entscheiden Sie, fiir welche n der Endomorphismus ¢ diagonalisierbar ist.

Hinweis. Wie iiblich ist D? = Do D und id: R[X]<, — R[X]<, ist die identische Abbildung.
Offenbar ist D die formale Derivation! Z.B. gilt D(X? + X + 1) = 2X + 1.
Teil (b): Ist ¢ surjektiv? Verwenden Sie Ihr Ergebnis aus Teil (a).

(241+1+2 Punkte)

Abgabe bis Donnerstag, 18.10.2018, 10.00 Uhr, in den Postfichern der Tutoren
im Kopierraum V3-128



