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Aufgabe 1

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorriume mit dim V = dim W und sei 8: VW —
K eine nicht-ausgeartete Bilinearform. Seien weiter s € End(V) und ¢t € End(WV). Beweisen
Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) Das Paar (s,t) lafit B invariant, d.h. es gilt 5(s(v),t(w)) = B(v,w) fiir alle v € V und
allew e W.

(ii) Es gilt *t o s = idy.
(iii) s und ¢ sind invertierbar und es gilt s=! = *¢ und t~! = s*.

(iv) Gehoren bei fester Basiswahl B von V bzw. C von W zu s bzw. ¢ die Koordinatenmatrizen
S bzw. T und zu S die Strukturmatrix M, so gilt

M =S'MT.
(4 Punkte)

Aufgabe 2

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei §: V x V — K eine symmetrische
Bilinearform auf V. Zeigen Sie, dass es einen Teilraum W von V gibt, sodass V =Vt @ W
und V4 L W gilt, d.h. B(x,y) = 0 fiir alle z € V+ und y € W. (Man sagt dann, dass V
die orthogonale Summe von V1 und W ist.) Zeigen Sie weiter, dass dann die Einschrinkung
Bw: W x W — K von 8 auf W nicht-ausgeartet ist.

(3 Punkte)

Aufgabe 3
(a) Konstruieren Sie eine Bilinearform auf R? mit +(R?) = ((1,0)) und (R?)* = ((0,1)*).

(b) Auf dem R-Vektorraum V = R™ der reellen Folgen, deren Folgenglieder fast alle gleich
0 sind, sei 8: V x V — R definiert durch

oo
Bla,y) =Y Tyni1,
n=0

wobei = (zp)nen und y = (yYn)nen. Zeigen Sie, dass (3 eine Bilinearform auf V' ist und
berechnen Sie die Dimensionen dim+V und dim V.

(242 Punkte)



Aufgabe 4
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei 3 eine Bilinearform auf V' mit Strukturmatrix
M beziiglich einer Basis B von V. Zeigen Sie, dass gilt:

(a) dim*V =n — Rang M = dim V.

(b) B ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn eine (und damit jede) Strukturmatrix von S
invertierbar ist.

(342 Punkte)

Abgabe bis Donnerstag, 13.12.2018, 10.00 Uhr, in den Postfichern der Tutoren
im Kopierraum V3-128



