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Aufgabe 35: (a) Zeigen Sie für Re(x) > 0

Γ(x) = 2

∫

∞

0
t2x−1e−t2dt.

(b) Sei

B(x, y) :=

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt.

Zeigen Sie für Re(x) > 0,Re(y) > 0

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Hinweis: Berechnen Sie Γ(x)Γ(y) durch Verwendung von Polarkoordinaten und sub-
stituieren Sie an geeigneter Stelle t = (sinϕ)2.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Substitution t = τ
τ+1

B(x, y) :=

∫

∞

0

τx−1

(τ + 1)x+y
dτ.

(d) Berechnen Sie

B(x, 1− x) :=

∫

∞

0

tx−1

(t+ 1)
dt.

Hinweis: Die Lösung lautet B(x, 1 − x) = π
sin(πx) . Lösen Sie das Integral mit Hilfe

des Residuensatzes. Betrachten Sie dazu die geschlitzte Ebene C \ R+. Wandern Sie
zuerst unterhalb des Schlitzes von ∞ nach 0 und dann oberhalb des Schlitzes zurück
und schließen Sie den Weg durch einen

”
Kreis im Unendlichen“.

(1+3+1+3 Punkte)

Aufgabe 36: Beweisen Sie

π2

(

sin(πz)
)2 =

∞
∑

n=−∞

1

(z + n)2
,

indem Sie zeigen, dass die Differenz der linken und rechten Seite eine ganze, periodische
Funktion ist, die beschränkt ist und für Im(z) → ±∞ gegen 0 strebt.

Hinweis: Weisen Sie die Analytizität an den Stellen z ∈ Z durch Berechnung der ersten
Terme der Laurent-Reihe von π2

(

sin(πz)
)

2 nach. (4 Punkte)

Aufgabe 37: Verwenden Sie das Resultat der vorherigen Aufgabe, um zu zeigen:

π cot(πz) = lim
n→∞

n
∑

k=−n

1

z + k
=

1

z
+

∞
∑

n=1

2z

z2 − n2

sin(πz) = πz

∞
∏

n=1

(

1−
z2

n2

)

(4 Punkte)

Abgabe bis zum 17.06.2013!


