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Aufgabe 20: Die Liouville-Funktion λ ist definiert durch

λ(n) =

{

1, n = 1

(−1)ℓ1+...+ℓr , falls n = pℓ11 · . . . · pℓrr .

(a) Zeigen Sie
∑

d|n

λ(d) =

{

1 falls n eine Quadratzahl

0 sonst.

(b) Bestimmen Sie die Abszisse der absoluten Konvergenz σa für Dλ(s) und zeigen Sie,

dass Dλ(s) =
ζ(2s)
ζ(s) für geeignete s gilt. Für welche s gilt diese Gleichung?

(2+3 Punkte)

Aufgabe 21: Beweisen Sie den folgenden Satz von Mertens: Es existiert eine Konstante A, sodass gilt:

∑

p≤x

1

p
= log(log x) +A+O

(

1

log x

)

.

Hinweis: Verwenden Sie die Formel von Abel mit a(p) = log p
p

für p prim und a(n) = 0

sonst, und f(t) = 1
log t . Beachten Sie weiters

∑

p≤x
log p
p

= log x+O(1). (4 Punkte)

Aufgabe 22: Sei f eine arithmetische Funktion. Es existiere ein M ∈ R und ein s0 = σ0 + it, sodass
∣

∣

∣

∑

n≤x f(n)n
−s0

∣

∣

∣
≤ M für alle x ≥ 1 gilt. Zeigen Sie, dass für alle 0 < a ≤ b und alle s

mit σ > σ0 gilt:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

a<n≤b

f(n)n−s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2M aσ0−σ

(

1 +
|s− s0|

σ − σ0

)

.

Hinweis: Verwenden Sie wieder einmal die Formel von Abel. (3 Punkte)

Aufgabe 23: (a) Beweisen Sie
∑

m,n≥1
(m,n)=1

1

m2n2
=

ζ2(2)

ζ(4)
.

(b) Drücken Sie die Summe
∑

m1,...,mn≥1
(m1,...,mn)=1

1

ms1
1 · · ·msn

n

durch ζ–Funktionen aus, unter der Voraussetzung, dass Re(sj) > 1 für alle 1 ≤ j ≤ n.
(2+2 Punkte)

Abgabe bis zum 21.05.2013!


