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Aufgabe 38: Sei £ = (0 1) und I = (_1 0) .

a) Berechnen Sie 12, I3 und I*.

b) Sei U ={aFE + bl | a,b € R}. Zeigen Sie: Sind A, B € U, so ist auch AB € U.
(c) Zeigen Sie, dass AB = BA fiir alle A, B € U.

(d) Sei A =aF + bl € U. Zeigen Sie, dass A invertierbar ist, falls a # 0 oder b # 0.

Hinweis: Uberpriifen Sie, dass A~! durch A™! = (aE — bl) gegeben ist.

(
(

a? + b2
(e) Woran erinnert Sie U?
(14+1+1+2+1 Punkte)

Aufgabe 39: Sei A die folgende n x n-Matrix.
1 falls i — 1 — j durch n teilbar

0 sonst

A= (aij)nxn’ Qj; = {

(a) Geben Sie A fiir n =4 an.

(b) Berechnen Sie A™ fiir m € N (fiir beliebige n € N).
Hinweis: Berechnen Sie zunichst A? und stellen Sie dann eine Vermutung fiir A™
auf (Beweisen Sie diese mit vollstédndiger Induktion!). Sie kénnen — miissen aber nicht
— das folgende Symbol verwenden:

s =

1 falls £ durch n teilbar
0 sonst.

n

Zeigen Sie dazu 5i_)k,5(n) 5™ 5™ und iiberlegen Sie sich, was ‘Sz@k
k=1

k—j — Y%—k%—j

und > 6526,2"_2 ist. (143 Punkte)
k=1

: 1 10
Aufgabe 40: Sei A = (0 0 1

es keine Matrix C' mit CA = E3 gibt.

). Geben Sie alle Matrizen B an, fiir die AB = F» gilt. Zeigen Sie, dass

(3 Punkte)

Aufgabe 41: Untersuchen Sie, ob die folgenden Funktionen f : R™ — R"™ linear sind. Wenn ja, geben
Sie eine Matrix A mit f(z) = Az an.

X1
. 3 2 _ x1+x3
(@) R =R, [ [m —<2x2_x1>

(3 Punkte)

(bitte wenden)



Aufgabe 42*:

Aufgabe 43*:

Aufgabe 44*:

Aufgabe 45™:

Aufgabe 46*:

Aufgabe 47*:
Aufgabe 48*:

Aufgabe 49*:

Aufgabe 50*:

Zeigen Sie die Giiltigkeit der Formel
n—1 n
1+%k§1 <k> -

fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2.

1 Punkt)
Ist /7 berechenbar?
Ist v/i berechenbar? (1 Punkt)
Berechnen Sie die Ableitung von log(ﬁ) und (sin(z))? - (cos(z))? (1 Punkt)
X 2\k
Berechnen Sie Jggo n—7i—ncis(1n) und Z ( (27;))'
(1 Punkt)
Eine reelle Funktion f: I — R (I C R sei Intervall) heifit konvex, wenn
flaz+ (1 —a)y) < af(x) + (1 —a)f(y) gilt, fir alle z,y € I und « € [0,1].
(a) Erldutern Sie die Bedeutung der Konvexitidt anhand einer Skizze.
(b) Zeigen Sie per Induktion (in n), dass auch f(aizy + ...+ apzy)
<aif(zr) + ...+ anf(z,) gilt, fir alle zy,...2, € [ und a; >0
n
mit Y a; =1
= (2 Punkte)
Seien f: U — V und g: U — V linear. Zeigen Sie, dass f + g linear ist. (1 Punkt)
Zeigen Sie A(B+ C) = AB + AC, wenn A, B, C' Matrizen
geeigneter Dimension sind. Was bedeutet “geeignete Dimension”? (1 Punkt)

Das Bild einer linearen Abbildung f: U — Vistalsimf:={y €V |Fz € U mit f(z) =y}
definiert. Zeigen Sie, dass imf ein Unterraum von V ist und dass dimimf < dim V.

(1 Punkt)
Bilden die folgenden Mengen eine Basis des C? iiber C? Begriindung!
0 0 i
(a) 0,121,110
1 0 0
1 1 0
(b) o],1 01,11
i -1 0
1 2 i i3
(C) 1 ) -3 5 ) 5 —1
1 i 2 —i5
(1 Punkt)

(bitte wenden)



Aufgabe 51*: Entscheiden Sie, ob die folgenden Mengen zusammen mit + und - einen Kérper bilden
(mit Begriindung):
i. (M,+,) mit M = {n+mi | n,m € Z}, wobei + und - die iiblichen Rechenope-
rationen in C sind.
ii. (GL(n),+,-), wobei + und - Matrizenaddition und Matrizenmultiplikation sind.
iii. (S,+,) mit S = {p+qi|p,q € Q}, wobei + mit - die iiblichen Rechenoperationen
in C sind. (2 Punkte)
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