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Ubungszettel 1

Aufgabe 5: (a) Zeigen Sie, dass ggT(ak, bk) = kggT(a,b) fir k € N gilt.
(b) Zeigen Sie, dass ab = ggT(a,b) kgV(a,b) fir a,b € N gilt.

Hinweis: Beachten Sie, dass sowohl ggTai(IZz,m als auch ab ein Vielfaches von kgV(a,b)

ist, d.h. es existiert ein ¢ € N so, dass ab = ckgV(a,b). Wodurch ist die rechte Seite

teilbar? (242 Punkte)

Aufgabe 6: Betrachten Sie den euklidischen Algorithmus r_1 = a, rg = b, 72 = qxrr_1 + 73 fiir zwei
ganze Zahlen a,b mit |b| < |a| wie in der Vorlesung in zwei verschiedenen Varianten.

(a) Betrachten Sie zuerst die Variante mit —@ <1 < % Zeigen Sie, dass der
euklidische Algorithmus nach spétestens [logy |b]] + 1 Schritten terminiert, d.h. es
existiert ein k < [log, |b|] + 1 so, dass ry = 0 gilt.

(b) Betrachten Sie im Folgenden die Variante mit 0 < 7, < 7,_1. Zeigen Sie, dass hier
nicht mehr als 2[log, [b|] + 1 Schritte notwendig sind.

Hinweis: Vergleichen Sie die einzelnen Schritte der beiden Varianten.

(c) Die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch f,4+1 = f, + fn—1, f1 = fo = 1. Geben Sie
den Euklidischen Algorithmus fiir a = f,,+1,b = fp, explizit an, d.h. geben Sie g und
r fir alle k£ an.

(d) Geben Sie das kleinste Paar (lexikographische Ordnung) zweier Zahlen an, fiir das
der euklidische Algorithmus nach 5 Schritten stoppt. (1+2+2+1 Punkte)

Aufgabe 7: (a) Sei I C Z ein Unterring von Z. Zeigen Sie, dass I von der Form aZ := {an | n € Z}
ist.
(b) Ein Ring, dessen Ideale alle Hauptideale sind, heifft Hauptidealring. Begriinden Sie,

warum 7Z ein Hauptidealring ist. Zur Erinnerung: Ein Hauptideal ist ein Ideal der
Form aR := {ab | b € R} fur ein festes a € R (241 Punkte)

Aufgabe 8: Zur Erinnerung: Ein Unterring I C R eines kommutativen Rings heifit Ideal, falls ab € I
fiir alle a € I,b € R. Die Summe zweier Ideale I und J ist definiert durch I+ J := {a+1b |
a € I,b € J}. Das Produkt I - J = IJ ist die Menge aller endlichen Summen der Form
Zz‘aibi mit a; € I,b; € J.

(a) Zeigen Sie, dass R := Z[iv/5] := {m 4 in\/5 | m,n € Z} mit der iiblichen Addition
und Multiplikation ein Ring mit 1 ist (¢ ist die imaginére Einheit).

(b) Berechnen Sie I = 2R + (1 4 iv/5)R, d.h., charakterisieren Sie die Elemente von I
auf eine geeignete, einfache Weise. Hinweis: Die Elemente von I sind von der Form
m + in\/5, wobei m + n eine einfache Bedingung erfiillt.

(c) Gilt I = R oder I = (3 +iV5)R?
(d) Sei J = 2R + (1 —iv/5)R. Berechnen Sie I - J. (2+2+2+2 Punkte)

Abgabe bis zum 24.10.2013!



