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Aufgabe 30: Betrachten Sie den euklidischen Algorithmus r_1 = a, 79 = b, re_o = qrprr_1 + 7 flir zwei
ganze Zahlen a,b mit 0 < |b| < |a| wie in der Vorlesung in zwei verschiedenen Varianten.

(a) Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von 611 und 252, zuerst mit der
Variante mit 0 < rp < rp_q.

(b) Bestimmen Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler von 611 und 252, nun mit der Variante
mit —@ <rg < @

(¢) Zur Erinnerung: die Fibonacci-Zahlen sind definiert durch fu,41 = f, + fa—1, f1 =
f2 = 1. Geben Sie den euklidischen Algorithmus fiir @ = fi,+1,b = fy, explizit an,
d.h. geben Sie g; und 7y fiir alle £ an.

(d) Betrachten Sie nun den euklidischen Algorithmus fiir zwei beliebige natiirliche Zahlen
a und b, zuerst die Variante mit —@ <rgp < @ Zeigen Sie, dass der euklidische
Algorithmus nach spétestens [logy [b|] + 1 Schritten terminiert, d.h. es existiert ein
k < [logy |b]] + 1 so, dass r, = 0 gilt.

Hinweis: Hier bedeutet [z]| die grofite ganze Zahl kleiner gleich x.
(e) Betrachten Sie im Folgenden die Variante mit 0 < 7, < ri_1. Zeigen Sie, dass hier

nicht mehr als 2[log, [b|] + 1 Schritte notwendig sind.
Hinweis: Vergleichen Sie die einzelnen Schritte der beiden Varianten.

(f) Geben Sie das kleinste Paar (lexikographische Ordnung) zweier Zahlen an, fiir das
der euklidische Algorithmus (in der Variante 0 < r < r,_1) nach 5 Schritten stoppt.
(14+1+2+1+2+1 Punkte)

Aufgabe 31: Betrachten Sie den euklidischen Algorithmus r_1 = a, ro = b, rx_o = qgprr_1 + 7 flir zwei
ganze Zahlen a,b mit 0 < [b| < |a|. Die Folgen my und ny, seien rekursiv durch

mEg = Mg—2 — qEMk—1 m—1=1,mg=0
Nk = Ng—2 — qkNk—1 n-1=0,n0=1
gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass ry = mga+ngb fiir —1 < k < £—1 gilt, wobei ¢ die kleinste Zahl ist,
fiir die ry = 0 gilt.

(b) Gilt die Gleichung auch noch fiir k = £7 (341 Punkte)

Aufgabe 32: Bestimmen Sie den gréfiten gemeinsamen Teiler der Polynome z* — 422 — 42 — 1 und
ot — 23 — 522 + 32 + 2 mit Hilfe des euklidischen Algorithmus. (4 Punkte)

Abgabe bis zum 8.12.2016!



