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The Navier-Stokes Equations —
a Neverending Challenge?

M. Wiegner, Aachen

Introduction

If one reflects on the development in the mathematical study of one of the

most famous partial differential equations, the Navier-Stokes equations, the first
name coming to ones mind is that of J. Leray. More than sixty years have passed
since the publication of his pioneering paper [L34], in which he layed the ground to
a wide and fruitful field of research to follow, and which is still not at its end. In
this paper he gave important answers to the problems of existence, uniqueness and
regularity of solutions to the (time dependent) Navier-Stokes equations, and posed
conjectures and questions, which are — partly — still today unsolved.
Nevertheless the challenge of these equations has stipulated and influenced the
treatment and improved and refined the methods of research of partial differen-
tial equations to an extent which can hardly be overestimated. Especially the last
twenty years have brought a bulk of achievements, survey articles, books and an
increasing number of research papers. Mathematicians working in this field are
aware of the monographs of O.A. Ladyzhenskaya [La 69], R. Temam [T 77], W.
von Wahl [vW 86], P.L. Lions [Li 96], and the recent two volumes of P. Galdi
[Ga 98] on the stationary Navier-Stokes equations. As a starting point let us
mention the paper of W. von Wahl [vW 78] in volume 80 of the Jahresberichte
der DMV, and its anniversary was one of the reasons to take up the subject
again.

So if one tries to survey the developments of the last twenty years on a lim-
ited number of pages, it is evident that one cannot follow all the twigs of this tree,
that one will possibly overlook someones contributions, which might turn out to be
of future importance, and that it may happen that one emphasizes some results due
to personal taste. Let me apologize for this right at the beginning.

Last let me gratefully acknowledge that a lot of discussions with several col-
leagues have (hopefully) improved this presentation, and my special thanks in this
respect have to go to Hermann Sohr from Paderborn.
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1 The Equations

The instationary Navier-Stokes equations model the time evolution of an
incompressible fluid, filling a domain Q C R”; physically, » =2 or 3. The un-
knowns are the velocity field

u:Qx[0,7]—R"
and a pressure

p:OAx[0,T]—- R
fulfilling the equations

w—vhu+ u-Viu+Vp=f

1
() divu=20

supplemented by an initial condition
u(x,0) =a(x) ,x €

and some boundary condition; in general one assumes the “no-slip”-condition
u=00n9002x(0,7)

if 9Q # 0, and some condition at infinity, if Q is unbounded.
The viscosity v (a positive constant), the exterior force f and the initial velocity a
are given and supposed to belong to some function spaces. Here one is free to pose
a wide variety of assumptions; comments on this will follow.

From daily experience one knows, that the viscosity v (precisely, the Rey-
noldsnumber R = %, relating the viscosity to characteristic scales of velocity and
length) has a crucial influence on the dynamics of the fluid. It measures the propor-
tion of the inertia term |(u - V)u| in relation to the viscous term |vAu|. At the ex-
treme ends, there are the Euler equations (v = 0 as the limit of high Reynoldsnum-
bers), while on the other side, we have the “slow flows”, just given by dropping the
nonlinear term (u - V)u. We shall consider these linear instationary Stokes equa-
tions in greater detail below. The research and the problems of the Euler equations
(and further models) are a story of its own; see for this the second half of the first
volume of the monograph by P.L. Lions [Li 96]. On the other hand a lot of
mathematical problems of the Navier-Stokes equations are independent of the size
of v; hence we shall assume v = 1 unless otherwise stated.

The smoothness of the boundary Q2 will in general be tacitly assumed,
though there is some important research for domains with corners and other irre-
gular domains, being e.g. basic for some free boundary value problems. For further
information on this topic one may consult e.g. the monograph by L. Stupelis [St
95], see also P. Deuring- W. von Wahl [DvW 95] and P. Galdi-C. Simader-H. Sohr
[GaSiS 94].

Besides the monographs mentioned above the reader may wish to get an in-
troduction to fluid mechanics. To my opinion, the “Elementary Fluid Dynamics”
by Acheson [A 98] may serve as a good start; Chorin-Marsden [ChM 98] does this
on an undergraduate level.
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2 The Stationary Stokes System and the Stokes Operator

Dropping the time-dependence and the nonlinear term one gets the Stokes system

—-Au+Vg=f
2) divu=0} on &
u=0 on 90

The complete first volume of Galdi’s recent monograph [G 98] is devoted to it and
gives information on the state of research and the open questions for this system.
Hence we feel free to comment only on those results which shall be needed in the
following.

A modern functional analytic treatment of partial differential equations is
based on operators in function spaces. A natural choice are those based on L,(2)
or more generally on L,(f2),1 < p < co. As one is interested in divergence free
functions, one is led to consider the closure of the smooth divergence free vector
fields in L,, that is

L,, = clos {u € C;°(Q)"|div u = 0}
which is again a reflexive Banachspace. The natural question now is the following:
Is there a unique decomposition (the so called Helmholtz decomposition)
Ly=L,,®G,
with a linear continuous projection P : L, — L,, and how to characterize G,?
It turns out that the construction of P is related to the unique solvability of a cer-

tain Neumann-problem for the Laplacian. As an example, if « is smooth and Q a
bounded domain in R3, then

1 rotu(y)
(Pu)(x) = —rot
4 J |x — |

dy | — Vh(x)
where 4 is harmonic with Neumann boundary values given by v - Pu= 0 on 69, v
the outer normal.

Obviously P is a nonlocal operator depending on 2, which does neither pre-
serve boundary values nor commutes with differentiation (if  # R"). These facts are
arepeated source for wrong proofs and claims in the field of Navier-Stokes equation.
On the positive side, in general P preserves regularity and is independent of p. It
turns out, that the complement G, consists just of those L,-functions, which are
gradients of L,-functions (resp. L, j,.-functions in case of unbounded domains).
One may now define the Stokes-Operator 4 by

Au=—PAu
with domain of definition

D(A) = L,, N H:N A}

Thus the system (2) is equivalent to
(2')  Au= Pf with u € D(A).
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The Helmholtz decomposition is valid in case p = 2 for all domains (and L, is
orthogonal to Gy). If p # 2, this might not be true in general, counterexamples are
mentioned in III. Remark 1.3, in [Ga 98, Vol. I]. This decomposition was proved
by D. Fujiwara and H. Morimoto [FM 77] for bounded domains; for exterior do-
mains see e.g. G.G. Simader and H. Sohr [SiS 92]. Domains with noncompact
boundaries were considered e.g. by G. Thaether [Th 95] and R. Farwig- H. Sohr
[FaS 96a], and for estimates in weighted spaces on unbounded domains see e.g.
[FaS 97] and M. Specovius [Sp 90].

3 The Stokes Semigroup

The instationary Stokes system is given by

u—Au+Vg=f
3) cmuzo} on (0,7]x
u(0,x) =a(x) on Q
u=0 on [0,T] x9N

Having the Stokes operator A at hand, (3) may be viewed at as an ordinary differ-
ential equation in the Banach space L, ,

W(1) + Au(t) = £ (1)
u(0)=a

with u € C([0, T], D(4)) N Ci((0, T], L, ) (assuming w.lo.g.a € Ly ;).
Hence the research concentrated on the question, whether 4 generates a
semigroup. Though the system is not parabolic, it turns out that nevertheless

“A generates an analytic semigroup e~*4, which is uniformly bounded”.

This is the Stokes semigroup. In the case of a Hilbert space, p = 2, this is
evident, as then A is nonnegative and selfadjoint. In general one has to prove a re-
solvent estimate

I+ )71, < CIN A,

forhe S, :={ze€Clz#0,|arg z| < 7™ —¢}.

There is one exception of the fact that the Helmholtzprojection does not

commute with the Laplacian, namely the whole space 2 = R". Hence in this case
the resolvent estimate reduces to that for the Laplacian. Next the case of the half-
space Q = R/} was settled by M. Mc Cracken [McC 81] and the case of bounded
domains by Y. Giga [G 81]. In the latter case the norm of the semigroup is bounded
by an exponentially decaying factor.
The case of an exterior domain Q = R"\G, G simply connected and bounded, was
proved by W. Borchers and H. Sohr [BS 87], if » > 3. Two-dimensional exterior do-
mains proved to be more difficult, and the result was finally given by W. Borchers
and W. Varnhorn [BV 93], and precise potential theoretic estimates for the resol-
vent equation can be found in the book of W. Varnhorn [Va 94].
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Other types of domains where the result holds, are

e Domains with 99 being a compact perturbation of an (n — 1)-dimensional hy-
perplane (R. Farwig and H. Sohr [FS 94])

e Cones in R? (P. Deuring [D 93))

o Aperture domains (R. Farwig and H. Sohr [FS 96a])

e Domains with a finite number of outlets at infinity

o Infinite layers like R? x [—1, 1] (M. Wiegner [W 94b])

o Domains of the type R* x Q,Q bounded.

Apart from the boundedness of the semigroup
e Lyo — Ly,

one is interested also in L, — L,—estimates, which are used in proving existence of
solutions as well as in the study of time-asymptotic behaviour. The basic paper here
is that of T. Kato [Ka 84] for the case = R". By L, — L -estimates, one means
the following: The solution of the heat-equation on R”

u, — Au = 0 with initial data uy
fulfills the estimates
_ L
lu(®)ll, < et #|luoll, and |Vu()l, < ct ™3| uoll,
for 1 <p<g<oowith p=1% ( ,‘—, - é) Now the same estimates are valid for the
Stokes-equation on R”. The case of different unbounded domains bears more com-

plications. A breakthrough was the result of H. Iwashita [I 89], that for exterior do-
mains

“e_tAU“q <ct —M”v”p and IIVE—’AU”q Sct —”_%“v“P

with u as above, but with the latter estimate restricted to ¢ < n. That his restriction
is unavoidable in the sense, that higher values of ¢ will not increase the limit expo-
nent 5, was shown by P. Maremonti and V. A. Solonnikov [MaSo 96]. It is con-

nected with the fact, that for exterior domains the estimate
2
1 D%ull, < cl|4ul|,

is in general valid only for p < 4, and has consequences for the time decay of the so-
lutions.

4 Weak solutions

The above results were unknown to Leray in the 30s — so how did he
achieve answers to the existence problem?

One observes that for smooth (u, p) one may multiply (u- V)u + Vp by u
and integrate with respect to space. The result is zero, if u is divergencefree and
vanishes on the boundary. Hence integration over space-time gives for smooth so-
lutions the energy(in-)equality
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t t
(ED u()] +2 / IVu(s)]2ds < [luo]? + 2 / / 1 - udxds
0 0 Q

which may serve as the basic estimate for a Galerkin procedure in passing to the
limit of the finite dimensional approximations. His result (for general domains see
E. Hopf [H 51]) was the existence of a global weak solution (on an arbitrary time in-
tervall [0, 7]) in the following sense:

Definition4.1. Let f € L,((0,T) x Q).
U € Lo((0,T), Ly,) N Ly((0, T), HY) is a weak solution to (1), if
T

//(—u-¢,+VuV¢ + (u-Vu- ¢)dxdt
Q

0
T
:/u0-¢(0)dx + 0/Q/f~¢dxdt

Q

Jor all smooth divergence free vector fields ¢ of compact support with $(T) = 0.
This type of solution is moreover weakly continuous from [0, 7] into Ly,. As we
shall see below there are further methods to construct weak solutions; but all weak
solutions constructed so far do fulfill the energy inequality (EI).

At the first glance it seems that the pressure has disappeard. But it may be
reconstructed from the fact, that a distribution S with (S, ¢) = 0) for divergence-
free testvectors may be represented by some distribution 7 as S = V. The proper-

ties of 7 are derived from that of u — as a rule of thumb one may keep in mind:
29’

“m behaves like |u|
There are exceptions of course (e.g. with respect to the time-regularity for r — 0, R.
Rautmann [Ra 83]). It may even cause problems to verify that 7 belongs to some cer-
tain L,-space in unbounded domains. These informations are important for the study
of local regularity properties, see § 8. Further at some occasions, one has to check the
properties of the pressure already during the process of solving the equations. This
occurs e.g. if one is interested in local properties of the solution like the validity of a
localized energy inequality, as can be found in L. Caffarelli, R. Kohn and L. Niren-
berg ((CKN 82]) and H. Sohr, W. von Wahl and M. Wiegner ([SYWW 86]).

Someone not so familiar with partial differential equations might now ask :
If the existence was proved half a century ago — where is the challenge now? The an-
swer is:
The intimately connected questions of uniqueness and regularity!

5 Uniqueness

The natural way to prove uniqueness is to subtract the equations for the
presumably two different solutions u, u,, multiply by the differences v =u; — u,
and integrate over spacetime €, = 2 x [0, 7]. Estimating the resulting terms with



The Navier-Stokes Equations — a Neverending Challenge? 7

the intention to make use of the only information one has, the energy inequality,
Sobolev’s inequality

1= "
lolls < cllolly I Vuls* for n=2,3

comes into play. As solutions are divergence free, terms like / (u;V)v - vvanishes,
if v = 0 on 0Q. Hence we are left with &,

I /((w =) - Vuz - (uy — up)dxds |
Q,
t
< / Izl lir — o] 2ds
0

21
uy — ||, ds

52

t
<c / Va2 IV (a1 — 1)
0

t t
< / 1V (1 — ) B + / o(s) a1 — w2
0 0

with a(s) = E||Vu2(s)||2$. The first term may be absorbed by the terms stemming
from the viscous part, and we end with

t

Mt) < / a()y(s)ds

0

for y(t) = lui (1) — w(1)|3.

Note, that such an estimate holds trivially in all dimensions, if ||Vu,||, is finite.
Therefore Gronwell’s inequality implies uniqueness, provided « € L;(0, T). But the
energy inequality does imply this only in two, but not in three dimensions! To state
it differently: One needs some more information about the regularity of at least one
weak solution to claim uniqueness. (Note that the same arguments apply to the
problem of continuous dependence on the data).

This simple but crucial observation is the fundamental reason that up to now
uniqueness of weak solutions to the Navier-Stokes equations (and therefore also the
question of regularity!) remains the outstanding problem in this field.

Let us collect in the following some of the efforts to reduce the assumptions on the
way to uniqueness. Suppose # and v are two weak solutions for the same data a
and f. The above proof implies that all weak solutions have to coincide as long as
one regular solution, say with ||Vu(-,t)||., € L;(0, T), exists. Thus one has at least
local uniqueness — if one starts with smooth data, one has the existence of a smooth
solution, locally in time (see § 6), and there is no further weak solution during this
interval.

Next we have uniqueness in two dimensions (and also, if the flow is of “two dimen-
sional type”, see § 10).
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The general way of attack is to assume additional integrability properties for (at
least one of) the weak solutions, say u. J. Serrin [Se 62] assumed u €
L((0,T), L, ,(€)) with S(r,s) :=2+2=1,n<r < oo. This assumption has two
consequences. First such weak solutions fulfill a strong energy inequality

t

llu(t)|I§+2/ IVu(r)llzdr < IIu(S)II§+2/(f(T) ~u(T))dr

s

for all 0 < s <. (In fact even the equality is valid.) Let us remark that in general
weak solutions fulfill only a weaker version of it; see § 7. One result is needed for
this — any vectorfield v € H) N L, with div v =0 may be approximated by diver-
gence free test functions in the (stronger!) norm |||v]|| = ||v|| H) + ||v]|,,- This was

shown in the standard domains, e.g. bounded and exterior domains, see e.g. K.
Masuda [M 84] and H. Kozono-H. Sohr [KS 92], but needs a proof.

Second J. Serrin [Se 63] could show that for » < 4, bounded domains and
r > n, no further weak solution could exist. This was generalized by K. Masuda to
arbitrary dimensions and all domains fulfilling the above density property. The cri-
tical case Lo ((0,T),L,(©2)) was more complicated. H. Sohr and W. von Wahl
([SvW 84]) showed for bounded domains and some assumptions on the data that
either u € Co([0, T], L,(2)) is sufficient for uniqueness or if both u and v belong to
L([0, T], L,(€2)). By a recent result of H. Kozono and H. Sohr [KS 98] this may
again be relaxed to what one expects: If  is a standard domain with the density
property above, it suffices, if only u € L ([0, T], L,(£2)). This is the state of the art
at the moment — an integrability condition with S(r,s) > 1 is not known to suffice.
It is possible to pose also assumptions on the integrability of the norm of the gradi-
ent of u, see e.g. [PRST 94].

Therefore the gap between the space Ly ([0, T, Ly(f2)), in which existence
is known and L., ([0, 7], L3(€)) in three dimensions, where unigueness holds, still
waits for being closed.

We shall come back later to Serrin’s quantity S(r,s) in § 8.

6 Strong solutions

As mentioned earlier, L, — L,-estimates may serve to construct (strong) so-

lutions of the Navier-Stokes equations. This chapter is devoted to a complete proof
of this fact, which avoids moreover fractional powers of the Stokes-operator. For
simplicity let us assume f = 0 and let 2 be a domain, such that these L, — L,-esti-
mates are valid; e.g. a bounded or an exterior domain in R",n > 3.
Starting with T. Kato [Ka 84], who considered the R"-case, there have been several
proofs of this type for various domains. Nevertheless it seems to make sense to pre-
sent a rather elementary, but complete and selfcontained proof, boiling everything
down to the basic ingredient, the estimates for the Stokes semigroup.
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In fact, all what we need is

_nfl l)
lle™ o, < cot 13-4 lofl, for

IA
S|
IN
e
N
8

_n
Ve ell, < et 2|lo]l, for

NI NI
A

]

IN

X

and Holder’s inequality
[1P((v- V)V)ll_n_ < c2(6)l|v]|al| Vo],
1+6 H

foré6 € (0,1).
Then we have the following
Theorem 6.1. Leta € L, ;(2). Then
* there is a maximal time T > 0, such that a solution u € C([0,T), L, ,(Q)) of the
Navier-Stokes equations exists, which is unique and smooth for t > 0.

1 _n
e sup 12||Vu(t)||, and sup t(] r)/2“u||, are finite for Ty < T,r > n.
tSTl ISTI

T
o [lu@ldt < oo, if2+2=1,r>n.
0

* if the maximal existence time T is finite, u is not uniformly continuous on [0, T).
o T = oo, if ||al|, is sufficiently small, and then the above norms with
T = oo are bounded by c||a]|,.

Remark 6.2. By Holder’s inequality, u(t) € L, too in case of bounded do-
mains. But if Q) is unbounded, it is not a-priori clear whether this solution has finite en-
ergy. Hence for unbounded domains one should assume additionally a € L, with the
consequence, that any weak solution (according to Definition 4.1) has to coincide
with the above strong solution as long as the latter exists.

Proof. Define the itertation procedure u;.1(t) = up(t) — F(u;)(¢) with

uo(t) = e"*aand F(v)(f) = [e~ =94 P((v(s) - V)v(s))ds.
0

Fix 6 € (0,1],0 < T < oo and let

K; : = sup 1 " =972||u;(1)||
t<T é

1

1 1

K} = sup 12| Vu,(1)||,
t<T

and R; = max{K;, K!}. Choose p = 1, g = 2 in the L, — L,—estimate to get

t
_1
K <Ky + cilTpt“‘&)/z/(t—s) 2|4 ()15l Vi (5) || 1 s
- 0

<Ko + c(b0)KK}
and similarly

K}

i < K + (0K}
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for 6 > &y, implying
Rii1 < Ry + R
with some v = v(6p) > 1 for § < § < 1. If now
1
Ry < —
(*) o

one has R; < 2Ry for all j by induction. Similarly, considering the sequence
wi(0) = u;(1) — w1 (), wo(£) := uo(2),
the corresponding quantities iZ,- fulfill now
Rj+1 < 2’ijRj

- 2 .
hence Ry < §Rf'

Thus
1@l < € [ (€= 572U T Ol a, + Iy ()T 0] )
0
< CRjRj
< c(2/3)!

k
We see, that u(f) = 3 w;(¢) is a Cauchysequence in C([0, 7], L,(2)), (provided
j=0
we show that u; remains in this space) and converge to some solution
u € C([0, T), L,()) of the integral equation

t

u(t) =ea— / e~ I1P((u(s) - V)u(s))ds.
0

Moreover we have the additional weighted estimates
(0972 u(2)]l < 2Ro
E|Va(@), < 2Ro

fort < T.
The proof that f llu(2)||dt < oo, with the exponents fulfilling the Serrincondition

2 c+i=ln<r < oo needs an additional idea. Consider first U : L, N Ln — Li(R),
deﬁned by

U(a)(t) = ||le”"4Pal|, for 0 < ¢t < T (and zero elsewhere).
ommmwuxwunngLmdmwﬂﬂvmx)>a}<4”“) with

L =1—2bythe Ln—L estimate. Let 6 be given by 1= + 62 =

1
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By the interpolation theorem of Marcinkiewicz, U is of strong type (n,s) with
s~ 2\n r ns

T
1=2(1_1) which gives 0f||u0(t)||fdt < c|lall;,2+2=1. Having dealt with the

linear part, the iteration process with r =%, s = % > 2 implies:

t

||uj+1(1)H§S||u0(t)||%+CRo / “; ,||uj(7)||§d7.
0

1
(t-7)272

Choose 5 with 2 < § < s and apply Holder’s inequality, then
t
||”j+l(t)”'§ < Clluo(t)lléi + Rt / IIuj(T)Ilng
0

and Hardy’s inequality with% > 1 implies
1

K

T
Iiy1 < cly+ cRol; for I; = / llu;j(2)|);dt | , hence

T T 0
/ lu(t) e < / o (1) 5,
0 0

the claim.
Now continuity of u;(¢) is obvious for ¢ > 0, as

F(u;)(t2) = F(w))(11) = (e7@=1 = I) (w1 (t1) — uo(t1)) + R(t1, 22)
with || R(t1, )|, < celta — 11" for &, > .
The continuity at z = 0 needs a little trick:
Choose p > 0 and let E; := sup ||u;(t) — e™#4al|,,. Then one gets
t<e
t
Ejet < Eo+7EBK} + esup [ (1-9) 57 K] |- als
t<e
0

1 e\ (1-9/2
<B+3B+ea,(S)

By induction

e\ (1-9/2
E; < 2Ey + 2c||al|, (;)

Choosing first 4 with ||e#4a — a, small, than € > 0, and keeping in mind, that
lluo(?) — all,, — O for £ — 0, sup ||u;(¢) — al|,, is small (independent of j).
t<e
Thus a solution of the integral equation is constructed on [0, 7], provided

Ry is small. As Ry < cl|a||,, independent of T, small initial values imply global ex-
istence.
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Otherwise one gets

(ST

_ T
Ro < la =l + al, (71

which is small by choosing first 4 and then T’; hence there is always a local solution.
Note, that T can be chosen uniformly for small balls in L, in order that Ry < -1;
hence a local solution may be continued beyond T, if u : [0, T] — L, is uniformly
continuous. We still have to show that the so called mild solution - the solution of
the integral equation — is in fact a strong solution for ¢ > 0. Thus, for € < 6, consid-
er the quantities

Sj‘.) = %up ¢ (1=0)/2p=(6=¢ 2wyt + h) — uy(t )||"
t+h<<T
S! = sup 1 H8=2p=C=12 |7y (£ + h) — V(1))

0<h
t+h<T

and S; = max{s?,S}}.
Now for ¢ > 2h
e~ (+h4g — ¢ tAa"n/‘5 < | de” tAa""/6 < 2( )||e (t/2)4q) ws S c_l_i)/rzRO;
the estimate for t< 2h is trivial. Thus S — and similarly S} with the help of
|de=*4a], < cs 2||Ve s44|, — is estimated by cRy. In the same spirit one proves
the iteration Sj;; < Sp + cRo + ¢.SjRy. As we may assume that c. Ry <l 3,8 < cRy
for all j follows, which in turn implies that f:[u, 7] — L - defined by
f(s) = P((u(s)V)u(s)) is (6§ — €)/2 — Holder continuous (for u > 0).
t—p
Asfort > p,p <t— p,wy(t) = / e~ =941 (5)ds € D(A) with
t=p 0
A1) = [ A7) — f()ds

o
m

+ePf (1) + / Ae~ =941 (5)ds — e =WAf (1),
0
which converges in C((g, T), Lﬂj) for p — 0, it follows, that
u(t) = e "a + w(t) € D(A4) with
Au € Cy((0, T)’Llnﬁ) and u; + Au+ P(uVu) =0fort > p >0,
and the three terms are bounded separately by ¢, Ro.
By e.g. [KO 92], u(¢) is now estimated in W} () for ¢ > 0, the (gradient of a) pres-

sure may be constucted by Vrx := (I — P)(Au — (u- V)u) and the smoothness of
the solution for ¢ > 0 follows by a standard bootstrapping method.
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7 Turbulent solutions

There are different methods of construction of weak solutions. The first,
based on a Galerkin-method together with the energy inequality (EI) was already
mentioned in § 4. But do these solutions also fulfill the (so called) generalized en-
ergy inequality

(GET) [u(d)|l2 +2 / IVu(r)|2dr < ()| + 2 / f (1), u(r))dr

for almost all s > 0 and all ¢ > §?
Following J. Leray, let us call such a weak solution a turbulent solution.

The validity of (GEI) was assumed tacitely for a long time till K. Masuda
noted in 1984 that there are problems in unbounded domains. The reason for this
is that weak convergence of approximations u to a weak solution u in L, might
give ||u(s)||§ < lim iII:f }]uk(s)||§, thus possibly violating (GEI) in the limit. That
(GEI) is true in case of bounded domains is due to some compactness property en-
suring normconvergence in L,.

But (GEI) has important consequences — not only for decay estimates (see §
9), but especially for the local reconstruction and identification of solutions, see
e.g. the discussion in the introduction of [H 88] by J. Heywood. As an example, one
has

Theorem 7.1. Suppose u is a turbulent weak solution, and the force f is
smooth, n = 3 or 4. Then u is smooth for t > T(||a||,,f).

This follows, as the imbedding ||u||? < c||lull,||Vul|, for n = 3, resp. < ”Vu||§
for n = 4 and (EI) implies, that ||u(7)||, has to be small on a set of positive measure.
Then by § 6, there is a unique global smooth solution starting at this time, and
(GEI) allows to identify it with the given weak solution.

One has now a variety of (functional analytic) methods to construct turbu-
lent solution. The idea is to construct strong solutions of some approximate equa-
tions; according to personal taste this can be done either by adding eA%u to the
equations (Beirao da Veiga [V 85]) or by regularizing the nonlinearity to
(Je(u) - V)u in different ways: either by retarded mollification (L. Caffarelli, R.
Kohn and L. Nirenberg [CKN 82]) or by Yosida-approximation — Jo(u) :=

I+ eA)_(”["/ Du, see [SYWW 86] and [MS 88]. Passing to the limit is possible for
n < 4, hence a turbulent solution exists in this situation for exterior domains (and
for other unbounded domains with the necessary properties of the Stokes opera-
tor). See also the discussion by T. Kato at the very end of [Ka 84]. M. Wiegner [W
92] showed, that the approximations even converge strongly (see also P. Maremonti
[M 86] for Leray’s solution on R?). This is of importance for proving lower bounds
for decay rates [Sch 91] — in contrast upper bounds can be proved in all dimensions
‘by the approximations directly ((W 87] appendix.)
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8 Regularity and Structure theorems

There are several lines of research to follow under this topic. The first is to
start with a weak solution with some additional properties and prove regularity,
and to relax the additional assumptions as far as possible. Next one might attempt
to construct weak solutions which are in some sense better than others — as long as
no uniqueness is known, they are mutually distinct (after some time even for
smooth data). Then, as long as one cannot exclude singularities, one might try to
locate them or get bounds for their measure. Last if one should really be convinced
of the existence of nonsmooth solutions, one might try to construct some.

We have learned in § 4 about the importance of Serrin’s quantity

T
S(r,s) =%+ 2, measuring the integrability property [ ||u(t)||;dt < co. Now all weak

solutions with (EI) fulfill S(r,s) = n/2, for these r 20n, as ||ull’ < e Vul3llull;* by
Sobolev’s inequality. Further estimates of this type, also global in time, can be
found in various papers, e.g. in [GS 91].
Uniqueness affords S(#,s) < 1 as noted in § 5. But there is something in between. If
S(r,s) = (n+2)/4, then u - u € L,, from which (GEI) follows, even for all times. A
proof for bounded or exterior domains is given by H. Sohr and W. von Wahl in
[SvW 85].
Further for these solutions Leray’s structure theorem [L 34] holds: u is smooth for
t > T and for t € |J I; C [0, Ty], where I; are open and X = [0, To]\ |J I, the set
jeN ieEN

of (possible) time-éingularities, has measure zero. There are further jinformations
on ¥ : Y. Giga [Gi 86] has finally generalized this structure theorem by proving,
that the k-dimensional Hausdorff measure of ¥ is zero, if k = s/2(S(r,s) — 1) >0
and r > n. Note, that one may take k = 1/2 for n = 3, as S(r,s) = 3/2 is possible.
But note, that for arbitrary domains, Leray’s structure theorem is unproved, as it
depends on (GEI) and local strong reconstructions. See also the discussion by J.
Heywood in [H 88].

Concerning the location of ¥, we know that ¥ is bounded (from Theorem
7.1),if n = 3 or 4, and bounded away from zero, provided a € L, N L,.

Following V. Scheffer [Sch 76], L. Caffarelli, R. Kohn and L. Nirenberg
[CKN 82] presented an important paper on partial regularity for suitable weak so-
lutions on R3 or on bounded domains in R?, which was mentioned already twice.
These solutions, constructed by methods explained in the last chapter, fulfill also a
localized energy inequality which means an estimate for

|ua(t, x)[*p(x)dx + 2 [Vu(s, x)|*¢(x)dxds
/ /]

by all the terms, one formally gets by multiplication of the equations by u - ¢ and
(partial) integration, where ¢ is smooth, nonnegative and of compact support with
respect to x. One of these terms contains the pressure 7, hence one needs informa-
tions on the pressure to continue. In [CKN 82] 7€ Ls;3(R? x (0,T)), resp.
V€ Ls/4(Q x (0, T)) for bounded 2 C R? was needed and proved. As a conse-
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quence of these local estimations, their weak solution is smooth with a possible ex-
ceptional set S of space-time singularities in Q x (0, T') with 1-dimensional Haus-
dorff measure zero. Their conjecture that 7 € Ls;3(2 x (0, T)) is true also for other
(bounded or exterior) domains Q C R3, was proved by H. Sohr and W. von Wahl
[SvW 86]. The complications are due to the fact that = does not fulfill a boundary
condition. As a consequence, for smooth enough data, there is a solution with the
possible singularities S confined to a compact set in space-time.

The latter may be different in case of noncompact boundary. A recent result of H.
Sohr [S 98] states, that if singularities occur for large |x|, they have to come close to
0.

How about the other way round? Surely, if singular solutions exist, it will
be difficult to see any of these; a simple consequence of the construction with the
Yosida-approximation is, that for all smooth data there is a sequence of forces f;
with f; — f in some L,-space, such that the corresponding solutions u. are smooth
for all times, see see H. Sohr and W. von Wahl [SvW 87] and A.V. Fursikov in
[Proc 88].

Thus regularity is a kind of generic property.

As a further step towards regularity, one may ask, whether for every smooth initial
value a (and with, say, f = 0) there is a sequence of approximative data a,, such
that the corresponding solutions u, are smooth for all times. This seems to be open.
On the other hand, weak solutions which are in Cy([0, T}, L,) are smooth, see e.g.
W. von Wahl [vW 86].

One might try to relax the assumptions to the case L, ((0,T),L,), especially for
n = 3. Though this is a uniqueness-class, as noted in § 4, up to now one needs more
information to conclude regularity. Different from the local considerations in
[CKN 82], B. da Veiga [V 97b] has proposed to study the sets A(f) =
{x||u(t,x)| > k} and gave some condition involving these sets ensuring regularity.
As a special version, the assumption

tli/r? sup ||u(?)|], < [lu(to)|l, + €o for all ¢ € [0, T)
0

with some explicit small g suffices, see also [KS 97].

An interesting development of 1996 was, that an old proposal of J. Leray
for a construction of a solution with singularity was shown to fail definitely. Leray
had proposed a selfsimilar solutior} on R*x (0,T) of the form u(x,t)=

A(0)U(xA(2)) with A(¢) = (2a(T — ¢)) 2. Then U would have to solve
~AU+aU+a(y-V)U+UVU+VQ =0, divU =0,U € Ly(R%)

if u fulfills (EI), and hence a nontrivial solution U of this type would give rise to a
solution u of the Navier-Stokes equations, developing a singularity at time 7. Now
J. Necas, M. Rizicka and V. Sverdk [NRS 96] proved that a nontrivial solution U
of this type cannot exist, thereby excluding a solution of the Navier-Stokes equa-
tions with this type of singularity. This was generalized to the assumption of local
energy estimates by T. Tsai [T97]. The crucial observation was that

|U|> +2Q + 2ay - U obeys a maximum- principle.
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By the way, though we shall not take up the stationary problem — the interested
reader should consult part II of the monograph of P. Galdi [G 98] - let us mention,
that the similar observation for a = 0 together with the so called hole-filling techni-
que, developed for elliptic systems, was a decisive tool in proving regularity for sta-
tionary solutions in higher dimensions for n» =35 by M. Struwe [Str 95] and J.
Frehse — M. Ruzicka [FR 95] (and series of later results). By scaling this adds an
additional weight to the opinion that instationary solutions for n = 3 are regular,
though there seems to be no way for an analogous reasoning in the instationary
case.

9 Time Asymptotic and Stability

In 1934 J. Leray [L 34] posed the question, whether the energy |u(z)|3 of
the weak solution to the Navier-Stokes equations on R* which he had constructed,
tends to zero for t — oo (provided there is no exterior force).

Fifty years later there was an affirmative answer by T. Kato [Ka 84] and K. Masu-

da [M 84], and also some estimates for the rate of decay were obtained. To state it

roughly, these decay rates were a consequence of the estimates for weighted norms

of the type sup ¢ ®||u(¢)|| y, compare § 6. Inherent from the derivation, using an inte-
>0

gral equation, is the condition o < 1. Hence time decay estimates of the type
0(z =) with a > 1 are more involved. There are some occasions where this is possi-
ble. Note that in a bounded domain, the generalized energy inequality and Poin-
care’s estimate implies

l(o)]13 + /\/ lu(r) |27 < [lu(s)13

for almost all s > 0and all £ > 5.

This in turn gives even an exponential decay of the energy. But in unbounded do-
mains things are more difficult. It was the crucial idea due to M.E. Schonbek [Sch
85], to apply Fouriertransformation and split the region of integration in phase-
space in a time-dependent manner. This serves as a substitute for Poincare’s in-
equality in the case of R™:

||Vu||§2g<r>(nun§— / |a(§>|2d§)

le2<g (o)

and one needs good estimates for the last term, which follow from applying the
Fouriertransform to the Navier-Stokes-equations. Contributions by M.E. Schon-
bek [Sch 85,86], R. Kajikiya — T. Miyakawa [KM 86], P. Galdi — P. Maremonti
[GaMa 86b] and finally M. Wiegner [W 87] gave the following result:

Theorem 9.1. If u is a suitably constructed weak solution of the Navier-
Stokes equation on R",n > 2, with initial value a € L,
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and uy(t) = e~"4a decays like ||uo(1)||, = 0(z ~20),

then [[u(1)||, — 0 and [[u(t) — uo(1)[l, < h(2)(1 + 1),

withd = (n+2)/4 — max{l — 2wy, 0} and h(t) =

except for ag = 0, where h(t) \, 0, and ay = 1/2, where h(t) = Cln(t + e).

Note that ag > 1/2, if e.g. a € L, with 1 < p < 2n/(n + 2), which results in
llu(e) = uo(1)]l < C(1+ )"+,

Now there are certain initial values, such that uy(z) decays even exponen-

tially. But this property does not carry over to the solution of the Navier-Stokes
equations — generically the exponent (n + 2)/4 is optimal, at least for n = 2 and 3,
as was shown by M.E. Schonbek [Sch 91]. No other results on lower bounds are
known.
Energy decay estimates for the compressible equations were given by K. Deckel-
nick [De 92]. One word to the phrase “suitably constructed”: The result holds e.g.
for turbulent solution with a generalized energy inequality, or for constructions as
given in the preceding paragraph, see also the appendix of [W 87]. Leray’s original
question for exterior domains was solved in [SYWW 86].

Reviewing the following results, we shall always assume optimal conditions
for the initial value — in general the estimates are coarser and depend on uy().
Subsequently other unbounded domains were considered, where the Fouriertrans-
formation had to be substituted by the spectral resolution E()) of the Stokes-op-
erator 4. Roughly the same estimates, though not explicitely stated, hold for the
case of a half-space ([BM 88]). Several further papers of W. Borchers and T. Miya-
kawa finally gave the exterior domain result [BM 90][BM 92] for n > 3:

lu(t) = uo()l, < C(1+ )2 (for ag > %).

The central estimate here is
IEN)e ™ P(w - V)ully < eA D834l |ul, [ Fw]], || Vael]) /2

which is weaker by a factor A~!/2 compared to the R”-case. The corresponding
two-dimensional result is due to H. Kozono and T. Ogawa [KO 93 a,b]. The lack
of 1/2 in the exponent seems to be unavoidable due to P. Maremonti — V.A. Solon-
nikov [MaSo 96].

Estimates for strong solutions and higher norms have also found interest.
In order to have some, one should assume either n = 2, or la|l,, small, or u is a tur-
bulent solution and n < 4 (which becomes strong after some finite time). .
Then estimates for ||u()|,, were given by J. Heywood [H 80] of type 0(¢ ~2) for

n =13, of type O(t—(g_e)) for all n, ||a|,, small, £ > 0, by T. Kato ([Ka 84], combina-
tion of Thm 1 and 4) and the same estimate for exterior domains by H. Kozono, T.
Ogawa and H. Sohr [KOS 92]. Instead of 7° one may get a logarithmic term. The
improvement in the R"-case, n < 5, follows from M. E Schonbek — M. Wiegner
[SchW 96]: If ||u(t)||, = 0(r =) then ||Dmu(t)]]2 =0(¢ —7_0‘) for all m (for the case

=1 and 2 in an exterior domain in R?, see P. Galdi and P. Maremonti [Ma 88],
[GaMa 86b]); by interpolation one gets for o= (n+1)/4 the estimate

lu(®)lloe = Oz =*+D72).
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Further results for higher order norms involve fractional powers of the Stokes-op-
erator and weighted-norm estimates.
Let us list for exterior domains:

_n(1_1 2n
DIl = 0(z 2(p q) < i .
lu()1l, = O )s PSq<2p< [BM 90];

1_1

llu()ll, = O(t_g(1 7_4) ) q>

n

,n=3,4 [KOS 92]
n—1

and

lu()ll, = 0(1_(1 '9), 2<rn=2, [KO 93b

_3(s5_1
resp. ||lu(?)||, = 0(z 2(6 ’)),2 <r<6,n=23[KO %]

in unbounded domains with possibly noncompact boundaries.

In these papers further estimates for various other norms are given, especially for
Au and the gradient of u. The interested reader should consult the original litera-
ture.

So far we have been considering the stability of the trivial solution. The sta-
bility of nonzero strong solutions was addressed e.g. by H.B. da Veiga and P. Sec-
chi [VS 87], M. Wiegner [W 90] and T. Kawanago [Kaw 98].

Last the idea of stability might also serve to constract global strong solu-
tions as a perturbation of a given stationary solution. This approach was e.g.
adopted by J. Bemelmans [B 78]; a more recent issue can be found in T. Miyakawa-
H. Sohr [MS 88] and for estimates in space and time see e.g. C. Grunau [Gr 93a,b,
94].

10 Miscellanea

Though the central problem is still not solved, let us collect the “small
data”-results.
We have seen in § 6, that a unique global solution exist provided that the data — the
initial value and the exterior force — are small, and the solutions is smooth depend-
ing on the smootheness of the data.
Another quantity may be small — the dimension. So if n = 2, everything is settled
and can be found in the standard monographs, see e.g. [T 77].
There have been attempts in two directions to relax and generalize this. One is to
assume some symmetry, thereby effectively reducing the number of dimensions. In
[LMNP 97], simplifying arguments of M. Uchovskii and B. Yudovich from 1968, it
is shown that smooth axially symmetric data on R? give rise to a global smooth
axially symmetric solution, which is moreover unique among weak solutions of the
same type (not in the whole class of weak solutions!)
Small deviations from symmetric (or two dimensional) solutions are also allowed,
see [PRST 94]. The other direction is smallness of the domain {2 C R? in the sense
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that Q is thin in one direction, say Q = w x (0,¢), with w C R?. Several papers by
G. Raugel and G. Sell, see e.g. [RS 93] gave global existence results; a closer study
by R. Temam and M. Ziane [TZ 96], based on the dependency of the constants in
estimating Stokes problem with respect to ¢ (even for different boundary condi-
tions) related the size of the data to the thinness ¢ of the domain.

So — are there singularities? Have they to do something with turbulence?
But a theory of turbulence should be possible also in the frame of smooth but
highly unstable solutions; see the discussion by S. GroBmann [Gro 95] and J. Hey-
wood [H 94]. T have the impression, that at the moment mathematicians are disso-
nant over the challenging question — there are points in favour for both sides, and
some people even change this opinion from time to time. From the aesthetical point
of view I believe in regularity, and we shall see if there will be a proof in near fu-
ture.
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Galoismoduln und Shimura-Varietiten

G. Harder, Bonn

Fiir Jiirgen Neukirch

Dies ist die versprochene ausfiihrliche Version meines Vortrags bei der DM V-
Tagung in Jena 1996. Mein Ziel ist es, einer breiten Leserschaft eine Vorstellung von
einigen neueren Entwicklungen in der Zahlentheorie zu geben.

Ich wende mich auch an Mathematiker, die der Zahlentheorie ferner stehen
und die vielleicht niemals eine Vorlesung iiber algebraische Zahlentheorie gehort
haben. Deswegen werde ich auch einige Dinge erkldren, die fiir Zahlentheoretiker
selbstverstandlich sind und die schon lange zum Bestand der Zahlentheorie gehoren.
Sie sind aber notwendig fiir ein Verstdndnis der neueren Entwicklungen. Diese ganz
klassischen Resultate sind abgehandelt, wenn der Abschnitt liber motivische Galois-
moduln beginnt. Von der Stelle an benutze ich dann auch noch modernere Begriffe
und Resultate, die ich dann nicht mehr so genau erkldren kann; ich hoffe, daB3 meine
Erlauterungen, auch wenn sie sehr vage sind, eine Hilfe sind. Ich empfehle, den Artikel
mit einer gewissen Naivitét zu lesen.

Wenn ich mein gestecktes Ziel nur bedingt erreiche, so verweise ich zu meiner
Entschuldigung darauf, daB wir es hier auch mit {iber hundert Jahren einer konti-
nuierlichen Entwicklung zu tun haben. Diese Entwicklung ist gerade in den letzten
30 Jahren stiirmisch vorangegangen.

Es ist ein fundamentales Problem der Zahlentheorie, die Struktur der abso-
luten Galoisgruppe von @ zu verstehen. Es ist nicht klar, was damit gemeint ist, und
man kann dieses Problem auch aus sehr verschiedenen Blickwinkeln betrachten. Man
kann zum Beispiel die Frage studieren, welche endlichen Gruppen als Galoisgruppe
einer endlichen Erweiterung von @ in Frage kommen, dies ist das sogenannte Um-
kehrproblem der Galoistheorie. In diesem Aufsatz mochte ich Probleme diskutieren,
bei denen nach Erweiterungen mit kontrolliertem Verzweigungsverhalten gefragt
wird. Ich werde weiter unten erklidren, was die arithmetischen Begriffe wie Verzwei-
gung, Verzweigungsgruppe, Trigheitsgruppe und Frobeniuselement bedeuten. Als
allgemeine Referenz zu diesen Ausfilhrungen mochte ich das Buch ,,Algebraische
Zahlentheorie“ von Jiirgen Neukirch angeben ([Neu)).

Es ist ein wohlbekanntes Prinzip der Algebra, daB die Struktur einer Gruppe
auch durch die Kategorie der Moduln unter dieser Gruppe verstanden werden kann.
Ich werde hier einige Prinzipien zur Konstruktion solcher Galoismoduln, d.h. Mo-
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duln unter der absoluten Galoisgruppe von @, vorstellen. Dabei geht es darum, da3
man unter bestimmten Umstidnden einem Galoismodul eine sogenannte L-Funktion
zuordnen kann, die von einer komplexen Variablen abhiangt und deren Werte an ganz
spezifischen Argumenten neue Informationen iiber die Struktur der Kategorie der
Galoismoduln liefern.

Ich mochte in diesem Vortrag versuchen, auf einige Aspekte einzugehen, die
mit Werten von L-Funktionen zusammenhangen. Es geht dabei insbesondere um die
modulare Konstruktion von Galoismoduln, deren Struktur durch solche Werte von
L-Funktionen bestimmt ist.

Einige der hier erlduterten Beispiele ordnen sich in den allgemeinen Kontext
der sogenannten Beilinson-Vermutungen ein.

Dieser Artikel ist Jiirgen Neukirch gewidmet. Ich hitte gern sein kritisches
Urteil dazu gehort.

I Die Galoisgruppe von @

Wir betrachten endliche, normale Korperweiterungen K/@® des rationalen
Zahlkorpers @. Ich erinnere daran, daB eine Erweiterung normal heiBt, wenn jedes
irreduzible Polynom mit rationalen Koeffizienten, das in K eine Nullstelle hat, in K
vollstdndig in lineare Faktoren zerfillt. Einer solchen Erweiterung ordnet man die
Galoisgruppe Gal(K /@) zu, das ist die Gruppe der Automorphismen des Korpers K,
die auf den Grundkorper @ die Identitdt induzieren. (Die letztere Forderung ist na-
tiirlich hier tiberfliissig, sie wird erst dann wichtig, wenn wir Erweiterungen K /L mit
Grundkérpern L, die von @ verschieden sind, betrachten).

Ia Arithmetik in Zahlkorpern

Fir die Zahlentheorie ist nun entscheidend, daB diese Galoisgruppe eine
zusitzliche arithmetische Struktur besitzt. Diese Struktur besteht darin, daB fiir alle
Primzahlen p, die in K unverzweigt sind, eine durch die sogenannten Frobenii gege-
bene Konjugationsklasse ausgezeichnet ist. Dies soll im Folgenden genauer erldutert
werden.

In @ haben wir den Ring Z der ganzen Zahlen.

Dieser Ring ist ein Hauptidealring, die maximalen Ideale in Z sind die Hauptideale, die
von den Primzahlen p erzeugt werden.

Fir ein solches Primideal ( p) definieren wir die Lokalisierung bei ( p) als den
Ring

Z) ={a/b|a,becZb¢ (p)},

dies ist dann ein sogenannter diskreter Bewertungsring, er hat genau ein maximales
Ideal und dies ist ein Hauptideal, namlich (p) = p - Zp.

Der Ring Z erweitert sich zu dem Ring der ganzen Zahlen des Zahlkorpers K,
den wir Ok nennen: dieser Ring besteht aus denjenigen Elementen « € K, fiir die der
von den Potenzen 1,q,...,a", ... erzeugte Z-Modul ein endlich erzeugter Z-Modul
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ist. Es ist klar, daB dies bedeutet, daB} fiir « eine Gleichung der Form
" +ad™ '+, . +ay,=0

gilt, wotggi die @; in Z liegen.
Uber diesen Ring Oy ist nun folgendes bekannt:

a) Der Ring O ist ein freier - Modul vom Rang [K : Q] = dimg K.
b) Die maximalen Ideale in O sind genau die Primideale B # (0).

Fiir ein solches Primideal ist ¥ N Z ein von (0) verschiedenes Primideal in Z,
also von der Form (p); man sagt, daB B in Ok iiber dem Primideal ( p) in Z liegt. Die
iiber ( p) liegenden Primideale entsprechen genau den Primidealen in dem endlichen
Ring Ok /pOk.

c) Uber dem Primideal ( p) in Z liegen nur endlich viele Primideale B C Ok. Fiir jedes
dieser Primideale B ist der lokale Ring

01(,613 = {a/b | a,b € Ok, b ¢ ‘B}

ein Hauptidealring, wir schreiben Py = (Ily). Jedes von Null verschiedene Ideal in
Ok g ist eine Potenz des maximalen Ideals (Ilg).

Diese Aussage c) bedeutet, daB Ok ein Dedekindring ist, und dies ist funda-
mental fiir den Aufbau der algebraischen Zahlentheorie. Im Gegensatz zu dem Ring
Z, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist, sind hier im allgemeinen Fall nur noch die
lokalen Ringe an den maximalen Idealen Hauptidealringe. Jedes Ideal a # 0 kann als
Produkt von Potenzen von Primidealen geschrieben werden. Insbesondere ist das
Hauptideal pOk g = [Ty iiper () (Tlp)“® mit gewissen Exponenten eg.

Wir lassen jetzt das Subskript K manchmal weg und schreiben O = O.

Der Restklassenring Z/( p) = IF, ist der Korper mit p Elementen, es ist klar,
daB dann O/( p) ein endlicher Ring ist, der den Korper IF, enthilt, und dieser Ring ist
ein IF,-Vektorraum der Dimension [K : @]. Die obige Produktdarstellung des
Hauptideals pQ ist dquivalent zu der Aussage

d) Der Ring ©/pQ ist eine direkte Summe von endlich vielen endlichen lokalen Ringen
O/po= P Ox/(ly)™®.

P iber (p)

Fiir fast alle Primzahlen p ist O/( p) eine direkte Summe von endlichen Korpern.

Weil wir angenommen haben, daB die Erweiterung K /@ normal ist, sind die
Zahlen ey nur von p abhéingig und nicht von der Auswahl des Primideals B (Siche die
Aussage am Ende dieses Abschnitts). Die Zahl e, := eq heillt Verzweigungsindex bei
p. Man sagt, daB die Erweiterung K /@ bei p unverzweigt ist, wenn e = e, = 1. Dies
ist genau dann der Fall, wenn

die TF,-Algebra O/ (p) eine direkte Summe von Korpern ist oder wenn sie keine nilpo-
tenten Elemente besitzt.
Jedes Element x € @ induziert eine lineare Abbildung @ — xa von O in sich

selbst, wir konnen die Spur dieser linearen Abbildung betrachten. Das liefert uns eine
lineare Abbildung Spurg,q : O — Z. Wenn wir uns eine Basis wy,ws,...,ws des
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freien Z-Moduls Ok wihlen, dann kénnen wir die Diskriminante von K,
Dk q = det(Spurg q(wiw;)

betrachten, und aus einfachen Ergebnissen der Algebra folgt:

Die Erweiterung K /@ ist genau an an denjenigen Primzahlen p verzweigt, die die Diskri-
minante von K teilen. (Es gibt also hochstens endlich viele in der Erweiterung K /@
verzweigte Primdeale (p)!).

Bemerkung: Mit leichten Modifikationen gilt das Gesagte auch fiir normale
Erweiterungen K/L von beliebigen Zahlkérpern L. Es gilt nicht mehr, daB der Ring
der ganzen Zahlen des groBen Korpers frei iiber dem Ring der ganzen Zahlen des
kleinen Korpers ist, aber das spielt keine Rolle, da wir immer zu den lokalen Ringen,
die dann Hauptidealringe sind, iibergehen konnen.

Beispiele:

1) Ein quadratischer Korper K /@) ist eine Korpererweitung die wir durch Adjungie-
ren einer Quadratwurzel v/d mitd € @ erhalten, wobei d selber kein Quadrat ist. Man
kann dann zeigen, daBl man den Ring der ganzen Zahlen bekommt, indem man ein
Elenent w adjungiert, das Losung einer Gleichung

G tav+b=0

ist. So haben wir zum Beispiel fiir K = Q(v/—1), Q(v/=3), Q(v/5) als Ringe der gan-
zen Zahlen jeweils

1+/5
2 ])

und das erzeugende Element geniigt jeweils den Gleichungen

OK = Z[\/__lla Z{

1++v-3
=)

W4+1=0 bzw. W —w+1=0 bzw. W —w—1=0.

Betrachtet man nun den Ring Z{w]/(p) in den drei Fillen, dann sieht man, daB man
genau fiir p = 2 im ersten Fall, fiir p = 3 im zweiten Fall und fiir p = 5 im dritten Fall
nilpotente Elemente hat. Das sind also jeweils die verzweigten Stellen.

2) Wir wihlen eine Primzahl p > 2. Dann konnen wir zu @ eine p-te Einheitswurzel
Cp adjungieren. Wir erhalten als Ring der ganzen Zahlen Z[(,] und die definierende
Gleichung ist

C @+ +1=0

(Das ist nicht so ganz offensichtlich). Man sieht dann auch ziemlich leicht,
daB fiir eine Primzahl g der Ring Z[(,] /(¢) genau dann nilpotente Elemente hat, wenn
P = ¢, mit anderen Worten: Die Erweiterung Q[(,]/® ist genau an der Primstelle p
verzweigt.

(Im Allgemeinen ist es schwieriger, aus einer irreduziblen Polynomgleichung
abzulesen, welche Primideale in der zugehdrigen Kdrpererweiterung verzweigt sind.
Vor allem: meistens gibt es (viel) mehr als eines!).

Es ist hoffnungslos, eine Ubersicht iiber alle Erweiterungen des rationalen
Zahlkorpers gewinnen zu wollen. Aber man kann versuchen, diejenigen Erweiterun-
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gen zu beschreiben, die nur an einer vorgebenen Menge von Primzahlen verzweigen.
Zumindest der Anfang gibt einem Hoffnung: Es gelten der

Satz von Minkowski. Der Kirper Q besitzt keine nichttrivialen unverzweigten Erwei-
terungen

und der

Satz von Kronecker-Weber. Eine normale Erweiterung von Q mit abelscher Galoisgrup-
pe, die nur an einer vorgegebenen Menge von Primzahlen {p, .. .,p,} verzweigt ist, liegt
in dem Korper, der von allen m-ten Einheitswurzeln erzeugt wird, wobei m alle ganzen
Zahlen durchliuft, die nur die vorgegebenen Primzahlen als Primfaktoren haben.

Fiir eine genauere Erlduterung dieser Sitze verweise ich auf ((Neu],III, Theo-
rem 2.18 und V, Theorem 1.10)

Ich mochte an dieser Stelle erkliren, warum es gar nicht so einfach ist, Er-
weiterungen mit kontrollierter Verzweigung zu konstruieren. Wenn wir ganz naiv an
diese Frage herangehen und eine (nicht unbedingt normale) Erweiterung vom Grad 5
konstruieren wollen, die nur bei 2 verzweigt ist, dann kénnen wir das versuchen,
indem wir ein irreduzibles Polynom vom Grad fiinf hinschreiben

P(X) =X+ a1 X* + a3 X® + a3 X* + au X + as,

dessen Koeffizienten in Z liegen, und dessen Diskriminante ein Potenz von 2 ist. Aber
diese Diskriminante dieses Polynoms ist ein Polynom in den Koeffizienten

DP = D(a11021a3qa4,a5)a

das homogen vom Grad 20 ist, wobei die a; den Grad i haben. Es hat ganze Koeffi-
zienten und 192 Terme. Der Wert dieses Polynoms wird von der Diskriminante der
Erweiterung geteilt; wir hdtten also unser Ziel erreicht, wenn diese Diskriminante eine
Potenz von 2 wire. Aber es ist doch klar, daB dies nur schwer zu erreichen ist. Wir
stoBen offensichtlich auf eine diophantische Gleichung, die schon recht kompliziert
aussieht. Selbst wenn unsere Gleichung die spezielle Gestalt

P(X)=X+aX +b

hat, wird die Diskriminante Dp = —216a° + 3725b* und da wir » # 0 annehmen soll-
ten, ist es nicht einfach, die Primteiler dieser Zahl zu kontrollieren.

Nach der Erlduterung dieser arithmetischen Begriffe komme ich auf die Ga-
loisgruppe zuriick. Es sei wie oben K/@ unsere endliche normale Erweiterung, wir
betrachten eine feste Primzahl p. Die Galoisgruppe Gal(K /@) operiert auch auf der
IF,-Algebra O/(p), von der wir wissen, daB sie eine direkte Summe lokaler IF,-Al-
gebren ist, wobei die Summanden den iiber (p) liegenden Primidealen P C O ent-
sprechen.

Die Galoisgruppe operiert auf O/ ( p) und auf der Menge der Primideale oberhalb von p.
Sie vertauscht diese Primideale transitiv, der Stabilisator Ty von B heiffit Zerlegungs-
gruppe von B. Die Zerlegungsgruppen zu den verschiedenen Primidealen oberhalb von p
sind natiirlich zueinander konjugiert. Der Restklassenkorper O /B ist eine endliche Er-
weiterung von ZL/( p) = IF, und die Galoisgruppe dieser Erweiterung ist zyklisch vom




Galoismoduln und Shimura-Varietiten 31

Gradfy = [O/B : IF,| und wird von dem Frobenius(-Automorphismus) ®g : x +— x”
erzeugt.
Die Zerlegungsgruppe Ty, operiert auf O/B und der Homomorphismus

Ty — Gal((O/)/IF,) = < &y >

ist surjektiv. Der Kern dieses Homomorphismus ist die Tragheitsgruppe Iy. Dieser
Homomorphismus ist genau dann bijektiv, (d.h. die Trigheitsgruppe ist genau dann
trivial), wenn p unverzweigt ist.

Wenn die Erweiterung bei p unverzweigt ist, dann kénnen wir also den Fro-
benius ®¢ auch als ein Element in Ty und damit in Gal(K /@) auffassen. Diese Fro-
benii &g € Gal(K/@Q) zu den verschiedenen P oberhalb von p bilden eine
Konjugationsklasse in der Galoisgruppe Gal(K /@). Diese Familie von Konjugati-
onsklassen {< ®@q >}, 1verseig 15t €in entscheidendes zusatzliche strukturelles Ele-
ment in der Galoisgruppe.

Ib Die Galoisgruppe unendlicher Erweiterungen

Wir kénnen auch unendliche normale algebraische Erweiterungen K /@ stu-
dieren. Diese kann man immer als aufsteigende Vereinigung von endlichen normalen
Erweiterungen schreiben, also

QckK ckK,c...K,C...CK.

Man kann jeden Automorphismus eines Zwischenkérpers oy, : K,, — K, zu einem
Automorphismus o von K fortsetzen und man sieht, daB die Galoisgruppe Gal(K /@)
der projektive Limes der endlichen Galoisgruppen der Zwischenkdrper ist. Ein Ele-
ment dieser Galoisgruppe dasselbe ist wie eine Folge von Elementen

O=(.cyOmyeyOny..s)y

wobei 0y, : Kiy — Ky, auf einen kleineren Korper K, eingeschrinkt gerade o, liefert.

Damit bekommt die Galoisgruppe der unendlichen Erweiterung die Struktur
einer proendlichen topologischen Gruppe. Die Untergruppen der Form Gal(K /L),
wobei L die tiber @ endlichen Zwischenkdrper durchliuft, bilden ein Fundamental-
system von Umgebungen des Einselementes e € Gal(K/@).

Esist nun iiberhaupt kein Problem, die Begriffe Zerlegungsgruppe, Trigheits-
gruppe, Verzweigung usw. auf diese unendlichen Galoisgruppen zu iibertragen.
Wenn p € Z eine Primzahl ist, dann kann man z.B. einfach Folgen von Primidealen
{Bm C Ok} mit B, N Ok, = B, betrachten, die alle iiber p liegen. Das ist dann
dasselbe wie ein Primideal P in Ok. Die Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe
Iy C Ty sind dann auch wieder projektive Limiten

Ty =1limTg,; Ip= lim/Zy,,,.

Eine Primzahl p € Z heiBt unverzweigt in K, wenn alle K, /@ bei p unverzweigt sind.
Solche Primzahlen braucht es jetzt nicht zu geben, aber wir werden uns fast nur mit
solchen Erweiterungen beschiftigen, bei denen nach wie vor fast alle Primzahlen
unverzweigt sind.
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Wir konnen dann wieder die Operation der Zerlegungsgruppe Ty auf
(O/%B)/IF, betrachten.

Die Galoisgruppe Gal((O/%)/IF,) ist nun u.U. unendlich, aber immer noch
proendlich und wird topologisch von dem Frobenius ®g : {x — x”} erzeugt.

Wenn wir als Korper K einen algebraischen AbschluB3 @ von @ wihlen, wird
die zugehorige Gruppe Gal(Q/®) als die (absolute) Galoisgruppe von @) bezeichnet.

II ,Motivische* Galoismoduln

Es sei £ eine Primzahl. Mit Z, bezeichnen wir den Ring der ganzen ¢-adischen
Zahlen, es ist der projektive Limes

Z, = imZ/¢"Z.

_ Wir studieren endlich erzeugte Z,-Moduln M,, auf denen die Galoisgruppe
Gal(@Q/®@) operiert. Wir haben also einen Homomorphismus von Gal(Q/®) in die
Automorphismengruppe Autg, (M) und es gibt eine (u.U. unendliche Erweiterung)
K /@, so daB Gal(@Q/K) der Kern dieser Operation ist. Wir bekommen somit einen
injektiven Homomorphismus

p: Gal(K/Q) — Autzl(Mg).

Fiir diesen Artikel méchte ich sagen, daB M, ein ¢-adischer Galoismodul ist, wenn
K /@ an fast allen Primzahlen p unverzweigt ist.

Ich mdchte darauf hinweisen, daB die Automorphismengruppe von M, auch
ein projektiver Limes ist, weil M, die charakteristischen Untergruppen
MmM;,m=1,2... hat. Dann wird M,/¢" M, endlich und hat daher eine endliche
Automorphismengruppe. Wir haben Aut(M,) — Aut(M,/¢" M;). Wenn wir das Bild
mit [, bezeichnen, dann wird Aut(M,) der projektive Limes der I',,. Hieraus be-
kommt man auch den Aufbau von K durch endliche Erweiterungen.

Ich gebe Beispiele fiir solche £-adischen Galoismoduln.

(1) Wir betrachten den Korper K C @, den wir durch Adjunktion aller Einheitswur-
zeln von £-Potenz-Ordnung erhalten, also

K = JQ(¢m)

wobei (y» immer eine primitive £”-te Einheitswurzel m € IN sein soll. Die Gruppe
< {ym > der £"-ten Einheitswurzeln in @ ist zyklisch von der Ordnung ¢™, sie wird von
einer primitiven #”-ten Einheitswurzel erzeugt. Das Potenzieren mit £ liefert einen
surjektiven Homomorphismus

< Cpmtl > > < (m >
und wir bilden den projektiven Limes

pg::l@l<(m>.
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Dieser Limes ist ein freier Z,-Modul vom Rang 1, esist also Aut(p¢) = Z; und
die Operation der Galoisgruppe Gal(Q/®@) auf p, ist folglich durch einen Charakter

a:Gal(Q/Q) — Gal(K/Q) — Z;

gegeben, den man Tate-Charakter nennt. Der Galoismodul z, wird auch mit Z,(1)
bezeichnet; er ist unverzweigt auBBerhalb von ¢.

Man kann fiir jede ganze Zahl r einen ¢-adischen Galoismodul Z(r) definie-
ren. Als Z,-Modul ist dieser Modul frei vom Rang 1 und Gal(®/®) operiert darauf
durch den Charakter o — a(0)’, und fiir alle r,s € Z hat man Isomorphismen
Zy(r) @z, Lo(s) = Lo(r + 5).

Es ist nun entscheidend, daB3 diese Galoismoduln Z,(r) ,motivisch® sind,
wobei ich jetzt nicht in der Lage bin zu sagen, was ich damit genau meine.

Aber ganz grob kann ich schon etwas dazu sagen: Der projektive Raum IP" /@
ist ein glattes projektives Schema iiber @). Ich empfehle, sich darunter einfach vorzu-
stellen, daB3 wir fiir jede Erweiterung K von @ den r-dimensionalen projektiven Raum
IP’(K) definieren konnen. Diesem Schema kann man nach einer Konstruktion von A.
Grothendieck fiir jede Primzahl ¢ die sogenannten ¢-adischen Kohomologiegruppen

H(P xqQ,Z) i=0,1,...,2r

zuordnen (Siehe z. B. [Fr-K]). Es stellt sich heraus, daB dies nach Konstruktion Ga-
loismoduln sind und es ist

H”(IP" xq Q,Z;) ~ Zy(—r).
»Motivisch“ heiBt also so etwas wie: ,,kommt vor in der ¢-adischen Kohomologie
eines schonen Schemas®. Diese Galoismoduln sind an allen Stellen p # ¢ unverzweigt,
weil das Schema IP"/Q iiberall gute Reduktion hat, das bedeutet ganz grob gesagt,
daB man das Schema IP" auch iiber Z definieren kann und somit auch iiber jedem
endlichen Korper IF,.

Dies ist ein spezieller Fall einer allgemeineren Situation. Eine glatte projektive
Varietdt X iiber @ ist eine Teilmenge eines projektiven Raumes IP"(C), die als Menge
der gemeinsamen Nullstellen einer endlichen Menge von homogenen Polynomen mit
rationalen Koeffizienten beschrieben werden kann. Dabei wird noch gefordert, daB
sie keine singuldren Punkte hat, was ganz grob bedeutet, daB eine aus den Gleichun-
gen gebildete Jacobimatrix — deren Eintrége sind also partielle Ableitungen der defi-
nierenden Gleichungen — maximalen Rang hat. (Man sollte an den Satz iiber implizite
Funktionen denken.) Weil die Gleichungen rationale Koeffizienten haben, operiert
die riesige Gruppe aller Automorphismen des Korpers € auf X. Von diesen Auto-
morphismen sind nur die Identitit und die komplexe Konjugation stetig.

Man kann fiir jede solche glatte projektive Varietit X /@ die ¢-adischen Ko-
homologiegruppen

H'(X xq®Q,Z) i=0,1,...,2dim X

definieren, und diese Kohomologiegruppen sind dann fiir jeden Grad i in der Tat
¢-adische Galoismoduln.
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Man sollte dies vielleicht so sehen: Nach der oben gegebenen Definition ist X’
auch eine komplexe Mannigfaltigkeit und somit auch ein topologischer Raum. Damit
sind auch die gewohnlichen Betti-Kohomologiegruppen

H(X,Z)

definiert, deren Definition erfordert aber das Konzept der Stetigkeit. Da fast alle
Automorphismen des Korpers € unstetig sind, kann man keine Operation der Au-
tomorphismengruppe von € auf diesen Kohomologiegruppen definieren. Grothen-
dieck hat gezeigt, daB es einen kanonischen Homomorphismus

Hi(X,Z) QU — Hi(X XQ (Q,Zg)

gibt, dessen Kern und Kokern Torsionsmoduln sind. Man kann das auch so formu-
lieren: Wenn man die topologisch definierten Kohomologiegruppen mit Z, ten-
soriert, dann sind dies beinahe rein algebraisch definierbare Objekte. Wenn man
mit @, tensoriert, dann kann man ,beinahe” auch weglassen. Jetzt hat man eine
Operation der Gruppe der Automorphismen von C. Es zeigt sich, da3 die Automor-
phismen, die auf @ die Identitit induzieren, auf diesen Kohomologiegruppen trivial
operieren.
Nun gilt ein fundamentaler

Satz von Deligne ([De-2)). a) Es gibt eine endliche Menge S von Primstellen, die von
X /@ abhingt, so daf3 alle Galoismoduln

Hi(X XQ (D,Zz)

auferhalb von S U {£} unverzweigt sind.
b) Firp & SU {¢} sei < Oy > die zugehirige Konjugationsklasse von Frobenii. Dann
hat das charakteristische Polynom

det(Id T — &3 |H'(X xq Q,Z;) ® Q)

ganzzahlige Koeffizienten, die von £ unabhdngig sind.
¢) Die Eigenwerte von @%1 sind ganze algebraische Zahlen, deren Absolutbetrige alle
gleich p'/? sind.

Dieser Satz erlaubt es uns, der Kollektion der durch die Kohomologiegrup-
pen H' (X xq @, Z,) der glatten projektiven Varietat X /@ gegebenen Galoismoduln
eine L-Funktion zuzuordnen: wir bilden das unendliche Produkt

i 0 = : 0
L(H (X XQ Qa Ql)>s) : Iggdet(ld — q)%lp—s | H'(X X@Q Qy Ql)

fiir ein unbestimmtes £. Dies Produkt konvergiert fiir Re(s) > i/2 + 1 und man hofft,
daB es eine meromorphe Fortsetzung in die ganze komplexe Ebenene gestattet und
einer Funktionalgleichung geniigt.

Wir wollen nun einen ¢-adischen Galoismodul M, motivisch und rein vom
Gewicht i nennen, wenn M, ® @, als direkter Summand in der i-ten Kohomologie einer
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glatten projektiven Varietit X /@ auftaucht, wobei der Summand noch durch soge-
nannte Korrespondenzen ausgeschnitten wird. Das garantiert dann, dal man einem
solchen Galoismodul M, eine L-Funktion

1

L(M¢® Q,5) = gsdet(ld - ®5'p | M, @ Q)

zuordnen kann.

Nach unserer Definition ist Z(—r) motivisch vom Gewicht 2r, falls r > 0. Es
ist nun sinnvoll, auch noch die Tensorprodukte eines reinen motivischen Galois-
moduls mit Z,(r) mit r > 0 in die Klasse der reinen motivischen Galoismoduln mit
aufzunehmen. Diese konnen dann negative Gewichte haben.

Fiir die Galoismoduln

Zg(—r) = H2r(]Pr XQ (Q, Z[)

sind die Eigenwerte der Frobenii gerade p’, die L-Funktion ist also durch
II 1_*1_“ =((=r+9)
» p

gegeben, wobei ((-) die Riemannsche ¢-Funktion ist.

Man kann auch gemischte Galoismoduln definieren. Dazu betrachtet man z.B.
glatte quasiprojektive Varietéiten U /@). Solche erhilt man zum Beispiel, wenn man aus
einer glatten projektiven Varietit X /@ eine abgeschlossene Untervarietat Y/Q C
X /@ herausnimmt. Das Komplement U = X\ Y ist dann eine glatte quasiprojektive
Varietat tber @.

Dann kann man die ¢-adischen Kohomologiegruppen H'(U X g Q,Z,) stu-
dieren. Diese Kohomologiegruppen sind wieder Galoismoduln, aber sie sind nicht
mehr rein, sondern besitzen eine Filtration mit reinen Subquotienten und aufsteigen-
den Gewichten. Solche Galoismoduln nennen wir gemischte motivische Galoismoduln.
Man erweitert die Definition auf solche Galoismoduln, die man durch Projektoren,
die sich aus geeigneten Korrespondenzen herleiten, gewinnt.

Man sagt, daB eine projektive Varietit, die iiber @ definiert ist, gute Reduk-
tion bei der Primzahl p hat, wenn man die definierenden Gleichungen so wiahlen kann,
daB sie ganze Koeffizienten haben und daB die Gleichungen modulo p immer noch
eine glatte Varietdt beschreiben. Diejenigen Primzahlen, an denen die Reduktion
nicht gut ist, bilden gerade die Menge S im Satz von Deligne.

Wenn wir also motivische (gemischte) Galoismoduln mit kontrollierter Ver-
zweigung konstruieren wollen, dann miissen wir Varietdten mit wenig schlechter Re-
duktion konstruieren. Ich weise aber darauf hin, daBl wir dabei immer noch die glei-
chen Schwierigkeiten antreffen: Man muf3 das Reduktionsverhalten von X /@ und
von Y /@Q C X /@ im Griff haben. Es ist gar nicht klar, wie man das erreichen kann.
Ein derartiges Problem haben wir schon angetroffen, als wir versuchten, eine Glei-
chung 5. Grades mit kontrollierter Verzweigung hinzuschreiben.
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IIb Gemischte Tate-Motive
Man kann z.B. nach Galoismoduln M; fragen, die in einer exakten Sequenz
0— Z[(O) i M[ — Zg(—n - 1) -0

sitzen, wobei n > 0 eine positive ganze Zahl ist. Dabei mdchten wir die Verzweigung
kontrollieren, im wesentlichen sollten sie nur bei ¢ verzweigt sein. Die gemischten
Galoismoduln bilden eine abelsche Kategorie und in einer solchen abelschen Kate-

gorie kann man sogenannte Ext'-Gruppen definieren, eine Sequenz wie oben gibt uns
dann ein Element

[M[] € EXtéal(Q/Q)(Zg(—n - 1),1@(0))

Esist nicht schwer, solche Galoismoduln zu konstruieren, man kann sogar im
Prinzip alle solchen Galoismoduln mit Hilfe der Galoiskohomologie beschreiben. Es
ist aber nicht klar, wie man solche M, bekommt, die gemischt motivisch sind, d.h. die
in der Kohomologie einer offenen Varietit auftauchen. Dies sind dann sogenannte
gemischte Tate-Motive. Nach den Vermutungen von Beilinson in der Umformulie-
rung von Deligne und Scholl solite man diese gemischten Tate Motive als Elemente
einer Extensionsgruppe

EXtéem. Mot. (Z(_n - 1)’2(0))

in einer sehr hypothetischen abelschen Kategorie der gemischten Motive auffassen.
Insbesondere sollte diese Extensionsgruppe endlich erzeugt sein und ihr Rang sollte
gleich der Ordnung der Nullstelle der Riemannschen ¢-Funktion an der Stelle —# sein.
Bekanntlich ist genau dann ((—#) = 0, wenn » gerade ist, und dann ist dies eine Null-
stelle erster Ordnung. Wir sollten also fiir ein gerades n > 0 einen solchen gemischten
Modul wie oben konstruieren konnen, der auch noch unendliche Ordnung hat und
daher die obige Extensionsgruppe bis auf Torsion erzeugt.

Wenn man sich nun ein Element £ € Extéem‘ Mot (Z(—n — 1), Z(0)) als ge-
mischtes Motiv vorstellt, dann bekommt man den zugehorigen gemischten Galois-
moduln, indem man fiir jedes ¢ die ¢-adische Kohomologie dieses gemischten Motivs
betrachtet. Man kann aber auch die Betti-K ohomologie dieses Motivs betrachten und
schlieBlich mit Hilfe der algebraischen Differentialformen noch die de Rham- Koho-
mologie definieren. Aus diesen beiden Strukturen zusammen bekommt man aus un-
serem gemischten Motiv eine sogenannte gemischte Hodge-Struktur itber @. Auch
diese gemischten Hodge-Strukturen bilden eine abelsche Kategorie und wir bekom-
men somit ein Element

Etodge € EXtyery poage/@(Q(—n — 1), Q(0)) = IR.

Ich habe nicht definiert, was gemischte Hodge-Strukturen iiber @ sind, aber
ich kann sagen, daB sie mit Hilfe der linearen Algebra verstanden werden kénnen,
insbesondere ist der obige Isomorphismus leicht zu beweisen. Die in diesem Fall be-
wiesene Vermutung von Beilinson besagt nun:
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Fiir gerades n ist das Bild von
EXt;em. Mot.(Z(_n - 1)71(0)) — EXt;em. Hodge/Q(Q(_n - 1)’Q(0)) — R

durch die Zahl ¢'(—n) mod Q" gegeben.
Dabei ist allerdings die hypothetisch definierte Gruppe
Ext;emi Mot (Z(—n — 1), Z(0)) durch die Gruppe K;,-1(Q) zu ersetzen.
Ganz entsprechend bekommt man aus dem Element
€ € Ext! (Z(—n — 1),Z(0))

gem. Mot.

auch Elemente
& € Exthy /g (Ze(—n — 1), Z(0) — H'(Gal(Q/Q), Z;(n + 1))
fiir alle Primzahlen £. C. Soulé hat in [Sou] Elemente

Sg(n) € Extgal(Q/Q) (Zl(_n - l),Zg(O))

konstruiert, die mit Hilfe von zyklotomischen Einheiten gebildet werden. Diese Ele-
mente hingen mit dem Wert der ¢-adischen Zetafunktion zusammen. Ein Analogon
der Beilinson-Vermutung besagt dann, daB das Bild von

Ext, (Z(—n - 1), Z(0)) — H'(Gal(Q/®Q), Zy(n + 1))

gem. Mot.

immer (vielleicht bis auf Torsion) von diesen Soulé-Elementen s;(n) erzeugt wird.
Ich werde am Ende des nichsten Abschnitts eine mdgliche Konstruktion nicht
trivialer gemischter Tate-Motive erldutern, wobei ich Shimura-Varietiten benutze.
Auf den Zusammenhang mit der K-Theorie kann ich hier iiberhaupt nicht
weiter eingehen.

IIT Shimura-Varietiten

Es gibt eine Moglichkeit der Konstruktion von motivischen Galoismoduln
mit kontrollierter Verzweigung, die die Theorie der Shimura-Varietiten benutzt.
Shimura-Varietiten sind Verallgemeinerungen der klassischen Modulkurven, die
man bekommt, wenn man die Gruppe Sh(Z) oder sogenannte Kongruenzuntergrup-
pen ' C Sh(Z) auf der oberen Halbebene

H={ze C|Im(z) >0}

operieren 1468t und den Quotienten nach dieser Operation bildet. Zunéchst ist das
Ergebnis eine Riemannsche Fliache, von der man weil}, wie man sie durch Hinzu-
nahme von endlich vielen Punkten kompaktifizieren kann. Eine solche Kongruenz-
untergruppe ist zum Beispiel die Gruppe

T(N) = {y = (‘; Z) €SL(Z) [y=1 mod N}.
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Entscheidend ist nun, daB man die Punkte auf diesen Riemannschen Flichen als
elliptische Kurven mit einer Zusatzstruktur interpretieren kann.

Dies hat zur Folge, daft man diesen (kompaktifizierten) Riemannschen Flichen auf ka-
nonische Weise die Struktur von glatten quasi- ( projektiven) Kurven iiber @ geben kann.

Ganz grob heiBit dies, daB man die kompakten Flichen in einen projektiven
Raum als Menge der Nullstellen einer endlichen Menge von homogenen Polynomen
mit rationalen Koeffizienten einbetten kann.

Ich will versuchen, dies im folgenden Abschnitt zu erldutern. Am Ende findet
man ein Beispiel, daB schon Fricke und Klein studiert haben; es ist vielleicht hilfreich,
sich dieses Beispiel zuerst anzusehen.

Illa Die modulare Interpretation von I'\ H

Ist zum Beispiel I' = I'(N) und N > 3, dann ist ein Punkt x € I'\ H dasselbe
wie ein komplexer Torus E(x)/@ zusammen mit einer Basis < e;, e, > der Gruppe
der N-Teilpunkte. Das kann man sich leicht klar machen: Wir reprisentieren x durch
einen Punkt z € H, dann liefert uns < 1,z > =Z ® Zz ein Gitter in € und
€/ < 1,z > ist dann unser komplexer Torus. Die Addition auf @ induziert darauf
die Struktur einer kompakten analytischen abelschen Gruppe. Die Punkte
1/N,z/N € €/ < 1,z > liefern eine Basis fiir die N-Teilpunkte, das sind die Punkte
x mit Nx = 0. Ersetzen wir nun z durch vz mit 4 € I'(NV), dann erhalten wir einen
isomorphen Torus und es ist sogar so, daB es genau einen Isomorphismus zwischen
diesen beiden Tori gibt, der die Basen der N-Teilpunkte ineinander iiberfiihrt. D.h.
die beiden Tori mit Teilpunkten sind gleich.

Auf der Gruppe der N-Teilpunkte gibt es noch die Weil-Paarung, der Wert
der Weil-Paarung auf unserer Basis von N-Teilpunkten ist

2mi

<1/N,z/N > =¢N.

Ordnet man nun einem Punkt x € I'(N)\H den gleichen Torus, aber mit den Teil-
punkten < a/N,z/N > zu, wobei (a, N) = 1, dann wird der Wert der Weil-Paarung

2mia . . . .. ..
e N, wir kdnnen also sagen, daf die disjunkte Vereinigung

Y(N(@©= |J TWN\H
a€(Z/NZ)*

gleich der Menge der eindimensionalen komplexer Tori mit einer ausgezeichneten
Basis der N-Teilpunkte ist. Aber ein komplexer Torus mit einer Basis der N-Teil-
punkte ist ein rein algebraisches Objekt. Es ergibt sich nimlich aus der Theorie der
elliptischen Funktionen, daB man den Torus als glatte Kurve im IP?(C) realisieren
kann. Dies ist dann eine elliptische Kurve iiber €. Man kann daher fiir jeden Teil-
kérper K C @€ von der Menge der elliptischen Kurven sprechen, die iiber K definiert
sind (die Koeffizienten der WeierstraB-Gleichung sind in K), und die mit einer Basis
der Gruppe der N-Teilpunkte versehen sind, wobei diese Punkte auch Koordinaten in
K haben. Diese Menge kann natiirlich fiir spezielle Wahlen von K leer sein (z.B.
K = @Q). Jetzt kann man mit den Methoden der algebraischen Geometrie zeigen,
daB die obige Riemannsche Flache Y (N)(®@) die Menge der komplexen Punkte einer
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quasiprojektiven Kurve Y (N)/Q@ ist. Es gilt noch mehr: Das Konzept einer ellipti-
schen Kurve zusammen mit einer Basis fiir die N-Teilpunkte ist auch iiber einem
Korper der Charakteristik p > 0 sinnvoll, falls p die Zahl N nicht teilt. Das bedeutet,
daB unsere Kurve gute Reduktion auBerhalb von N hat, oder etwas nobler ausge-
driickt: sie 1aBt sich zu einem glatten quasiprojektiven Schema iiber Spec(Z[}]) aus-
dehnen. Aber es gilt noch mehr: Man hat eine kanonische Konstruktion einer Kom-
paktifizierung, indem man degenerierte Kurven hinzunimmt, man hat Y(N)/
Q C X(N)/@Q, wobei X(N)/® projektiv und glatt ist. Auch diese Kurve hat gute
Reduktion auBhalb von N, und die hinzugenommenen Punkte bleiben verschieden,
wenn man mod p reduziert und p kein Teiler von N ist.

Sehr héufig arbeitet man auch mit anderen Untergruppen I' C Sh(Z) so zum
Beispiel mit den Gruppen

To(N)\H wobei rO(N)={<j z)emmnczo mod N}.

Auch hier kann man die Punkte in I'y(N)\ H als elliptische Kurven mit einer
Zusatzstruktur auf der Gruppe der N-Tielungspunkte identifizieren.

Wir sehen also:

Die Riemannschen FlachenT'\ H werden damit arithmetische Objekte iiber Q) oder iiber
geeigneten Zahlkiorpern, man kann sie in kanonischer Weise als quasiprojektive Varie-
titen iiber geeigneten Kirpern interpretieren.

Dieser Umstand war im Prinzip schon Kronecker und Weber bekannt (Siehe
das Beispiel weiter unten). G. Shimura hat in seinen Pionierarbeiten dies auf syste-
matische Weise auf andere Fille und auf hghere Dimensionen verallgemeinert, so da3
man heute diese Art von Varietiten vollig zu Recht Shimura-Varietiten nennt, auch
diejenigen, die man schon ldnger kennt. Es soll aber an dieser Stelle auch erwihnt
werden, da M. Eichler fundamentale Beitrige zu diesem Gebiet geleistet hat. Wenn
man aber diese Ideen in optimaler Weise ausnutzen will, dann benétigt man auch
noch die Sprache der modernen algebraischen Geometrie, man braucht die allgemei-
nen Konzepte wie Schema, Modulschema usw. .

Weiter oben habe ich das Problem erwihnt, daB es gar nicht so einfach ist,
Paare Y/@Q C X /@ zu konstruieren, die gute Reduktionseigenschaften haben. Sol-
che Paare liefern uns dann Galoismoduln mit kontrollierter Reduktion. Der Haupt-
punkt dieses Vortrages ist:

Die Theorie der Shimura-Varietiten gibt uns die Méglichkeit der Konstruktion von
quasiprojektiven Varietiten, die nicht durch Gleichungen definiert werden, sondern
durch ,, Interpretation”, und bei denen die Glattheit und Reduktionseigenschaften aus
der Interpretation abzulesen sind!

Ich komme nun zu dem versprochenen Beispiel.

Wirbetrachten den speziellen Fall N = 11. Die Riemannsche Fiche T'o(11)\ H
kann durch Hinzunahme von zwei Punkten kompaktifiziert werden. Die kompaktifi-
zierte Riemannsche Fliche wird bei Fricke ([Fr], I1,4,§4) durch die Gleichung

o= \/7'(7'3 — 2072 + 567 — 44)
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beschrieben (Fricke spricht von einem complexen Gebilde vom Geschlecht p = 1).
Eine harmlose Manipulation ergibt eine arithmetisch giinstigere Form, ndmlich

Vu+ypi? = x> — x*u— 10x% — 20u°

wobei ich homogenisiert habe, um eine projektive Kurve zu beschreiben.

Diese Gleichung kann man auch als Gleichung iiber dem endlichen K&rper
IF, lesen, indem man die Koeffizienten mod p reduziert, und fiir alle p # 11 bekommt
man eine glatte Kurve. Das kann man nachrechnen, es folgt aber auch durch die
Interpretation als Modulschema. Das kann man so formulieren, daB3 die obige Glei-
chung ein glattes projektives Schema Xo(11)/Spec(Z[;]) definiert. Diese arithmeti-
schen Aspekte konnten Klein und Fricke zu ihrer Zeit nicht verstehen, dazu bedurfte
es der Entwicklung sprachlicher Mdglichkeiten.

Es sei den geneigten Elementen der Menge der Leserschaft empfohlen, her-
auszufinden, welches in dieser Beschreibung die Spitzen (die zur Kompaktifizierung
hinzugenommenen Punkte) sind. AuBerdem kann gibt es wegen der modularen In-
terpretation iiber Xp(11) \ Spitzen eine universelle elliptische Kurve mit einer zykli-
schen Untergruppe der Ordnung 11, die man auch ganz explizit hinschreiben kann.
Auch diese Ubung diirfte amiisant sein.

IIIb Die motivischen Galoismoduln zu Shimura-Varietiiten,
die Taniyama-Vermutung und der Satz von Wiles

Ich will die oben angedeuteten Resultate nun in einer speziellen Situation
anwenden. Im folgenden gebe ich eine sehr skizzenhafte Darstellung einiger Aspekte
der Ideen von Eichler und Shimura, ich formuliere ein klassisches Resultat und den
Satz von A. Wiles. Am Ende dieses Abschnittes komme ich noch einmal auf das obige
Beispiel zuriick. Es ist vielleicht sehr hilfreich, sich zuerst das Beispiel anzusehen. Es
ist so explizit formuliert, daB man es numerisch von Hand priifen kann.

Wir gehen wieder von einer allgemeinen Gruppe I'o(N) aus. Wie ich oben
erldutert habe, besitzt dann die Riemannsche Flidche I'o(N)\H in natiirlicher Weise
die Struktur einer glatten quasiprojektiven Kurve iiber @, die man Y,(N)/@ nennt.
Durch Hinzunahme endlich vieler Punkte entsteht eine projektive Kurve Xo(N)/@.
Die komplexen Punkte Xp(N)(C) dieser Kurve liefern uns die Riemannsche Fléche,
die aus I'(N)\H durch Hinzunahme der Spitzen entsteht. Wir bekommen nun ein
Diagramm von /—adischen Kohomologiegruppen, die uns motivische Galoismoduln
liefern, die alle auBerhalb der aus £ und allen Primteilern von N bestehenden Menge
unverzweigt sind:

H(Yo(N) xq Q, Z) — H'(Yo(N) xq @, Z:)

/
H'(Xo(N) xq @ Z¢)

Die Moduln in der oberen Zeile sind gemischt, der Modul unten ist rein vom
Gewicht 1. Der Pfeil von links oben nach unten ist surjektiv, der Pfeil von unten nach
rechts oben ist injektiv. (H ist ,,Kohomologie mit kompakten Trégern®.)
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Nun gibt es hier noch mehr Struktur: Alle diese Moduln sind nicht nur Ga-
loismoduln, sondern es gibt noch eine damit vertrédgliche Operation der sogenannten
Hecke-Algebra. Diese Hecke-Algebra bekommt man so: Zu jeder zu N teilerfremden
Primzahl p definieren wir eine sogenannte Korrespondenz (mehrwertige Funktion)
T, auf Yo(N) und Xo(N). Ein Punkt x auf Yp(X) ist ,.eine elliptische Kurve E mit
Zusatzstruktur bei N“. Diese Kurve hat p + 1 zyklische Untergruppen der Ordnung
p, das sind die von den p-Teilpunkten erzeugten zyklischen Untergruppen. Teilen wir
E durch diese p + 1 zyklischen Untergruppen, dann entstehen p + 1 neue Kurven
E\,...,E,;;. Weil (p, N) = 1, haben diese neuen Kurven wieder eine Zusatzstruktur
bei N vom gleichen Typ, sie sind also Punkte xi, ..., x,41 auf Yo(N). Wir kénnen
daher T, auch als Kurve

Tp C Y()(N) X Y()(N)

auffassen, sie besteht aus den Punkten {(x,x;),_; .1 | x € Yo(N)}. Diese Korres-
pondenzen induzieren Endomorphismen auf der Kohomologie, die man ebenfalls 7,
nennt; und es sind sogar Endomorphismen auf dem Diagramm weiter oben. Sie kom-
mutieren mit der Operation der Galoisgruppe. Seien IH.(N), H(N), H,(N) die je-
weils von diesen Operatoren erzeugten Algebren von Endomorphismen auf den Mo-
duln links oben, rechts oben und unten: Man nennt sie die Hecke-Algebren zum Ni-
veau N.
Ich hatte weiter oben schon erldutert, daBl wir eine kanonische Abbildung

H' (X(N)(C),Z)  Zy — H'(Xo(N)xq®Q, Z)

haben, die in diesem Fall sogar ein Isomorphismus ist. Die Kohomologiegruppen
H'(X,(N)(€),Z) ® € kann man nun mit Hilfe des Eichler-Shimura-Isomorphismus
mit dem Raum der Spitzenformen vom Gewicht 2 beschreiben: Diese Spitzenformen
sind holomorphe Funktionen in der Variablen z € H, fiir die gilt

f(ZIZ) = (cz+d)f(z) fiir alle (‘C’ 2) € Ty(N)

und die in den Spitzen verschwinden. Ist f(z) eine solche Spitzenform, dann ist
w = f(z)dz ein holomorphes Differential und dies liefert uns jetzt eine Kohomologie-
klasse in H'!(Xo(N)(C),Z) ® €. Man bekommt so eine Inklusion vom Raum der
Spitzenformen vom Gewicht 2 in die Kohomologie. Dies ist der ,,halbe* Eichler-
Shimura-Isomorphismus, die andere ,,Hilfte“ bekommt man, wenn man die antiho-
lomorphen Formen hinzunimmt.

Auf dem Raum der Spitzenformen operieren nun die Hecke-Operatoren 7,
und es ist nicht schwer zu sehn, daB der Eichler-Shimura-Isomorphismus mit dieser
Operation vertréglich ist.

Man kann nun zeigen (und dies ist keineswegs trivial):

Die Hecke-Algebren sind kommutativ und die Eigenwerte der Hecke-Operatoren sind
ganze algebraische Zahlen. Wenn man die Kohomologiegruppen mit Q, tensoriert, wird
die Operation der Hecke-Algebra halbeinfach. Das heifit, wenn man die obigen Koho-
mologiegruppen mit einem algebraischen Abschluf3 Q, tensoriert, dann lassen sie sich als



42 G. Harder

direkte Summen von Unterrdumen schreiben, die aus gemeinsamen Eigenrdumen fiir die
Hecke-Algebra bestehen.

Man zeigt zunéchst, daB H,(N) auf H'(Xo(N) xq @, Q,) halbeinfach ope-
riert. Hierzu ben&tigt man und das Peterson Skalarprodukt auf dem Raum der Spit-
zenformen. Fiir die ganze Aussage braucht man dann noch das Manin-Drinfeld Ar-
gument. (Siehe z. B. [Hal]).

Es kann nun vorkommen, daB in der obigen Zerlegung Eigenrdume auftau-
chen, fiir die alle Eigenwerte ganz rational sind. Das liefert uns dann Klassen
0+# €€ H' (Xo(N) xq @, Z), so daB fiir alle 7, gilt T,(£) = a,&, wobei die Eigen-
werte a, ganz rational ist.

Dann ist klar, daB der Eigenraum zu diesem System von Eigenwerten

M= {€ € H' (Xo(N) xq Q,Z) | T,¢ = ayé fiir alle p}

ein Galoismodul ist. Wir wollen nun im folgenden die technische Voraussetzung ma-
chen, daB dies System von Eigenwerten ,neu* ist, d.h. daB es nicht schon in der
Kohomologie von einem Xy(N') vorkommt, wobei N’ ein echter Teiler von N ist.

Es war es seit langerer Zeit bekannt, dal3 es dann zu einem solchem ,,neuen®
System von rationalen Eigenwerten eine elliptische Kurve E /@ gibt, so daB wir nach
Tensorieren mit @, einen Isomorphismus der Q,-Galoismoduln H'(E xq Q,Z,) ®
Q,) = M;® ©Q, bekommen. Man findet diese elliptische Kurve als Faktor in der
Jacobischen der Kurve Xo(N)/@. Etwas genauer kann man dies auch so sagen: zu
dem Eigenraum mit dem obigen System von Eigenwerten findet man mit Hilfe des
Eichler-Shimura-Isomorphismus eine Spitzenform f(z) = fg(z) vom Gewicht 2.
Diese Spitzenform ist dann auch ein holomorphes Differential auf Xo(N)(CC), das
auch das Differential des gesuchten Faktors ist. Das weiter unten behandelte Beispiel
zu I'y(11) liefert uns eine solche Kurve.

Es wurde nun in einer sehr vagen Form von Taniyama die Idee formuliert, da3
man vielleicht umgekehrt zu jeder elliptischen Kurve E/@Qein N finden kénne, so da
H'(E xq Q,Z;) ® Q, im obigen Sinne in H'(Xo(N) xq Q,Z) ® Q,, auftaucht.
Diese Vermutung wurde von A. Weil prizisiert ((We)), indem er eine Regel aufstellte,
nach der man das N aus dem Reduktionsverhalten der elliptischen Kurve bestimmen
konnte. Man nennt eine elliptische Kurve modular, wenn fiir sie die von Taniyama
formulierte Vermutung in der Prézisierung von A. Weil richtig ist.

Im Jahre 1994 zeigte A. Wiles:
Jede elliptische Kurve E /Q mit semistabler Reduktion ist modular.

Die Voraussetzung ,,semistabile Reduktion“ bedeutet, daB3 an allen Stellen p,
an denen die Kurve schlechte Reduktion hat, die j-Invariante j(E) € @Q nicht ganzist.

Dieser Satz hat deswegen so groBes Aufsehen erregt, weil nach einer Idee von
G. Frey hieraus der groBe Fermatsche Satz folgt.

Aber auch unabhingig davon ist Wiles’ Satz von immenser Bedeutung. Ich
habe oben die zu der elliptischen Kurve E /@ assoziierte Spitzenform f = f¢ erwdhnt.
Nach der Theorie von Hecke kann man dieser Spitzenform eine L-Funktion L(f, s)
mit einer Produktentwicklung zuordnen, diese L-Funktion ist holomorph in der Va-
riablen s und geniigt einer Funktionalgleichung. Nach Hecke bekommt man diese



Galoismoduln und Shimura-Varietiten 43

L-Funktion so: Die Funktion f ist periodisch, d.h. f(z + 1) = f(z) man kann sie also
in eine Fourierreihe entwickeln:

n=0o0

f(Z) — Z ane27rinz.
n=1

Die L-Funktion ist durch die Mellin-Transformierte
n=00a
n
Le(s) = w

n=1

von f gegeben. Nach der Theorie von Hecke hat sie eine Produktentwicklung

L(f,8) = [[ Ly(f,9)
p

wobei
1

T—ap 1% fur alle Primzahlen p { N,
~ap

Ly(s) =
und wobei die Koeffizienten g, fiir p # N immer noch die gleiche Bedeutung haben:
Es sind die Eigenwerte von T),.

Eichler und Shimura haben nun gezeigt (Die Kongruenzrelationen:)

Fiir alle p [ N ist der Fourierkoeffizient a, gerade die Spur des Frobenius ;! auf
H ! (E XQ Q Zg)

Das kann man auch noch elementarer formulieren. Aus der allgemeinen
Theorie der L-Funktionen weill man, daB8 die Anzahl der IF, rationalen Punkte auf
der Reduktion modp unserer Kurve E gerade p+1— Spur(®,|H!
(E xq @, Z,) (Die Summanden 1 und p sind auch solche Spuren, ndmlich auf der
0-ten und der 2-ten Kohomologie. ) Also gilt

Die Anzahl der TF,-rationalen Punkt ist gleich
|E(F,)| =p+1-ap.

Man kann das aber auch so lesen, daB die L-Funktion, die dem Galoismodul
H'(E xq @, Z,) zugeordnet ist, bis auf die Faktoren an den Teilern von N mit der
Heckeschen L-Funktion zu der Modulform fr iibereinstimmt. Fiir letztere hat man
nun analytische Hilfsmittel, um die holomorphe Fortsetzbarkeit und eine Funktio-
nalgleichung zu beweisen. Also gilt das auch fiir erstere.

Umgekehrt hat Eichler aus dieser Beziehung geschlossen, daB |a,| < 2,/pist.
Dabei hat er benutzt, daB der obige Satz von Deligne fiir Kurven schon von Weil und
fiir Kurven vom Geschlecht 1 schon von Hasse bewiesen worden war. Deligne hat
dann spéter mit dem gleichen Argument die allgemeine Ramanujan Vermutung be-
wiesen. ([De-1]).

Ich mochte den Satz von Eichler-Shimura an Hand der von Fricke beschrie-
bene Kurve erliutern, dann wird er ganz elementar. Die Kurve X (11) selbst elliptisch
und durch die affine Gleichung

Yu+ yu? = x* — xu — 10xu® — 2043
gegeben.
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Es gibt genau eine normalisierte Spitzenform f(z) vom Gewicht 2 zu T'g(11)
und deren Fourierentwicklung ist
n=
f(Z) — eZm’z ]:O[c(l _ eZm'nz)2(1 _ e27rin1]z')2 — gmiz _ 9 p2midz _ e27ri32 — itz

n=1

Dann besagt der Satz von Eichler-Shimura in dieser konkreten Situation, da3
fiir jede Primzahl p # 11 die um Eins vermehrte Anzahl der Losungen der obigen
Gleichung mod p gleich p + 1 — g, ist, wobei a, der Koeffizient von e*™7% in der
obigen Entwicklung ist. Fiir p =2 hat die obige Gleichung die fiinf Losungen
(x,y,u) =(0,1,0),(0,1,1),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1)und S=2+1 — a,.

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB sich der hier geschilderte Sachverhalt in die
sogenannte Langlands-Philosophie oder das Langlands-Programm einordnet. Im
Langlands-Programm wird allgemein die Frage gestellt, wie weit man eine Beziehung
zwischen L-Funktionen zu Motiven und sogenannten automorphen L-Funktionen
herstellen kann. Dies ist zum Beispiel fiir L-Funktionen zu abelschen Galoismoduln
der Fall und das ist gerade der Inhalt der Klassenkorpertheorie. Das Langlands-Pro-
gramm fragt also nach einer nicht abelschen Klassenkorpertheorie.

Langlands und Tunnell haben diese Beziehung in einem speziellen Fall fiir
zweidimensionale Artinsche Galoismoduln gezeigt, und diese Tatsache geht entschei-
dend in den Beweis des Satzes von Wiles ein. ( [La], [Tu] ).

IIIc Gemischte Galoismoduln in der Kohomologie von
Shimura-Varietiiten

Ich komme nun zu der Konstruktion gemischter Tate-Motive. Eine Moglich-
keit der Konstruktion besteht darin, daB man aus einem IP” Konfigurationen von
Hyperebenen herausnimmt. Dieser Ansatz hangt mit der Konstruktion von Elemen-
ten in der K-Theorie und den Vermutungen von Zagier zusammen. Er ist von Bei-
linson und Deligne weitergefiihrt worden und die gemischten Galoismoduln, die man
so erhilt, sind von A. Huber und J. Wildeshaus bestimmt worden. ([Hu-Wi]).

Ich will nun die modulare Konstruktion vorstellen. Wir wahlen eine Hilfs-
primzahl py > 2 und betrachtet die Modulkurve Yy( po)/®, die zugehorige Riemann-
sche Flache ist dann

Lo(po)\H , wobei To(po)= {([cl 3) € SL(Z) | ¢ = 0 mod po}.

Fiigt man zu Yy(po)/@® zwei Punkte {oo,0} hinzu, so bekommt man die projektive
Kurve Xo(po)/®@. Auf Yo( po)/@ kann man zu einer geraden Zahl n > 0 eine £-adi-
sche (motivische) Garbe M, , konstruieren. Diese Garbe bekommt man als die
Garbe von ¢-adischen Kohomologiegruppen der symmetrischen Potenzen der uni-
versellen elliptischen Kurve iiber Yo(po). Man kann also auch die entsprechenden
Betti- und de Rham-Realisierungen dieser symmetrischen Potenzen betrachten.
Diese Garben setzt man auf geschickte Weise zu Garben auf der vollstindigen Kur-
ve Xo(po)/@ fort: Man setzt sie durch 0 im Nullpunkt fort und nimmt das direkte
Bild in co. Da das direkte Bild nicht exakt ist, mu3 man den sogenannten derivierten
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Funktor nehmen. Die resultierende Garbe (in der derivierten Kategorie) heiit M} ,.
(Wenn man diese derivierte Kategorie vermeiden mochte, kann man auch
io : Yo(po) — Yo(po) U {0} studieren, and darauf die durch Null in den Punkt {0}
fortgesetzte Garbe i (M,).)

Wir studieren die ¢-adische Kohomologie

H' (Xo(po) xq @, Mj;) = H'((Yo(po) U {0}) x@ @ ios(May))-

Ganz entsprechend koénnen wir die Betti- und die de Rham-Kohomologie
studieren.

Auf diesen Kohomologiegruppen operiert nun immer noch die Algebra der
Hecke-Operatoren. Wenn man die Kohomologiegrupen mit @) tensoriert, dann ent-
hélt sie einen Projektor, der auf den sogenannten Eisensteinanteil der Kohomologie
projiziert. Dadurch bekommen wir einen Untermodul

Hyi (Mns) — H'(Xo(po) x@ @, M),
der seinerseits in einer Sequenz
0 — Zy(0) — Hy;(Mne) = Ze(—n—1) =0

liegt. Das ist nun ein gemischter Galoismodul. Man kann zeigen, da8 dieser Modul
auBerhalb von {po, £} unverzweigt ist. Die -adische Extensionsklasse dieser Galois-
moduln kann man berechnen:

Die Extensionsklassen dieser Moduln sind bis auf einen von ¢ unabhiingigen rationalen

Faktor r(n,po) genau die von Soulé konstruierten Elemente, d.h. wir haben fiir alle
{ # po die Relation

[Hiis(Mae)] = r(n, po)se(n) € Ext! (Ze(—n — 1), Z,(0))
= H'(Gal(Q/Q), Z(n + 1))

(Siehe hierzu die noch sehr provisorische Darstellung in [Ha2].)

Diesen Untermodul kann man auch in der Betti- und der de Rham-Realisie-
rung herausschneiden. Man gewinnt also ein gemischtes Motiv H]‘Eis(M,,), das man
mit Hilfe des obigen Projektors in der Hecke-Algebra definiert.

Im Rahmen der Betti-de-Rham-Kohomologietheorie kann man diesem ge-
mischten Motiv

0— @Qp4z(0) — Hlliis(Mn)B,dR = Qpir(—n-1) =0

eine Extensionsklasse zuordnen. Auch diese Erweiterungsklasse kann man berech-
nen. Es ist (siche [Hal])

[HIIEiS(MH)B,dR] € C’(—H)Q* c EXtéem. Hodge/Q(Q(-n - 1)’Q(0)) — R

Die Unbestimmtheit bis auf ein Element in @ rithrt daher, daB der Isomorphismus

zwischen der Erweiterungsgruppe und IR nur bis auf ein Element aus @* bestimmt ist.
Diese Aussage liefert uns dann einen Teil der oben formulierten Beilinson-

Vermutung, sie ist aber in gewisser Hinsicht auch weitergehend als jene.
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Buchbesprechungen

Gabriel, P., Matrizen, Geometrie, Lineare Algebra, (Basler Lehrbuch) Basel u. a.:
Birkhéduser 1996, XII + 634 Seiten, DM 68.—

Ich verstehe nicht recht, warum ausgerechnet Biicher iiber Lineare Algebra Auto-
ren AnlaB geben, unkonventionelle Texte vorzulegen. Als vor Jahren Egbert Brieskorns
Werk Lineare Algebra und Analytische Geometrie bei Vieweg zu erscheinen begann, wun-
derte ich mich iiber den enormen Umfang, der so gar nicht zu der Rolle der dienstbaren
Magd passen wollte, in welcher ich die Lineare Algebra stets erlebt hatte. Ich war aber
von Brieskorns griindlicher Ducharbeitung, der Fiille des Stoffes und der klaren Gegen-
uberstellung verschiedener Auffassungen der Linearen Algebra begeistert. Nun besteht
Brieskorns Werk aus abfotographierten Typoskriptseiten und enthilt deshalb in seinen
zwei Binden und gut 1100 Seiten wohl nicht mehr Schriftzeichen als Gabriels enggeTEX-
tes Werk. Freilich verdanken sich bei Gabriel viele lange Passagen den eingestreuten Hi-
storchen und nicht nur der mathematischen Stoffiille.

Welcher Student der Anfangervorlesungen soll das alles lesen? Ich erinnere mich,
wie ich einmal in Paris am Montag nach einer Wahl auf einer Café-Terrasse unweit des
Institut Henri Poincaré die dicke Ausgabe von Le Monde mit den Ergebnissen aller
Wabhlkreise studierte, als Michel Mendés-France — im Gabriel-Stil kénnte man zur Person
erklidrend fuBnoten: ,Mathematiker, Sohn des Krisen-Premierministers (1953-55), der
den Franzosen den Rotwein entzichen wollte.” — voriiberkam und mir spottisch zurief:
,»Moi, je réclame le droit élémentaire détre non informé.*

Auch das andere Extrem gibt es: Sheldon Axler brachte unlingst im Springer
Verlag ein Biichlein auf den Markt, das eher wie die Bedienungsanleitung eines Taschen-
rechners aussieht und den provokanten Titel trigt: Linear Algebra done right . Es versteht
sich von selbst, daBl das nicht stimmen kann. Ich persénlich finde z.B. Axlers SchluBkapi-
tel iiber Determinanten unzureichend.

Was also bietet Gabriels Buch seinem willigen Leser? Sein Aufbau folgt den drei
Stichworten des Titels:

Teil A: Matrizen, fihrt rapide vom Matrizenprodukt iiber den (hier nach Fang-Cheng
benannten) GauBschen Algorithmus sowie die Determinanten (und bei dieser Gelegenheit
auch Permutationen) zu Diagonalisierungs- und Normalformen-Fragen. Getreu dem
Prinzip, vom Besonderen zum Allgemeinen aufzusteigen und Systematik im Stile Bourba-
kis hintanzustellen, sind die Teile A bis C vorwiegend rechnerisch-konkret, weniger struk-
turbewuBt angelegt; der Begriff des Vektorraumes (im Buch: ,Linearer Raum‘) wird erst
im Teil D (ab Seite 315) allgemein eingefiihrt.

Teil B: Aufbau der Geometrie, fiihrt in die affine, auch metrische Geometrie ein, gipfelnd
in einem mit dem konsistent falsch buchstabierten Wort ,Hypothenusensatz* betitelten
Abschnitt iiber Orthogonalitit. Die Axiomatik der Geometrie wird ausfiihrlich erdrtert.
Teil C: Geometrie und Analysis , bietet eine geometrische Einfithrung von Sinus und Cosi-
nus sowie ein Studium der Isometrien des dreidimensionalen Raumes.

Teil D: Hioherdimensionale Geometrie, stéBt schlieBlich, wie schon angedeutet, bis zur ab-
strakten linearen Algebra vor, die freilich auch hier noch nur wie mit einer gutisolierten
Zange angefaBt wird.

Das Buch schlieBt mit diversen Anhingen, die von mengentheoretischen Grund-
begriffen iiber die Eigenwerte hermitescher Matzizen bis zu Differentialgleichungen und
Kugelfunktionen reichen.

In dieser raschen Inhaltsiibersicht wird die groBe Detailfiille von Gabriels Dar-
stellung nicht recht deutlich. So finden sich (um nur diese willkiirlich herausgegriffenen
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Beispiele zu erwéihnen) Abschnitte iiber spiegelkonvexe Funktionen (B.4.10), M. Knesers
konstruktiver Beweis des sogneannten Fundamentalsatzes der Algebra (C.4.7), konvexe
Polyeder und lineare Ungleichungen (D.3), und ein Abschnitt iiber Eigenwerte tridiago-
naler hermitescher Matrizen (E.4.3).

Gewisse sprachliche Besonderheiten mogen Helvetianismen oder Lotharingiaris-
men sein (vgl. die stolze Liste ,,welschlothringer Mathematiker auf Seite 311), oder
schlicht auf den persénlichen Geschmack des Autors zuriickgehen — z.B. ,,Streckenspal-
terei“ (S. 515), das ,,Supplement® eines Untervektorraums (S. 324), ,Polarraum* fiir das
orthogonale Komplement (S. 329), ,,Polarform* fiir die zu einer quadratischen Form ge-
horige Bilinearform (S. 399), ,,Erkerbasen® (S. 327), der ,, Tatort* einer Permutation (8.
543) u.v.a.m.

Aber die auffilligste Besonderheit dieses Buches besteht in dem Feuerwerk von
Polyhistdrchen, die den Text durchziehen und oft stilistische Persiflagen sind (siehe etwa
die Homer-Passage S. 312 unten). Natiirlich (quandoque bonus dormitat Homerus ) unter-
laufen hier gelegentlich kleine Fehler (ein Beispiel: S. 91, Eisensteins Gesammelte Werke
wurden nicht von GauB herausgegeben, sondern von dem Besitzer der Chelsea-Edition in
Eigenregie). Aber es irritiert mich mehr, daB der aphoristische Stil notgedrungen die
historische Einordnung der erzihlten Geschichten eher vorgaukelt als leisten kann — sie-
he etwa die Zitate von und iiber Klein S. 160f, die den Streit zwischen Go6ttingen und Ber-
lin zwar aufblitzen lassen, seiner Dimension aber doch nicht gerecht werden. Ubrigens ist
Kleins nationale Grundhaltung keineswegs eine notwendige Konsequenz seiner vita acti-
va (S. 161), noch wird man antisemitischen Vorurteilen (in diesem Falle bei WeierstraB3)
dadurch gerecht, daB man sie als ,,kleinbiirgerlich“ bezeichnet (S. 91).

Das Buch enthilt zahlreiche Ubungsaufgaben (die mitunter Teile der Theorie
weiterentwickeln), sowie ein gutes Register, mit dem sich auch dem eilig Nachschlagenden
der Text recht gut erschlieBt. Nicht zuletzt geben 45 liebevoll ausgesuchte und reprodu-
zierte ,,Bildnisse* von Mathematikern dem Buch ein besonderes Gepréage.

Strasbourg N. Schappacher

Bhatia, R. Matrix Analysis, Berlin u. a.: Springer 1996, 347 Seiten, DM 78,-

Das vorliegende Buch beschiftigt sich mit ausgewéhlten Fragen der Matrizen-
theorie. Oft fithrt die Analyse eines numerischen Verfahrens oder die Stabilitdtsuntersu-
chung eines physikalischen Systems auf das Problem der Abschitzung von Ausdriicken
die entweder den Operator selber oder ein Matrixdquivalent enthalten. In seinem Buch
hat der Autor eine Vielfalt von niitzlichen Abschéitzungen zusammengestellt, wobei er be-
wuBt die Grenzen zwischen endlich- und unendlichdimensionalen Resultaten flieBend ge-
halten hat. Wie vom Autor selber angemerkt, wire Matrix Inequalities ein angemessener
Untertitel fiir das Buch.

Im folgenden gebe ich eine kurze Inhaltsangabe des Buches. Das Buch gliedert
sich in zehn Kapitel. Zentrales Thema der einzelnen Kapitel ist in der Regel die Abschiit-
zung von Ausdriicken der Form || f(4)||, ||/ (4, B)||, wobei 4, B Matrizen (Operatoren),
f eine geeignete Funktion und || - || eine Norm bezeichnet. Die einzelnen Kapitel unter-
scheiden sich im wesentlichen durch die Annahmen an die Matrizen (hermitesch, normal,
nicht normal, .. .), an die Funktion f (Identitit, monoton, ...) und an die Norm.

Nachdem im ersten Kapitel die notwendigen Grundlagen aus der linearen Alge-
bra bereitgestellt werden, beschiftigt sich bereits das zweite Kapitel mit (Vektor)-Unglei-
chungen. Insbesondere werden einige elementare Resultate fiir Eigenwerte hergeleitet.
Ein Problemkreis, der sich wie ein roter Faden durch das Buch zieht. Das dritte Kapitel
ist ganz dem Studium des Spektrums hermitescher Operatoren gewidmet. Wieder wird
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groBer Wert auf entsprechende Ungleichungen gelegt (z.B. Wielandt’s Minimax Princi-
ple). SchlieBlich werden im vierten Kapitel elementare Ungleichungen fiir Matrixnormen
untersucht und unter anderem auch Aussagen iiber den Wertebereich einer Matrix getrof-
fen. Der mehr einleitende Teil wird mit dem fiinften Kapitel abgeschlossen. Hier werden
sogenannte ,operator monotone Funktionen“ eingefiihrt und ihre Eigenschaften disku-
tiert. Hierbei handelt es sich um matrixwertige Funktionen, die (partielle) Ordnungen von
Matrizen erhalten und somit gut zur Formulierung und Herleitung von Matrixunglei-
chungen geeignet sind. Wahrend im vierten Kapitel Aussagen iiber hermitesche Matrizen
getroffen werden, wird im sechsten Kapitel untersucht, welche dieser Aussagen auch noch
fiir normale Matrizen giiltig sind. Im Kapitel sieben werden Storungssitze fiir Eigenvek-
toren (genauer Eigenrdume) von normalen Matrizen angegeben. Als wichtiges Hilfsmittel
stellt sich Sylvesters Gleichung heraus. SchlieBlich wendet sich das achte Kapitel beliebi-
gen Matrizen zu. Wieder stehen Storungsaussagen fiir Eigenwerte im Vordergrund. Die
beiden letzen Kapitel befassen sich ausschlieBlich mit Ungleichungen fiir beliebige Matri-
zen.

Jedes Kapitel wird durch eine historische Einordnung der erzielten Ergebnisse so-
wie durch eine umfangreiche Sammlung von Aufgaben und Problemen erginzt.

Durchgingig im ganzen Buch werden zu den einzelnen Resultaten eingingige
und gut strukturierte (teilweise neue) Beweise angegeben. Beispielsweise wird im zweiten
Kapitel durch die Einfithrung und Verwendung von doppelt-stochastischen Matrizen die
Herleitung der einzelnen Aussagen sehr elegant gelost.

Insgesamt halte ich das vorliegende Buch fiir eine sehr interessante und empfeh-
lenswerte Lektiire. Es kann sowohl als Grundlage fiir Veranstaltungen des Hauptstudi-
ums als auch als wertvolles Nachschlagewerk fiir Probleme im Zusammenhang mit Ma-
trixungleichungen dienen. Wenn iiberhaupt, so méchte ich als Kritik anmerken, daB3 das
Buch auf keinerlei Anwendungen in anderen Disziplinen der Mathematik (Physik) ein-
geht.

Liibeck B. Fischer

Hazewinkel, M. (Ed.), Handbook of Algebra, Volume 1, Amsterdam: North Hol-
land 1996, 912 S., US $ 187,50

Der vorliegende Band ist der erste eines auf 9 (?) Banden angelegten Handbuches
der Algebra, das innerhalb einer Reihe von Handbiichern (bisher erschienen: Ein Band
Handbuch der Algebraischen Topologie, Handbuch der Kombinatorik in 2 Bénden,
Handbuch der Inzidenzgeometrie) ein breites Spektrum der Algebra abdecken soll. Letz-
teres wird in Stichworten auf 7 Seiten (Outline of the Series) beschrieben. Im Mathematics
Subject Classification Scheme umfafBt es die Ziffern 20, 19, 18, 17, 16, 15, 13, 12, 11, 08
und 06. Die Kommutative Algebra soll dabei abgegrenzt werden gegen die Algebraische
Geometrie, da ein eigenes Handbuch der Algebraischen Geometrie erwogen wird, ebenso
ein eigenes Handbuch der K-Theorie. Im Handbuch der Algebra ist eine Sektion 2 C. Al-
gebraic K-Theory vorgesehen.

Die Auswahl des Inhalts des jetzt vorliegenden Bandes mag zufillig erscheinen,
wird aber vom Herausgeber in seinem Vorwort so erkldrt: An die Stelle eines systemati-
schen Aufbaus wurde einer dynamischen Entwicklungsplanung der Vorzug gegeben. Die
einzelnen Artikel werden nach ihrem Eingang rasch publiziert. Spitere Anderung im Auf-
bau — auch evtl. auf Anregung von Lesern — bleiben dadurch méglich.

Im Einzelnen enthilt der 1. Band 24 Beitrige, die mit ihren Autoren im folgenden
aufgelistet seien:
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Section 1 A. Linear Algebra: (1) G. P. Egorychev, Van der Waerden Conjecture and ap-
plications; (2) V. L. Girko, Random matrices; (3) A. N. Malyshev, Matrix equations.
Factorization of matrix polynomials; (4) L. Rodman, Matrix functions.

Section 1 B. Linear (In)dependece: (5)J. P. S. Kung, Matroids.

Section 1 D. Fields, Galois Theory, and Algebraic Number Theory: (6) J. K. Deveney and
J. N. Mordeson, Higher derivation Galois theory of inseparable field extensions; (7) L. B.
Fesenko, Complete discrete valuation fields. Abelian local class field theories; (8) M. Jar-
den, Infinite Galois theory; (9) R. Lidl and H. Niederreiter, Finite fields and their applica-
tions; (10) W. Narkiewicz, Global class field theory; (11) H. van Tilborg, Finite fields and
error correcting codes.

Section 1 F. Generalizations of Fields and Related Objects: (12) U. Hebisch and H. J. Wei-
nert, Semi-rings and semi-fields; (13) G. F. Pilz, Near-rings and near-fields.

Section 2 A. Category Theory: (14) S. MacLane and 1. Moerdijk, Topos theory; (15 R.
H. Street, Categorical structures.

Section 2 B. Homological Algebra. Cohomology. Cohomological Methods in Algebra. Ho-
motopical Algebra: (16) I. F. Carlson, The cohomology of groups; (17) A. I. Generalov,
Relative homological algebra. Cohomology of categories, posets, and coalgebras; (18) J.
F. Jardine, Homotopy and homotopical algebra; (19) B. Keller, Derived categories and
their uses.

Section 3 A. Commutative Rings and Algebras: (20) J.-P. Lafon, Ideals and modules.
Section 3 B. Associative Rings and Algebras: (21) P. M. Cohn, Polynomial and power se-
ries rings. Free algebras, firs (=free ideal rings) and semifirs; (22) V. K. Kharchenko, Sim-
ple, prime, and semi-prime rings; (23) A. R. P. van den Essen, Algebraic microlocalization
and modules with regular singularities and filtered rings; (24) K. Yamagata, Frobenius
rings.

Die einzelnen Beitrége liegen zwischen 24 und 53 Seiten, jeweils mit Literaturver-
zeichnissen von 2 bis 8 Seiten. Ein Subject Index von 26 Seiten erleichtert das Auffinden
der einzelnen Begriffe.

Uber die Zielsetzung des Handbuchs schreibt der Herausgeber im Vorwort: ,,It is
not the intention that the handbook as a whole can also be a substitute undergraduate or
even graduate, text book. The treatment of the various topics will be much too dense and
professional for that. Basically, the level is graduate and up, and such material as can be
found in P. M. Cohn’s three-volume textbook ,,Algebra“ (Wiley) will, as a rule, be assu-
med. An important function of the articles in this Handbook is to provide professional
mathematicians working in a different area with sufficient information on the topic in
question if and when it is needed.

Each chapter combines some of the features of both a graduate-level textbook
and a research-level survey. Not all of the ingredients mentioned below will be appro-
priate in each case, but authors have been asked to include the following:

— Introduction (including motivation and historical remarks)

— Outline of the chapter

— Basic concepts, definitions, and results (proofs or ideas/sketches of the proofs are given
when space permits)

— Comments on the relevance of the results, relations to other results, and applications

— Review of the relevant literature; possible supplemented with the opinion of the author
on recent developments and future directions

— Extensive bibliography (several hundred items will not be exceptional).“

Was darf man bei einem solchen Unternehmen mit M. Hazewinkel als managing
editor und einem editorial board mit M. Artin, C. Procesi, O. Tausky-Todd (1), P. M.
Cohn, A. Dress, J. Tits, N. J. A. Sloane, Y. Ihara, I. G. Macdonald u. a. erwarten? Zu-
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néchst ist der Mut zu bewundern, ein solches Handbuch auf den Weg zu bringen. Fiir den
1. Band gelang es eine Reihe namhafter Autoren zu gewinnen, einige davon Autoren oder
Koautoren einschlagiger Monographien. Die einzelnen Beitrdge geben in der gebotenen
Kiirze fiir den Nichtexperten prazise Auskunft i.S. der oben zitierten Zielsetzung des
Handbuchs. Sie sind von unterschiedlicher Ausfiihrlichkeit. Z. B. kann der Artikel (10)
iiber Global Class Field Theory bei einem Umfang von 26 Seiten naturgemi8 nur einen
skizzenhaften Uberblick iiber dieses Gebiet geben. Hier findet der interessierte Leser im 2.
Band Number Theory der Encyclopaedia of Mathematical Sciences, Springer Verlag
1991, sehr viel mehr. (Ist vielleicht auch ein Handbuch der Zahlentheorie vorgesehen?)
Dagegen konnen sich andere Beitrdge des Handbuchs durchaus neben einschligigen Ka-
piteln der Encyclopaedia behaupten. Insgesamt ist dem Handbuch der Algebra mit dem
1. Band ein guter Start gelungen, und man darf auf die nichsten Binde gespannt sein,
umso mehr als viele besonders wichtige und aktuelle Gebiete der Algebra im 1. Band noch
nicht angesprochen werden. Bisweilen stort, daB nicht alle Autoren in ihrer Mutterspra-
che geschrieben haben. Ein englischsprachiger Lektor wire hier zu wiinschen gewesen.

Zusammenfassend: Das Handbuch der Algebra sollte in jeder Universititsbiblio-
thek und/oder in jeder Bibliothek eines Mathematischen Instituts vorhanden sein. Ob ihm
ein groBerer Kauferkreis beschieden sein wird, ist jedoch bei dem hohen Preis fraglich.

Miinster H.-J. Nastold

Dixon, J. D., Mortimer, B., Permutation Groups (Graduate Texts in Mathema-
tics, Vol. 163), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1996, xii + 348 S., DM 84,—

Seit in den sechziger Jahren die bekannten Lehrbiicher von Wielandt und Pass-
man erschienen, hat die Theorie der Permutationsgruppen ihr Erscheinungsbild nachhal-
tig verdndert. Durch die um 1980 abgeschlossene Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen konnten viele seit langer Zeit offene Probleme der endlichen Permutationsgrup-
pen einer Losung zugefiihrt werden. Gleichzeitig hat die Theorie der unendlichen Permu-
tationsgruppen starkere Aufmerksamkeit erfahren.

Dieser gewandelten Sachlage tragen Dixon und Mortimer in dem vorliegenden
neuen Lehrbuch Rechnung. Gedacht ist es als Grundlage zu einem Vorlesungskurs fiir
fortgeschrittene Studierende beziehungsweise Doktoranden oder als Buch zum Selbststu-
dium. Fiir den Vorlesungskurs werden dabei verschiedene brauchbare Auswahlméoglich-
keiten geboten.

Inhaltlich steht die Theorie der endlichen Permutationsgruppen eindeutig im
Vordergrund; doch wird Wert darauf gelegt, die Theorie in Begriffen und Resultaten nach
Maéglichkeit ohne Endlichkeitsvoraussetzungen zu entwickeln. Das letzte Kapitel bringt
schlieBlich eine Einfithrung in verschiedene aktuelle Themen aus der Theorie unendlicher
Permutationsgruppen.

Die Gliederung ist kanonisch: In Kapitel 1 werden die grundlegenden Konzepte
der Transitivitdt und der Primitivitit eingefithrt und die zugehorige Theorie entwickelt.
In Kapitel 2 werden kombinatorisch definierte Wirkungen eingefiihrt und die Kranzpro-
duktkonstruktionen in ihren imprimitiven und primitiven Wirkungen vorgestellt. Weiter
werden affine und projektive lineare Gruppen in ihrer natiirlichen Wirkung behandelt.
Kapitel 3 ist einigen ausgewdhlten Themen gewidmet: Bahnen eines Punktstabilisators
bzw. Orbitale, Minimalgrad und Basen, Frobeniusgruppen und allgemeiner Gruppen mit
einem reguldren Normalteiler. AnschlieBend wird ohne technische Details eine kurze Ein-
fihrung in die algorithmische Theorie gegeben, die in Computeralgebraprogrammen wie
GAP, MAGMA, MAPLE und MATHEMATICA im Zusammenhang mit Permutations-
gruppen relevant ist.
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In Kapitel 4 und 5 wird die Theorie der endlichen primitiven Permutationsgrup-
pen behandelt. Insbesondere wird in Kapitel 4 ein Beweis des Satzes von O’Nan-Scott
iiber den strukturellen Aufbau der endlichen primitiven Permutationsgruppen gegeben.
Dieser Satz erlaubt es in vielen Fillen die Probleme auf die Untersuchung fasteinfacher
Gruppen beziehungsweise irreduzibler linearer Darstellungen iiber endlichen Primkor-
pern zu reduzieren. Einige Anwendungen dieses Satzes werden skizziert, unter anderem
der Beweis der Vermutung von Sims durch Cameron, Praeger, Sax] und Seitz [1983].

In Kapitel 5 werden Schranken fiir Ordnung, minimale Basisgré8e und Minimal-
grad primitiver Permutationsgruppen endlichen Grades hergeleitet (Resultate von C. Jor-
dan, Bochert, Wielandt, Babai, Pyber, Praeger und Saxl). Die Methoden sind kombinato-
rischer und zahlentheoretischer Art. Der Satz von Liebeck [1984] {iber den Minimalgrad
endlicher primitiver Gruppen, der die O’Nan-Scott-Reduktion und die Klassifikation der
endlichen einfachen Gruppen (samt der maximalen Untergruppen der endlichen fastein-
fachen Gruppen) verwendet, wird ohne Bewesis zitiert.

In Kapitel 6 werden die einfachen (mehrfach transitiven) Mathieu-Gruppen auf
der Grundlage der zugehorigen Steinerschen Systeme behandelt. Kapitel 7 ist allgemeiner
den mehrfach transitiven Permutationsgruppen gewidmet; schwerpunktméiBig wird die
Klassifikation der endlichen zweifach transitiven Gruppen angesprochen.

In Kapitel 8 wird die Struktur der Symmetrischen Permutationsgruppen von end-
lichen oder unendlichen Mengen untersucht. Themen sind hier die Normalstruktur und
die Frage nach Untergruppen von kleinem Index bzw. nach maximalen Untergruppen.

In Kapitel 9 werden einige interessante Klassen unendlicher Permutationsgrup-
pen vorgestellt: Wirkungen auf unendlichen Baumen, hochgradig transitive freie Gruppen
und homogene Gruppen, der Universelle Graph und seine Automorphismengruppe.

Zwei Anhidnge erginzen den Text: Die Klassifikation der endlichen einfachen
Gruppen (Anhang A); Die primitiven Permutationsgruppen vom Grad kleiner als 1000
(Anhang B).

Besonderen Wert legen die Autoren auf Beispiele, die sowohl im Text als auch in
zahlreichen Ubungsaufgaben geboten werden. Dies macht das Buch auch fiir das Selbst-
studium brauchbar, wobei hierzu allerdings erhebliche algebraische Vorkenntnisse erfor-
derlich sind. Die Ubungsaufgaben sind von sehr unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad.
Einem unerfahrenen Leser fillt es sicherlich gelegentlich schwer, die Schwierigkeiten rich-
tig einzuschétzen.

Bei der Fiille des Stoffs konnten natiirlich nicht alle moglichen Wiinsche erfiillt
werden. So ist die im Buch stehende Version des Satzes von O’Nan-Scott nicht ganz
ausreichend, um den Beweis der oben erwihnten Vermutung von Sims durchzufiihren;
man bendtigt dazu eine etwas genauere Version, wie sie sich etwa aus Arbeiten von
Kovacs ergibt. Bei der Behandlung der Mathieu-Gruppen wére die Alternative beden-
kenswert, als kombinatorischen Rahmen nicht die Steinerschen Systeme, sondern die
Golay-Codes zu nehmen; man erhielte dadurch einerseits einen sehr schénen Zugang
zur Geometrie der projektiven 21-Punkte-Ebene und damit zu den Steinerschen Syste-
men bzw. Witt-Blockplidnen, andererseits aber auch eine direkte Beziehung zum Leech-
Gitter und damit schlieBlich zu allen sporadischen einfachen Gruppen, die im Fischer-
Griess-Monster enthalten sind. Wiinschenswert wire beim Anhang B auch ein detail-
lierterer Uberblick iiber die primitiven Gruppen mit einem (reguldren) abelschen Nor-
malteiler gewesen.

Der Text ist in der Regel gut lesbar, die Anzahl der Druckfehler und kleinen Ver-
sehen hilt sich in Grenzen. (Auf S. 51 etwa finden sich auf Druckfehlern beruhende Un-
klarheiten. Auf S. 66 ist versehentlich die allerdings leicht zu erratende Definition von
,diagonal“ und ,,nondiagonal® unvollstindig geblieben. Des ofteren gibt es Fehler bei
deutschsprachigen Namensschreibungen und Referenzen.)
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Ein Vergleich mit den sehr verschiedenartigen Biichern iiber Permutationsgrup-
pen féllt nicht ganz leicht. Die grundlegenden Themen werden von Dixon und Mortimer
durchaus angemessen behandelt. Von diesen sind natiirlich einige in den bekannten Bii-
chern von Wielandt und Passman noch nicht zu finden. Eine sehr schone elementare Ein-
fiihrung in die Theorie der Permutationsgruppen (unterhalb des Graduierten-Niveaus)
wird in dem Buch ,,Groups and Geometry“ von Neumann, Stoy und Thompson geboten.
Dies Buch konkurriert aber nicht; denn der inhaltliche Anspruch und der Adressatenkreis
sind deutlich verschieden.

Seinen Zweck als Lehrbuch erfiillt das Buch von Dixon und Mortimer nach mei-
ner Auffassung insgesamt recht gut. Fiir die aktuelle Forschungsarbeit im Bereich der
endlichen Permutationsgruppen wird man hingegen neben Originalarbeiten noch andere
Biicher heranziehen, in denen die Untergruppenstruktur der endlichen Gruppen vom Lie-
Typ und der sporadischen einfachen Gruppen und deren (modulare) Darstellungstheorie
behandelt wird, etwa die Biicher von Aschbacher, Carter und Kleidman-Liebeck. Fiir die
Forschung im Bereich der unendlichen Permutationsgruppen wird man gleichermafBen et-
wa die Lecture Notes von Cameron iiber Oligomorphe Permutationsgruppen und das
Buch von Kaye und Macpherson iiber die Automorphismen von ,,First-Order“-Struktu-
ren verwenden.

Im Rahmen der eingangs genannten Ziele des Buches gibt es aber keine konkur-
rierenden Angebote. So kann man davon ausgehen, daB es fiir einige Zeit das Standard-
lehrbuch iiber Permutationsgruppen sein wird. Eine Anschaffung des Buchs wird sich des-
halb auf jeden Fall lohnen, wenn man sich fiir dieses klassische Teilgebiet der Gruppen-
theorie interessiert.

Tiibingen W. Knapp

Guillemin, V., Lerman, E., Sternberg, S., Symplectic Fibrations and Multiplicity
Diagrams, Cambridge University Press 1996, 222 S., £ 29,95

Betrachtet man eine irreduzible Darstellung p einer Gruppe G als Darstellung
ply einer Untergruppe H, so wird diese in der Regel nicht irreduzibel sein. Unter geeigne-
ten Voraussetzungen zerfillt p|, in eine endliche Summe von irreduziblen H-Darstellun-
gen. Dann ist p|, bis auf Aquivalenz durch die Funktion m—my,, die jeder irreduziblen
H-Darstellung 7 die Anzahl der zu w &4quivalenten Summanden in p|, zuordnet:
ply = ® mym. Im Falle kompakter Liegruppen, fiir die die irreduziblen Darstellungen
iiber ihre hochsten Gewichte durch Punkte in einem Gitter parametrisiert sind, erhilt
man so Multiplizitdten-Diagramme fiir p, die aus einer Multiplizititenfunktion auf dem
Gewichtsgitter bestehen.

Die geometrische Quantisierung, eine Verallgemeinerung von Kirillovs
Bahnenmethode, ist eine Strategie symplektischen Mannigfaltigkeiten Hilbertriume (von
Schnitten geometrisch definierter Vektorbiindel) zuzuordnen, die zu Gruppenwirkungen
auf den Mannigfaltigkeiten Darstellungen auf den Hilbertrdumen liefert. Viele darstel-
lungstheoretische Konzepte haben symplektische Analoga, mit denen sie iiber den Quan-
tisierungsprozeB verkniipft sind (z.B. Induktion, Frobeniusreziprozitit). Das vorliegende
Buch befaBt sich mit symplektischen Analoga von Multiplizititen-Diagrammen. Grob ge-
sprochen entspricht die Transitivitit der Gruppenwirkung auf der Mannigfaltigkeit der
Irreduzibilitit der zugehodrigen Darstellung. Nach diesem Prinzip sollten sich Aussagen
iiber Multiplizitdten aus der Zerlegung der Mannigfaltigkeit in H-Bahnen gewinnen las-
sen. In diesem Zusammenhang stellt man fest, daB unter geeigneten Voraussetzungen
G-Bahnen Faserungen mit den (symplektischen) H-Bahnen als Fasern sind.
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Die Autoren mdchten in diesem Buch geometrische Beschreibungen und Erkli-
rungen von darstellungstheoretischen Phdnomenen im Zusammenhang mit Multipliziti-
ten geben. Dabei beschrianken sich auf den Spezialfall, in dem H ein Torus ist und fiir den
man auf der darstellungstheoretischen Seite die explizite, aber praktisch kaum handhab-
bare, Kostantsche Multiplizititenformel hat. Ihr Zugang stellt die Gruppe G in den Hin-
tergrund und konzentriert sich auf die geometrische Konstruktion von H-Darstellungen
zu vorgegebenen symplektischen H-Mannigfaltigkeiten (die z.B. G-homogen sein kdn-
nen) und den Versuch, die Zerlegung dieser H-Darstellungen in irreduzible geometrisch
zu beschreiben. Insbesondere beweisen sie ein geometrisches Analogon der Kostantschen
Formel.

Die technischen Werkzeuge, die in diesem Zusammenhang eine Rolle spielen,
sind die Impulsabbildung fiir Hamiltonsche Toruswirkungen, ihre Konvexititseigen-
schaften, und die von Duistermaat und Heckman erzielten Resultate iiber die Projektion
des LiouvillemaBes unter der Impulsabbildung (Duistermaat-Heckman-Polynome, exakte
stationdre Phase). Wenn man mit einer symplektischen G-Bahn startet und diese quanti-
siert, liefert die Impulsabbildung ein konvexes Polytop, das den Triger der Multipliziti-
tenfunktion beschreibt. Die Duistermaat-Heckman-Polynome interpolieren die Multipli-
zitdtenfunktion auf den Seiten dieses Polytops. Eines der Hauptergebnisse des Buches ist
eine geometrische Erkldrung fiir gewisse beobachtete Gradspriinge der Duistermaat-
Heckman-Polynome zwischen benachbarten Seiten. Sie besteht in der Verkniipfung dieser
Spriinge mit der Existenz von symplektischen Faserungen einer symplektischen G-Bahn
durch eine andere.

Das Buch ist weder ein Lehrbuch noch eine Monographie, in der neue For-
schungsergebnisse systematisch abgehandelt werden. Es ist eher ein Essay, in dem eine
Reihe faszinierender Ideen angerissen und an vielen Beispielen illustriert werden. In der
Regel werden Voraussetzungen im Laufe eines Arguments dort nachgeschoben wo sie ge-
braucht werden. Das erleichtert den LesefluB3, erschwert aber die prazise Formulierung
und das Auffinden der Resultate. Eine Reihe der komplizierteren Sachverhalte wurden in
Anhinge zu den einzelnen Kapiteln verbannt. Trotzdem sind gute Vorkenntnisse in sym-
plektischer Geometrie und Darstellungstheorie kompakter Liegruppen unverzichtbar, um
dieses Buch mit Gewinn lesen zu kénnen. Die beiden Gebiete spielen allerdings sehr un-
terschiedliche Rollen in diesem Buch. Detailliert behandelt wird praktisch nur die sym-
plektische Seite. Ausgehend von den Grundtatsachen der symplektischen Geometrie und
der Impulsabbildung (die vorausgesetzt werden), besprechen die Autoren in den ersten
beiden Kapiteln symplektische Faserungen. Im dritten und vierten Kapitel entwickeln sie
die Theorie der Duistermaat-Heckman-Polynome und zeigen ihre Hauptresultate. Im
letzten Kapitel rechnen sie Singularitidten der Impulsabbildung und Duistermaat-Heck-
man-Polynome fiir Beispiele von koadjungierten Bahnen der SU(4) aus. Die darstellungs-
theoretischen Interpretationen der Ergebnisse werden nur kursorisch abgehandelt und
nirgendwo prézise ausformuliert. Auf diese Weise gelingt es den Autoren eine Fiille von
interessantem Material auf rund 200 Seiten unterzubringen, die Lust auf mehr machen.

Clausthal J. Hilgert

Bertoin, J., Lévy Processes (Cambridge Tracts in Mathematics, Vol. 121), Cam-
bridge University Press 1996, x + 265 S., £35.00

Lévy-Prozesse sind stochastische Prozesse mit unabhingigen und stationdren Zu-
wichsen. Synonym findet man auch die auf K. Ité6 bzw. H. P. McKean zuriickgehenden
Bezeichnungen additive process oder differential process. Auf Grund ihrer speziellen
Struktur — die endlichdimensionalen Verteilungen des Prozesses sind unbeschrankt teilbar
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und unter Translationen invariant — bilden die Lévy-Prozesse eine besonders einfache
aber dennoch reichhaltige Unterklasse der Markov-Prozesse. Ihre prominentesten Vertre-
ter, die Brownsche Bewegung und der Poisson-ProzeB, haben mittlerweile in jeder weiter-
fiihrenden Vorlesung iiber Wahrscheinlichkeitstheorie ihren festen Platz. Es ist aber nicht
nur die Stochastik, fiir die das Studium von Lévy-Prozessen lohnend ist. Durch die enge
Beziehung unbeschrinkt teilbarer Verteilungen zu Faltungshalbgruppen und den davon
erzeugten Operatorenhalbgruppen werden Techniken aus der Fourier- und harmonischen
Analysis unmittelbar anwendbar und fithren zu schonen Resultaten, Beispielen und neuen
Interpretationen.

Um so erstaunlicher ist, daB bisher die Lévy-Prozesse noch nicht im Rahmen ei-
ner eigenstindigen Monographie behandelt wurden. Manche Lehrbiicher der Wahr-
scheinlichkeitstheorie beinhalten einen Abschnitt iiber Lévy-Prozesse, die Darstellung er-
schopft sich aber zumeist in der Konstruktion der Prozesse. In der stochastischen Analy-
sis (von Sprungprozessen) werden Lévy-Prozesse im Rahmen der Semimartingale
mitentwickelt, sieche z. B. die Darstellungen von J. Jacod & A.N. Shiryaev, Ph. Protter
oder N.Ikeda & S. Watanabe, fristen aber ein Randdasein als (strukturell einfache) Bei-
spiele. Das Buch von Chr. Berg & G. Forst stellt die Potentialtheorie von Faltungshalb-
gruppen umfassend dar, erwdhnt aber den Zusammenhang zu stochastischen Prozessen
nur in einer kurzen Bemerkung und klammert die probabilistische Sichtweise weitgehend
aus. Eine kiirzlich erschienene Monographie von N. Jacob iiber Lévy-Typ-Prozesse weist
auf die Bedeutung der Lévy-Prozesse im Spannungsfeld zwischen Analysis und Wahr-
scheinlichkeitstheorie hin, behandelt jedoch schwerpunktméBig den nicht translationsin-
varianten Fall. SchlieBlich sind noch die Biicher von A. V. Skorokhod Random Processes
With Independent Increments, Kluwer, Dordrecht 1991, und von K. Sato zu erwihnen,
wobei doch das erste auf ein russisches Original von 1964 zuriickgeht und neuere Ent-
wicklungen nicht beriicksichtigt, das zweite in Japanisch erschienen aber noch in keiner
Ubersetzung verfiigbar ist. AuBerdem gibt es eine Reihe von lesenswerten Ubersichtsarti-
keln von S. J. Taylor (1973), B. Fristedt (1974) und N. Bingham (1975), doch sind diese in
ihrem Charakter und Intention nicht mit einer Monographie oder gar einem Lehrbuch zu
vergleichen.

Ein Buch iiber Lévy-Prozesse ist daher begriiBenswert, zumal wenn der Autor be-
tont: one of our main concerns [...] will be to relate analytic properties of the characteristic
exponent [d. 1. der Logarithmus der Fouriertransformierten der eindimensionalen Vertei-
lung zur Zeit ¢t = 1] with the probabilistic behaviour of the Lévy process (S. 12) und die Dar-
stellung nicht technisch sein soll. I endeavoured to make [the text] as selfcontained as pos-
sible; the prerequisite is limited to standard notions in probability and Fourier analysis. [...]
We stress that no prior knowledge of Markov processes is assumed (8. ix).

Welchen Standard der Autor dabei im Auge hat, zeigt die Ouvertiire, wo er auf
knappen zehn Seiten reguldre bedingte Verteilungen, unbeschrankt teilbare Verteilungen,
Martingaltheorie, PoissonprozeB, Poisson random measures, Poisson-Punktprozesse,
Brownsche Bewegung und Karamata-Theorie Revue passieren 1a8t. Mit diesem Riistzeug
kann die eigentliche Lektiire beginnen. Auf den ersten 100 Seiten, Kapitel I mit III, wer-
den zielstrebig Lévy-Prozesse konstruiert, deren starke Markov-Eigenschaft nachgewie-
sen, globales Verhalten der Prozesse untersucht und eine Einfiihrung in die (probabilisti-
sche) Potentialtheorie gegeben werden. Genaueres Augenmerk erfahren Subordinatoren,
das sind Lévy-Prozesse auf IR, mit fast sicher wachsenden Pfaden, deren Eintrittsvertei-
lungen, Wachstumseigenschaften und Hausdorff-Dimension behandelt werden.

Diesem ersten in sich abgeschlossenen Teil folgt auf 140 weiteren Seiten (Kapitel
IV bis VIII) eine Einfithrung in die Fluktuationstheorie eindimensionaler Lévy-Prozesse.
Eroffnet wird dieser Teil mit dem Studium von Lokalzeiten von Markov-Prozessen (mit
Hilfe von Exkursionen des Prozesses) und von Lévy-Prozessen. Insbesondere werden hin-
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reichende und notwendige Kriterien fiir die Existenz und hinreichende Kriterien fiir die
Raum-Zeit-Stetigkeit der Lokalzeiten von Lévy-Prozessen bewiesen. Der ladder process
{(L-1(»), S(L‘l(t)))},zo, S(?) bezeichnet das Maximum des Prozesses auf [0, 7], steht
nun im Mittelpunkt der Fluktuationstheorie: unter schwachen zusétzlichen Annahmen ist
er selbst ein Lévy-ProzeB, und die genaue Kenntnis seines charakteristischen Exponenten
erlaubt Aussagen iiber die Extremalverteilungen des urspriinglichen Lévy-Prozesses, das
Verhalten seiner Pfade im Unendlichen und die Existenz von Wachstumspunkten. Haben
die Prozesse nur negative Spriinge oder sind die Verteilungen stabil zum Index « € (0, 2),
so konnen weitergehende Resultate abgeleitet werden, etwa iiber Austrittszeiten oder ge-
wisse Pfadtransformationen: conditioning to stay positive, stable bridges, meander.

Jedes Kapitel schlieBt mit Kommentaren und Aufgaben, die die Themenauswahl
abrunden und ergénzen. Die Aufgaben sind z. T. Originalarbeiten entnommen, jedoch
mit Lésungshinweisen oder genauen Quellenangaben versehen. Angesichts der Reichhal-
tigkeit des Gebiets war die Auswahl der Themen nicht einfach. Die Einschrinkung auf
die Fluktuationstheorie, ein Forschungsgebiet des Autors, ist kanonisch und zugleich
liberaus gegliickt. BewuBBt werden Fragestellungen und Techniken der stochastischen
Analysis, abgesehen von Punktprozessen, ausgeklammert und auf die Darstellungen von
J.Jacod & A.N.Shiryaev oder Ph.Protter verwiesen. Der gefilligen Konzeption und
Stoffauswahl stehen einige Mingel in der Aufbereitung des Materials entgegen. Die Be-
weise sind bisweilen lakonisch kurz und der Leser ist an einigen Stellen mit einer Ge-
brauchsanweisung allein gelassen, die allerdings zu einem eigenstindigen Beweis fiihren
kann. Im Hinblick auf das Methodenkapitel auf den ersten zehn Seiten mag das Buch als
self-contained gelten, doch ist es fiir das Verstidndnis der Argumente durchaus hilfreich,
die Biicher von D. Revuz & M. Yor und C. Dellacherie & P. A. Meyer bzw. C. Dellache-
rie, B. Maisonneuve & P. A. Meyer zur Hand zu haben.

Ein wirkliches Argernis sind die vielen Druckfehler, v. a. im zweiten Teil des Bu-
ches, Zitate von Arbeiten, die in der Bibliographie nicht erscheinen, und der wenig profes-
sionelle (TeX-)Schriftsatz, der an mancher Stelle das Lesen von Formeln erschwert. Der
Eindruck, daB das Buch schnell geschrieben wurde und ein sorgfiltiges Lektorat seitens
des Verlags unterblieb, drangt sich geradezu auf.

Trotzdem mochte ich jedem Mathematiker mit soliden Vorkenntnissen in der
Theorie der Markovschen Prozesse dieses Buch ans Herz legen. Es besticht durch eine
schone, wenn auch knappe, Darstellung der Lévy-Prozesse, die auch neuere Ergebnisse
beriicksichtigt, und ist eine Fundgrube fiir Techniken und Beispiele; das Literaturver-
zeichnis ist umfassend. Fiir Neueinsteiger in die Theorie sind die ersten drei Kapitel allen-
falls bedingt geeignet. Schade nur, daB die Einstiegshiirde so hoch angesetzt ist und daB
dem Analytiker aus der Harmonischen Analysis oder Fourieranalysis auch dieses Buch
nicht den Zugang zu Lévy-Prozessen 6ffnen wird.

Erlangen R. L. Schilling

Da Prato, G., Zabczyk, J., Ergodicity for Infinite Dimensional Systems (London
Mathematical Society Lecture Notes Series, Vol. 229), Cambridge: Cambridge University
Press 1996, xi + 339 S., US-$44.95

Die Autoren legen einen sehr lesenswerten Bericht iiber ,the state of the art“
beim Studium unendlichdimensionaler dynamischer Systeme vor. Genauer, sie betrachten
die Frage nach der Existenz und Regularitit von invarianten MaBen fiir Systeme, die
durch gewisse nichtlineare stochastische Differentialgleichungen in Hilbert- oder Banach-
Réaumen beschrieben werden.
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Kapitel I ,,Markovian Dynamical Systems* gibt eine klare, auch dem Nichtfach-
mann zugingliche Einfiihrung in die Fragestellung und stellt Resultate der allgemeinen
Theorie zur Verfiigung. (Unterkapitel: General dynamical systems, canonical Markovian
systems, ergodic and mixing measures, regular Markovian systems.) In Kapitel II ,,Inva-
riant measures for stochastic evolution equations® wird die Theorie der stochastischen
Evolutionsgleichungen im Unendlichdimensionalen behandelt. Die Unterkapitel lauten:
Stochastic differential equations, existence of invariant measures, uniqueness of invariant
measures, densities of invariant measures.

Vom groBten Interesse ist dann Kapitel III ,,Invariant measures for specific mo-
dels“, wo viele sehr konkrete Beispiele detailliert diskutiert werden. Dies geschieht in den
Unterkapiteln: Ornstein-Uhlenbeck processes, stochastic delay systems, reaction-diffu-
sion equations, spin systems, systems perturbed through the boundary, Burgers’ equation
und Navier-Stokes equations.

Das Buch ist gut geschrieben und gibt einen Einblick in z. T. recht neue Resultate
der Autoren, aber auch von anderen Mathematikern. In der Tat, das Literaturverzeichnis
umfaBt 170 Titel und es wird die Arbeit vieler Kollegen fair gewiirdigt. AuBBerdem ist das
Buch ein weiterer, wichtiger Beitrag in der Diskussion iiber die Rolle der Analysis in der
modernen Wahrscheinlichkeitstheorie: Ohne harte Analysis gibt es keinen Fortschritt in
der Theorie der stochastischen Prozesse und verwandter Gebiete.

Erlangen N. Jacob

Visintin, A., Models of Phase Transitions (PNLDE 28) Berlin u. a.: Birkhéduser
1996, 313 S., DM 138,

A. Visintins Monographie behandelt Probleme der mathematischen Modellie-
rung und Analysis von Phasenumwandlungen in Zweiphasensystemen, wie sie z.B. bei
Schmelz- und Erstarrungsvorgingen auftreten. Phinomene dieser Art sind fiir viele tech-
nologische Verfahren wie etwa bei der Ziichtung von Halbleiterkristallen von zentraler
Bedeutung. Das Buch soll einerseits als Einfithrung in die mathematische Sicht dieser &u-
Berst anwendungsrelevanten Problematik dienen, andererseits aber auch Ergebnisse und
offene Fragen der aktuellen mathematischen Forschung vorstellen. Die dabei untersuch-
ten Modelle stellen einen Kompromil zwischen der tatséchlichen physikalisch-techni-
schen Phianomenologie und den Anforderungen bzw. den Moglichkeiten der Analysis
dar; dementsprechend ist die Darstellung durch ein fortwéhrendes Wechselspiel zwischen
Physik und Mathematik gekennzeichnet.

Zentrale Gegenstinde der mathematischen Untersuchungen sind das klassische
Stefan-Modell firr Phaseniibergéinge mit seinen Verallgemeinerungen (Beriicksichtigung
von Unterkiihlung, Oberflichenspannung und Nukleation) und damit verwandte Proble-
me wie z. B. das Muskat-, Hele-Shaw- und Mullins-Sekerka-Modell. Alle diese Probleme
gehoren aus mathematischer Sicht zur Klasse der ,,Freien Randwertaufgaben®, d. h. es
sind nichtlineare Systeme partieller Differentialgleichungen auf a priori unbekannten
Raum-Zeit-Gebieten zu 16sen, was hohe Anforderungen an die zu verwendenden Metho-
den der Analysis stellt.

Der Autor verfolgt zwei unterschiedliche Modelle, die fiir verschiedene rdumliche
Skalen entwickelt werden. Zunichst wird ein makroskopisches Modell behandelt, das lo-
kale Gleichgewichte und das mogliche Auftreten von Gebieten beriicksichtigt, in denen
die feste und die fliissige Phase sehr fein vermischt vorliegen (sogenannte mushy regions).
Dieses Modell hat aus analytischer Sicht den Vorteil, geeignete Konvexitatseigenschaften
zu besitzen, so daB Monotonie-Methoden und Kompaktheitsargumente in Sobolev-Rau-
men zum Nachweis der Wohldefiniertheit des Modells verwendet werden konnen. Da-
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nach untersucht der Autor ein mesoskopisches Modell. Auf dieser (sehr kleinen) Skala
konnen nur reine Phasen (ohne mushy regions) beschrieben werden, was zu einer nicht-
konvexen Nebenbedingung fiihrt, die die analytische Behandlung erheblich erschwert.
Wesentlich fiir eine erfolgreiche Analysis dieses Modells, insbesondere fiir den Nachweis
von Kompaktheitseigenschaften trotz der Nichtkonvexitit, ist die Annahme, daB in der
zugehorigen freien Energie ein Term auftritt, der rdumliche Interaktionen beschreibt; die-
ser Term reflektiert das Vorhandensein einer Oberflichenspannung zwischen den Phasen
und sorgt dafiir, daBl die Phasen durch glatte Phasengrenzen getrennt bleiben.

Die Darstellung beginnt in Chapter I mit einer Einfiihrung in bekannte Resultate
und Techniken der Theorie partieller Differentialgleichungen. Es folgt in Chapter II, III
die Behandlung von Anfangsrandwertaufgaben von (moglicherweise degenerierten) para-
bolischen Differentialgleichungen, mit Blick auf die Anwendung bei Phaseniibergingen.
In Chapter II werden dabei Resultate fiir Differentialinklusionen hergeleitet, die in Chap-
ter IV auf das Stefan- und das Hele-Shaw-Problem angewendet werden; die in Chapter
IIT behandelten doppelt-nichtlinearen Inklusionen werden in Chapter V eingesetzt.

Die Diskussion der mesoskopischen Beschreibung von Phaseniibergingen unter
Einbezichung von Oberflichenspannungseffekten beginnt in Chapter VI; insbesondere
werden das Gesetz von Gibbs-Thomson und ein Phasenfeld-Modell hergeleitet. Die nun
folgenden Chapter VII bis IX fiihren den Leser zu Fragen der aktuellen Forschung.
Chapter VII behandelt stabile und metastabile Phasengleichgewichte und das Phinomen
der Nukleation von Phasen; in Chapter VIII wird ein Existenzbeweis fiir Stefan-Modell
mit Gibbs-Thomson-Gesetz und Nukleation bewiesen. Chapter IX bringt die Diskussion
eines Zweiskalen-Stefan-Modells. Das Buch schlieBt mit einem Appendix, in dem in
Chapter X und XI bekannte analytische Hilfsmittel in kompakter Form bereitgestellt
werden.

Zusammenfassend ist festzustellen, daB der Autor mit der vorliegenden Mono-
graphie einen wichtigen Beitrag zur mathematischen Theorie der Phaseniiberginge gelei-
stet hat. Er gibt kompetent und umfassend Auskunft iiber dieses analytisch schwierige
Gebiet. Dies muB nicht iiberraschen, wenn man bedenkt, daB viele der dargestellten Re-
sultate auf eigenen Arbeiten beruhen. Das Buch ist gut verstiandlich und iibersichtlich
konzipiert. Obwohl es fiir die vom Autor angesprochene Zielgruppe der ,,Physiker und
Ingenieure mit mathematischem Hintergrund“ fraglos mathematisch sehr anspruchsvoll
ist, ist es fiir interessierte Mathematiker nur zu empfehlen.

Berlin J. Sprekels

Lorentz, G. G., Golitschek, M. v., Makovoz, Y., Constructive Approximation (Ad-
vanced Problems) (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften 304), Berlin u.a.:
Springer 1996, 649 S., DM 164,

Die vorliegende Monographie ist eine Fortsetzung des Buches ,,Constructive Ap-
proximation® von R. A. DeVore und G. G. Lorentz, das 1993 ebenfalls im Springer-Ver-
lag erschienen ist. Die Autoren beschreiben wichtige Entwicklungen der Approximations-
theorie in den letzten 30 Jahren. Dies betrifft im wesentlichen die Approximation von
Funktionen einer Variable durch Polynome, Splines und rationale Funktionen, sowie
Wavelets, Entropie und Weiten. Unbestreitbar ist die in der Einleitung formulierte Ein-
schdtzung, daBB Approximationsprobleme weltweit untersucht werden und tiefliegende
Theorien entstanden sind. Hinzugefiigt werden kann, daB die auf den Theorien basieren-
den Methoden wichtige Anwendungen in vielen praxisorientierten Gebieten haben.

Kapitel 1 enthilt Aussagen tiber die Verteilung der Alternantenpunkte und Null-
stellen von Polynomen bester gleichmiBiger Approximationen. AuBerdem werden Bedin-
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gungen fiir die Dichtheit von Polynomen bzgl. gewichteter Normen entwickelt. Es folgt
eine Untersuchung der Struktur von Funktionenrdumen, fiir welche die klassischen Ap-
proximationsaussagen gelten. Die Approximation von Funktionen durch Polynome mit
beschrinkten bzw. ganzzahligen Koeffizienten, durch monotone Polynome und einseitige
Approximation sind Themen von Kapitel 2. Ferner werden verschérfte Markov-Unglei-
chungen und Remez-Ungleichungen fiir gewisse Klassen von Polynomen hergeleitet.

Kapitel 3 beginnt mit WeierstraB-Satzen fiir unvollstindige algebraische und tri-
gonometrische Polynome und Fehlerabschidtzungen fiir unvollstindige Chebyshev-Poly-
nome. Danach werden die Beziehungen der Nullstellen einer konvergenten Folge trigono-
metrischer Polynome und der Nullstellen der Grenzfunktion untersucht. Durch Anwen-
dung potentialtheoretischer Methoden werden in Kapitel 4 zunédchst Eigenschaften
gewichteter Chebyshev-Polynome hergeleitet. Dann wird die Gleichheit von minimalen
wesentlichen Mengen und von Trigern des Chebyshev-MaBes nachgewiesen. Es folgt die
Bestimmung solcher Mengen fiir das Jacobi-Gewicht und das Freud-Gewicht und die An-
gabe von WeierstraB3-Sétzen fiir gewichtete Polynome.

Eine kurze Einfithrung in die erst wenige Jahre alte Theorie der Wavelets vom
Standpunkt der orthogonalen Entwicklungen aus, findet sich in Kapitel 5. Zunéchst wer-
den die notwendigen Begriffe Waveletbasis, Multiresolution und Refinementgleichung
diskutiert. Es folgen Untersuchungen iiber (orthonormale) Basen trigonometrischer Poly-
nome von Rdumen periodischer Funktionen und Aussagen iiber die Existenz solcher Po-
lynome mit minimalem Grad.

Kapitel 6 behandelt Approximation durch Splinefunktionen. Es beginnt mit einer
Auswahl bekannter Sitze iiber die Charakterisierung und (starke) Eindeutigkeit bester
gleichmiBiger Approximationen und iiber die globale Eindeutigkeit bester L;-Approxi-
mationen aus Splinerdumen. Dann werden Fehlerabschitzungen fiir die periodische
Spline-Interpolation und Aussagen iiber die Konvergenz des zugehdrigen Operators und
des Schoenberg-Operators angegeben.

Beste Approximation durch rationale Funktionen stellt das Hauptthema der Ka-
pitel 7 und 8 dar. Die Autoren beginnen mit der Charakterisierung und der Eindeutigkeit
bester rationaler Approximationen. Es folgen Aussagen liber normale Funktionen, die Ste-
tigkeit der metrischen Projektion und die Nichteindeutigkeit bester L,-Approximationen.
Aussagen iiber den Fehler der besten rationalen Approximation zeigen, daf3 er fiir die
Funktion |x| exponentiell und fiir e ~* geometrisch abklingt. AuBerdem wird gezeigt, dal
die Funktion e* wesentlich besser durch rationale Funktionen als durch Polynome appro-
ximiert wird. Ahnliches gilt fiir die Approximation gewisser Klassen differenzierbarer
Funktionen. Durch Anwendung potentialtheoretischer Methoden und elliptischer Inte-
grale ist es gelungen, fiir spezielle Funktionen genaue asymptotische Aussagen herzuleiten.

Die Padé-Approximation stellt eine klassische Methode zur Approximation von
analytischen Funktionen durch rationale Funktionen dar. In Kapitel 9 werden zunéachst
die grundlegenden Sétze tiber die Existenz und Eindeutigkeit von Padé-Approximationen
und iiber Eigenschaften der Padé-Tafel bewiesen. Die anschlieBenden Betrachtungen zei-
gen, daB die Konvergenz von Padé-Approximationen von speziellen Eigenschaften der
betrachteten analytischen Funktionen abhéngt.

Kapitel 10 beginnt mit einer Bernstein-Ungleichung fiir rationale Funktionen. Es
schlieBen sich Fehlerabschidtzungen fiir die Approximation von Funktionen aus Hardy-
rdumen durch rationale Funktionen an. Diese Ergebnisse werden auf die Approximation
reellwertiger Funktionen angewandt. Schlielich werden Vergleiche zwischen der Appro-
ximationsgiite von rationalen Funktionen und von Splines mit freien Knoten angestellt.
Die Fehleranalyse bei der Approximation von Funktionen durch Miintz-Polynome stellt
das Hauptthema von Kapitel 11 dar. Es werden die bekannten direkten und inversen
Miintz-Jackson-Sitze, insbesondere fiir Sobolevraume, bewiesen und der dabei auftreten-
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de Approximationsindex genau untersucht. AuBerdem wird eine Markov-Ungleichung
fiir Miintz-Polynome hergeleitet.

In Kapitel 12 wird gezeigt, daB die fiir Haarsche Rdume bekannte Alternanten-
Charakterisierung und die globale Eindeutigkeit bester Approximationen auch bei nicht-
linearer Approximation durch varisolvente Funktionenklassen gelten. Wihrend die Klas-
se der rationalen Funktionen varisolvent ist, gilt dies nicht fiir die Menge der erweiterten
Exponentialsummen. Danach wird eine Auswahl bekannter Selektionssitze fiir die men-
genwertige metrische Projektion angegeben. AuBerdem werden einige grundlegende Aus-
sagen iiber die Beziehungen von Sonnen, konvexen Mengen und Chebyshev-Mengen in
Banachrdumen bewiesen.

Die sogenannten Weiten von Kolmogorov und Gelfand geben an, wie effizient
gewisse Funktionenklassen durch endlich-dimensionale Riume approximiert werden
konnen. In Kapitel 13 und 14 werden bekannte Aussagen iiber die Darstellung und Ab-
schitzung von Weiten bewiesen. Ein typisches Resultat besagt, daB fiir die n-te Weite ei-
ner periodischen Sobolevklasse B, , bis auf eine Konstante gleich »~" ist. Standardbei-
spiele optimaler Raume sind Raume trigonometrischer Polynome und periodischer Spli-
nes. Andererseits sind fiir die n-ten Weiten von Lipschitzklassen B, , bzgl. der L,-Norm
im allgemeinen nur untere und obere Abschitzungen bekannt. Unter Verwendung der Be-
ziehungen von Weiten bzgl. der L,-Rdume und der /,-Rédume und durch Anwendung
wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden werden grundlegende Abschitzungen fiir die
Lipschitzklassen bewiesen.

Entropie und Kapazitat messen die Effizienz der Approximation von kompakten
Mengen durch endliche Mengen. Unter Verwendung des Approximationsfehlers und der
Weite von Kolmogorov werden in Kapitel 15 Abschitzungen dieser Zahlen fiir Banach-
rdume angegeben und auf Klassen analytischer Funktionen angewandt. Es folgen Unter-
suchungen der Entropiezahl von Operatoren und der Entropie von Lipschitzriumen.

Die Charakterisierung von Korovkin-Mengen in Funktionenrdumen ist zentrales
Thema von Kapitel 16. Eine Menge dieses Typs besitzt die Eigenschaft, daB3 die Konver-
genz einer Folge positiver Operatoren bzw. Kontraktionen allein auf der Menge, bereits
die Konvergenz der Folge auf dem gesamten Funktionenraum impliziert. Die entwickel-
ten Theorien zeigen, daB Korovkin-Mengen sowohl durch geometrische als auch durch
analytische Eigenschaften beschrieben werden konnen.

Kapitel 17 ist Hilberts dreizehntem Problem iiber die Darstellung multivariater
Funktionen gewidmet. Die in der Literatur bekannten Sitze besagen, daB jede stetige
Funktion von mehreren Variablen als Summe und Superposition von stetigen Funktionen
einer Variable dargestellt werden kann. Eine analoge Aussage gilt nicht, falls man Diffe-
renzierbarkeit der betrachteten Funktionen fordert.

Im Anhang werden die im Hauptteil ben6tigten Hilfsmittel dargestellt: Borsuks
Theorem, elliptische Integrale, Hardyrdume und potentialtheoretische Methoden. Am
Ende jedes Kapitels finden sich Abschnitte iiber Probleme und historische Bemerkungen.
Die Bibliographie umfaBt etwa 500 Referenzen.

Das umfangreiche Buch von 650 Seiten enthilt eine kompetente Beschreibung re-
levanter Entwicklungen der Approximationstheorie in den letzten drei Jahrzehnten. Die
Problemstellungen werden systematisch hergeleitet und die betreffenden Resultate meist
vollstindig bewiesen. In wenigen Abschnitten beschrinken sich die Autoren auf eine Aus-
wahl fundamentaler Satze. Die klare Darstellung erleichtert es dem Leser, sich den kom-
plexen Stoff anzueignen. Das grundlegende Werk stellt dem Forscher ein breit gefachertes
Spektrum an Informationen zur Verfiigung und ist eine wichtige Quelle fiir Vorlesungen
iber Approximationstheorie und verwandte Gebiete.

Mannheim G. Niirnberger
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Bass, R. F., Diffusions and Elliptic Operators (Probability and its Applications)
Berlin u. a.: Springer 1997, 240 S., DM 118,-

Das Wechselspiel zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und partiellen Differen-
tialgleichungen ist ein faszinierender Teil der Mathematik — man denke etwa an die Pio-
nierarbeiten von Doob auf der einen und Brelot auf der anderen Seite. Ein paar von den
Glanzstiicken, die im letzten Viertel des Jahrhunderts in diesem Wechselspiel erarbeitet
worden sind, werden im vorliegenden Buch dargestellt.

Der Autor hatte den Text urspriinglich als zusétzliches Kapitel zu seinem 1995
(ebenfalls bei Springer) erschienenen Buch ,,Probabilistic Techniques in Analysis“ kon-
zipiert. SchlieBlich hat er sich aber entschlossen, zum Thema ,,Diffusions and Elliptic
Operators* ein eigenes, weitgehend in sich geschlossenes Buch zu schreiben. Dies war eine
gliickliche Idee; beide Biicher fiir sich sind eine Bereicherung ihres Gebietes. Die ,,Pro-
babilistic Techniques in Analysis“ sind auf die Potentialtheorie (u. a. von Lipschitz-Ge-
bieten), singuldre Integrale und analytische Funktionen ausgerichtet. Im hier besproche-
nen Buch geht es in mehreren Spielarten um die Frage, wie sich Eigenschaften eines Dif-
fusionsoperators und seiner Koeffizienten auf Eigenschaften der Losung des
Cauchyproblems, der Greenfunktion und der zugehdrigen harmonischen Funktionen
iibertragen; stets werden dabei hinreichend glatt berandete Gebiete im R? in den Blick
genommen.

Auch einzelne Kapitel des Buches fiir sich wird der Leser als gelungene Einfiih-
rung in wichtige Thematiken schitzen, so zum Beispiel das Kapitel iiber Charakterisie-
rung von Diffusionsprozessen iiber Martingale, die auf Stroock und Varadhan zuriick-
geht.

Die Rolle der gleichmaBigen Elliptizitdt von Diffusionsoperatoren in Nicht-Di-
vergenzform auf beschrinkten Gebieten wird ebenfalls schon herausgearbeitet. Das zen-
trale Resultat dieses Kapitels ist die Harnack-Ungleichung von Krylov und Safonov, in
der die Schranke fiir die Verhiltnisse der Funktionswerte einer positiven harmonischen
Funktion (auBer vom Gebiet) nur von den Elliptizitatsschranken des Diffusionsoperators
abhingt. Bei der probabilistischen Herleitung kommt es darauf an, daB3 auch kleine Men-
gen positiven Volumens vom DiffusionsprozeB mit hinreichender Wahrscheinlichkeit vor
dem Verlassen des Gebiets getroffen werden. Da im gleichmiBig elliptischen Fall der Dif-
fusionsprozeB eine hinreichend lange Zeit in kleinen Mengen verbringt, kann man sich
von Glattheitsvoraussetzungen an die Koeffizienten befreien. An Beispielen wird aufge-
zeigt, daB sich aber auch eine uniform elliptische Diffusion in mancherlei Hinsicht dra-
stisch verschieden von einer Brownschen Bewegung verhalten kann.

Ein weiteres Kapitel ist elliptischen Operatoren in Divergenzform gewidmet. Mo-
sers Harnack-Ungleichung wird bewiesen, und auf den Spuren von Nash, Davies, Fabes
und Stroock werden obere Schranken fiir die Ubergangsdichte hergeleitet. Danach geht
es um untere Schranken und Holder-Stetigkeitseigenschaften der Fundamentallosungen,
um Schranken fiir die Greenfunktion und um Pfadeigenschaften der Diffusionsprozesse.
Die hierbei zur Anwendung kommenden Ideen wurden z.T. vom Autor (gemeinsam mit
M. Barlow) in Arbeiten iiber die Brownsche Bewegung auf dem Sierpinski-Teppich ent-
wickelt.

Im letzten Kapitel des Kapitel des Buches geht es um den Malliavin-Kalkiil und
das aus ihm gewonnene Kriterium fiir die Glattheit der Ubergangsdichte eines Diffusions-
prozesses. Der Bismutsche Zugang (iiber die Cameron-Martin-Girsanov-Formel) und der
Stroocksche Zugang (iiber den Ornstein-Uhlenbeck-Operator) werden gegeniibergestellt
und die Rolle der Hérmander-Bedingungen wird herausgearbeitet. Auch eine anschauli-
che Erklarung, was die Hormander-Bedingungen probabilistisch bedeuten, wird geliefert
— all dies in einer bemerkenswert geschlossenen und iibersichtlichen Form auf gerade mal
30 Seiten.
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Bisher war die Rede von den letzten vier der insgesamt acht Kapitel des Buches.
Bescheidenerweise sagt der Autor vom Inhalt der ersten vier Kapitel in seinemVorwort,
er sei ,,mostly classical and well known*. Bei Kapitel IV iiber die eindimensionalen Diffu-
sionen und bei den ersten beiden Kapiteln ,,Stochastic differential equations* und ,,Re-
presentation of Solutions“ mag dies der Fall sein — obschon man z. B. Informationen iiber
die probabilistische Darstellung von Losungen mit schiefen Randbedingungen auch in
einschldgigen Textbiichern nicht so ohne weiteres finden wird. Das Kapitel III, welches
sich u.a. am Buch ,Elliptic partial differential equations of second order” von Gilbarg
und Trudinger orientiert, konzentriert sich darauf, wie man unter Verwendung der ge-
wichteten Holder-Norm durch Perturbation des Laplace-Operators Regularitdtseigen-
schaften der Losung der Poissongleichung und des Dirichletproblems auch fiir allgemei-
nere Diffusionsoperatoren bekommt.

In den Notes am Ende der Kapitel nennt der Autor die Quellen, aus denen er ge-
schopft hat. So manches aus diesen Quellen ist, denke ich, durch die Aufbereitung in die-
sem Buch transparenter und genieBbarer geworden. Das Buch zielt nicht auf Vollsténdig-
keit im Stile mancher Monographien und verfolgt das Gebiet auch nicht bis zu den neue-
sten Entwicklungen und Verastelungen. Das Literaturverzeichnis (mit ca. 70 Titeln,
davon kaum 20 aus den 90er Jahren) ist nicht erschépfend. Da und dort gibt es knappe
Hinweise auf weiterfiihrende Literatur, wie etwa das Buch von Nualart iiber den ,,Mallia-
vin Calculus and related topics* und die Arbeiten von Le Gall, Dynkin u.a. zur probabili-
stischen Interpretation und Untersuchung von gewissen quasilinearen elliptischen Opera-
toren iiber maBwertige Verzweigungsprozesse, das Buch erwdhnt aber z. B. nicht die
Saint-Flour Lectures von D. Dawson iiber ,,Measure-Valued Markov Processes” (in den
Lecture Notes in Mathematics 1541, Springer 1993) und die Monographie ,,An Introduc-
tion to Branching Measure-Valued Processes® von E.B.Dynkin (AMS 1994).

Mit gewissen Grundkenntnissen aus der stochastischen Analysis (die im ersten
Kapitel des Buches zum groBen Teil rekapituliert werden) kann man das Buch als tiefge-
hende Einfiihrung in einige der interessantesten Entwicklungen des Gebietes verwenden.
Es ist dies eine Anthologie, die Wesentliches mit Geschmack auswihlt, dem Ausgewéhl-
ten auf den Grund geht und es sehr gut darstellt.

Frankfurt A. Wakolbinger

Brelot, M., Théorie classique du potentiel, Association Laplace-Gauss 1997,
259S., FF 250.—

Vor etwa vierzig Jahren erschien im Centre de Documentation in Paris die Aus-
arbeitung der Vorlesung ,,Eléments de la théorie classique du potentiel von Marcel Bre-
lot (1903-1987). Genau diese Vorlesung bildet das Herzstiick des zu besprechenden Bu-
ches. Zunichst ist zu fragen, ob denn eine vierzig Jahre alte Vorlesungsausarbeitung iiber-
haupt besprochen werden soll. Brelots Vorlesung hat schon lange den Status eines
Klassikers, und daher ist es an und fiir sich schon begriiBenswert, den Text wieder zu-
ginglich zu haben. Mit dem Kapiteln: ,,Complements sur les fonctions harmoniques réel-
les, fonctions surharmoniques et presque surharmoniques, introduction des ensembles po-
laires, potentiels classiques, capacités classiques et générales, potentiels généraux et théo-
réme de convergence — applications au balayage, ensembles effilés, problémes de Dirichlet
dans IR", fonction de Green, norme et principe de Dirichlet, notions sur 1’énergie, ¢lé-
ments extrémaux et frontiére de Martin“ und einem Anhang in dem die Besonderheiten
der Potentialtheorie in der Ebene behandelt wird, liegt tatsdchlich ein immer noch aktuel-
ler Text vor, m. E. gib es keinen vergleichbaren guten Text fiir eine Vorlesung.
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Das vorliegende Buch enthélt aber noch weitere Beitrage. Es beginnt mit dem
Nachruf von Gustave Choquet auf Marcel Brelot, den Choquet im Rahmen der reguliren
Sitzung am 8. 10. 1987 im Séminaire Brelot, Choquet, Deny, verlas. Es folgt eine vollstin-
dige Bibliographie Brelots mit 161 Titeln aus den Jahren 1929 bis 1987. Den AbschluB
des Buches bildet der Aufsatz ,,Les étapes et les aspects multiples de la théorie du poten-
tiel“, den Brelot 1972 in L’Enseignement Mathématiques publizierte.

Es liegt eine gelungene Veroffentlichung vor, die nicht nur fiir Potentialtheoreti-
ker Interessantes zu bieten hat. Herausgegeben ist der Band von der Association Laplace-
Gauss, und ein weiterer Grund diesen Band hier zu besprechen, ist darin zu sehen, diese
Association Laplace-Gauss als Verleger vorzustellen. Es handelt sich um den losen Zu-
sammenschluB eines Teils der Herausgeber der Zeitschrift ,,Potential Analysis“, und die
vorliegende Publikation ist die erste, eine zweite, hochinteressante ist kiirzlich erschienen:
»Dialogues autour de la création mathématiques“, herausgegeben von N. Bouleau und
mit Beitrigen u.a. von G. Choquet, M. Fukushima, P. Malliavin, P.-A. Meyer, L.
Schwartz und anderen.

Miinchen N. Jacob

Koosis, P., Legons sur le Théoréme de Beurling et Malliavin, Montréal: Les Publi-
cations CRM (1996), 230 + viii S., Can$ 33.65

In [4] bewiesen A. Beurling und P. Malliavin den folgenden Satz:

Sei g eine ganz-analytische Funktion vom Exponentialtyp, die nicht identisch

Null ist und fiir die J(log*|g|) := [ log™ () 7y o gilt. Dann befindet sich fiir jedes
O 14|x]

a >0 in der Menge der Fourier-Transformierten der MaBe auf IR mit Triger im Intervall
[—a, a] ein solches MaB p, fiir welches /i (€) - g(€) die Fourier-Transformierte eines MaBes
auf IR mit kompaktem Triger ist.

Hier bezeichnet /i die Fourier-Transformierte von u. Ist M die Menge der Fou-
rier-Transformierten von MaBen auf IR mit kompaktem Triger, so besagt eine Umfor-
mulierung dieses Satzes

{ /. f ganz-analytisch und f = 7/ji mit o, i € M}
= {f,f ganz-analytisch vom Exponentialtyp und J(log* |f]) < oo0}.

In dieser Formulierung sicht man die formale Analogie zu einem Satz von R. Ne-
vanlinna iiber meromorphe Funktionen im Einheitskreis mit beschrinkter (Nevanlinna)
Charakteristik.

In einer Folgearbeit [5] benutzten Beurling und Malliavin diesen Satz, um das fol-
gende Problem zu 16sen:

Gegeben sei eine Folge (\); ¢ i in IR oder € ohne Haufungspunkt im Endlichen.
Bestimme die groBte Zahl r = r((\) e n) mit der Eigenschaft, daB die lineare Hiille von
{exp (i Ay X))} e N in L2(—r, r) dicht liegt.

In ihrem Nachruf [1] auf A. Beurling schreiben L. Ahlfors und L. Carleson: ,, The
depth of these results is quite remarkable and the ideas behind them far-reaching. For in-
stance, some basic ideas in the modern theory of H' spaces can be found in this work.*

Wer einmal versucht hat, insbesonders als jiingerer Mathematiker, Arbeiten von
A. Beurling (mit oder ohne Koautor) zu lesen, kennt die Kiirze und die damit einherge-
henden Schwierigkeiten seines Stils. In der Arbeit [4] findet sich z. B. eine der ersten nicht-
trivialen Anwendungen der von Beurling zusammen mit J. Deny entwickelten Theorie der
Dirichlet-Raume, [2]{3]. Diese Anwendung wird wie folgt beschrieben: ,,It should be
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pointed out that H is a Dirichlet space in the sense of Beurling and Deny [2, 3]. We shall
use the technique of these spaces without referring to the general theory.“ Man beachte,
daB diese ,,general theory* gerade mal drei Jahre alt war.

Es ist daher als eine Bereicherung der Literatur anzusehen, wenn nun von Paul
Koosis eine sorgfiltige Vorlesungsausarbeitung in Buchform vorgelegt wird, in der die
Resultate von Beurling und Malliavin fiir Studenten (und Fortgeschrittene) diskutiert
und gezeigt werden. Vorausgesetzt werden Kenntnisse der reellen und komplexen Analy-
sis etwa im Umfang des Werkes von W. Rudin [6]. Auf spezielle Ergebnisse fiir ganz-ana-
lytische Funktionen vom Exponentialtyp wird hin und wieder verwiesen. Die Hauptkapi-
tel sind

. Le théoréme de Levinson.

. La classe de Cartwright.

. Emploi des fonctions sous et surharmoniques.

. Discussion du théoréme de Beurling et Malliavin.

. Théoréme de Beurling et Malliavin: démonstration.

DW=

Das Buch ist gut lesbar, aber dem Gegenstand entsprechend technisch anspruchs-
voll. Man sollte also Geduld, Papier und Bleistift (und eventuell ein Worterbuch) zur
Hand haben. Der Autor gibt dem Buch das schéne Motto: ,tenir et maintenir“. In der
Tat, wird doch heute viel zu oft so getan, als ob Resultate, die vor 35 oder 30 Jahren zu
recht als Meilensteine der mathematischen Erkenntnis galten, heute keinen Wert mehr
hétten, insbesondere wenn sie nur ,,schén® sind und nur inner-mathematische Anwendun-
gen haben.

[1] Ahlfors, L., and Carleson, L.: Arne Beurling in memorium. Acta Math. 161 (1988) 1-9

[2] Beurling, A., and Deny, J.: Espaces de Dirichlet. I. Le cas élémentaire. Acta Math. 99
(1958) 203-224 :

[3] Beurling, A., and Deny, J.: Dirichlet spaces. Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 45 (1959) 208-
215

[4] Beurling, A., and Malliavin, P.: On Fourier transforms of measures with compact support.
Acta Math. 107 (1962) 291-309

[5] Beurling, A., and Malliavin, P.: On the closure of characters and the zeroes of entire func-
tions. Acta Math. 118 (1967) 79-93

[6] Rudin, W.: Real and Complex Analysis (2nd ed.). McGraw-Hill Book Company, New
York (1973)

Erlangen N. Jacob
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