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Vorwort
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 104. Bd. 2002, Nr. 2

Vorwort

Im Namen des Verlages und des Herausgebergremiums des Jahresberichts mochte ich
mich fiir die rege Teilnahme an der Fragebogenaktion bedanken. Ein Teil der Anregun-
gen war bereits in die Wege geleitet worden und um einen weiteren Teil werden wir uns
in néchster Zeit kiimmern. Auffillig war der Wunsch nach mehr Beitriigen zu Anwen-
dungen der Mathematik, dem wir sicherlich nachkommen werden. Eine genauere Aus-
wertung wird im néchsten Heft des Jahresberichts folgen.

Thre Anregungen und Wiinsche sind uns auch weiterhin willkommen. Bitte nehmen
Sie dazu einfach Kontakt mit einem Herausgeber auf.

Neben den Buchbesprechungen beinhaltet dieses Heft die Ausarbeitungen von I. Eke-
lands Hauptvortrag auf der OMG-Tagung in Wien sowie von G. Fischers Vortrag auf
dem Pliicker-Kolloquium in Bonn. Im April dieses Jahres ist das DMV-Ehrenmitglied
Leopold Vietoris im Alter von 110 Jahren verstorben. Dazu finden Sie einen Nachruf
von H. Reitberger.

A. Krieg
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Two Problems in Economics
by Ivar Ekeland

Abstract

»  Keywords and Phrases: variational problems, convexity constraints, exterior differ-
ential systems, Cartan-Kéhler theorem
»  Mathematics Subject Classification: 3502, 9102

I'will show how investigating the basic principles of economic theory quickly leads us to
interesting systems of nonlinear partial differential equations.

Eingegangen: 19.10.2001, in revidierter Form 10.05.2002 ,_])M
_JAHRESBERICHT

Ivar Ekeland, Ceremade and Institut de Finance, Université Paris-Dauphine DER DMV

E-Mail: ekeland@dauphine.fr © B. G. Teubner 2002
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1 A problem in informational asymmetry

This is one of the most fundamental problems of economic theory (see Laffont and Tir-
ole (1993) for an account). When dealing with an individual of characteristics
6 = (6y,...,6;) € R, known to him, but not to me, I may want to know 6, and he may
want to hide it from me. Examples of this kind of situation are ubiquitous. Suppose for
instance I sell car insurance; clearly I would want to charge more for insuring bad risks
(poor drivers) than good ones. How am I to do it? If I plainly ask every customer
whether he his a good driver, in which case I will charge him less, or a good driver, in
which case he will be hit with a hefty premium, I will find that everyone claims to be a
good driver. Of course, if there are records of previous driving which I can access, the
problem is solved, but what if there are none? Insurance companies have solved the pro-
blem long ago. They typically have two contracts, one with a small deductible and a
large premium, and another with a large deductible and a small premium, and they just
ask the prospective customer which one he/she wants. Note that it is the same question
as before, but framed in such a way that the buyer will reveal the truth about himself
out of sheer self-interest. Similarly, when establishing public transportation, such as
railroads, a benevolent state would typically want to charge the poor less than the actual
cost, and make up the difference by charging the rich more. Since one cannot very well
ask citizens for their tax return when they buy their ticket, one simply asks them
whether they want to travel first class or second class.

I will now describe a very simple model of this kind of situation, which is due to Ro-
chet and Choné (1998)

1.1 The Rochet-Ghoné problem

Suppose I enjoy a monopoly on a certain type of product. It comes in different qualities,
and I want to price the different qualities so as to extract the maximum possible amount
from consumers. Since I am a monopolist, their only recourse is not to buy. If they buy
at all, they have to buy from me.

1.1.1 The economic model

= a monopolist sells a product with two characteristics (»', y*). Each consumer buys
zero or one unit, and one unit of quality y costs p(y) (think of cars, for instance)

m there is a continuum of consumers whose tastes are subsumed by two parameters
(x1,x2) : the utility customer x gets from buying y at price p(y) is

xip' + x2y* + u(y1,32) — p(»)

where u : R? — R is concave; note that different types of consumers have different
tastes, and will react differently to the same price menu p(y)

m the seller knows the distribution of (x1, x,), say f(x)dx, but cannot price his product
in terms of x - he has to price it in terms of ( y1, y2)

The seller fixes a price schedule p(y). Each buyer of type x maximizes
x'y 4+ u( ) — p(y) with respect to y. If the resulting utility is positive, he buys the result-
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l. Ekeland: Two Problems in Economics

ing product y(x); if it is negative, he doesn't buy at all. The seller's problem is to find the
price schedule which will maximize total profit:

/X PN (x)dx

taking into account the expected behaviour of the buyers.

11.2 The mathematical problem

Introduce the function:
V() = max{ 0, max('y + u(y) -0}

Note that it is convex, as a supremum of affine functions. Economically speaking, it
is the utility which consumers of type x derive from a price menu p(y). We
have V¥V (x) = y by the envelope theorem. Substituting for p( y), we get an almost (but
not quite) classical problem in the calculus of variations:

(11) Max /X K'YV (x) + u(V V(%)) — V() (x)dx

(1.2) ¥V :X — R convex, V(x)>0Vx

The fundamental difference with a classical obstacle problem is the fact that we are
maximizing, not over all functions, but over convex ones. This is new type of constraint,
which has apparently never been investigated before, and which leads to extremely in-
teresting problems.

Particularizing to u( y) = —§||y||2 and X = [a), 5] X [az, b;] with f(x) = 1 gives:

M VV(x)—-=||VV — V(x)|dxd
a [ freved —SIvver - v anas,

Vconvex,V(x) > 0 ¥x(7)

which is the problem Rochet and Choné solved. We refer to their paper for the complete
solution.They show that the square X is divided into three regions. In the lower left re-
gion, we have V' = 0. In the upper right region, the convexity constraint is not binding,
the solution satisfies the Euler-Lagrange equation for the free problem, AV = 3/c, with
the corresponding Neumann conditions on the boudary of the square. There is a middle
region, where the function V is ruled (its level sets are parallel straight lines), so that its
Hessian has exactly one positive eigenvalue.It is the presence of this region which makes
the problem difficult. These three regions are separated by free boundaries.

1.1.3 The state of the art

I will now review the known results concerning the problem (1.1),(1.2).

The existence of a solution holds under standard assumptions. Indeed, the set of
convex functions is a closed convex cone in any reasonable function space you care to
work in, and since the integrand x’y + u(y) is a concave function of y, the integral will
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be a concave upper semi-continuous function of ¥, and it will attain its maximum pro-
vided a suitable growth assumption is satisfied by u. If u is strictly concave, we will have
uniqueness as well.

Regularity of the solution, on the other hand, is an issue. It has recently been proved
by Carlier and Lachand-Robert (2001) that the solution is C'in the interior, and they
tell me that their proof will also show that it is C! up to and including the boundary.
Caffarelli and P.L. Lions have told me that they can improve this result and show that
the solution is C"!. Regularity of the free boundaries is unknown.

Necessary conditions are also hard to come by. The best result to date is due to
P.L.Lions (1999), who characterized the polar of the cone of convex functions in
WP (Q), where Q2 is a bounded open set. Denote by the K? C W!2() this cone and by
[KP)tC [Whe(Q)]” its polar. Then L € [K?]" iff there exists a symmetric, positive semi-
definite matrix (i), <; <, Of bounded measures such that

in the sense of distributions.

Even numerical algorithms are hard to come by. The obvious idea is to choose a reg-
ular triangular grid on the plane, and to approximate a convex function by taking its va-
lues at the points on the grid and interpolating linearly. Unfortunately, that won't work.
If we choose a grid consisting of squares of length 4, for instance, with two sides hori-
zontal and two sides vertical, cut in two by the SW-NE diagonal, then if a sequence of
functions f, has the following properties:

s each f, is convex,
= each f), is affine on each triangle
" S,

then f is convex, of course, but satisfies the additional condition that

o

Ox'dx? 20

In other words, using piecewise linear convex functions on that grid introduces a
new (undesirable) constraint in the problem. If the solution of the original problem does
not satisfy this constraint, the solutions to the discretized problem will approximate
something else. A (more complicated) algorithm which does not have this defect has
been found by Carlier, Lachand-Robert and Maury (2001).

Finally, we would like to have some qualitative properties of the solution. The econ-
omist is not really interested in the actual values of such a crude model, but he would
certainly like to have some general rules. For instance, he would like to know that there
are alway three regions, that the region where ¥ = 0 is always in the lower left corner,
and that the region where the convexity constraint is not binding is always in the upper
right corner.
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2 Characterization of demand functions.

The microeconomic theory of the consumer states that each individual is characterized
by a concave utility function U : R€ — R and a wealth w € R, and that given a set of
prices p € RX, he will buy the goods bundle x € R¥ which maximizes his utility under
the budget constraint:

max U(x)
X

pPx<w)
This is the basic model on which much of modern economic theory rests (see Mas-
Collel et al. (1995) for an account), but is it actually true? In other words, can the model

be tested by a suitably designed experiment? The answer depends on what kind of data
you have.

2.1 Individual data

One cannot observe individual utility. But it has been known since the work of Antonel-
li in (1886), later rediscovered by Slutsky (1915) that, if you can observe individual de-
mand, the model can be tested. Take w = 1 for the sake of commodity, and introduce
the individual demand function:

x(p) = argmax{U(x) | p'x = 1}
the indirect utility function:

V(p) = max{U(x) | p'x = 1}
They are related by:

(2.1) DV(p) = =A(p)x(p)

for some A(p) > 0 (the Lagrange multiplier). This implies that the vector field x(p) in
RX is collinear to a gradient. So the Frobenius condition must be satisfied. In addition,
the indirect utility function ¥ (p) must be (quasi)-convex, which leads to one more con-
dition. The results are subsumed in the following.

Introduce the Slutsky matrix S(p), with coefficients s'/(p), associated with the given
demand function x(p):

y O/ ox/

Proposition A4 necessary and sufficient condition for x = —} V to hold locally, for some
Sfunction V(p) with D?Vnegative definite, and some positive function \(p), is that the
Silutsky matrix associated with x(p) be symmetric and negative definite

S(p) =S(p)>0
Necessity is easy to come by. Set 4 = 1/ and differentiate x = —p V. One gets:
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ox/ _ _owov i ov?
Opi OpiOp; " OpiOp;
1 a/J, j 0 V2
-_— —_—— x pr—"
1 0Op; ”617(81)1

The first term on the right-hand side is a matrix of rank one, and the second term is sym-
metric and negative definite. With further calculations, one shows that ﬁg[/}i =Y p % ,
yielding the Slutsky conditions. Conversely, by a classical theorem of Frobenius, if the
Slutsky matrix is symmetric, then we have x = —uV for some y and V. A direct argu-
ment then gives positivity of 4 and convexity of V.

So the model can be tested on individual data: just observe some individual demand
function x(p) and check whether it satisfies the Slutsky conditions.. The corresponding
experiment has been carried through by Browning and Chiappori (1998), and the model
has survived the experiment.

2.2 Macroeconomic data

It is of course much easier to gather global sales and expenditure data over regions or
countries than to observe the consumption of a given individual. In other words, if an
economy consists of N individuals, whose wealth is normalized to 1, one will have data
on the aggregate demand function:

N

X(.p) = an<p)
n=1

where each (unobserved) x, is an individual demand function, so that:
1
Xn\P = =g DPValp
(») 575 2V (p)
Pxu(p) = 1
We can express the A" in terms of the DV, by applying p’ to the first equation. We
are then led to the following system of K nonlinear PDEs for the V), :

N
1 _
(22) ,,Z;WDV" = X(p)

Clearly X (p) must satisfy p’X(p) = N , the so-called Walras law. Chiappori and
Ekeland (1999) proved the following:

Theorem 1 Assume N > K. Consider some open set U in RX{0}, and some analytic
map X : U — RX such that p' X (p) = N. For all p € U and for all A € RNK such that

P

n=1 Zk p k Aﬁ
there exists real-analytic functions V, 1 < n < N, defined on some neighourhood N of p,
such that:

A, = X(p),
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1.Vn, DV,(p) = Ay,

2.¥n, D2 V" (p) is positive definite

3. V", 1 <n < N,solves the system (2.2).

So, if N > K, the system can be solved for any right-hand side. In contrast with the
case of individual demand, there are no conditions (apart from the Walras law) for a
X (p) to satisfy to be a collective demand. As a consequence, if there are more goods
that consumers, the model cannot be tested on macroeconomic data.

The proof goes as follows. Introduce the space:
E = RK x RV x RVK = {(pk,,\",A’;,') |[1<kk <K<1<nn< N}
In this space, consider the submanifold M defined by the equations:

@3) 3 -5k =X vk

n

(24) > pedf=-x, Vn.
k

Take K = N. Then M is a submanifold of dimension N? + 1. In M (and not in E)
we consider the exterior differential system (EDS) (see Bryant et al. (1991) for an ac-
count of the theory, and the Cartan-Kéhler theorem):

(2.5) Y dAkndp = 0Vn,

(26) dpN...Ndpg # O

This EDS is equivalent to the system (2.2), in the sense that an integral manifold is
the graph of a map p — (M(p), A¥(p)),1 <n < N, such that A¥ = 9V, /dp; by the
Poincatre lemma.We now apply the Cartan-Kéhler theorem, with suitable initial condi-
tions, so that Df,p V*(p) is positive definite and \,(p) is positive, as announced.

The fact that one has to resort to the Cartan-Kéahler theorem, that is, ultimately, to
the Cauchy-Kowalewska theorem, raises the suspicion that the problem is ill-posed,
which would much detract of the economic significance of such a result. So would a si-
milar result hold when X (p) is C* only? Here is a baby version of this problem: given
C* function f and g, find functions u(x, y, z) and v(x, y, z) such that

Uy Vx
U Vo z
P (x,¥,2)
W Vo _

u, v, - (x7y7 Z)

If f and g are real analytic, there are solutions by the Chiappori-Ekeland result (or
by applying Cauchy-Kowalewska directly). If f and g are C* only, we do not know if
there are solutions.
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Von den Linienkoordinaten
Zu Regelvarietaten*
Gerd Fischer

Abstract

m Keywords and Phrases: Grassmannians, Rulings
s Mathematics Subject Classification: 01 A 55, 14M 15, 14M 99

We start with a short survey on Pliicker’s construction of coordinates of lines, and the
concept of duality in projective geometry. These tools admit a precise study of ruled sur-
faces, i.e. unions of a one-parameter family of lines. A generalization to higher dimen-
sions using Grassmannian varieties leads to ruled varieties. We consider the special class
of developable varieties and report on the state of the art of their construction and clas-
sification. This question had already been raised by Pliicker in one of his last papers.

* Erweitertes Manuskript eines Vortrages beim Pliicker-Kolloquium der Universitit Bonn am
23.11.2001.

Eingegangen: 26.06.2002 DMV
Gerd Fischer, Mathematisches Institut, JAHRESBERICHT
Heinrich-Heine-Universitit Diisseldorf, UniversititsstraBe 1, DER DMV
D-40225 Diisseldorff. E-Mail: gerdfischer@cs.uni-duesseldorf.de © B. G. Teubner 2002
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Wie Herr Bodigheimer [B] eindrucksvoll ausgefiihrt hat, war Julius Pliicker in verschie-
denen Phasen seiner wissenschaftlichen Arbeit abwechselnd in Mathematik und Physik
titig. Herr Bradshaw hat seinen Vortrag iiber die physikalischen Beitrage mit dem Titel
,» Von der Gasentladungsréhre zum Fusionsreaktor® versehen. In Anlehnung daran will
ich iiber Untersuchungen berichten, die einen Keim in den Arbeiten von Pliicker haben,
aber erst spater systematisch in Angriff genommen wurden.

1 Felix Kiein und eine Gleichung fiinften Grades

Zunichst eine nette historische Kleinigkeit. An dem humanistischen Gymnasium in
Diisseldorf, das Pliicker besuchte, machte (neben Heinrich Heine) auch Felix Klein Abi-
tur. Die erste von vier Abituraufgaben in Mathematik betraf die Algebra, sie lautete [F]:

Der Unterschied zweier Zahlen betrdgt 2, der Unterschied ihrer fiinften Potenzen
2882. Die Zahlen sollen gefunden werden.

Felix Klein macht aus den Gleichungen

x—y=2 und x°—)° =2882

zunichst eine Gleichung vierten Grades und daraus quadratische Gleichungen, woraus
er die vier Losungen

(5,3), (=3,-5), (14+3iV2, -1 +3ivV2), (1 =3iV2,—1 = 3iV/2)

berechnet. Bemerkenswert daran erscheint, dass er schon im Alter von 16 Jahren an
Gleichungen fiinften Grades trainiert wurde, aber dass ihm der fiinfte im Unendlichen
gelegene Schnittpunkt der Gerade mit der Quintik noch entging.

2 Dualitat und Linienkoordinaten

Pliicker ist heute jedem algebraischen Geometer bekannt durch die nach ihm be-
nannten Koordinaten linearer Unterrdume, im Fall von Geraden heiBen sie Linien-
koordinaten. Ausgangspunkt ist eine Beobachtung, die jeder Schiiler machen kann: Ein
Punkt in der Ebene IR? ist gegeben durch ein Zahlenpaar (x, y), eine Gerade in der Ebe-
ne durch eine Gleichung

ax+by=c.

Hier herrscht keine Gleichberechtigung zwischen Punkten und Geraden, denn die zwei
Zahlen x und y sind beliebig, wihrend bei den drei Zahlen a,b,c¢ die Bedingung
(a,b) # (0,0) erfilllt sein muss, und fiir jedes A # 0 das Tripel Aa, Ab, Ac dieselbe Gera-
de ergibt.

Symmetrie zwischen Punkten und Geraden wird erst erreicht durch den Abschluss
der affinen Ebene IR? zur projektiven Ebene IP;(IR). Dort ist ein Punkt gegeben durch
ein Tripel, das nur bis auf einen Faktor A # 0 bestimmt ist, also

(X() X1 XQ) = (/\XO X /\Xz) € 1P2(IR)

und fiir xo # 0 ist man im affinen Teil mit
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_Xi _ X2

x—x0 und y_x0 .

Eine Gerade in IP,(IR) ist gegeben durch eine lineare Gleichung

apxo + a1x1 +axx; =0,
also durch einen ,,Punkt*

(ao tap az) € ]PE(IR)
der dualen projektiven Ebene. Nun ist die Gleichberechtigung zwischen Punkten und Ge-
raden hergestellt und vom projektiven Standpunkt ist die Asymmetrie im Affinen klar:
IP,(IR) enthilt unendlich viele Punkte mehr als IR?, sie liegen auf der unendlich fernen
Geraden mit der Gleichung xo = 0. Aber IP,(IR) enthalt nur eine einzige Gerade mehr
als IR?, namlich die unendlich ferne mit der Koordinate (1 : 0 : 0) € IP5(IR).

Viel spannender wird die Dualitdt im dreidimensionalen Raum, den wir gleich als
projektiv und komplex annehmen, da dies der addquate Rahmen fiir die algebraische
Geometrie ist. Zunichst haben wir Punkte

(x0 : x1 : x2: x3) € IP3(@),

und dem ,,Punkt®
(ap:a1:a:a3) € IP;(‘E)

des dualen projektiven Raumes entspricht eine Ebene in IP3(@) mit der Gleichung
apxo +a1x1 +axy; +asx; =0.

Eine Gerade L C IP3(C) kann nun auf zwei Arten beschrieben werden: als Verbin-
dungsgerade zweier verschiedener Punkte

x=(xo:x1:x2:x3) und y=o:y1:)2:¥3),
oder als Schnittgerade zweier verschiedener Ebenen
Ea=(a0:a1:a2:a3) und Eb=(b0:b1:b2:b3).

(ag:a;:0az:a3)

(zo:z1:22:23)

(Yo:v1:y2:y3)

(bo:by:by:b3)

Verschiedene Beschreibungen einer Geraden
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Um die Linienkoordinaten von L zu erhalten, berechnet man von der Matrix
X0 X1 X2 X3
Yo Y1 Y2 )3

die sechs 2-Minoren, also

X0 X1 X0 X2 X2 X3
= det ,Po2 = det S, = det .
Poi ( Yo Wi ) Po2 ( Yo ) P23 (y2 v )
Dadurch ist ein nur von L und nicht von der Auswahl der Punkte x und y abhingiger
Punkt

(Po1 : po2 : po3 = p12 : P13 : p23) € IPs(@)
erklért. Die bis auf einen gemeinsamen Faktor X # 0 bestimmten Zahlen p;; heiBen die

Linienkoordinaten der Gerade L.
Eine einfache Rechnung zeigt (vgl. etwa [F-P, p. 24]), dass die Pliicker-Relation

Po1 P23 — po2 P13+ po3pi2 =0

gilt. Diese Gleichung beschreibt eine Quadrik @ C IPs(T), sie heilit die Plicker-Qua-
drik. Insgesamt gilt:

Die Geraden in P3(C) entsprechen in eindeutiger Weise den Punkten der Pliicker-
Quadrik Q C IPs(T).

Als Hyperflache des IPs(CC) hat die Pliicker-Quadrik die Dimensionen 4. Also ist ei-
ne Gerade im 3-dimensionalen Raum im Wesentlichen durch 4 Parameter festgelegt.
Das wird auch durch die folgende geometrische Uberlegung klar: Wihlt man zwei feste
Ebenen, so schneidet fast jede Gerade die beiden Ebenen in jeweils einem Punkt. Die
beiden Schnittpunkte sind durch je 2 Parameter gegeben, die Gerade ist also insgesamt
durch 4 Parameter festgelegt.

Nun wird die obige Konstruktion dualisiert, indem man die Beschreibung der Gera-
de L als Schnitt der Ebenen E, und E} benutzt. Die 2-Minoren p;; der Matrix

ag ay a; a3
by by by b3
ergeben einen Punkt
(Po1 : Poa © Po3 < PYy P13 1 Pa3) € IPs(@)
er gehort zur Verbindungsgerade L* der Punkte E, und E, in IP;(@). L* ist das Biischel
der Ebenen, die die Gerade L enthalten. Die Pliicker-Koordinaten p;. erfiillen die gleiche

Pliicker-Relation wie die p;, und wie oben entsprechen die Geraden L* in IP3(C) den
Punkten einer Pliicker-Quadrik Q* C IPs(@). Die Dualitdt

D:Q— Q" L+—1L",
kann in den Plicker-Koordinaten beschrieben werden durch
Do1 = P23, Py = —P13, Pz = P12, Pl = P03, Pz = —Po2, P33 = Pol s

die Vorzeichen ergeben sich aus den Rechenregeln fiir alternierende Formen [F-P,
p. 34].
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Ps P
L
L*
Q Q
dimQ =4 dimQ@Q* =4
Py P3
£)
a L*
2/ L
b
Dualitiit

3 Regelfldchen

In der Einleitung zu einer seiner letzten Arbeiten [Pl] schreibt Pliicker:

Une ligne droite, qui dans 'espace se meut d’une maniére continue, decrit une surface,
dite réglée. Pour déterminer le mouvement de la ligne droite, il faut que les quatre quantités
dont sa position dépend, soient données en fonction dune quatriéme variable, par ex. du
temps. Ces quatre quantités, constantes pour une position donnée de la droite, mais varia-
bles d’'une position a une autre, ont été appelées par moi coordonnées de la ligne droite.
En éliminant le temps, on obtient trois équations entre les quatre coordonnées; ces trois
équations représentent trois complexes de lignes droites. Les droites dont les coordonnées
satisfont aux trois équations, appartenant ¢ la fois aux trois complexes, constituent une
surface réglée.

Ubersetzt in die heutige Sprechweise und den komplexen Fall bedeutet das Folgen-
des: In der Pliicker-Quadrik Q C IPs(() ist eine Kurve B C Q (d.h. eine eindimensiona-
le irreduzible algebraische Varietit) gegeben, und eine Regelfliche X C IP3(C) ist die
Vereinigung der in B gelegenen Geraden L C IP;(@), also

X=JLcPy@).
LeB

Man nennt B eine Basis von X. Die von Pliicker skizzierte Klassifikation und Kons-

truktion ist rein geometrisch und schwer in die algebraische Geometrie zu iibersetzen.

Dort l4uft sie hinaus auf eine Klassifikation aller Kurven auf der Pliicker-Quadrik Q.
Zunichst einige einfache Beispiele fiir Regelflichen:

1. Quadriken. Ist 4 € GL(4, €) eine symmetrische Matrix, so hat die Quadrik
X:={x=(x:x1:x:x3) €P3(C):'x - 4-x =0}

sogar zwei verschiedene Regelungen, d.h. X ldsst sich durch zwei verschiedene Basen
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B, B' C Q beschreiben. Das sieht man am einfachsten dadurch, dass man X durch eine
Projektivitit auf die Sattelfliche

Y = {x € P3(C) : xox3 = x1x2}
transformiert und bemerkt, dass Y Bild der Einbettung
IPi(C) x IP,(C) — Y C IP3(@), (so: 515t :t1) > (Solo : Sot1 : S1fo = S1t1),
ist. Daraus erhilt man die Kurven B, B’ C Q als Bilder zweier Abbildungen
IP,(€) — 0 c Ps(T).
Es sei bemerkt, dass die Quadrik X glatt ist, d.h. keine Singularititen hat.

Affine Sattelfliche z = xy

2. Kegel. Ist C C IP3(C) eine Kurve und p € IP3(€) ein Punkt auBerhalb C, so ist
X:=JpgcPs(0),
geC

d.h. die Vereinigung der Verbindungsgeraden von p und ¢, ein Kegel iiber C mit Spitze
p. In diesem Fall ist die Basis das Bild einer Abbildung

C — Bc QcIPs(T).

Wenn C keine Gerade ist, so ist der Kegel stets singulér in der Spitze p; weiterhin langs
all der Geraden pg, fiir die C in g singuldr ist.

3. Tangentenflichen. Ist C C IP3(C) eine von einer Geraden verschiedene Kurve,
C’ C C die Menge der glatten Punkte, und bezeichnet T,C C IP3(C) die Tangente an C
inp € C, so heilit

X := Abschluss von U T,C C IP;(T)
pec’
die Tangentenfliche von C. Sie ist eine Regelflache, die Basis ist Bild einer Abbildung
C“‘"B C Q C ]P3(q:)u

die wegen der Singularititen von C nur noch rational ist. Insbesondere hat sie in Punk-

64 JB 104. Band (2002), Heft 2



Gerd Fischer: Von den Linienkoordinaten zu Regelvarietaten

ten von C mit mehreren Tangenten mehrere Werte in Q. Die Tangentenflache ist lings
der ganzen Kurve C singuldr, moglicherweise auch noch in anderen Punkten.
Ist etwa C die twisted cubic, d.h. das Bild von

IP|(C) — C CIP3(C), (so:51)— (538581508 :57),
so ist die Tangentenfliche X Bild der Abbildung
P, (C) x IP1(C) — X C IP;(T)
(so:81;80: ) — (3s;‘;t0 : 2508110 —I-sgtl : s%tg + 250814 : 3sft1) ,

wobei die Kubik C als Bild der Diagonale s = ¢ auftritt. Eine Gleichung fiir X berech-
nete Cayley [C] zur Zeit von Pliicker mit Hilfe der Diskriminante eines kubischen Poly-
noms. Das Ergebnis ist (vgl. auch [F-P, p. 60])

xéx% — 6xpX1X2Xx3 + 4x0x; + 4x?X3 — 3x%x§ =0.

=~

Tangentenfliche der , twisted cubic”

4 Abwickelbarkeit

Im Folgenden wollen wir uns mit einer speziellen Klasse von Regelfldchen beschéfti-
gen, namlich solchen, die abwickelbar sind. Im reellen Fall bedeutet das ganz praktisch,
dass man auf die Flache (zumindestens lokal) ein Blatt Papier auflegen kann. Dies kann
man iibersetzen in eine Bedingung an die Tangentialebenen, die auch im komplex-pro-
jektiven Fall greift:

Definition. Eine Regelfliche
X =|JLcPyC)

LeB

heiBt abwickelbar, wenn die Tangentialebene T, X C IP3(C) fiir alle glatten Punkte von
X langs einer Geraden L die gleiche ist.
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Im Fall einer Fliche X C IR* weil man, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass
die GauB-Kriimmung von X identisch verschwindet. Insbesondere folgt aus dieser
Kriimmungs-Bedingung, dass X lokal Regelflache ist (vgl. [K, 3.7.5], [F-P, 0.2]). Bei-
spiele fiir abwickelbare Regelflichen sind neben Ebenen alle Kegel und Tangentenfli-
chen. Dagegen ist die Sattelfliche mit der Gleichung x,x, = x3 nicht abwickelbar. Das
gleiche gilt in IP;(C): Die Beispiele 2 und 3 aus Abschnitt 3 sind abwickelbar, die Qua-
driken aus Beispiel 1 nicht.

Die Forderung der Abwickelbarkeit einer Regelfliche ist eine enorme Einschriin-
kung an die Beweglichkeit ihrer Geraden. Das kann man auch direkt an der Basiskurve
B C Q C IPs(C) ablesen: Die Abwickelbarkeit von X bedeutet, dass fiir jedes L € B die
Tangente T, B C IP5(CC) an B im Punkt L ganz in der Pliicker-Quadrik Q enthalten sein
muss [E], [F-P, p. 82].

Es ist ein klassisches Resultat der Differentialgeometrie, dass jede abwickelbare Re-
gelfliche X c IR? lokal Teil eines Zylinders, eines Kegels oder einer Tangentenfliche
ist. Dabei wird eine Ebene als spezieller Zylinder aufgefasst; vom projektiven Stand-
punkt ist ein Zylinder ein Kegel mit Spitze im Unendlichen. Im differenzierbaren Fall
ist ein globales Resultat sehr schwierig (siche das Zylinder-Theorem in Abschnitt 7), im
komplex-projektiven Fall hat man den relativ einfach zu beweisenden [W], [E],
[F-P, p. 10].

Klassifikationssatz. Jede abwickelbare Regelfliche X C P3(QC) ist entweder ein Kegel
oder eine Tangentenfliiche. Insbesondere hat X singulire Punkte, es sei denn, X ist eine
Ebene.

Dieses Ergebnis zeigt schon etwas, das in hoheren Dimensionen noch deutlicher
wird: Konstruktion und Klassifikation von abwickelbaren Varietiten sind eng ver-
kniipft. Hat man ein interessantes Beispiel gefunden, so ist plausibel zu vermuten, dass
es unter den gegebenen Umsténden in seiner Art das einzige ist.

5 Grassmann-Mannigfaltigkeiten und Pliicker-Koordinaten

Statt Geraden im dreidimensionalen Raum kann man allgemeiner k-dimensionale
lineare Unterrdume E C IP,(C) betrachten, diese Menge wird mit @G (k, n) bezeichnet.
Sie ist gleich der Menge der (k + 1)-dimensionalen Untervektorriume E ¢ €"t!'. Man
nennt @x(k, n) zum Andenken an Pliickers Schiiler Grassmann (1815-1901) eine Grass-
mann-Mannigfaltigkeit, denn man kann die Struktur einer (k + 1)(n — k)-dimensiona-
len Mannigfaltigkeit einfithren. Uberdies hat man die sogenannte Pliicker-Einbettung

m:UGi(k,n) — Py(C) mit N = (Zi i) - 1.
Daran sei kurz erinnert.

Zu E C €"! wihlt man eine Basis (v, ..., ), die Komponenten trigt man in eine
Matrix
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Voo o Vok  Vok+l - Von
A= : : s = (4, 42)
VKo ctt Vik Vik+l o Vin

ein, wobei 4, die vordere quadratische Matrix bezeichnet. Da rang 4 = k + 1 gibt es ei-
nen nicht verschwindenden (k + 1)-Minor. Wenn det 4; # 0, so kann man 4; durch
Zeilenumformungen von A zur Einheitsmatrix Eg,; machen. Dann sind die
(k + 1)(n — k) Eintrége von 4, durch E eindeutig bestimmt, sie ergeben Koordinaten
in einer groBen offenen Teilmenge von @i(k, n). Allgemein gibt es fiir jedes

I={i0,...,ik}C{0,...,n} mtO0<pg<i<...ip<n

einen Minor p; := det 4;. Die (Zﬂ) Zahlen p; heiBen die Pliicker-Koordinaten von

E c € oder von E = IP(E) C IP,(C). Sie sind durch E bis auf einen gemeinsamen
Faktor A # 0 eindeutig bestimmt, das ergibt die Abbildung

m: G(k,n) — Py(C), E+— (pi(E)).

Ist 4] = Ey1, so entsprechen die (k + 1)-Minoren von 4 bis auf das Vorzeichen den
Minoren jeder GréBe von A4,. Aus dieser etwas anderen Beschreibung der Pliicker-Ko-
ordinaten folgt sofort, dass 7 eine Einbettung ist, denn alle Eintrége von 4, treten (bis
auf Vorzeichen) als Pliicker-Koordinaten auf.

Im Fall £ = 1 und n = 3 gibt es zwischen den p; eine wesentliche quadratische Rela-
tion, im allgemeinen sind es mehrere, sie bleiben aber quadratisch [F-P, 1.2.5]. Diese
Relationen heiflen auch im allgemeinen Fall Pliicker- Relationen.

Auch hier hat man eine Dualitét:

Zu E C €' sei E® C (€"*!)* der Annulator. Ist dimE = k + 1, so ist dim E° =
n—k, also gilt dimIP(E®) =n —k — 1 fiir IP(E°) C IP(C). Auf diese Weise erhilt
man eine bireguldre Dualitits-Abbildung

D:Glk,n) — G'(n—k—1,n)

zwischen Grassmann-Mannigfaltigkeiten, die ein niitzliches technisches Hilfsmittel bei
geometrischen Untersuchungen ist.

6 Regel-Varietdten und Abwickelbarkeit

Es ist klar, wie man mit Hilfe der Grassmann-Mannigfaltigkeiten die Regelflichen
in IP3(C) zu Regel-Varietiten in IP,(C) verallgemeinert: Man startet mit einer Basis,
d.h. einer irreduziblen Varietit B C @G(k, ) und betrachtet die Varietat

X:=|JECP,0).

EeB
Im Allgemeinen konnen die linearen Raume E in X ziemlich durcheinander liegen: man
kann etwa eine Ebene X als Vereinigung all der in ihr enthaltenen Geraden darstellen.

Um zu erreichen, dass wenigstens fast alle Punkte von X in hochstens endlich vielen li-
nearen Rdumen E enthalten sind, kann man die Bedingung

dimX =dim B+ £
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stellen. In diesem Fall spricht man von einer Regelung von X durch k-dimensionale li-
neare Rédume.

Eine derartige Regelung von X heiBt abwickelbar, wenn liings eines linearen Raumes
E der Tangentialraum T, X C IP,(C) in allen glatten Punkten p von X gleich ist.

Wihrend allgemeine Regelungen einer Varietdt X nicht leicht zu entdecken sind,
kann man eine ,,maximale* abwickelbare Regelung durch die Gaup-Abbildung erhalten.
Diese Methode wurde in der algebraischen Geometrie erstmals systematisch von Grif-
fiths-Harris in [G-H] angewandt. In Analogie zur klassischen Differentialgeometrie
versteht man darunter fiir eine m-dimensionale Varietat X C IP,(C) die Abbildung

v: X--+G(m,n),p— TX,

die jedem glatten Punkt p € X seinen m-dimensionalen Tangentialraum T, X C IP,(C)
zuordnet. Da X Singularitaten haben darf, ist die GauB3-Abbildung  nur eine rationale
Abbildung, die in singuldren Punkten mehrere Werte annehmen kann.

Entscheidend ist der folgende

Linearitits-Satz. Fiir jede algebraische Varietit X C IP,(@) der Dimension m ist die
allgemeine Faser der Gauf-Abbildung

v: X--+G(m,n)

ein linearer Raum.
Fiir die Dimension k(X)) der allgemeinen Faser gilt

k(X)=dim X — dim~v(X).

Diese Zahl k(X) heilt der Grad der Abwickelbarkeit von X, r(X) := dimy(X) heiB3t der
Gaufs-Rang von X,

Fiir den Linearitétssatz gibt es viele Varianten, etwa in [G-H], [F-W], [F-P]. Er ist
eine Verallgemeinerung eines Satzes der klassischen Differentialgeometrie, wonach auf
Flichen die Integralkurven von Richtungen verschwindender Hauptkriimmung Gera-
den sind [K, 3.7], [F-P, p. 3].

Aus dem Linearitdtssatz erhdlt man die Gauf- Regelung von X mit einer Basis

B C G(k(X),n),

die alle Tangentialriume an glatte Punkte von X enthéilt. Im Allgemeinen ist jedoch
k(X) =0, d.h. r(X) = dim X, was be