Réalisation de formes Z-bilinéaires
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Introduction: Kriiskemper a prouvé dans [2] que toute forme Z-bilinéaire
symétrique et non dégénérée peut se réaliser comme une forme trace amplifiée
d’une algebre Z[a], on « est un entier algébrique. Le but de cet article est de
montrer un résultat similaire concernant les formes traces hermitiennes am-
plifiées. Je remercie vivement Eva Bayer-Fluckiger, ma directrice de these,
pour l'aide qu’elle m’a apporté dans la réalisation de ce travail.

Définitions et notations:

Dans ce qui suit, 'expression forme Z-bilinéaire désigne un couple (M,b),
ou M est un Z-module libre de type fini et ou b : M x M — Z est une
forme bilinéaire. On dit qu’elle est non dégénérée si elle est non dégénérée
lorsqu’elle est vue comme forme Q-bilinéaire.

Soit v un entier algébrique. Si I est un idéal de Z[a], on note

I' = {z € Q(a)/Trg)o(zl) C Z}. Soit J un idéal de Zlal, et soit A
un élément de Q(a) tel que A € (3%)". La forme Z-bilinéaire symétrique
IxT = Z, (z,y) — Trg)o(Ary) est appelée forme trace amplifiée de Z[a/]
et est notée (T, Tr).

Si de plus o est une involution Q-linéaire non triviale de Q(«), et si u est
un élément de Q(a) fixé par o tel que u € (J33%)* | la forme Z-bilinéaire
symétrique I x J — Z (x,y) — Tro)o(pury”) est appelée forme trace her-
mitienne amplifiée de Z[a] par rapport a o, et est notée (J,0, Tr,,).

On notera H le plan hyperbolique < 1,—1 >. Enfin, si M est une matrice
carrée, on note y»; son polynome caractéristique.



Réalisation de formes Z-bilinéaires comme formes traces amplifiées:
Kriiskemper a montré dans [2] le résultat suivant:

Théoreme 1: Toute forme Z-bilinéaire symétrique non dégénérée peut étre
réalisée comme forme trace amplifiée d’une algebre Z[a], pour un certain en-
tier algébrique a.

Réalisation de formes Z-bilinéaires comme formes traces hermi-
tiennes amplifiées:

Dans la suite, on s’attachera a montrer le résultat suivant:

Théoreme 2: Toute forme Z-bilinéaire symétrique non dégénérée de rang
pair, et non Q-isomorphe a H, peut étre réalisée comme forme trace hermi-
tienne amplifiée d’une algebre Z[a], ol « est un entier algébrique.

Preuve: Dans ce qui suit, S € My, (Z) désignera la matrice de la forme
bilinéaire considérée. On traite d’abord le cas n = 1, detS € Q*2, qui ne
peut pas se résoudre par la méthode générale utilisée dans la suite. Remar-
quons qu’une forme trace hermitienne amplifiée d’une extension quadratique
de Q est Q-isométrique & < 2\, —2\d >, ot d € Q* — Q*?, et donc le dis-
criminant de cette forme est différent de —1. Ainsi, une forme Q-isomorphe
a H ne peut se réaliser comme une forme trace hermitienne amplifiée.
Supposons maintenant que n = 1 et detS € Q*2. Alors S est congruente sur
Q a sl ou s € Q*, et donc il existe U € GL,(Q) tel que S = sU'U.

On peut supposer que U est a coefficients entiers. Sinon, il existe r € Z—{0}

S
tel que rU soit a coefficients entiers, et S = —(rU)"(rU).
T

Soit donc U = < CCL Z ) Posons alors m = detU, z; = m(ai + ¢),

29 = m(bi+d), et I = Zz ®Zz. Montrons que J est un idéal de Z[mi]. Pour
cela, il suffit de vérifier que (mi)z; et (mi)z, sont dans J. On vérifie aisément
que (mi)z; = (ab+cd)z, — (a*+c?) 29, et que (mi)zo = (b*+d?)z1— (ab+cd) 2y,
et on a donc le résultat. Désignons maintenant par o la conjugaison com-
plexe, et posons \ = 2—;2 On a alors Trga)0(A212]) = s(a® + ¢?),
Trou)o(A2129) = s(ab + cd), Trgu)g(A2229) = s(b* + d?), et donc S est la
matrice de (J, 0, Tr)) relativement a la base 21, 2.



Pour traiter les autres cas, nous avons besoin du résultat suivant:

Proposition: Soit D € M,,(Q) une matrice diagonale telle que detD # 0
(avec det(D) ¢ Q** si n = 1). Alors il existe un entier algébrique « tel que
a?# —1 (mod Q(a?)*?), un élément A € Q(a?) et un idéal Zv, @ - - - ® Zvay,
de Z[a], tels que D = (Trg(a)/0(Aviv;)).

Preuve de la proposition:

e On montre tout d’abord qu’il existe une matrice carrée de taille 2n A,, a
coefficients entiers, telle que x4,, soit un polynome pair irréductible sur Q,
et D7'A,,D = Al . Sin =1, on peut supposer que detD # +1 (mod Q*?).

Si D= ( 802 3 ), soit m € Z — {0} tel que ms,'s; soit un entier. La
1
: < 0
matrice Ay =

1 convient alors.
msy 51 0

Son
Sin>2 onalD =
S1
On construit des matrices tridiagonales de la maniere suivante.
Soient Ty, T, -+ ,To, et X des indéterminées indépendantes sur Q (remar-
quer que l'indice des T; varie de 2 en 2).
Pour 2 < m < n, on pose
0 Ton,
T 0 1
1 0 Tom_o
Tom_o 0 1

BQm(T47 T67 o 7T2m) - 1 0
) _—
. 0 1
1 01
10
On définit aussi D,,, = diag < Som, -+ ,51 > pour 2 < m < 2n. On
pose alors Aoy, (Ty, - -+, Tom, X) = det(Ba,, — XD5,}). On va montrer qu'il
existe des spécialisations T5; = 25,2 < j < n telles que Ay, (ty,- -, ta,, X)

soit irréductible dans Q[X]. Pour cela, on montre par récurrence que Ay, est
irréductible dans Q[Ty, - - - , Ts,, X], puis dans Q(7y, - - , T2,)[X]. On utilise
alors le critere d’irréductibilité de Hilbert. Pour simplifier les notations, on
omet les parametres s;.



Sim = 2, on a facilement

Ay(Ty, ) —(syts X2 — 1)T2 + 5, 55 X2 (st X2 — 1) — st s X2
On considere ce polynome comme un élément de Q[X][7}], et on montre
qu’il est irréductible. Pour cela, il suffit de montrer son irréductibilité dans
Q(X)[Ty]. Supposons qu'il existe R(X) € Q(X) tel que Ay(R(X), X) = 0.
On a alors —(s5's7 X2 — 1)R*(X) +s; 85 ' X% (s5 1871 X2 — 1) = s, 1s7 1 X2
Soit I(X) un facteur irréductible de s,*s;' X2 — 1. Si v; désigne la valuation
par rapport a I, on obtient

vr(sy s X2 —1)+2v(R(X)) = vr(sy sy X2 —syts5 X 2(s5 ' 87 X2 —1)) = 0.
I est clair que s, 's7 ' X2 —1 n’est pas un carré, et donc v1(52 s7tX2-1) =1.
On obtient donc 1+ 2v;(R(X)) = 0, ce qui est absurde, car v;(R(X)) € Z.
Comme le degré en X de Ay est égal a 2, cela montre son irréductibilité
dans Q(X)[Ty], donc dans Q[X, T4]. Supposons avoir montré I'irréductibilité
de Aoy o(Ty, -+, Tom_o,X) pour m > 2. Notons Py,,_o le déterminant
de la matrice obtenue en 6tant la premiere ligne et la premiere colonne de
Boyo — X D;WLQ. Remarquons que deghP,, o < degAag,, 2, et donc Asg,,_»
ne divise paS Ps,,_5. En développant le déterminant, on obtient

Agm = SQmXPQm T;mAQm 2.

On a ensuite Ag,, = —soL X (=550 (X Agp_o — sz o) — T2, Aopm_s. Con-
sidérons ce polynéme comme un élément de Q[T}, - - - , Top—2, X|[Tom]. 11 suf-
fit de montrer son irréductibilité dans Q(Ty, - - - ,TQm,Q, X)[Ts,,] pour avoir
le résultat voulu. Supposons qu'il existe R € Q(T}, -+ ,To,_2, X) tel que
Ao (R, X) = 0. On a alors R?2Ag,, o = —s9- X (=590 1 X Ao — Pop_s).
Considérons la valuation va,,, , par rapport a Ag, 5. Les propriétés élémentaires
des valuations donnent immédiatement

VAo (=85 X (=851 1 X Aoy 9 — Pon2)) = Vag,,_o(Pom—2) = 0. En appli-
quant va,, , a l'égalité précédente, on obtient alors 1+ 2va,,, ,(R) =0. Le
méme raisonnement que celui du cas précédent nous permet alors d’achever
la récurrence. Bref, A,, est irréductible dans Q[T},--- ,Ts,, X]. Mon-
trons qu’il est irréductible dans Q(7y,--- ,T5,)[X]. Pour cela, il suffit de
le montrer pour sp---S9,As,. Or ce dernier polynéme est unitaire en X
et irréductible dans Q[T},-- - ,Ts,|[X], donc dans Q(Ty,---,Ts,)[X]. Le
théoreme d’irréductibilité de Hilbert nous donne alors le résultat voulu.
D’autre part, nous avons les relations P, = st 1 XAom—o — Poyo et
Ny, = —32’”11)( Py, — t%mAQm,Q . Une récurrence immédiate nous montre
alors que Py, est impair et que Ay, est pair pour tout m.

Pour simplifier les notations, on note encore B, et A,, la matrice et le
polynome obtenus en spécialisant.

Alors det (D By, — XIy,) = detD det(By, — X D,,!) est irréductible et pair,
d’apres ce qui précede. Soit ag, € Z — {0} tel que Ay, = a9, DBy, soit a



X
coefficients entiers. Alors xa,,(X) = a3"Xpp,, (—) est encore irréductible
a

2n
pair. De plus, D™'A,,D = ay, Bo, D = ay, B, D! = (a3, DBs,)! = A, .

e Soit a € C une valeur propre de A,,. Par construction, c’est un entier
algébrique. D’apres [3], théoréeme 1, on peut choisir un vecteur propre

U1

Vo = : de A, associé a «, avec v; € Z[a] pour tout i, tel que
V2n,

(v1,- -+, v2,) est une Z-base d’un idéal de Z[a]. On prend en effet pour v; le

j-ieme cofacteur de A,,, — als, dans une ligne fixée. Le fait que ’on obtienne
un vecteur propre provient de la formule de développement du déterminant
par rapport a une ligne. Les relations av; = ajv; + - -+ + a;,v9, suffisent
a montrer que 'on obtient bien un idéal, car les coefficients a;; sont en-
tiers. De méme, d’apres [4], premiere preuve du théoréme 1, il existe un

/
vy
vecteur propre v, = : de Al associé a «, avec v, € Q(a), tel
Vb,
que (vq,---,v5,) et (vy,--- ,vq,) sont deux bases de Q(a) duales par rap-
port a Trg()/@- Rappelons brievement sa construction. Notons oy, -+, 02,

les 2n Q-plongements de Q(«) dans une cloture séparable, avec o = Id.
Posons vj(»i) = 0;(v;) et soit M = (v](l)) Dans toute la suite, on notera f;; le
mineur associé a v](»i) et com(M) désignera la matrice des cofacteurs. Alors
(_ 1)i+1 Lit
det(M)

vecteur défini par ces 2n éléments possede alors les propriétés voulues (cela
provient la formule de développement par rapport a une ligne, et de la rela-
tion det(M) Iy, = (com(M))'M).

La relation D™'Ay,D = Al entraine que D~ 'v, est un vecteur propre de
AL Puisque x AL, = XA, est irréductible sur Q, il est séparable, et donc les
sous-espaces propres associés a AL sont de dimension 1. et donc il existe
A € Q(a) tel que AD v, = V..

soit v] = On peut montrer que c’est un élément de Z[a]. Le

e Rappelons que la j-ieme composante de v, est

v; = (—1)7761;(A2n — alyy,) ol 61;(As, — alyy,) est le déterminant obtenu
en Otant la premiere ligne et la j-ieme colonne de As, — aly, (cf [3], preuve
du théoreme 1). On va montrer que vy;_; est un polynome impair en o
et que vy; est pair en o, pour 1 < j < n. Clest vrai pour n = 1 et
n = 2. Supposons maintenant n > 3. On voit facilement que A,, =



0 82nt2n 0 0 cee 0

Son—1ton 0 Sop—1 0O EE 0
0 Son—2
@2n 0 0 a2_nl_2A2n_2
0 0

On peut supposer sans perte de généralité que as,,, = 1 pour tout m > 2. Un
simple calcul de déterminants nous donne alors

511(A2n - Oéf2n) = —« det(A2n72 - Oé[2n72) - S2n7152n72511<A2n72 - Oé[2n72)-
Mais det(Ag,_2 — alop_o) = Xa,,_,(a) est pair en a. Par hypothese de
récurrence, 011(Ag,_o — ala, o) est impair en a.. Le résultat est donc montré
Slj = 1. Sl] = 2, on a 512(14271 - O./Ign) = Sgn_ltgn det(AQn_Q - Oé]gn_g), et
si g > 2, 015(Asn — alay) = Sop—1londi(j—2)(Aon—2 — ala,_2), et en utilisant
I’hypothese de récurrence, on a le résultat.

Ii(a)

1))
e On montre maintenant que A € Q(a?). On a v, = : , ou les

I, (a)

E.(a)
E; et les I; sont des polynomes a coefficients entiers respectivement pairs et
impairs. Comme Irr(a,Q) = xa,, est pair, les conjugués de a s’écrivent
+a,tasg, -, Tay,.
Soient 01 : a — a,09 : @ — —Q, - ,09y_1 : Q> Qy,, T, @ O —, les
2n Q-plongements de Q(a). Comme précédemment, notons M la matrice
dont le coefficient a l'intersection de la ligne 7 et de la colonne j est le i-
eme conjugué de v;. Autrement dit, M = (0;(v;)). On rappelle alors que

Hi1

vl = (—1)i+1m(cf. [4], premiere preuve du théoreme 1). On va montrer
e

que avy; € Q(a?). Pour cela, on montre que cette quantité est invariante
par les éléments du groupe de Galois de la cloture galoisienne de Q(«v) qui
fixent Q(a?). Ces automorphismes 7 envoient a sur +« et induisent une

permutation s, de 'ensemble {+ay,- -, +a,}.
L) Ei(a) Lla) Eya) - I(a) Ey(«a)
—L(a) Ei(a) —IL(a) Ea) -+ —I(a) E,(«a)
OnadetM = '
L) Bilen) Dlaw) Bslow) - L)  En(aw)
—L(ay,) Ei(an) —L(ay) Es(an) -+ —I(an) Enlan)




Notons ¢(s,) la signature de la permutation s,. Par échange des lignes deux
a deux, on voit que 7(detM) = &(s,)detM si 7(a) = a, et

T(detM) = —¢e(s,)detM si 7(a) = —a, d’ont 7(a™t detM) = e(s,)a"tdetM,
pour tout 7. On veut montrer que la valeur de p;; ne change pas lorsque l'on
remplace o par —a. Or on a

El (Oé) [2(0() EQ(OZ) cee [n(Oé) En(Oé)
E, (062) [2(042) E2(042) T In(OQ) En(OQ)
Ei(as) —I(az) Ex(az) -+ In(oz)  En(ae)
i (—a) = : :
Ei(an) Dlaw) Es(an) - In(an) En(cn)
E1<an> _12<an> E2<an> e _In(an) En<an>
Ei(a) —-L(a) Eya) -+ —IL(a) E(a)
Ei(a2) —I(oz) Ex(az) - —In(on) En(on)
El ((12) [2(042) EQ(O{Q) s In<062) En<06n>
e :
Ei(an) —D(an) Es(an) - —In(an) En(cn)
Ey(an) DLlan) Exan) - L)  En(on)

En procédant a 1’échange des lignes deux a deux, on en déduit que ce
déterminant est égal a p1;, ce qu'on voulait montrer. On obtient donc
a1k ) =« P one
det M det M’

€ Q(a?).

7(11) = e(sy)pu1 pour tout 7. Finalement, 7(
V] s, av]

() "ol (a)

Puisqu'on a AD"'v, = v/, on a alors A\v, = Dv/,, soit \v; = 32n+1,jv; et

donc Trg(ay/(Avivj) = Sont1—;04. On en déduit que D = (Trg(a)/(Avivy)).

avy € Q(a?) et A = s,

e On montre enfin que I'on peut choisir a tel que a? Z —1 (mod Q(a?)*?).
Puisque A,,, est pair, on peut écrire

ANoy(Ty, -+, Top, X) = Usp(Ty, -+, Tom, X?). On peut aisément montrer
(comme pour As,) que le polynome

Forn(Ty, -+, Tom, X) = Upp (Ty, -+, Tom, —X?) est irréductible pour tout m.
D’apres le critere d’irréductibilité de Hilbert, on peut trouver une spécialisation



des T; telle que les polynomes spécialisés Ao, et Fy, sont irréductibles.

Soit alors o € C une racine de Ay,

Par définition, Fy,(vV—a?) = Ag,(a) = 0. Puisque (—1)"det DF5, est
irréductible et unitaire, on obtient Irr(v/—a?, Q) = (=1)"det DF,,. Ainsi
[Q(vV—0a?): Q] =2n et [Q(v/—a?) : Q(a?)] = 2, ce qui signifie que —a? n’est

pas un carré dans Q(a?). Ceci acheéve la preuve de la proposition.
Fin de la preuve du théoreme 2:

e Soit S € Ms,(Z), telle que detS # 0. Si n = 1, on suppose de plus
que detS # +1 (mod Q). On a S = U'DU, ot U € GLy,(Q) et D
vérifie les hypotheses de la proposition. On peut supposer U a coeflicients
dans Z, sinon il existe a € Z — {0} tel que aU est a coeflicients entiers, et

§ = (aU)' 5 D(al).
On considere alors les éléments Ay, v, vV, et A associés a D grace a la propo-
sition précédente. On a D = (U')~'SU™!, et donc D~ = US~'U*.
Alors \US™1U'v, = v, c’est-a-dire AS~ 1Utva =U"v.,.
Posons C' = mU"' Ay, (U*)™!, avec m € Z — {0} tel que C est a coefficients
wy . w)
entiers, w, = m?*" U, = : , W= WU*V& =
Wan wén
On a alors m™""2\S~1w, = w/. On va montrer que 2 = Zw, @ - - - ® Zws,
est un idéal de Z[ma]. On voit facilement que w; € Z[ma] pour tout i. On
a d’autre part maw, = C’wa. Comme C' est a coefficients entiers, cela suffit

a montrer que Zw; @ - @ Zawo, est un idéal. De plus, on a
2n

m~ 2w, = Sw/, (Esw i<i<n, et donc m™ P A wwy, = 3 siww).
J=1
2n
Notons U = (u;;) et U~" = (uj;). Alors w; = m** ™'y ujv; et
i=1

w, m2n - Zum %. Donc wpw); = Zluzku]lvlvl On a alors
(2

2n
Troma)/(Wkw)) = D uwtdy = 3 upty; = Og;.
i i=1
Dot s = Trgema)o(m ™" 2 w;wy). De plus, m™*"*2) € Q(a?) = Q((ma)?).
On vient donc de montrer que S = (Trgama)o(m " Aww;)), ot a est
un entier algébrique « tel que a? Z —1 (mod Q(a?)), A € Q((ma)?), m est

un entier, égal a 1 si S est diagonale, et Zw; @ --- @ Zwsy, est un idéal de
Z[ma.



e Par construction de a, [Q(a) : Q(a?)] = 2, et w; s’écrit alors de maniere
unique sous la forme w; = x; + may;, ol x;, y; € Z[(ma)?].

Posons z; = x; + my;3, avec f = v/ —a?, et notons zg le vecteur de com-
posantes z;.

Soit enfin ¢ I'involution Q-linéaire de Q(m/3) définie par 3 — —f3,

ol = Id. On vérifie que Trgma)q(m™ " 2 Aww;)

= Tro2)/0(2A (ziz; + m*a®yiy;)) = Trgame)q(m =" 2Azz7).

Il reste & montrer que J = Zz; @ - - - Zzy, est un idéal de Z[m/]. Rappelons
tout d’abord que la i-eme composante de v, est un polynome en « de la parité
de i. On peut donc poser vy = T, et vy 1 = ayb;, | , ou xh,, ybh. | € Z[a?],
pour i = 1,--- ,n. Soit tg le vecteur défini par ty; = xh;, et to;_1 = [yh,_4
pour ¢ = 1,---,n. On va montrer l'existence d’une matrice a coefficients
entiers, qui admet tg comme vecteur propre associ¢ a la valeur propre f.
Par définition, v, est un vecteur propre de A,,. Par construction méme de
Ay, = (aij), onaam 12j—1 = A2i2j —Opour 1<i,j<n.

On a avy_1 = Eam 1,2jV25, €t Qug; = Za2z,2jflv2]fl-

n

£yt 20 ) — ) ! I = o !
On en déduit a®ys, | = D ag; 12Ty et Th = D 225 1Ys; 1

j=1 j=1
n n
OI] a alors ﬂtgi_l = ﬁ2yéi—1 = —a2y§i_1 = _.Zla%_l’ij/zj = —Zla,gi_lgjtgj.
On a aussi . . " n]_
Bty = [(Pahy; = ﬁ2zla2i,2j—1y2j—1/ = 2a2i,2j—1ﬁ2yéj_1 = Zlazi,Qj—15t2j—1-
j= j= j=

D’ou Btg; = Y asi9j—1t2j—1. Les relations précédentes nous assurent l’existence
j=1

d’une matrice B € Ms,(Z) telle que Btz = [(tz. 1l est clair que zz =

m*~1U'Btg, car tg a été défini a partir de v, de la méme maniére que zg

a été défini a partir de w,, c’est-a-dire en laissant fixe les polynomes en o?,
et en remplagant o par 5 (on peut également faire un calcul pour s’en con-
vaincre). Par construction de B = (b;;), on a b;; = =+a;;, ce qui entraine
facilement que m?"~'U'B est a coefficients entiers. Comme précédemment,
cela suffit pour conclure. Remarquons que m™#"*2)\ € (JJ7)f, puisque la
matrice de la forme trace hermitienne amplifiée dans la base (z1,- - , 29,) est
par construction la matrice S, qui est a coefficients entiers. Enfin, il est bien
clair que ( est un entier algébrique. On a finalement montré que S est la

matrice de (J, 0, Tr,,—ant2)).

On remarque que le théoreme et sa démonstration restent valables si on
remplace Q et Z par un corps de nombres et son anneau des entiers, puisque
tout corps de nombres est hilbertien.



Remarques sur Peffectivité de la méthode et calcul pratique:

La méthode décrite dans la preuve permet de trouver explicitement les éléments
définissant la forme trace hermitienne amplifiée. En effet, on diagonalise S
en s’arrangeant pour avoir une matrice de changement de base a coefficients
entiers. Ensuite, on calcule A,,. Il n’y a aucune difficulté a trouver une ma-
trice de polynome caractéristique irréductible, car en choisissant ts,--- , to,
au hasard, on trouve presque surement une matrice qui convient. On calcule
ensuite les v;. Ce sont des polynomes en a de degrés inférieurs ou égaux a
2n — 1.

I1 n’est donc pas nécessaire d’utiliser la relation xa,, () = 0 pour calculer
I’expression finale, et donc cela ne dépend pas de la nature de . Autrement
dit, o peut étre considéré dans ce calcul comme une indéterminée, et donc
un logiciel de calcul formel effectuera ceci sans aucun probleme. La difficulté
réside a priori dans la détermination des v; (indispensable pour calculer \),
car ’expression donnée dans la preuve dépend des conjugués de «, et une fois
le calcul des déterminants effectués, il faut manipuler ’expression obtenue
de maniere a obtenir un résultat ne dépendant que de «, ce qui est loin
d’étre aisé, et ne se fait pas de maniere algorithmique. Ce qui suit donne
une méthode qui permet de calculer v de maniere systématique. On sait
que (vy,- -+ ,v9,) €t (v],---,v),) forment deux bases de Q(«). On montre

2n
facilement que v; = 3 Tro(a)/q(vivy)v).
j=1

Soit G = (Trg(a)/g(a’'a?™1))1<; j<on. Grace aux relations de Newton, on
s’apercoit que le calcul des coefficients de cette matrice revient a l'inversion
d’une matrice triangulaire, ce qui est simple. Soit V' la matrice des coor-
données de (v, - -+ ,v9,) dans labase (1, a, - - - ,a®"1). Larelation précédente
nous montre alors que les coordonnées des v} dans la base (1,a, -+, a?" 1)
sont données par les vecteurs colonnes de G~V = (mij)1<ij<on. Autrement

2n
dit, v; = > m,;a’~'. On acheve ensuite le calcul en trouvant m et en explic-
1=1

itant les w;, puis les z;.
Exemple:

On conserve dans la suite les notations précédentes. On va appliquer la
méthode précédente pour réaliser le réseau A,.
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2111
e RN , : 1211
La forme bilinéaire associée a ce réseau a pour matrice S = 11921
111 2
! 0 0 0
72 ]
0 — 0 0
On trouve alors par réduction de Gauss D = 96 1
0 0 — 0
108 5
0 0 0 —
576
12 6 6 6
0 12 4 4 , , . X :
et U = 0 0 12 3 (On s’est arrangé pour avoir U a coefficients
0 0 0 12

entiers).

En prenant t; = 1 dans B, et en multipliant par un entier convenable pour
avoir des coefficients entiers, on trouve

0 24 0 0
18 0 18 0
Ay = 0 16 0 16
0 0 15 0

On a ya,(X) = X*—960X?+ 103680, qui est irréductible sur Q car c’est un
polynome d’Einsenstein pour p = 5. Soit @ € C une racine de ce polynome.

528c — o
On obtient alors v, = 4320 — 180° , ¢’est-a-dire
—288«
—4320
0 4320 0  —4320
528 0 —288 0
0 -—18 0 0
-1 0 0 0
Posons 0; = Trg(a)o(a").
Les relations de Newton donnent alors immédiatement oy = 4, 09 = 1920,
o4 = 1428480, g = 1172275200 et 07 = 03 = 05 = 0.

V:

4 0 1920 0
0 1920 0 1428480
On a donc G = 1920 0 1428480 0

0 1428480 0 1172275200
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7 o?

763360 9123340°

La relation A\v, = Dv/, appliquée a la derniere coordonnée nous donne alors
7 a?
31531991040 4540606709760
(6336 — 120%)«
(51840 — 216a?) + (3168 — 6%«
(17280 — 72a%) — (288 + 6a?)a
— (34560 + 72a?) + (2304 — 602

La derniére colonne de G~V nous donne v, =

On vérifie par simple calcul que m = 1.

On a alors w, =

2 (6336 + 1263%)3
B Z | (51840 + 2165%) + (3168 4+ 632)3
Posons # = v/—a?. Alors zz = (17280 + 72032) + (632 — 288)3
24 (72(3% — 34560) + (2304 + 632)

S se réalise donc comme la forme trace hermitienne amplifiée de 'algebre Z[f]
(3,0, Try) avec Irr(3,Q) = X*4+960X2+ 103680, T = Zz, ® Zzy D Lz3® Lzy,
2

7
A = 31531091010 * 1510606709760 ' 7 QW) = QBB =5

Remarquons que ce n’est pas la construction la plus simple de A4 en tant
que forme trace hermitienne amplifiée. En effet on peut obtenir A, a partir
des racines 5-iemes de I'unité (cf. par exemple [1], §4).
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