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Abstract. An elementary Galois theoretic proof is given for the fact: An element b € F is
a norm from the extension F(y/a) iff (a) U (b) = 0 in H?(F,Z/2). From this it follows easily
that h exists. Comments about other proofs and applications to quadratic forms conclude the

paper.

1 Einleitung

Sei F' ein Korper der Charakteristik # 2, Fs eine separable Hiille von F, I" = Gal(Fs/F)
die absolute Galoisgruppe von F' versehen mit ihrer Topologie als kompakte proend-
liche Gruppe (Untergruppen von endlichem Index sind offen). I' operiere trivial auf
Z)2 = Z/2Z. Dazu gehoren fiir alle n > 0 die folgenden abelschen Gruppen (genauer:
Vektorrdume iiber Fo = Z/2):

C" = Gruppe aller stetigen Abbildungen von I'" =T x --- x T’
nach Z/2 (n-Koketten) —

Z" = {feC":df =0} (n-Kozyklen)

B" = dC" ! <(C™ (n-Korinder)

H™ = Z"/B"™ = n-te Kohomologiegruppe
Dabei ist der Ableitungsoperator d: C™ —s C™*1 definiert durch:
n+1 A
(@) (V15 1) = D (=D F (1, Vit YiYir 1 Vi 2 - Yt
i=0

wobei Terme 7; mit ¢ < 0 bzw. i > n + 1 weg zu lassen sind. (Da die Summanden in
Z/2 liegen, wiire natiirlich auch der Vorzeichenfaktor (—1) iiberfliissig.) Man rechnet
trivial nach, dass dod = C™ — C™*2 die Nullabbildung ist, weshalb B"+1 < Z"+1 gilt.

Speziell haben wir:

C? = 7%= Gruppe der Abbildungen der einpunktigen Menge
I'% nach Z/2, also C° = 7Z/2, B® = 0.

ct Abb. (T,Z/2), Z' = Hom(T',Z/2), B* = 0.

B* = {dh: he C'} mit (dh)(y1,72) = h(71) + h(12) — ~(1172)
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Wegen Z/2R7/2 = 7./2-7Z/2 = 7,/ 2 liefert das Cup-Produkt der Kohomologietheorie
Multiplikationen U: CP x C1 — CP*4 7P x 79 — ZP+4 HP x HY — HP™4 die in
unserem Fall vollig elementar zu beschreiben sind:

Fir f € CP, g € C? setze man:

(U, Yprqg) = s 7) - 9(Wpr1s -+ Vpta)

Man rechne trivial nach, dass hierbei

d(fug)=(df)ug+ (1)’ fU(dg) = (df)Ug+ fU(dg)

gilt. Also induziert U auch bilineare Abbildungen U: ZP x Z9 — ZP™4 und U: HP x
HY — HP*4, Ferner ist klar, dass fiir C? x 04 x C" — CPT4T" das Assoziativgesetz

(fug)U(h)=fU(gUh) gilt.
Wir setzen nun
u* :H*F:HO@Hl@HQ@

Versehen mit U ist das eine Ny-graduierte assoziative Fo-Algebra, der “(mod 2)-Kohomo-
logiering von F”. Dieser Ring ist letztlich sogar kommutativ, wir brauchen aber nur,
dass wenigstens die Multiplikation U: H' x H' — H? kommutativ ist. Seien dazu
f,g € Z' und 0,7 € T. Definiere h € C' durch k(o) := f(o)g(c). Dann folgt:

(dh)(o,7) = h(oT) — h(c) — h(7) = f(oT)g(oT) — f(0)g(o) — f(T)g(T)
(f (@) + f(m)(g(o) + g(1)) = f(o)g(o) — f(T)g(T)
f(o)g(T) +g(o)f(T) = (fUg)(o,T)+ (gU f)(o,7),

d.h fUg+gUf=fUg—gUf = dh € B% Also ist das induzierte Produkt
H' x H' — H? kommutativ.

Wir brauchen nun noch einige Bezeichnungen.
Wegen H! = Z' = Hom(T', Z/2) liefert jedes von 0 verschiedene Element y von H! eine
Untergruppe A = ker x von I mit [I': A] = 2. Nach der Galoistheorie gehort zu A ein
quadratischer Erweiterungskorper F'(y/a) von F, so dass A die Fixgruppe von F'(v/a)
ist. Hierdurch ist die Quadratklasse a = aF? von a € F eindeutig bestimmt. Fiir zwei
Elemente a,b € F schreiben wir auch a ~ b, wenn a = b gilt. Genauer sieht man:

Die Zuordnungen: a € F' / F2— A= A, Untergruppe von I' vom Index < 2
— Yo € H'  mit ker yq = A\,

sind bijektiv und es gilt fiir o € T*:

0 1 ISAW
Xal0) = s ZVO L gy,
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o(Vab) _ o(y/a)  o(vb)
Vab Va b

Xab(0) = Xa(0) + xp(0) inZ/2.

Wegen folgt auflerdem:

Insgesamt vermittelt die Bijektion @ — x, einen Isomorphismus der (multiplikativen)
Quadratklassengruppe F'//F?2 von F auf die (additive) Kohomologiegruppe Z! = H! =
H'F.

Bezeichnung: Fassen wir den 1-Kozykel x, als Element von H! auf, so schreiben
wir kurz (a) anstelle von y,.

Ferner wird die Konjugation in einer (hé')chstens_) quadratischen Korpererweite-
rung F(y/a)/F mit * und die Normengruppe mit N, bezeichnet. Wir haben also:
Ny, = {Na = a@: 0 # a € F(y/a)}. N, ist eine Untergruppe von F (und enthilt

F2).

Hauptziel der Arbeit ist ein moglichst elementarer Beweis der Behauptung

(0) Fiir a,b € F gilt: b€ N, <= (a)U (b) =0 in H?F

Das geschieht in den Abschnitten 2 und 3. In den daran anschlielenden Abschnitten
werden Folgerungen fiir die Existenz des Normenresthomomorphismus in der Milnor-
schen K-Theorie (mod 2) und fiir die Theorie der quadratischen Formen gezogen.

2 Die Behauptung b € N, = (a) U (b)) =0

Diese Behauptung ist trivial fiir a ~ 1 bzw. b ~ 1, da dann (a) = 0 bzw. (b) = 0 gilt.
Sei daher a % 1, b % 1 und b = Nao = a@ mit a € F(y/a). Wegen b £ 1 gilt a & F,
a # Q.

o (und @) sind keine Quadrate in F(y/a), denn aus o = 52, @ = (2 wiirde b = (35)?
mit 63 € F folgen, also b ~ 1. Daher gilt: Der Kérper F(y/a,v/a) = F(y/a) hat den
Grad 4 iiber F. Dabei seien \/a, /a und anschlieBend v/a festgewihlte Quadratwurzeln
aus a, o, @. Dadurch ist eine Quadratwurzel aus b festgelegt durch v/b := \/a-v/a. Setze
E := F(y/a, Va). Offensichtlich gilt: E enthilt auch y/a und v/b und ist galoissch iiber
F. E/F hat den Grad 4 oder 8, wobei [E: F] = 4 <= /a € F(y/a) <= Vb € F(y/a).
Genauer gilt folgendes:

Lemma 2.1 ) b~a<=[E: F|=4

2) Fir o € T und [E: F] = 4 ist o(v/&) wvollstindig durch o(y/a) bestimmt. Ist
dagegen [E: F) =8, so ist o(v/a) durch o(y/a) nur bis aufs Vorzeichen bestimmt.



Beweis

1) Sei zuniichst b ~ a, also Vb € F(y/a). Dann gilt va = 7 € F(y/a), also E =
F(a), [E: F] = 4. Tst umgekehrt [E: F] = 4, so folgt \/_ € F(y/a)(y/a). Das
impliziert @ ~ a in F(y/a), also @ = ay? mit v € F(Va), also b = ot = (ay)?.
Wegen b € F und b £ 1 folgt ary = xy/a mit = € I, somit b = 2%a ~ a.

2) Diese Behauptung ist klar, da die galoissche Erweiterung E/F genau so viele
Automorphismen besitzt wie ihr Grad [E: F| angibt. Nach dem Fortsetzungssatz
fiir Isomorphismen werden sie alle von passenden Elementen o aus I' induziert.
Genauer gilt im Fall b ~ a noch:

o(Va) = +va = o(Va) = va = o(Vb) = Vb = o(Va) = +Va
o(Va) = tVa = o(va) = —vVa = o(Vb) = —Vb = o(Va) = TVa

Bemerkung;:
Man zeigt leicht, dass die Galoisgruppe von E/F zyklisch von der Ordnung 4 bzw.
isomorph zur Diedergruppe Dg ist. Wir brauchen dieses Resultat aber nicht.

Satz 2.2
beN, = (a)U(b)=0

Beweis

Gemif der Einleitung bezeichnen wir die zu (a), (b) € H' gehérigen 1-Kozyklen mit
f(o) = xa(0), g(0) = xp(0) fiir 0 € . Zu (b)U(a) gehort dann der 2-Kozykel g(o) f(7).
Es ist zu zeigen, dass g(o)f(7) ein 2-Korand (dh)(o, 7) ist mit A € C. Dann folgt in

H?: (a)U (b) = (b) U (a) = 0.
Definition

noy o {0 g OV = VA oder ofy/@) = —Va
Tl o) = —va oder o(va) = Va

Da h(o) nur von der Einschrénkung o |p(, /&) abhingt, ist h: I' — Z/2 offensichtlich

stetig, also h € C.
Die Behauptung lautet nun:

(1) g(o)f(r) = (dh)(o,7) = h(o) + h(T) — h(oT) fiir alle 0,7 € T.

Dafiir diirfen wir wieder a ¢ 1, b 4 1 voraussetzen, d. h. die Homomorphismen f und
g von I" nach Z/2 sind nicht trivial.



Kontrolle

I Sei zunéchst 7(y/a) = £1/a. Dann ist 7(v/a) = y/a und f(7) = 0. Zur Berechnung
von h(co) und h(oT) geniigt es nun, o(y/a) zu kennen. Das ergibt insgesamt 8 Félle:

1) Ist 7(/a) = V/a, so folgt h(1) = 0 und h(o) = h(oT), also h(o) + h(7) —
=0=g(o)f(r) in Z/2.

Va) = —y/a, so folgt h(7) = 1 und o7(y/a) = —o(y/a), also h(o) #
. Das ergibt wieder h(c) + h(7) — h(o7) =0 in Z/2.

IT Sei nun 7(y/a) = Fva. Dann ist 7(y/a) = —y/a und f(r) = 1. Hier muss man
zur Berechnung von h(c) und h(o7) sowohl o(y/a) wie auch o(y/@) kennen. Das
ergibt fiir [F: F] = 8 insgesamt 16 Fille, denn durch o(y/a) ist o(v/a) jedenfalls
schon bis aufs Vorzeichen bestimmt. Fiir [E': F] = 4 treten allerdings nach dem
Lemma nur die Hélfte der Falle auf.

1) Ist 7(y/a) = —Va, so folgt k(1) = 0, o7(y/a) = —o(va) und (dh)(o,7) =
h(o) — h(oT) # 0 <= h(o) # h(oT)
a) o(ya) = +ya und h(o) # h(o7) = —o(Va) = +Va =
o(Vh) = —Vb=g(0) = 1
b) o(v/a) = £va und h(o) # h(or) = —0(Va) = £v/a =
o(Vb) = Vb= g(0) =1
Es folgt: Von den 8 Fillen mit 7(y/a) = —va gilt (dh)(o,7) = 1 in

genau 4 Féllen und diese stimmen mit den 4 Féllen iiberein, in denen
g(o) = 1 ist. Daher gilt hier immer:

(dh)(o,7) = g(o) = g(o) f(7)

2) Ist 7(y/a) = Va, so folgt h(r) = 1, o7(v/a) = o(va) und (dh)(o,7) =
1+ h(o) —h(oT) # 0 <= h(o) = h(oT)

2) o(v/a) = £v/a und h(o) = hor) —o(Va) = Fv/a —

(V) = —Vb = g(o) = 1
b) o(v/a) = £Va und h(0) = h(oT) =0 (Va) = Fva =
o(Vb) = —vVb = g(0) = 1

\]

Wie unter 1) folgt die Behauptung (dh)(o,
bewiesen.

) = g(o). Damit ist Satz 2.2

3 Die Behauptung (a) U (b)) =0=be N,

Wir kommen nun zur Umkehrung von Satz 2.2. Auch dieser Beweis ist einfach und
elementar.



Satz 3.1
(@)U()=0 =beN,

Beweis

Fiir a ~ 1 ist F(y/a) = F, N, = F, also b € N,. Fiir b ~ 1 ist b = ¢ = N¢ mit
¢ € F C F(ya) fiir alle a € F. Sei also wieder a % 1, b 1. Nach Voraussetzung
existiert h € C'! mit

(2) (dh)(o,7) = h(o) + h(T) — h(oT) = g(0) f(7)

Seien T, bzw. I, die Fixgruppen zu den quadratischen Erweiterungskorpern F'(v/a)
bzw. F(v/b). Es gibt [[: Ty] = [[: Ty] =2und ', =T <= a ~ b. Fiir a ¢ bist [,NTY
als Fixgruppe von F(/a,v/b) ein Normalteiler vom Index 4 in T'. Da F(y/a, vb)/F in
jedem Fall einen Automorphismus besitzt, der weder \/a noch /b festléft, gibt es nach
dem Fortsetzungssatz ein Element ¢y € T mit oy (yv/a) = —/a und o1(v/b) = —V/b, also
f(o1)g(o1) = 1. Mit (2) folgt:

(3) (dh)(o1,01) = h(c}) =1 in Z/2
Da andererseits fiir 7 =1 € T stets

(dh)(o,1) = h(1) + h(o) — h(o) = g(0) f(1) = 0

gilt, ist h(1) = 0. Insbesondere muss o} # 1 sein. Klar ist auch: o1 ¢ [y, 0% € T,.

Fiir o,7 € 'y ist g(o) f(1) = 0, daher h(o7) = h(c) + k(7). Das bedeutet: h |r, ist ein
Gruppenhomomorphismus von I', nach Z/2. Wegen h(c?) = 1 ist er surjektiv. Setze
A = ker(h |p,). Dann ist [I'5: A] = 2. Der zu A gehorige Fixkorper hat die Gestalt
F(y/a,v/a) mit a € F(y/a) und a # 1 in F(y/a). Dadurch ist die Quadratklasse von «
in F(y/a) vollstéindig bestimmt. Sei @ die Konjugierte von « in F(y/a). Fiir das Element
o1 € T gilt dann: o1(v/a) = —/a, o1(a) = @ # a und o(y/a) = Va bei geeigneter

Wahl des Vorzeichens von v/a.

Allgemein gelten fiir o € I" noch die Regeln
(4) h(o) +h(o™") = g(0)f(e™") = g(0) f(0)

(5) h(0)+h(0'_1) =l<—=o ’F(\/E,\/I;): o1 |F(\/E,\/E)

Aus 01(y/a) = —v/a, o1(a) = @ # a folgt auch noch a € F und 0?(\/a) = o1 (vVa) =
—Va, da 0? ¢ A. Mit o} € A erhalten wir

(6) = |J oA, To=AU07 A

imod 4

/\ muss aber kein Normalteiler von I' sein!



Nach (4) ist h(o1) + h(o; ') = 1. Indem man eventuell noch oy und o; ' vertauscht,
gilt daher ohne Einschrinkung

(7) h(o1) =1, h(o7") =0
Fiir 0 € A gilt nach Konstruktion h(d) = f(0) = 0, also mit (2)
(8) h(o) —h(cd) =0 fir alle c € T

Damit ist h(7) fiir ein beliebiges Element v = 0i6 € I' (mit imod 4, § € A) bestimmt,
némlich

h(y) =0 firi=0,—1 und h(y) =1 firi=1,2mod4

(Vergleiche die Definition von h im Beweis von Satz 2.2)

Wir koénnen nun zeigen, dass das Element % € F; unter allen Automorphismen
o € I fest bleibt.

I Seic=d6eA

Hier miissen wir 2 Fille unterscheiden:
1) do1 = 010" € 01 /AA. Dann gilt:
h(do1) = h(o1) =1, g(6) = g(9) f(o1) = h(6) + h(o1) — h(do1) =0

Daraus folgt:

2) do1 =0, € oy 'A. Hier gilt:
h(da1) = h(o7') =0, g(6) =1.
Damit folgt:

(V) = 601(v/a) = o7 ' (vVa) = o3(va) = 3 (V) = —Va.,



IT Seioc=o0
Hier ist nach Konstruktion o1(v/a) = V@, o1(vVa) = o3 (ya) = —y/a und o1(vVb) =
—\/5, woraus ebenfalls oy (, / O‘—f) = % folgt.

Wegen (6) bleibt also /22 bei allen Automorphismen von Fy/F fest. Nach der

Galoistheorie folgt: b ~ Noo = a@@ in F, b € N,.
Damit ist Satz 3.1 bewiesen.

4 Der Normenresthomomorphismus (mod 2)

Wir brauchen zunichst die Definition des (grofien und kleinen) Milnor-Rings von F,
die ich direkt aus der Originalarbeit von Milnor [Mil] ibernehme. Sei K; = K F' ein
additiv geschriebenes Exemplar der multiplikativen Gruppe F=F~ {0}. Mit anderen
Worten: Sei I: I — K ein Gruppenhomomorphismus mit I(ab) = I(a) + I(b). Sei
weiter T' die Tensoralgebra des Z-Moduls K7, d. h.

T=Z66K ¢@(Ki®K)) (Ki®Ki1®K)®---,
und sei J das homogene zweiseitige Ideal von T', welches von den Elementen
lla)@l(1—a) €K1 @K, (1#a€F)
erzeugt wird.

Definition

1) Der Faktorring K, = K,F = T/J heifit (grofier) Milnorring. Da K, wie T' Ny-
graduiert ist, haben wir eine natiirliche Komponentenzerlegung

Ki=KiyoK1i©® Ko @ ---
mit Z-Moduln Ky =7, K1 = Z(F), Ko=Ki® Kl/(Kl (= Kl) NnJ,....

2) Der Faktorring k, = k. F = K, F/2K,F heifit kleiner oder (mod 2) Milnorring.
Hierbei ist klar, dass k. = ko @ k1 @ ko @ - - - eine Ny-graduierte Z/2-Algebra ist
mit

ko=H'=7/2, ky =H' = F/F?, ky=Ky/2,....
Bezeichnung

Fiir a € F wird das Element [(a) mod 2 von k; kurz mit {a} bezeichnet. Es gilt also:

{a}=0=a~1cF, 2{a} =0 firaleacF,
{ab} = {a} + {b}



Lemma 4.1 1) Firé € Ky, n € K, gilt n§ = (—1)""¢n € Kyt
2) Der Ring k, ist kommutativ

Beweis

1) Da K, von K; erzeugt wird, geniigt es den Fall m = n = 1 zu betrachten. Fiir
a # 1 gilt:

l1—a

l(a)l(—a) = l(a)l(1 —a) — l(a)l(1 —a™t)
l

1
(@l(1l—a)+1l(aHi(1-at) €J

Fiir £ = 1(a), n = 1(b) folgt dann in K; ® Ki:

& +n€ = l(a)l(—a) + 1(a)l(b) + 1(b)l(a) + 1(b)I(-b)
= l(a)l(—ab) + I(b)l(—ab) = l(ab)l(—ab) = 0mod J ,
also &n +n¢ =0 in Ko.
2) folgt direkt aus 1)

Nun kénnen wir die Existenz des Normenresthomomorphismus leicht zeigen.

Satz 4.2

Der natiirliche Gruppenisomorphismus hy: ki — H' mit hy({a}) := (a) fir a € F
induziert einen graduierten Ringhomomorphismus von Z/2-Algebren

h: k., — H*

Er heifst Normenresthomomorphismus (mod 2).

Beweis
Zunéchst induziert hq fiir alle n > 1 multilineare Abbildungen

hp:i ki X - Xk — H"
N——

n

mit h,({a1},...,{an}) = (a1) U--- U (a,). (Fiir n = 0 ist kg = H® = Z/2 und
ho: ko — HY die Identitit.)

Wegen der universellen Eigenschaft der Tensorprodukte induzieren diese Abbildun-

gen einen kanonischen graduierten Ringhomomorphismus A von

T/2T =ko D k1 ® (k1 Q@Fk1) D
nach H*=H' e H'e H*® --- .



Um daraus den gewiinschten Homomorphismus h: k., — H* zu gewinnen, ist dann
nur noch zu zeigen, dass h auf den Erzeugern von J verschwindet. Das bedeutet:
Fiir 1 # a € F muss h({a} ® {1 —a}) = (a) U (1 — a) verschwinden. Da 1 — a =
(1++/a)(1 —+/a) = N(1+ /a) ist, folgt diese Behauptung direkt aus Satz 2.2.

Bemerkung
Satz 3.1 wird zur Konstruktion von A nicht benétigt.

5 Bemerkungen zur Literatur

1. Bekanntlich kommen die Potenzrest- und Normenrestsymbole und zugehérige Ho-
momorphismen aus der Zahlentheorie, wo sie insbesondere in der lokalen und glo-
balen Klassenkorpertheorie eine grofie Rolle spielen. Soweit ich feststellen konnte,
wurde die Behauptung (0) der Einleitung (d. h. die Sétze 2.2 und 3.1 bzw. sogar
ihre Verallgemeinerung zum Normenresthomomorphismus mod N fiir einen belie-
bigen Korper F' mit char F' f N) zum ersten Mal in Serre’s Buch “Corps locaux”
(1. Auflage von [Se|, 1962) aufgestellt und bewiesen. Zum Beweis werden folgende
Dinge benétigt:

1.

Die Definition der Kohomologiegruppen von endlichen und proendlichen
Gruppen G mit Werten in G-Moduln, insbesondere der Galois-Kohomologie-
gruppen H'(F,-) = H(T',-) eines Korpers F.

. Die lange exakte Kohomologiesequenz zu einer kurzen exakten Sequenz von

G-Moduln.

. Induzierte G-Moduln und das Lemma von Shapiro, welches Beweise durch

“Dimensionsverschiebung” erlaubt.

Zu einer endlichen Korpererweiterung E/F die induzierten Abbildungen
res;: H'(F,-) — H'(E,-) (Restriktion) und cor;: H'(E,-) — H'(F,-) (Co-
restriktion oder Transfer).

. Definition des Cup-Produkts U: HP(T', A) x HY(T", B) — HP*4(I'; A® B)

samt einigen Regeln.

. Die Projektionsformel (oder Frobenius-Reziprozitt)

corptq(f Uresyg)p = (corp, f)Ug

fir f € HP(E,A), g € HY(F, B), jedenfalls fiir p =g = 1.

7. Kummer-Theorie fiir den Kérper F'.
8. Die Formel H'(F, F,) = 0 von E. Noether, meistens “Satz 90 von Hilbert”

genannt.

. Charaktere von T', d. h. die Gruppe H*(I',Q/Z).
10.

Die Isomorphie Br(F) = H?(F, Fy), wobei Br(F) die Brauergruppe von F
ist.
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Siehe hierzu insbesondere die Kapitel 10 und 14 von [Se].

2. Milnor’s Originalbeweis von Satz 3 in [Mil], §6 besteht bei konsequenter Durch-
fithrung aus den folgenden Schritten:

1’ b e N, <= die quadratische Form < 1, —a, —b > ist isotrop iiber F.
2’ <1,—a,—b > isotrop <—=< a,b >=< 1, —a, —b,ab > isotrop.

3 < a,b > isotrop <= die Quaternionenalgebra (%b) zerfdllt, d. h. ist iso-

morph zu My(F).

4’ Die Klasse von (‘%’b) in Br(F') ist ein Element der Ordnung < 2, d. h. liegt
in der Untergruppe o Br(F).

5 Bei der obigen Isomorphie 10. gilt  Br(F) =2 H?(F, p2) mit pg = {1, —1}.

6’ Bei der Isomorphie der (multiplikativen) Gruppe H?2(F, u2) mit unserer ad-
ditiven Gruppe H?(F,Z/2) = H? geht (%) in das Element (a) U (b) tiber.

Dabei sind die Schritte 1’ bis 4’ ziemlich einfach und wohlbekannt. Dagegen er-
fordern 10. und 5’ die Wedderburn-Theorie der zentraleinfachen Algebren ein-
schlieBlich des Satzes von Skolem-Noether und umfangreiche Rechnungen mit
Faktorensystemen. Auch 6’ ist keineswegs trivial.

3. Letzteres liegt daran, dass unter der Isomorphie 10. die Algebra (%b) zunéchst

in einen 2-Kozykel mit Werten in F, abgebildet wird, wobei I' nichttrivial auf
F, operiert. Dieser 2-Kozykel muss umgeschrieben werden in einen anderen 2-
Kozykel mit Werten in p9, wobei jetzt I' trivial auf po operiert. Dabei wird auch
benétigt, dass die Abbildung H2(F, pg) — H?(F, F}) injektiv ist, was aus 2., 7.
und 8. folgt. Siehe [KMRT], Prop. 30.4 oder [Se|, Chapter XIV, Prop. 5.

Bei dem hier gegebenen Beweis der Sitze 2.2 und 3.1 spiegelt sich dieses Problem
darin wider, dass sehr viel mit Quadratwurzeln \/a, Vb, /a und ihren Vorzei-
chen gearbeitet wird. Die (vorausgesetzte bzw. zu beweisende) Gleichung b = aa
entspricht in 6. bzw. 6° der Formel

(b) U (a) = cora((a) Uresy(a))

fiir die Kérpererweiterung F'(y/a)/F. Hier verschwindet die rechte Seite, da res; (a)

= (Va®) = 2(y/a) = 0 ist.

4. Ein anderer rein kohomologischer Beweis der Sétze 2.2 und 3.1 ergibt sich so: Man
zeige zuerst, dass fir 0 # o € F(y/a) die Beziehung cori(a) = (Na) gilt. (Ein
rechnerischer Beweis mit Kozykeln erfordert etwa 2 Seiten.) Dann wende man die
exakte Sequenz aus [Arl], Cor. 4.6 an und erhalte die Behauptung (a) U (b) =
0<be N,.
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5. Ein Grofiteil der genannten Einzelresultate findet sich auch in anderen Arbeiten
und Biichern, z. B. 1. - 6. in [A-W], 7.-10. in [Dr], Part II, [Ke], Kap. III und
IV, [Lol, §29 + 30 und [KMRT], Chapter VII, insbes. §30 + 31.

6. Fiir den Fall uy < F werden zur Definition des Normenresthomomorphismus
mod N, also des kanonischen Gruppenhomomorphismus

h]v: KQ/NKQ —>NBI(F)®MN

in [Mi2], §14 4+ 15 und [Ke], §17-19 anstelle oder parallel zur Projektionsformel
auch “Normenrestalgebren” (a, b, () und ihre Eigenschaften studiert [Fiir n = 2

ist (a,b,—1) = (%")]

7. Tate macht in [Ta2] einige interessante Ausfithrungen zur Galoiskohomologie und
gibt eine direkte Definition von cor, f fiir einen p-Kozykel f an. Er erwihnt
dabei insbesondere, dass ein direkter Beweis der Regeln fiir das Cup-Produkt
und der Projektionsformel (6) ohne Beniitzung von Dimensionsverschiebung “very
tedious” sei. Ich habe das fiir [E: F] = 2 und p = ¢ = 1 explizit durchgefiihrt,
selbst dieser Fall wird schon schrecklich. Ferner beweist Tate in dieser Arbeit den
schon in [Tal] aufgestellten Hauptsatz: Fiir jeden globalen Kérper F' und jede
natiirliche Zahl N mit char F { N ist ho: KoF — H?(F, u%?) surjektiv mit dem
genauen Kern(KyF)N (wobei er KoF multiplikativ schreibt). Bekanntlich haben
Merkurjev-Suslin [M-S] gezeigt, dass dieser Hauptsatz sogar fiir jeden Korper F
gilt. Der Beweis ist dann allerdings noch deutlich schwieriger.

6 Bemerkungen zur Theorie der quadratischen Formen

Der hier gegebene Beweis der Sitze 2.2 und 4.2 ertffnet eine Alternative zum iiblichen
Aufbau einer Vorlesung iiber quadratische Formen. Man lasse die gesamte Theorie der
einfachen zentralen Algebren, Clifford-Algebren und der Brauergruppe (in ihrer klassi-
schen Form) weg. Nach einem Studium des Wittrings W = W F mit seiner Filtrierung

Wo>ID>I?D---

A
sowie des graduierten Wittrings W = %3 I"/1"*! kann man dann direkt die Ko-
e

homologiegruppen H" = H"(F,Z/2) einfithren und nach “kohomologischen Invari-
anten” e,: I — H™ suchen. Diese Vorgehensweise ist bereits in der Dissertation
von Arason [Arl] angelegt. Dort wird insbesondere gezeigt, dass e, auf der Teilmenge
P,={<ay,...,ap >=<1,—a1 >®---® < 1,—a, >: a; € '} < I" wohldefiniert
ist vermoge

en(Kar,...,an>) = (a1)U---U(ay).

Siehe hierzu und fiir das folgende auch [Pf].
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Als néchstes fithre man wie in Abschnitt 4 die Milnor’schen Gruppen K, und k, =
K, /2 ein und konstruiere den Normenresthomomorphismus h = @®h,: k. — H*.
Ferner zeige man wie in [Mil] oder [Pf] die Existenz von kanonischen Epimorphismen

Spt kp — I"/In+1

mit s,({a1} - ... {an}) =< ai,...,a, > mod I"*!. Damit erhilt man die “Milnor-
Dreiecke”
kn
S/ W
I T - H"
€n

wobei aber die Existenz der Gruppenhomomorphismen €, noch nicht gesichert ist.
Hieraus ergeben sich sofort die wesentlichen (miteinander gekoppelten) Fragen der
Theorie:

e Lifit sich die Abbildung e,: P, — H™ zu einem Gruppenhomomorphismus
en: I — H™ mit I"t! < kere,, fortsetzen?

e Ist s, bijektiv (1. Milnor-Vermutung)?
e Ist h, bijektiv (2. Milnor-Vermutung)?

In einer Vorlesung wire man sicher zufrieden, wenn man sie aufler fiir die trivialen
Falle n = 0,1 auch fiir n = 2 positiv beantworten kénnte. Dazu sollte man zuerst die in
[Mil] bewiesene Bijektivitit von s zeigen, die sofort die Existenz der 2. kohomologi-
schen Invariante es = hg o s 1 impliziert. Milnor benutzt dazu den Witt-Grothendieck-
Ring und die Stiefel-Whitney-Invariante wo. Man kann diesen Beweis leicht so modifi-
zieren, dass man vollstdndig mit gewohnlichen quadratischen Formen auskommt: Wie
in [Pf] sei S = SF der Halbring der (Aquivalenzklassen von) quadratischen Formen
iber F. Fiir ¢ =< ay,...,a, > setze man

wi(q) = {ai} + - +{an} = {a1---an} = {det ¢} € ky

und

waq) =Y fai} - {a5} €k

1<j

Diese Abbildungen sind (nach dem Kettendquivalenzsatz von Witt) wohldefiniert. Wei-
ter setze man:

S%? ={qe S: dimg=2m gerade, disq=(—1)"detq=1}
und

() = wa() + | T {-1H-1} ek fir ge 5.
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Dann zeigt man leicht:

o wy(qd < 1,—1>) =wa(q),
Wy induziert einen Gruppenhomomorphismus wy: 12 — k.

e I3 C ker ws.

e Der induzierte Gruppenhomomorphismus wsy: 12/I? — ks ist die Umkehrabbil-
dung zu so. Insbesondere ist sg ein Isomorphismus.

Durch die eingesparte Zeit kann man dann vielleicht noch eines der folgenden Ergebnisse
behandeln.

e Die Existenz der Invariante e3: I3 — H? nach [Arl].

e Den fundamentalen Satz von Merkurjev [Me], dass ho: ko — H? (und damit
auch €2) ein Isomorphismus ist, etwa in der elementarisierten Form von [Ar2]

oder [Wa] oder [Ke], Kap. V.
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