
Un isomorphisme motivique entre deux variétéshomogènes projetives sous l'ation d'un groupe detype G2
∗Jean-Paul Bonnet2003RésuméDans tout et artile, k désigne un orps de aratéristique di�érente de 2 et parvariété nous désignons un k-shéma séparé et de type �ni.L'objet du présent artile est d'étudier X (α1) et X (α2), les variétés homogènes pro-jetives assoiées à haune des deux raines d'un groupe de type G2. La première d'entreelles, X (α1), est une quadrique projetive de dimension 5 assoiée à une voisine de P�steret l'autre, X (α2), est une variété de Fano (de genre 10). Ces deux variétés ne sont pasisomorphes, pourtant elles le deviennent en tant qu'objets d'une atégorie plus large, àsavoir la atégorie des orrespondanes (et par onséquent également dans la atégoriedes motifs de Chow). Nous établissons que e résultat est vrai que les variétés soientdéployées ou non.En première partie, nous rappelons quelques résultats lassiques sur les algèbres d'o-tonions et onstruisons un modèle d'algèbre d'otonions déployée. En seonde partie,étape importante de notre travail, nous onstruisons une struture ellulaire de X (α2)lorsqu'elle est déployée. C'est également dans ette partie que nous déterminons la stru-ture de l'anneau de Chow déployé de la variété X (α2). En�n, en troisième partie, aprèsavoir introduit nos notations et rappelé les résultats néessaires sur la atégorie des or-respondanes, nous établissons l'isomorphisme motivique en toute généralité.Table des matièresI Rappels sur les algèbres d'otonions 21 Généralités 22 Un modèle d'algèbre d'otonions déployée 4II Déomposition ellulaire de X (α2) 6
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∀x, y ∈ C q(xy) = q(x)q(y).Une telle algèbre C est appelée algèbre à omposition.Remarque 1. On verra plus loin (f. orollaire 1) que la forme quadratique q est unique.On désigne par Bq(·, ·) la forme bilinéaire symétrique assoiée à la forme quadratique q,i.e. dé�nie par

∀x, y ∈ C, Bq(x, y) =
1

2
(q(x + y) − q(x) − q(y)).On dé�nit également la forme linéaire suivante, appelée trae par

∀x ∈ C, T (x) = 2Bq(x, 1).2



Dans la suite, nous allons identi�er le orps de base k ave son image dans C (et plus tarddans O) ainsi q, Bq et T seront onsidérées omme étant à valeurs dans C. Cet abus nouspermettra d'alléger signi�ativement nos notations.La donnée de la forme quadratique q induit sur C l'existene d'une involution.Proposition 1. Soit C une algèbre à omposition. L'appliation
· : C −→ C

x 7→ x = 2Bq(x, 1) − xest un anti-automorphisme1 involutif de C.Démonstration. Voir par exemple [Gar99, Lem. 2.3.6℄.Cette involution joue un r�le important ar elle permet de retrouver la forme quadratique
q et par onséquent elle aratérise également C.Lemme 1. Soit x ∈ C on a

q(x) = xxet
T (x) = x + x.Démonstration. Voir [Gar99, Lem. 2.3.6℄ pour le premier point, le seond est trivial.Ainsi, il existe dans la littérature des présentations des algèbres à omposition à partir dela donnée d'une involution · sur C telle que xx soit une forme quadratique non-dégénérée et

x + x une forme linéaire.Ces deux onstrutions sont parfaitement équivalentes. En outre, ette involution permetparfois de simpli�er ertains aluls dans C tout omme le résultat suivant :Proposition 2. Pour tout x d'une algèbre à omposition C, on a
x2 − T (x)x + q(x) = 0 (1)et pour tout x, y ∈ C, on a également

xy + yx − T (x)y − T (y)x + 2Bq(x, y) = 0. (2)Si le sous-espae k1 ⊕ kx est de dimension 2 et non dégénéré, 'est une algèbre à ompo-sition.Démonstration. Voir [SV, Prop. 1.2.3℄.La formule (2) implique en partiulier que xy = −yx dès que x, y ∈ ker T et que x et ysont des veteurs orthogonaux. Ce dernier point jouera un r�le primordial par la suite.D'autre part, la proposition 2 a pour onséquene (voir enore une fois [SV℄) les deuxorollaires i-dessous.Corollaire 1. La forme quadratique q d'une algèbre à omposition C est déterminée de façonunique par l'algèbre C.1i.e. un automorphisme de l'espae vetoriel C véri�ant
∀x, y ∈ C xy = y x. 3



Corollaire 2. Les algèbres à omposition C sont puissanes-assoiatives, i.e. pour tout x ∈ C,la sous-algèbre k[x] est assoiative.Le premier de es orollaires implique don que la dé�nition de C posée au départ de etexte est orrete. Le seond est quant à lui un moyen très pratique de simpli�er un grandnombre de aluls lorsque l'on travaille dans une telle algèbre.Autre uriosité des algèbres à omposition, es dernières n'existent pas en toute dimension.De surroit, plus la dimension est grande plus on perd de bonnes propriétés de l'algèbre. Lerésultat préis onernant es derniers points est énoné sous la forme du théorème suivant :Théorème 1. Les dimensions possibles pour une algèbre à omposition sont 1, 2, 4 et 8.Les algèbres à omposition de dimension 1 ou 2 sont ommutatives et assoiatives, elles dedimension 4 sont assoiatives mais non ommutatives, et quant à elles de dimension 8 ellesne sont ni l'un ni l'autre.Remarque 2. Les algèbres à omposition de dimension 4 sont plus onnues sous le nomd'algèbres de quaternions.Nous introduisons maintenant les algèbres d'otonions :Dé�nition 2. Toute algèbre de omposition C de dimension 8 est appelée algèbre d'oto-nions ou enore algèbre de Cayley.À partir de maintenant et jusqu'à la �n de e texte, nous désignons les algèbres d'otonionspar un O.Dé�nition 3. Soit O une algèbre d'otonions. Si la forme quadratique q est isotrope, onparlera d'algèbre d'otonions déployée.Remarque 3. Les algèbres d'otonions déployées existent quel que soit le orps de base et sontuniques à isomorphisme près. En revanhe, sur un orps �xé il peut exister de nombreusesalgèbres d'otonions non-déployées. Toute algèbre non déployée se déploie sur une extensionquadratique du orps de base. Le leteur interessé onsultera notamment [S, Chap. 3 �4℄ ou [SV,Théo. 1.8.1℄.2 Un modèle d'algèbre d'otonions déployéeNous allons maintenant onstruire O une algèbre d'otonions déployée. De e que nousavons dit en remarque 3, de telles algèbres sont uniques à isomorphismes près. Ainsi, saufmention expliite du ontraire, lorsque par la suite nous parlerons d'algèbre d'otonions dé-ployée, nous désignerons le modèle d'algèbre que nous allons onstruire maintenant.On se donne le k-espae vetoriel
O = M2(k) × M2(k)où M2(k) désigne l'algèbre des matries 2× 2 à oe�ients dans le orps k et on munit O duproduit

∀x, y ∈ O xy = (x1, x2)(y1, y2) = (x1y1 + ỹ2x2, y2x1 + x2ỹ1)où
ỹi = t co(yi),4



co(yi) désignant la matrie onstituée des ofateurs de yi.De ette façon et omme signalé dans le orollaire 1, la forme quadratique q sur O estuniquement déterminée et s'exprime2 sous la forme suivante :
∀x = (x1, x2) ∈ O q(x) = det(x1) − det(x2).Il est lair que O est une algèbre unitaire d'unité 1 = (Id, 0) et que la forme quadratique qest isotrope. Par onséquent, elle sera une algèbre d'otonions (déployée) lorsqu'il sera prouvéque q permet la omposition. Ce dernier point peut s'établir à la main moyennant quelquesaluls fastidieux que nous ne reproduisons pas ii. Une autre façon de le voir serait de onstaterque l'algèbre ainsi onstruite est le résultat du proédé de dupliation de Cayley-Diksonappliqué à l'algèbre M2(k). Là enore nous ne détaillerons pas et onseillons, par exemple, laleture de [SV, �1.5 et �1.8℄ ou enore de [Gar99, �2.3℄.L'anti-automorphisme et la trae assoiés à q sont, quant à eux, donnés par le lemmesuivant :Lemme 2. Pour tout x ∈ C,

x = (x̃1, −x2),

T (x) = (trace(x1), 0).Démonstration. Là enore un alul diret est possible, sinon le leteur peut toujours se re-porter à [SV, �1.8℄.Nous onsidérons maintenant les veteurs
e0 =

([

1 0
0 0

]

, [0]

)

; f0 =

([

0 0
0 1

]

, [0]

) (3)
e1 =

([

0 1
0 0

]

, [0]

)

; f1 =

([

0 0
−1 0

]

, [0]

) (4)
e2 =

(

[0],

[

−1 0
0 0

])

; f2 =

(

[0],

[

0 0
0 1

]) (5)
e3 =

(

[0],

[

0 0
1 0

])

; f3 =

(

[0],

[

0 1
0 0

]) (6)où [0] désigne la matrie nulle ; es veteurs forment une base de O qui véri�e de nombreusespropriétés dont les plus importantes sont résumées dans le lemme 3 i-dessous.Lemme 3. Tout d'abord on a
e0 + f0 = 1, e0 = f0, 2Bq(e0, f0) = 1,

e2
0 = e0, f 2

0 = f0, e0f0 = f0e0 = 0et pour tout i ∈ {1, 2, 3},
q(ei) = q(fi) = 0, 2Bq(ei, fj) = δij, e2

i = 0,

f 2
i = 0, ei = −ei, fi = −fi,

f0ei = eie0 = 0, e0fi = fif0 = 0, e0ei = eif0 = ei,

f0fi = fie0 = fi, eifj = −δije0, fiej = −δijf0,2Les relations et le produit dans O étant onnus, ave un peu d'algèbre linéaire le résultat se déduitfailement. 5



eiei+1 = −ei+1ei = −fi+2, fifi+1 = −fi+1fi = −ei+2es deux dernières égalités étant vraies ave les indies i + 1 et i + 2 pris modulo 3 à valeursdans l'ensemble {1, 2, 3}.Démonstration. Voir [Sh62, �1 p. 202℄.En fait, il existe de nombreuses bases de O véri�ant es propriétés et 'est ave de tellesbases que nous allons travailler. On énone don :Dé�nition 4. Toute base de O véri�ant les propriétés du lemme 3 est appelée normale(f. [Sh62, �1 p. 202℄).Remarque 4. On remarquera que la base utilisée dans [SV℄ n'est pas une base normale.Dans la suite de e texte, nous travaillerons ave une base normale et omme ertainsrésultats du lemme 3 nous serons très utiles, nous les avons résumés dans la �gure 1 i-dessous.

1f

3f2f

2e3e
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Fig. 1 � Diagramme illustrant la multipliation dans O.Les traits pleins relient deux éléments dont le produit est nul. En pointillé le produit de esdeux éléments donne elui situé au-dessus du trait et la �èhe indique la positivité. Par exemple
f2f3 = −e1.Deuxième partieDéomposition ellulaire de X (α2)3 Dé�nition des variétésRappelons, tout d'abord, quelques résultats lassiques sur les groupes algébriques et lesvariétés homogènes projetives qu'on leur assoie. À l'aide de es résultats, nous dé�nirons lesvariétés X (α1) et X (α2) assoiées à un groupe de type G2. Pour un exposé omplet sur lesgroupes algébriques, nous vous onseillons la leture de [B℄ et vous renvoyons à [MPW96℄ ene qui onerne le hoix de nos notations. 6



3.1 Variétés homogènes projetivesSoient G un groupe algébrique, T un tore maximal de G et B un sous-groupe de Borelle ontenant. Le hoix de e groupe de Borel �xe un ensemble ∆ = {α1, . . . , αn} de rainessimples de G par rapport à T et pour tout αi, il existe Uαi
un unique sous-groupe de rainede G. On assoie également à toute raine αi un autre sous-groupe de G, son sous-groupede raine opposé, noté U−αi

, qui est en fait le sous-groupe de raine assoié à la raine −αi.Dès lors, à tout sous-ensemble Θ de ∆, on assoie PΘ, un sous-groupe parabolique de Gdé�ni par
PΘ = gr(T, {Uα| α ∈ ∆}, {U−α| α /∈ Θ})où gr(E) désigne le groupe engendré par l'ensemble E . Par exemple, pour Θ = ∆, le sous-groupe parabolique assoié est le sous-groupe de Borel B et pour Θ = ∅, 'est G lui-même.On notera Pαi

le groupe P{αi} assoié à une seule raine αi. En�n, on assoie à Θ la variétéprojetive G/PΘ, homogène sous l'ation de G, que nous noterons3 X (Θ). Une telle variété
X (Θ) est évidemment lisse et sera dé�nie sur k, si et seulement si Θ est stable sous l'ationdu groupe de Galois absolu de k.Parallèlement, on peut assoier à un groupe algébrique un ertain ensemble E. Cet ensemblepeut être un k-espae vetoriel, un k-espae vetoriel quadratique, hermitien ou enore une
k-algèbre. Ainsi, lorsque les raines sont onvenablement4 numérotées, X (αi) est une variétéonstituée à partir de ertains sous-espaes de E, de dimension i sur k. Ensuite, on dé�nit unerelation d'inidene sur es i-espaes partiuliers et on obtient les variétés assoiées aux autressous-ensembles de ∆ à partir des variétés X (αi). Conrètement, la variété X (αi1 , . . . , αil)assoiée au sous-ensemble {αi1 , . . . , αil} de ∆, a pour k-points l'ensemble :

{

(V1, . . . , Vl) ∈ X(αi1)(k) × . . . × X(αil)(k) |
Vi est inident à Vjpour tout 1 6 i, j 6 l

}

.Dans le adre de notre étude, G est un groupe de type G2. Un tel groupe peut se dé�nir àl'aide d'une algèbre d'otonion omme ela nous est appris par le résultat suivant :Théorème 2. Le groupe G des automorphismes d'une algèbre d'otonions O est un k-groupealgébrique simple adjoint de type G2. Tout groupe adjoint de e type est obtenu de ette façon.Démonstration. Voir [SV, Th. 2.3.5 p. 33℄ ou sans preuve [Car14, p. 298℄ et [Car52, p. 443℄.Un groupe de type G2 est un groupe de rang 2. Il possède par onséquent deux raines,notées α1 et α2 et son diagramme de Dynkin est donné par la �gure 2 i-dessous.
α α1 2Fig. 2 � Diagramme de Dynkin de G.En dehors du point X (∅), nous avons don trois variétés X (α1), X (α2) et X (α1, α2), ettedernière étant elle dont la dimension est la plus grande. L'ensemble que l'on assoie à Gpour dérire ses variétés homogènes projetives est une algèbre d'otonions O et la relation3Là enore, nous noterons simplement X (αi) à la plae de X ({αi}).4C'est-à-dire omme nous l'avons fait ii. 7



d'inidene est tout simplement l'inlusion. Les variétés X (αi) (i ∈ {1, 2}) sont onstituéesdes sous-espaes Vi de dimension i de O dont les éléments sont de trae nulle et tels que si xet y sont deux éléments de Vi alors xy = 0.Dans le as présent, les variétés X (αi) (i ∈ {1, 2}) et X (α1, α2), seront dé�nies sur k si etseulement si O est déployée. Par extension lorsque ela sera le as, nous quali�rons égalementles variétés X (αi) de déployées.Notre prohain objetif est d'exhiber la déomposition ellulaire de X (α2). Pour e faire,le langage des fonteurs de points nous est apparu omme le plus indiqué. Toutefois, ette foisenore, il nous semble néessaire de rappeler brièvement quelques notions essentielles avant derentrer dans le vif du sujet.3.2 Fonteurs de pointsOn désigne par fonteur de points, tout fonteur ovariant de la atégorie Alg.k des k-algèbres assoiatives, unitaires et ommutatives, à valeurs dans la atégorie Ens. des ensembles.Un tel fonteur F est dit représentable s'il existe une k-variété X telle que pour toutélément R de Alg.k on ait :
F(R) = Homk−Sch(Spec R,X)On dit aussi que le fonteur F est représenté par X. On remarquera au passage que l'ap-pliation X 7→ Homk−Sch(−, X) dé�nit une transformation naturelle entre la atégorie des

k-variétés et elle des fonteurs de points représentables qui est une équivalene de atégorie(f [DG, Th. de omparaison p. 18℄).Un exemple de fonteur de point est donné par le fonteur a�ne Spec R assoié à la
k-algèbre R, dé�ni pour tout élément S de Alg.k par

Spec R(S) = HomAlg.k(R,S).Ce fonteur est lairement représenté par la k-variété Spec R et 'est pour ette raison qu'ilest noté de la même manière.On dit que G est un sous-fonteur de F , si pour toute k-algèbre R, G(R) est un sous-ensemble de F(R) et si pour tout homomorphisme ϕ ∈ HomAlg.k(R,S) (où S ∈ Alg.k), l'ap-pliation G(ϕ) : G(R) → G(S) est la restrition de F(ϕ).On se donne maintenant un fonteur F représenté par une k-variété X. On dira alorsqu'un sous-fonteur G de F est ouvert (respetivement fermé), s'il s'agit d'un sous-fonteurreprésentable de F qui est représenté par une sous-variété ouverte (respetivement fermée) de
X. À présent, nous allons dé�nir les fonteurs de point grassmaniennes qui interviendrontdans la suite de e texte. Pour ela, on se donne un k-espae vetoriel V de dimension �nie net pour toute k-algèbre R on pose VR = V ⊗k R.Dé�nition 5. Soit i ∈ {1, . . . , n}, le fonteur grassmanienne Γi(V ) des sous-espaes de di-mension i est dé�ni par :� pour toute k-algèbre R, l'ensemble Γi(V )(R) est onstitué des sommants direts de rang ide VR, en d'autres termes, il s'agit des sous-modules projetifs M de rang i de VR telsque VR/M est également projetif ;� pour tout homomorphisme ϕ ∈ HomAlg.k(R,S), l'appliation Γi(V )(R) → Γi(V )(S) estdé�nie par la tensorisation par S sur R, i.e. par

VR ⊃ M 7→ M ⊗R S ⊂ VS.8



Nous renvoyons le leteur à [EH, Ex. VI-18 p. 261℄ pour véri�er qu'il s'agit bien du fonteurde point assoié à la grassmanienne des i-sous-espaes de V .Soit maintenant f : V × V → W une appliation k-bilinéaire où W est aussi un k-espaevetoriel de dimension �ni. On dé�nit alors un sous-fonteur Γi(V, f) de Γi(V ), i.e. elui dessous-espaes totalement isotropes de dimension i de V , en posant omme ensemble de ses
R-points (R ∈ Alg.k) :

Γi(V, f)(R) = {M ∈ Γi(V )(R) | fR(M,M) = 0}où fR est l'appliation R-bilinéaire induite par f .Ii nous utiliserons ette dé�nition dans le as où V = W = O et où f est la multipliationde l'algèbre. Pour plus de détails onernant e formalisme et es dé�nitions nous renvoyonsle leteur à [Kar01, �9 p. 23℄.Nous sommes maintenant en mesure de donner les dé�nitions expliites de X (α1), X (α2)et X (α1, α2) en terme de fonteurs de points. Ces dé�nitions sont don la version fontorielledes dé�nitions lassiques que l'on pourra par exemple onsulter dans [Sh62, �6 p. 207℄.3.3 Les fonteurs de points X (α1), X (α2) et X (α1, α2)Dans les dé�nitions de X (αi) (i ∈ {1, 2}) et X (α1, α2), les éléments mis en jeu sont tousde traes nulles, par onséquent nous pouvons nous restreindre à l'hyperplan H = ker T aulieu de travailler sur O tout entier et e même si, lorsqu'il s'agit d'e�etuer le produit de deuxéléments, le résultat est toujours vu dans O. Nous obtenons ainsi pour tout élément R de
Alg.k, les dé�nitions allégées suivantes :

X (α1)(R) = {D ∈ Γ1(H)(R) |∀u, v ∈ D, uv = 0},

X (α2)(R) = {P ∈ Γ2(H)(R) |∀u, v ∈ P, uv = 0}et
X (α1, α2)(R) = {(D, P ) ∈ X (α1)(R) ×X (α2)(R) | D ⊂ P}où Γ1(H) et Γ2(H) désignent don respetivement le fonteur grassmanienne des droites etdes plans de H.Regardons maintenant es dé�nitions d'un peu plus près. Nous avons déjà fait remarquerque tous les éléments x de O véri�ent (1), i.e.

x2 − T (x)x + q(x) = 0.Par onséquent la dé�nition de X (α1) devient
X (α1)(R) = {D ∈ Γ1(H)(R) |∀u ∈ D (q|H )R(u) = 0}où (q|H )R désigne la forme quadratique q restreinte à H et étendue à R. Toujours pour allégerles notations, nous posons q′ = q|H . En e�et, un module projetif de rang 1 dé�ni un faiseauloalement libre de rang 1. Par onséquent, loalement la ondition uv = 0 est équivalente à

su2 = 0 (ar puisque le module est libre de rang 1, il existe un salaire s tel que v = su) etdon équivalente à q′(u) = 0. Cette équivalene étant vraie loalement, elle l'est égalementglobalement. Ainsi, il devient lair que 9



X (α1) = Γ1(H, q′)i.e. que X (α1) est le fonteur des droites isotropes de H ou en d'autres termes, 'est unequadrique projetive de dimension 5. Ce résultat a déjà été mis en évidene par M. Dema-zure (f. [Dem77, �2 )℄), il s'agit d'un des quelques as où des variétés homogènes proje-tives assoiées à deux groupes algébriques bien distints sont isomorphes. En e qui nousonerne, et artile présente aussi un autre intérêt ; si G désigne enore une fois un groupeadjoint de type G2, l'artile de M. Demazure nous apprend que Aut(X (α1)) ≃ SO(q′) et que
Aut(X (α2)) ≃ G. Dès lors, les variétés X (α1) et X (α2) ont des groupes d'automorphismesdi�érents et ne sont don pas isomorphes en tant que variétés projetives lisses.Conernant maintenant X (α2), nous onstatons là enore que tout ses points sont desplans totalement isotropes. En e�et, ils sont de traes nulles et le produit de deux élémentsquelonques est également nul. Ainsi, en vertu des équations (1) et (2), que nous rappelons :

x2 − T (x)x + q(x) = 0et
xy + yx − T (x)y − T (y)x + 2Bq(x, y) = 0,nous onstatons que q(x) = Bq(x, y) = 0, i.e. que tous les éléments sont isotropes et ortho-gonaux deux à deux. En revanhe un plan totalement isotrope onstitué d'éléments de traenulle n'appartient pas forement à X (α2). En e�et, dans e as là les formules (1) et (2) nousindiquent juste que x2 = 0 et xy+yx = 0 e qui n'implique pas que xy = yx = 0. Par exemple,dans la base normale (3), le module libre engendré par f1 et f2 est bien isotrope et véri�t lesonditions requisent ar f1f2 = −f2f1 mais f1f2 = −e3 6= 0. En onlusion, nous ne pouvonspas simpli�er plus la dé�nition de X (α2).Nous allons maintenant donner la struture ellulaire de X (α2).4 Struture ellulaire de X (α2)Dans toute ette sous-setion, nous travaillons ave O une algèbre d'otonion déployée.On rappelle que la struture ellulaire d'une variété X (lisse et omplète) est la donnéed'une �ltration

X = Xn ⊃ Xn−1 ⊃ . . . ⊃ X0 ⊃ X−1 = ∅par des sous-variétés fermées Xi telles que les di�érenes Xi\Xi−1, i ∈ {0, . . . , n}, soient desespaes a�nes. Par la suite, on appellera es di�érenes des ellules.D'après l'artile de [Kö91℄, on sait que lorsque X (α2) est déployée, une telle �ltrationexiste. Toutefois, nous voulons l'établir expliitement a�n de prouver plus loin dans e texte larationnalité de ertains yles. Pour ela, nous allons partir d'une struture ellulaire de Γ2(H)et l'interseter ave X (α2) avant de ra�ner la �ltration en supprimant les termes redondants(i.e. eux dont les ellules sont vides).Remarque 5. Le leteur remarquera qu'en général, même lorsqu'une variété X admet unestruture ellulaire et que Y est une sous-variété fermée de X, l'intersetion de la strutureellulaire de X ave Y ne donne pas néessairement une struture ellulaire pour Y (pensez àune quadrique projetive anisotrope dans une espae projetif...). Le fait que ela fontionnedans e as là est don assez exeptionnel. 10



La onstrution d'une telle �ltration pour Γ2(H) se fait à partir de ses variétés de Shu-bert (f. i-dessous), lesquelles se dé�nissent à partir d'un drapeau de H. Dans le as d'unegrassmanienne ette onstrution est indépendante du hoix du drapeau de départ. En re-vanhe, e hoix est primordial si l'on veut être apable d'érire expliitement le résultat del'intersetion de la struture ellulaire de Γ2(H) ave X (α2). En l'ourene, pour onstruiree drapeau nous partons d'une base normale (f. (3)) de O, notre algèbre d'otonion déployéeet nous munissons H d'une base qui s'en déduit. Conrètement nous avons
H = Vect{e1, f2, f3, e = e0 − f0, e3, e2, f1}et l'ordre dans lequel nous venons d'érire les veteurs qui engendrent H est important. Ene�et, pour dé�nir notre drapeau, nous prenons omme premier espae vetoriel (le plus grand),

V7 = H. Nous déduisons ensuite Vi, nouvel espae vetoriel de la �ltration omme étant égalà Vect{vji
, . . . , vj1} où les vjk

sont les i derniers veteurs de l'ensemble {e1, f2, f3, e =
e0 − f0, e3, e2, f1} pris dans le même ordre. Par exemple, V6 = Vect{f2, f3, e, e3, e2, f1} et
V3 = Vect{e3, e2, f1}.Un drapeau de H étant maintenant �xé, on peut dé�nir de façon lassique les variétés deShubert (voir par exemple [M℄ ou [F℄) de Γ2(H). Pour ela, à un ouple λ = (λ1, λ2) (ave
5 > λ1 > λ2 > 0) on assoie la variété dont les R-points (R ∈ Alg.k) sont les suivants :

Xλ(R) = {M ∈ Γ2(V )(R) | rg(M ∩ (V5+i−λi
)R) > i, 1 6 i 6 2}.Ces variétés ne forment évidemment pas une �ltration mais en prenant des réunions de variétés(et/ou de ellules) de Shubert, il est possible d'en fabriquer une. Nous n'en dirons pas plusii sur les variétés de Shubert et nous ne reproduisons pas non plus la struture ellulaire de

Γ2(H) ; nous nous ontentons de donner la struture ellulaire qui en résulte pour X (α2) etdont les R-points (R ∈ Alg.k) sont les suivants :
X5(R) = X (α2)(R)

X4(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V7)R) > 2, rg(P ∩ (V5)R) > 1}

X3(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V6)R) > 2, rg(P ∩ (V3)R) > 1}

X2(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V5)R) > 2, rg(P ∩ (V2)R) > 1}

X1(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V3)R) > 2, rg(P ∩ (V1)R) > 1}

X0(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V2)R) > 2, rg(P ∩ (V1)R) > 1}Là enore, il n'est pas néessaire de véri�er qu'il s'agit bien de sous-fonteur fermés. Pours'en onvainre le leteur pourra, par exemple, adapter les arguments donnés dans [Kar01,Lem. 9.7℄.Maintenant que nous avons une �ltration, il nous faut véri�er que les ellules sont biendes espaes a�nes a�n d'avoir e�etivement une déomposition ellulaire. Tout d'abord, nousintroduisons la notation suivante pour désigner les ellules :
∀i ∈ {0, . . . , 5} X(i\i−1) = Xi\Xi−1ave la onvention X−1 = ∅. Il ne nous reste maintenant plus qu'à établir le résultat suivant :Lemme 4. ∀i ∈ {0, . . . , 5},

X(i\i−1) ≃ Aioù Ai désigne le fonteur espae a�ne de dimension i.11



Démonstration. Dans sa démarhe, la preuve est la même pour toutes les ellules. Nous allonspar onséquent nous limiter à elle de X(4\3) ≃ A4.On se donne don R une k-algèbre et P un R-point de X(4\3)(R). Nous allons établir qu'ilexiste une bijetion entre X(4\3)(R) et R4.Soit j : V7 ։ V7/V6 la projetion anonique. Dire que P ∈ X(4\3)(R) est équivalent àdire que d'une part, l'appliation j étendue à R, et restreinte à P , (jR)|P , est surjetive,d'autre part que ker(jR)|P ⊂ (V5)R et en�n que (V5)R → (V5/V4)R restreinte à ker(jR)|P estun isomorphisme. En onséquene, nous posons i : (V5/V4)R →֒ P l'appliation induite parl'isomorphisme (V5/V4)R
∼
→ ker(jR)|P . La situation peut don se résumer à la suite exateourte suivante :
0 → (V5/V4)R

i
→֒ P

(jR)|P
։ (V7/V6)R → 0.Il en déoule que

P ≃ (V5/V4)R ⊕ (V7/V6)Roù l'isomorphisme dépend de la donnée d'une setion de (jR)|P . De et isomorphisme nousdéduisons que P est en fait un module libre et par onséquent nous allons pouvoir raisonnerà partir des bases des Vi. Comme (V7/V6)R est engendré par e1, lasse de e1 modulo (V6)R et
(V5/V4)R par f3, lasse de f3 modulo (V4)R, une façon générique de remonter es éléments estde prendre

m = m(a, b, c, d, g, h) = e1 + a · f2 + b · f3 + c · e + d · e3 + g · e2 + h · f1et
n = n(w, x, y, z) = f3 + w · e + x · e3 + y · e2 + z · f1où a, b, c, d, g, h, w, x, y et z sont des salaires. Ces deux éléments forment bien un modulelibre de rang 2. En fait, e module est le même si nous remplaçons m par m − b · n et ainsinous éliminons un salaire et réduisons le problème. En onséquene et quitte à renommer lessalaires restants nous pouvons travailler ave

m = m(a, c, d, g, h) = e1 + a · f2 + c · e + d · e3 + g · e2 + h · f1au lieu de la préédente dé�nition de m. Dans l'ensemble de tous les modules qu'il est possiblede générer à partir de m et n en faisant varier la valeur des salaires, nous nous intéressonsau sous-ensemble des modules qui appartiennent à X(4\3)(R). Il est lair par dé�nition que met n sont dans H. Il ne nous reste qu'à véri�er que m · n = 0 et m2 = n2 = 0.En e�etuant les aluls, nous obtenons
m · n = 0 ⇐⇒



























































0 = hw − cz − xg + yd

0 = xc − dw + az

0 = yc + h − gw

0 = cw − z − d

0 = cw − ya

0 = x + aw

0 = −w − a

0 = −y − c

⇐⇒































h = c2 + gw

d = cw − z

x = w2

y = −c

a = −we qui nous laisse déjà les variables c,g,w et z libres. Le alul suivant nous donne
m2 = 0 ⇐⇒ 0 = c2 − h − ag ⇐⇒ h = c2 − ag12



qui est trivialement véri�é ave les préédentes relations. En�n, le dernier alul nous donne
n2 = 0 ⇐⇒ 0 = w2 − x ⇐⇒ x = w2qui est là enore une relation déjà présente dans le premier alul.Réiproquement, si nous onsidérons un module libre P engendré par m = m(−w, c, cw −

z, g, c2+gw) et n = n(w,w2,−c, z), les aluls préédents montrent diretement que m2 = n2 =
m · n = 0 et par onséquent que P ∈ X(4\3)(R). Nous avons don mis en bijetion X(4\3)(R) etl'ensemble des modules engendrés par m = m(−w, c, cw− z, g, c2 + gw) et n = n(w,w2,−c, z)qui est en bijetion ave R4. Comme annoné, nous avons ainsi établi que

X(4\3) ≃ A4.Le alul des autres ellules se fait en proédant de la même façon et �nalement, pour tout
i ∈ {0, . . . , 5}, nous trouvons que

X(i\i−1) ≃ Ai.

5 Anneau de Chow de X (α2)On rappelle qu'à toute variété algébrique lisse et omplète X, on assoie CH∗(X), son an-neau de Chow engendré sur Z par les lasses de yles algébriques sur X modulo l'équivalenerationnelle et gradué par la odimension des yles. On peut également onsidérer CH∗(X),l'anneau gradué ette fois-i par la dimension des yles et lorsque X est irrédutible, on a
CHp(X) = CHd−p(X) où d = dim X. Bien que ela soit un abus de langage, nous parleronssouvent de yle plut�t que de lasses de yles.Le but de ette setion est de déterminer, dans le as déployé, la struture générale del'anneau de Chow de X (α2). Pour ela, nous allons exhiber les relations que véri�ent lesgénérateurs de CH∗(X (α2)).Lorsqu'une variété possède une struture ellulaire, nous savons (.f. [F, Ex. 1.9.1℄) queson anneau de Chow est engendré par les lasses pour l'équivalene rationnelle de l'adhérenedes ellules. En onséquene, la onstrution de la struture ellulaire de X (α2) établie dansla setion préédente nous permet d'a�rmer que CH∗(X (α2)) possède un unique générateurpar odimension. Ce qu'il nous faut maintenant omprendre, 'est omment es générateurs semultiplient entre eux. Pour ela, nous allons utiliser le fait que X (α1, α2) peut être vue ommeune �bration projetive au-dessus de X (α2) au moyen de l'appliation suivante :

pr : X (α1, α2) −→ X (α2)
(D,P ) 7→ P.Cette �bration induit une appliation faisant de CH∗(X (α1, α2)) un CH∗(X (α2))-module librede rang 2 (.f. [F, Ex. 8.3.4 et Th. 3.3 b)℄). Nous allons utiliser ette struture de CH∗(X (α2))-module pour aluler de deux façons di�érentes des invariants de CH∗(X (α1, α2)). En om-parant les résultats de es deux aluls nous obtiendrons de façon presque omplète la tablede multipliation des générateurs de CH∗(X (α2)). Ces relations seront su�santes pour éta-blir l'isomorphisme motivique. Pour ommener, il nous faut en apprendre d'avantage sur

CH∗(X (α1, α2)). 13



5.1 Relations dans CH∗(X (α1, α2))En premier lieu, il est onnu (voir par exemple [Mar76, Lem. 5.1.1℄) que CH∗(X (α1, α2))est un groupe libre engendré par un générateur libre en odimension 0 et 6 et deux géné-rateurs libres dans les autres odimensions. Ainsi, nous désignons par gi et hi les généra-teurs de CHi(X (α1, α2)) pour i dans {1, . . . , 5} et par g0 et g6 eux de CH0(X (α1, α2)) et
CH6(X (α1, α2)) respetivement. En seond lieu, le alul du produit de n'importe quel élé-ment de CH∗(X (α1, α2)) ave un élément de odimension 1 peut être obtenu par une formuledu "type Pieri-Giambelli," la formule de Chevalley établie dans [Dem74, �4 Cor. 2℄. Grâe àette formule, nous alulons la table de multipliation des générateurs de CH∗(X (α1, α2)).

(g1)2 = 3g2 (h1)2 = h2 h1g2 = g3 + h3 g1h2 = g3 + 3h3

(g1)3 = 6g3 (h1)3 = 2h3 h1g3 = 2g4 + h4 g1h3 = g4 + 2h4

(g1)4 = 18g4 (h1)4 = 2h4 h1g4 = g5 + h5 g1h4 = g5 + 3h5

(g1)5 = 18g5 (h1)5 = 2h5 h1g5 = g6 g1h5 = g6

(g1)6 = 0 (h1)6 = 0 h1g1 = h2 + g2Comme annoné nous allons maintenant aluler les invariants de CH∗(X (α1, α2)).5.2 Calul des invariants de CH∗(X (α1, α2))Nous désignons par A le sous-anneau de CH∗(X (α1, α2)) engendré par les éléments dugroupe CH1(X (α1, α2)). Nous onsidèrons ensuite Ai le groupe abélien onstitué des élémentsde odimension i de A (i.e. engendré par les polyn�mes homogènes de degré i en g1 et h1).Par onséquent, après aluls nous obtenons que
A1 = gr(g1, h1)

A2 = gr((g1)2, g1h1, (h1)2)

= gr(3g2, g2 + h2, h2)

A3 = gr((g1)3, (g1)2h1, g1(h1)2, (h1)3)

= gr(6g3, 3(g3 + h3), g3 + 3h3, 2h3)

A4 = gr((g1)4, (g1)3h1, (g1)2(h1)2, g1(h1)3, (h1)4)

= gr(18g4, 12g4 + 6h4, 6(g4 + h4), 2g4 + 4h4, 2h4)

A5 = gr((g1)5, (g1)4h1, (g1)3(h1)2, (g1)2(h1)3, g1(h1)4, (h1)5)

= gr(18g5, 18(g5 + h5), 12g5 + 18h5, 6g5 + 12h5, 2g5 + 6h5, 2h5)

A6 = gr((g1)6, (g1)5h1, (g1)4(h1)2, (g1)3(h1)3, (g1)2(h1)4, g1(h1)5, (h1)6)

= gr(0, 2g6, 6g6, 12g6, 18g6, 18g6, 0)où là enore, nous désignons par gr(E) le groupe abélien libre engendré par les éléments de Esur Z.Nous rappellons que pour tout i dans {1, . . . 5}, nous avons
CHi(X (α1, α2)) = gr(gi, hi)et que
CH6(X (α1, α2)) = gr(g6).14



En alulant les di�érents quotients nous trouvons ainsi que :
(CH1(X (α1, α2)) : A1) = 1

(CH2(X (α1, α2)) : A2) = 1

(CH3(X (α1, α2)) : A3) = 2

(CH4(X (α1, α2)) : A4) = 4

(CH5(X (α1, α2)) : A5) = 4

(CH6(X (α1, α2)) : A6) = 2où nous désignons par (CHi(X (α1, α2)) : Ai), l'indie du sous-groupe Ai dans CHi(X (α1, α2)).Ces indies sont les invariants de l'anneaux CH∗(X (α1, α2)) dont nous allons nous servirpour déterminer la struture d'anneau de CH∗(X (α2)). Pour ela, nous allons à nouveaualuler es indies en utilisant la struture de CHi(X (α2))-module de CHi(X (α1, α2)).5.3 Calul de la struture de CH∗(X (α2))Pour ommener, nous rappelons que CH∗(X (α2)) possède un seul générateur par odimen-sion que nous notons hi
2 (i ∈ {0, . . . , 5}). Ensuite, nous avons déjà signalé que CH∗(X (α1, α2))est un CH(X (α2))-module libre de rang 2 . Plus préisement, il admet pour base l'ensemble

{1, ζ} où 1 désigne l'élément neutre et ζ est un élément qui véri�e
ζ2 − c1h

1
2ζ + c2h

2
2 = 0et où ci désigne la ième lasse de Chern du �bré vetoriel assoié au �bré projetif sur

X (α2). Ainsi, pour i à valeurs dans {1, . . . , 5}, les groupes CHi(X (α1, α2)) orrespondentà gr(hi
2, ζhi−1

2 ), et pour les indies 0 et 6, nous avons CH0(X (α1, α2)) ≃ CH0(X (α2)), et
CH6(X (α1, α2)) ≃ CH5(X (α2))ζ. Nous nous donnons ensuite quatre nombres entiers positifs
l, m, n et p tels que

(h1
2)

2 = lh2
2, (h1

2)
3 = lmh3

2, (h1
2)

4 = lmnh4
2, (h1

2)
5 = lmnph5

2.Cei étant posé, nous allons onsidérer omme préédemment, les sous-groupes Ai exprimésette fois-i en fontion de (h1
2)

i et ζ(h1
2)

i−1. Pour ommener,
A1 = gr(h1

2, ζ)nous avons don bien
(CH1(X (α1, α2)) : A1) = 1.Ensuite,

A2 = gr((h1
2)

2, h1
2ζ, ζ2)

= gr(lh2
2, h1

2ζ, c1h
1
2ζ − c2h

2
2)

= gr(lh2
2, c2h

2
2, h1

2ζ)et omme
(CH2(X (α1, α2)) : A2) = 115



nous en déduisons que les nombres l et c2 sont premiers entres eux. Ce résultat sera trèslargement exploité dans les aluls suivants. Conernant le groupe A3, nous avons
A3 = gr((h1

2)
3, (h1

2)
2ζ, h1

2ζ
2, ζ3)

= gr((lmh3
2, lh2

2ζ, lc1h
2
2ζ − mc2h

3
2, (lc2

1 − c2)h
2
2ζ − mc1c2h

3
2)

= gr(mh3
2, h2

2ζ)d'où
(CH3(X (α1, α2)) : A3) = m = 2.Nous alulons maintenant A4,

A4 = gr((h1
2)

4, (h1
2)

3ζ, (h1
2)

2ζ3, h1
2ζ

3, ζ4)

= gr(2lnh4
2, 2lh3

2ζ, 2lc1h
3
2ζ − 2nc2h

4
2, 2(lc2

1 − c2)h
3
2ζ − 2nc1c2h

4
2,

2c1(lc
2
1 − 2c2)h

3
2ζ −

2n

l
(lc2

1 − c2)c2h
4
2)

= gr(2nh4
2, 2h3

2ζ,
2n

l
c2
2h

4
2)ainsi

(CH4(X (α1, α2)) : A4) = 2 pgcd(2n,
2n

l
c2) = 4où pgcd(2n, 2n

l
c2) désigne le plus grand ommun multiple de 2n

l
c2 et 2n. Par suite, omme

pgcd(2n, 2n
l
c2) = 2, néessairement pgcd(n, n

l
c2) = 1 et ainsi l = n. Nous alulons maintenant

A5 = gr((h1
2)

5, (h1
2)

4ζ, (h1
2)

3ζ2, (h1
2)

2ζ3, h1
2ζ

4, ζ5)

= gr(2l2ph5
2, 2l2h4

2ζ, 2l2c1h
4
2ζ − 2lpc2h

5
2, 2l(lc

2
1 − c2)h

4
2ζ − 2lpc1c2h

5
2,

2lc1(lc
2
1 − 2c2)h

4
2ζ − 2pc2(lc

2
1 − c2)h

5
2, (2l

2c4
1 − 6lc2

1c2 + 2c2
2)h

4
2ζ − 2pc1c2(lc

2
1 − 2c2)h

5
2)

= gr(2ph5
2, 2h4

2ζ)ainsi
(CH5(X (α1, α2)) : A5) = 4p = 4d'où p = 1. En�n, nous alulons

A6 = gr((h1
2)

6, (h1
2)

5ζ, (h1
2)

4ζ2, (h1
2)

3ζ3, (h1
2)

2ζ4, h1
2ζ

5, ζ6)

= gr(0, 2l2h5
2ζ, 2l2c1h

5
2ζ, 2l(lc2

1 − c2)h
5
2ζ, 2lc1(lc

2
1 − 2c2)h

5
2ζ,

(2l2c4
1 − 6lc2

1c2 + 2c2
2)h

5
2ζ, (2l2c5

1 − 8lc3
1c2 + 6c1c

2
2)h

5
2ζ)

= gr(2h5
2ζ)et nous trouvons bien que

(CH6(X (α1, α2)) : A6) = 2.Finalement, la table de multipliation partielle de CH∗(X (α2)) est
(h1

2)
2 = lh2

2

(h1
2)

3 = 2lh3
2

(h1
2)

4 = 2l2h4
2

(h1
2)

5 = 2l2h5
216



Malgré tous nos e�ort, l reste don jusque là indéterminés. Pourtant, l'image de h1
2 dans

CH∗(X (α1, α2) par l'appliation pr∗ : CH∗(X (α2) → CH∗(X (α1, α2)) induite par la �brationprojetive, est une ombinaison de g1 et h1, i.e. pr∗(h1
2) = ag1+bh1 ave a et b dans Z, premiersentre eux (puisque pr∗(h1

2) peut être hoisis omme un des générateurs de CH1(X (α1, α2))).Or, nous avons
lpr∗(h2

2) = (pr∗(h1
2))

2 = (3a2 + 2ab)g1 + (b2 + 2ab)h2e qui impose don à a et b d'être pairs si l l'est. Cei est en ontradition ave le fait que
a et b sont premiers entre eux. Par onséquent, l est néessairement impair et e fait noussera très utile par la suite pour établir l'isomorphisme motivique. En e�et, bien que n'ayantpas totalement déterminé la struture de CH∗(X (α2)), nous verrons que les informations dontnous disposons seront su�sante pour établir l'isomorphisme motivique entre X (α1) et X (α2).Troisième partieL'isomorphisme motiviqueNous allons maintenant ommener par introduire la atégories des orrespondanes surlaquelle nous allons travailler ainsi que les résultats aompagnant ette théorie. Il s'agit derésultats lassiques et la motivation prinipale n'est autre que l'introdution de nos notations.6 Correspondanes et motifsNous désignerons par Vark la atégorie des k-variétés lisses, omplètes mais non néessai-rement onnexes (on inlut également ∅ dans Vark). Nous avons déjà signalé que pour X dans
Vark, nous désignions par CH∗(X) l'anneau de Chow de X et que bien que ela soit un abusde langage, nous parlerons de yle plut�t que de lasses de yles.Une orrespondane de5 X dans Y , où X, Y sont dans Vark, est par dé�nition un yledans CH∗(X × Y ). La omposition des orrespondanes se fait de la façon lassique (voir parexemple [F, Dé�. 16.1.1℄) suivante :

CH∗(X × Y ) × CH∗(Y × Z) −→ CH∗(X × Z)
(f, g) 7→ g ◦ f = (pr13)∗((f × Z) · (X × g))où · désigne la multipliation des yles dans CH∗(X × Y × Z) et (pr13)∗ le push-forward parrapport à la projetion

pr13 : X × Y × Z −→ X × Z
(x, y, z) 7→ (x, z).Soient maintenant X et Y dans Vark ave Y supposée onnexe (ou d'une façon plusgénérale équidimensionnelle). On dé�nit dans un premier temps une orrespondane de Xdans Y de degré p omme étant un yle homogène de CHdim Y +p(X ×Y ). On étend ensuiteette dé�nition au as d'une variété Y de Vark quelonque en désignant par orrespondanede degré p les yles homogènes de ⊕i CHdim Yi+p(X × Yi) où les Yi désignent les omposantesonnexes de Y . Notez bien que l'on a5Si Y = X on parlera de orrespondane sur X tout ourt.17



⊕i CHdim Yi+p(X × Yi) = ⊕j CHdim Xj−p(Xj × Y )où les Xj désignent les omposantes onnexes de X.Lorsque l'on ompose des orrespondanes, les degrés s'ajoutent ([F, Ex. 16.1.1℄), ainsil'ensemble des orrespondanes de degré 0 est stable par omposition et on dé�nit par onsé-quent :Dé�nition 6. Soit Corr0
k la atégorie additive dont les objets sont eux de Vark et les groupesde morphismes sont les orrespondanes de degré 0.Le leteur trouvera dans [F, �16.1℄ la démonstration du fait que Corr0

k est bien une atégorie.Nous signalons tout de même que l'appliation identité de X, idX , est donnée par la lassede l'appliation diagonale sur X × X. Par ailleurs, nous désignerons par End(X) le groupe
Hom(X,X).Dans e texte, nous ne omposerons que des orrespondanes déomposées et homogènes.Dans e as là, la de deux orrespondanes se alule expliitemment grâe au lemme suivant :Lemme 5. Soient X, Y, Z ∈ Vark, f ∈ CH∗(X),g, g′ ∈ CH∗(Y ) et h ∈ CH∗(Z). On supposeque la variété Y est onnexe (ou plus généralement équidimensionnelle) et que les yles g et
g′ sont homogènes. Alors on a

(g′ × h) ◦ (f × g) = (pr13)∗(f × (g · g′) × h)

=

{

deg(g · g′)(f × h) si codim(g) + codim(g′) = dim Y

0 sinonoù deg(−) désigne le degré d'un 0-yle (voir [F℄[Dé�. 1.4℄).D'autre part, on dé�nit également la transposé tf = τ∗(f) dans Hom(Y,X) d'une or-respondane f de Hom(X,Y ) où τ : X × Y → Y × X est la permutation des points, i.e.
τ(x, y) = (y, x).En�n, si X est une variété dé�nie sur le orps de base k et L/k est une extension de orpson désigne par XL la variété X dé�nie sur L. On dit qu'un yle f de CH∗(XL) est dé�ni sur
k, si f est dans l'image de l'homomorphisme de restrition resL/k : CH∗(X) → CH∗(XL). Demême, on dira qu'une orrespondane est dé�nie sur k, si elle l'est en tant que yle. On dirasouvent par la suite qu'un yle ou une orrespondane est rationnel s'il est dé�ni sur k.Ces préliminaires terminés, nous allons maintenant prouver que les variétés X (α1) et X (α2)sont isomorphes dans la atégorie Corr0

k et qu'il s'agit par onséquent d'un isomorphismemotivique.Nous allons maintenant nous employer à prouver l'isomorphisme. Pour ela nous allonsproéder en trois étapes. Nous allons prouver qu'un tel isomorphisme existe lorsque les variétés
X (α1) et X (α2) sont déployées. Ensuite, nous allons établir un théorème de nilpotene et en�n,grâe à e théorème de nilpotene, nous prouverons l'isomorphisme en toute généralité.7 IsomorphismeNous nous plaçons dans le as où les variétés X (α1) et X (α2) sont déployées, nous vousrappelons que ela signi�e que l'algèbre d'otonions sur laquelle le groupe de type G2 agit l'est,ou enore de façon équivalente que la forme quadratique q dé�nie sur l'algèbre des otonions estisotrope. Nous allons don établir qu'il existe un yle de degré 0 qui réalise un isomorphismeentre X (α1) et X (α2). 18



7.1 Cas déployéPour prouver et isomorphisme il nous faut don trouver deux yles f et g, f dans
Hom(X (α1),X (α2)) et g dans Hom(X (α2),X (α1)) tels que g ◦ f = ∆1 et f ◦ g = ∆2 où
∆1 et ∆2 désignent respetivement la lasse de l'appliation diagonale de X (α1) et X (α2). Si
∆1 est déjà onnu, il va nous falloir expliiter ∆2.Nous allons ommener par �xer quelques notations. Soit j un entier naturel de l'ensemble
{0, . . . , 5}, nous appelons hj

1 le générateur de CHj(X (α1)) et hj
2 elui de CHj(X (α2)). Lesrelations multipliatives entre es générateurs sont désormais (presque totalement) déterminées(f. sous-setion 5.3). En outre, omme X (α1) et X (α2) ont toutes les deux6 une strutureellulaire , X (α1)×X (α1), X (α1)×X (α2), X (α2)×X (α1) et X (α2)×X (α2) en ont égalementune que l'on déduit de elle de X (α1) et X (α2) (voir [Kar01, Dé�. 7.2℄). Cei nous permetd'établir le résultat suivant :Lemme 6. Les appliations

CH∗(X (αi)) ⊗ CH∗(X (αj)) → CH∗(X (αi) ×X (αj))
(f ⊗ g) 7→ f × goù i et j parourent {1, 2}, sont des isomorphismes.En fait, e résultat est plus général ; il est véri�é dès que les deux variétés ont une strutureellulaire.D'après le lemme 6, les générateurs de CH∗(X (αi) × X (αj)) s'expriment en fontion deeux de CH∗(X (α1)) et CH∗(X (α2)). En partiulier, en tant qu'anneaux, ils sont sans torsion.Remarque 6. On retrouve de ette façon un résultat déjà établi dans [Kö91, Cor. 1.5℄.Nous sommes maintenant en mesure d'en déduire l'expression de l'appliation diagonalede X (α2) :Lemme 7.

∆2 =
5

∑

i=0

hi
2 × h5−i

2Démonstration. Tout e qu'il y a faire ii, 'est de prouver que le yle ∑5
i=0 hi

2 × h5−i
2 agittrivialement sur les générateurs de End(X (α2)) = CH5(X (α2) × X (α2)). D'après le lemme 5on a :

(hi
2 × h5−i

2 ) ◦ (hj
2 × h5−j

2 ) =

{

deg(h5−j
2 · hi

2)(h
j
2 × h5−i

2 ) si i = j

0 sinonSi i = j, nous devons tout d'abord aluler h5−i
2 · hi

2 pour toutes les valeurs de j possibles, àsavoir 0, 1 et 2. Il est tout d'abord lair en vertu de e que nous avons alulé que
h0

2 · h
5
2 = h5

2 · h
0
2 = h5

2et que
h1

2 · h
4
2 = h4

2 · h
1
2 = h5

2.6La struture ellulaire de X (α1) bien que non dérite ii est en fait lassique et bien onnue.19



Pour j = 2, nous alulons tout d'abord
2h2

2 · h
3
2 = (h1

2)
2 · h3

2

= h1
2 · 2h

4
2

= 2h5
2et par onséquent nous avons

h2
2 · h

3
2 = h3

2 · h
2
2 = h5

2,en vertu de quoi nous onluons que
deg(h5−j

2 · hj
2) = deg(h5

2) = 1pour tout indie j de l'ensemble {0, . . . , 5} et de là, nous en déduisons que pour tout indie j,
(

5
∑

i=0

hi
2 × h5−i

2 ) ◦ (hj
2 × h5−j

2 ) = hj
2 × h5−j

2et de l'uniité de l'élément neutre nous onluons que
∆2 =

5
∑

i=0

hi
2 × h5−i

2 .Nous allons maintenant exprimer le yle réalisant l'isomorphisme motivique dans le asdéployé.Proposition 3. Soit
J =

5
∑

i=0

hi
1 × h5−i

2 ∈ CH5(X (α1) ×X (α2)),

J réalise un isomorphisme motivique entre X (α1) et X (α2) dont l'inverse est tJ .Démonstration. Nous pouvons nous ontenter de prouver que J ◦t J = ∆2. Pour ela nousutilisons une fois enore le lemme 5 pour aluler :
(hi

1 × h5−i
2 ) ◦ (hj

2 × h5−j
1 ) =

{

deg(h5−j
1 · hi

1)(h
j
2 × h5−i

2 ) si i = j

0 sinonet là enore nous avons
deg(h5−j

1 · hi
1) = deg(h5

1) = 1puisque
(h1

1)
2 = h2

1

(h1
1)

3 = 2h3
1

(h1
1)

4 = 2h4
1

(h1
1)

5 = 2h5
120



omme le leteur pourra s'en assurer en onsultant [Kar90℄. Par onséquent, il vient toutnaturellement en développant que
J ◦t J =

5
∑

i=0

hi
2 × h5−i

2 = ∆2et J est don bien un isomorphisme motivique entre X (α1) et X (α2) omme annoné.Nous établissons maintenant un théorème de nilpotene pour X (α2) omme M. Rost l'afait dans [Ros90℄ dans le as des quadriques.7.2 Théorème de nilpotene et onséqueneEn premier lieu, nous reproduisons ii quelques résultats établis par M. Rost dans [Ros90,�1℄.Tout d'abord, on désigne par X et B deux variétés algébriques lisses sur le orps de base
k et π : B × X → B la première projetion. Pour tout élément b de B, Xb = Spec k(b) ×k Xdésigne la �bre au-dessus de b et k(b) le orps résiduel en b. Pour toute orrespondane f de
End(X), on note fb ∈ EndCorr0(k(b))

(Xb) l'élément obtenu par hangement de base.Les deux résultats suivants sont démontrés dans [Ros90, �1℄.Proposition 4. Soit f ∈ End(X) et supposons que
(fb)∗ (CHi(Xb)) = 0pour tout b ∈ B et tout i ∈ {0, . . . , dim B}. Alors

f (1+dim B) ◦ Hom(B,X) = 0.Remarque 7. La puissane de f est prise dans l'anneau End(X).Nous établissons maintenant le résultat suivant :Lemme 8. Si X (α2) est déployée, alors
End(X (α2)) = ⊕i EndZ (

CHi(X (α2))
)

.Démonstration. D'aprés [Ros90, Lem. 6℄ e résultat est vrai pour les quadriques déployées7.Il est don vrai pour X (α1) lorsqu'elle l'est. Nous savons maintenant que dans e as X (α2)lui est isomorphe. Ce résultat est don également vrai pour X (α2).Nous énonçons maintenant notre théorème de nilpotene.Proposition 5 (Théorème de nilpotene). Soit f ∈ End(X (α2)) et L/k une extensionquelonque du orps de base k. Si fL = 0 ∈ EndCorr0L(X (α2)L), alors il existe un entier n telque fn = 0.7Dans l'artile de M. Rost, le résultat est établi sur les dimensions mais omme nous travaillons ave desvariétés irrédutibles nous pouvons passer à la odimension sans problème.
21



Démonstration. Dans le as où X (α2) est déployée, omme
End(X (α2)) = ⊕i EndZ (

CHi(X (α2))
)

,le fait que fL = 0 implique néessairement que f = 0 ar End(X (α2)) est invariant parextension.Si maintenant nous sommes dans le as où X (α2) n'est pas déployée, on applique alors lapropositon de M. Rost ave B = X (α2). Nous allons également devoir utiliser, et don prouver,le résultat suivant :Lemme 9. Pour tout x ∈ X (α2), la �bre X (α2)x est déployée.Démonstration. Il est lair que X (α2)x a un point rationnel et en onséquene, il existe unplan P de l'algèbre d'otonions O tel que la trae restreinte à P est identiquement nulle et quele produit de deux éléments quelonques de P est lui aussi nul. Nous avons déja fait remarquer(f. sous-setion 3.3) que dans e as là, P est totalement isotrope. Ainsi, la forme quadratique
q sur O est également isotrope, d'où O est déployée d'après le théorème 1.8.1 de [SV℄. Paronséquent, X (α2)x est déployée.

X (α2)x etant totalement déployée, en utilisant e que l'on à déjà dit en début de preuve,
(fx)L = 0 implique que fx = 0. Dès lors, on peut appliquer la proposition de M. Rost (laondition (fx)∗ (CHi(X (α2)x)) = 0 est trivialement véri�ée) et en déduire que

f 6 = 0.Le résultat est don établi.De e résultat nous déduisons un théorème d'isomorphisme :Corollaire 3 (Théorème d'isomorphisme). Sous les hypothèses préedentes, si fL est unisomorphisme alors f en est un.Démonstration. Si X (α2)L n'est pas déployée, elle l'est sur une extension plus grande. Enonséquene, quitte à passer sur une autre extension, nous pouvons supposer que X (α2)L estdéployée. En utilisant le lemme 8, nous onstatons que
End(X (α2)) = ⊕5

i=0 EndZ(CHi(X (α2)))et ainsi fL est totalement déterminée par son ation sur les groupes CHi(X (α2)) ≃ Z. D'où fLsatisfait l'équation t2−1 = 0. Ainsi, f 2L = (∆2)L et d'après la proposition 5, nous en déduisonsque f 2 = ∆2 + g, où g est un élément nilpotent. En onlusion, f est un automorphisme.Remarque 8. V. Chernousov, S. Gille et A. Merkurjev ont depuis généralisés e résultat (etle théorème de nilpotene 5) dans leur preprint [CGM03, Th. 7.4℄.Nous allons maintenant établir que le yle J est rationnel et ainsi être en mesure deonlure que l'isomorphisme motivique est aussi réalisé dans le as anisotrope.
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7.3 Cas anisotropeNous supposons à présent que les variétés X (α1) et X (α2) sont anisotropes sur le orps debase k. Nous onsidérons alors K une l�ture algébrique de k et les variétés X (α1)K et X (α2)Ksont, elles, lairement déployées. Comme préédemment, nous désignons alors par, hi
1 et hi

2 lesgénérateurs respetifs de CHi(X (α1)K) et CHi(X (α2)K). Nous annonçons maintenant :Proposition 6. Le yle
J =

5
∑

i=0

hi
1 × h5−i

2 ∈ CH5(X (α1)K ×X (α2)K)est rationnel.Démonstration. Sur K, les variétés X (α1)K et X (α2)K sont déployées et admettent une stru-ture ellulaire. Par onséquent, omme nous l'avons déjà fait remarquer
CH∗(X (α1)K) ⊗ CH∗(X (α2)K) ≃ CH∗(X (α1)K ×X (α2)K)et don CH∗(X (α1)K ×X (α2)K) est engendré par les hi

1 × hj
2. Pour prouver la rationnalité de

J , nous allons proéder en plusieurs étapes et pour ela démontrer les deux lemmes suivants :Lemme 10. Le yle h1
2 ∈ CH1(X (α2)K) est rationnel.Démonstration. Lorsque nous avons alulé la struture ellulaire de X (α2)K (f. setion 4)nous avons trouvé que le premier terme de la �ltration admettait pour R-points (R ∈ Alg.k) :

X4(R) = {P ∈ X (α2)(R) | rg(P ∩ (V7)R) > 2, rg(P ∩ (V5)R) > 1}et la lasse de l'adhérene de la ellule assoiée à e terme est justement h1
2. Par ailleurs, legroupe de Chow de la grassmanienne Γ2(H) a également un seul générateur en odimension 1et e générateur est la lasse de l'adhérene de la ellule de Shubert assoiée à la variété dontles R-points sont

Γ2(H)(1,0)(R) = {P ∈ Γ2(H)(R) | rg(P ∩ (V7)R) > 2, rg(P ∩ (V5)R) > 1}.Nous onstatons ainsi que X4(R) = X (α2)(R) ∩ Γ2(H)(1,0)(R). Il est d'autre part onnuque Γ2(H)(1,0) est dé�nie sur k, par onséquent X4 l'est aussi et par suite h1
2 est un ylerationnel.Lemme 11. Le yle c = h0

1 × h3
2 + h3

1 × h0
2 ∈ CH3(X (α1)K ×X (α2)K) est rationnel.Démonstration. Pour établir la rationalité de c, nous onsidérons le diagramme ommutatifsuivant :

CH3(X (α1)K ×X (α2)K)
(idX (α1)K×pK)∗

CH3(X (α1)K(X (α2)K))

CH3(X (α1) ×X (α2))

resK/k

(idX (α1)×p)∗

CH3(X (α1)k(X (α2)))

resK(X (α2)K)/k(X (α2))où les �èhes horizontales sont les pull-baks par rapport aux morphismes plats
idX (α1) × p : X (α1)k(X (α2)) → X (α1) ×X (α2)23



et
idX (α1)K × pK : X (α1)K(X (α2)K) → X (α1)K ×X (α2)Koù p (resp. pK) est le morphisme point générique de X (α1) (resp. X (α1)K).Il est lair que la forme quadratique q est isotrope sur k(X (α2)) (omme tout à l'heure dansle lemme 9 nous rajoutons un point rationnel à X (α1)). Par onséquent, elle est totalementisotrope (par le même argument que dans la preuve du lemme 9) et (h3

1)K(X (α2)K) est dé�ni sur
k(X (α2)) (puisque dans e as là, tous les yles le sont). Comme (idX (α1) × p)∗ est surjetive(voir par exemple [IK00, �5, Prop. 5.1℄), il en déoule, qu'il existe un yle d ∈ CH3(X (α1)K×
X (α2)K) dé�ni sur k tel que

(idX (α1)K × pK)∗(d) = (h3
1)K(X (α2)K).Nous alulons maintenant l'ation de (idX (α1)K×pK)∗ sur les éléments engendrant le groupe

CH3(X (α1)K ×X (α2)K) :
(idX (α1)K × pK)∗(hi

1 × h3−i
2 ) =

{

(h3
1)K(X (α2)K) si i = 3

0 sinonEt omme (idX (α1)K × pK)∗(d) = (h3
1)K(X (α2)K), il s'ensuit que

d = h3
1 × h0

2 +
2

∑

i=1

aih
i
1 × h3−i

2 + ah0
1 × h3

2pour a1, a2 et a dans Z. Nous savons que h1
2 est rationnel d'après le lemme 10 don (h1

2)
2 = lh2

2l'est. D'autre part, par un argument de transfert, 2h2
2 est aussi rationnel et omme l est impair(omme nous l'avons prouvé à la �n de la sous-setion 5.3), h2

2 est rationnel. D'autre part, h1
1est aussi un yle rationnel, e résultat lassique relève du même argument que pour h1

2 eten�n, omme h2
1 = (h1

1)
2, 'est aussi un yle rationnel. De là, nous déduisons que h1

1 × h2
2 et

h2
1 × h1

2 sont rationnels. De la même façon, h0
1 × h2

2 et h0
1 × h2

2 sont aussi rationnels et ommenous pouvons érire que
2h0

1 × h3
2 = (h0

1 × h1
2) · (h

0
1 × h2

2),il s'ensuit que le yle 2h0
1 × h3

2 est lui aussi rationnel. Dès lors en soustrayant des multiplesde es yles à d, il en déoule que selon la parité de a, soit h3
1 × h0

2 est rationnel, soit
h3

1×h0
2+h0

1×h3
2 l'est. Dans e dernier as, la preuve est terminée. Dans l'autre as, nous devonsrefaire exatement le même raisonnement ave X (α2)K(X (α1)K) au lieu de X (α1)K(X (α2)K), avel'hypothèse que h3

1 × h0
2 est rationnel, pour en déduire que h0

1 × h3
2 l'est aussi. Dans tous lesas, nous pouvons onlure que

c = h3
1 × h0

2 + h0
1 × h3

2est un yle rationnel.Les arguments préédents, nous montrent que les yles h1
1 × h1

2 et h2
1 × h0

2 sont rationnels.Par onséquent, les yles
(h0

1 × h2
2) · c = h3

1 × h2
2 + h0

1 × h5
2

(h1
1 × h1

2) · c = h4
1 × h1

2 + lh1
1 × h4

2

(h2
1 × h0

2) · c = h5
1 × h0

2 + h2
1 × h3

224



sont également rationnels. D'autre part, par un argument de transfert, 2h1
1 × h4

2 = h1
1 × 2h4

2est rationnel et omme l est impaire,
h1

1 × h4
2 + h4

1 × h1
2est rationnel. Le yle J étant égal à la somme des trois yles, h3

1 × h2
2 + h0

1 × h5
2, h1

1 × h4
2 +

hun4 × h1
2 et h5

1 × h0
2 + h2

1 × h3
2, il est par voie de onséquene rationnel.Le fait que J soit rationnel signi�e qu'il existe une orrespondane f telle que fK = J . Nousavons établi dans la proposition 3 que J établit un isomorphisme entre X (α1)K et X (α2)K. Demême, tJ établit un isomorphisme entre X (α2)K et X (α1)K et est également rationnel ommetransposé d'un yle rationnel. Ainsi, d'après le théorème d'isomorphisme (f. orollaire 3),

f ◦t f et tf ◦ f sont des automorphismes motiviques de X (α2) et X (α1) respetivement. Paronséquent, f réalise un isomorphisme motivique de X (α1) dans X (α2).Nous avons don prouvé que les variétés X (α1) et X (α2) bien que non isomorphes en tantque variétés algébriques lisses sont motiviquement isomorphes.Référenes[B℄ A. Borel, Linear Algebrai Groups, volume 126 of Graduate Texts in Mathematis.Springer-Verlag, New York, seond edition, 1991.[Car14℄ É. Cartan, Les groupes réels simples �nis et ontinus, Ann. Si. Éole Norm. Sup. 31,263�355, 1914.[Car52℄ É. Cartan,×uvres Complètes. Partie I. Groupes de Lie, Gauthier-Villars, Paris, 1952.[CGM03℄ V. Chernousov, S. Gille and A. Merkurjev, Motivi deomposi-tion of isotropi projetive homogeneous varieties, Preprint, 2003. (voirhttp ://www.mathematik.uni-bielefeld.de/lag/).[Dem74℄ M. Demazure, Désingularisation des variétés de Shubert généralisées, Ann. Sient.É. Norm. Sup. 7 (4), 53�88, 1974. Colletion of Henri Cartan on the oasion of his70th Birthday, I.[Dem77℄ M. Demazure, Automorphismes et déformations des variétés de Borel, Invent. Math.39 (2), 179�186, 1977.[DG℄ M. Demazure et P. Gabriel, Groupes Algébriques. Tome I : Géométrie algébrique, gé-néralités, groupes ommutatifs. Masson & Cie, Éditeur, Paris, 1970. Ave un appendieCorps de lasses loal par Mihel Hazewinkel.[EH℄ D. Eisenbud and J. Harris, The Geometry of Shemes, volume 197 of Graduate Textsin Mathematis. Springer-Verlag, New York, 2000.[F℄ W. Fulton, Intersetion Theory, volume 2 of Ergebnisse der Mathematik und ihrerGrenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematis [Results in Ma-thematis and Related Areas. 3rd Series. A Series of Modern Surveys in Mathematis℄.Springer-Verlag, Berlin, seond edition, 1998.[Gar99℄ R.S. Garibaldi, Exeptional algebrai groups, ETH Zürih, Summer Semester 1999.(voir http ://www.maths.emory.edu/ skip/lasses/eag/eag.html).[IK00℄ O. Izhboldin and N. A. Karpenko, Some new examples in the theory of quadratiforms. Math. Z. 234 (4), 647�695, 2000.25
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