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ABSTRACT. In this paper we give a complete answer to the isotropy of
an Albert bilinear form over the function field of a quadric incharac-
teristic2. As a consequence, we complete the classification of nongood
bilinear forms of height and degree2 given in [10].


1. INTRODUCTION


Fixons F un corps commutatif de caractéristique2. À une F -forme
bilinéaireB d’espace sous-jacentV , on associe laF -forme quadratique
diagonaleB̃ définie surV par: B̃(v) = B(v, v) pour toutv ∈ V . On note
F (B) le corps de fonctions de la quadrique affine d’équationB̃ = 0, qu’on
appelle le corps de fonctions deB. On désigne pardimB la dimension
deB. Une forme bilinéaire d’Albert est une forme de dimension6 et de
déterminant trivial.


Le but de cet article est d’étudier l’isotropie d’une formebilinéaire
d’Albert sur le corps de fonctions d’une quadrique. Cela dépend du degré
normique de la forme quadratique diagonale associée à la forme bilinéaire
d’Albert en question (on renvoie à la section 2 pour des rappels sur le degré
normique). Plus précisément, siγ est uneF -forme bilinéaire d’Albert
anisotrope, alors le degré normique deγ̃, qu’on notendegF (γ̃), prend la
valeur8 ou 16 du fait queγ est anisotrope. SindegF (γ̃) = 8, alors il
existe une3-forme bilinéaire de Pfisterρ telle queγ̃ soit semblable à une
sous-forme dẽρ. Dans ce cas, en combinant [2, Prop. 8.9(iii)] et [7, Prop.
2.4], on obtient queγF (B) est isotrope si et seulement siB̃ est semblable à
une sous-forme dẽρ. LorsquendegF (γ̃) = 16, notre but est de prouver le
théorème suivant.


Théorème 1.1.Soitγ uneF -forme bilińeaire d’Albert anisotrope telle que
ndegF (γ̃) = 16. SoitB uneF -forme bilińeaire anisotrope de dimension
≥ 2.
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(1) Supposons quẽB ne soit pas semblablèa une quasi-forme de Pfister de
dimension4. Alors,γF (B) est isotrope si et seulement siB̃ est semblablèa
une sous-forme dẽγ.
(2) Supposons quẽB soit semblablèa une quasi-forme de Pfister de di-
mension4. SoitC une sous-forme deB de dimension3. Alors,γF (B) est


isotrope si et seulement sĩC est semblablèa une sous-forme dẽγ.


Ce théorème donne une réponse positive à [10, Question 1.4]. Comme un
corollaire, il permet d’avoir le théorème suivant qui constitue une classifi-
cation complète des formes bilinéaires anisotropes, nonbonnes, de hauteur
et de degré2 (on renvoie à la section 2 pour la définition de la hauteur etdu
degré d’une forme bilinéaire).


Théorème 1.2.SoitB uneF -forme bilińeaire anisotrope. Alors,B est de
hauteur et de degré 2, mais pas bonne si et seulement si l’une des deux
condition suivantes est vérifiée:
(1)B est une forme d’Albert.
(2) dimB = 8, et il existe une forme bilińeaire d’Albert anisotropeC,
une 3-forme bilińeaire de Pfisterπ, et des scalairesx, y ∈ F ∗ tels que
xB ⊥ yC ⊥ π soit ḿetabolique, et que les formes̃B etC̃ soient semblables
à des sous-formes dẽπ.


Dans [10], la classification des formes bilinéaires anisotropes de dimen-
sion8, non bonnes de hauteur et de degré2, était incomplète; puisqu’elle
dépendait de l’étude de l’isotropie d’une forme bilinéaire d’Albert sur le
corps des fonctions d’une quadrique. Plus précisément, le théorème 1.2 a
été prouvé dans [10, Prop. 1.6] sous l’hypothèse que le théorème 1.1 soit
vrai.


Le reste de cet article est organisé comme suit. Après avoir donné des
rappels dans la section 2, on établira dans la section 3 quelques résultats
préliminaires. La section 4 sera consacrée à la preuve duthéorème 1.1. On
va s’inspirer de l’étude de l’isotropie d’une forme quadratique d’Albert faite
par Leep en caractéristique6= 2 [12, Ch. XIII, Th. 2.13, pp. 489-490]. Mais
dans notre cas, en raison de la caractéristique2, l’étude est beaucoup plus
subtile. En plus de quelques résultats sur les formes bilinéaires, comme le
théorème de norme de Knebusch [4, Th. 4.2], on se servira dela notion de
degré normique, et d’un résultat de spécialisation pourles formes quadra-
tiques totalement singulières (Corollaire 3.2). Ce dernier résultat permet-
tra d’utiliser le théorème de norme pour les formes quadratiques totalement
singulières [8, Th. 1.1], ce qui simplifiera la preuve du th´eorème 1.1 lorsque
dimB ≥ 5.
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2. QUELQUES RAPPELS


– Poura1, · · · , an ∈ F ∗ := F − {0}, on désigne par〈a1, · · · , an〉b la
forme bilinéaire donnée par le polynôme


∑n


i=1 aixiyi.
– Une forme quadratiqueϕ est dite totalement singulière si elle est


donnée par un polynôme de type
∑n


i=1 aix
2
i pour a1, · · · , an ∈ F . Dans


ce cas, on noteϕ = 〈a1, . . . , an〉.
– Deux formes bilinéaires (ou quadratiques)B etC sont dites semblables


si B ≃ αC pour un certainα ∈ F ∗. On dira qu’une forme bilinéaire
(ou quadratique)B est une sous-forme d’une autre formeC s’il existe une
formeB′ telle queC ≃ B ⊥ B′.


– Une forme bilinéaire (ou quadratique)B d’espace sous-jacentV est
dite isotrope siB̃(v) = 0 (ouB(v) = 0) pour un certainv ∈ V non nul,
sinon la formeB est dite anisotrope.


– Une forme bilinéaire est dite métabolique si elle est isométrique à une
somme orthogonale de formes bilinéaires isotropes de dimension2.


– Toute forme bilinéaireB se décompose comme suit:B ≃ Ban ⊥ M ,
oùM est une forme métabolique etBan est une forme bilinéaire anisotrope,
unique à isométrie près [3], [13]. En général, la formeM n’est pas unique.
De même, une forme quadratique totalement singulièreϕ se décompose
comme suit:ϕ ≃ ϕan ⊥ r × 〈0〉 avecϕan une forme anisotrope unique [2,
Prop. 2.4]. On noteid(ϕ) l’entier r.


– Pour deux formes bilinéairesB etC, on noteB ∼ C lorsqueBan ≃
Can. En particulier,B ∼ 0 signifie queB est métabolique.


– Une forme quadratique totalement singulièreϕ est dite une quasi-forme
de Pfister s’il existe une forme bilinéaire de PfisterB telle queϕ ≃ B̃, et
elle est dite une quasi-voisine de Pfister si elle est semblable à une sous-
forme d’une quasi-forme de Pfisterϕ′ et 2 dimϕ > dimϕ′. Dans ce cas, la
formeϕ′ est unique.


– Le corps normique d’une forme quadratique totalement singulière non
nulleϕ, qu’on noteNF (ϕ), est le corpsF 2(αβ | α, β ∈ DF (ϕ)), oùDF (ϕ)
est l’ensemble des scalaires deF ∗ représentés parϕ. Le degré normique
de ϕ est l’entier [NF (ϕ) : F 2], on le notendegF (ϕ). Il est bien clair
queNF (ϕ) = NF (αϕ) pour tout scalaireα ∈ F ∗. Si ϕ est anisotrope
et 2n < dimϕ ≤ 2n+1, alorsndegF (ϕ) ≥ 2n+1, etndegF (ϕ) = 2n+1 si et
seulement siϕ est une quasi-voisine de Pfister. On renvoie à [2, Section 8]
pour plus de détails sur le degré normique.


– À uneF -forme bilinéaire non nulleB, on associe une suite de corps
et de formes bilinéaires(Bi, Fi)i≥0 comme suit:F0 = F etB0 = Ban, et
pour i ≥ 1, on prendFi = Fi−1(Bi−1) etBi = ((Bi−1)Fi


)an. La hauteur
deB est le plus petit entierh tel quedimBh ≤ 1. LorsquedimB0 ≥ 2,
alorsh ≥ 1 et la formeBh−1 est de hauteur1. D’après [9, Th. 4.1], il existe
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une uniqueFh−1-forme bilinéaire de Pfisterπ = 〈1〉b ⊥ π′ telle queBh−1


soit semblable àπ ouπ′ suivant quedimB est paire ou impaire. SidimB
est paire, alors on dira queB est de degréd oùdim π = 2d, sinon, on dira
queB est de degré0. La formeB est dite bonne s’il existe uneF -forme
bilinéaireC telle queπ ≃ CFh−1


. On renvoie à [9, 11] pour plus de détails
sur le déploiement des formes bilinéaires en caractéristique2, et pour des
résultats sur les formes bilinéaires de hauteur2.


3. RÉSULTATS PŔELIMINAIRES


SoientA un anneau commutatif,M un A-module libre de rang finin,
et Q uneA-forme quadratique surM . On dira queQ est diagonale s’il
existea1, · · · , an ∈ A tels queQ ≃ 〈a1, . . . , an〉. Pourϕ : A −→ A′


un homomorphisme d’anneaux, on noteQA′ la A′-forme quadratique sur
M ⊗A A


′ induite parQ.


L’assertion (1) de la proposition suivante se met en parall`ele avec un
résultat de spécialisation dû à Knebusch [4, Prop. 3.4].


Proposition 3.1. SoientK un corps de caractéristique2 muni d’une val-
uation discr̀ete,A l’anneau de la valuation,π une uniformisante, etU le
groupe des unit́es deA. On notek le corps ŕesiduel. SoientM un A-
module libre de rangm, et γ uneA-forme quadratique surM diagonale.
Soientu1, · · · , un ∈ U tels que:


– Pour touti ∈ {1, · · · , n}, il existevi ∈ M vérifiantγ(vi) = πui.
– La forme〈u1, · · · , un〉 soit anisotrope surk, où ui = ui + πA.


Alors, on a:
(1) id(γk) ≥ n.
(2) 〈πu1, · · · , πun〉 est une sous-forme deγ.


Preuve. On garde les mêmes notations et hypothèses que dans la proposi-
tion.


On affirme que leA-moduleN :=
∑n


i=1Avi est complété dansM ,
i.e., il existe unA-sous-moduleN ′ deM tel queM = N ⊕ N ′. Ceci
revient à montrer que leA-module quotientM/N est sans torsion. En
effet, soientm ∈ M et α ∈ A − {0} tels queαm ∈ N . Soient
α1, · · · , αn ∈ A tels queαm =


∑n


i=1 αivi. Sans perdre de généralités,
on peut supposer queα, α1, · · · , αn sont premiers entre eux. Comme
γ(αm) = α2γ(m) =


∑n
i=1 α


2
iπui, et que la forme〈u1, · · · , un〉 est


anisotrope, on a alors nécessairement queα ∈ U , ce qui implique que
m ∈ N .


Maintenant, considérons la forme quadratiqueϕ := 1
π
γ : N −→ A, et


soit vi = vi + πN pour i = 1, · · · , n. Soit ϕ : N/πN −→ k la forme
quadratique induite parϕ. Puisque〈u1, · · · , un〉 est anisotrope, on déduit
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que les scalairesϕ(vi) = ui sontk2-linéairement indépendants. Ainsi, les
vecteursvi sontk-linéairement indépendants dansN/πN , car la formeϕ
est diagonale et donc quasi-linéaire. CommeN est complété dansM , on
conclut que les vecteursvi + πM sontk-linéairement indépendants dans
M/πM . D’une part, ceci permet d’avoir l’assertion (1) carγk est quasi-
linéaire etγk(vi + πM) = 0 pour touti = 1, · · · , n. D’autre part, on
déduit que lesvi sontA-linéairement indépendants dansM . CommeN est
complété dansM , l’assertion (2) s’en déduit.


De la proposition 3.1, on obtient les deux corollaires suivants.


Corollaire 3.2. SoitR = F [t1, · · · , tn] l’anneau des polyn̂omes surF en
les variablest1, · · · , tn. Soientγ uneF -forme quadratique totalement sin-
gulière, etp ∈ R un polyn̂ome irŕeductible. On noteK etFp les corps des
fractions deR etR/(p), respectivement. Soientu1, · · · , un ∈ R non divisi-
bles parp tels que laK-forme quadratiqueγK représentepu1, · · · , pun, et
que〈u1, · · · , un〉 soit anisotrope, òu ui = ui + (p). Alors,id(γFp


) ≥ n.


Preuve. Soit V le F -espace vectoriel sous-jacent àγ. Soit A l’anneau
de la valuationp-adiquev deK. Le corps résiduel dev est isomorphe à
Fp. Puisquepu1, · · · , pun sont représentés par la forme quadratiqueγK , on
déduit, par [1, Cor. 3.4], quepui = γR(vi) pour certainsvi ∈ V ⊗F R,
1 ≤ i ≤ n. En particulier,pui = γA(vi), 1 ≤ i ≤ n. Par la proposition 3.1,
on déduit queid(γFp


) ≥ n.


Corollaire 3.3. On garde les m̂emes notations et hypothèses que dans le
corollaire 3.2. Si, de plus,p est unitaire etn ≥ [dim γ


2
], alors p est une


norme deγK , i.e.,γK ≃ pγK .


Preuve. Par le corollaire 3.2, et l’hypothèsen ≥ [dim γ


2
], la formeγ est


quasi-hyperbolique surFp. Puisquep est unitaire, on obtient queγK ≃ pγK
[8, Th. 1.1].


On rappelle un résultat de substitution.


Proposition 3.4. ([8, Cor. 2.4]) Soitϕ uneF -forme quadratique totalement
singulìere anisotrope qui représente un polyn̂omep ∈ F [t1, · · · , tn]. Si
c = (c1, · · · , cn) ∈ F n vérifiep(c) 6= 0, alorsp(c) ∈ DF (ϕ).


Corollaire 3.5. SoitF (t) le corps des fractions rationnelles en la variable
t. Soientϕ et ψ = 〈a1, · · · , an〉 desF -formes quadratiques totalement
singulìeres anisotropes telles queb 〈a1t2 + a2, a3, · · · , an〉 soit une sous-
forme deϕF (t) pour un certainb ∈ F ∗ (n ≥ 2). Alors,b 〈a1, a2, a3, · · · , an〉
est une sous-forme deϕ.


Preuve.On aa1+a2 6= 0 car〈a1, · · · , an〉 est anisotrope. Puisqueb(a1t2+
a2) ∈ DF (t)(ϕ), on déduit par la proposition 3.4 queba2 ∈ DF (ϕ) etb(a1+
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a2) ∈ DF (ϕ). Ainsi, ba1, ba2 ∈ DF (ϕ) carDF (ϕ) ∪ {0} est unF 2-espace
vectoriel. Commeba3, · · · , ban appartiennent aussi àDF (ϕ), on déduit
donc, queb 〈a1, · · · , an〉 est une sous-forme deϕ.


La proposition suivante concerne la réduction du degré normique après
passage à une extension deF . Elle a été déjà prouvée pour une extension
donnée par le corps de fonctions d’une quadrique [2, Section 8].


Proposition 3.6. Soientp ∈ F [t1, · · · , tn] irr éductible etϕ uneF -forme
quadratique totalement singulière. SoitFp le corps des fractions de
F [t1, · · · , tn]/(p). Si ndegFp


(ϕFp
) < ndegF (ϕ), alors p est inśeparable


et ndegFp
(ϕFp


) = 1
2
ndegF (ϕ). (p inséparable signifie que∂p/∂ti = 0


pour touti.)


Preuve. Avec les mêmes notations que dans la proposition, l’extension
Fp/F est donnée par une extension transcendante pure suivie d’une exten-
sion séparable si et seulement sip 6∈ F [t21, · · · , t


2
n] (i.e., p est séparable);


auquel cas, des éléments2-indépendants surF restent2-indépendants
sur Fp, ce qui montre que le degré normique ne change pas. Sip ∈
F [t21, · · · , t


2
n], alorsFp = E(α) avecE/F séparable etα2m ∈ E pour


un certain entierm ≥ 1. Comme pour tousc1, · · · , cr ∈ F , on a
[F 2(c1, · · · , cr) : F 2] = [E2(c1, · · · , cr) : E2] = δ[F 2


p (c1, · · · , cr) : F 2
p ]


avecδ = 1 ou2, on déduit que le degré normique ne peut se réduire que de
moitié après extension àFp.


Le lemme suivant permet de relever une isométrie entre deuxformes
quadratiques totalement singulières en une isométrie entre deux formes
bilinéaires qui leur sont associées.


Lemme 3.7.SoientB uneF -forme bilińeaire etC = 〈a1, · · · , an〉 uneF -
forme quadratique anisotrope. Alors, on aéquivalence entre:
(1)C est une sous-forme dẽB.
(2) La forme bilińeaire〈b1, · · · , bn〉b est une sous-forme deB, où pour tout
1 ≤ i ≤ n, bi = ai +


∑i−1
k=1 x


2
i,kak pour certainsxi,1, · · · , xi,i−1 ∈ F (lire


b1 = a1).


Preuve. (2) =⇒ (1) On utilise l’isométrie〈a, b〉 ≃ 〈a, a + b〉 pour tous
a, b ∈ F .


(1) =⇒ (2) SoitV l’espace sous-jacent àB. PuisqueDF (C) ⊂ DF (B),
il existevi ∈ V tel queB(vi) = ai pour tout1 ≤ i ≤ n. PuisqueC est
anisotrope, les scalairesa1, · · · , an sontF 2-linéairement indépendants, ce
qui implique que les vecteursv1, · · · , vn sontF -linéairement indépendants.
On complète ces vecteurs en une base{v1, · · · , vdimB} deV . Maintenant,
en appliquant le procédé de Gram-Schmidt aux vecteursv1, v2, · · · relative-
ment àB, on obtient la conclusion désirée.
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4. PREUVE DU THÉORÈME 1.1.


Soit γ uneF -forme bilinéaire d’Albert anisotrope telle quendegF (γ̃) =
16. SoitB uneF -forme bilinéaire anisotrope de dimensionn ≥ 2. Posons
B = 〈a1, a2, · · · , an〉.


4.1. Supposons quẽB ne soit pas semblablèa une quasi-forme de Pfis-
ter de dimension4. Si B̃ est semblable à une sous-forme deγ̃, il est clair
alors queγF (B) est isotrope. Réciproquement, supposons queγF (B) soit
isotrope. On va montrer quẽB est semblable à une sous-forme deγ̃. On
supposen ≥ 4 car le théorème a été prouvé dans [10, Prop. 1.5] lorsque
n ≤ 3.


(A) Supposons qu’on aitn = 4. On sait que le corpsF (B) est isomorphe
à F (t)(〈a1t2 + a2, a3, · · · , an〉b). D’après [10, Prop. 1.5], l’isotropie de
γF (t) surF (t)(〈a1t2 + a2, a3, a4〉b) implique l’isométrie suivante:


(Iso 1) γ̃F (t) ≃ f
〈
a1t


2 + a2, a3, a4
〉
⊥ 〈f1, f2, f3〉


pour f, f1, f2, f3 ∈ F [t] convenables sans facteurs carrés. Notre but est
de se ramener à une isométrie avec un polynômef de degré0. Ce qui
impliquera, par le corollaire 3.5, quẽB est semblable à une sous-forme de
γ̃.


Supposons quedeg(f) > 0. Soientp ∈ F [t] un facteur irréductible
unitaire def , etg = f


p
.


On andegF (B̃) = 8 puisqueB̃ n’est pas une quasi-voisine de Pfister.
CommeNF (B̃) = F 2(a1a2, a1a3, a1a4), la proposition 3.6 implique donc,
que l’une au moins des trois formes quadratiques〈a1, a2, a3〉, 〈a1, a2, a4〉 et
〈a1, a3, a4〉 reste anisotrope surFp.


(a) Supposons que〈a1, a2, a3〉 reste anisotrope surFp. La même preuve
qu’on va donner s’appliquera aussi pour la forme〈a1, a2, a4〉 puisque les
scalairesa3 et a4 jouent un rôle symétrique dans (Iso 1). Le lemme 3.7 et
l’isométrie (Iso 1) impliquent:


(Iso 2) γF (t) ≃ f
〈
a3, g


2
1(a1t


2 + a2) + g22a3, r1
〉
b
⊥ 〈r2, r3, r4〉b


avecr1 = h21a3 + h22(a1t
2 + a2) + h23a4 et g1, g2, r2, r3, r4, hj ∈ F [t]. On


peut supposer queg1, g2 sont premiers entre eux, et quer2, r3, r4 sont sans
facteurs carrés.


Le polynômep ne divise pasg21(a1t
2+a2)+g


2
2a3 car la forme〈a1, a2, a3〉


est anisotrope surFp, et queg1 et g2 sont premiers entre eux. On note
∂1 : W (F (t)) −→ W (Fp) le premier homomorphisme résiduel pour la
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valuationp-adique deF (t). Posonsr1 = pǫs avecǫ ∈ N et s ∈ F [t] non
divisible parp. On discute sur la parité deǫ.


(i) Supposons queǫ soit pair. Puisquedet γ = 1, on est ainsi dans l’un des
deux cas suivants:


(i.1) Cas oùp divise un seul polynôme parmir2, r3, r4, disonsr2. Dans
ce cas, on obtientγFp


∼ ∂1(γF (t)) ∼ 〈r3, r4〉b. Puisque le déterminant deγ
est trivial, on déduit queγFp


∼ 0. Ainsi, p est une norme deγF (t) [4, Th.
4.2].


(i.2) Cas oùp divise les trois polynômesr2, r3, r4. Comme dans le cas
(i.1), on obtient queγFp


∼ 0, et doncp est une norme deγF (t).


(ii) Supposons queǫ soit impair. Toujours en raison de la trivialité du
déterminant deγ, on est dans l’un des deux cas suivants:


(ii.1) Cas oùp divise deux polynômes parmir2, r3, r4, disonsr2 et r3.
Dans ce cas, on obtientγFp


∼ ∂1(γF (t)) ∼ 〈gs, r4〉b. Comme dans le cas
(i.1), on déduit quep est une norme deγF (t).


(ii.2) Cas oùp ne divise pas les polynômesr2, r3, r4. Dans ce cas, on
obtient


γFp
∼ ∂1(γF (t)) ∼ 〈gs, r2, r3, r4〉b .


La formeD := 〈gs, r2, r3, r4〉b est de déterminant trivial.
– SiD est isotrope, alors elle est métabolique, ce qui implique queγFp


∼
0. Ainsi, p est une norme deγF (t).


– SiD est anisotrope, alors on affirme queNFp
(γFp


) ⊂ DFp
(D̃) ∪ {0}.


Pour le prouver, il suffit de vérifier queDF (γ) ⊂ DFp
(D̃). Soita ∈ DF (γ).


Par l’isométrie (Iso 2), on a:


(1) aH2 = f(a1F
2
1 + a2F


2
2 + a3F


2
3 ) + gsG2


1 +
4∑


i=2


riG
2
i


pourH,Fi, Gj ∈ F [t] convenables, qu’on suppose premiers entre eux. En
passant modulop dans la dernière relation, on obtient:


(2) aH
2
= gsG1


2
+


4∑


i=2


riGi
2
.


Si p diviseH, alorsp divisera les polynômesG1, G2, G3, G4 du fait queD
est anisotrope. Ainsi, par la relation (1),p2 diviseraf(a1F 2


1 +a2F
2
2 +a3F


2
3 ),


et donc p divisera g(a1F 2
1 + a2F


2
2 + a3F


2
3 ). Comme 〈a1, a2, a3〉 est


anisotrope surFp, alors on obtiendra queF1, F2, F3 sont divisibles parp,
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une contradiction avec l’hypothèse que les polynômesH,Fi, Gj sont pre-
miers entre eux. Ainsi,p ne divise pasH. Par conséquent, par la relation
(2), a ∈ DFp


(D̃).


Donc, ndegFp
(γ̃) ≤ ndegFp


(D̃) = 4. Mais ceci est impossible par la
proposition 3.6 carndegF (γ̃) = 16.


Par conséquent, dans tous les cas,p est une norme deγF (t). Ceci implique
par l’isométrie (Iso 2):


γF (t) ≃ g
〈
a3, g


2
1(a1t


2 + a2) + g22a3, r1
〉
b
⊥ 〈pr2, pr3, pr4〉b .


En reprenant la forme quadratiqueγ̃F (t), on obtient:


(Iso 3) γ̃F (t) ≃ g
〈
a1t


2 + a2, a3, a4
〉
⊥ 〈pr2, pr3, pr4〉 .


(b) Supposons que〈a1, a3, a4〉 soit anisotrope.Alors, l’isométrie (Iso 1) et
le lemme 3.7 impliquent:


γF (t) ≃ f
〈
a3, l


2
1a3 + l22a4, s1


〉
b
⊥ 〈s2, s3, s4〉b ,


où s1 = m2
1a3 + m2


2a4 + m2
3(a1t


2 + a2) pour certainsli, mj ∈ F [t]. On
peut supposer quel1 et l2 sont premiers entre eux. Ainsi, le polynômep ne
divise pasl21a3 + l22a4 puisque〈a1, a3, a4〉 est anisotrope surFp. On reprend
alors le même argument que dans le cas (a) en remplaçant lesri par lessi,
et le polynômeg21(a1t


2 + a2) + g22a3 parl21a3 + l22a4. On obtient alors:


(Iso 4) γ̃F (t) ≃ g
〈
a1t


2 + a2, a3, a4
〉
b
⊥ 〈ps2, ps3, ps4〉b .


Maintenant, qu’on a (Iso 3) ou (Iso 4), et sideg(g) > 0, on prend un
facteur irréductible unitaireq de g, et on reprend pourg et q l’argument
qu’on vient de faire pourf et p. Ainsi de suite, en continuant le procédé,
on peut supposer dans l’isométrie (Iso 1) que le polynômef est de degré0.


(B) Supposons qu’on aitn = 5. On andegF (B̃) ≥ 8 car dimB > 4.
On vérifie sans difficultés quendegF (t)(〈a1t


2 + a2, a3, a4, a5〉) = 8. Par
conséquent,〈a1t2 + a2, a3, a4, a5〉 n’est pas une quasi-voisine de Pfister.
Par le cas (A), l’isotropie deγF (t) surF (t)(〈a1t2 + a2, a3, a4, a5〉b) implique
l’isométrie suivante


γ̃F (t) ≃ f
〈
a1t


2 + a2, a3, a4, a5
〉
⊥ C,


pourf ∈ F [t] sans facteur carré, etC uneF (t)-forme quadratique de di-
mension2.


(i) Si deg(f) = 0, alors on déduit, par le corollaire 1.2, quẽB est sem-
blable à une sous-forme dẽγ.







10


(ii) Supposonsdeg(f) > 0. Soit p un facteur irréductible unitaire def .


PuisquendegFp
(
〈
a1t2 + a2, a3, a4, a5


〉
) ∈ {4, 8}, il existe trois éléments


b1, b2, b3 parmi a3, a4, a5 et a1t2 + a2 tels que la forme
〈
b1, b2, b3


〉
soit


anisotrope surFp. Commef 〈b1, b2, b3〉 est une sous-forme dẽγ de di-
mension3 ≥ dim γ


2
, on obtient, par le corollaire 3.3, quep est une norme de


γ̃. Ceci est vrai pour tout facteur irréductible unitaire def . Par conséquent,
il existea ∈ F ∗ tel quea 〈a1t2 + a2, a3, · · · , an〉 soit une sous-forme dẽγ.
Par le corollaire 3.5,̃B est semblable à une sous-forme deγ̃.


(C) Supposons qu’on aitn = 6. Par le cas (B), l’isotropie deγF (t) sur
F (t)(〈a1t


2 + a2, a3, a4, a5, a6〉b) implique queh 〈a1t2 + a2, a3, a4, a5, a6〉
est une sous-forme dẽγF (t) pour un certainh ∈ F [t] sans fac-
teurs carrés. On andegF (t)(〈a1t


2 + a2, a3, a4, a5, a6〉) ≥ 8. Ainsi,


ndegFp
(
〈
a1t2 + a2, a3, a4, a5, a6


〉
) ≥ 4. Ainsi, il existe trois éléments


c1, c2, c3 parmi a3, a4, a5, a6 et a1t2 + a2 tels que la forme〈c1, c2, c3〉 soit
anisotrope surFp. On finit la preuve comme dans le cas (B)-(ii).


(D) Supposons qu’on aitn > 6. Soit C = 〈b1, · · · , b7〉 une sous-forme
deB de dimension7. Par [1, Cor. 7.20],γ est isotrope surF (C). En
particulier,γF (t) est isotrope surF (t)(〈b1t2 + b2, b3, · · · , b7〉b). Par le cas
(C), k 〈b1t2 + b2, b3, · · · , b7〉 est une sous-forme deγF (t) pour un certain
k ∈ F [t] sans facteurs carrés. On andegF (t)(〈b1t


2 + b2, b3, · · · , b7〉) ≥
8. Le même procédé que dans les cas (B)-(ii) et (C) montre qu’on peut
supposerk de degré0, et par conséquent〈b1, · · · , b7〉 est semblable à une
sous-forme deγ, ce qui n’est pas possible en raison de la dimension.


4.2. Supposons queB̃ soit semblableà une quasi-forme de Pfister de
dimension4. SoitC une sous-forme deB de dimension3. Alors, C̃ et B̃
sont des quasi-voisines d’une même quasi-forme de Pfister.Par conséquent,
BF (C) etCF (B) sont isotropes [7, Cor. 2.5(2)]. SiγF (B) est isotrope, alors
γF (C) l’est aussi carBF (C) est isotrope [1, Cor. 7.20]. D’après [10, Prop.
1.5], C̃ est semblable à une sous-forme deγ̃. Réciproquement, sĩC est
semblable à une sous-forme deγ̃, alorsγF (B) est isotrope du fait queCF (B)


l’est également.
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