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UBUNGSBLATT 11

Aufgabe 1. Wir betrachten die Grofie A(t) der Fischpopulation eines Sees.

Die Anfangspopulation (zum Zeitpunkt ¢ = 0) bestehe aus fiinf Fischen. Langfristig stabili-
siere sich die Grofle der Population bei 120 Fischen. Zu Beginn sei das Wachstum A’(0) = 7.

Wir betrachten nun zwei verschiedene Modelle:

(a) Die Populationsentwicklung verlduft geméf einer Bertanlanffy-Funktion
A(t)=B — (B — Ap)-e ™,
wobei 0 < Ag < B und k£ > 0.

(b) Die Populationsentwicklung verlduft geméafl einer (verschobenen) Michaelis-Menten-
Funktion 5.t
Alty= —— + A

wobei B, K, Ay > 0.

Zu welchem Zeitpunkt hat sich bei den beiden Modellen die Populationsgrofie (im Vergleich
zum Beginn) vervierfacht?

Zeichnen Sie die Funktionen in ein Koordinatensystem ein!

Aufgabe 2. Gegeben seien folgende Daten einer Populationsgrofie P(¢) in Abhéngigkeit
von dem Zeitpunkt ¢:

t | 5] 4|3 | 2] -1
P(t) | 0,06 | 0,11 [ 0,20 | 0,35 | 0,60 | 1,

| 1] 213 | 415
0] 1,57 2,27 3,01]3,67|4,17

0
0

Verlauft die Populationsentwicklung eher nach einer (vertikal verschobenen) Michaelis-
Menten-Funktion oder eher nach einer logistischen Funktion? Warum?

Hinweis: Tragen Sie die Daten in ein Koordinatensystem ein! Durch den Funktionsverlauf kann einer der
beiden Fille explizit ausgeschlossen werden. Die Frage ist nun: Welcher Fall ist das, und woran sieht man
das?

(Bitte wenden!)
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass man jede logistische Funktion

B

[ R—=R, f(ﬂf):m,

B,k X>0,

als lineare Skalierung des Tangens hyperbolicus

et —e™ "

tanh(m) = +—
et + e *

schreiben kann!

Hinweis: Gesucht sind also (in Abh#ngigkeit von den Parametern B, k, A fiir eine bestimmte Funktion f
der obigen Form) Zahlen a, b, ¢, d € R, so dass

a - tanh(bz + ¢) + d = f(x)

ist.

Aufgabe 4. Gegeben sei die Differentialgleichung

f'(t) =2-sen(f(t) - VI,
wobei sgn : R — {—1,0, 1} durch

1, fallsz >0
sgn(x) := 0, fallsz=0
—1, fallsz <0
definiert ist und | |: R — {y € R | y > 0} die Betragsfunktion mit

o] = x, fallsz >0
= —x, fallsz <0

ist.
Zeigen Sie, dass es unendlich viele Losungen fiir die Differentialgleichung mit dem Anfangs-
wert f(0) =0 gibt.

Zeigen Sie dazu, dass fiir jedes ¢ € R mit ¢ > 0 die Funktion

0, falls t < ¢
1) = { (t—¢)2, falls t > ¢

die Differentialgleichung erfiillt und auch f(0) = 0 gilt.
Zusatzfrage: Gibt es weitere Losungen der Differentialgleichung mit f(0) = 07
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