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Einleitung

Ein Kdcher @ = (Qo, @1, s,t) ist gegeben durch eine Punktmenge Qo, eine Pfeil-
menge Q1 und zwei Abbildungen s, : Q1 — o, die jedem Pfeil o € (1 seinen
Startpunkt s(o) und seinen Endpunkt t(c) zuordnen. Man nennt einen Kécher
sternformig, wenn er von folgender Form ist:

Ist @ ein Kocher, so nennt man D = (V}, Vi )ieqo,acq, €ine Darstellung des Ko-
chers, wenn alle V; Vektorrdume iiber einem fest gewdhlten Kérper K und alle
Vot Vi) = Via) lineare Abbildungen sind. Damit 1aft sich eine Darstellung
auffassen als ein Element in

[ Hom(Vi(a), Viw)-

acQq
Sei V' ein Vektorraum iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K und
(Vi)ieq, eine Menge von Untervektorrdumen von V. Eine Darstellung eines stern-
formigen Kochers @ wird Unterraumdarstellung genannt, wenn fiir alle o € )
fiir die Vektorrdume V) C Vi) gilt und V, die Inklusionsabbildung des Vek-
torraumes V(o) in den Vektorraum V(o) ist (vgl. auch Kapitel 1).

Im folgenden wird vorausgesetzt, dal )y eine endliche Menge und die Dimensio-
nen aller Vektorrdume V] fiir [ € @) iiber K endlich sind. Auf der Menge rep @)
der Darstellungen eines Kochers ) ist eine Funktion

dim : rep Q — Z @

gegeben, die jeder Darstellung ihren Dimensionsvektor zuordnet. Dabei wird
D = (Vi,Va)icgo,acq: abgebildet auf (dimg Vi)ieq,- Zwei Darstellungen D; =
(Vi Va)iego,acg, und Dy = (W), Wy)iego,0c0, €ines Kochers @ heiken isomorph,
wenn es fiir jeden Punkt [ € @)y einen Isomorphismus ¢; : V; — W; von Vektor-
rdumen gibt, so dak fiir alle o € Q)1 die entstehenden Diagramme

Vis(a) Yo Vi(a)

‘ps(a)l ‘pt(a)l

Wia) ST Wi
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kommutativ sind.

Ein Dimensionsvektor von Unterraumdarstellungen heifit wunterraumendlich,
wenn es zu ihm nur endlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellun-
gen gibt.

Im folgenden sei () ein sternférmiger Kécher. Man kann zeigen, dak jede Darstel-
lung D = (V}, Vo)iego,acq, des Kochers @, bei der die V,, fiir alle o € @y injektiv
sind, isomorph zu einer Unterraumdarstellung ist (vgl. Kapitel 2).

Jede Darstellung 148t sich nach Krull-Remak-Schmidt (vgl. [8], S. 441) als direkte
Summe von unzerlegbaren Darstellungen schreiben. Jede Unterraumdarstellung
lakt sich sogar als direkte Summe von unzerlegbaren Unterraumdarstellungen
schreiben (vgl. Kapitel 6). Die Dimensionsvektoren von Unterraumdarstellungen
sind somit Summen von Dimensionsvektoren von unzerlegbaren Unterraumdar-
stellungen.

Auf Z/9! ist eine quadratische Form ¢ definiert, die sogenannte Titsform (vgl.
Kapitel 5). Kac hat in [6] gezeigt, dak es fiir einen algebraisch abgeschlossenen

Kérper K zu d € N2°!
e keine unzerlegbare Darstellung mit Dimensionsvektor d gibt, wenn
q(d) > 1,

e hochstens eine Isomorphieklasse von unzerlegbaren Darstellungen mit
Dimensionsvektor d gibt, wenn ¢(d) = 1,

e keine oder unendlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren Darstellun-
gen mit Dimensionsvektor d gibt, wenn ¢(d) < 0.

Dieses Ergebnis wird bei der Klassifizierung der unterraumendlichen Dimensions-
vektoren benutzt.

Die unterraumendlichen Dimensionsvektoren sternférmiger Kocher entsprechen
den Tupeln von Kompositionen einer Zahl, die von endlichem Typ sind. Um den
Zusammenhang zu erklaren, wird zundchst noch eine Definition eingefiihrt:

Eine Fohne eines Vektorraumes V ist eine Kette
0=VCWic---CV,=V

von Untervektorriumen von V. Fiir einen Vektorraum V und ein Tupel
a=(ay,...,a,) € Nj sei £(a) = p und F1,(V) die Menge der Fahnen

F=(0=V()§V1§---§V;,=V)
von Untervektorraumen mit

dimg V;/Vj—1 = a;
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fiirj=1,...,p.
Man kann jedem k-Tupel

F:((OQVMQQVLPI:V),,(OQVMQng,pk:V))

von Fahnen eines Vektorraumes V' folgende Unterraumdarstellung eines sternfor-
migen Kochers zuordnen:

Vll—’ V12 Vl,prl
m»%~-wm£§§

wobei als Abbildungen die Inklusionsabbildungen der Vektorrdume gewihlt wer-
den. Umgekehrt liefert jede Unterraumdarstellung des Koéchers () ein Tupel von
Fahnen eines Vektorraumes. Die Tupel von Fahnen entsprechen also bijektiv den
Unterraumdarstellungen.

Die Gruppe GL(V) operiert auf F1,(V) durch

V:‘/vlvpl :‘/27p2 = ...:‘/;Cvpk’

Vie— Via -+ Vipe—1

* GL(V) x Flo(V) = Fl,(V)
gx(0=VCViC---CV,=V)
= (0=9(Vo) Cg(W1) C---Cg(Vp) =V).

Entsprechend operiert GL(V) auf dem Produktraum Fl,, (V) x ... x Fl, (V).

Es wird in Kapitel 2 gezeigt, dal zwei Tupel von Fahnen eines Vektorraumes V
genau dann in derselben Bahn unter der Gruppenoperation von GL(V') liegen,
wenn die zugehorigen Unterraumdarstellungen isomorph sind.

Ein Tupel a = (a1,...,a,) € Nj heift Komposition von n € Ny, wenn
2?21 a; = n gilt. Falls sogar a € N gilt, heiit a strikte Komposition von n.
In Kapitel 3 wird gezeigt, dal Tupel von Kompositionen einer Zahl n bijektiv
den Dimensionsvektoren von Unterraumdarstellungen eines Vektorraumes der Di-
mension n entsprechen.

Auf ZPr-+Pk kann man ebenfalls eine quadratische Form g definieren (siehe Ka-
pitel 5). Fiir ein Tupel von Kompositionen einer Zahl nimmt die quadratische
Form g denselben Wert an wie die quadratische Form ¢ fiir den zugehorigen Di-
mensionsvektor von Unterraumdarstellungen.
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Eine allgemeine Fragestellung ist, unter welchen Bedingungen es fiir eine Grup-
penoperation G x X — X mit einer Gruppe G auf einer Menge X nur endlich viele
Bahnen gibt. Bisher konnte dies nur in wenigen Fillen geklart werden. Die Lésung
fir den Fall G = GL(V) und X = Fl,, (V) x ... x Fla (V) wurde durch Magyar,
Weyman und Zelevinsky in [9] gegeben. Dazu wird folgende Definition eingefiihrt:
Ein k-Tupel (ay, ... ,ax) von Kompositionen einer Zahl heift von endlichem Typ,
wenn die Gruppe GL(V') nur endlich viele Bahnen in Fl,, (V) x...x Fl, (V) hat.
Ein Tupel von Kompositionen einer Zahl ist genau dann von endlichem Typ,
wenn der zugehorige Dimensionsvektor unterraumendlich ist (vgl. Kapitel 2).

Das Thema dieser Arbeit ist (wie in [9]) die Klassifikation der Tupel von Kom-
positionen einer Zahl, die von endlichem Typ sind, und damit die Klassifikation
der unterraumendlichen Dimensionsvektoren. Es wird ein vollstdndiger Beweis
fiir die Klassifikation der Tupel von Kompositionen einer Zahl, die von endlichem
Typ sind, geliefert.

Zunichst kann man sich bei der Klassifikation der Tupel auf Tupel von strikten
Kompositionen beschrianken:

Ist eine Komposition a = (a1, ... ,ap) einer Zahl mit a; = 0 fiirein j € {1,... ,p}
und eine Fahne F = ({0} =V, C Vi C ... CV, =V) € Fl,(V) gegeben, so gilt
Vi_1 = Vj. Also kann man die Fahne auch als Element in Fl, (V') mit

,u_
a = (al,... s Aj—1, Qj41, - - - ,CLp)

auffassen, indem man V; in der Kette der Unterrdume streicht.

Weiterhin muf man nur 7ripel von strikten Kompositionen betrachten. Denn ist
ein Kocher mit vier oder mehr Armen gegeben, so gibt es zu einem Dimensions-
vektor d von Unterraumdarstellungen des Kéchers unendlich viele Isomorphie-
klassen, wenn er an mindestens vier Armen strikt aufsteigend ist. Das liegt daran,
da man in diesem Fall den gegebenen Dimensionsvektor als eine Summe von

1
|
dl = ]_ - 2 - ]_

|

1
und einem weiteren Dimensionsvektor d2 von Unterraumdarstellungen schreiben
kann. (Gegebenenfalls ist d; durch Nullen zu ergénzen.) Da es zu d; unendlich
viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen gibt, gibt es auch zu d un-
endlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen (vgl. Kapitel 7). Ist
eine einzelne Komposition a einer Zahl n bzw. ein Paar (a, b) von Kompositionen
einer Zahl n gegeben, so kann man daraus durch Bildung von ((n), (n),a) bzw.

((n),a,b) ein Tripel von Kompositionen von n erzeugen. Das Tripel ist genau
dann von endlichem Typ, wenn (a) bzw. (a,b) von endlichem Typ ist.
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Eine explizite Beschreibung der Tripel von strikten Kompositionen einer Zahl, die
von endlichem Typ sind, liefert der folgende Satz (vgl. [9], S. 2), dessen Beweis
in Kapitel 8 gegeben wird.

Satz. Fin Tripel (a,b,c) strikter Kompositionen einer Zahl n mit f(a) = p <
£(b) = q < £(c) = r ist von endlichem Typ genau dann, wenn es einer der
folgenden Bedingungen gendtigt:

(AlLT) (paQ:r) = (1,Q7T)7 ]- S q S r

(Dy12) (pyq,7)=1(2,2,7),2<r

(Eﬁ) (p>Q>T) - (2’373)

(E7) (p>Q>T) = (2’374)

(EB) (p,q,?“) - (2737 5)

(B\%)  (p,g,m) =(2,3,1), 3 <7, min(a) =
(BYs)  (p.a,7) =(2,3,7), 3<r, min(b) = 1
(Sgr)  (pyg,7) =(2,¢,7), 2 < ¢ <7, min(a) =

Die ersten Fille in diesem Satz beschreiben die Situation, dafs der zugehorige
Kocher ein Dynkin-Kdocher, also von der Form A,,, D5, Es, E; oder Eg ist.
Da es in diesen Fillen nur endlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren
Darstellungen gibt, muf das Tripel von endlichem Typ sein. In den anderen Féllen
wird durch die Bedingungen an die Lénge der Arme und die Dimensionsspriinge
entlang der Arme sichergestellt, dalt man bei einer Unterraumdarstellung mit
einem Dimensionsvektor dieser Form keine Unterraumdarstellung mit einem der
kritischen Dimensionsvektoren von Eg, E; oder Eg abspalten kann, zu denen es
unendlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen gibt (vgl. [3]). Zu
zeigen ist dann noch, daf die Tripel von Kompositionen in den Féllen (ET(Z?E,)),

(Eﬁ%) und (S,,) tatsichlich von endlichem Typ sind. Dies geschieht mit Hilfe

der quadratischen Form g, die in diesen Fillen positiv ist.
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1 Grundlagen und Notationen

1.1 Notationen

In der gesamten Arbeit sei vorausgesetzt, dafl K ein algebraisch abgeschlossener
Korper und V' ein Vektorraum der Dimension n iiber dem Korper K ist.

Mit N wird die Menge {1,2,3,...} der natiirlichen Zahlen und mit Ny, die Menge
{0,1,2,3,...} bezeichnet.

Die Komposition zweier Abbildungen f: X — Y und ¢:Y — Z wird mit go f
bezeichnet.

Die Vektoren in den auftretenden Vektorrdumen werden als Spaltenvektoren ge-
schrieben. Darstellende Matrizen zu linearen Abbildungen werden von links an
die Vektoren multipliziert. Sind U, V und W Vektorrdume iiber einem Korper K
und haben die linearen Abbildungen f: U — V und g : V — W die darstellen-
den Matrizen A und B bzgl. fest gewihlter Basen von U, V und W, so hat die
Komposition go f : U — W die darstellende Matrix BA bzgl. der Basen von U
und W.

Fir a = (ay,...,ap) € ZP wird der Ausdruck
min a;
1<j<p

zur Abkiirzung mit min(a) bezeichnet.
1.2 Fahnenvarietiten und Unterraumdarstellungen
Im folgenden sei QQ = @y, ,... p, €in sternformiger Kocher mit k£ Armen:

(111) (1a2) (lapl - 1)

e ——» o

(251) (252) (2,132 _x\
\

° (1,p1) = (2,p2) == (kapk‘)

/

k1) (62 (ko)
Im folgenden seien a; € NPi fiir 4 = 1,... ,k und a € N gegeben.

Wir definieren nun eine Abbildung F von Fl,, (V') x...xFl, (V) in die Kategorie
rep Q der Darstellungen des Kochers Q) auf folgende Weise:
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Ein Element F' € Fl,, (V) x ... x Fl, (V) hat die Form
F=(0CViC--CVip=V),..., (0CVia C--- CVip, =V)).

Diesem wird die folgende Darstellung F(F') zugeordnet, wobei die Abbildungen
tiji © Vij; — Vij+1 durch die Inklusionsabbildungen der Vektorrdume gegeben

sind:
Vii— Vig -+ Vip1
Vor— Vo - Vz,pzlk

Vit Viz -+ Vg

V:‘/vlvpl :‘/2;?2 = "':‘/;Cvpk'

Diese Darstellung ist eine Unterraumdarstellung. Umgekehrt erhélt man auch fiir
jede Unterraumdarstellung eines Kochers @), .. », ein k-Tupel von Fahnen eines
Vektorraumes.
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2 Bahnen in Fahnenvarietaten und Isomorphie von
Unterraumdarstellungen

Satz 2.1. Zwei Tupel von Fahnen liegen genau dann in einer Bahn unter der
Gruppenoperation von GL(V'), wenn die dazugehirigen Unterraumdarstellungen
1somorph sind.

Beweis. Seien
F=(0CViiC--CVip=V),...,(0C Vs C-++ CVjp, =V))
und
E=(0CWyC--CWip=V),...,(0C Wy C-++ CWyp, =V))

zwei Elemente in Fl,, (V) x...xFl, (V), die in einer Bahn der Gruppenoperation
der GL(V) liegen. Dann existiert ein g € GL(V), so dak fiir alle j; = 1,... ,p;
und alle s =1,... , k die Beziehung

gilt.
Alle Diagramme

Ligg

I

g(V;,ji) . g(‘/;7ji+1)

0,43

sind kommutativ, weil fiir alle v € V;;,, fir alle j; = 1,... ,p; — 1 und fiir alle
1=1,...,k die Gleichung

9(ij;(v)) = g(v) = ¢; ;,(9(v))
erfiillt ist.

Seien nun umgekehrt D; und Dj zwei isomorphe Unterraumdarstellungen von V.
Dann existieren nach Kapitel 1.2 zwei Tupel F; und F5 von Fahnen des Vektor-
raumes V mit der Eigenschaft, dak D; = F(F}) und Dy = F(F,) gilt.

Da die Unterraumdarstellungen isomorph sind, existiert fiir jeden Punkt (3, j;)

ein Isomorphismus ¢; j, : Vi ;; = V/; , so dak die Diagramme
Lij;

Vijs — Viji+1

Pij; l ‘pi,ji+ll

! !
‘/;ajz A ‘/;7.71“1‘1

©,J5
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kommutativ sind.

Firallev e Vj;;, firalle j; =1,... ,p; — 1 und fir alles =1,... , k gilt
Pijir1 (V) = Qi1 (L (v) = 45 (003 (V) = @i (V). (2.1)

Wahlt man jetzt g := ¢;,, € GL(V), so gilt fiir alle j; = 1,...,p; — 1 und fiir
alle2 =1,...,k die Beziehung

(2.1)

(Das i ist beliebig, da Vi, = ... =Vj, und Wy, =---=Wy,,.) O

Satz 2.2. Jede Darstellung D = (V},Vy)icgo.acq, €ines sternformigen Kdchers
Q, bei der die V,, fiir alle a € Q) injektiv sind, ist isomorph zu einer Unterraum-
darstellung des Kdchers.

Beweis. Eine Darstellung eines sternformigen Kochers mit injektiven Abbildun-
gen ist von folgender Form:

Vie— Vi -+ Vigis
Var— Vi -+ V21¥

Da alle ¢; 5, : Vij; = Vijig1 fir j; =1,...,p;, —1und 7 = 1,... , k injektiv sind,
gilt

V:VLPI :‘/2,;02 = :‘/;C;pk

Vie— Via -+ Vip1

Vigs Z tipi—10... 05 (Vig)
firalle ; =1,... ,p; —lund allez=1,... k.

Wihlt man als Isomorphismen an den Stellen (4, 7;) mit j; = 1,... ,p; — 1 und
1=1,...,k die Abbildungen

Gigi + Vigi = tipim1 0.0 L (Vi)
V> Lip; 10201 5(v)

und an der Stelle (1,p;) = --- = (k, px) die Abbildung

Olpr == Php, V-V
vV,
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so erhélt man als Bild der Darstellung eine Unterraumdarstellung, die zur gege-
benen Darstellung isomorph ist, da

0C tip—10--.061(Vin) . Clip1(Vip—1) CV

fiir alle s = 1,... , k gilt und die entstehenden Diagramme

Lig,
Viji Vijit1

(Pi,jil \L‘Pi,ji-i-l

Lipi—1 © - 0 i (Vigi) ——= tipi10 - 0 bijjir1(Vigien)

offensichtlich kommutativ sind. O
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3 Tupel von Kompositionen einer Zahl und Dimen-
sionsvektoren von Unterraumdarstellungen

Fiir ein Tupel a = (a1, ... ,a,) € ZP sei

2

1+"‘+a2

al—ai++ay [’ =a :

Mit Cp,.. p, (bzw. Dy, ) wird die additive (Halb-)Gruppe aller k-Tupel
(az,...,ax) von Tupeln (bzw. Kompositionen) bezeichnet, fiir die

(E(al), e ,E(ak)) = (pl, S ,pk) und \a1| =...= |ak| gllt

D(rep Q) bzw. D(repiy; Q) seien die additiven Halbgruppen der Dimensionsvek-
toren von Darstellungen bzw. Unterraumdarstellungen von Q).

Die Tupel von Kompositionen seien im folgenden in der Reihenfolge

(L,1D),...,(,p1)y-- 5 (K, 1), ..., (k,pr))
und die Dimensionsvektoren der Unterraumdarstellungen in der Reihenfolge
(LD),...,(L,pr=1),...,((k,1),...,(k,pr — 1)), (k, px)
durchnumeriert.

Ein Dimensionsvektor d = ((di1,... ,dip,—1);--- 5 (dk1s-- - , Ak pp—1), dip,) ent-
spricht also

dip— dig =+ dip, 1

dgl— d22 st d2,p2 1 k
d ’pk

dpi—— dgo -+ dipp—1

Satz 3.1. Die Abbildung

o Cppe = 71—+ (pr—1)+1

(a1, ..., al,ju--- iy )y s Aty ey Qhjps - - - s ak,pk))
p1—1 pr—1

CLH,.. E CL1],..., E alj),... A1y - - - E ak], E ak] E ak]
=1

st bigektiv und hat folgende Figenschaften:
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e o ist additiv, d. h.

0-((a1a"' 1ak) + (bla"' 7bk)) = O-(ala"' 7ak) +G(b17"' abk)
fir alle (ay,...ax), (b1,... ,bx) € Cpy .. 1y

(al, - ,ak) € Dpl,---,lik = a(al, .. ,ak) € D(repinj Q)

Beweis. Die Umkehrabbildung wird durch

Y A (O
((dity o ydipi=1)s- ey (drty oy dipr—1), dipy.)
= ((dll, s ’dl,plfl - dl,Pl*Qﬂ dkapk - dl,;ﬂl*l)ﬂ cee

(dkl’ cte ’dk7pk_1 - dkapk_Q’ dkapk - dkapk_l))
gegeben.
(3.1) ist erfiillt, denn es gilt

0'((81,... ,ak)+(b1,... ,bk)) :a(al+b1,... ,ak+bk)

p1—1 pk—l

12

(3.1)

(3.2)

= ((a1x + b, -- -, Z(alj +015))s -+ (akr + g,y - - - Z(akj + bij)),

j=1 j=1
Pk
> (ak; + biy)
7j=1
p1—1 pr—1
= ((0,11,... ,Zalj),... akj,.. Zak] Zak]
7j=1
p1—1 pr—1

+ ((blla-":zblj)a bk];" Zbk] Zbk]
j=1

= o(al,... ,ak)+0'(b1,... ,bk)

(3.2) ist erfiillt, weil die Dimensionsvektoren von Unterraumdarstellungen entlang
der Arme aufsteigend sind und alle Eintrage in Tupeln von Kompositionen in Ny

liegen.

O

Mit a,eq wird die reduzierte Komposition einer Zahl bezeichnet. Das ist die Kom-
position die man durch Entfernen der Komponenten a; aus a mit a; = 0 unter

Beibehaltung der Reihenfolge der {ibrigen Komponenten erhélt.

N, 4 sei die Menge {(a,b,¢) € Dy 4,|(ared, Bred; Crea) = ((1%), (1%), (13)) oder

((22), (1%), (1%) oder ((3%), (2%), (19))}-
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Bemerkung. Die Tripel von reduzierten Kompositionen, die in N, ,, liegen,
entsprechen den kritischen Dimensionsvektoren von Eg, E; und Eg. Zu diesen
gibt es unendlich viele Isomorphieklassen von Unterraumdarstellungen (vgl. [3]).

Definition 3.1. Ein Tupel (ay, ... ,ay) strikter Kompositionen einer Zahl heifst
von endlichem Typ, wenn die Gruppe GL(V) nur endlich viele Bahnen in
Fla, (V) x -+ x Fl, (V) hat.

Nach Satz 2.1 und (3.2) ist das dquivalent dazu, daf der zugehoérige Dimensions-
vektor unterraumendlich ist.
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4 Dimensionsformeln fiir Fl,, (V) x --- x Fly (V)

4.1 Berechnung der Dimension von Fl,(V)

Das folgende Lemma findet man z.B. in |2]|, S. 69. Hier wird ein kurzer Beweis
fiir die Behauptung gegeben.

Lemma 4.1. Fir einen topologischen Raum (X, X) sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

1. X st irreduzibel, d. h., fir je zwei abgeschlossene Teilmengen Aq, Ay ; X qilt
A1 UAy # X.

2. Jede offene Teilmenge O # () ist dicht in X.
3. Fiir je zwei offene Teilmengen O, 0y # O gilt
01N Oy £ 0.

Beweis. Zu zeigen ist nur die Aquivalenz von 2. und 3., da 1. die zu 3. duale
Aussage ist.

3. = 2. (mit Kontraposition):

Wenn 2. nicht erfiillt ist, gibt es eine offene Menge () # O € X mit O ; X.
Dann gilt f # (X\O) € X, da O abgeschlossen ist.

Es gilt (X\O)NO C (X\O)NO =19.

Es existieren also zwei nicht-leere, offene Mengen O; := O und O, := (X\O) mit

01002:(2).

2. = 3.:

Fiir alle ) # O € X gelte O = X.

Seien ) # 01,0, € X. Dann gilt O; N Oy € X, und somit O; N Oy = X. Daraus
folgt, da O N Oy # 0. ]

Definition 4.1. Die Zariski- Topologie ist die Topologie auf K™, die man erhélt,
wenn man als abgeschlossene Mengen die Mengen wihlt, die man als gemeinsame
Nullstellen von endlich vielen Polynomen in K[Xj,... ,X,] schreiben kann.

Abgeschlossene Mengen bzgl. der Zariski-Topologie sind also die algebraischen
Mengen.

Ist ein m-dimensionaler Vektorraum W iiber K gegeben, so ist W isomorph
zu K™, und der Polynomring P(W) ist isomorph zu K[Xi,...,X] (vgl. [5],
S. 579). Die Zariski-Topologie auf dem Vektorraum W wird dann durch die
Zariski-Topologie auf K™ gegeben.
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Im folgenden sei fiir die auftretenden Raume als Topologie die Zariski-Topologie
gegeben. Offene (bzw. abgeschlossene) Mengen sind diejenigen, die bzgl. der
Zariski-Topologie offen (bzw. abgeschlossen) sind.

Lemma 4.2. End(V) ist irreduzibel, denn End(V) ist als Vektorraum isomorph
2u K™

Lemma 4.3. GL(V) ist offen in End(V).

Beweis. Zu zeigen ist, daf End(V)\GL(V') abgeschlossen ist.
Es gilt
End(V)\GL(V) = {M € End(V)|det M = 0} = det ~*(0).

Da die Determinante ein Polynom in n? Variablen ist, ist End(V)\GL(V) abge-
schlossen. O

Nach Lemma 4.1 und Lemma 4.2 ist GL(V) dicht in End(V') und hat daher die
gleiche Dimension wie End(V'). Es gilt

dim GL(V) = n?. (4.1)

Definition 4.2. Die Grassmannsche Mannigfaltigkeit der m-dimensionalen Un-
terrdume eines n-dimensionalen Vektorraumes V' iiber K wird mit Grass,,(V)
bezeichnet.

Definition 4.3. Eine lokal abgeschlossene Teilmenge eines projektiven Raumes
heil’t quasiprojektive Varietit.

Eine quasiprojektive Varietit, die zu einer abgeschlossenen Teilmenge eines pro-
jektiven Raumes isomorph ist, heil’t projektive Varietdt.

Nach [5], S. 483ft. ist Grass,,(V') eine projektive Varietiat. Nach [5], S. 606f. sind
Produkte von projektiven Varietdten wieder projektive Varietéten.
Die Menge
Flo, (V) X ... X Fly (V)
ist eine abgeschlossene Teilmenge von

(Grassg,, (V) X ... X Grasse; 4. +ar,, (V)) X - -
X (Grassg, (V) x ... x Grassa, +..+a4,, (V));

also eine (quasi-)projektive Varietét.

Das néchste Lemma gibt die Formel zur Berechnung der Dimension von Grass,, (V)
an (vgl. auch [5], S. 484).
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Lemma 4.4. Sei V ein Vektorraum der Dimension n tber K. Es gilt
dim Grass,,(V) = m(n —m). (4.2)

Genauer gilt: Fine Inklusionsabbildung v - W — V' eines m-dimensionalen Vek-
torraumes W in den Vektorraum V hat bis auf Basiswechsel in W und Umnu-
merierung der Basiselemente in V' eine darstellende Matriz der Form

[ o)
@] ; 1
Lm—|—1,1 e [fm—|—1,m

\ ln1 Tt lnm )

jede solcher Matrizen beschreibt eine Inklusionsabbildung, und der affine Raum
dieser Matrizen hat iber K die Dimension m(n —m).

Beweis. Da ¢ injektiv ist, gibt es in jeder darstellenden Matrix
I' = (1;)ij von ¢
m linear unabhéngige Zeilen, denn es gilt
rk(I') = rk(:) = dimg Im(¢) = m.

0.B.d. A. sind dies die ersten m Zeilen:

! !
Lll"" ,le,
ey

! [/I

[’m17"' s bt

Ansonsten fithre man einen Basiswechsel in V' mit Umsortierung der gegebenen
Basiselemente von V' durch. Die Umnumerierung der Basiselemente von V' ent-
spricht einer Zeilenvertauschung in der darstellenden Matrix.

Bildet man nun

so erhilt man eine Matrix, die einen Basiswechsel in W beschreibt.

Zu zeigen ist jetzt, dakl es Elemente
[/m—|—1,17 sty [/m—|—1,ma
°

lnly -« 5 lnm
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gibt mit
[Py =T.

Die Gleichheit fiir die Zeilen 1 bis m ist erfiillt.
Fiir die Zeilen m+1 bis n erhilt man fiir jede Zeile ein lineares Gleichungssystem

! !
iy = b

(tity - s bim) * = (L;'p--- ’L;m)

I DT ,

bm1 bmm

mit m Gleichungen und m Unbekannten, das eindeutig auflosbar ist, weil @y als
Matrix des Basiswechsels invertierbar ist.

Es ist klar, dafs
rk(I) = m,
und deshalb beschreibt jede Matrix der Form I eine Inklusionsabbildung.

Der affine Raum der Matrizen der Form I 148t sich schreiben als

-lnxm + Ma
wobei
( 1 O\
O 1
Inxm = 0—
\ 0 --- 0 )
und
0 0
M= ¢ - 0 €K Vm+1<i<nV1i<j<m
tm+1,1 " lm+1,m
tnl v lnm

ist. Da dimg M = m(n — m), hat auch der affine Raum der Matrizen der Form
I die Dimension m(n — m). O

Korollar 4.1. FEs gilt

j—1

dimFL(V) =) ") " auq; (4.3)

=1 Il=1
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Beweis. (Induktion iiber die Lénge p von a)
Fiir p =1 ist die Formel richtig, da Fl, (V') = {V'} und

dim{V} =0
p~p—+1:
Es gilt
IV(4.2) p j—1 P p+1 P
dimFL(V) "2 SN a0+ Y a (Z @ - Zm)
j=1 1=1 1=1 =1 =1
p j-1 P
= Z aa; + Z a10p41
j=1 1=1 1=1
p+1 j—1
= ara;
j=1 I1=1
O
Lemma 4.5. Es gilt
p j-1 1
S way = (laP = lall®). (14)
j=1 [=1
Beweis. (Induktion iiber die Lénge p von a)
Fiir p = 1 ist die Formel richtig, denn es gilt
1
0= 5(61% — af).
p~p+1
Es gilt
p+1 j—1 p j—1 p
wma; = Z ara; + Gp+1 Zal
7j=1 I=1 7j=1 [=1 =1
w1 p 2 p P
v () ) canXa
j=1 7j=1 =1
1 P 2 p P
- H(xw) @Y an.
j=1 j=1 =1
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[ =

p 2 p p
= 3 (Zaj) +2) @y +ag,, — (Za§+a§+1>
j=1 j=1

=1

N | =

p+1 2 p+l
(z) S
=1 j=1
(Jaf? - [lal?)

N | —

4.2 Existenz einer dichten Bahn in Fl, (V) x ... x Fl, (V)

Nach [2], S. 292 gilt

Satz 4.1. Sei f : X — Y ein Morphismus zuischen quasiprojektiven Varietditen,
X irreduzibel und

m :=dim X — dim(f(X)).
Dann gilt

dim(f () > m
fir alle g € f(X).
Weiterhin gibt es eine Menge U C f(X), die offen und dicht ist in f(X), so daf

dim(f~*(q)) =m
fiir alle g € U.

Der Beweis dieses Satzes geschieht mit Hilfe der Methode der affinen Uberdeckung
von quasiprojektiven Varietiten (siehe [2], S. 292). Der Satz kann zunéchst fiir
affine Varietéten gezeigt werden (vgl. [2], S. 157 oder [7], S. 249) und 14t sich
dann direkt auf den Fall der quasiprojektiven Varietéten iibertragen.

Im folgenden sei eine Operation
Gx7Z—7
(9,2) = g2
einer algebraischen Gruppe G auf einer projektiven Varietit Z gegeben.

Definition 4.4. Fiir z € Z heikt Gz := {gz|g € G} die Bahn eines Punktes
z € Z. Mit G, := {g € Glgz = z} wird der Stabilisator eines Punktes z € Z
bezeichnet.
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Aus Satz 4.1 kann man zwei wichtige Folgerungen ziehen.

Korollar 4.2. Gz ist offen im Abschlufi Gz.

Beweis.

w: G—=Z
gr—gz

ist ein Morphismus zwischen quasiprojektiven Varietdaten. Nach Satz 4.1 existiert
eine Menge U C Gz, die in Gz offen und dicht ist. Da Gz = UgeG gU, ist auch

Gz offen in Gz. O

Korollar 4.3. Fiir jeden Punkt z € 7 gqilt folgende Dimensionsformel:

dim G = dim Gz + dim G,. (4.5)

Beweis. Man betrachte wieder

uw: G—-Z
g gz.

Fiir 2/ € Gz existiert ein g € G mit 2’ = gz. Es gilt
p () = ¢G,
und daraus folgt
dim ' (7)) = dim G, = dim ' (2).
Nach Satz 4.1 gilt nun
dimG = dim Gz + dim G,.
]

Lemma 4.6. Sei (X, X) ein topologischer Raum und M C X. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

1. M ist offen im Abschluf8 M.

2. M st lokal abgeschlossen.
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Beweis. 1. = 2.:

Sei M offen im Abschluf M. Das heift, es gibt eine offene Menge O € X mit der
Eigenschaft, daR M = O N M.

Insbesondere 14t sich dann M als Durchschnitt einer offenen und einer abge-
schlossenen Teilmenge von X schreiben. Das heifit aber, dal M lokal abgeschlos-
sen ist.

2.= 1.

Sei M lokal abgeschlossen. Das heifst, es existieren eine offene Teilmenge O von X
und eine abgeschlossene Teilmenge A von X mit der Eigenschaft, daf M = ONA.
Wegen dieser FEigenschaft gilt auch M C A, und daraus folgt, dafs
MCMCA=A.

Aufgrund dessen erhilt man M = MNM =0NANM=0nNM.

Es existiert also eine offene Menge O € X mit der Eigenschaft, dak M = ON M,
was gleichbedeutend damit ist, dak M offen in M ist. O

Aus Korollar 4.2 und Lemma 4.6 folgt, daf alle Bahnen Gz lokal abgeschlossene
Teilmengen von Z sind. Insbesondere sind auch alle Bahnen GL(V)F fiir alle
F e Fl,, (V) x ... x Fly, (V) lokal abgeschlossen.

Falls es nur endlich viele Bahnen unter der Operation von GL(V') gibt, existieren
eine endliche Indexmenge I und F; € Fl,, (V) x ... x Flo (V), i € I, so daf

Fla, (V) x ... x Fl,, (V) = | JGL(V)F, (4.6)

i€l
gilt.

Fiir endlich viele lokal abgeschlossene Teilmengen Z; , ¢+ € I, von Z gilt

dim U Z; = max dim Z;.
1€

il
Falls es nur endlich viele Bahnen gibt, gilt nach (4.6) also auch

dimFly, (V) x ... x Fl (V) = maxdim GL(V)F;.

el

Daher existiert eine Bahn GL(V)F, die volle Linge hat, fiir die also
dim GL(V)F = dimFl,, (V) x ... x Fl, (V) (4.7)

gilt.
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5 Die Titsform fiir Tupel von Kompositionen einer
Zahl

Die Titsform q : Z!9°l — Z ist fiir einen Kocher Q definiert durch

g(d) = d} = dyaydya)

leQo a€Q1

fiir d € Z/%l.

Fiir ein k-Tupel von Vektoren (ay, ... ,ax) € ZP** Pk wird durch

g(a,...,ag) = % (Z ||ai||2 +(2- k)n2)

ebenfalls eine quadratische Form definiert.

Lemma 5.1. Fir ein k-Tupel (ay, ... ,ax) von Kompositionen einer Zahl n gilt
g(ai,...,ax) =dimGL(V) —dimFl,, (V) — ... — dimFl, (V). (5.1)
Beweis. Da

dimGL(V) = n?
und
dim Fl,, (V) = = (Jas® — [Jai]]?) = = (n® — J|ail]?)

fiir alle 1 < ¢ < k gilt, folgt sofort die Formel (5.1). O

N =
N =

Der folgende Satz beschreibt den Zusammenhang der beiden quadratischen For-
men. Die Form § nimmt fiir ein Tupel von Kompositionen einer Zahl n denselben
Wert an wie die Form ¢ fiir den zugehorigen Dimensionsvektor.

Satz 5.1. FEs gilt

q(al, e ,ak) = q(a(al, e ,ak)).
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Bewes.

q(al, ..

. ak)

k

; (Z o]+ (2 - W)
1 z:l \
: (Z CYEDS \ail2> +n?

i=1 i=1

k. pi j—1
— ZZZailaij + TL2

i=1 j=1 I=1

k. pi jg-1
— ZZZailaij + 7’L2

i=1 j=2 I=1

k pi—1 j
- Z Z Zailai,j—l—l +n?

i=1 j=1 I=1
k pi—1 J Jj+1
53 (z ) (z - z) e
i=1 j=1 =
k pi—1 J Dk k pi—1 ] j+1

(Z%) +(M) 2 (Z%) (%)

i=1 j=1 \lI=1 j= i=1 j=1 \I=1 1=1
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6 Der Satz von Kac

Definition 6.1. Eine Darstellung D # 0 heillt unzerlegbar, wenn sie sich nicht
als direkte Summe von zwei Darstellungen D;, Dy # 0 schreiben lift, also fiir
alle Dy, Dy mit Dy & Dy = D entweder D; = 0 oder D, = 0 gilt.

Sind zwei Darstellungen D = (Vi, Va)icgp,eco; und D' = (V/, V2)ic@oac, €ines
Kochers @ gegeben, so sind die Vektorrdume in der Darstellung D & D’ durch
Vi@ V/ fiir | € Qo und die Abbildungen durch V,, @ V,, fiir o € Q1 gegeben.

Jede Darstellung eines Kochers laft sich nach Krull-Remak-Schmidt (vgl. [8],
S. 441) als direkte Summe von unzerlegbaren Darstellungen des Kochers schrei-
ben. Eine Darstellung D = (V}, Va)ie@o,acq, €ines Kochers @ laft sich némlich
interpretieren als einen Modul iiber der Wegealgebra k(). Hat man eine Unter-
raumdarstellung gegeben, so sind die unzerlegbaren direkten Summanden eben-
falls Unterraumdarstellungen, denn jede Abbildung V, in einer Unterraumdar-
stellung (Vi, Va)ieQoacq, ist injektiv. Es gilt also KerV, = 0 fiir alle a € Q.
Wire nun einer der unzerlegbaren direkten Summanden (Uj, Uy )icqo,0co, keine
Unterraumdarstellung, so gébe es ein § € ()1 mit Ker Us # 0. Dann wire aber
auch Ker Vg # 0.

Kac hat in [6] fiir algebraisch abgeschlossene Korper folgendes gezeigt:

Satz ‘61‘ Sei ein Kocher Q mit der zugehorigen Titsform q gegeben und
deN.

e Fualls q(d) > 1, gibt es keine unzerlegbare Darstellung mit dem Dimensions-
vektor d.

e Fualls q(d) = 1, gibt es hiochstens eine Isomorphieklasse von unzerlegbaren
Darstellungen mit dem Dimensionsvektor d.

e Falls g(d) < 0, gibt es keine oder unendlich viele Isomorphieklassen von
unzerlegbaren Darstellungen mit dem Dimensionsvektor d.

Korollar 6.1. Ist d ein Dimensionsvektor einer unzerlegbaren Darstellung von
Q, so gibt es genau eine Isomorphieklasse von unzerlegbaren Darstellungen mit
dem Dimensionsvektor d, wenn q(d) = 1, und unendlich viele Isomorphieklassen
von Darstellungen mit dem Dimensionsvektor, wenn ¢(d) < 0.

Da man jede Unterraumdarstellung als direkte Summe von unzerlegbaren Unter-
raumdarstellungen schreiben kann, kann man auch jeden Dimensionsvektor von
Unterraumdarstellungen als eine Summe von Dimensionsvektoren zu unzerlegba-
ren Unterraumdarstellungen schreiben.
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Mit (3.1) und (3.2) erhélt man, daf alle (a},...,a}) € D,, ., mit der Eigen-
schaft (a; —aj,... ,ax —ay) € D,, ,, Tupel von Kompositionen einer Zahl sind,
die zu Dimensionsvektoren von direkten Summanden von Unterraumdarstellun-
gen zu dem Dimensionsvektor o(as, ... ,ax) gehoren.
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7 Der Fall £ > 4

Definition 7.1. Ein k-Tupel (ay,...,ax) € Dy, .. , von Kompositionen einer
Zahl n heifit echtes k-Tupel, falls a; # (n) fiir allei = 1,... , k gilt.

Satz 7.1. Fir k > 4 ist ein echtes k-Tupel (ay, ... ,ax) von strikten Komposi-
tionen einer Zahl nicht von endlichem Typ.

Das ist nach Satz 2.1 und (3.2) dquivalent dazu, daf es fir einen sternformigen
Kacher mit vier oder mehr Armen zu jedem Dimensionsvektor von Unterraumdar-
stellungen, dessen Dimensionen an jedem Arm strikt aufsteigend sind, unendlich
viele Isomorphieklassen gibt.

Beweis. Fiir k > 4 ist ein echtes k-Tupel (ay,...
von der Form

,ag) strikter Kompositionen

((1 —+ €11y-- 1+ 61’g(a1)), (]. + €215y 1+ 62’5(32)), e (]. —+ CLly--- 1+ 6k,£(ak)))a
wobei e; ;, € Np fir allei =1,... ,kund alle j; = 1,... ,{(a;) gilt.
Offensichtlich ist

(aj,...,a )
= ((0, 1,1),(0,...,0,1,1),(0,...,0,1,1),(0,...,0,1,1)),(0,... ,0),
, (0, .. ,0))
ein Tupel, fiir das (a; — aj,...,ax — a}) wieder ein echtes k-Tupel von Kom-
positionen ist, da a; j; —ai; > 0 fiir alle i = 1,... ,k und alle j; = 1,... ,/(a;)

gilt.
Fiir das Tupel (aj,...,a}) gilt

(all,red’ Tt 1ai{,red) = ((17 1)5 (17 1)’ (17 1)1 (1a 1))1

was das zu dem kritischen Dimensionsvektor von D, gehdrige Tupel ist.

Unterraumdarstellungen zu dem kritischen Dimensionsvektor von Dy sind u. a.
gegeben durch die folgenden Darstellungen D(\):
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Diese sind fiir verschiedene A\ € K jeweils nicht isomorph. Sind namlich zwei
isomorphe Darstellungen D(A) und D(u) der obigen Form gegeben, dann sind

fiir Isomorphismen, die durch die Matrizen

( ) (@), (b), (¢) und (d)

Q21 Q22

beschrieben werden, die folgenden Diagramme kommutativ:

(all a2 )

K22 2

(o) (5)
K—@m—K
o e o)

, (),

und

(all a12 )
a21 a22

KZ

(7.1)

(7.3)

(7.4)
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Mit (7.1) und (7.2) erhilt man, daf a;; = a, as; = 0, a;o = 0 und ag = b gelten
mufl. Wegen (7.3) mu a = b = c gelten, und zuletzt erhdlt man aus (7.4), daf
¢ = d und c\ = cu gelten muf. Da ¢ # 0, folgt A = p.

Da K algebraisch abgeschlossen ist, hat K unendlich viele Elemente. Da es zu
dem kritischen Dimensionsvektor von D, also unendlich viele Isomorphieklassen
von Unterraumdarstellungen gibt, ist das Tupel (ay, ..., ax) nicht von endlichem
Typ. O
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8 Klassifikation der Tupel von Kompositionen einer
Zahl, die von endlichem Typ sind

Bemerkung. Man kann in den Féllen £ = 1 und k£ = 2 aus einer Komposition a
bzw. einem Paar (a, b) von Kompositionen einer Zahl n ein Tripel von Komposi-
tionen von n durch Bildung von ((n), (n),a) bzw. ((n), a, b) erzeugen. Das Tripel
ist genau dann von endlichem Typ, wenn (a) bzw. (a, b) von endlichem Typ ist.

Lineare, injektive Abbildungen zwischen zwei endlichdimensionalen Vektorrau-
men gleicher Dimension sind auch surjektiv, also bijektiv.

Es geniigt also fiir die Klassifikation (zusammen mit Satz 7.1), nur Tripel von
strikten Kompositionen zu betrachten.

Im folgenden sei @) ein sternformiger Kocher mit drei Armen, und die Tripel
(a, b, c) seien so sortiert, dak ¢(a) =p < £(b) = g < {(c) = r gilt.

Der folgende Satz gibt Bedingungen dafiir an, wie man einem Tripel von strikten
Kompositionen direkt ansehen kann, ob es von endlichem Typ ist.

Satz 8.1. Ein Tripel (a,b, c) strikter Kompositionen einer Zahl n ist von endli-
chem Typ genau dann, wenn es einer der folgenden Bedingungen gentigt:

(Aq,T) (p’QaT) = (1aQ> T): 1<g<r

(DT-I-?) (p,q,T) = (2’2’T)7 2<r

(Eﬁ) (p, q, T) = (2’ 3, 3)

(E7) (p7Q:T) = (27374)

(Eg) (p7Q:T) = (2737 5)

(E,,Ej_')g) (p,q,7) =(2,3,7), 3<r, min(a) = 2
(E,El_’g?,) (p,q,7) =(2,3,7), 3 <7, min(b) =
(S¢r)  (g,7) =(2,¢,7),2< g <7, min(a) =1

Eine erste Klassifikation der Tripel von endlichem Typ liefert der folgende Satz.

Satz 8.2. Ein Tripel (a,b,c) € D, ,, strikter Kompositionen einer Zahl ist von
endlichem Typ genau dann, wenn g(a',b’,c') > 1 fir alle (a',b',c') € D, ,, mit
(a—a,b-b,c—c) €Dy,

Nach Satz 2.1 und (3.2) ist das dquivalent dazu, dafi ein Dimensionsvektor d
genau dann unterraumendlich ist, wenn fiir alle maéglichen Dimensionsvektoren
d’ eines direkten Summanden einer Unterraumdarstellung mit Dimensionsvektor
d die Ungleichung q(d’) > 1 erfillt ist.

Beweis. Sei (a,b,c) € D,,, von endlichem Typ.
Sei S(V) die Untergruppe der Skalarmultiplikationen in GL(V).
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Fiir alle s € S(V) und fiir alle F € Flo(V) x Fly(V) x Flo(V) gilt
sF = F.
Zu zeigen ist fiir die Behauptung, daf fiir alle s € S(V), allei = 1,... ,k und
alle j; = 1,...p; die Beziehung
gilt.

Das ist aber klar, denn mit v € V;;, liegt auch s(v) = §v mit s € S(V) bzw.
§ € K in V; ;,. Umgekehrt liegt jedes Element s(v) € s(V; ;) auch in V; ;,, denn v
148t sich schreiben als v = § 1w = s} (w) mit w € Vj ;.

Fiir alle F' € FL,(V) x Fl,(V) x F1.(V) gilt also
S(V) € GL(V)p,
woraus folgt, dak fiir alle F' € F1,(V) x Fl,(V) x Fl.(V) die Gleichung
1 =dimS(V) <dimGL(V)p
erfiillt ist.

Weil die Anzahl der Bahnen endlich ist, kann man nach (4.7) eine Bahn GL(V)F
auswahlen, fiir die

dim GL(V)F = dimF1,(V) x Fl,(V) x Fl.(V)
gilt, und wegen der Dimensionsformel (4.5) folgt nun

dim GL(V) > dim(Fla(V) x Flp(V) x Flo(V)) + 1
= dimFL(V) + dim Fly (V) + dim Flo(V) + 1,

also
d(a,b,c) > 1.

Da alle (a’,b’, ¢’) mit (a—a’,b —b’,c —¢') € D, 4, ebenfalls von endlichem Typ
sein miissen, gilt auch

g(a',p',c) > 1.

Sei umgekehrt ein Tripel (a,b,c) mit der Bedingung g(a’,b’,c’) > 1 fiir alle
(a',b',c') mit (a—a’,b—b',c—c) € D,,, gegeben.
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Nach Satz 2.1 und (3.2) kann man anstelle von (a, b, c) den zugehérigen Dimen-
sionsvektor o(a, b, c) von Unterraumdarstellungen betrachten. Es gilt also

q(o(a’,b',c)) >1

fiir alle o(a’, b’, ¢’), die Dimensionsvektoren eines direkten Summanden von Un-
terraumdarstellungen mit Dimensionsvektor o(a, b, ¢) sind. Insbesondere gilt dies
auch fiir die Dimensionsvektoren der unzerlegbaren direkten Summanden.

Nach Satz 6.1 gilt fiir alle Dimensionsvektoren d von unzerlegbaren Darstellungen
eines Kochers

q(d) < 1.

Daher folgt
q(o(a’,b',c)) =1

fiir alle Dimensionsvektoren von unzerlegbaren direkten Summanden von Unter-
raumdarstellungen mit Dimensionsvektor o(a, b, c), weshalb die unzerlegbaren
direkten Summanden nach Korollar 6.1 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt
sind.

Da es nur endlich viele Zerlegungen von o(a, b, c) in Dimensionsvektoren von
unzerlegbaren direkten Summanden gibt, denn die Dimension an jedem Punkt
ist beschrinkt, ist o(a, b, ¢) unterraumendlich. Das heift aber, daf (a, b, c) von
endlichem Typ ist. U

Es folgt nun ein Hilfssatz, der beim Beweis von Satz 8.4 gebraucht wird.

Hilfssatz 8.3. Sei a eine strikte Komposition von n und £(a) = p.

Es gelten folgende Ungleichungen:

L. ||a]]® > n.

2. Falls p =3, folgt ||al|* > 3(n — 2).

3. Falls p=2 und n = 2m, also gerade, folgt ||a||* > 2m?.

4. Falls p=2 und n = 2m + 1, also ungerade, folgt ||a||*> > 2m? + 2m + 1.
Beweis. 1.

lal?’=al+...4a>a+...+a,=n
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2. Es gilt

3
lal|? = 3(n —2) = a2 + a3 + a3 — 3(a; + az + a3 — 2) :Z(a§—3aj+2)
7j=1

=> (a; —1)(a; — 2).

j=1
Die Behauptung ist erfiillt, wenn

(aj—l)(aj—Q) 20 VJ:1,2,3

gilt.
Fall 1.
aj=1:>(aj—1)(aj—2):()
Fall 2.
aj=2:>(aj—1)(aj—2):()
Fall 3.
a; 23:>(CL]—1)(CI,]—2) >2-1>0
3.
||a||2 = af + a,% =(m— 2)2 + (m+ 2)2 =2m? + 222 > 2m?,
falls z € Z.
4.

la?=d’+a2=(m—2)2+(m+1+22=2m>+2m+2+ 22+ 1
> 2m? +2m + 1,
falls z € Z.
O
Durch den folgenden Satz erhdlt man in Verbindung mit Satz 8.2 eine zweite

Klassifikation der Tripel von Kompositionen einer Zahl, die von endlichem Typ
sind.
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Satz 8.4. Sei (a,b,c) € D, ,, ein Tripel strikter Kompositionen einer Zahl n.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. (p,q,r) und (a,b,c) gentigen keiner der Bedingungen aus dem Satz 8.1.

2. Es ezistiert ein 0 # (a',b',c¢') € D,,, mit g(@,b’,c’) < 0 und
(a—a',b-b,c—c)eDy,,.

3. Es existiert ein (a’,b’,c') € N, ,, mit (a—a',b—-b',c—-c')e D,,,.

Beweis. 3. = 2.
Wihle (a’,b’,c') aus 3. Fiir alle (a, b, c) € N, ,, gilt

g(a,b,c) =0,
denn
(1), (1%), (1)) = %(3 2431243122 32) =0,
2(2), 1), 19) = (22 4417 4417~ £) =0
und
2, (29), (1) = 128 4322461~ 6%) =0
1. = 3.

Falls die Bedingungen im Satz 8.1 nicht erfiillt sind, muf eine der folgenden
Bedingungen gelten:

(a) (p,q,7)=1(2,3,r), 6 <r, min(a) > 3, min(b) > 2
(b) (p.q,7) = (2,¢,7),4 < ¢ <r, min(a) > 2

(©) (pg;r)=(pqr),3<p<q<r

Ein Tripel mit der Bedingung (a) ist von der Form

(a,b,c) = ((3+e11,3+€12),(2+e21,2+ €22,2 + €93), (1 +€31,...,1 +e3,)),

wobei €11, €12, €21, €22, €23 € N() und €3; € N() fir allej = 1, ., T gllt

Offensichtlich ist

@, b, ¢) = ((3,3),(2,2,2),(0,...,0,1,1,1,1,1,1))
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ein Tripel, fiir das (a —a',b —b’,c — c) wieder in D, ,, liegt, da a; — aj > 0 fiir
alle ] = 1,2, b; — b; > 0 fiir allei = 1,2,3und ¢; — c; > 0 firalle j = 1,... ,r
gilt.

Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt
(ai-ed’ bi‘ed’ c;'ed) = ((3’ 3)’ (2’ 27 2)’ (1a 1a 1a 1a 17 1)):
also

(al7 bl’ CI) € Np,q,'r-

Ein Tripel mit der Bedingung (b) ist von der Form
(a,b, C) = ((2 + e, 2+ 612), (1 +eé21,..., 1+ 62(1), (1 +es1,..., 1+ 63,»)),

wobei eq1,e12 € Ny, e € Np fiirallei =1,... ,gundes; € Ny fiirallej =1,...,r
gilt.

Offensichtlich ist
@,b’,¢)=(272),(0,...,0,1,1,1,1),(0,...,0,1,1,1,1))

ein Tripel, fiir das (a —a’,b —b’,c — c) wieder in D, ,, liegt, da a; — aj > 0 fiir
allel =1,2,b; —b; >0 fiirallei=1,... ,gund ¢; —c; > 0 fiiralle j =1,... ,r
gilt.

Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt

(ai-eda i‘ed’ c;ed) = ((2’ 2)’ (15 1’ 1a 1)a (1a 15 17 1));
also

(a',b',c') € Ny g

Ein Tripel mit der Bedingung (c) ist von der Form
(a,b,c) = ((1+€11,... 71+€1p)7(1+€217"' :1+62q):(1+€31:'-- ,1+€3,«)),

wobei ey € Ny fiirallel =1,...,p, e € Ny fiiralle7 =1,... ,¢g und e3; € Ny
fiir alle j =1,...,r gilt.

Offensichtlich ist
(a',b',c') = ((0,... ,0,1,1,1),(0,... ,0,1,1,1),(0,... ,0,1,1,1))

ein Tripel, fir das (a—a’,b—b’,c — ') wieder in D, ,, liegt, da a; — aj > 0
fiir alle I = 1,...,p, b; = b; > 0 fiir alle s = 1,... ,q und ¢; — ¢j > 0 fiir alle
j=1,...,r gilt.
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Fiir das Tripel (a’,b’,c’) gilt

(ai'edi b;ed’ c;ed) = ((1’ 1, 1)’ (15 1, 1)? (1: 1, 1))’
also

(a',v',c") € Npgo.

2. = 1. (durch Kontraposition):

Alle Tripel (a',b’,¢') € D, ,, mit der Bedingung (a—a’,b—b',c—c') € D, .,
wobei (a, b, ¢) zu einer der im Satz 8.1 angegebenen Klassen gehort, gehoren wie-
der zu den im Satz 8.1 angegebenen Klassen. (Sonst wiirde eine der Bedingungen
(a), (b) oder (c) aus dem zweiten Beweisschritt gelten, was im Widerspruch zu
der Einschrankung der Lange der Arme des Kochers bzw. der Dimensionsspriinge
entlang der Arme wire.)

Daher reicht es zu zeigen, dak g(a, b,c) > 1 fiir alle (a, b, c) aus einer der ange-
gebenen Klassen gilt.

Fall 1. (a, b, c) gehort zu der Klasse (A,,), (Dri2), (Es), (E7) oder (Ejg).

Dann ist die Titsform ¢ und damit auch g positiv (siehe [4], Théoréme auf S. 148).
Es gilt also g(a, b,c) > 1 fiir alle (a,b,c) aus den Klassen (A,,), (Dy42), (Es),
(E7) oder (Ej).

Fall 2. (a,b,c) gehort zu der Klasse (Er(i)?,), also (p,q,7) = (2,3,7), 3 < r,
min(a) = 2. Dann gilt

_ 1
d(a,b,c) = S(llall*+ [Ibl* + [le]* — )
1
> 5(22+(n—2)2+3(n—2)+n—n2)

1
= S(8—4n+4n—6)
=1

Verwendet wurden bei der Abschétzung min(a) = 2, Hilfssatz 8.3, Teil 2 und
Teil 1.

Fall 3. (a,b,c) gehort zu der Klasse (E,@S), also (p,q,7) = (2,3,7), 3 < r,
min(b) = 1.
Bildet man b’ durch Entfernung einer Komponente von b, die gleich 1 ist, so gilt

bl* = 1']* + 1.
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Fiir den Fall, dafs n = 2m gerade ist, gilt

_ 1
g(a,b,c) = S(llal® +[bI* + 1+ [lc]* —n*)

v

1

5(2m2+2m2—2m+1+1+2m—n2)
1

= §(4m2’+2—rﬂ)

= J(emP +2-n)
=1

Verwendet wurden bei der Abschétzung Hilfssatz 8.3, Teil 3, Teil 4 und Teil 1.
Fiir den Fall, daft n = 2m + 1 ungerade ist, gilt
_ 1
d(a,b,c) = S(llal® +[Ib'I° + 1 +lc]* —n*)
1 2 2 2
> 5(2m +2m+1+2m°+14+2m+1—-n°)
1
= 5(4’”’1}2 +4dm+ 3 — n2)

1
= 5((2m+1)2+2—n2)
=1

Verwendet wurden bei der Abschitzung Hilfssatz 8.3, Teil 4, Teil 3 und Teil 1.

Fall 4. (a,b,c) gehort zu der Klasse (S,,), also (p,q,7) = (2,¢,7),2 < g <'r,
min(a) = 1. Dann gilt

_ 1
q(a,b,c) = (llall*+ [IblI* + llel* — )
1
> 5(12+(n—1)2+n+n—n2)

1
= 5(1—n2—2n+1+2n—n2)
=1

Verwendet wurden bei der Abschdtzung min(a) = 1 und Hilfsatz 8.3, Teil 1.

Satz 8.1 folgt direkt aus Satz 8.2 und Satz 8.4.
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Bemerkung. Es ist wichtig, daf hier nur die Dimensionsvektoren von Unter-
raumdarstellungen klassifiziert werden. Zum Beispiel hat ((2), (1), (1),(1),2) als
Dimensionsvektor von beliebigen Darstellungen unendlich viele Isomorphieklas-
sen, weil ((2), (1), (1), (1),2) = (1), (1), (1), (1),2) + (1), (0), (0), (0), 0) und es
(wie in Kapitel 7 gezeigt) unendlich viele Isomorphieklassen von Darstellungen
zu dem Dimensionsvektor ((1), (1), (1), (1), 2) gibt, als Dimensionsvektor von Un-
terraumdarstellungen aber nur endlich viele Isomorphieklassen. Zu dem Dimen-
sionsvektor ((1), (0), (0), (0),0) gibt es ndmlich keine Unterraumdarstellung.
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