
 
 

Τόμος 2ος 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Επιστημονικός Υπεύθυνος: Πολυχρόνης Στράντζαλος 

 

ΕΚΔΟΣΕΙΣ ΒΙΒΛΙΟΤΡΟΠΙΑ – ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΣ 2013 
 
 

 
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 

Πρόλογος της έκδοσης, σελ. 3 – Πρόλογος του τόμου, σελ. 5. 
 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ: 
ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ, ΠΛΑΙΣΙΟ, ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

Π. Στράντζαλος: Τι είναι, επιτέλους τα Μαθηματικά; - 1. Τα Μαθη-
ματικά υπό το πρίσμα της Ιστορίας και της ισότιμης αλληλεπίδρα-
σής τους με τον πολιτισμό, σελ. 7-36. 

 

ΙΣΤΟΡΙΑ ΚΑΙ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ - ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Γ. Κοντογιάννης - Α. Στράντζαλος: Ξέρουν οι μέλισσες Μαθηματι-
κά; (Ένα παράδειγμα «Ανοικτού Προβλήματος»), σελ. 37-42. 

Α. Στράντζαλος: Οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί στο Λύκειο, ως πε-
δίο παροχής στοιχείων παιδείας με προεκτάσεις προς τον πολιτι-
σμό, σελ.. 43-64. 

 

ΘΕΜΑΤΑ ΕΠΙΜΟΡΦΩΣΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Σ. Μερκουράκης: Η διαχρονική εξέλιξη της ολοκλήρωσης (από την 
αρχαιότητα μέχρι και τον 20ο αιώνα), σελ. 65-116. 

Α. Μανούσος: Η τοπολογική έννοια «δίκτυο» ως προϊόν του ολοκλη-
ρώματος κατά Riemann, σελ. 117-122. 

Π. Στράντζαλος: Mια διαδρομή από τις Διαφορικές Εξισώσεις (τότε) 
στα Διανυσματικά Πεδία σε Πολλαπλότητες, τα Δυναμικά Συστήμα-
τα και τις Ομάδες Μετασχηματισμών (τώρα) όπως την περπάτησαν 
οι ερευνητές μετά το 1750, σελ. 123-230. 

Π. Στράντζαλος: Ερευνητικό πρόγραμμα - πλαίσιο για την πολιτισμική  
συνιστώσα της Διδακτικής των Μαθηματικών στη Γ΄ Λυκείου - Προ- 
τάσεις για τη διαμόρφωση σχετικών διδακτικών ενοτήτων, με υπό- 
δειξη εκτεταμένης βιβλιογραφίας. σελ. 231-238. 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

ISBN  
 
 

 
ΑΠΟ ΤΑ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΤΟΥ 1ου ΤΟΜΟΥ 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ – 
ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ, ΠΛΑΙΣΙΟ, ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

Π. Στράντζαλος: Ένα πλαίσιο για τη μαθηματική εκπαίδευση στο  
Λύκειο. 

 

ΙΣΤΟΡΙΑ ΚΑΙ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ – 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

 

Α. Στράντζαλος: Η Ευκλείδεια απόδειξη του «νόμου ισορροπίας  
των μοχλών» από τον Αρχιμήδη. 

 

ΕΠΙΜΟΡΦΩΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Σ. Καίσαρης: Η Υπερβολική Γεωμετρία του Επιπέδου, ως «Γεωμε 
τρία Klein», με Ευκλείδεια συλλογιστική. 

 

 

 
ΑΠΟ ΤΑ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΤΟΥ 3ου ΤΟΜΟΥ 

 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ – 
ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΕΣ, ΠΛΑΙΣΙΟ, ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΑ 

 

Π. Στράντζαλος: Τι είναι, επιτέλους, τα Μαθηματικά; - 2. Σχολια- 
σμένες απόψεις γνωστών διανοητών για τα Μαθηματικά και τον  
μαθηματικό τρόπο σκέψης. 

 

ΙΣΤΟΡΙΑ ΚΑΙ ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ – 
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

 

Α. Αλεξέλλης: Ένα μοντέλο για τις ανθρώπινες λοιμώξεις, με βάση 
τον «ρυθμό μεταβολής». 

 

ΕΠΙΜΟΡΦΩΣΗ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
 

Π. Στράντζαλος: Η «συμμετρία» από μαθηματική, καλλιτεχνική και 
λεξικογραφική σκοπιά. 

 

 

 



EΠΙΜΟΡΦΩΣΗ ΤΩΝ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ 
 

117 

Η ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΗ ΕΝΝΟΙΑ “ΔΙΚΤΥΟ” 
ΩΣ ΠΡΟΪΟΝ ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΟΣ ΚΑΤΑ RIEMANN 

 

του 
Αντώνη Μανούσου 

Διδάκτορα του Τμήματος Μαθηματικών του Πανεπιστημίου Αθηνών - 
Υφηγητή του Μαθηματικού Τμήματος του Πανεπιστημίου του Bielefeld 

 
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ: 

Εισαγωγή, σελ. 107 – Πώς τα δίκτυα προκύπτουν φυσιολογικά από το ολοκλήρω-
μα Riemann, σελ. 107 – Γιατί τα δίκτυα αποδίδουν γενικά τη σύγκλιση, σελ. 107. 

 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 Η θεμελίωση της έννοιας του “δικτύου” στη Γενική Τοπολογία 
από τους Moore και Smith [5] 1, βασισμένη σε μια ιδέα του Moore [4], 
είναι ένα εύγλωττο παράδειγμα, για το πώς η κριτική θεώρηση των βα-
σικών, εν χρήσει, εννοιών των Μαθηματικών μπορεί να οδηγήσει σε και-
νούργιες ιδέες και έννοιες, ενίοτε και νέες θεωρίες, οι οποίες ενοποιούν 
και επεκτείνουν προϋπάρχουσες σε ένα ευρύτερο λειτουργικό πλαίσιο, 
όπου περιθωριοποιούνται περιοριστικές εξειδικεύσεις2. Σημειώνουμε  
με έμφαση ότι: στην εργασία [4] αναφέρεται ρητά από την αρχή ότι ο στό-
χος της ήταν ακριβώς η λειτουργική υπέρβαση των ακολουθιών, με αφορμή 
τον πρώτο εντοπισμό της ανεπάρκειάς τους στο ολοκλήρωμα Riemann. 
 

 Το κείμενο που ακολουθεί δεν προϋποθέτει παρά μόνο βασικές 
γνώσεις Μαθηματικής Ανάλυσης. Η βιβλιογραφία στο τέλος παραπέ-
μπει τον αναγνώστη στις πρωτότυπες εργασίες, ώστε να μπορεί να δια-
πιστώσει ο ίδιος το πώς και το γιατί θεμελιώθηκε η έννοια «δίκτυο», αλ-
λά και σε βιβλία Γενικής Τοπολογίας, ώστε να μπορεί να ανατρέξει σε 
κάποιες λεπτομέρειες που αφορούν τα «δίκτυα» και την επίδρασή τους. 
 

 Προκρίναμε μια ιστορικο - φορμαλιστική προσέγγιση του θέματος, 
διότι πιστεύουμε ότι στην Επιμόρφωση των Εκπαιδευτικών δεν αρκούν 
οι διατυπώσεις ορισμών και συμπερασμάτων, αλλά είναι απαραίτητες 
ιστορικές επισημάνσεις και, μάλιστα, έτσι παρουσιασμένες, ώστε να 
                                                           
1 Οι αριθμοί σε αγκύλες παραπέμπουν στη βιβλιογραφία στο τέλος του κειμένου. 
 

2 Εν προκειμένω, η έννοια “δίκτυο” λειτουργεί πλήρως, π.χ., και πέρα από τους μετρικούς χώρους, όπου 
οι ακολουθίες αρκούν (πρβλ. την υποσημείωση 4), ενώ δεν αρκούν στο ολοκλήρωμα Riemann. 
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προβάλλονται και οι αιτίες που προκάλεσαν το, εκάστοτε σχολιαζόμενο, 
“σπάσιμο ενός φράγματος” προς καινούργια μαθηματικά μονοπάτια. 
 

1. ΠΩΣ ΤΑ “ΔΙΚΤΥΑ” ΠΡΟΚΥΠΤΟΥΝ ΦΥΣΙΟΛΟΓΙΚΑ 
ΑΠΟ ΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN 

 

 Η Θεωρία Ολοκλήρωσης του Riemann είναι ένα από τα βασικά κε-
φάλαια της Μαθηματικής Ανάλυσης, όπου, σε ό,τι αφορά τις συναρτή-
σεις που ορίζονται σε υποσύνολα του  , εργαζόμαστε με ακολουθίες. 
Από που προκύπτουν, λοιπόν, τα δίκτυα και, μάλιστα, εντελώς φυσιολογικά; 
 

 Πριν απαντήσουμε στο ερώτημα αυτό, για λόγους στοιχειώδους 
πληρότητας του κειμένου3, ας θυμηθούμε τι είναι το ολοκλήρωμα Rie-
mann μιας (φραγμένης) συνάρτησης f :[a,b]→  , ορισμένης σε ένα 
κλειστό διάστημα [a,b]⊂  . Ξεκινάμε με την έννοια της διαμέρισης 
ενός κλειστού διαστήματος [a,b] : όπως λέει και η λέξη, μια διαμέριση 
του [a,b]  είναι ένα πεπερασμένο σύνολο από αριθμούς που ικανοποιούν 
τις σχέσεις: 0 1 na x x x b= < < ⋅⋅ ⋅ < = . Θα συμβολίζουμε με P το σύνολο 
των διαμερίσεων του [a,b] . 
 Το κάτω άθροισμα Riemann, ΔL , της f  ως προς μια διαμέριση 
Δ∈Ρ  ορίζεται από τον τύπο: 

n

Δ i i i 1
i 1

L m (x x )−
=

= ⋅ −∑ , όπου i i 1 im inf{f (x) x [x ,x ]}−= ∈| . 

Το αντίστοιχο άνω άθροισμα Riemann ορίζεται από τον τύπο: 
n

Δ i i i 1
i 1

U M (x x )−
=

= ⋅ −∑  όπου i i 1 iM sup{f (x) x [x ,x ]}−= ∈| . 

 Λέμε ότι η f :[a,b]→   είναι ολοκληρώσιμη κατά Riemann, αν τα 
όρια των άνω και κάτω αθροισμάτων Riemann υπάρχουν, καθώς οι δια-
μερίσεις γίνονται “λεπτότερες” και είναι ίσα. 
 Διαισθητικά μια διαμέριση γίνεται λεπτότερη, αν της προσθέσουμε 
σημεία. Για να γίνουμε πιο συγκεκριμένοι, μια διαμέριση 2Δ ∈Ρ  λέγε-
ται λεπτότερη μιας διαμέρισης 1Δ ∈Ρ , συμβολικά 1 2Δ Δ≤ , αν η 2Δ  πε-
ριέχει ως σημειοσύνολο τη 1Δ , δηλαδή ισχύει: 1 2Δ Δ⊆ . 
                                                           
3 Στις σελίδες 65-116 του παρόντος τόμου, περιγράφεται η διαχρονική εξέλιξη του ολοκληρώματος από 
τον Αρχιμήδη μέχρι και τις αρχές του 20ου αιώνα, επομένως και του ολοκληρώματος Riemann. 
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 Επισημαίνουμε ότι για δύο διαμερίσεις 1 2Δ ,Δ ∈Ρ  δεν είναι απα-

ραίτητο να αληθεύει μια από τις σχέσεις 1 2 1 2Δ Δ ,  Δ Δ≤ ≥ , όπως συμβαί-

νει, π.χ., για τις διαμερίσεις 1
1Δ {0, ,1}
2

=  και 2
1Δ {0, ,1}
3

=  του διαστή-

ματος [0,1]. Αυτό που πραγματικά ισχύει είναι ότι για κάθε δύο διαμε-
ρίσεις 1 2Δ ,Δ ∈Ρ  υπάρχει μια τρίτη διαμέριση 3Δ ∈Ρ  τέτοια, ώστε να 
ισχύει 1 3Δ Δ⊆  και 2 3Δ Δ⊆ , π.χ., εκείνη που προκύπτει από την ένωση 
των σημείων των δύο διαμερίσεων. 
 Έχοντας υπ’ όψιν τα αμέσως προηγούμενα, μπορούμε να πούμε 
ότι: η συνάρτηση f :[a,b]→   είναι ολοκληρώσιμη κατά Riemann, αν 
υπάρχει ένας αριθμός c  έτσι, ώστε για κάθε ε 0>  να υπάρχει μια διαμέρι-
ση 0Δ ∈Ρ  τέτοια, ώστε να ισχύει Δ| L c | ε− <  και Δ| U c | ε− <  για κάθε 

0Δ Δ≥ . Αυτή η διατύπωση θυμίζει τον γνωστό ορισμό ισοσυγκλινου-
σών ακολουθιών αριθμών (: με κοινό όριο) και αποτελεί τη γέφυρα για 
το πέρασμα από τις ακολουθίες προς τα “δίκτυα”, τα οποία ενοποιούν 
τους διαφορετικούς αλλά “συγγενείς” ορισμούς των ορίων. 
 

 Ας δούμε, όμως, πρώτα τι είναι “δίκτυο”, μια έννοια, για την οποί-
α, όπως και για μια ακολουθία αριθμών, χρειαζόμαστε ένα σύνολο δει-
κτών με κάποιες ιδιότητες, που δεν είναι άλλες από τις ιδιότητες των 
διαμερίσεων που περιγράψαμε προηγουμένως. 
 

Ορισμός: Ένα μη κενό σύνολο Ρ  εφοδιασμένο με μια διμελή σχέση, 
που θα συμβολίζουμε με ≤ , λέγεται κατευθυνόμενο με κατεύθυνση τη 
σχέση αυτή, αν πληρούνται οι ακόλουθες τρεις συνθήκες: 
(1) x x≤  για κάθε x∈Ρ . 
(2) Αν x y≤  και y z≤ , τότε ισχύει x z≤  για κάθε x, y,z∈Ρ . 
(3) Για κάθε x, y∈Ρ  υπάρχει z∈Ρ  με x z≤  και y z≤ . 

 

Παραδείγματα κατευθυνόμενων συνόλων: (α) το σύνολο των φυσικών 
αριθμών (που λειτουργεί στις ακολουθίες) εφοδιασμένο με τη συνήθη 
έννοια “≤ ”, (β) το σύνολο των διαμερίσεων Ρ  εφοδιασμένο με τη διμε-
λή σχέση που ορίζεται ως εξής: 1 2Δ Δ≤ , αν 1 2Δ Δ⊆ . 
 

 Μια ακολουθία ορίζεται ως μια συνάρτηση p : →   και συμβο-
λίζεται με n n(x ) ∈ . Ανάλογα ισχύουν και για ένα “δίκτυο”: 
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Ορισμός: Ένα δίκτυο στο μη κενό σύνολο X  είναι μια συνάρτηση 
p : X→Ρ , όπου Ρ  είναι ένα κατευθυνόμενο σύνολο, και συμβολίζεται 
με i i(p(i) x ) ∈= P . Τα i∈Ρ  λέγονται δείκτες. 
 

Παράδειγμα: Τα κάτω και τα άνω αθροίσματα Riemann μιας συνάρτη-
σης f :[a,b]→   αποτελούν δίκτυο με X =   και Ρ  το σύνολο των δι-
αμερίσεων του [a,b] .  
 

Κρίσιμη επισήμανση: Το προηγούμενο σύνολο, Ρ , δεν είναι ούτε καν α-
ριθμήσιμο! Επομένως, οι ακολουθίες δεν αρκούν για την όποια σύγκλιση 
ορίζεται μέσω του συνόλου αυτού, σε αντίθεση με το σύνολο,  , το ο-
ποίο εμπλέκεται στις συγκλίσεις ακολουθιών. Η διαπίστωση αυτή κατέ-
στησε αναγκαία την εισαγωγή των δικτύων και της σύγκλισης που ορίζουν. 
 

 Και τι σημαίνει ένα δίκτυο “ i i(x ) ∈P  συγκλίνει κάπου”; Για να απα-
ντήσουμε στο ερώτημα αυτό, ας αναλογισθούμε ότι μια ακολουθία 

n n(x ) ∈  συγκλίνει σε ένα αριθμό x , αν για κάθε ανοιχτή περιοχή U  του 
x  υπάρχει 0n ∈  τέτοιο, ώστε να ισχύει nx U∈  για κάθε n με 0n n≤ . 
Ανάλογα: το δίκτυο i i(x ) ∈P  συγκλίνει στο x X∈ , συμβολικά ix x→ , αν 
για κάθε ανοιχτή περιοχή U  του x  υπάρχει δείκτης 0i ∈Ρ  τέτοιος, ώ-
στε να ισχύει ix U∈  για κάθε i με 0i i≤ . Με αυτή την έννοια, μπορού-
με να πούμε ότι μια συνάρτηση f :[a,b]→   είναι ολοκληρώσιμη κατά 
Riemann αν υπάρχει c∈  έτσι, ώστε να ισχύει: L c∆ →  και U c∆ → . 
 

2. ΓΙΑΤΙ ΤΑ ΔΙΚΤΥΑ ΑΠΟΔΙΔΟΥΝ ΓΕΝΙΚΑ ΤΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 
 

 Επειδή μια ακολουθία, ή ένα δίκτυο, συγκλίνει σε ένα σημείο, αν 
για κάθε επιλογή ανοιχτής περιοχής του η ακολουθία, ή το δίκτυο, βρί-
σκεται “τελικά” μέσα στην περιοχή αυτή, οι ανοιχτές περιοχές των ση-
μείων είναι άρρηκτα συνυφασμένες με τα δίκτυα και τη σύγκλισή τους. 
 Τα δίκτυα περιγράφουν το «τι σημαίνει σύγκλιση» σε έναν χώρο 
Χ, επειδή υπάρχει μια γενική έννοια δικτύου, άμεσα συνδεδεμένη με τις α-
νοιχτές περιοχές ενός σημείου και τη “σύγκλιση” που ορίζουν: έστω x X∈  
και xU  η οικογένεια όλων των ανοικτών περιοχών του. Αποδεικνύεται 
εύκολα ότι στο xU  ορίζεται μια “φυσιολογική για τη σύγκλιση” κατεύ-
θυνση ως εξής: 1 2U U≤ , αν 2 1U U⊆ , όπου 1 2 xU ,U ∈U . Τώρα, αν επι-
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λέξουμε ένα σημείο Ux U∈  από κάθε xU∈U , προκύπτει το δίκτυο 

xU U(x ) ∈U  που συγκλίνει στο x : για κάθε xV∈U  ο δείκτης 0U V=  έχει 

την ιδιότητα: U 0x U U V∈ ⊆ =  για κάθε U  με 0V U U U V= ≤ ⇔ ⊆  4. 
 

 Μπορούν τα δίκτυα να περιγράψουν γενικά το τι σημαίνει σύγκλι-
ση; Θα μπορούν, αν οι “δομικές συναρτήσεις” της θεωρίας που μελετά-
με τους “συμπεριφέρονται καλά”. Και ποιες είναι οι δομικές συναρτή-
σεις στη θεωρία της σύγκλισης; Γενικότερα: ποιες είναι οι δομικές συναρ-
τήσεις σε μια μαθηματική θεωρία; Είναι αυτές που “διατηρούν τη δομή” 
του υποκείμενου χώρου5 που μας ενδιαφέρει κάθε φορά. 
 Για παράδειγμα, στη θεωρία των γραμμικών χώρων η δομή εκφρά-
ζεται από δύο πράξεις, την πρόσθεση διανυσμάτων και τον πολλαπλα-
σιασμό ενός αριθμού με ένα διάνυσμα. Επομένως, οι δομικές απεικονί-
σεις ενός γραμμικού χώρου είναι εκείνες που διατηρούν αυτές τις πρά-
ξεις και ονομάζονται γραμμικές απεικονίσεις, δηλαδή αυτές για τις ο-
ποίες ισχύουν οι σχέσεις f (x y) f (x) f (y)+ = +

     και f (λ x) λ f (x)⋅ = ⋅
  . 

 

• Στη βασική θεωρία της σύγκλισης η δομή εκφράζεται από την έννοια 
του συμβόλου ix x→  για ένα δίκτυο ή μια ακολουθία. Επομένως, οι δομι-
κές απεικονίσεις αυτής της θεωρίας θα είναι εκείνες που ικανοποιούν τη 
συνεπαγωγή i ix x f (x ) f (x)→ ⇒ → , δηλαδή οι συνεχείς απεικονίσεις. 
 Από την άλλη μεριά, οι συνεχείς απεικονίσεις ορίζονται και μέσω 
ανοιχτών περιοχών των σημείων του χώρου ως εξής: η απεικόνιση f  λέ-
γεται συνεχής σε ένα σημείο x , αν για κάθε ανοιχτή περιοχή V  του f (x)  
υπάρχει μια ανοιχτή περιοχή U  του x  με f (U) V⊆ . 
 

 Το επόμενο Θεώρημα ενοποιεί στη γλώσσα των δικτύων τους δύο 
προηγούμενους ορισμούς, συσχετίζοντάς τους οργανικά: 
 

Θεώρημα: Η απεικόνιση f : X Y→  είναι συνεχής στο x X∈ , αν το δί-
κτυο ( )i i

(f (x )
∈Ρ

 συγκλίνει στο f (x) , όποτε το i i(x ) ∈Ρ  συγκλίνει στο x . 

                                                           
4 Αν η τοπολογία εκφράζεται από τη μετρική d (πρβλ. τις σελίδες 165-167 του παρόντος τόμου), κάθε 

σημείο του x έχει ως “βάση περιοχών” τις “ανοικτές σφαίρες” 
1 1S(x, ) {y X d(x, y) }
n n

= ∈ <| , n∈ , δηλαδή 

έχει αριθμήσιμες το πλήθος περιοχές με την ιδιότητα: για οποιοδήποτε περιοχή του x υπάρχει μια “ανοικτή 
σφαίρα” που περιέχεται σε αυτήν. Γι’ αυτό αρκούν οι ακολουθίες για τη σύγκλιση στους μετρικούς χώρους. 
 

5 Πρβλ. την “άποψη του Klein” στις σελίδες 206-210 του παρόντος τόμου. 
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Απόδειξη: Ας υποθέσουμε ότι η απεικόνιση f  είναι συνεχής στο x X∈  
και ότι το i i(x ) ∈Ρ  είναι ένα δίκτυο του X  που συγκλίνει στο x . Θα δεί-
ξουμε ότι το δίκτυο ( )i i

(f (x )
∈Ρ

 συγκλίνει στο f (x) : 

 Έστω V Y⊂  μια ανοιχτή περιοχή του f (x) . Αφού η f  είναι συν-
εχής, υπάρχει μια ανοιχτή περιοχή U  του x  με f (U) V⊆ . Το δίκτυο 

i i(x ) ∈Ρ  συγκλίνει στο x , άρα υπάρχει ένας δείκτης 0i ∈Ρ  τέτοιος, ώστε 
να ισχύει ix U∈  για κάθε i με 0i i≤ . Επομένως, if (x ) f (U) V∈ ⊆  για 
κάθε i με 0i i≤ , απ’ όπου συνάγεται ότι if (x ) f (x)→ . 
 Για το αντίστροφο θα εργασθούμε με απαγωγή σε άτοπο: Έστω ότι 
οποτεδήποτε ένα δίκτυο i i(x ) ∈Ρ  συγκλίνει στο x , το δίκτυο ( )i i

(f (x )
∈Ρ

 συγ-

κλίνει στο f (x)  και, ταυτόχρονα, η απεικόνιση f  δεν είναι συνεχής στο 
x . Το τελευταίο σημαίνει ότι υπάρχει μία ανοιχτή περιοχή V  του f (x)  
τέτοια, ώστε για κάθε ανοιχτή περιοχή U  του x  δεν ισχύει f (U) V⊆ . 
Τότε, για κάθε U  θα υπάρχει Ux U∈  με Uf (x ) V∉ . Αλλά, σύμφωνα με 
το 3.1, το δίκτυο U u U(x ) ∈  συγκλίνει στο x , ενώ έχουμε υποθέσει ότι ισχύ-

ει Uf (x ) V∉  για κάθε δείκτη U , δηλαδή ότι το δίκτυο ( )U u U
f (x )

∈
 δεν συγ-

κλίνει στο f (x) , που αντιβαίνει στην αρχική υπόθεση για το αντίστροφο. 
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