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ΓΕΝΙΚΑ 
 
Το κύριο χαρακτηριστικό της ερευνητικής μου δουλειάς είναι η χρήση ασυμτωτικών 
μεθόδων και οριακών συνόλων από τη θεωρία ευστάθειας των Δυναμικών Συστημά-
των για την επίλυση προβλημάτων από τη θεωρία των Τοπολογικών Ομάδων Μετα-
σχηματισμών, τη Δυναμική Γραμμικών Τελεστών και τη θεωρία Τελεστών. Για πε-
ρισσότερες λεπτομέρειες παρακαλώ λάβετε υπόψη την Ερευνητική μου Ατζέντα.  
 
• A.M.S. 2010 Mathematics Subject Classification όπως αναφέρεται στις υπό α-

νάλυση δημοσιεύσεις: 20F05, 20G20, 22E10, 22E15, 37B05, 37B99, 37C85, 
46L55, 47A16,  47D03, 47L65, 54D45, 54H15, 54H20, 58F25. 

 
 
 

ΔΗΜΟΣΙΕΥΣΕΙΣ 
 
• Habilitation Thesis, “Limit sets and asymptotic methods in Operator Theory, 

Topological Transformation Groups and Dynamical Systems”, Τμήμα Μαθη-
ματικών, Πανεπιστήμιο του Bielefeld (2010), Γερμανία. 

 
• Διδακτορική Διατριβή: «Συμβολή στη μελέτη των D-ευσταθών Δράσεων», 

Τμήμα Μαθηματικών, Πανεπιστήμιο Αθηνών (1993) με επιβλέποντα καθη-
γητή τον κ. Π. Στράντζαλο.  

 
 
 
  
1.  “Linear semigroups with coarsely dense orbits”, Israel J. Math., to appear (από 

κοινού με τον H. Abels). 
 

2. “A Birkhoff type transitivity theorem for non-separable completely metrizable 
spaces with applications to Linear Dynamics”, Journal of Operator Theory 70 
(2013), 165-174. 

 
3. “Properness, Cauchy-indivisibility and the Weyl completion of a group of isome-

tries”, Pacific Journal of Mathematics 259 (2012), 421–443, (από κοινού με 
τον Π. Στράντζαλο). 
 

4. “A group of isometries with non-closed orbits Topology and its Applications 
159 (2012), 3638-36399, (από κοινού με τον H. Abels). 
 

5. “J–class operators and Hypercyclicity”, Journal of Operator Theory 67 (2012) 
101-119, (από κοινού με τον Γ. Κωστάκη). 

 
6. “Topological generators of abelian Lie groups and hypercyclic finitely generated 

abelian semigroups of matrices”, Advances in Mathematics 229 (2012), 1862-
1872, (από κοινού με τον H. Abels). 
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7. “Proper actions and proper invariant metrics”, Journal of the London Mathe-
matical Society (2) 83 (2011), 619–636, (από κοινού με τους H. Abels και G. 
Noskov). 

 
8. “On the action of the group of isometries on a locally compact metric space”, 

Münster Journal of Mathematics 3 (2010), 209-212. 
 
9. “The group of isometries of a locally compact metric space with one end”,   To-

pology and its Applications 157 (2010), 2876-2879. 
 
10. “On the minimal number of matrices which form a locally hypercyclic, non-

hypercyclic tuple”, Journal Mathematical Analysis and Applications 365 
(2010), 229-237 (από κοινού με τους Γ. Κωστάκη και Δ. Χατζηλουκά). 

 
11. “Dynamics of tuples of matrices”, Proceedings of the A.M.S. 137 (2009), 1025-

1034 (από κοινού με τους Γ. Κωστάκη και Δ. Χατζηλουκά). 
 
12. “J-class weighted shifts on the space of bounded sequences of complex num-

bers”, Integral Equations and Operator Theory 62 (2008), 149-158 (από κοι-
νού με τον Γ. Κωστάκη). 

 
13. “On embeddings of proper and equicontinuous actions in zero-dimensional com-

pactifications ”, Transactions of the A.M.S. 359 (2007), 5593-5609 (από κοινού 
με τον Π. Στράντζαλο). 

 
14. “On the group of isometries on a locally compact metric space”, Journal of Lie 

Theory 13 (2003), 7-12 (από κοινού με τον Π. Στράντζαλο).  
 
15. “The Jacobson radical for analytic crossed products”, Journal of Functional 

Analysis 187 (2001), 129-145 (από κοινού με τους Α. Κατάβολο και A. P. Don-
sig). 

 
16. “Minimal flows on multipunctured surfaces of infinite type”, Bulletin London 

Mathematical  Society 27 (1995), 595-598 (από κοινού με τον Κ. Αθανασόπου-
λο). 

 
 

ΕΡΓΑΣΙΕΣ ΥΠΟΒΛΗΘΕΙΣΕΣ ΠΡΟΣ ΔΗΜΟΣΙΕΥΣΗ 
 
 
1.  “Coarse topological transitivity on open cones and coarsely J-class and D-class 

operators”, arXiv:1306.5331. 
 
2. “Recurrent linear operators”, arXiv:1301.1812, (από κοινού με τους Γ. Κωστάκη  

και Ι. Παρίση). 
 
3. “Dynamics of perturbations of the identity operator by multiples of the backward 

shift on ( )l∞  ”, arXiv:1302.1736, (από κοινού με τους Γ. Κωστάκη και A.B. 
Nasseri). 
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΡΓΑΣΙΩΝ 

 
 
 
[1] Recurrent linear operators, από κοινού με τους Γ. Κωστάκη και Ι. Παρί-

ση. 
 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία μελετάμε την έννοια της recurrence 
και μερικές παραλλαγές της για γραμμικούς τελεστές που δρουν επί χώρων 
Banach. Χαρακτηρίζουμε πλήρως τους recurrent τελεστές για αρκετές κλάσεις 
όπως weighted shifts, composition τελεστές και multiplication τελεστές επί 
κλασικών χώρων Banach. Αποδεικνύουμε ότι σε κάθε διαχωρίσιμο χώρο Hil-
bert η μελέτη των recurrent τελεστών ανάγεται, σε πολλές περιπτώσεις, στην 
μελέτη unitary τελεστών. Τέλος, μελετάμε την έννοια της product recurrence 
και παραθέτουμε μερικά ανοιχτά προβλήματα. 

 
 
[2] Dynamics of perturbations of the identity operator by multiples of the 

backward shift on ( )l∞  , από κοινού με τους Γ. Κωστάκη και A.B. Nas-
seri. 

 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Έστω ,B I  το unweighted backward shift και ο ταυτοτικός τε-
λεστής αντίστοιχα επί του ( )l∞  , το χώρο των φραγμένων μιγαδικών ακο-
λουθιών εφοδιασμένο με τη supremum νόρμα. Στην υπό ανάλυση εργασία 
αποδεικνύουμε ότι ο τελεστής I Bλ+  είναι τοπικά τοπολογικά μεταβατικός 
αν και μόνο αν | | 2λ > . Αυτό δείχνει ότι το κλασικό αποτέλεσμα του H.N. 
Salas ότι κάθε διαταραχή του ταυτοτικού τελεστή από ένα backward shift εί-
ναι ένας υπερκυκλικός τελεστής ή, ισοδύναμα, τοπολογικά μεταβατικός επί 
του ( )pl  , 1 p≤ < ∞ , δεν ισχύει για την κατηγορία των τοπικά τοπολογικά 
μεταβατικών τελεστών στον ( )l∞  . 

 
 
 
[3] Linear semigroups with coarsely dense orbits, Israel J. Math., to appear, 

από κοινού με τον H. Abels. 
 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Έστω S  μία πεπερασμένως παραγόμενη αβελιανή υποομάδα 
αντιστρέψιμων γραμμικών τελεστών επί ενός διανυσματικού χώρου πεπερα-
σμένης διάστασης V . Αποδεικνύουμε ότι κάθε coarsely dense πυκνή τροχιά 
της S  είναι πυκνή στον V . Γενικότερα, αν η τροχιά περιέχει ένα coarsely 
dense υποσύνολο κάποιου ανοιχτού κώνου C  στον V  τότε η κλειστότητα της 
τροχιάς περιέχει την κλειστότητα του C . Στην μιγαδική περίπτωση η τροχιά 
είναι πυκνή στον V . Για την πραγματική περίπτωση δίνουμε μία πλήρη περι-
γραφή όλων των δυνατών περιπτώσεων της θήκης της τροχιάς. 
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ορισμός   Ένα υποσύνολο Y  ενός μετρικού χώρου ( , )X d  λέγεται coarsely dense αν 
υπάρχει μια θετική σταθερά D  τέτοια ώστε η ένωση από μπάλες με ακτίνα D  και κέ-
ντρο τα σημεία του Y είναι μια κάλυψη του X .  
 
Έχοντας υπόψη τον παραπάνω ορισμό, ένα από τα κύρια αποτελέσματα της υπό ανά-
λυση εργασίας είναι το ακόλουθο. 
 
Θεώρημα   Έστω V  ένας πραγματικός ή μιγαδικός διανυσματικός χώρος  πεπερασμέ-
νης διάστασης εφοδιασμένος με μία νόρμα. Έστω S  μία υποομάδα της ( )GL V  που πα-
ράγεται από ένα πεπερασμένο πλήθος μεταθετικών στοιχείων. Τότε κάθε coarsely 
dense τροχιά του είναι πυκνή στον V . 
 
 Στην πραγματικότητα αποδεικνύουμε κάτι ακόμα γενικότερο: 
 
Θεώρημα   Έστω V  ένας πραγματικός ή μιγαδικός διανυσματικός χώρος  πεπερασμέ-
νης διάστασης. Έστω S  μία υποομάδα της ( )GL V  που παράγεται από ένα πεπερασμέ-
νο πλήθος μεταθετικών στοιχείων. Έστω ότι υπάρχει ένας ανοιχτός κώνος C  στον V  
και μία τροχιά 0O S u= ⋅  του τέτοια ώστε το σύνολο O C∩  να είναι coarsely dense 
στον C . Τότε 
 (1) Η κλειστότητα S  της S  είναι μια ανοιχτή υποομάδα της κλειστότητας 
Zariski της S . Ποιό συγκεκριμένα, η S  έχει πεπερασμένο πλήθος απο συνεκτικές συνι-
στώσες. 
 (2) Η απεικόνιση S V→ , 0g gu , είναι ένας analytic diffeomorphism 

της S  επί ενός ανοιχτού κώνου του V . Επιπλέον dim dimS V=


. 
 (3) Η κλειστότητα της τροχιάς O  είναι ένας κώνος στον V  που περιέχει τον 
C . 
 

 Τέλος, στο επόμενο θεώρημα δίνουμε μία πλήρη περιγραφή όλων των δυνα-
τών περιπτώσεων ανοιχτών τροχιών της S . 
 
Θεώρημα   Έστω *G  μία αβελιανή υποομάδα της ( )GL V  η οποία έχει μια τροχιά με 
ένα εσωτερικό σημείο. Έστω G  η κλειστότητας Zariski της *G . Τότε ισχύουν τα ακό-
λουθα: 

(1) Η ομάδα *G  είναι μια ανοιχτή υποομάδα της G  και περιέχει τη συνε-
κτική συνιστώσα 0G  της μονάδας της G . 

(2) Υπάρχει μόνο ένα πεπερασμένο πλήθος από μεγιστικούς 0G -
αμετάβλητους υποχώρους του V . Αυτοί είναι, επιπλέον, G -αμετάβλητοι και έχουν 
πραγματική συνδιάσταση 1 ή 2. Έστω 1, , rH H  οι υπόχωροι με συνδιάσταση 1 και 

1, ,r dH H+   οι υπόχωροι με συνδιάσταση 2. Τότε ισχύει το ακόλουθο 
2( ) dimr d r V+ − ≤



. 
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 (3) Έστω U  το συμπλήρωμα της 
1

d
ii

H
=

 στον V και έστω u  ένα σημείο 
του U . Τότε η απεικόνιση G U→ , g gu , είναι ένας analytic diffeomorphism. 
 (4) Η ομάδα πηλίκο 0/G G  είναι ισομορφική με την ( / 2 )r

  . Για ένα ση-
μείο u U∈  η τροχιά 0G u  είναι η συνεκτική συνιστώσα του u  στο U . Η κλειστότητα 
της τροχιάς 0G u  είναι τομή r  το πλήθος ημιχώρων. Ποιο συγκεκριμένα, για κάθε 

1, ,i r=   υπάρχει ακριβώς ένας ημίχωρος iC  ορισμένος από τον iH  που περιέχει το 

σημείο u . Τότε 0
1

r
ii

G u C
=

=


. 
 (5) Αν ο V  έχει την δομή ενός μιγαδικού διανυσματικού χώρου έτσι ώστε 
κάθε *h G∈  είναι μιγαδικός γραμμικός τελεστής, τότε 0r = , η ομάδα G  είναι συνε-
κτική και επομένως 0 *G G G= = . Τότε το U  είναι η μοναδική ανοιχτή *G -τροχιά και 
επομένως είναι πυκνή στον .V  
 

 
Βιβλιογραφία 

 
[1] A. Ayadi and H. Marzougui, Dynamic of Abelian subgroups of ( , )GL n  : a 

structure theorem, Geometria Dedicata 116 (2005), 111-127. 
[2] A. Borel and J. Tits, Homomorphismes ``abstraits" de groupes algébriques 

simples, Ann. of Math. (2) 97 (1973), 499-571. 
[3] N.S. Feldman, Hypercyclic tuples of operators and somewhere dense orbits, J. 

Math. Anal. Appl. 346 (2008), 82-98. 
[4] C.C. Moore, Distal affine transformation groups, Amer. J. Math. 90 (1968), 

733-751. 
 
 
 
[4] A Birkhoff type transitivity theorem for non-separable completely me-

trizable spaces with applications to Linear Dynamics, Journal of Opera-
tor Theory 70 (2013, 165-174. 

. 
 
 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία αποδεικνύουμε ένα Birkhoff’s  tran-
sitivity τύπου θεώρημα  για μη διαχωρίσιμους πλήρεις μετρικούς χώρους και 
παραθέτουμε μερικές εφαρμογές για δράσεις φραγμένων γραμμικών τελεστών 
επί χώρων Fréchet (δηλ. επί πλήρων μετρικοποιήσιμων διανυσματικών χώ-
ρων). Ανάμεσα σε αυτές αποδεικνύουμε ότι κάθε θετική δύναμη και κάθε 
πολλαπλάσιο ενός τοπολογικά μεταβατικού γραμμικού τελεστή με ένα μιγα-
δικό μέτρου 1 είναι ένας τοπολογικά μεταβατικός γραμμικός τελεστής γενι-
κεύοντας ανάλογα αποτελέσματα της Ansari και των León-Müller για υπερ-
κυκλικού τελεστές. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ο σκοπός αυτής της εργασίας είναι να προμηθεύσουμε ένα «εργαλείο» για τη μελέτη 
τοπολογικά μεταβατικών γραμμικών τελεστών επί μη διαχωρίσιμων χώρων Fréchet 
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χρησιμοποιώντας τεχνικές από τη θεωρία των υπερκυκλικών τελεστών. Αυτό το «ερ-
γαλείο» είναι το επόμενο θεώρημα στο οποίο αποδεικνύουμε ότι κάθε διάνυσμα στον 
υποκείμενο χώρο X  περιέχεται σε «ένα μεγάλο αριθμό» από κλειστούς αμετάβλη-
τους υπερκυκλικούς υποχώρους: 
 
Θεώρημα    Έστω :T X X→  ένας τοπολογικά μεταβατικός τελεστής επί ενός χώρου 
Fréchet X  και έστω y  ένα διάνυσμα του X . Τότε υπάρχει ένα Gδ -πυκνό υποσύνολο 
D  του X  τέτοιο ώστε για κάθε z D∈  υπάρχει ένας T -αμετάβλητος (διαχωρίσιμος) 
κλειστός υπόχωρος zY  του X  έτσι ώστε , zy z Y∈  και ο περιορισμός : z zT Y Y→  να εί-
ναι ένας υπερκυκλικός τελεστής.  
 

Το προηγούμενο θεώρημα είναι συνέπεια ενός Birkhoff’s  transitivity τύπου 
θεώρημα  για τοπολογικά μεταβατικούς συνεχείς ενδομορφισμούς επί ενός (όχι κατ’ 
ανάγκη διαχωρίσιμου) πλήρους μετρικού χώρου. Ποιό συγκεκριμένα αποδεικνύουμε 
το ακόλουθο: 
 
Θεώρημα   Έστω :T X X→ μία συνεχής απεικόνιση επί ενός πλήρους μετρικού χώ-
ρου X  χωρίς μεμονωμένα σημεία και έστω x X∈ . Αν ο T είναι τοπολογικά μεταβατι-
κός τότε υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  με τι ακόλουθες ιδιότητες: 
 
 (i)   Κάθε σημείο z D∈  είναι επανερχόμενο (recurrent). 

(ii)   Το σημείο x  ανήκει στη θήκη της τροχιάς καθενός z D∈ . 
 

Αυτό το αποτέλεσμα προέρχεται «τοπικοποιώντας» το θεώρημα μεταβατικό-
τητας του Birkhoff  (δηλ. ότι κάθε τοπολογικά μεταβατική απεικόνιση επί ενός δια-
χωρίσιμου πλήρους μετρικού χώρου είναι υπερκυκλική).. Αυτή η τοπική συμπεριφο-
ρά ήταν κρυμμένη πίσω από τη χρήση μιας αριθμήσιμης βάσης για τον χώρο. 
 

Οι εφαρμογές που παραθέτουμε υποδηλώνουν την δυνατότητα μελέτης της 
δυναμικής γραμμικών τελεστών μη διαχωρίσιμων χώρων Fréchet χρησιμοποιώντας 
ήδη γνωστές τεχνικές και αποτελέσματα από τη θεωρία των υπερκυκλικών τελεστών. 
Ποιό συγκεκριμένα αποδεικνύουμε το επόμενο θεώρημα το οποίο γενικεύει ανάλογα 
αποτελέσματα της Ansari και των León-Müller για υπερκυκλικού τελεστές. 
 
Θεώρημα   Έστω :T X X→  ένας τοπολογικά μεταβατικός τελεστής επί ενός χώρου 
Fréchet X  και έστω x  ένα διάνυσμα του X . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα 
 
(i)   Ο τελεστής :pT X X→  είναι τοπολογικά μεταβατικός για κάθε θετικό ακέραιο p  
και υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  με τι ακόλουθες ιδιότητες: 

(a)   Κάθε σημείο z D∈  είναι επανερχόμενο (recurrent). 
(b)   Το σημείο x  ανήκει στο οριακό σύνολο ( )pT

L z  για κάθε θετικό ακέραιο p        
και κάθε z D∈ . 

 
(ii)   Έστω λ  ένας μιγαδικός μέτρου 1, τότε ο τελεστής :T X Xλ →  είναι τοπολογι-
κά μεταβατικός και υπάρχει Gδ -πυκνό υποσύνολο D  του X  με τι ακόλουθες ιδιότη-
τες: 

(a)   Κάθε σημείο z D∈  είναι επανερχόμενο (recurrent). 
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(b)   Το σημείο x  ανήκει στο οριακό σύνολο ( )TL zλ  για κάθε | | 1λ =  και κά-
θε z D∈ . 

 
Τελειώνοντας τις εφαρμογές για γραμμικούς τελεστές δίνουμε ένα χαρακτηρισμό α-
νάλογο με αυτόν του H. N. Salas στην  [14] για backward unilateral weighted shifts 
επί του 2 ( )l H , όπου H  είναι ένας (όχι κατ’ ανάγκη διαχωρίσιμος) χώρος Hilbert, σε 
σχέση με τις ακολουθίες των βαρών τους. 

 
Τέλος, μια άλλη εφαρμογή που παραθέτουμε στην υπό ανάλυση εργασία είναι η ακό-
λουθη: 
 
Ορισμός   Ένας σχεδόν τοπολογικά μεταβατικός ενδομορφισμός ενός χώρου X  χωρίς 
μεμονωμένα είναι μια συνεχής απεικόνιση :T X X→  με την ιδιότητα  για κάθε ζεύγος 
από μη-κενά ανοικτά σύνολα ,U V X⊂  υπάρχει ένας μη-αρνητικός ακέραιος n  τέτοιος 
ώστε nT U V∩ ≠∅  ή nT V U∩ ≠∅ , δηλ. για κάθε ζεύγος ,x y  σημείων του X  ισχύει 

( )x J y∈  ή ( )y J x∈ . 
 
Θεώρημα   Κάθε συνεχής σχεδόν (almost) τοπολογικά μεταβατικός ενδομορφισμός 
ενός πλήρους μετρικού χώρου χωρίς μεμονωμένα σημεία είναι τοπολογικά μεταβατι-
κός.  
 
 
Βιβλιογραφία 
 
[1] S. I. Ansari S, Hypercyclic and cyclic vectors, J. Funct. Anal. 128 (1995), 374-

383. 
[2] J. Banks, Regular periodic decompositions for topologically transitive maps, 

Ergodic Theory Dynam. Systems 17 (1997), 505-529. 
[3] F. Bayart, K.-G. Grosse Erdmann, V. Nestoridis and C. Papadimitropoulos, 

Abstract theory of universal series and applications, Proc. London Math. Soc. 
(3) 96 (2008), 417-463. 

[4] F. Bayart and É. Matheron, Dynamics of linear operators, Cambridge Tracts in     
Mathematics, 179. Cambridge University Press, Cambridge, 2009. 

[5] T. Bermúdez and N. J. Kalton, The range of operators of von Neumann alge-
bras, Proc. Amer. Math. Soc. 130 (2002), 1447-1455. 

[6] N. P. Bhatia and G. P. Szegö, Stability theory of dynamical systems. Die 
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 161 Springer-Verlag, 
New York-Berlin 1970. 

[7] G. D. Birkhoff, Surface transformations and their dynamical applications, Ac-
ta Math. 43 (1922), 1-119. 

[8] G. Costakis and A. Manoussos, J-class weighted shifts on the space of bound-
ed sequences of complex numbers, Integral Equations Operator Theory 62 
(2008), 149-158. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Ερευνώντας την επίδραση της τοπικής συμπάγειας και της συ-
νεκτικότητας στη θεωρία των Γνήσιων Δράσεων επί τοπικά συμπαγών και 
συνεκτικών χώρων, εισάγουμε μια νέα κλάση ισομετρικών δράσεων επί δια-
χωρίσιμων μετρικών χώρων, τις «Cauchy-indivisible» δράσεις. Αυτή η νέα 
κλάση συμπίπτει με αυτή των Γνήσιων Δράσεων σε τοπικά συμπαγείς χώρους 
χωρίς να υποθέσουμε τη συνεκτικότητα του υποκείμενου χώρου και, όπως 
δείχνουμε με σχετικά παραδείγματα, εν γένη διαφέρουν μεταξύ τους. Προκει-
μένου να εφοδιάσουμε με μια βασική θεωρία γι’ αυτές τις δράσεις, εμβαπτί-
ζουμε μια  «Cauchy-indivisible» δράση σε μια Γνήσια δράση μιας ημιομάδας 
στην πλήρωση του υποκείμενου χώρου. Όπως δείχνουμε, στην περίπτωση που 
αυτή η ημιομάδα είναι ομάδα, υπάρχει μία αξιοσημείωτη σχέση μεταξύ των 
«Cauchy-indivisible» δράσεων και των Γνήσιων δράσεων, ενώ, παράλληλα η 
αρχική ομάδα έχει πλήρωση Weil και αντιστρόφως. Επιπλέον συσχετίσεις σε 
αυτή την κατεύθυνση εδραιώνουν μια σχέση μεταξύ των «Borel sections» για 
«Cauchy-indivisible» δράσεις και «fundamental sets» για Γνήσιες δράσεις.  
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Οι Cauchy-indivisible δράσεις χαρακτηρίζονται από μια ισοτροπική συμπεριφορά σε 
σχέση με την έννοια της ακολουθίας Cauchy: 
 
Ορισμός   Έστω ( , )G X  μια συνεχής δράση μιας τοπολογικής ομάδας G  επί ενός με-
τρικού χώρου X . Η δράση λέγεται Cauchy-indivisible αν ισχύει το ακόλουθο: Για κά-
θε δίκτυο { }ig  στην G  τέτοιο ώστε ig →∞  και { }ig x  είναι ένα Cauchy δίκτυο στον 
X  τότε { }ig x  είναι ένα Cauchy δίκτυο για κάθε x X∈ . 
 

Όπως δείχνουμε στην υπό ανάλυση εργασία, αυτή η νέα κλάση συμπίπτει με 
αυτή των Γνήσιων Δράσεων σε τοπικά συμπαγείς χώρους χωρίς να υποθέσουμε τη 
συνεκτικότητα του υποκείμενου χώρου και, όπως δείχνουμε με σχετικά παραδείγμα-
τα, εν γένη διαφέρουν μεταξύ τους.  

 
Έστω X  η πλήρωση του μετρικού χώρου ( , )X d , ( )Iso X  η ομάδα των ισο-

μετριών του X  και έστω E  η ημιομάδα Ellis της ανυψωμένης ομάδας  ( )Iso X  στον 
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χώρο των συνεχών απεικονίσεων  ( , )C X X  του X  εφοδιασμένου με την τοπολογία 
της κατά σημείο σύγκλισης. Έστω 

 
 

  

{ ( , )|υπάρχει ακολουθία { } ( ) με  στην ( ) 

         και h στον ( , )}
n n

n

H h C X X g Iso X g Iso X

g C X X

= ∈ ⊂ →∞

→
            { | , }lX hx h H x X= ∈ ∈  και 

{ | ( ), }pX hx h H Iso X x X= ∈ ∩ ∈ . 
 
Τα κύρια αποτελέσματα της υπό ανάλυσης εργασίας είναι τα ακόλουθα. 
 
Θεώρημα   Το σύνολο pX X∪  είναι το μέγιστο υποσύνολο του lX X∪  που περιέχει 
τον X  έτσι ώστε η απεικόνιση 

: ( ) ( )p pE X X X X Xω × ∪ → ∪ ×  
με ( , ) ( , )f y y fyω = , f E∈  και py X X∈ ∪  να είναι γνήσια. 
 
Πρόταση   Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 

(1) Η απεικόνιση 
: ( ) ( )l lE X X X X Xω × ∪ → ∪ ×  

 είναι γνήσια. 
(2) Η ημιομάδα E  είναι μια (κλειστή) υποομάδα της ( )Iso X . 
(3) Η ομάδα των ισομετριών ( )Iso X  του X  έχει πλήρωση Weil. 
 

Πρόταση   Αν η ημιομάδα E  είναι ομάδα τότε η δράση ( , )lE X X∪  έχει μια τομή 
Borel. 
 

Τέλος, με το παρακάτω θεώρημα δείχνουμε ότι υπάρχει μια αξιοσημείωτη 
σχέση μεταξύ των «Borel sections» για «Cauchy-indivisible» δράσεις και «fundamen-
tal sets» για Γνήσιες δράσεις: 

 
Θεώρημα   Έστω G  μια ομάδα που δρα γνήσια επί ενός τοπικά συμπαγούς χώρου X . 
Ας υποθέσουμε επιπλέον ότι ο χώρος των τροχιών \G X  είναι παρασυμπαγής. Έστω 
S  μια τομή (section) για τη δράση ( , )G X , δηλαδή ένα υποσύνολο του X  που περιέχει 
ένα μόνο σημείο από κάθε τροχιά. Τότε 

(1) Για κάθε ανοιχτή περιοχή U  του S  μπορούν να κατασκευαστούν ένα 
κλειστό fundamental set cF  και ένα ανοιχτό fundamental set oF  τέτοια ώστε  

c oF F U⊂ ⊂ . 
(2) Αν, επιπλέον, ο X  είναι ένας διαχωρίσιμος μετρικός χώρος, στην οποία 

περίπτωση, η δράση ( , )G X  είναι Cauchy-indivisible, τότε υπάρχει μια τομή Borel BS , 
η οποία είναι επίσης και fundamental set, τέτοια ώστε 

B c oS F F U⊂ ⊂ ⊂ . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία απαντάμε σε ένα ερώτημα που τέ-
θηκε από τους S. Gao και A. S. Kechris στην [3]. Συγκεκριμένα, κατασκευά-
ζουμε μια μονοδιάστατη πολλαπλότητα με δύο συνεκτικές συνιστώσες, εφο-
διασμένη με μία πλήρη μετρική, της οποίας η ομάδα των ισομετριών έχει μια 
τροχιά που δεν είναι κλειστή. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην [3, σ. 35] οι S. Gao και A. S. Kechris έθεσαν το ακόλουθο πρόβλημα: Έστω 
( , )X d  ένας τοπικά συμπαγής πλήρης μετρικός χώρος με πεπερασμένο πλήθος από 
ψευδο-συνεκτικές ή συνεκτικές συνιστώσες. Είναι αληθές ότι η ομάδα των ισομε-
τριών του X  έχει κλειστές τροχιές; (για χάρη οικονομίας χώρου για σχετικούς ορι-
σμούς μπορεί κάποιος να δει την ανάλυση της εργασίας “On the action of the group 
of isometries on a locally compact metric space: closed-open partitions and closed 
orbits”.) Το ερώτημα αυτό τέθηκε σύμφωνα με το ακόλουθο πλαίσιο: Ας υποθέσουμε 
ότι μία τοπικά συμπαγής ομάδα με αριθμήσιμη βάση δρα επί ενός τοπικά συμπαγούς 
χώρου που έχει αριθμήσιμη βάση. Τότε η δράση έχει τοπικά κλειστές τροχιές (δηλα-
δή τροχιές ανοιχτές στην κλειστότητά τους) αν και μόνο αν υπάρχει μια Borel section 
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(τομή) για τη δράση. Δηλαδή, υπάρχει ένα Borel υποσύνολο του X  που περιέχει ένα 
ακριβώς σημείο από κάθε τροχιά (δες [4] και [2]).  Αφού για ισομετρικές δράσεις το-
πικά κλειστές τροχιές σημαίνει κλειστές και αντίστροφα το ερώτημα των S. Gao και 
A. S. Kechris μεταφράζετε στην ερώτηση αν ένας τοπικά συμπαγής πλήρης μετρικός 
χώρος με πεπερασμένο πλήθος από ψευδο-συνεκτικές ή συνεκτικές συνιστώσες έχει 
μια Borel section για την δράση της αντίστοιχης ομάδας των ισομετριών του ή με άλ-
λα λόγια αν η αντίστοιχη σχέση ισοδυναμίας των τροχιών είναι “smooth”. 
 

Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουμε αρνητική απάντηση στο παραπάνω ερώ-
τημα. Συγκεκριμένα, κατασκευάζουμε μια μονοδιάστατη πολλαπλότητα με δύο συνε-
κτικές συνιστώσες, μια συμπαγής ισομετρική με τον 1S  και μια μη συμπαγής, την 
πραγματική ευθεία με μια τοπικά Ευκλείδεια μετρική. Η πολλαπλότητα μας έχει μία 
πλήρη μετρική της οποίας η ομάδα των ισομετριών έχει μη-κλειστές πυκνές τροχιές 
στον 1S . Κατά τη διάρκεια της κατασκευής δίνουμε ένα παράδειγμα μιας διδιάστατης 
πολλαπλότητας με δύο συνεκτικές συνιστώσες, μια συμπαγής και μια μη-συμπαγής 
της οποίας η ομάδα των ισομετριών G  έχει, επίσης, μη-κλειστές πυκνές τροχιές στη 
συμπαγή συνιστώσα. Η διαφορά με τη μονοδιάστατη περίπτωση είναι ότι η G  περιέ-
χει  μια υποομάδα με index 2 η οποία είναι ισομορφική με την  . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία εισάγουμε μια νέα έννοια η οποία 
μπορεί να ιδωθεί ως μια «τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερκυκλικότητας 
(hypercyclicity). Συγκεκριμένα, έστω T  ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής 
που δρα επί ενός χώρου Banach και x  ένα μη μηδενικό διάνυσμα του X  τέ-
τοιο ώστε για κάθε ανοιχτή περιοχή U X⊂  του x  και για κάθε μη κενό ανοι-
κτό σύνολο V X⊂  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος αριθμός n  τέτοιος ώστε 

.nT U V∩ ≠∅  Σε αυτή την περίπτωση ο T  λέγεται J-class τελεστής (ή τοπικά 
τοπολογικά μεταβατικός). Μελετάμε αυτή την νέα κλάση τελεστών και δίνου-
με αρκετά παραδείγματα. Αξίζει να σημειωθεί ότι πολλά αποτελέσματα από 
την θεωρία των υπερκυκλικών (hypercyclic) τελεστών έχουν τα ανάλογα τους 
στην θεωρία των  J-class τελεστών. Για παράδειγμα δίνουμε διάφορα αποτε-
λέσματα που σχετίζονται με το θεώρημα των Bourdon-Feldman και επίσης 
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χαρακτηρίζουμε τα J-class weighted shifts στους χώρους 2 ( )l   και 2 ( )l   σε 
σχέση με τις ακολουθίες των βαρών τους. Θα θέλαμε επίσης να επισημάνουμε 
ότι μη διαχωρίσιμοι χώροι Banach που δεν δέχονται τοπολογικά μεταβατικούς 
(topologically transitive) τελεστές, όπως για παράδειγμα ο ( )l∞  , δέχονται J-
class τελεστές. 
 

 
ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 
Έστω X  ένας χώρος Banach  επί των μιγαδικών (ή πραγματικών) αριθμών και T  
ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής που δρα επί του X . Έστω x X∈ . To σύνολο  
 

( , ) : { : 0,1, 2,...}nOrb T x T x n= =  
 
θα συμβολίζει την τροχιά του x  ως προς τη δράση του τελεστή T . Αν η τροχιά ενός 
σημείου x  είναι πυκνή στον X  ο τελεστής T  λέγεται  υπερκυκλικός (hypercyclic) 
και το διάνυσμα x  υπερκυκλικό. Αν για κάθε ζεύγος μη κενών ανοιχτών υποσυνόλων 

,U V  του X  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος n  έτσι ώστε nT U V∩ ≠∅  ο T λέγεται 
τοπολογικά μεταβατικός (topologically transitive) τελεστής. Ας σημειωθεί ότι κάθε 
υπερκυκλικός τελεστής είναι τοπολογικά μεταβατικός ενώ ισχύει και το αντίστροφο 
στην περίπτωση που ο X  είναι διαχωρίσιμος (separable) χώρος. Ένας τελεστής T  
λέγεται supercyclic αν το σύνολο { : , 0,1, 2,...}nT x nλ λ∈ = είναι πυκνό στον X . 
Μια καλή πηγή παραδειγμάτων και ιδιοτήτων των υπερκυκλικών και supercyclic τε-
λεστών μπορεί κανείς να βρει στην εργασία [18], καθώς επίσης και στις εργασίες 
[30], [19], [24], [8], [15], [20] και στο πρόσφατο βιβλίο [2]. Μερικά από τα πιο γνω-
στά παραδείγματα στο πλαίσιο των χώρων Fréchet (δηλαδή τοπικά κυρτών τοπολογι-
κών διανυσματικών χώρων των οποίων η τοπολογία ορίζεται από μια πλήρη μετρική 
αναλλοίωτη ως προς τις μεταθέσεις )  είναι τα ακόλουθα. 
 
Παραδείγματα    
 
(α) Ο τελεστής μετατόπισης στον χώρο των ακέραιων συναρτήσεων (G. D. 
Birkhoff (1929)). 
 
Έστω ( )H   ο χώρος των ακέραιων συναρτήσεων και έστω α  ένας μη μηδενικός 
μιγαδικός αριθμός. Έστω : ( ) ( )T H Hα →   ο τελεστής μετατόπισης ως προς α , 
όπου 
 

( )( ) : ( ),T f z f zα α= +       , ( )z f H∈ ∈  . 
 
Τότε ο T  είναι υπερκυκλικός. 
 
(β) Ο τελεστής διαφόρισης στον χώρο των ακέραιων συναρτήσεων 

: ( ) ( )D H H→  , όπου ( ) :D f f ′= , ( )f H∈   (MacLane (1952)). 
 
(γ) Το backward shift : ( ) ( )p pB l l→   στον ( )pl  , 1 p< < +∞ , όπου 
 



 15 

1 2 3 2 3 4( , , ,...) : ( , , ,...),B x x x x x x=      { } ( )p
nx l∈   

 
δεν είναι υπερκυκλικός τελεστής αφού 1nB =  για κάθε n∈  αλλά ο τελεστής Bλ  

είναι υπερκυκλικός αν 1λ >  (Rolewicz (1969)). 
 

Ας προχωρήσουμε στην παρουσίαση μερικών βασικών εννοιών χρήσιμων για 
την παρουσίαση των κύριων αποτελεσμάτων της εργασίας. Τα παρακάτω οριακά σύ-
νολα περιγράφουν την ασυμπτωτική  συμπεριφορά των τροχιών τοπικά γύρω από ένα 
διάνυσμα x X∈ . 
 
Ορισμός   Το σύνολο 
 

( ) : { :υπάρχει μια γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικών αριθμών { } και

 μια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }n

n
k

n n n

J x y X k

x x x T x y

= ∈

→ →
  

 
λέγεται το επεκτεταμένο (extended ή prolongational) οριακό σύνολο του x . 
 

Η επόμενη πρόταση μας δίνει έναν χαρακτηρισμό των οριακών συνόλων χρη-
σιμοποιώντας ανοικτά υποσύνολα του X . 
 
Πρόταση   Έστω x X∈ , τότε 
 

( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 
             θετικός ακέραιος  έτσι ώστε }.n

J x y X U V x y
n T U V

= ∈

∩ ≠∅
 

 
Η επόμενη πρόταση μας δίνει μερικές χρήσιμες ιδιότητες των οριακών συνόλων. 
 
Πρόταση   Για κάθε x X∈  τα σύνολα ( )J x   είναι κλειστά και αμετάβλητα.  
 
 Παρατηρούμε ότι ο τελεστής T  είναι τοπολογικά μεταβατικός αν και μόνο αν 

( )J x X=  για κάθε x X∈ . 
 
Ένα από τα κύρια αποτελέσματα μας είναι το επόμενο θεώρημα το οποίο απο-

τελεί όχι μόνο μια γενίκευση του θεωρήματος Bourdon-Feldman αλλά μας το δίνει ως 
ένα σχεδόν άμεσο  πόρισμα. Συγκεκριμένα  
 
Θεώρημα   Έστω :T X X→  ένας (φραγμένος) τελεστής που δρα επί ενός (διαχωρί-
σιμου) χώρου Banach X  και x X∈  ένα κυκλικό διάνυσμα για τον T . Αν το επεκτετα-
μένο οριακό ( )J x  έχει μη κενό εσωτερικό τότε ( )J x X=  και ο T  είναι ένας υπερκυ-
κλικός τελεστής (χωρίς απαραίτητα το σημείο x  να έχει πυκνή τροχιά στον X ).  
 
Όπου όταν λέμε κυκλικό διάνυσμα εννοούμε  
 
Ορισμός   Ένας τελεστής  :T X X→  λέγεται κυκλικός (cyclic) αν υπάρχει ένα διάνυ-
σμα x X∈  έτσι ώστε ο υπόχωρος του X  που αποτελείται από όλα τα στοιχεία της 
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μορφής ( )P T x , όπου ( )P T  είναι οποιοδήποτε πολυώνυμο του T , είναι πυκνός στον 
X . Στην περίπτωση αυτή το διάνυσμα x X∈  λέγεται κυκλικό. 
 

Ας σημειωθεί ότι η υπόθεση στο παραπάνω θεώρημα ότι το διάνυσμα  x X∈  
είναι κυκλικό δεν μπορεί να παραληφθεί όπως δείχνουμε με ανάλογο παράδειγμα. 
 
Πόρισμα (Θεώρημα Bourdon-Feldman [11])  Έστω :T X X→  ένας φραγμένος τελε-
στής που δρα επί ενός διαχωρίσιμου χώρου Banach X . Αν x  είναι ένα διάνυσμα του 
X  τέτοιο ώστε η κλειστότητα της τροχιάς του ( , )Orb T x  έχει μη κενό εσωτερικό (: η 
τροχιά του x  είναι somewhere dense) τότε η τροχιά του x  είναι πυκνή στον X  (και 
άρα ο T  είναι ένας υπερκυκλικός τελεστής). 
 
 Ας σημειωθεί ότι όπως δείχνουμε με παραδείγματα το παραπάνω θεώρημα 
αποτελεί πράγματι γενίκευση του θεωρήματος Bourdon-Feldman. Το θεώρημα Bour-
don-Feldman είναι αρκετά ισχυρό γιατί μεταξύ άλλων δίνει με τη σειρά του ως άμεσο 
πόρισμα μια σειρά από σημαντικά θεωρήματα της θεωρίας των υπερκυκλικών τελε-
στών. Για παράδειγμα τα ακόλουθα. 
 
Θεώρημα (Ansari) Έστω T  ένας υπερκυκλικός τελεστής επί ενός μετρικοποιήσιμου 
τοπολογικού διανυσματικού χώρου. Τότε ο nT  είναι υπερκυκλικός για κάθε 1,2,...n = . 
 
Θεώρημα   (Κωστάκης-Peris) Κάθε multi-hypercyclic τελεστής σε ένα χώρο Fréchet 
X  είναι υπερκυκλικός, οπού όταν λέμε multi-hypercyclic εννοούμε ότι υπάρχει πεπε-
ρασμένο πλήθος από διανύσματα των οποίων η ένωση των τροχιών είναι πυκνή στον 
X . 
 

Στην συνέχεια της εργασίας και στο πλαίσιο των παραπάνω αποτελεσμάτων 
εισάγουμε και μελετάμε μια νέα κλάση τελεστών η οποία μπορεί να ιδωθεί ως μια 
«τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερκυκλικότητας . Συγκεκριμένα 
 
Ορισμός   Έστω X  ένας χώρος Banach. Ένας τελεστής :T X X→  θα λέγεται J-class 
τελεστής (ή τοπικά τοπολογικά μεταβατικός) αν υπάρχει ένα μη μηδενικό διάνυσμα 
x X∈  έτσι ώστε ( ) .J x X=  Στην περίπτωση αυτή το διάνυσμα x  λέγεται  ένα  J-class 
διάνυσμα του T . 
 
 Ας σημειωθεί ότι (όπως συμβαίνει και για την κλάση των υπερκυκλικών τε-
λεστών) μια σειρά κλάσεων τελεστών όπως οι συμπαγείς τελεστές (συμπεριλαμβανο-
μένων και των γραμμικών τελεστών σε χώρους πεπερασμένης διάστασης), οι θετικοί 
τελεστές και οι hyponormal τελεστές αποδεικνύουμε ότι δεν μπορεί να είναι J-class 
τελεστές. Επίσης, δίνουμε παραδείγματα J-class τελεστών που δεν είναι υπερκυκλι-
κοί.  
 

Ενδεικτικά, μερικά από τα αποτελέσματα της εργασίας μας σχετικά με την 
παραπάνω νέα κλάση τελεστών είναι τα ακόλουθα. 
 
Πρόταση   Έστω : ( ) ( )B l l∞ ∞→   στον ( )l∞   το backward shift. Ο τελεστής B  δεν 
είναι  J-class τελεστής. Αν 1λ >  τότε ο τελεστής Bλ  είναι ένας J-class τελεστής και 
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τα J-class διανύσματα του Bλ  μαζί με το μηδενικό διάνυσμα αποτελούνται από όλα τα 
στοιχεία του χώρου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =  . 

 
Παρατήρηση   Θα θέλαμε επίσης να επισημάνουμε ότι μη διαχωρίσιμοι χώροι Ba-
nach που δεν δέχονται τοπολογικά μεταβατικούς (topologically transitive) τελεστές, 
όπως για παράδειγμα ο ( )l∞   [3], δέχονται J-class τελεστές, όπως δείχνει η προη-
γούμενη πρόταση. 
  
Πρόταση   Έστω ένας τελεστής T  που δρα επί ενός χώρου Hilbert H . Τότε ο τελεστής 

*:T T X X X X⊕ ⊕ → ⊕  δεν είναι J-class. 
 
Πρόταση   Έστω :T X X→  ένας τελεστής επί ενός χώρου Banach X .  
 

(i) Για κάθε θετικό ακέραιο m  ισχύει ότι (0) (0).mT T
J J=  

 
(ii) Αν z  είναι ένα μη μηδενικό περιοδικό σημείο για τον T , τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναμα: 
 

(1)   Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
(2)   (0) .J X=  
(3)   ( ) .J z X=  

 
(iii) Αν υπάρχει ένα μη μηδενικό διάνυσμα z X∈ , ένα διάνυσμα w X∈  και μια 

ακολουθία { }nz X⊂  έτσι ώστε nz z→  και n
nT z w→  τότε τα ακόλουθα 

είναι ισοδύναμα: 
 

(1)   Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
(2)   (0) .J X=  
(3)   ( ) .J z X=  
 
Ειδικότερα το τελευταίο αποτέλεσμα ισχύει για τελεστές με μη τετριμμένο 
πυρήνα ή για τελεστές με ένα τουλάχιστον μη μηδενικό σταθερό σημείο. 

 
 
 Με την επόμενη πρόταση δίνουμε μια γενική κατασκευή  J-class τελεστών 
που δεν είναι υπερκυκλικοί. 
 
Πρόταση   Έστω X  ένας χώρος Banach και Y ένας διαχωρίσιμος χώρος Banach. 
Θεωρούμε ένα τελεστή :S X X→  τέτοιον ώστε ( ) { : 1}Sσ λ λ⊂ > . Έστω, επίσης, 

:T Y Y→  ένας υπερκυκλικός τελεστής. Τότε 
 

(i) Ο τελεστής :S T X Y X Y⊕ ⊕ → ⊕  είναι J-class αλλά όχι υπερκυκλικός 
και 

 
(ii) το σύνολο των J-διανυσμάτων του τελεστή S T⊕  αποτελούν ένα απειρο-

διάστατο κλειστό υπόχωρο του X Y⊕  και ειδικότερα  
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{ : ,  τέτοια ώστε  ( ) } {0} .x y x X y Y J x y X Y Y⊕ ∈ ∈ ⊕ = ⊕ = ⊕  
 
Στις επόμενες δύο προτάσεις δίνουμε κάποιους χαρακτηρισμούς για τα unilateral 

και bilateral backward weighted shifts στον 2 ( )l   σε σχέση με τους  υπερκυκλικούς 
και τους J-class τελεστές . Ας σημειωθεί ότι στην κοινή μας εργασία με τίτλο “J-class 
weighted shifts on the space of bounded sequences of complex numbers” [12] δίνουμε 
ένα πλήρη χαρακτηρισμό των J-class και mixJ -class weighted shifts στους χώρους 

( )l∞   και ( )l∞   σε σχέση με τις ακολουθίες των βαρών τους. Θυμίζουμε ότι το uni-
lateral backward shift στον 2 ( )l   με ακολουθία βαρών { }nα  είναι ο τελεστής 

2 2: ( ) ( )T l l→   με 1 2 1 2 2 3( , ,...) ( , ,...)T x x x xα α= , 2{ } ( )nx l∈  . Ανάλογα ορίζεται 
και  το bilateral backward shift  στον 2 ( )l   με ακολουθία βαρών { }nα . 
 
Πρόταση   Έστω 2 2: ( ) ( )T l l→   ένα unilateral backward shift με ακολουθία θετι-
κών βαρών { }n nα ∈  και έστω x  ένα διάνυσμα του 2 ( )l  . Τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-
μα: 
 

(i) Ο T  είναι υπερκυκλικός τελεστής. 
 
(ii) 2( ) ( )J x l=   

 
(iii) Το επεκτεταμένο οριακό σύνολο ( )J x  έχει μη κενό εσωτερικό. 

 
Πρόταση   Έστω 2 2: ( ) ( )T l l→   ένα unilateral backward shift με ακολουθία θετι-
κών βαρών { }n nα ∈  και έστω x  ένα μη μηδενικό διάνυσμα του 2 ( )l  . Τα ακόλουθα 
είναι ισοδύναμα: 
 

(i) Ο T  είναι υπερκυκλικός τελεστής. 
 
(ii) 2( ) ( )J x l=   

 
(iii) Το επεκτεταμένο οριακό σύνολο ( )J x  έχει μη κενό εσωτερικό. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία φέρνουμε μαζί διάφορα αποτελέ-
σματα σχετικά με την πυκνότητα υπο-ημιομάδων αβελιανών ομάδων Lie, τον 
ελάχιστο αριθμό από τοπολογικούς γεννήτορες αβελιανών ομάδων Lie και ένα 
αποτέλεσμα σχετικά με δράσεις αλγεβρικών ομάδων. Βρίσκουμε έτσι τον ε-
λάχιστο αριθμό από γεννήτορες πεπερασμένως παραγόμενων αβελιανών ομά-
δων ή ημιομάδων από πίνακες που έχουν μια πυκνή η μια κάπου (somewhere) 
πυκνή τροχιά υπολογίζοντας τον ελάχιστο αριθμό από γεννήτορες μας πυκνής 
υπο-ημιομάδας (ή υποομάδας) της συνεκτικής συνιστώσας του ταυτοτικού 
στοιχείου της κλειστότητας Zariski της. 
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ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην υπό ανάλυση εργασία υπολογίζουμε τον ελάχιστο αριθμό από γεννήτορες μιας 
πεπερασμένως παραγόμενης αβελιανής ομάδας ή ημιομάδας πραγματικών ή μιγαδι-
κών πινάκων που έχει μία πυκνή η μια κάπου (somewhere) πυκνή τροχιά για διάφο-
ρες κλάσεις πινάκων όπως διαγώνιους, τριγωνοποιήσιμους μη διαγώνιους και τριγω-
νοποιήσιμους μη διαγώνιους πίνακες Toeplitz. Θα θέλαμε να επισημάνουμε ότι γι’ 
αυτό τον ελάχιστο αριθμό δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ πυκνής ή κάπου πυκνής τρο-
χιάς ή μεταξύ ημιομάδων και ομάδων. Αυτό προκύπτει από το επόμενο θεώρημα το 
οποίο είναι και το βασικό αποτέλεσμα της υπό ανάλυση εργασίας.  
 Έστω V  ένας διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης επί των πραγ-
ματικών αριθμών και έστω S  μια υποομάδα της ( )GL V .  
 
Θεώρημα   Έστω S  μια πεπερασμένως παραγόμενη αβελιανή υποομάδα της ( )GL V  
και έστω x V∈  ένα διάνυσμα με μία κάπου πυκνή τροχιά. Έστω G  η κλειστότητα Zar-
iski τής S  και έστω 0G  η συνεκτική συνιστώσα της μονάδας της G  ως προς την Ευ-
κλείδεια τοπολογία. Τότε η τροχιά ( )G x  του x  είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του V , η 
φυσική απεικόνιση ( )G G x→ , g gx , είναι ένας diffeomorphism και η κλειστότητα 
της S  είναι μια υποομάδα της G  και περιέχει την 0G . 
 
 Το παραπάνω θεώρημα προκύπτει από τα επόμενα αποτελέσματα της υπό α-
νάλυση εργασίας, μερικά εκ των οποίων παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον από μό-
να τους. 
 
Θεώρημα   Έστω G  μια αβελιανή ομάδα Lie της οποίας η συνεκτική συνιστώσα της 
μονάδας 0G  είναι πεπερασμένου δείκτη (finite index).  Έστω S  μια πεπερασμένως πα-
ραγόμενη αβελιανή υποομάδα της G  που είναι κάπου πυκνή στην G , δηλαδή η κλει-
στότητα της S  στην G  περιέχει ένα μη-κενό ανοιχτό υποσύνολο της G . Τότε η κλει-
στότητα της S  στην G  είναι μια υποομάδα της G  και περιέχει την 0G . 
 
 Έστω G  μία τοπολογική ομάδα και έστω grd G  και md G  οι ελάχιστοι αριθμοί 
από στοιχεία ενός υποσυνόλου A  της G , έτσι ώστε η παραγόμενη ομάδα, αντίστοιχα 
υποομάδα, από το A  να είναι πυκνή στην G . Αν η G  είναι μια συνεκτική αβελιανή 
ομάδα Lie τότε περιέχει μία μεγιστική συμπαγή υποομάδα T  η οποία είναι torus, δη-
λαδή μια συμπαγής συνεκτική αβελιανή ομάδα Lie.  Έστω d  η διάσταση του χώρου-
πηλίκο /G T . Τότε ισχύει το ακόλουθο 
 
Θεώρημα   1gr md G d G d= = +  εκτός αν η G  είναι τετριμμένη. 
 
 Έστω V  ένας πραγματικός διανυσματικός χώρος διάστασης n  και έστω S  
μια υπο(ημι)ομάδα της ( )GL V .  Έστω G  η κλειστότητα Zariski τής S , η οποία είναι 
μια κλειστή αβελιανή υποομάδα της ( )GL V  με πεπερασμένο πλήθος από συνεκτικές 
συνιστώσες και έστω  T μία μεγιστική συμπαγή συνεκτική υποομάδα της. Τότε 
 
Θεώρημα   Αν η S  έχει μια κάπου πυκνή τροχιά τότε έχει minimum 1 dimn T+ −  από 
γεννήτορες.  
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Στη συνέχεια της υπό ανάλυση εργασίας δίνουμε μια περιγραφή αυτών των 
τροχιών κάτι που κάνουμε διεξοδικότερα στην [1]. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δείχνουμε ότι αν μια (τοπικά συ-
μπαγής) ομάδα G  δρα γνησίως επί ενός τοπικά συμπαγή σ-συμπαγή χώρου 
X  τότε υπάρχει μια οικογένεια από G -αμετάβλητες γνήσιες συνεχείς ψευδο-
μετρικές που παίρνουν πεπερασμένες τιμές και επάγουν την τοπολογία του 
X . Αν, επιπλέον, ο X  είναι μετρικοποιήσιμος τότε η ομάδα G  δρα γνησίως 
στον X  αν και μόνο αν υπάρχει μια G -αμετάβλητη γνήσια μετρική που επά-
γει την τοπολογία του X . 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην εργασία αυτή θεμελιώνουμε μια ισχυρή διασύνδεση μεταξύ των γνησίων δρά-
σεων και των ομάδων ισομετριών. Σ’ αυτή την κατεύθυνση υπάρχει ένα παλαιό απο-
τέλεσμα των van Dantzig και van der Waerden [5] στα 1928 που λέει ότι η ομάδα των 
ισομετριών ( , )I X d  ενός τοπικά συμπαγούς και συνεκτικού μετρικού χώρου ( , )X d  
είναι τοπικά συμπαγής και δρα γνησίως επί του X . Θυμίζουμε ότι 
 
Ορισμός   Έστω ( , )G X  μια συνεχής δράση μιας τοπολογικής ομάδας επί ενός τοπικά 
συμπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
με ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συμπαγούς συνόλου είναι ένα συμπαγές σύνολο,ή  ισοδύναμα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σημαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σημεία 
συσσώρευσης στην G .  
 
Παρατήρηση   Σε περίπτωση που η (τοπολογική) ομάδα G  είναι τοπικά συμπαγής, 
μια συνεχής δράση ( , )G X  είναι γνήσια αν και μόνο αν για κάθε ,x y X∈  υπάρχουν 
περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  
να έχει συμπαγή θήκη στη G . 
 

Σε περίπτωση που ο ( , )X d  πάψει να είναι συνεκτικός τότε η ομάδα των ισο-
μετριών του ( , )I X d  είναι κάποιες φορές τοπικά συμπαγής αλλά δεν δρα κατ’ ανά-
γκη γνησίως επί του X  (πρβλ. [13]). Ως αναφορά την γνησιότητα της δράσης οι Gao 
και Kechris [6], απέδειξαν ότι αν ο ( , )X d  είναι ένας γνήσιος μετρικός χώρος τότε η 
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ομάδα των ισομετριών του ( , )I X d  είναι τοπικά συμπαγής και δρα γνησίως επί του 
X . Θυμίζουμε ότι 
 
Ορισμός   Ένας (ψεύδο-) μετρικός χώρος ονομάζεται γνήσιος (ή Heine-Borel) αν κάθε 
μπάλα με πεπερασμένη ακτίνα έχει συμπαγή κλειστή θήκη στον X . 

 
Σ’ αυτήν την εργασία αποδεικνύουμε το ακόλουθο αντίστροφο αποτέλεσμα. 

 
Θεώρημα   Έστω G  μία (τοπικά συμπαγής) ομάδα πού δρα γνησίως επί ενός μετρικο-
ποιήσιμου τοπικά συμπαγή σ-συμπαγή τοπολογικού χώρου X . Τότε υπάρχει μια G -
αμετάβλητη μετρική που επάγει την τοπολογία του X .  
 

Θυμίζουμε ότι ένας τοπολογικός χώρος καλείτε σ-συμπαγής αν μπορεί να 
γραφεί σαν αριθμήσιμη ένωση από συμπαγή σύνολα.  

 
Από το παραπάνω αποτέλεσμα προκύπτει φυσιολογικά το ερώτημα κατά πόσο  

μπορούμε να το γενικεύσουμε στην μη μετρικοποιήσιμη περίπτωση. Σ’ αυτή την κα-
τεύθυνση απαντάμε πλήρως με το ακόλουθο θεώρημα το οποίο είναι και το κύριο α-
ποτέλεσμα της εργασίας μας. 
 
Θεώρημα   Έστω G  μία (τοπικά συμπαγής) ομάδα πού δρα γνησίως επί ενός τοπικά 
συμπαγούς σ-συμπαγούς τοπολογικού χώρου Hausdorff X . Τότε υπάρχει μια οικογέ-
νεια από G -αμετάβλητες γνήσιες συνεχείς ψευδομετρικές που παίρνουν πεπερασμένες 
τιμές και επάγουν την τοπολογία του X . 
 
 Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να θεωρηθεί ως αντίστροφο του επόμενου θεω-
ρήματος. 
 
Θεώρημα   Έστω X  ένας τοπολογικός χώρος και ℑ  μια οικογένεια από γνήσιες συ-
νεχείς ψευδομετρικές επί του X  που παίρνουν πεπερασμένες τιμές και επάγουν την το-
πολογία του X . Έστω G  η ομάδα όλων των «ένα προς ένα» και «επί» απεικονίσεων 

:f X X→  τέτοιων ώστε ( ( ), ( )) ( , )d f x f y d x y=  για κάθε ,x y X∈ και d ∈ℑ . Τότε 
η ομάδα G  εφοδιασμένη με την συμπαγή-ανοιχτή τοπολογία είναι τοπικά συμπαγής και 
δρα γνησίως επί του X .  
 
Σημείωση   Η μεγάλη σε έκταση απόδειξη του κυρίου αποτελέσματος της υπό ανά-
λυση εργασίας γίνεται σε διάφορα βήματα. Πιο συγκεκριμένα.  
 
(1) Πρώτα κατασκευάζουμε μια οικογένεια ℑ  από ψευδομετρικές επί του X με τιμές 

στο [0,1] που επάγουν την τοπολογία του X . 
 
(2) Στη συνέχεια δείχνουμε πως να κάνουμε τα στοιχεία της ℑ  G -αμετάβλητα. 
 
 
(3) Έπειτα κάνουμε κάθε στοιχείο της ℑ  τροχιωδώς γνήσιο (orbitwise proper), δηλα-

δή αν d ∈ℑ  τότε η εικόνα ( ( , ))dB x rπ  έχει συμπαγή θήκη για κάθε x X∈  και 
0 r< < +∞ , όπου : \X G Xπ →  είναι η φυσική απεικόνιση στον χώρο των τρο-
χιών \G X  και ( , ) : { : ( , ) }dB x r y X d x y r= ∈ < . 
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(4) Στη συνέχεια παρουσιάζουμε το βασικό εργαλείο αυτής της εργασίας που είναι η 
κατασκευή με measuring  sticks. Πιο συγκεκριμένα ας φανταστούμε ότι έχουμε 
μια οικογένεια από measuring sticks από δοθείσες αποστάσεις «γειτονικών» ση-
μείων. Τότε ορίζουμε μια ψευδομετρική επί του X  παίρνοντας ως ( , )d x y , 

,x y X∈  το infimum από όλες τις μετρήσεις από ακολουθίες σημείων 

0 ,..., nx x x y= =  τέτοιων ώστε η απόσταση δύο διαδοχικών σημείων δίνεται από 
κάποια measuring sticks. Όπως προκύπτει, αν επιλέξουμε «κατάλληλα» measur-
ing sticks που προκύπτουν από  την ύπαρξη  ενός ανοιχτού «θεμελιώδους συνό-
λου» (fundamental set) της δράσης (πρβλ. [12]) τότε παίρνουμε μια γνήσια ψευ-
δομετρική. Το μειονέκτημα είναι ότι αυτή η ψευδομετρική δεν παίρνει απαραίτητα 
πεπερασμένες τιμές. 

 
(5) Τότε χρησιμοποιούμε την «κατασκευή γεφυρών». Πιο συγκεκριμένα ας φαντα-

στούμε τα ζευγάρια των σημείων για τα οποία ισχύει ( , )d x y < +∞  ότι βρίσκονται 
πάνω στο ίδιο «νησί». Αυτό που αποκαλούμε «νησί» είναι μια κλάση ισοδυναμίας 
που προκύπτει από την σχέση ισοδυναμίας ~x y  αν και μόνο αν ( , )d x y < +∞ . 
Στη συνέχεια συνδέουμε κάποια από αυτά τα «νησιά» με γέφυρες (δηλαδή κάποια 
καινούρια measuring sticks) τοποθετώντας κάποια κατάλληλα (μεγάλα) βάρη σε 
αυτές και κατασκευάζουμε μια καινούρια ψευδομετρική κατά τον τρόπο που πε-
ριγράψαμε στο προηγούμενο βήμα της απόδειξης χρησιμοποιώντας την ίδια την 
ψευδομετρική από το τέταρτο βήμα και τα βάρη από τις «γέφυρες». Ως αποτέλε-
σμα είναι ότι παίρνουμε μια νέα γνήσια ψευδομετρική (για την ακρίβεια μια οικο-
γένεια ψευδομετρικών) που παίρνουν πεπερασμένες τιμές και επάγουν την τοπο-
λογία του X . Ας σημειωθεί ότι όλες οι κατασκευές γίνονται με τέτοιο τρόπο ώ-
στε η νέα οικογένεια ψευδομετρικών να είναι G -αμετάβλητη. 

 
Ως συνέπεια του κυρίου αποτελέσματός  μας παίρνουμε ως πορίσματα τα παρακάτω. 
 
Πόρισμα   ([14] και επαναποδείχτηκε στην [7]) Κάθε δεύτερη αριθμήσιμη τοπικά συ-
μπαγής ομάδα έχει μια αριστερά αμετάβλητη γνήσια μετρική που επάγει την τοπολογία 
της.  
 
Πόρισμα   ([4]) Η ομάδα των ισομετριών ενός γνήσιου μετρικού χώρου έχει μια αρι-
στερά αμετάβλητη γνήσια μετρική που επάγει την τοπολογία της.  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία απαντάμε στο επόμενο ερώτημα: 
Έστω X  ένας τοπικά συμπαγής μετρικός χώρος και έστω G  η ομάδα των ι-
σομετριών του. Έστω { }ig  ένα δίκτυο στην G  για το οποίο υπάρχουν σημεία 

,x y X∈  έτσι ώστε ig x y→ . Τι μπορούμε να συνάγουμε για την σύγκλιση 
του { }ig ; Αποδεικνύουμε ότι υπάρχει ένα υποδίκτυο { }jg  του { }ig  και μια 
ισομετρία : xf C X→  έτσι ώστε jg f→  κατά σημείο στην xC  και 

( )x yf C C= , όπου xC  και yC  συμβολίζουν τις ψευδο-συνιστώσες (pseudo-
components) των x  και y  αντίστοιχα. Εφαρμόζοντας αυτό δίνουμε πολύ σύ-
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ντομες αποδείξεις του θεωρήματος των van Dantzig – van der Waerden (1928) 
και του θεωρήματος των Gao – Kechris (2003). 

 
 

 ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Μερικά λόγια για το συμβολισμό που θα χρησιμοποιήσουμε. Σε ότι ακολουθεί με X  
θα συμβολίζουμε ένα τοπικά συμπαγή μετρικό χώρο και με G  την αντίστοιχη ομάδα 
των ισομετριών του. Αν εφοδιάσουμε την G  με την τοπολογία της κατά  σημείο σύ-
γκλισης τότε η G  είναι μια τοπολογική ομάδα [2, Ch. X, §3.5 Corollary]. Στην ομάδα 
G  υπάρχει επίσης και η τοπολογία της ομοιόμορφης σύγκλισης στα συμπαγή υποσύ-
νολα του X  η οποία είναι ίδια με την συμπαγή-ανοικτή τοπολογία. Στην περίπτωση 
των ομάδων ισομετριών οι τοπολογίες αυτές συμπίπτουν με την τοπολογία της κατά 
σημείο σύγκλισης και η φυσική δράση της G  επί του X  με ( , ) ( )g x g x , g G∈ , 
x X∈ , είναι συνεχής απεικόνιση [2, Ch. X, §2.4 Theorem και  §3.4 Corollary 1].  
 Στην [4] οι S. Gao και A. S. Kechris εισήγαγαν την έννοια των ψευδο-
συνιστωσών (pseudo-components). Αυτές είναι οι κλάσεις ισοδυναμίας xC  της ακό-
λουθης σχέσης ισοδυναμίας: x y  αν και μόνο αν τα ζεύγη ( , )x y  και ( , )y x  μπο-
ρούν να συνδεθούν με μία πεπερασμένη ακολουθία από σφαίρες που τέμνονται ανά 
δύο και έχουν συμπαγείς θήκες. Οι ψευδο-συνιστώσες είναι ανοιχτά και κλειστά υπο-
σύνολα του X  [4, Proposition 5.3]. Ο X  καλείται ψευδο-συνεκτικός (pseudo-
connected) αν έχει μόνο μία ψευδο-συνιστώσα.  
 
Τα κύριο αποτελέσματα της υπό ανάλυση εργασίας είναι το ακόλουθο. 
 
Θεώρημα   Έστω X ένας τοπικά συμπαγής μετρικός χώρος και G  η ομάδα των ισομε-
τριών του. Έστω { }ig  ένα δίκτυο στην G  για το οποίο υπάρχουν σημεία ,x y X∈  έτσι 
ώστε ig x y→ . Τότε υπάρχει ένα υποδίκτυο { }jg  του { }ig  και μια ισομετρία 

: xf C X→  έτσι ώστε jg f→  κατά σημείο στην xC  και ( )x yf C C= . 
 
 Λίγα λόγια περί της γνησιότητας των δράσεων. Μια συνεχής δράση μιας το-
πολογικής ομάδας H  επί ενός τοπολογικού χώρου Y  λέγεται γνήσια (proper)  (ή 
Bourbaki γνήσια) αν η απεικόνιση H Y Y Y× → × με ( , ) ( , )g x x gx , g H∈ , x Y∈  
είναι γνήσια, δηλαδή είναι συνεχής, κλειστή και η αντίστροφη εικόνα κάθε μονοσυ-
νόλου είναι συμπαγής. Με όρους δικτύων μια δράση είναι γνήσια αν οποτεδήποτε 
έχουμε δύο δίκτυα { }ig  στην H  και { }ix  στον Y  για τα οποία τα δίκτυα { }ix  και 
{ }i ig x  συγκλίνουν και τα δύο, τότε το δίκτυο { }ig  έχει συγκλίνων υποδίκτυο. Για 
δράσεις ισομετριών είναι εύκολο κανείς να δείξει ότι μια δράση είναι γνήσια αν οπο-
τεδήποτε έχουμε ένα δίκτυο { }ig  στην H  για το οποίο το δίκτυο { }ig x  συγκλίνει για 
κάποιο x Y∈ , τότε το δίκτυο { }ig  έχει συγκλίνων υποδίκτυο. Άν η H  είναι τοπικά 
συμπαγής και ο Y είναι Hausdorff, τότε η H  δρα γνησίως επί του Y  αν και μόνο αν 
για κάθε  ,x y Y∈  υπάρχουν περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύ-
νολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  να έχει συμπαγή θήκη στη H  [1, Ch. III, §4.4 Propo-
sition 7]. Παρατηρούμε ότι αν η H  δρα γνησίως επί ενός τοπικά συμπαγούς χώρου 
Y  τότε είναι τοπικά συμπαγής. 
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 Μια άμεση συνέπεια του κυρίου αποτελέσματος της υπό ανάλυση εργασίας 
είναι το θεώρημα van Dantzig – van der Waerden [3]. Το πλεονέκτημα της απόδειξης 
μας είναι ότι είναι αξιοσημείωτα μικρή σε σχέση με την απόδειξη των van Dantzig – 
van der Waerden η με την απόδειξη στην [5, Theorem 4.7, pp. 46-49] 
 
Πόρισμα (Θεώρημα van Dantzig – van der Waerden, 1928)   Έστω X ένας συνε-
κτικός τοπικά συμπαγής μετρικός χώρος με ομάδα ισομετριών G . Τότε η G  δρα γνη-
σίως επί του X  και είναι τοπικά συμπαγής. 
 
Μια άλλη εφαρμογή του κυρίου αποτελέσματος της υπό ανάλυση εργασίας είναι ότι 
ξαναπαίρνουμε τα αποτελέσματα των Gao και Kechris [4, Theorem 5.4 και Corollary 
6.2]. 
 
Πόρισμα (Θεώρημα Gao – Kechris, 2003)   Έστω X  ένας τοπικά συμπαγής μετρι-
κός με πεπερασμένο πλήθος από ψευδο-συνεκτικές συνιστώσες. Τότε η ομάδα των ισο-
μετριών του G  είναι τοπικά συμπαγής. Αν ο X είναι ψευδο-συνεκτικός, τότε η G  δρα 
γνησίως επί του X . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία μελετάμε τη δυναμική της “φυσι-
κής” δράσης της ομάδας των ισομετριών G  ενός τοπικά συμπαγούς μετρικού 
χώρου ( , )X d  με ένα πέρας (end). Χρησιμοποιώντας την έννοια των ψευδο-
συνιστωσών, που εισήχθη από τους  S. Gao και A. S. Kechris, δείχνουμε ότι ο 
X  έχει πεπερασμένο πλήθος από ψευδο-συνιστώσες εκ των οποίων μόνο μία 
είναι μη συμπαγής και η G  δρα γνησίως επί αυτής. Το συμπλήρωμα της μη 
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συμπαγούς συνιστώσας είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του X  και η G  ενδε-
χομένως να μη δρα γνησίως (properly) σε αυτό. 
 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Για οικονομία χώρου, για τους σχετικούς ορισμούς παραπέμπουμε στην ανάλυση των 
εργασιών “On the action of the group of isometries on a locally compact metric 
space: closed-open partitions and closed orbits” και “On embeddings of proper and 
equicontinuous actions in zero-dimensional compactifications”.   
 

Η ιδέα της μελέτης της δυναμικής της “φυσικής” δράσης της ομάδας των ισο-
μετριών G  ενός τοπικά συμπαγούς μετρικού χώρου ( , )X d  με ένα πέρας (end), χρη-
σιμοποιώντας  την έννοια των ψευδο-συνιστωσών, που εισήχθη από τους  S. Gao και 
A. S. Kechris, προήλθε από μία εργασία του E. Michael [8]. Σ’ αυτή την εργασία  ει-
σήγαγε την έννοια του J-χώρου (προσοχή! οι J-χώροι  δεν έχουν καμία σχέση με τους 
J-class τελεστές!! Το  γράμμα J προέρχεται από τις καμπύλες Jordan και όχι από τα J-
οριακά σύνολα). Ένας J-χώρος είναι ένας τοπολογικός χώρος  X  με την ιδιότητα ο-
ποτεδήποτε το { , }A B  είναι ένα κάλυμμα του X  από κλειστά σύνολα έτσι ώστε η 
τομή A B∩  να είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του X  τότε το A  ή το B  είναι συ-
μπαγές. Με όρους συμπαγοποιήσεων, ένας τοπικά συμπαγής μη συμπαγής χώρος εί-
ναι ένας J-χώρος αν και μόνο αν η end-point (Freudenthal) συμπαγοποίηση του X  
συμπίπτει με την one-point συμπαγοποίησή του ([8], [9]). Από τοπολογικής άποψης 
οι τοπικά συμπαγείς χώροι με ένα πέρας αποτελούν την «γενική περίπτωση», υπό την 
έννοια ότι το Καρτεσιανό γινόμενο δύο μη συμπαγών, τοπικά συμπαγών και συνεκτι-
κών χώρων είναι ένας τοπολογικός χώρος με ένα πέρας ([8], [9]), οπότε αποτελεί 
μάλλον έκπληξη ότι η δυναμική της ομάδας G  ενός τοπικά συμπαγούς μετρικού χώ-
ρου ( , )X d  με ένα πέρας είναι σχετικά απλή όπως δείχνει το κύριο αποτέλεσμα της 
υπό ανάλυση  εργασίας: 
 
Θεώρημα   Έστω ( , )X d  ένας τοπικά συμπαγής μετρικός χώρος με ένα πέρας και 
έστω G  η ομάδα των ισομετριών του. Τότε 

 
(i) ο X  έχει πεπερασμένο πλήθος από ψευδο-συνιστώσες εκ των οποίων 

μόνο μία είναι μη συμπαγής και η G  είναι τοπικά συμπαγής. 
(ii) Έστω P  η μη συμπαγής ψευδο-συνιστώσα. Τότε η G  δρα γνησίως 

(properly) επί της P , το \X P  είναι ένα συμπαγές υποσύνολο του X  
και η G  ενδεχομένως να μη δρα γνησίως σε αυτό. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία επεκτείνουμε την έννοια των τοπικά 
υπερκυκλικών τελεστών για n-άδες γραμμικών τελεστών. Στη συνέχεια δεί-
χνουμε ότι οι υπερκυκλικές n-άδες τελεστών αποτελούν γνήσια υποκλάση αυ-
τής των τοπικά υπερκυκλικών n-άδων γραμμικών τελεστών. Αυτό που είναι 
αξιοσημείωτο είναι ότι σε κάθε διανυσματικό χώρο πεπερασμένης διάστασης 
πάνω από το   ή το  , υπάρχουν ζευγάρια από πίνακες  που μετατίθενται τα 
οποία είναι τοπικά υπερκυκλικά αλλά όχι υπερκυκλικά. Αυτό έρχεται σε πλή-
ρη αντίθεση με την περίπτωση των υπερκυκλικών n-άδων από πίνακες όπου ο 
ελάχιστος απαιτούμενος αριθμός πινάκων που χρειάζεται για να είναι υπερκυ-
κλικοί σχετίζεται με την διάσταση του διανυσματικού χώρου. Σε αυτή την κα-
τεύθυνση αποδεικνύουμε ότι ο ελάχιστος απαιτούμενος αριθμός πινάκων που 
χρειάζεται για να αποτελούν μια υπερκυκλική n-άδα στον n

  είναι n+1, συ-
μπληρώνοντας έτσι ένα πρόσφατο αποτέλεσμα του N. Feldman. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Οι τοπικά υπερκυκλικοί (ή J-class) τελεστές αποτελούν μια κλάση από τελεστές με 
συγκεκριμένες δυναμικές ιδιότητες. Αυτή η κλάση εισήχθη και μελετήθηκε στην κοι-
νή εργασία με τον Γ. Κωστάκη “ J-class operators and hypercyclicity ” [5]. Η έννοια 
των J-class τελεστών μπορεί να ιδωθεί ως μια «τοπικοποίηση»  της έννοιας της υπερ-
κυκλικότητας (hypercyclicity). Για μια εκτενή μελέτη και αποτελέσματα σχετικά με 
τους υπερκυκλικούς τελεστές μπορεί κάποιος να δει το πρόσφατο βιβλίο των Bayart 
και Matheron [1]. 

Οι υπερκυκλικές  n-άδες γραμμικών τελεστών εισήχθησαν και μελετήθηκαν 
από τον Feldman στις εργασίες [6], [7] και [8], όπως επίσης και στην [12]. Μια n-άδα 
από τελεστές είναι μια πεπερασμένη ακολουθία μήκους n από συνεχείς μετατιθέμε-
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νους γραμμικούς τελεστές 1 2, ,..., nT T T  επί ενός τοπικά κυρτού χώρου .X  Η n-άδα 

1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται υπερκυκλική αν υπάρχει ένα διάνυσμα x X∈  τέτοιο ώστε το 
σύνολο 

1 2
1 2 1 2{ ... : , ,..., {0}}nkk k

n nT T T x k k k ∈ ∪  
είναι πυκνό στον .X   
 
 Στην υπό ανάλυση εργασία επεκτείνουμε την έννοια των τοπικά υπερκυκλι-
κών (J-class) τελεστών για n-άδες γραμμικών τελεστών ως ακολούθως. Για x X∈ ο-
ρίζουμε το επεκτεταμένο οριακό σύνολο 

1 2( , ,..., ) ( )
nT T TJ x  ως το σύνολο των σημείων 

y X∈  για τα οποία υπάρχουν μια ακολουθία από διανύσματα { }mx  με mx x→  και 
ακολουθίες από μη αρνητικούς ακεραίους ( ){ : }j

mk m∈  για 1,2,...,j n=  με 
(1) (2) ( )... n
m m mk k k+ + + →+∞  

έτσι ώστε 
(1) ( 2) ( )

1 2 ... .
n

m m mk k k
n mT T T x y→  

Ας σημειωθεί ότι η συνθήκη (1) (2) ( )... n
m m mk k k+ + + →+∞  είναι ισοδύναμη με την συν-

θήκη ότι κάποια από τις ακολουθίες ( ){ : }j
mk m∈  για 1,2,...,j n=  έχει μια γνησίως 

αύξουσα υπακολουθία που συγκλίνει στο +∞ . Επομένως, αυτός ο ορισμός είναι σε 
πλήρη αντιστοιχία με τον αντίστοιχο ορισμό των επεκτεταμένων οριακών συνόλων 
από τη θεωρία των Transformation Groups και των Topological Dynamics. Η n-άδα 

1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται τοπικά υπερκυκλική (ή J-class) αν υπάρχει ένα \{0}x X∈  τέ-
τοιο ώστε 

1 2( , ,..., ) ( ) .
nT T TJ x X=  

Σε κάθε διανυσματικό χώρο πεπερασμένης διάστασης πάνω από το   ή το 
 , ένας τελεστής δεν μπορεί να είναι υπερκυκλικός (πρβλ [13]) ή J-class (πρβλ [5]). 
Αλλά, όπως δείχθηκε πρόσφατα από τον Feldman στην [8], όταν έχουμε n-άδες 
γραμμικών τελεστών σε χώρους πεπερασμένης διάστασης πάνω από το   ή το   η 
κατάσταση είναι εντελώς διαφορετική. Εκεί δείχθηκε ότι υπάρχουν υπερκυκλικές 
(n+1)-άδες από διαγώνιους πίνακες στον n

 , καθώς επίσης, και ότι δεν υπάρχουν υ-
περκυκλικές n-άδες από διαγώνιους πίνακες . Στην υπό ανάλυση εργασία συμπληρώ-
νουμε αυτό το αποτέλεσμα δείχνοντας ότι ο ελάχιστος απαιτούμενος αριθμός διαγώ-
νιων πινάκων που χρειάζεται για να αποτελούν μια υπερκυκλική n-άδα στον n

  είναι 
n+1. Θα θέλαμε επίσης να επισημάνουμε ότι όπως δείξαμε στην [3] υπάρχουν άνω 
τριγωνικοί μη-διαγώνιοι πίνακες που αποτελούν μια υπερκυκλική κ-άδα στον n

 , 
απαντώντας σε μια σχετική ερώτηση του Feldman. 

 
Στην υπό ανάλυση εργασία κάνουμε μια πρώτη προσπάθεια για την μελέτη 

των τοπικά υπερκυκλικών n-άδων γραμμικών τελεστών σε χώρους πεπερασμένης 
διάστασης πάνω από το   ή το  . Πρώτα, δείχνουμε ότι αν μια n-άδα γραμμικών 
τελεστών είναι υπερκυκλική τότε είναι  τοπικά υπερκυκλική. Στη συνέχεια δείχνουμε 
ότι οι υπερκυκλικές n-άδες τελεστών αποτελούν γνήσια υποκλάση αυτής των τοπικά 
υπερκυκλικών. Αυτό που είναι αξιοσημείωτο είναι το γεγονός ότι σε κάθε χώρο πε-
περασμένης διάστασης πάνω από το   ή το   ο ελάχιστος απαιτούμενος αριθμός 
πινάκων που χρειάζεται για να αποτελούν μια τοπικά υπερκυκλική n-άδα  είναι 2. 
Αυτό έρχεται σε πλήρη αντίθεση με την περίπτωση των υπερκυκλικών n-άδων από 
πίνακες όπου ο ελάχιστος απαιτούμενος αριθμός πινάκων που χρειάζεται για να είναι 
υπερκυκλικοί σχετίζεται με την διάσταση του διανυσματικού χώρου. Τέλος δίνουμε 
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παραδείγματα από ζευγάρια διαγώνιων πινάκων, όπως επίσης και παραδείγματα από 
ζευγάρια άνω τριγωνικών μη διαγώνιων πινάκων και πινάκων σε μορφή Jordan που 
είναι τοπικά υπερκυκλικά αλλά όχι υπερκυκλικά. Αξίζει να παρατηρήσουμε ότι οι 
κατασκευές μας μπορούν να γενικευτούν άμεσα σε άπειρες διαστάσεις, όπως δεί-
χνουμε σχετικά στην παρούσα εργασία. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία απαντάμε σε ένα ερώτημα του N. 
Feldman στην [4] σχετικά με τη δυναμική n-άδων γραμμικών τελεστών στον 

n
 .  Συγκεκριμένα, δείχνουμε ότι για κάθε θετικό ακέραιο 2n ≥  υπάρχουν n-
άδες 1 2( , ,..., )nA A A  από μη ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιμους n n×  πίνακες επί 
του   που είναι υπερκυκλικές. Επίσης, παραθέτουμε σχετικά αποτελέσματα 
για n-άδες 2 2×  πινάκων επί του   η του   που είναι σε μορφή Jordan. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ακολουθώντας την πρόσφατη εργασία του Feldman [4], μια n-άδα από τελεστές είναι 
μια πεπερασμένη ακολουθία μήκους n από συνεχείς μετατιθέμενους γραμμικούς τε-
λεστές 1 2, ,..., nT T T  επί ενός τοπικά κυρτού χώρου .X  Η n-άδα 1 2( , ,..., )nT T T  λέγεται 
υπερκυκλική αν υπάρχει ένα διάνυσμα x X∈  τέτοιο ώστε το σύνολο 

1 2
1 2 1 2{ ... : , ,..., 0}nkk k

n nT T T x k k k ≥  
είναι πυκνό στον .X  Ένα τέτοιο διάνυσμα λέγεται υπερκυκλικό για την 1 2( , ,..., )nT T T  
και το σύνολο όλων των υπερκυκλικών διανυσμάτων για την 1 2( , ,..., )nT T T  θα συμβο-
λίζεται με 1 2(( , ,..., ))nHC T T T . Τα παραπάνω αποτελούν μια γενίκευση της γνωστής 
έννοιας της υπερκυκλικότητας για ένα γραμμικό φραγμένο τελεστή. Για περισσότερα 
αποτελέσματα, σχόλια και για μια εκτενή βιβλιογραφία σχετικά με την έννοια της υ-
περκυκλικότητας μπορεί κανείς να ανατρέξει στις εργασίες [1], [5], [6] και [7]. Για 
αποτελέσματα σχετικά με τη δυναμική n-άδων γραμμικών τελεστών μπορεί κανείς να 
ανατρέξει στις εργασίες [2], [3], [4] και [9]. 
 Στην [4] ο Feldman έδειξε, ανάμεσα στα άλλα, ότι στον n

  υπάρχουν n+1-
άδες από ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιμες πίνακες που έχουν πυκνές τροχιές. Επιπλέον, 
έδειξε ότι δεν υπάρχουν n-άδες από ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιμες πίνακες στον n

  
ή στον n

  που έχουν somewhere dense τροχιές. Επομένως, εύλογα ανακύπτει το α-
κόλουθο 
 
Ερώτημα (Feldman [4])   Υπάρχουν μη διαγωνοποιήσιμες n-άδες στον k

 που έχουν 
somewhere dense τροχιές; 
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Στην εργασία αυτή απαντάμε θετικά στο παραπάνω ερώτημα αποδεικνύοντας το α-
κόλουθο ισχυρότερο θεώρημα. 
 
Θεώρημα   Για κάθε θετικό ακέραιο 2n ≥  υπάρχουν n-άδες 1 2( , ,..., )nA A A  από n n×  
μη ταυτόχρονα διαγωνοποιήσιμους πίνακες επί του   που είναι υπερκυκλικές. 
 
Περιοριζόμενοι στην περίπτωση των 2 2×  πινάκων επί του   ή   δείχνουμε, επί-
σης, τα ακόλουθα. 
 
Θεώρημα   Υπάρχουν 2 2×  πίνακες , 1, 2,3, 4jA j =  σε μορφή Jordan επί του   έτσι 
ώστε η τετράδα 1 2 3 4( , , , )A A A A  να είναι υπερκυκλική. Πιο συγκεκριμένα  

1 2
1 2 3 4 2

2

(( , , , )) : 0 .
x

HC A A A A x
x

   = ∈ ≠  
   

  

 
Θεώρημα   Υπάρχουν 2 2×  πίνακες , 1, 2,...,8jA j =  σε μορφή Jordan επί του   έτσι 
ώστε η οχτάδα 1 2 8( , ,..., )A A A  να είναι υπερκυκλική. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουμε έναν πλήρη χαρακτηρισμό 
των J-class και mixJ -class unilateral weighted shifts στον ( )l∞   σε σχέση με 
τις ακολουθίες των βαρών τους. Σε αντιδιαστολή με το προηγούμενο αποτέ-
λεσμα δείχνουμε ότι ένα bilateral weighted shift  στον ( )l∞   δεν μπορεί να 
είναι ένας J-class τελεστής. 

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Για όλες τις έννοιες και τους αντίστοιχους ορισμούς παραπέμπουμε για λόγους συ-
ντομίας στην ανάλυση τις εργασίας με τίτλο “ J-class operators and hypercyclicity”. 
Υπενθυμίζουμε ότι:  
 

Τα παρακάτω οριακά σύνολα περιγράφουν την ασυμπτωτική  συμπεριφορά των 
τροχιών τοπικά γύρω από ένα διάνυσμα x X∈ . 
 
Ορισμός   Το σύνολο 
 

( ) : { :υπάρχει μια γνησίως αύξουσα ακολουθία θετικών αριθμών { } και

 μια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }n

n
k

n n n

J x y X k

x x x T x y

= ∈

→ →
  

 
λέγεται το επεκτεταμένο (extended ή prolongational) οριακό σύνολο του x  και το σύ-
νολο 
 

( ) : { :υπάρχει μια ακολουθία { } τέτοια ώστε και }mix n
n n nJ x y X x x x T x y= ∈ → →  

 
λέγεται το επεκτεταμένο mixing οριακό σύνολο του x . 
 

Η επόμενη πρόταση μας δίνει έναν χαρακτηρισμό των οριακών συνόλων χρη-
σιμοποιώντας ανοικτά υποσύνολα του X . 
 
Πρόταση   Έστω x X∈ , τότε 
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( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 

             θετικός ακέραιος  έτσι ώστε }n

J x y X U V x y
n T U V

= ∈

∩ ≠∅
 

και 
 

( ) { :για κάθε ζεύγος περιοχών ,  των ,  αντίστοιχα, υπάρχει ένας 
                 θετικός ακέραιος  έτσι ώστε  για κάθε }.

mix

n

J x y X U V x y
N T U V n N

= ∈

∩ ≠∅ ≥
 

 
Η επόμενη πρόταση μας δίνει μερικές χρήσιμες ιδιότητες των οριακών συνόλων. 
 
Πρόταση   Για κάθε x X∈  τα σύνολα ( )J x  και ( )mixJ x  είναι κλειστά και αμετάβλη-
τα. Επιπλέον, το σύνολο ( )mixJ x  είναι κυρτό και το σύνολο (0)mixJ  είναι ένας κλειστός 
υπόχωρος του X . 
 
Ορισμός   Ένας τελεστής :T X X→  λέγεται τοπολογικά mixing αν για κάθε ζεύγος μη 
κενών ανοιχτών υποσυνόλων ,U V  του X  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος N  έτσι ώ-
στε nT U V∩ ≠∅ , για κάθε n N≥ . 
 
 Παρατηρούμε ότι ο τελεστής T  είναι τοπολογικά μεταβατικός αν και μόνο αν 

( )J x X=  για κάθε x X∈  και είναι τοπολογικά mixing αν και μόνο αν ( )mixJ x X=  
για κάθε x X∈ . 
 
 

Ένα πρώτο βήμα στην κατανόηση της δυναμικής των γραμμικών τελεστών εί-
ναι να μελετήσουμε συγκεκριμένες κλάσεις τελεστών όπως για παράδειγμα τα 
weighted shifts. Ο Salas [11] ήταν ο πρώτος που χαρακτήρισε τα υπερκυκλικά 
weighted shifts σε σχέση με τις ακολουθίες των βαρών τους. Θα θέλαμε να επισημά-
νουμε ότι οι χώροι ( )l∞   και ( )l∞   δεν δέχονται υπερκυκλικούς τελεστές μιας και 
δεν είναι διαχωρίσιμοι χώροι Banach. Στην πραγματικότητα δεν δέχονται ούτε τοπο-
λογικά μεταβατικούς τελεστές όπως δείχτηκε από τους Bermúdez και Kalton στην 
[2]. Τα αποτελέσματα της υπό ανάλυση εργασίας είναι τα ακόλουθα.  
 
Θεώρημα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→   ένα backward unilateral weighted shift με θετι-
κά βάρη { }n nα ∈ . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
 

(ii) 
0

1

lim inf .
n

i jn j i

α +→+∞ ≥
=

 
= +∞ 

 
∏  

 
Επιπλέον, αν ο T  είναι ένας J-class τελεστής τότε η ακολουθία των βαρών { }n nα ∈  
είναι φραγμένη από κάτω από ένα θετικό αριθμό και έχουμε την ακόλουθο πλήρη περι-
γραφή του συνόλου των J-διανυσμάτων: 
 

0{ ( ) : ( ) ( )} ( )x l J x l c∞ ∞∈ = =    
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όπου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =  . 

 
Παρατήρηση   Ας σημειωθεί ότι, όπως δείχνουμε με ένα παράδειγμα υπάρχει ένα 
υπερκυκλικό backward unilateral weighted shift στον 2 ( )l   που δεν είναι J-class τε-
λεστής στον ( )l∞  . Ενώ, όπως δείχνουμε στην [5], ένα backward unilateral (ή bilat-
eral) weighted shift είναι ένας J-class τελεστής στον ( )pl   αν και μόνο αν ο T  είναι 
υπερκυκλικός στον ( )pl  , για 1 p≤ < +∞ . 
 
Θεώρημα   Αν : ( ) ( )T l l∞ ∞→   είναι ένα backward bilateral weighted shift με θετι-
κά βάρη { }n nα ∈  τότε δεν είναι ένας J-class τελεστής. 
 
Πόρισμα   Έστω T  ένα  backward unilateral (bilateral) weighted shift με ακολουθία 
βαρών { }n nα ∈  ({ }n nα ∈  αντίστοιχα). Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα 
 

(i) (0) ( )J l∞=     ( (0) ( )J l∞=  ). 
 

(ii) 
0

1

lim inf
n

i jn j
i

α +→+∞ ≥
=

 
= +∞ 

 
∏    (

1

lim inf
n

i jn j
i

α +→+∞ ∈
=

 
= +∞ 

 
∏



). 

 
Παρατήρηση   Από το προηγούμενο θεώρημα και το πόρισμα προκύπτει ότι αν T  
είναι ένα backward unilateral  weighted shift και (0) ( )J l∞=   τότε ο T  είναι ένας J-
class τελεστής. Στην περίπτωση που ο T  είναι ένα  backward bilateral weighted shift 
τότε, όπως δείχνουμε με ένα παράδειγμα, το παραπάνω αποτέλεσμα δεν είναι απαραί-
τητα σωστό. 
 

Ανάλογα αποτελέσματα ισχύουν και για την περίπτωση των  mixJ -class 
weighted shifts στον ( )l∞  : 
 
Θεώρημα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→   ένα backward unilateral weighted shift με θετι-
κά βάρη { }n nα ∈ . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής. 
 

(ii) 
0

1

lim inf .
n

i jn j i

α +→+∞ ≥
=

 
= +∞ 

 
∏  

 
Επιπλέον, αν ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής τότε έχουμε την ακόλουθο πλήρη πε-
ριγραφή του συνόλου των mixJ -διανυσμάτων: 
 

0{ ( ) : ( ) ( )} ( )mixx l J x l c∞ ∞∈ = =    
  
όπου 0 ( ) : { { } ( ) : lim 0}n nn

c x x l x∞

→+∞
= = ∈ =  . 



 38 

 
Πόρισμα   Έστω : ( ) ( )T l l∞ ∞→   ένα backward unilateral weighted shift με θετικά 
βάρη { }n nα ∈ . Τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 
 

(i) Ο T  είναι ένας mixJ -class τελεστής. 
 
(ii) Ο T  είναι ένας J-class τελεστής. 
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 ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία δίνουμε ένα νέο εργαλείο για την 

μελέτη των  γνησίως μη συνεκτικών (properly discontinuous) δράσεων μη συ-
μπαγών ομάδων επί τοπικά συμπαγών, συνεκτικών και παρασυμπαγών  χώ-
ρων, εμβαπτίζοντας μια τέτοια δράση σε μια κατάλληλη μηδενοδιάστατη συ-
μπαγοποίηση του υποκείμενου χώρου με «καλές ιδιότητες». Συγκεκριμένα, 
δοθείσης μιας δράσης ( , )G X  κατασκευάζουμε μια μηδενοδιάστατη συμπα-
γοποίηση Xµ  του X  (δηλαδή ο επισυναπτόμενος χώρος \X Xµ  είναι ολικά 
μη συνεκτικός) με τις ακόλουθες ιδιότητες: (α) η δράση επεκτείνεται (συνε-
χώς)  στην Xµ , (β) αν \L X Xµ µ⊆  είναι το σύνολο των οριακών σημείων 
των τροχιών της αρχικής δράσης, τότε ο περιορισμός της δράσης 
( , \ )G X Lµ µ  παραμένει γνησίως μη συνεκτική (properly discontinuous), είναι 
αδιαίρετη (indivisible) και κατά σημείο ισοσυνεχής ως προς την ομαλή δομή 
που επάγει η συμπαγοποίηση Xµ  στον \X Xµ , και (γ) η συμπαγοποίηση 

Xµ  είναι η μέγιστη δυνατή μηδενοδιάστατη συμπαγοποίηση του X με τις 
παραπάνω ιδιότητες. Οι γνήσιες δράσεις συνήθως εμβαπτίζονται στην end 
point (ή Freudenthal) συμπαγοποίηση του X ώστε να εξαχθούν τοπολογικά 
invariants που αφορούν το πλήθος των περάτων του X , με την υπόθεση ότι ο 
χώρος X έχει μια επιπλέον «καλή» ιδιότητα σχετικά τοπικού χαρακτήρα (την 
«ιδιότητα Ζ», δηλαδή κάθε συμπαγές υποσύνολο του X  περιέχεται σε ένα 
συμπαγές και συνεκτικό υποσύνολό του, αυτό ισχύει αν π.χ. ο X  είναι τοπικά 
συνεκτικός). Αν ο υπόψιν χώρος X  έχει αυτή την ιδιότητα τότε η καινούρια 
μας συμπαγοποίηση συμπίπτει με την end point συμπαγοποίηση  του X . Από 
την άλλη, δίνουμε ένα παράδειγμα ενός χώρου που δεν έχει την «ιδιότητα Ζ» 
για τον οποίο η συμπαγοποίηση μας είναι διαφορετική της end point. Σαν ε-
φαρμογή δείχνουμε ότι το τοπολογικό invariant που αφορά το πλήθος των πε-
ράτων του X ισχύει για μια κλάση δράσεων που περιέχει γνήσια την κλάση 
των γνησίως μη συνεκτικών δράσεων και για χώρους που δεν έχουν κατ’ ανά-
γκη την «ιδιότητα Ζ». Ας σημειωθεί ότι η κατασκευή της νέας αυτής συμπα-
γοποίησης γίνεται με μία νέα μέθοδο. Συγκεκριμένα προκύπτει παίρνοντας την 
αρχική δράση ως αντίστροφο όριο γνησίως μη συνεκτικών δράσεων της G  
πάνω σε πολύεδρα που «κατασκευάζονται» μέσω G - αμετάβλητων τοπικά 
πεπερασμένων ανοιχτών καλύψεων του X  που παράγονται από τοπικά πεπε-
ρασμένες ανοιχτές καλύψεις ενός κατάλληλου «θεμελιώδους συνόλου» (fun-
damental set) της δράσης.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Η συμπαγοποίηση των τοπικά συμπαγών (κυρίως συνεκτικών) τοπολογικών χώρων 
ήταν ένα από τα πρώτα και, όπως αποδείχθηκε, γόνιμα «εργαλεία» για τη μελέτη 
τους. Κάτι ανάλογο επιχειρήθηκε έμμεσα (ήδη από το 1934) στη θεωρία των δράσε-
ων από τον Kerékjártó [2], ο οποίος μελέτησε ομάδες ομοιομορφισμών του 2

  εμ-
βαπτίζοντας τις αντίστοιχες δράσεις στη σφαίρα, τη συμπαγοποίηση με ένα σημείο 
του επιπέδου. 

 
Μολονότι η εμβάπτιση δράσεων (κυρίως των γνήσιων) έχει παίξει σημαντικό 

ρόλο στη μέχρι τώρα έρευνα (πρβλ. π.χ. [1] και [4]) και έχουν αποδειχθεί υπαρξιακού 
τύπου θεωρήματα για την εμβάπτιση δράσεων σε συμπαγοποιήσεις (π.χ. για δράσεις 
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τοπικά συμπαγών ομάδων, πρβλ. [5]), το ενδιαφέρον θέμα της πιο πρόσφορης επιλο-
γής μιας συμπαγοποίησης του υποκείμενου χώρου για χρήσιμες κατηγορίες δράσεων 
δεν έχει αντιμετωπισθεί επαρκώς. 

 

Ορισμός   Έστω ( , )G X  μια συνεχής δράση μιας τοπολογικής ομάδας επί ενός τοπικά 
συμπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
με ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συμπαγούς συνόλου είναι ένα συμπαγές σύνολο, ή ισοδύναμα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σημαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σημεία 
συσσώρευσης στην G .  

 
Οι γνήσιες δράσεις αποτελούν μία από τις πιο ενδιαφέρουσες κλάσεις δράσε-

ων, τουλάχιστον διότι περιέχει τις δράσεις των ομάδων ισομετριών τοπικά συμπαγών 
και συνεκτικών μετρικών χώρων. Οι γνήσιες δράσεις πρωτοεμφανίστηκαν στην ειδι-
κή (και ιδιαίτερα χρήσιμη για τη γεωμετρική έρευνα) περίπτωση των γνησίως μη συ-
νεκτικών (properly discontinuous) δράσεων, οι οποίες έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στη 
θεωρία των «χώρων επικάλυψης» (covering spaces) και ορίζονται από την απαίτηση: 
για κάθε δύο σημεία ,x y X∈  υπάρχουν περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, 
ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  να είναι πεπερασμένο. [Αν η G  είναι το-
πικά συμπαγής, η απαίτηση το σύνολο αυτό να έχει συμπαγή θήκη στην G  είναι ισο-
δύναμη με την: ( )J x =∅  για κάθε x X∈ , δηλαδή με τη γνησιότητα της δράσης.] 
 
 Κάθε δράση μιας συμπαγούς ομάδας είναι γνήσια, αφού τα J -σύνολα είναι 
κατά τετριμμένο τρόπο κενά. Αν περιορισθούμε σε μη συμπαγείς χώρους, η ύπαρξη 
μιας δράσης μιας συμπαγούς ομάδας δεν οδηγεί, γενικά, σε δομικές πληροφορίες για 
τον χώρο· για παράδειγμα, κάθε τοπικά συμπαγής και συνεκτικός χώρος δέχεται μία 
δράση μιας μη τετριμμένης συμπαγούς ομάδας (πρβλ. [4]). Αντίθετα, η ύπαρξη μιας 
γνήσιας δράσης μιας μη συμπαγούς ομάδας (οπότε ο χώρος θα είναι αναγκαστικά μη 
συμπαγής) οδηγεί σε ενδιαφέρουσες δομικές πληροφορίες: 
 

Όπως προκύπτει από τον ορισμό της, μία γνήσια δράση χαρακτηρίζεται από 
τη μη ύπαρξη σημείων συσσώρευσης για δίκτυα { }i ig x  με ix x→  και ig →∞ . Το 
θεμελιώδες αυτό χαρακτηριστικό προτείνει την εμβάπτισή μιας γνήσιας δράσης σε 
μία συμπαγοποίηση Y  του χώρου X , με την ελπίδα η μελέτη των J -συνόλων που 
θα προκύψουν στον υπόχωρο \Y X  να οδηγήσει σε πληροφορίες για τον X  και τη 
δράση, ή σε «αναλλοίωτα» για το ζευγάρι χώρος-δράση. Αυτό έχει συμβεί για 
Y X += , τη συμπαγοποίηση του X  με τα πέρατα (end point ή Freudenthal 
compactification). Η συμπαγοποίηση αυτή έχει δύο βασικά πλεονεκτήματα: 

 
      (α) ο X  δεν «χάνεται» στον X + , αφού ο \X X+  είναι «ολικά μη συνεκτικός» 
χώρος, και 
 
      (β) για συνεκτικούς χώρους οι δράσεις ( , )G X  επεκτείνονται (συνεχώς) σε δρά-
σεις ( , )G X + , αφού ο X +  είναι ο χώρος-πηλίκο της «συμπαγοποίησης Stone-Čech», 

Xβ , του X  στον οποίο μία συνεκτική συνιστώσα του \X Xβ  συρρικνώνεται σε 
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ένα σημείο· πρόκειται για τη «μέγιστη» συμπαγοποίηση του Χ με «ολικά μη συνεκτι-
κό» επισυναπτόμενο χώρο (οι συμπαγοποιήσεις «διατάσσονται» ως εξής: μία συμπα-
γοποίηση είναι «μεγαλύτερη» από μία άλλη, αν υπάρχει μία απεικόνιση της πρώτης 
επί τη δεύτερη που επεκτείνει την ταυτοτική απεικόνιση του X ). 

 
Ας σημειωθεί ότι το (β) δεν είναι δεδομένο για όλες τις «μηδενοδιάστατες συ-

μπαγοποιήσεις» του Χ, δηλαδή για τις συμπαγοποιήσεις με «ολικά μη συνεκτικό» 
επισυναπτόμενο χώρο. 

 
Αν μείνουμε στις γνήσιες δράσεις μη συμπαγών ομάδων και θέλουμε να τις 

αξιοποιήσουμε κυρίως για τη διερεύνηση τη δομής τοπικά συμπαγών, συνεκτικών 
χώρων και την εύρεση «αναλλοιώτων» τους, οι επόμενες ιδιότητες δύσκολα μπορούν 
να αγνοηθούν ως κριτήρια για την επιλογή της εκάστοτε προτιμότερης «μηδενοδιά-
στατης συμπαγοποίησης», Y , του X : 

 
(1) Η θεωρούμενη δράση ( , )G X  επεκτείνεται (συνεχώς) σε μία δράση ( , )G Y . 

 
(2) Αν ℑ  είναι το σύνολο των οριακών σημείων της αρχικής δράσης στον Y , δη-

λαδή, το σύνολο των σημείων συσσώρευσης στον Y  για δίκτυα { }ig x  με 

ig →∞  και x X∈ , τότε η δράση ( , \ )G Y ℑ  παραμένει γνήσια. 
  

(3) Η δράση ( , \ )G Y ℑ  είναι κατά σημείο ισοσυνεχής ως προς την επαγόμενη 
ομαλή δομή στον \Y Xℑ⊃  από εκείνη του Y  (ώστε σε συνδυασμό με την 
(2) να είναι αξιοποιήσιμα τα «εργαλεία» της Θεωρίας των Ισοσυνεχών Δρά-
σεων, με τις «ανωμαλίες» ως προς τη δομή αυτή να απωθούνται στον υπό-
χωρο ℑ  του \Y X , απ’ όπου θα αντληθούν χρήσιμες πληροφορίες ή/και τα 
«αναλλοίωτα»). 

 
(4) Έστω { }ig  ένα δίκτυο χωρίς οριακά σημεία στην G  και \x Y∈ ℑ  τέτοιο, ώ-

στε να ισχύει ig x y→ ∈ℑ , τότε ισχύει ig z y→  για κάθε \z Y∈ ℑ . Μία εμ-
βάπτιση της ( , \ )G Y ℑ  στην ( , )G Y  με την ιδιότητα αυτή λέγεται αδιαίρετη 
(indivisible). 

 

            [Τα δύο αποκλίνοντα δίκτυα { }ig  και { }ig x  συσχετίζουν τις δομές των G  και 
\Y ℑ · επομένως, προκειμένου να αντληθούν πληροφορίες για τον \Y ℑ  από 

την G  και τη γνησιότητα της δράσης, είναι ευπρόσδεκτο το ότι το οριακό ση-
μείο y  είναι ανεξάρτητο από το x  και εξαρτάται μόνο από το δίκτυο { }ig : τα 
στοιχεία y  του ℑ  (που περιέχει τις πληροφορίες) «φαίνονται» στην G  ως δί-
κτυα { }ig .] 

 
 

(5) Η «μηδενοδιάστατη συμπαγοποίηση» Y  είναι η «μέγιστη» δυνατή με τις τέσ-
σερις προηγούμενες ιδιότητες (ώστε, με δεδομένα τα «εργαλεία» που προσφέ-
ρουν οι τέσσερις αυτές ιδιότητες, να μη χάνονται πληροφορίες, λόγω μη ανα-
γκαίας «συμπίεσης» του ℑ ). 
 
 

 Ας σημειωθεί ότι οι ιδιότητες (1)-(4) συναντώνται στη βιβλιογραφία και έ-
χουν οδηγήσει σε ενδιαφέροντα συμπεράσματα για γνήσιες δράσεις μη συμπαγών 
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ομάδων: η (4), συνδυασμένη με την υπόθεση ότι η θεωρούμενη δράση επεκτείνεται 
σε μια δράση η οποία δεν είναι  κατά σημείο ισοσυνεχής (ως προς κάποια ομαλή δο-
μή) ακριβώς στα σημεία του ℑ , οδηγεί στο συμπέρασμα ότι «τα σημεία του ℑ  είναι 
1, 2 ή άπειρα το πλήθος», ένα «αναλλοίωτο» για το ζευγάρι χώρος-δράση (πρβλ. [3]), 
ενώ ο συνδυασμός των (1), (2) και (4) οδηγεί (π.χ. στις [1] και [4]) στο ίδιο συμπέρα-
σμα (για Y X += ), υπό την προϋπόθεση ότι ο X  έχει την ιδιότητα Ζ (: κάθε συμπαγές 
υποσύνολο του X  περιέχεται σε ένα συμπαγές και συνεκτικό υποσύνολό του, αυτό 
ισχύει αν π.χ. ο X  είναι τοπικά συνεκτικός). 
 
 Στην υπό ανάλυση εργασία, δίνεται ένα παράδειγμα που δείχνει ότι η δράση 
( , \ )G X + ℑ  δεν είναι απαραίτητο να είναι γνήσια ή κατά σημείο ισοσυνεχής, αν ο 
χώρος δεν έχει την ιδιότητα Ζ. Αυτό, το ισχυρό «οπλοστάσιο» της Θεωρίας των Ισο-
συνεχών Δράσεων και τα μεθοδολογικά πλεονεκτήματα που προστίθενται από την 
ιδιότητα (4), οδήγησαν στο επόμενο ερώτημα, το «βάρος» του οποίου έγκειται στο 
ότι μια θετική απάντησή του θα δώσει ένα καινούργιο διευρυμένο πλαίσιο «εργαλεί-
ων» για τη μελέτη των γνήσιων δράσεων. 

 
Ερώτημα: Έστω ότι η μη συμπαγής ομάδα G  δρα γνησίως 
στον τοπικά συμπαγή, συνεκτικό και παρασυμπαγή χώρο X . 
Υπάρχει μία «μηδενοδιάστατη συμπαγοποίηση» του X  με τις 
ιδιότητες (1)-(5); 

 
Στην εν λόγω εργασία αποδεικνύεται ότι, ειδικά για τις γνησίως μη συνεκτικές 

δράσεις, υπάρχει πάντα μία τέτοια συμπαγοποίηση. Η κατασκευή της νέας αυτής συ-
μπαγοποίησης γίνεται με μία νέα μέθοδο. Συγκεκριμένα προκύπτει παίρνοντας την 
αρχική δράση ως αντίστροφο όριο γνησίως μη συνεκτικών δράσεων της G  πάνω σε 
πολύεδρα που «κατασκευάζονται» μέσω G - αμετάβλητων τοπικά πεπερασμένων α-
νοιχτών καλύψεων του X  που παράγονται από τοπικά πεπερασμένες καλύψεις ενός 
κατάλληλου «θεμελιώδους συνόλου» (fundamental set) της δράσης. Ας σημειωθεί ότι  
αν ο X  έχει την ιδιότητα Ζ η συμπαγοποίηση αυτή ταυτίζεται με την X + . 

 
Ως εφαρμογή των μεθοδολογικών πλεονεκτημάτων που προκύπτουν από την 

ύπαρξη μιας τέτοιας συμπαγοποίησης του X  αποδεικνύονται τα κύρια συμπεράσμα-
τα των [1] και [3] που προαναφέρθηκαν για χώρους που δεν είναι απαραίτητο να έ-
χουν την ιδιότητα Ζ και για μία κλάση γνήσιων δράσεων που περιέχει τις γνησίως μη 
συνεκτικές δράσεις. Πιο συγκεκριμένα αποδεικνύουμε το ακόλουθο. 
 
Θεώρημα   Έστω X  ένας τοπικά συμπαγής, συνεκτικός και παρασυμπαγής χώρος και 
G  μια μη συμπαγής τοπολογική ομάδα που δρα γνησίως επί του X  τέτοια ώστε η συ-
νεκτική συνιστώσα της μονάδας 0G  της G  είναι μη συμπαγής είτε η 0G  είναι συμπαγής 
και ο χώρος πηλίκο των συνεκτικών συνιστωσών 0/G G  της G  περιέχει μια άπειρη 
διακριτή υποομάδα. Τότε ο X  έχει 
 

(i) το πολύ δύο ή άπειρα το πλήθος πέρατα, και 
 
(ii) το πολύ δύο πέρατα αν η 0G  είναι μη συμπαγής. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία μελετάμε συνθήκες υπό τις οποίες η 
ομάδα των ισομετριών ( , )I X d  ενός τοπικά συμπαγούς μετρικού χώρου 
( , )X d  είναι τοπικά συμπαγής ή δρα γνησίως επί του X .  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Στην εργασία αυτή ολοκληρώνεται η λύση ενός παλαιού προβλήματος που αφορά την 
τοπική συμπάγεια τις ομάδας των ισομετριών ενός τοπικά συμπαγούς μετρικού χώ-
ρου καθώς και του τρόπου δράσης αυτής της ομάδας πάνω στο χώρο (van Dantzig, 
van der Waerden (1928) [1], Π. Στράντζαλος (1989) [6]). 
  

Η λύση του προβλήματος, στη γενικότητά του, σχετίζεται με ιδιότητες συνε-
κτικότητας του χώρου, δηλαδή κατά πόσο έχει συμπαγή χώρο συνεκτικών ή ημισυνε-
κτικών συνιστωσών, και επίσης με το κατά πόσο η αντίστοιχη ομάδα των ισομετριών 
του χώρου είναι κλειστή στο χώρο των συνεχών απεικονίσεων του χώρου στον εαυτό 
του σε σχέση με την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης. Θυμίζουμε ότι 
 
Ορισμός   Έστω ( , )G X  μια συνεχής δράση μιας τοπολογικής ομάδας επί ενός τοπικά 
συμπαγούς χώρου. Η δράση λέγεται γνήσια (proper) αν η απεικόνιση G X X X× → ×  
με ( , ) ( , )g x x gx  είναι γνήσια, δηλαδή, αν είναι κλειστή απεικόνιση και η αντίστροφη 
εικόνα ενός συμπαγούς συνόλου είναι ένα συμπαγές σύνολο,ή  ισοδύναμα, αν τα σύνολα 
 
 ( ) { | υπάρχουν δίκτυα  στον  και  στην  ώστε }i i i iJ x y X x x X g G g x y= ∈ → →∞ →   
 
είναι κενά για κάθε x X∈ , όπου ig →∞  εδώ σημαίνει ότι το δίκτυο δεν έχει σημεία 
συσσώρευσης στην G .  
 
Παρατήρηση   Σε περίπτωση που η (τοπολογική) ομάδα G  είναι τοπικά συμπαγής, 
μια συνεχής δράση ( , )G X  είναι γνήσια αν και μόνο αν για κάθε ,x y X∈  υπάρχουν 
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περιοχές τους ,x yU U , αντίστοιχα, τέτοιες, ώστε το σύνολο { | ( ) }x yg G gU U∈ ∩ ≠∅  
να έχει συμπαγή θήκη στη G . 
 

Χρησιμοποιώντας κατάλληλες καλύψεις του υποκείμενου χώρου με κλειστά-
ανοιχτά υποσύνολα του αποδεικνύουμε το επόμενο.   
 
Θεώρημα   Έστω ( , )X d  ένας τοπικά συμπαγής μετρικός χώρος. Αν με ( , )I X d  συμ-
βολίσουμε την ομάδα των ισομετριών του με την τοπολογία της κατά σημείο σύγκλισης 
και με ( )XΣ  τον χώρο των συνεκτικών συνιστωσών του X  με την τοπολογία πηλίκο, 
τότε 
 
(i) Αν ο ( )XΣ  δεν είναι συμπαγής, τότε η ( , )I X d  δεν είναι απαραίτητα τοπικά συ-

μπαγής ούτε απαραίτητα δρα γνησίως επί του X . 
 
(ii) Αν ο ( )XΣ  είναι συμπαγής (αλλά όχι απαραίτητα χώρος του Hausdorff) τότε 
 

(1)   η ομάδα ( , )I X d  είναι τοπικά συμπαγής, 
(2)   η δράση ( ( , ), )I X d X  δεν είναι απαραίτητα γνήσια, και 
(3)   η δράση ( ( , ), )I X d X  είναι γνήσια αν ο X  είναι συνεκτικός. 

 
Παρατήρηση   Χρησιμοποιώντας τα ίδια επιχειρήματα όπως και στην απόδειξη του 
προηγούμενου θεωρήματος μπορούμε να αποδείξουμε ότι αν ο X  είναι ένας τοπικά 
συμπαγής μετρικοποιήσιμος χώρος με συμπαγή χώρο ημισυνεκτικών συνιστωσών 
(quasiconnected components)  ως προς την τοπολογία πηλίκο, τότε η ομάδα των ισο-
μετριών ( , )I X d  είναι τοπικά συμπαγής για κάθε μετρική d  που επάγει την τοπολο-
γία του X  (θυμίζουμε ότι η ημισυνεκτική συνιστώσα ενός σημείου x X∈ είναι η το-
μή όλων των ανοιχτών-κλειστών του X  που περιέχουν το x ). Η επιλογή μας να πα-
ρουσιάσουμε τα αποτελέσματα μας υπό τη συνθήκη «ο χώρος των συνεκτικών συνι-
στωσών του X είναι συμπαγής ως προς την τοπολογία πηλίκο» και όχι χρησιμοποιώ-
ντας την γενικότερη συνθήκη (όπως δείχνουμε με ένα παράδειγμα) «ο χώρος των ημι- 
συνεκτικών συνιστωσών του X είναι συμπαγής ως προς την τοπολογία πηλίκο» έγινε 
γιατί θεωρούμε ότι αυτή η συνθήκη είναι τοπολογικά φυσιολογικότερη.  
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία χαρακτηρίζουμε πλήρως το ριζικό 
Jacobson ενός αναλυτικού σταυρωτού γινομένου (analytic crossed product) 

0 ( ) dC X φ +×   ενός πολυμεταβλητού δυναμικού συστήματος, απαντώντας σε 
ένα παλαιό ερώτημα των Arveson και Josephson [1], χρησιμοποιώντας όρους 
από το δυναμικό σύστημα (συγκεκριμένα χρησιμοποιώντας το σύνολο των 
«επανερχόμενων» (recurrent) σημείων του δυναμικού συστήματος). Αναλυτι-
κότερα αποδεικνύουμε ότι το ριζικό Jacobson ενός αναλυτικού σταυρωτού γι-
νομένου ενός δυναμικού συστήματος μιας μεταβλητής αποτελείται από τα 
στοιχεία των οποίων οι «συντελεστές Fourier» μηδενίζονται στο σύνολο των 
«επανερχόμενων» σημείων του δυναμικού συστήματος (ενώ ο μηδενικός συ-
ντελεστής είναι μηδέν). Για την πολυμεταβλητή περίπτωση απαιτείται μια πα-
ραλλαγή της έννοιας των recurrent σημείων, παίρνοντας υπόψιν τους διάφο-
ρους βαθμούς ελευθερίας.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
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Έστω ( , )X φ  ένα (τοπολογικό) δυναμικό σύστημα, δηλαδή ένας τοπικά συμπαγής 
χώρος X  εφοδιασμένος με μια συνεχή, επί και γνήσια (proper) απεικόνιση φ  (: η 
απεικόνιση είναι συνεχής, κλειστή και η αντίστροφη εικόνα κάθε μονοσυνόλου είναι 
ένα συμπαγές υποσύνολο του X ). Το αναλυτικό σταυρωτό γινόμενο (analytic crossed 
product ή semicrossed product) 0 ( )C X φ +×   είναι μια (μη αυτοσυζυγής) άλγεβρα τε-
λεστών που αντικατοπτρίζει τις ιδιότητες του δυναμικού συστήματος, με την έννοια ότι 
δύο τέτοια συστήματα είναι τοπολογικά συζυγή αν και μόνο αν οι αντίστοιχες άλγεβρες 
είναι (αλγεβρικά) ισόμορφες  (πρβλ. [1],  [4] και [7]).  
 

Το αναλυτικό σταυρωτό γινόμενο κατασκευάζεται ως εξής. Αρχικά θεωρούμε 
τα στοιχεία 0( )n nf ≥  του χώρου Banach 1

0( , ( ))l C X+ , όπου 0 ( )C X  είναι ο χώρος 
όλων των συνεχών συναρτήσεων του X  που μηδενίζονται στο άπειρο, ως τυπικές 
(formal) σειρές της μορφής 

0

n
n

n
A U f

≥

=∑  με νόρμα 
0 ( )n C XA f=∑ . Ο πολλαπλα-

σιασμός στον 1
0( , ( ))l C X+  ορίζεται θέτοντας 

 
: ( )n m n m mU f U g U f gφ+⋅ =   

 
και επεκτείνοντας γραμμικά και συνεχώς. Με αυτόν τον πολλαπλασιασμό ο 

1
0( , ( ))l C X+  είναι μια άλγεβρα Banach. Στην συνέχεια αναπαριστούμε την 

1
0( , ( ))l C X+ , με μια πιστή (faithful) αναπαράσταση, ως μια (concrete) άλγεβρα 

φραγμένων τελεστών ( )B H  ενός χώρου Hilbert H . Το αναλυτικό σταυρωτό γινόμε-
νο 0 ( )C X φ +×   είναι η πλήρωση της άλγεβρας  1

0( , ( ))l C X+  στον ( )B H . Ας ση-
μειωθεί ότι στην βιβλιογραφία υπάρχουν παραλλαγές αυτού του ορισμού αλλά τα α-
ποτελέσματα της παρούσης εργασίας είναι συμβατά με αυτές. 

 
Έστω 1

0
0

( , ( ))n
n

n
A U f l C X+

≥

= ∈∑  . Ονομάζουμε ( ) :n nE A f=  τον n-στο συ-

ντελεστή Fourier του A . Οι συναρτήσεις 1
0 0: ( , ( )) ( )nE l Z C X C X+ →  είναι συστολές 

ως προς την νόρμα που επάγεται από τον  ( )B H  και επομένως επεκτείνεται σε μια 
συστολή επί του 0 ( )C X φ +×  . 
 

Ανάλογο ορισμό για το αναλυτικό σταυρωτό γινόμενο μπορούμε να δώσουμε 
στην περίπτωση ενός πολυμεταβλητού δυναμικού συστήματος ( , )nX φ  επί ενός τοπι-
κά συμπαγούς X , όπου { : }d

n nφ +∈  είναι μια ημιομάδα συνεχών και γνήσιων επι-
μορφισμών, ισομορφική με την d

+ . 
 
Ορισμός   Ένα ιδεώδες ℑ  μιας άλγεβρας A  λέγεται primitive αν είναι ο πυρήνας μιας 
(αλγεβρικής)  irreducible αναπαράστασης. Η τομή όλων των primitive ιδεωδών ονο-
μάζεται το ριζικό Jacobson της άλγεβρας A  και συμβολίζεται με ( )Rad A . 
 Ένα ιδεώδες ℑ  μιας άλγεβρας A  λέγεται πρώτο (prime) αν δεν μπορεί να πα-
ραγοντοποιηθεί ως γινόμενο δύο διακεκριμένων ιδεωδών, δηλαδή αν 1 2,ℑ ℑ  είναι δύο 
ιδεώδη της A  τέτοια ώστε 1 2ℑ ℑ ⊆ ℑ  τότε είτε 1ℑ ⊆ ℑ  ή 2ℑ ⊆ ℑ . . Η τομή όλων των 
πρώτων ιδεωδών ονομάζεται το πρώτο (prime) ριζικό της άλγεβρας A  και συμβολίζε-
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ται με ( )PRad A . Μια άλγεβρα A  λέγεται ημιαπλή (semisimple) αν το ριζικό Jacobson 
( ) {0}Rad A =  και ημιπρώτη (semiprime) αν το πρώτο ριζικό ( ) {0}PRad A =  ή ισοδύ-

ναμα η A  δεν περιέχει μη μηδενικά μηδενοδύναμα (nilpotent) ιδεώδη. 
 

Στην εργασία αυτή χαρακτηρίζουμε πλήρως το ριζικό Jacobson ενός αναλυτι-
κού σταυρωτού γινομένου, απαντώντας σε μια παλαιά ερώτηση των Arveson και Jo-
sephson το 1969 [1]. Η ερώτηση αυτή είχε απασχολήσει αρκετούς ερευνητές, όπως 
τους Muhly [3], Peters [5], [6] και Muhly, Mastrangelo, Solel [2]. Μάλιστα τα αποτε-
λέσματά μας αναφέρονται σε ένα πολυμεταβλητό μη αντιστρεπτό δυναμικό σύστημα 
( , )nX φ  όπου { : }d

n nφ +∈  είναι μια ημιομάδα συνεχών και γνήσιων επιμορφισμών, 
ισομορφική με την d

+  (τα αποτελέσματα είναι νέα και στην περίπτωση 1d = ).  Συ-
γκεκριμένα αποδεικνύουμε το ακόλουθο. 
 
Θεώρημα    Έστω ( , )X φ  ένα (τοπολογικό) δυναμικό σύστημα, όπου X  είναι ένας 
μετρικοποιήσιμος τοπικά συμπαγής χώρος και φ  μια συνεχή, επί και γνήσια  απεικόνι-
ση του X . Το ριζικό Jacobson αποτελείται από τα στοιχεία των οποίων οι «συντελε-
στές Fourier» μηδενίζονται στο σύνολο των «επανερχόμενων» (recurrent) σημείων του 
δυναμικού συστήματος (ενώ ο μηδενικός συντελεστής είναι μηδέν). 
 

Στην (κλασική) περίπτωση 1d = , ένα x X∈  επανέρχεται αν υπάρχει γνήσια 
αύξουσα ακολουθία φυσικών ( )kn  ώστε lim ( ) .kn

k x xφ =  Στην πολυμεταβλητή περί-
πτωση η έννοια αυτή δεν αρκεί για την περιγραφή του ριζικού, όπως δείχνουμε με 
διάφορα παραδείγματα. Εισάγουμε λοιπόν μια νέα έννοια επαναφοράς, που λαμβάνει 
υπόψιν τους διάφορους βαθμούς ελευθερίας: ένα x X∈  μπορεί να επανέρχεται όσον 
αφορά στην δράση π.χ. της πρώτης μεταβλητής, ή των πρώτων δύο μεταβλητών, χω-
ρίς να ενδιαφέρει η συμπεριφορά του ως προς τις υπόλοιπες. Συγκεκριμένα 
 
Ορισμός   Έστω  ( , )dX +  ένα πολυμεταβλητό δυναμικό σύστημα και έστω 

{1,2,..., }J d⊆ . Ένα σημείο x X∈  θα λέγεται J -επανερχόμενο ( J -recurrent) αν υ-
πάρχει μια ακολουθία ( )kn  η οποία είναι γνήσια αύξουσα στην κατεύθυνση του J  (δη-
λαδή η j -συντεταγμένη του 1kn +  είναι μεγαλύτερη της j -συντεταγμένης του kn  για κά-
θε j J∈ ). 
 
Θεώρημα   Έστω  ( , )dX +  ένα πολυμεταβλητό δυναμικό σύστημα, όπου X  είναι ένας 
μετρικοποιήσιμος τοπικά συμπαγής χώρος. Το ριζικό Jacobson είναι το κλειστό ιδεώ-
δες που παράγεται από όλα τα μονώνυμα nU f , 0n ≠ , όπου η f  μηδενίζεται στο σύ-
νολο  των J -επανερχόμενων σημείων που αντιστοιχούν στο support J  του dn +∈ .  
 
Επιπλέον, αποδεικνύουμε τις ακόλουθες προτάσεις. 
 
Πρόταση   Το πρώτο (prime) ριζικό ταυτίζεται με το ριζικό Jacobson μόνο όταν είναι 
κλειστό, πράγμα που δε συμβαίνει πάντα, όπως δείχνουμε με ένα παράδειγμα. 
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Πρόταση   Στην περίπτωση ενός μετρικοποιήσιμου τοπικά συμπαγούς χώρου το αναλυ-
τικό σταυρωτό γινόμενο 0 ( ) dC X φ +×   είναι ημιαπλό (semisimple) αν και μόνο αν είναι 
ημιπρώτο (semiprime). 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση  εργασία κάνουμε μια πλήρη μελέτη των ελά-
χιστων (minimal) δυναμικών συστημάτων (: συνεχών δράσεων του  ) σε 2-
πολλαπλότητες του τύπου \M F , όπου η M  είναι μια συμπαγής 2-
πολλαπλότητα και F M⊂  ένα μη κενό, ολικά μη συνεκτικό, κλειστό σύνολο.  

 
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Έστω μια 2-πολλαπλότητα του τύπου \M F , όπου η M  είναι μια συμπαγής 2-
πολλαπλότητα και F M⊂  ένα μη κενό, ολικά μη συνεκτικό, κλειστό σύνολο που 
λέγεται σύνολο των περάτων της \M F .  
 
Ορισμός   Ένα δυναμικό σύστημα ( , )X  (: μια συνεχής δράση του  ) επί ενός τοπο-
λογικού χώρου X  λέγεται ελάχιστο αν κάθε σημείο του X  έχει πυκνή τροχιά στον X . 
 

Παραδείγματα τέτοιων δυναμικών συστημάτων με πεπερασμένο σύνολο πε-
ράτων ήταν γνωστά από παλιά. Στο βασικό αποτέλεσμα της εργασίας αποδεικνύεται 
ότι κάθε τέτοιο δυναμικό σύστημα με άπειρο σύνολο περάτων μπορεί να κατασκευαστεί 
από ένα με πεπερασμένο με τον τρόπο που περιγράφει το ακόλουθο. 
 
Θεώρημα   Έστω \M F  μια 2-πολλαπλότητα  με άπειρο σύνολο περάτων F  που φέ-
ρει ένα ελάχιστο δυναμικό σύστημα. Τότε υπάρχουν ένα πεπερασμένο σύνολο K F⊂ , 
ένα C∞  διανυσματικό πεδίο ξ  στο \M K  με ελάχιστη ροή και μια C∞  συνάρτηση 

: \ [0,1]f M K →  με 1(0) \f F K− =  ώστε το επεκταμένο δυναμικό σύστημα στην M  
είναι τοπολογικά ισοδύναμο με την επέκταση της ροής του fξ  στην M , άρα και στο 

\ .M F  
 
Ορισμός   Έστω ( , )X ένα δυναμικό σύστημα και x X∈ . Το θετικό οριακό σύνολο 
του x  είναι το σύνολο 
 

( ) { : υπάρχει μια ακολουθία τέτοια ώστε }n nL x y X t t x y+ = ∈ → +∞ → . 
 
Με ανάλογο τρόπο ορίζεται και το αρνητικό οριακό σύνολο του x X∈ . 
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Η επόμενη πρόταση μας δίνει ένα απαραίτητο εργαλείο για να λύσουμε πλή-
ρως το γενικό πρόβλημα της κατασκευής και της μελέτης των ελάχιστων (minimal) 
δυναμικών συστημάτων σε 2-πολλαπλότητες του τύπου \M F . 
 
Πρόταση   Κάθε ελάχιστο δυναμικό σύστημα σε μια διδιάστατη διάτρητη σπείρα 
(torus) 2 \T F  είναι τοπολογικά ισοδύναμο με τον περιορισμό στο 2 \T F  της ροής του 
γινομένου μιας C∞  συνάρτησης 2: [0,1]f T →  με 1(0)f F− =  μ’ ένα άρρητο διανυ-
σματικό πεδίο. 
 

Στη συνέχεια, και εφόσον ανάγαμε την περίπτωση που η πολλαπλότητα 
\M F  έχει άπειρο το πλήθος πέρατα σε αυτήν που η \M F  έχει πεπερασμένο πλή-

θος περάτων, δείχνουμε ότι αν η πολλαπλότητα \M F  έχει πεπερασμένο πλήθος από 
πέρατα, τότε κάθε πέρας (δηλαδή κάθε σημείο του F ) είναι ένα πιθανώς εκφυλισμέ-
νο (degenerate) σάγμα (saddle point). Επομένως, από το θεώρημα δείκτη των 
Poincaré-Hopf, ο αριθμός των τροχιών της  \M F  που έχουν κενό θετικό (αρνητικό) 
οριακό σύνολο στην \M F  ισούται με ( )F Mχ− , όπου F   είναι ο (πεπερασμένος) 
πληθάριθμος του F  και ( )Mχ  είναι η χαρακτηριστική Euler της M . Έτσι αν F εί-
ναι ένα πεπερασμένο υποσύνολο της διδιάστατης σπείρας (torus) 2T , τότε κάθε ελά-
χιστο δυναμικό σύστημα επί της 2 \T F  κατασκευάζεται (modulo τοπολογική ισοδυ-
ναμία) από ένα  άρρητο διανυσματικό πεδίο πολλαπλασιάζοντας το με μία λεία συ-
νάρτηση που μηδενίζεται ακριβώς επί του συνόλου F . Χρησιμοποιώντας τα παρα-
δείγματα από την [4] (και χρησιμοποιώντας κατάλληλες συγκολλήσεις), αν η χαρα-
κτηριστική Euler ( ) 0Mχ < ,  δεν είναι δύσκολο να δειχτεί ότι μπορούν να υπάρξουν 
όλες οι πιθανές περιπτώσεις συμπεριφοράς στο άπειρο (δηλαδή γύρω από τα σημεία 
του F )  ενός ελάχιστου δυναμικού συστήματος  επί της \M F . 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ: Στην υπό ανάλυση εργασία γενικεύουμε την έννοια της coarse 
hypercyclicity, που πρώτος εισήγαγε ο N.S. Feldman στην [14], σε αυτήν της 
coarse topological transitivity επί ανοιχτών κώνων. Αποδεικνύουμε ότι ένας 
φραγμένος γραμμικός τελεστής που δρα επί ενός χώρου Banach άπειρης διά-
στασης με μια coarsely dense τροχιά επί ενός ανοιχτού κώνου είναι υπερκυ-
κλικός και ένας coarsely topologically transitive (mixing) τελεστής επί ενός 
ανοιχτού κώνου είναι topologically transitive (mixing αντιστοίχως). Επίσης, 
«τοπικοποιούμε» αυτές της έννοιες εισάγοντας και μελετώντας  δύο νέες κλά-
σεις τελεστών, τους coarsely J-class και coarsely D-class τελεστές. Αποδει-
κνύουμε ότι κάθε backward unilateral weighted shift στον 2 ( )l   που είναι 
coarsely J-class (ή coarsely D-class) επί ενός ανοιχτού κώνου είναι ένας υπερ-
κυκλικός τελεστής. Στη συνέχεια δίνουμε ένα παράδειγμα ενός bilateral 
backward shift στον 2 ( )l   που είναι coarsely J-class, επομένως είναι και D-
class, που δεν είναι J-class τελεστής. Τέλος, αποδεικνύουμε ότι υπάρχει ένας 
(μη διαχωρίσιμος) χώρος Banach που δεν δέχεται coarsely D-class τελεστές 
επί ανοιχτών κώνων.  
 

ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ο N.S. Feldman στην [14] εισήγαγε την έννοια της coarse hypercyclicity με το όνομα 
“d-sensity”. Ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής :T X X→  που δρα επί ενός δια-
χωρίσιμου χώρου Banach λέγεται της coarsely hypercyclic αν έχει μια τροχιά που 
βρίσκεται εντός μιας σταθεράς φραγμένης απόστασης d από κάθε σημείο του χώρου 
X  (το όνομα “d-sensity” στην [14] προέρχεται από τη σταθερά d). Ο Feldman απέ-
δειξε ότι μια τέτοια τροχιά δεν είναι απαραίτητα πυκνή στον X  αλλά ο τελεστής T  
είναι απαρίτητα υπερκυκλικός. Οι coarsely dense τροχιές εμφανίζονται με φυσιολογι-
κό τρόπο αν κοιτάξει κανείς τις διαταράξεις μιας πυκνής τροχιάς από ένα διάνυσμα 
με φραγμένη τροχιά [14]. Στην [1] μελετήσαμε, μαζί με τον H. Abels ένα παρόμοιο 
πρόβλημα για πεπερασμένως παραγόμενες υποημιομάδες της ( )GL V , όπου V  είναι 
ένας μιγαδικός ή πραγματικός διανυσματικός χώρος πεπερασμένης διάστασης. Απο-
δείξαμε ότι κάθε coarsely dense τροχιά επί ενός ανοιχτού κώνου είναι στην πραγμα-
τικότητα πυκνή στον X στην περίπτωση που ο X  είναι μιγαδικός διανυσματικός χώ-
ρος. Θυμίζουμε ότι ένας ανοιχτός κώνος σε ένα χώρο Banach X  είναι ένα ανοιχτό 
υποσύνολο C  του X  τέτοιο ώστε x Cλ ∈  για κάθε 0λ > . 
 
 Βασιζόμενοι στα προαναφερθέντα αποτελέσματα και έννοιες, εισάγουμε και 
μελετάμε την έννοια της coarse topological transitivity σε ανοιχτούς κώνους. Αυτή η 
έννοια μπορεί να ειδωθεί σαν μια γενίκευση της coarse hypercyclicity του Feldman 
στην [14]. Ένα πλεονέκτημα που έχει η coarse topologically transitivity συγκριτικά 
με την coarse hypercyclicity είναι ότι μπορεί να υπάρξει και σε μη διαχωρίσιμους 
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χώρους Banach όπως και η topologically transitivity. Θυμίζουμε ότι ένας φραγμένος 
γραμμικός τελεστής :T X X→  που δρα επί ενός χώρου Banach λέγεται topological 
transitive αν για κάθε δύο μη κενά ανοιχτά υποσύνολα ,U V  του X  υπάρχει ένας μη 
αρνητικός ακέραιος n  έτσι ώστε nT U V∩ ≠∅ . 
 
Ορισμός   Έστω X  ένας χώρος Banach άπειρης διάστασης. Ένας φραγμένος γραμ-
μικός τελεστής :T X X→  λέγεται coarsely topologically transitive επί ενός ανοι-
χτού κώνου C X⊂  ως προς μία θετική σταθερά d  αν για κάθε μη κενό ανοιχτό σύ-
νολο U X⊂  και για κάθε x C∈  υπάρχει ένας μη αρνητικός ακέραιος n  έτσι ώστε 

( , )nT U B x d∩ ≠∅ , όπου με ( , )B x d  συμβολίζουμε την ανοιχτή μπάλα κέντρου 
x X∈  και ακτίνας d . Αν C X=  ο τελεστής T  λέγεται coarsely topologically transi-
tive. 
 
 Ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής :T X X→  που δρα επί ενός χώρου Ba-
nach λέγεται topological mixing αν για κάθε δύο μη κενά ανοιχτά υποσύνολα ,U V  
του X  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος N  έτσι ώστε nT U V∩ ≠∅  για κάθε n N≥ . 
 
Ορισμός   Έστω X  ένας χώρος Banach άπειρης διάστασης. Ένας φραγμένος γραμ-
μικός τελεστής :T X X→  λέγεται coarsely topologically mixing επί ενός ανοιχτού 
κώνου C X⊂  ως προς μία θετική σταθερά d  αν για κάθε μη κενό ανοιχτό σύνολο 
U X⊂  και για κάθε x C∈  υπάρχει ένας μη αρνητικός ακέραιος N  έτσι ώστε 

( , )nT U B x d∩ ≠∅  για κάθε n N≥ . Αν C X=  ο τελεστής T  λέγεται coarsely topo-
logically mixing. 
 
Το βασικό αποτέλεσμα της υπό ανάλυση εργασίας είναι το ακόλουθο θεώρημα. 
 
Θεώρημα   Έστω :T X X→  ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής που δρα επί ενός 
χώρου Banach άπειρης διάστασης. Τότε ισχύουν τα ακόλουθα. 
 

(i) Αν ο T  έχει μία coarsely dense τροχιά επί ενός ανοιχτού κώνου τότε ο 
T  είναι ένας υπερκυκλικός τελεστής. 

(ii) Αν ο T  είναι coarsely topologically transitive επί ενός ανοιχτού κώνου 
τότε ο T  είναι topologically transitive. 

(iii) Αν ο T  είναι coarsely topologically mixing επί ενός ανοιχτού κώνου 
τότε ο T  είναι topologically mixing. 

 
Στην [12], μαζί με τον Γ. Κωστάκη, «τοπικοποιήσαμε» την έννοια της topo-

logical transitivity εισάγωντας την έννοια του J-class τελεστή. Κατά παρόμοιο τρόπο 
«τοπικοποιούμε» αυτές της έννοιες εισάγοντας και μελετώντας  δύο νέες κλάσεις τε-
λεστών, τους coarsely J-class και coarsely D-class τελεστές.  

 
Ορισμός   Ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής :T X X→  που δρα επί ενός χώρου 
Banach λέγεται coarsely J-class επί ενός ανοιχτού κώνου C X⊂  ως προς μία θετική 
σταθερά d  αν 
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{ : υπάρχει μια γνήσια αύξουσα ακολουθία από θετικούς ακέραιους
{ }και μια ακολουθία { } ,  έτσι ώστε  και

                       για κάθε }.

   

n

n n n

k
n

C y X
k x X x x

T x y d n

⊂ ∈
⊂ →

− < ∈
 

Ορισμός   Ένας φραγμένος γραμμικός τελεστής :T X X→  που δρα επί ενός χώρου 
Banach λέγεται coarsely D-class επί ενός ανοιχτού κώνου C X⊂  ως προς μία θετική 
σταθερά d  αν 

 

 

{ : υπάρχει μια αύξουσα ακολουθία από μη αρνητικούς ακέραιους
{ }και μια ακολουθία { } ,  έτσι ώστε  και

                       για κάθε }.

   

n

n n n

k
n

C y X
k x X x x

T x y d n

⊂ ∈
⊂ →

− < ∈
 

 
Στη συνέχεια αποδεικνύουμε ότι κάθε backward unilateral weighted shift στον 

2 ( )l   που είναι coarsely J-class (ή coarsely D-class) επί ενός ανοιχτού κώνου είναι 
ένας υπερκυκλικός τελεστής και δίνουμε ένα παράδειγμα ενός bilateral backward 
shift στον 2 ( )l   που είναι coarsely J-class, επομένως είναι και D-class, που δεν είναι 
J-class τελεστής. Τέλος, αποδεικνύουμε ότι υπάρχει ένας (μη διαχωρίσιμος) χώρος 
Banach που δεν δέχεται coarsely D-class τελεστές επί ανοιχτών κώνων.  
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