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1 Grundlagen

1.1 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir betrachten die Menge R? = {(a,b) : a,b € R} aller Paare reeller Zahlen mit der Addition
und Multiplikation

(al, bl) + (CLQ, bg) = ((Il + aq, b1 + bg)
(al, bl) . (ag, bg) = (a1a2 — b1by, a1bs + a2b1) (1.2)
Mit diesen Operationen wird die Menge R? zu einem Korper, genannt der Korper der komplexen

Zahlen C mit dem neutralen Element (1,0) beziiglich der Multiplikation.
Das inverse Element beziiglich der Multiplikation zu (a, b) # (0,0) ist

(a,0)7" = (a2+b2’a2+b2>

Die Abbildung ¢ : R— C,a — (a,0) ist ein injektiver Kérperhomomorphismus, d.h. es gilt

p(ar + az) = p(a1) + ¢(az)
p(a1 - a2) = p(a1) - p(az)
o(1r) = 1¢ := (1,0).

(a
(a

Damit enthalten die komplexen Zahlen C die reellen Zahlen R als Unterkorper.

Schreibe a statt (a,0). Setzen wir ¢ := (0,1), so lasst sich z = (a,b) € Cals z = 1c-a+ib
schreiben.

{1,i} ist eine reelle Basis von C. Es gilt: 2 = (0,1) - (0,1) = (-=1,0) = —1.

Man definiert das Produkt zweier komplexer Zahlen als

21 - %9 1= (a1 + ’ibl) . (ag + ibg) = (a1a2 — blbz) + (albz + agbl) -1
Ist z=2+1y € C, z,y € R, so heif3t:

Re(z) : der Realteil von z

Im(z) :

~— —

der Imaginérteil von z

8 < 8

Z:=x—1y die zu z komplex konjugierte Zahl

|z := /2% + ¢ der (Absolut-)Betrag vonz

Dabei sind Re, Im: C— R R -lineare Abbildung und @ : C — C ein Kérperautomorphismus,
d.h.

21t 2=72+2, 51220 =721 22, 1c = 1,1 = —i.

Rechenregeln:

(a) Re(z) = %(z +2)
( (z—72)
() o] = VZZ > 0

=

) Im(z) =

N[



—[z[ < Im(2)] < + ||

2] < [Re(2)| + ()] (|| l; < [l [l im R?)

|z2| >0,]2| =0 2=0
w2 = |w] - 2]
|lw+ z| < |w| + |z| (A-Ungleichung)

Beweis:

Nachrechnen:

(k): |w - 2|? = wawz = wwzz = |w|?|z|%.
(1): A-Ungleichung fiir || ||, im R%:

z=x+1y,z,y ER= 2| = H(m’y)THz

direkt: bei w4 z = 0 ist (1) klar.
Sei also w + z # 0. Dann gilt mit 1 = % + =

w+z w+z
w z @1 w z | | |z
1=Re|—— ] +Re < =
w+ 2z w+ 2 w+ 2z w+ 2z lw+z|  |w+z|
Die Multiplikation mit |w + z| liefert die Behauptung. O

Bei der komplexen Multiplikation 27 - z9 gilt: Multiplikation der Betrdge, Addition der Winkel

von z1 und zs.
Alle (z,y) € S := {z € R? : ||z||, = 1} kann man darstellen in der Form

u(p) = (cos(p),sin(yp)) mit ¢ € R
 ist bis auf Vielfaches von 27 eindeutig bestimmt. Daher gilt
z

z=z|- P =:7-u(p) wobeir € RT und ¢ € [0,27] (1.5)

¢ heifit Winkel (oder Argument) von z, geschrieben ¢ = arg(z).



Polarkoordinatendarstellung
Es gilt mit den Additiostheoremen fiir die trigonometrischen Funktionen
u(p1)u(pz) = (cos g1 +i-sin(p1)) - (cos g 4 i - sin )
= COS (p1 COS Yo — Sin Y1 sin g + 1 - (sin 1 cos Y2 + cos 1 sin p3)
= cos(p1 + p2) + i - (sin(p1 + ¢2))
= u(p1 + ¢2)

Somit erhalten wir
z1 = ru(p1), 22 = m2u(p2) = 2122 = rirau(er + 2)
Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion (e?? = cos ¢ + isin(y)) ldsst sich dies schreiben

als:
elP1 i _ ilpr1te2)



1.2 Topologie

Um auf C Analysis zu betreiben, benétigen wir einen Konvergenzbegriff. Der (euklidische)
Abstand in C = R? ist definiert als

d(z1,22) = \/(=T1 —22)? + (y1 — y2)?

wobei 21 =x1 +1-Yy1,290 = To + 1 - Yo.

Definition 1.8:
Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung von zg € C, falls es ein € > 0 gibt mit

K (z0) :={2€C:d(z,20) = |z — 20| <e} CU.

Definition 1.9:
Eine Folge (2, )nen komplexer Zahlen heifit konvergent gegen z € C, falls in jeder Umgebung U
von z alle (bis auf endlich viele) Folgeglieder von z, liegen, d.h.

Ve>03ngeNVn>ng:l|z, —z <e
z heifit der Grenzwert oder Limes der Folge und man schreibt
lim z, = z oder z, — z.
n—oo
Bemerkung:
i) Jim z, = z <= lim |zn, — 2| = 0.
1) Der Grenzwert ist eindeutig bestimmt (Hausdorff’sches Trennungsaxiom).

i11) (zn)nen konvergiert < (2, )nen ist Cauchyfolge, d.h. C ist vollstandig.

Beweis:

"—": Nutze die Dreiecksungleichung.

"«—": Nutze die Vollstindigkeit des R?. Oder direkt:

(zn)nen Cauchyfolge L) (Re(zn))nen, (Im(2y))nen sind Cauchyfolgen in R, sodass
aus der Vollstandigkeit von R z,y € R existieren mit Re(z,) — = und Im(z,) — y

1ég)zn—>x+iy::z. U

iv) Rechenregeln:

w w
Wy — W, 2p — 2 == Wy 2, — W E 2, Wp2p — W2, — — —, falls z # 0
Zn, z
Auflerdem:
zn, — 2 <= Re(z,) = Re(2),Im(z,) = Im(z).
Zn > 2> Zn, 2
Zn — 2 = |zn| — |7

v) Die Konvergenz von Reihen ist ein Spezialfall und ist als Konvergenz der Partialsummen
definiert.



Beispiel:

[e.9]

n _
n=0% =

fir |z| < 1.
—z

Es gelten die Sétze iiber Majorantenkriterium, Quotientenkriteriun und Wurzelkriterium
auch fiir C.

Wie in Analysis II fiihrt man ein:
o Umgebung (von z € C).
o Offene und abgeschlossene Mengen.
e Das System der offenen Mengen, genannt Topologie.
« Der offene Kern A einer Menge A C C, wobei A = J{M C A, M offen}
« Die abgeschlossene Hiille A von A C C, wobei A = N{A C M, M abgeschlossen}
« Den Rand einer Menge A := A4 \ A.
e Dichte Teilmengen.
o Hiufungspunkte von A C C.
o Teilraumtopologie von A C C.
o Den Begriff der Stetigkeit einer Funktion f: A— C mit A # (), A C C.
o Kompaktheit und Folgenkompaktheit.
e Zusammenhang und Wegzusammenhang.

Definition:
Sei X ein metrischer Raum, z.B. X = (C,|-|). Dann heifit X zusammenhéngend, wenn aus
X=UUV wo U,V offen und U NV = () folgt U = () oder V = .

Definition:
X heiflt wegzusammenhéngend, wenn fiir alle z,y € X ein stetiger Weg von x nach y existiert,
der ganz in X liegt, d.h.

3 v € C([a,b], X) mit y(a) = z,v(b) = y.

Beispiel:

AZK;(I)UK
P)

1(2) C C ist mit Teilraumtopologie nicht zusammenhéngend.
2

Bemerkung:
Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine stetige Funktion.

(1) X zusammenhingend <= Ist A C X offen und abgeschlossen, so gilt A =0 oder A = X.
(17) X zusammenhédngend <= Jede lokalkonstante Funktion f : X — C ist konstant.

(19i) X zusammenhidngend = f(X) zusammenhéngend
X wegzusammenhéingend = f(X) wegzusammenhéngend



(iv) X wegzusammenhingend = X zusammenhéngend
(v) Ist A C C offen, so gilt auch die Umkehrung von (iv).

Beweis:
(i) — (iv) Analysis II.

Definition 1.10:
Jede nichtleere, offene und zusammenhéngende Teilmenge von C heifit Gebiet.



1.3 Komplexe Differenzierbarkeit

Erinnerung (Grenzwert von Funktionen):

Ist M C C, f: M — C und zp Haufungspunkt von M, d.h. es existiert eine Folge (z,) in M\{zo}

mit lim_z, = 2o, so schreiben wir lim f(2) = c € C, wenn fiir jede Folge (z,) C M\{zp} mit
n—o00 2—20

nh_{glo zn = 2p auch nh_)ngo f(zn) = c gilt.
(7) In (zy)n kommt zp nicht vor.
(17) Ist z9 € M, so gilt
f stetig in zp & Jim f(zn) existiert und nlgr()lo f(zn) = f(20).
Definition 1.13 (Komplexe Differenzierbarkeit):

Sei M CC, f: M— Cund z9g € M ein Haufungspunkt. Dann heifit f komplex differenzierbar
in zp mit Ableitung c, falls der Grenzwert

lim M —
Z—20 Z— 20

existiert. Dann heifit ¢ Ableitung von f in zp und wir schreiben ¢ = f/(zp).

Lemma 1.15:
Sei M CC,f: M— C und zg € M ein Hiufungspunkt von M. Dann sind dquivalent:

(1) f ist komplex differenzierbar in zp.

(11) FEs gibt eine Funktion g : M — C, die in zy stetig ist und
f(z) = f(20) + 9(2)(z — 20) Vz € M (1.16)

(1i1) Es gibt ein w € C und eine Funktion r: M — C mit

r(2)

f(z) = f(z0) + w(z — 20) + 7(2) und Zli_glo e 0 (1.18)
Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt f'(z0) = g(z0) = w.
Beweis: Analysis I: Ot .
i) = i1): Setze g(z) := {f/(i;;() fitr 2 — 2
i1) == 1i1): Setze w = g(20), 7(2) := (9(2) —w)(z — 20)
iii) = 4): klar.
O



Komplexe vs. reelle Differenzierbarkeit

Ist M C R? offen, f : M — R?, 2y € M, so heifit f reell differenzierbar in z, wenn es eine
R-lineare Abbildung L : R? — R? sowie eine Funktion r : M — R? gibt, sodass fiir alle z € M
gilt

f(2) = f(20) + L(z — 20) + r(2) (1.19)

mit

tim AT _ (1.20)

=20 |z — 20|
Die Funktionalmatrix von f = (u,v) im Punkt zy ist (z,y) EN (u(z,y),v(x,y))

8u6(20) 8u£§zo) )
L(w) == | ou(ze) ow(k) | wER
ox dy

Zusammenhang von (1.18) und (1.19)? Aus (1.18) folgt (1.19), denn mit w = a+ib € C,a,b € R
ist eine C-lineare Abbildung z — wz gegeben, also auch eine R-lineare Abbildung z — wz in
Matrixdarstellung mit z = = + 1y, =,y € R.

beziiglich der Basis 1,7 = (1,0), (0,1) im R
Ist umgekehrt (1.19) erfiillt, wobei b beziiglich der Basis 1, die Matrixdarstellung

(i)

mit ¢ = —b, d = a hat, so gilt (1.18) mit w = a +ib € C.

Satz 1.21:
Sei M C C offen, f: M — C, zyp € M und seien u := Re(f),v := Im(f). Dann ist f komplex
differenzierbar in zy genau dann, wenn f(Re(z),Im(z)) in zq reell differenzierbar ist und

ou ov . Ou B ov
8—1:(20) = a—y(zo) sowie a—y(zo) = _%(20) (1.22)
gilt. Es gilt dann:
oy
fi(z0) = - (20) + i (20) (1.23)

Erinnerung:
Sei M C C offen, f: M — C und zg € M.

o f reell differenzierbar in zyp = u, v reell differenzierbar in zg.
e wu,v reell differenzierbar in zp = w, v partiell in 2y differenzierbar.

o u,v partiell differenzierbar in einer Umgebung von zy + partielle Ableitung stetig —-
(u,v) reell differenzierbar in z.

Bemerkung 1.24:
Sei M C C, f: M — Cund zg € M Haufungspunkt von M.

10



(i) f komplex differenzierbar in zg = f stetig in zy.
(77) Es gelten Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel.

Beispiel 1.25:
(1) f(2):=c,c € C fest ist auf C differenzierbar.

(i1) f(z) := z ist komplex differenzierbar mit f'(z) = 1.

(7i7) Also sind nach Polynomfunktionen auf C differenzierbar sowie rationale Funktionen auf
ihrem Definitionsbereich.

(iv) f(z) := Z ist in keinem Punkt zy € C komplex differenzierbar. Zwar ist f als R-lineare
Abbildung reell differenzierbar, die Funktionalmatrix ist aber (§ 9 ).

(v) f(z) =2z = |2|* ist in C\{0} nicht komplex differenzierbar.

(vi) Potenzreihe: Sei 2y € C und (a,) C C. Ein Ausdruck der Form

f(z) = Z an(z — 29)"
n=0

heifit Potenzreihe um zg.

Aus Analysis I wissen wir, dass ein eindeutig bestimmtes r € [0, 00] existiert, sodass
|z — 20| <17 = D02 gan(z — 20)" konvergent und |z — zg| > r = > 02 jan(z — 20)"
divergiert.

Dabei heifit » der Konvergenzradius der Potenzreihe. Die Konvergenz ist gleichméfig in
|z — 20] < s <.

Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard gilt

1 1 1
r = ———— mit den Konventionen — := 0o und — =0
limsup {/|ay| 0 00
n—o0
Fiir diese z gilt gleichméflig absolute Konvergenz und man kann gliedweise differenzieren,
d.h.
o0
fl(z) =) nan(z — z0)"
n=0
Beispiel:

a) Mit a,, = 1 erhalten wir » = 1. Dabei gilt

> 1

E 2" = fiur 2] <1
— 1—=2

n=0

b) Fir a, = % erhalten wir r = oo und die Exponentialreihe
00 on
Z — =expz
= n!

c¢) Fur a, = n! folgt r = 0, d.h. die Reihe > 72, n!(z — z0)" konvergiert nur in z = 2.

11



d) Wir definieren die Reihen

o 2n
cos z = Z(—l)" - 7 mit r = oo (Cosinus-Reihe)
o (2n)!
und
00 H2n+1 g il
sinz = —1)"————— mit r = 00 inus-Reihe
S SRt

Die Eulersche Formel besagt

expiz = cosz + isinz

e) Definiere die Reihe

= (1!
Az) == Z — 2" mitr=1 (Logarithmus-Reihe)
n
n=1
f)
= (=)™
arctan z = Z oy 1% " mitr =1 (Arkustangens-Reihe)
n J—
n=0

g) Definiere die binomische Reihe

wobei

) _d—mn (0o
n+l) n+1\n
Dann ist » = 1 und falls 6 € N gilt

(1+2) = bs(2)

Definition 1.26:
Sei U C C offen. f : U — C heifit holomorph in U, wenn f in jedem Punkt z aus U komplex
differenzierbar ist.

Satz 1.27:

Sei U C C offen, f : U= C, u = Re(f),v = Im(f). Dann ist f genau dann holomorph,
wenn [ auf U reell differenzierbar ist und die partiellen Ableitungen die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen (Formel 1.22) erfiillen.

Beispiel 1.29:
Wird f: K, (z9) = C auf K,(2p) durch eine Potenzreihe dargestellt, so ist f auf K,(zp) holo-
morph.

Erinnerung:

12



o Multiplikation von Vektoren im R?
Seien z = (F¢2) und v = (f¢?) € R?. Dann ist

Imwv

L.(w):R*? 5 R? 2+ 2w = wz = Ly (2)

Rez —Imz
I <Imz Rez ) h

Es gilt: L,(v) = Ly(Ly(v)) = (Lz 0 Ly)(v).

eine R-lineare Abbildung.

Skalarprodukt im R?
Das Skalarprodukt (-,-) : R? x R? = R ist definiert als

(w, z) := Re(wz) = Re(w) Re(z) + Im(w) Im(2) = Re(wz) = (z,w) (1.30)

Dann ist |2] = (z,2)2 = |||, und [2| = |2|. Es gilt [Rez| < |2|,|Tmz| < |2| (Cauchy-
Schwarz) und die Identitdten

(w,z) =0 < z,w orthogonal (1)

z,w - z orthogonal < w € iR (2)

Partielle Differentation nach z,y, 2,z
Ist f: D —R? in 2y € D auf D C R? Gebiet reell differenzierbar, so gilt

i TG0+ ) = £(2) = T()

=0
h—0 |h

fiir eine lineare Abbildung 7" : R* — R?, hier T = D f(z).

f: D — C =R? reell differenzierbar in zg € D C R? <= es gibt eine R-lineare Abbildung
T : C— C und eine in zg stetige Funktion r : D — C mit

f(z0+h) — f(z0) + T(h) +r(h)

wo obiger Limes gilt. Sei f = u + iv, so ist

_ (us(20) uy(z0)) (Reh
T(h) = <vx(zo) Uy(Z0)> (Imh)

Es gilt: -
T(h) = ( +T(i <h;h> = A+ ph (1.31)
mit A, 4 € R, h € R2, wobei mit r = Re(h), s = Im(h) gilt:
ST +T() + jcuw—unz S(T() = T@)i) - (r1 + si)
4 %(m) +T(i)i) - (] — i)
o A= %(T(l) —Ti)i), p = é(T(l) +T(i)i) (1.33)

T(1) = ug(z0) + ivg(20), T(2) = uy(20) + ivy(20)

13



Definition 1.34:
Ist f reell differenzierbar mit Differential T in 2, so heiflen die Grofien

fuleo) 1= 2L (a0) =7()
) i= 5 = 7()
fu(z0) = Sk (20) o
() = oL (20) i

die partiellen Ableitungen von f nach x,y, z,Z. Es gilt

T(h) = fz(20) - Re(h) + fy(20) - Im(h)
= fZ(ZO) -h+ fg(Zo) -h
_ (uz(zw uym)) (Re 1)

vz (20) vy(20) Im h

Satz 1.35:
Fir f: D— C=R? D CR? sind dquivalent:

(1) f ist reell differenzierbar.

(1) FEs existieren in zo stetige Funktionen fl, fg : D — C, sodass
f(2)=f(z0) + fi(z) (z—20)+ fo-(Z—F) YV 2€ D
(ii1) Es existieren in zy stetige Funktionen fi, fo: D — C mit z = x + iy und
f(z)=f(z0) + fi(z)(x —a) + fo(2)(y —b) V 2 € D
Ist eine von den drei Bedingungen erfiillt, so gilt

(i) f=(20) = fi(20) (#1) fz(20) = fa(20)
(4ii) fz(20) = f1(20) (iv) fy(20) = fa(20)

Beweis:
i) = i1): Aus 7) erhédlt man die lineare Abbildung

r(h) = R(z0 + h) - h, R(2) : R? = R?
z +— R(z) ist stetig in zp und R(zp) = 0. Wie in (1.33) zerlege

R(z) -h=Ri(z)-h+ Ry(2) - h

mit R; : D — R2.
Schliefllich setze A A
f1(z) = A+ Ri(z) und fa(2) = p + Ra(2)

14



i) = iii): Setze f1:= fi+ found fo = i(f1 — f2), 2 — 20 = (x —a) + (y — h).
iii) = i):
T(h) := fi(z0) Re(h) + fi(z0) Im(h)

ist R-linear und es folgt

f(zo+h) = f(z0) = T(h) = (f1(2) = f1(20))(x — a) + (f2(2) — fa(20))(y — b)

R(2)(z — 20)

wobei R(z) : R? — R? linear, stetig in 2o mit R(z) = 0. O

Fiir differenzierbare f : D — C, f = u + v sind uy, uy, vz, vy, f-, fz stetig mit

fo=1us +ivx7fy = Uy +ivyafz = %(fx + ify)7f? = %(f;t "’"ify) (1'36)

Heuristik:
Betrachte = (2 + %),y = (2 — %) als Funktion der neuen Variablen z,% und wende die
Kettenregel an. Aus 1.36 folgt

1 — 1 — 1 - 1 -
Uy = §(f:p + fac)auy = i(fy + fy)avx = i(fa: - fz)vvy = i(fy - fy)
Es gilt: fo = f. + fz, fy = i(f: — f2).

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen lauten dann fiir holomorphe Funktionen
f=u+iv
=g +ivy = —i - (uy + ivy)
oder mit einer Gleichung
f "= f T = _if Y
Satz 1.37:

f:D— C ist genau dann holomorph, wenn f, =0 in D und f=(20) ist die Ableitung von f in
20 € D (Ubung).

Satz 1.38:
Sei f: D— C reell differenzierbar auf einem Gebiet D. Dann ist f holomorph in D genau
dann, wenn

of

ife(2) = fy(2) V2 € D <= g(z) = fz(2)=0Vze D

Beweis:
Aquivalenz folgt aus i) < iii) in Satz 1.35. O

Definition 1.39:
Ist f: D— C holomorph in D, wobei f = u + v, so heifit f = u — v antiholomorph in D.
Somit gilt wegen u, = vy, uy = v, dass f.(z0) = 0.

15



2 Holomorphe Funktionen und Winkeltreue

Definition 2.1:
Eine Abbildung f : D — C, D Gebiet, die reell differenzierbar in zy € D ist, heifit winkeltreu,
falls

T:=Df(z):C—C

eine winkeltreue lineare Abbildung von R? nach R? ist. Dabei heifit 7' : R? — R? winkeltreu,
falls T" injektiv ist und
(T(w),T(z)) _ (w,2)
[T )T (el =]

Lemma 2.2:
Es sind dquivalent:

(i) T : C— C ist winkeltreu (conformal).
(17) 3 a € C\{0} mit T(z) = az oder T'(z) = aZ mit z € C.
(13i) 3 s >0 mit (T'(z), T(w)) = (w,z) - s Yw, z € C.

Beweis:
i) = i) : Da T injektiv ist, gilt mit a := T'(1) € C\{0} und b := 1 . T(i) € C in Verbindung
mit 1.30
0 = (i, 1) = (T(i), T(1)) = (ab,a) = |af* - Re(b)
d.h. Re(b) =0 oder b =ri,r € R.
Also gilt mit z = x + iy

T(z)=xz-T()+y-T()=(z+iyr)-a
dh. (T(1),T(2)) = (a, (x + iry)a) = |a|? z.
Damit folgt aus der Winkeltreue von T mit w =1V z € C
@+ iyl* |a|* -z = T(1) |T(2)| (T(1), T(2)) = |a |T(2)[ (1, 2) = |a| |a(z + iry)|

d.h. fiir alle z mit z # 0 durch Division |z + iy| = 2 + iry oder nach Quadrieren 2% + y? =
22 4+ 72y, d.h. (r? — 1)y? = 0 fiir alle y und damit folgt r = +1.

Folglich ist T'(z) = a(z £ iy), d.h. T(z) = az oder T'(z) = aZz.

i1) = i) : Da (w,z) = Re(wz) = Re(wz) = Re(wz) = (w,z), gilt in beiden Féllen
(T(w),T(2)) = s (w,2), s := |al* > 0.

i1i) = 1) : Da stets |T'(z)| = v/s|z|, so ist T injektiv und

[w] [2] (T(w), T(2)) = [w] [2] /5 (w, 2) = [T(w)| |T(2)] {w, 2)
O

Nach diesem Lemma 2.2 sind alle Abbildungen h s Ah, X # 0 bzw. h +— uh, i # 0 winkeltreu.
Also gilt:

Folgerung 2.3:
Sei D C C offen. Seien f : D— C oder f : D— C holomorph in D und sei f'(20) # 0 bzw.
f(20) # 0 fiir alle z € D, so ist f winkeltreu in D.
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Beweis:
Klar, da _
Df(z0) : C— C,h v f.(20) - h+ fz(z0) - h

Nach Satz 1.38 gilt fz(z¢) = 0 fir f holomorph und f,(z¢) = 0 firr f antiholomorph und somit
nach Lemma 2.2 die Winkeltreue von f. O

Satz 2.4:
Sei G C C ein Gebiet und f : G— C reell stetig differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph oder antiholomorph in ganz G und f'(z) # 0 bzw. f'(2) # 0 auf G.
(13) f ist winkeltreu.

Beweis:
Nach Folgerung 2.3 bleibt nur i) = i) zu zeigen. Die Abbildung

Df(z0) : C— C,h+ f.(20) - h + fz(20) - h

ist nach Lemma 2.2 genau dann winkeltreu, falls entweder fz(z9) = 0 und f.(29) # 0 oder
fz(z0) # 0 und f.(z0) = 0 fiir alle 29 € G.

Die Funktion

f2(20) — fz(20)

J=(20) + fz(20)

ist nach Voraussetzung auf G wohldefiniert und stetig. Die Funktion hat nur die Werte +1.
Wegen dem Zusammenhang von G ist diese Funktion konstant. Dies bedeutet, dass fz = 0 und
f2 # 0 in G oder umgekehrt O

z20

Beispiel 2.5:
Die Funktion z — 2" mit n > 1 ver-n-facht den Winkel arg(z) in z = 0. Fiir alle anderen
Punkte verschwindet die Ableitung f/(2) = n - 2"~ ! nicht, d.h. f ist winkeltreu auf C\{0}.

Definition 2.6:
Sei f: D — C reell differenzierbar. f = u + iv (wobei u, v reellwertig) heifit orientierungstreu
in zg € D, falls fiir die Funktionaldeterminante gilt

d = det (“f “y> (20) > 0

Uy Uy
Wegen Satz 1.27 (Cauchy-Riemann) gilt
d = det (“z “y> =ul+02>0
Uy Uy

falls f holomorph und f’(29) # 0 ist.

Folgerung 2.7:
Sei f: D — C reell stetig differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(i) f ist holomorph in D mit f'(zy) # 0 fiir alle z9 € D.

(13) f ist winkeltreu + orientierungstreu in D.
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Geometrische Deutung

Sei f: D — C reell differenzierbar und sei
7 :[a,b] = Dt () = a(t) +iy(t)

die Kurve durch den Punkt v(tg) = 29 € D, tg € [a, b].
v heiit differenzierbar in o falls 2/(to), v’ (to) existieren, wobei v/ (tg) := 2/ (to) + iy (to)-
Falls 7/(to) # 0 so hat « die Tangente in zg, die gegeben ist durch

t 20+ (to)t

und
forila,bl= Cit = f(y(1) = u(z(t),y(t)) + iv(z(t), y(t))
f o~ ist differenzierbar (Kettenregel) mit

(f o) (to) = ua(20)2" (to) + uy(20)y (to) + i(va(to)x' (to) + vy(to)y' (to))

Falls (f o7)'(to) # 0, so hat die Bildkurve f o~ in f(zg) eine Tangente gegeben durch

t = fz0) + Df'(2) (7 (to)) - t

wobei D f'(z) eine reelle 222-Matrix und +/(ty) € R2.
Winkeltreue:

|£(71(t0), 5 (t0))] = |£((f o 1) (to), (f o m)'(t0))]
Beispiel 2.8:
Sei f(z) = 22 und 2 # 0, sodass f'(z) = 2z # 0. Dann ist f winkeltreu in C\{0} und mit
z=x+ 1y gilt

u = Re(f) = 2% — 9 und v = Im(f) = 2zy

Mit 29 = a + b gilt {x = a} — v? = 4a®(a® — u) in (u,v)-Ebene, {y = b} > v? = 4b(b* + u).
Umgekehrt sind die ,Niveaukurven* von u = Re(f) = a bzw. v = Im(f) = b gleichseitige
Hyperbeln.

Beispiel 2.9:
Die Funktion

1 1 o 1
f:C\{O}—>C,z»—>§ Z4 = mltf(;:)zi 1-—]#0
z

fir z € C\{0,£1} ist winkeltreu. Betrachte hier z = = + iy, |z| = r

1 1 1 1
u-Re(f)—2<r+r>£undv—1m(f)—2<r—)y
wo & =2 =1

f bildet Kreise und Radien ab. Kreise mit » < 1 werden auf Ellipsen abgebildet, denn

u2 2

2.2
E+y =1—+ =1

+
R

Radien der Form z = ct,t € R,0 <t < 1,|c| = 1 gehen auf Hyperbel-Aste.
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Definition 2.10:

Sei D C C offen, f : D — C holomorph und D := f(D). Dann heifit f biholomorph von D
nach D, wenn D offen ist, f:D— D bijektiv und die Umkehrabbildung f~! : D — D wieder
holomorph ist.

Bemerkung 2.11:
a) Spater wird gezeigt: Jede injektive holomorphe Abbildung f : D — C hat Bild D := f(D),
welches automatisch offen ist und f~!: D — C ist automatisch holomorph.

b) Offenbar ist ein holomorphes f : D — C biholomorph von D nach D genau dann, wenn es
ein holomorphes g : D — C gibt, sodass f(D) C D, fog=1dp,g(D) C D,go f =Idp.

¢) Ebenfalls rechnet man nach: f : D1 — Ds, g : Dy — D3 holomorph =
go f: Dy — D3 holomorph. Insbesondere folgt aus f und ¢ biholomorph, dass go f :
D1 — D3 biholomorph.

d) Insbesondere ist die Menge aller biholomorphen Abbildungen
f:D—= D,D CC offen

versehen mit der Hintereinanderschaltung eine Gruppe, genannt die Automorphismen-
gruppe von D, kurz Aut(D).

Beispiel 2.12:
Zu jeder komplexen 2z2-Matrix A = (¢ g) ,a,b,¢c,d € C mit ¢ # 0 oder d # 0 kann man die

Transformation h
az
h = 2.13
a(2) cz+d ( )

definieren.

Es gilt:

W (2) = a(cz+d) — (az+b)c  detA
A (cz + d)? ~ (cz +d)?

Aus det A = 0 folgt, dass h4 konstant ist (Ubung). Im Folgenden betrachte det A # 0. Dann:

(2.14)

hA:Id@A:SE::(g((l)(l))’Se(C\{O} (215)
hap=haohg (2.16)
e (85):ha:C—=C, 2z %‘H’ ist biholomorph.

e A= (28%),c#0— ha:C\{-c'd} =D c C—C\{ac'} = DcC,zw zjis ist
biholomorph. Umkehrabbildung von h,4 ist h4-1.

Spezialfille: Falls A eine reelle 2x2-Matrix mit det A > 0 ist, so ist h4 eine biholomorphe
Abbildung von H = {z € C : Im(z) > 0} C C nach H. H heifit die offene obere Halbebene.
Fir

erhalten wir die Cayley-Abbildung

zZ—1

ho : C\{—i} = C\{-1},2 —

zZ 41
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h¢ bildet H biholomorph auf die offene Einheitskreisscheibe

E=K;(0)={z€C:|z| <1}

Die Umkehrabbildung ist durch s mit C' = (% 1) gegeben (Ubung).

Ist A eine reelle 2z2-Matrix mit det A > 0, so vermittelt

heohaohy 2 by B —E

eine biholomorphe Abbildung von E nach E. Es gilt:

1i/\yds)\-11 atd+i(B+7y) at+di—i(B—y)

20

(1) (a B) (1) :Z-(a+§+z‘(,8—v) a+d—(B+7) ) _ (

[SlRS]
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3 Komplexe Integralrechnung

Vor.: Riemann-Integral Analysis I: Folgende Eigenschaften + Definitionen.

Definition 3.1:

Sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Eine Funktion f : I — C heifit stiickweise
stetig, wenn es eine Zerlegung a = ty < t1,...,t, = b des Intervalls I gibt, sodass f auf
(tg—1,tk), k = 1,...,n stetig ist und auf [tx_1, tx] stetig fortgesetzt werden kann.
Entsprechend heifit f : I — C stiickweise differenzierbar, wenn es eine Zerlegung wie oben
gibt und f auf (tx_1, t) stetig differenzierbar ist und in den Randpunkten einseitige Ableitungen
existieren. Jedoch die miissen die beiden einseitigen Ableitungen in g, tx11,k=1,...,n —1
nicht {ibereinstimmen.

Definition 3.2:
Das Integral von f : [a,b] — C, f stiickweise stetig, wird definiert durch

/abf(t)dt — /ab Re(f(t))dt—iri/: Tm(f(¢))dt

Proposition 3.3:
Fiir ¢1,co € C und stiickweise stetige Funktionen f, f1, fao : [a,b] — C gilt:

i) [2(crfi(t) + cafo(t)) dt =y L f1(t) dt+co [ fo(t) dt

2

) Jo (0 dt = [} f(t) dt

i) [Ff(t) dt+ [T f(t) dt = [7 f(t) dt Va € [a,b],7,s € [a,b],r <z <s
iv) [ f(t) dt = — [? f(t) dt

v) Re(f) f(t) dt) = [IRe(f)(t) dt, analog Im(f; f(t) dt) = [ Tm(f)(t) dt

vi) f:]a,b]— C stetig und F : [a,b] — C differenzierbar mit F' = f. Dann gilt ff f(t) dt =
F(b) — F(a). F heifit dann Stammfunktion zu f. Sind Fy, Fy zwei Stammfunktionen zu f,
dann ist Fy — Fy konstant in [a,b].

vii) Sei ¢ : [a,b] — [c,d] reelle monotone stickweise stetig differenzierbar mit ¢([a,b]) = [c, d],
f i [e,d] — C stickweise stetig.
Substitutionsregel: f;f(go(s))go’(s) ds = fcdf(t) dt
Der Integrand vom ersten Integral muss nicht in allen Punkten definiert sein.

viii) Seien f, g : [a,b] — C stetig. Partielle Integration
b b
[ 50 6) dt = 50)90)  Faygta) ~ [ 7'01900) at

Beweis:
i) Integral ist R-linear + Definition. Nachrechnen ergibt C-Lineartitét.

1) — v) Nachrechnen.

vi) Hauptsatz fiir Re(f) + Im(f).
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vii) Sei F' Stammfunktion zu f in [a,b]. Dann f:’((;)) f(t)dt = F(p(s)) — F(e(r)) fir r, s € [a, b].
Fundamentalsatz fiir ¢ (stetig differenzierbar) und
(Fop) =(Fop) ¢ =(fop) ¢
Daher gilt mit vi)
| He®)¢ ®dt = Fopls) = Foplr)
viii) Ist F eine Stammfunktion von f’g, so ist fg — F Stammfunktion zu fg’, woraus die
Behauptung folgt.
O

Proposition 3.4:
Sei f: [a,b] — C stickweise stetig. Dann gilt:

[ s <[5 a

Beweis:

Fiir s € R ist exp(is) = cos s + isin s mit |e"|” = eisels

is|? — 1.

Damit gilt:

e’ /abf(t)dt_ /abf(t)e“dt

Re <e /abf(t) dt) :/abRe(f(t)eiS)dtg /ab

Falls [, : f(t)dt = 0, dann ist die Ungleichung trivial. Falls [ f f(t)dt # 0, dann setze

s = —arg (/abf(t) dt)

= e7% sodass die rechte Seite der obigen Gleichung =

und daher

o) ar= [ 1501

[7 f(at

Dann L
In f(t)dt]

fabf(t)dt’. O

Definition 3.5:
i) Unter einem Integrationsweg versteht man einen parametrisierten Weg in C, d.h. v :
[a,b] = C,~ ist stiickweise stetig differenzierbar.

1) Ein Weg v : [a,b] — C heifit auf [c,d] C (a,b) glatt, wenn ~ dort stetig differenzierbar
ist und +/(t) # 0 Vt € [e, d].

iii) 7y : [a,b] — C heiit geschlossen, wenn ~y(a) = v(b).

iv) Ist v geschlossen und auf (a,b) injektiv, so heifit v einfach geschlossen (oder ohne
Doppelpunkte), die Bildmenge || := ~([a, b]) heifit Spur von . Ist M C C Spur eines
Integrationsweges v, so wird M durch ~ parametrisiert.
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Beispiel 3.6:
1) Sei 29 € C,r > 0, k : [0,27] = C,t — zy + re' ist stetig differenzierbar mit x'(t) =
rie’. Dieser Weg ist einfach wird mit x(r, z9) bezeichnet und heifit positiv orientierte
Kreislinie. k(r, zp) ist einfach geschlossen und glatt.

2) Fiir 29,21 € C, 29 # 21 parametrisiert
v [0,1]—> C,t— Zo+t(21 —Zo)
die Verbindungsstrecke von zp nach z;. Wir bezeichnen diesen Weg mit [zo, 21].

3) Fiir Punkte z, 21, ..., 2, € C wird durch v : [0, n] — C mit
Py(t) =2+ (t - k)(zk+l - Zk)at € [ka k+ 1]

ein Streckenzug 7 durch zp, ..., z, beschrieben und v = [29, 21, .. ., 2,]. Speziell fir ein
Dreieck A mit Ecken zy, 21, 2o parametrisiert [z, 21, 22, 20| den Rand von A.

Definition 3.7:
i) Die Integrationswege
1 : [a,b] = C und 7, : [¢,d] = C

kénnen zusammengesetzt werden, falls v1(b) = 2(c). Dies ergibt den zusammengesetz-
ten Weg 7172 mittels:

71(t) t € [a,b]

m (@b d=o= Gt {72(75—“@) te[bb+(d—c)

Allgemein kann man n Wege 1,72, . . ., v, zusammensetzen, falls Anfangs und Endpunkte
von v und g4+ zusammenfallen. So ist z.B.

[ag, . ..,an] = [ag,a1]la1,a2] ... [an—1,an)

i1) Umgekehrt: Ist v : [a, b] — C Integrationsweg und
a=ty,<t1 <...<t,=0b

Zerlegung von [a, b, so ist vk 1= Y, , 1] [ntegrationsweg mit v = y192 - - - 7, und ~y, heiflt
Teilweg von ~. Gibt es eine Unterteilung von v in glatte Teilwege, so heifit v stiickweise
glatt.

i1i) Sei 7y : [a,b] — C Integrationsweg. Dann ist der entgegengesetzte Weg zu v gegeben durch
v a, b = Cot sy () = y(a+b—t)

Es gilt Spur(y) = Spur(y~!), also y(a) = v 1(b), v(b) = 7 (a).

Beispiel 3.8:
i) Sei v = [ag, a1, ..., ay]. Dann ist v 71 = [an, an_1,-- ., agl.

23



ii) Seiy = k(r, 29). Dann ist y~! = k71(r, 29), wobei

K(r, 20) st 20+ re Lt € [0, 2]
eine im Uhrzeigersinn (d.h. negativ) durchlaufene Kreislinie.

Definition 3.9:
Sei 7 : [a,b] = C stetig differenzierbar und f : |y| — C eine stetige Funktion. Als Wegintegral
von f Uber v schreiben wir:

b
[y fE)dz = [ 1) (0d

Beispiel 3.10:

i) Sei zy € C beliebig und integriere f(z) = —*

z—20

dz 2t q . 2m
/ — = / —ire’tdt = / idt = 2ri
k(r,z0) # — 20 0o re 0

Das Ergebnis ist unabhingig vom Radius. Oft schreibt man

'/Z_ZO|=T’ f(z)dz oder /51:) f(z)dz

i1) Ist [a,b] ein reelles Intervall, v : [a, b] — [a,b],t — t die Parametrisierung der Strecke [a, b].

Dann gilt:
dz = /b (t)dt
/j (2) o

Das Wegintegral und das Riemann-Integral iiber [a, b] stimmen hierbei iiberein.
iii) Ist |y| = {20}, so gilt [ f(2)dz = 0.

Sei nun ein Weg im Sinne von 3.5(7), den wir als v = 71 ..., in stetig differenzierbare Teilwege
zerlegen. Sei f € C(|y|). Dann gilt

tiber k(r, 29), so erhélt man

n

/fdz = Z/w f(z)dz

v u=1

Die rechte Seite ist wohldefiniert, da |y,| C |y|. Der Wert der Summe ist unabhéngig von der
Zerlegung in stetig differenzierbare Teilwege. Benutze Proposition 3.3 iii) — vii) und zu zwei
Zerlegungen eine gemeinsame Verfeinerung.

Interpretation des Wegintegrals als Grenzwert von komplexen Riemann Summen

Nach Definition von I := [ f F(y()Y (t) dt gibt es zu jedem € > 0 ein hinreichend kleines
d(e) > 0, sodass fiir alle Unterteilungen a =ty < ... < t, = b mit max |ty —tx| < d(e), k =
0,...,n—1 gilt:

n—1
I— Z f(V(tk>)'Y/<tk)(tk+1 —ty)| <e
k=0

=:Jn
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Aus der stetigen Differenzierbarkeit von v auf [a, b] folgt

Y(trt1) = v(te) = 7 (k) (b1 — ) + 73 (berr) (begr — )

WO s + r(s) stetig mit ri(¢x) = 0 ist und max |7 (tx+1)| < € fir hinreichend kleines d(g) > 0.
Dann gilt mit

n—1
L= fOr(t) (Y(ter) — ()
k=0

dass
n—1
[ = Jn| <D FOv(te)) (o) (trrn — t)
k=0
A-Ugl. n-1
<  max < crelb—al

FO@)e D Mtrsr — til
k=0

t€la,b]
Also |1 — Ju| < (cf|b—al + 1)e.
Definition 3.11:
Zwei Wege v: I — Cund §:J— C, I = [a,b],J = [a,b] heiflen dquivalent, wenn es eine stetig
differenzierbare Bijektion ¢ : J — I gibt mit /() # 0 Vt € J, sodass 4 = 7 o . Hierbei heift

~

¢ Parametertransformation. ¢(a) = a, ¢(b) = b. 4 heift Umparametrisierung von +.

Proposition 3.12:

e Sind @,1) Parametertransformationen, so auch @ o sowie o~ .

o Ist v : I — C Integrationsweg, ¢ : J — I eine Parametertransformation, so ist auch
vo:J— C Integrationsweg.

e FEine Parametertransformation lisst Anfangs- und Endpunkte und die Spur von vy invariant.

Satz 3.13:
Seien v1,v2 stetig differenzierbare Integrationswege in C, o eine Umparametrisierung von .
Dann gilt fiir jede stetige Funktion f : |y1| — C

(2)dz = Km f(z)dz

71

Beweis:
Seien 71 : [a,b] = C, 72 : [¢,d] — C und v = 1 0 ¢, wobei ¢ : [¢,d] — [a,b], d.h. a = ¢(c),b =
©(d). Es gilt die Substitutionsregel 3.3(vi) fiir Integrale tiber [a, b] sowie 4 (t) = v} (¢(t))¢'(t)
fir ¢ € [c, d]. Daher:

d / d / /

| 1@z = [ fen@maodt = [ fono et e0)e (b
Y2 c c

Substitution fithrt zu: ,

= [ rnnieds = [ 1)

a 71
O

25



Eigenschaften komplexer Wegintegrale
Sei C(|y|) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf |7|.

Proposition 3.14 (Rechenregeln):
Sei v Integrationsweg, Vf,g € C(|y|) gilt:

(1) fv(f +g)dz= [, fdz + f,ygdz,ﬁY cfdz = Cfv fdzVeceC

(13) Ist 4 ein Integrationsweg, der im Endpunkt von «y beginnt, so gilt:

dz = d d
(ii) [,-1 fdz=— [ fdz (Umkehrregel)

() g: D — D holomorphe Abbildung des Gebietes D in D mit stetiger Ableitung ¢'. Sei 4
Integrationsweg in D und v := g o4 der Bildweg in D. Dann:

[ 7@z = | flatw)g/(widw v € (i)
Y Y

Beweis:
(i) Wegen Definition 3.9 gentigt es (i) fiir stetig differenzierbare Wege zu zeigen. Dies folgt

aus Proposition 3.3(i) fiir zerlegte Wege.
(ii) Definition 3.9.

(7i1) Es gentigt fir v stetig differenzierbar zu betrachten.
Substitutionsregel 3.3 vii) liefert mit

¢ :la,b] = [a,b,t—a+b—t

fiir £(v(2))7'(t) mit ¢(a) = b, ¢(b) = a:

b a
| #@az = [ 1) o) 0d = [ o) (s)ds

b
— [ fa@0 s = - [ 1)z
a v
(17v) Ohne Einschrinkung sei 4 stetig differenzierbar. Dann gilt mit Kettenregel:
b
[ 1)z = [ 16GON GO Od = [ fgw)g (wdu
v a gl

O]

Definition 3.15:
Fiir jeden stetig differenzierbaren Weg v : [a, b] = C,t — ~(t) := x(t) + dy(t) mit z(t),y(t) € R

heifit das reelle Integral
b b
L) = [ W@lde= [ o2+ ye

die euklidische Lange von . Man zeigt, dass L(y) unabhéngig von der Parametrisierung von
|v| ist.
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Beispiel 3.16:
i) Strecke [zg,z1] mit z(t) = (1 — ¢)z¢ + tz1,t € [0,1] und 2/(t) = 21 — zp. Dann ist

1
L([20, 21]) = /0 21 — zo|dt = |21 — 20

i1) Sei v ein Kreisbogen auf der Kreisscheibe K,.(zg) mit
2(t) = 29 +re’ t € [a,b] C [0,2n7]

Dann ist
ot —r

12/(t)| = ‘m’e
und daher L(v) =r(b— a).

Ist « ein zusammengesetzter Weg v = 1792 - - - v, mit stetig differenzierbaren Teilwegen ~;, so
gilt

m

L(y)=>_ L(w)

i=1
Dies ist unabhéngig von der Zerlegung von ~.

Satz 3.17 (Standardabschitzung fiir Wegintegrale):
Fiir jeden stiickweise differenzierbaren Weg ~ in C und jede stetige Funktion auf |7y| gilt:

Llfldz < [fly L(y) mit |, := max |f(y(t))] = max|f(z)]

tela,b)] z€ly|

Bewets:
Sei v zunéchst stetig differenzierbar. Dann gilt:

< [ e o)

Wobei die letzten zwei Integranden reell sind. Da [f(v(?))| < |f|,,t € [a,b] folgt aus der
Monotonie reeller Integrale:

fdz| =
gt

b
< [ Ul 1 ol =171, 26)

fdz
2l

Fir v = 71 - - - v, mit stetig differenzierbaren Teilwegen gilt:

fiz=3 [ =< [ gaz < 3151, L) = 161, L)
gl j=177% j=1 j=1
mit [f|, < |f|, wegen |y;] C |1]. O

Bemerkung:

Gilt fiir ein 2 € ||,y glatt (d.h. v/(¢) # 0 Vt) [ f(2)[ < [f],, so gilt in 3.17 eine echte Ungleichung,
da der Integrand in einer Umgebung von ¢y mit v(tg) = 2o stetig ist und dort |7/(¢)| > 0 ist.
(Ubung)
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Folgerung 3.18:
Es gilt:
lexp(z) — 1] < |z| Vz € C,Re(z) <0

Beweis:
Es gilt:
1
/ exp(w) dw = / exp(zt) - z dt = exp(zt) |p= exp(z) — 1
[0,2] 0

und mit |exp(w)| = exp(Re(w)) < 1 wegen Re(w) < 0 und der verschérften Standardabschét-
zung fiir v = [0, 2|, f(w) = exp(w) folgt

lexp(w) — 1] <

/ exp(w) dw
[0,2]

)

< |7]

d

Folgerung 3.19 (Vertauschungssatz fiir...):
i) .. Folgen: Sei ~y ein Integrationsweg und f, € C(|y|) eine Folge stetiger Funktionen, sodass
li_)m fn = f fiir alle z € |y| existiert und die Konvergenz auf |7y| gleichmdfig ist. Dann
n o

gilt f € C(|y|) mit
lim /fndz:/ lim fndz:/fdz

ii) .. Reihen: Seiy wie oben und 3=, f (fu € C(|7])) konvergiere gleichmdpig auf C(|y|) mit
Limes f := 3202 fu: |v|— C. Dann gilt:

lilfydz:/vgfydz:Lfdz

Beweis:
Es reicht (i) zu zeigen mit f € C(|7y|). Wegen der gleichméBigen Konvergenz existiert [, fdz.
Mit li_>m |fn — f| = 0 auf |y| und wegen der Standardabschitzung gilt

n oo

/andt—/vfdt‘:

da L(7) € R fest. O

[ Dyt 1= £1,10) "5 0
j

Beispiel:
Sei K := K, (z0) eine Kreisscheibe. Untersuche das Integral

1 / dw

21 Jsxk w — 2z
wobei 6K = K, (z9) der Rand und ~(t) = 2z + re®,t € [0, 27] fiir = € C\JK. Dann benétigt
man folgendes Lemma.

Lemma 3.20:
Es gilt:
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1 i(z—zo)’"
w—z W=z \Ww— 2

fir alle w, z mit |z — zp| < |w — zp|.

i)

fir alle w, z mit |z — 29| > |w — 2o].

Bewets:
Man rechne mit der geometrischen Reihe die obigen Identitédten nach. Setzt man ¢ = @, SO

gilt 0 < ¢ < 1 fiir festes z € K und max j}—zz% "o q" und daher sind beide Summen auf § K
we
absolut und gleichméfig konvergent. O
Satz 3.21:
Es gilt:
1/ dw |1 wennzeK

2mi Jok w—2z |0 wennz¢ K

Beweis:

a) Falls z € K so gilt nach i) :

dw

oo
/(SKU)*Z E_:Z_ZO /K(UJZO)VJrl

Dies ist gleich Null Vv > 1 und 273 fiir v = 0.

b) Im Falle z € C\K gilt:

_ Jdw = e N
/6wa2 ]2:1 ZZO‘]+1/5K(w z0)dw =0Vj €
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3.1 Stammfunktion und Wegunabhangigkeit

Erinnerung (vgl. Prop. 3.3vi)):
Sei f : [¢,d] C R— C stetig und F : [¢,d] — C differenzierbar mit F’ = f, dann gilt:

/df dt = F(d) — F(c)

Verallgemeinerung auf Wege von z, nach z, € C. Es existieren viele Wege v von z, nach zp. Im
Allgemeinen héngt f“/ fdz nicht nur von den Endpunkten z, und z; ab, sondern auch vom Weg.

Beispiel 3.22 (vgl. 3.107)):
Seien z,, 2z, € K,(20) diametrale Punkte auf dem Kreis und v (t) = 29 + re und v_(t) =
zo +re” " mit ¢ € [0, 7]. Dann gilt:

/ /7r zrezt
_ - zt
vy 2= 20 re
T et )
= = —T
N R — Zo

Wann héngt | . fdz nur von Anfangs- und Endpunkt von v ab?

Definition 3.23:

Sei G ein Gebiet, f : G — C stetig. Eine holomorphe Funktion F' : G — C heiffit Stammfunktion
von f in G, falls F' = f in G gilt.

Satz 3.24:

Ist F' holomorph in G und Stammfunktion von einem stetigen f € C(G), so gilt

aber

/ fdz = F(z) — F(z0) Vv in G mit Anfangspunkt zo und Endpunkt z
g

d.h. das Integral ist wegunabhdngig. Insbesondere gilt fiir alle geschlossenen Wege ~
/f dw =0
~

Beweis:

Ist 7 : [a,b] = C,t — ~(t) stetig differenzierbar, so gilt

Lfdw:/lbf(y( £)dt = /F’ £)dt = bjtF(»y(t))dt
— F(v(a — F(20)

Falls nun vy = 71 - - -y, mit v, stetig differenzierbar von zy nach z und jeweils mit z4(yu41) =
2g(7yy) (die Anfangs- und Endpunkte stimmen iiberein), dann gilt mit zo = za(71), 2 = 2E()

[ rdw =% [ fdw =Y (Fep0n) = Fati) = F(2) - Fa)
v r=1 T r=1
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Beispiel 3.25:
Oft lassen sich Stammfunktionen direkt angeben.

i) Fir alle n € Z\{—1} hat f(z) = 2" die Stammfunktion F(z) = %Hznﬂ. Es folgt daher
fv z"dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg .

it) Da [45 ﬁdz = 2m¢ folgt mit Satz 3.24, dass es keine Umgebung U von zy € C gibt,
1

sodass = in U\{zo} eine Stammfunktion hat, obwohl ﬁ dort holomorph ist. Selbst
in C\{0} hat 1 keine Stammfunktion.

iii) Jede konvergente Potenzreihe

f(z) = Z ar(z — zp)"
r=0

hat in ihrem Konvergenzkreis die konvergente Potenzreihe

o0
ar 1
F(z) =3 - (2= z)*
=7 +1

als Stammfunktion.

Proposition 3.26:
Ist F holomorph im Gebiet G und gilt F' = 0 in G, so ist F konstant in G.

Beweis:

F' ist Stammfunktion zur Nullfunktion. Da fiir K := K, (z9) C G, z € K eine radiale Verbindung
20, 2] mit dem Mittelpunkt 2o von K hat, gilt F(2) — F(20) = [, ., 0 dw = 0 = F ist konstant
auf K.

Da G zusammenhingend ist, folgt dass F' konstant in G ist. (Ubg.) O

Folgerung 3.27:
Sind F, F' Stammfunktionen von [ in G, so ist F — F konstant in G.

Definition 3.28:
Sei G Gebiet. Hat f € C(G) eine holomorphe Stammfunktion in G, so heifit f integrabel.

Proposition 3.29:
Sei f: G— C stetig, G Gebiet. Dann sind dquivalent:

(7) f ist integrabel in G
(i) Fir jeden geschlossenen Weg v in G gilt: [, fdz = 0.

Ist Figenschaft (ii) erfillt, so erhdlt man eine Stammfunktion F in G durch: Waihle zy € G und
Weg ~v, in G von zy nach z und setze

F(z) = / fdw,zeG (3.30)
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Beweis:

(1) = (ii): Satz 3.24

(7i) = (i): zu zeigen: F' aus 3.30 ist Stammfunktion zu f in G und wohldefiniert, d.h. hangt
nicht von der Wahl von v, ab. Sei dazu v ein weiterer Weg von zg nach z in G. Dann ist v,y !
ein geschlossener Weg, also gilt nach Voraussetzung

0:/’Yzy_lfdw:/szdw—l—[rlfdw:/zfdw—lyfdw

Also ist F' wohldefiniert.

Noch zu zeigen bleibt, dass fiir alle z; € G gilt F'(21) = f(z1). Sei dazu K C G eine ab-
geschlossene Kreisscheibe um z; und z € K. Dann ist 7., [21,2]7; ! geschlossen in G. Nach
Voraussetzung gilt

PG =Fl)+ [ fau
21,2
Setze
1
Fi(z) = { i fdw 2 € K\{21)
f(=1) z=2z1
dann gilt

F(2)=F(z1)+ (z —21)Fi(2) Vz € K

Falls Fy stetig in 27 ist, so folgt F'(21) = F1(z1) = f(z1) (Lemma 1.15).
Fir z € K\{z} gilt

1

zZ—2

Fi(z) = Fi(21) = /[ @) = e

Aus der Standardabschétzung folgt

1
-2

Fl(Z) - Fl(Zl) < > |f - f(zl)’[zl,z] ’ |Zl - Z| = ‘f - f(21)|[z1,z]

Da f stetig ist in z1, folgt die Stetigkeit von F} in z;. O

Es folgt:

f € C(G) hat Stammfunktion <= / f dz = 0 fiir alle geschlossenen Wege ~
¢!

Das Kriterium f7 f dw = 0 fiir alle geschlossenen Wege v in G ist kaum zu verifizieren. Wir
bendtigen bessere Kriterien.

Definition 3.31:
i) Eine offene Teilmenge M C C heifit sternférmig oder Sterngebiet, falls es einen Punkt
z1 € M gibt mit [z1,2] C M fiir alle z € M. Dabei heifit z; Zentrum von M.

i) M C C heifit konvex, falls fur alle Punkte w, z € M die Strecke [w, z] in M liegt. Jede
konvexe, offene Menge ist Sterngebiet mit beliebigem Zentrum.

Beispiel 3.32:
- C7:=C\{z € R: 2z <0} ist Sterngebiet mit Zentrum {z > 0}, aber C™~ ist nicht konvex.
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- Betrachte das kompakte Dreieck in C mit den Eckpunkten z1, 20,23 € C
A:={z€Ciz=2+s(za—21)+t(zg—21):5t>0,0<s+t<1}
Es gilt 0A := [21, ZQHZQ, 23] [Zg, 21].

Satz 3.33 (Integrabilitat fiir Sterngebiete):
Sei G ein Sterngebiet mit Zentrum z; € C. Sei f € C(G). Falls fir alle A C G, die z1 als
Eckpunkte haben gilt, dass [y, fdw =0, so ist f integrabel in G und

F(z):= /[Z Z]f dw

ist eine Stammfunktion von f in G.

Bewets:
Es gilt [z1,2] C G, d.h. F ist wohldefiniert. Sei zy € G beliebig fest. Falls z nah genug bei 2z
ist, so ist A := [21, 20, 2] C G. Nach Voraussetzung ist [;, fdw =0, also

F(z) = F(20) + [ ]fdw

flir z € G nah genug bei zy. Daraus folgt wie im Beweis zu Proposition 3.29, dass F' in zg
komplex differenzierbar ist und F’(zg) = f(z0). O

Satz 3.34 (Goursat, 1884 (oder: Cauchy’scher Integralsatz fir Sterngebiete)):
Sei f holomorph in einem Gebiet G. Dann gilt fiir den Rand jedes A C G

fdz=0
0A
Beweis:
Elementargeometrie:
—z| < L(OA 1
max [u = 2| < L(9A) )
1
L(OA,) = S1(00) 2)
fiir jedes der vier kongruenten Teildreiecke A,,r =1,...,4, die durch Verbinden der Seitenmit-
telpunkte von A entstehen. Setze
a(A) = f dw
0A

Teilt man A in die vier kongruenten Teildreiecke auf, so folgt:

a(A) = Z a(Ar)

r=1

da die Inneren Wegintegrale der Teildreiecke sich aufheben. Wihle aus A,,r = 1,...,4 ein A!
so, dass

a(Al): max |a(A,)]

r=1,...,
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Unterteile A wie oben und wiederhole das Verfahren. Wir erhalten eine Folge A™ C ... C
A? ¢ A' C A kompakter Dreiecke, wobei

(A < 47 |a(A™)|,n = 1,2, . .. (*)
sowie 1
L(OA™) = 5 L(OA)n € N (%)

Wegen der Vollstdandigkeit von C gibt es genau ein zp € A mit
{20} = ﬂ A" (Schachtelung)
n=1

Da f holomorph in G ist, gibt es eine Funktion g € C(G) mit
f(w) = f(z0) + f'(z0)(w — 20) + g(w)(w — 20) Yw € G
und g(zp) = 0. Da

/ f(2z0)dw = 0 sowie / f(20)(w — z0)dw = 0
OA™ OA™
folgt
a(A") = / (w — 2p)g(w)dw
OA"
Mit der Standardabschétzung folgt

a(A™)| < max |w — zo| |g(w)| L(OA™) < L(OA")? max |g(w)]| Yn
wWEIA™ wWEDA™

Somit folgt
() (%)
a(A)] < 4™ [a(A™)] < L(9A)? [g]pan

Da g stetig in zg ist und g(zp), gibt es zu jedem € > 0 ein > 0, sodass |9|K5(z0) < &. Zu diesem
J existiert ein ng, sodass A™ C Kj(zp9) Vn > ng. Somit folgt

la(A)| < L(OA)? - ¢
Da € > 0 beliebig und L(0A)? konstant folgt |a(A)] — 0. O

Folgerung 3.35:
Sei G ein Sterngebiet mit Zentrum zg, f: G— C holomorph in G. Dann ist f integrabel in G,
d.h. F(z) = f[zo 2 f dw ist Stammfunktion zu f in G und fiir jeden geschlossenen Weg v in G

gilt [ f dz=0.
Anwendung 3.36 (Hauptzweig des Logarithmus):
Im Sterngebiet C~ mit Zentrum 1 ist
[
[1,4] W

eine Stammfunktion zu % Wihlt man z = re'? € C und den Weg v = ki, 0,6 o[1,r]. Wegen

der Wegunabhdngigkeit gilt

r %] o 18
/ dw = / % +/ T s = logr + ip = log |z| + i arg(2) ([3.36])
[ 1 0

1,2] W revs

Diese Funktion heifst Hauptzweig des Logarithmus in C™.
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Satz 3.37 (Verschirfung des Cauchy’schen Integralsatzes fiir Sterngebiete):
Sei G ein Sterngebiet mit Zentrum zo und f : G — C stetig und holomorph auf G\{zo}. Dann
ist f integrabel in G.

Beweis:

Wie in Satz 3.34, jedoch wird 3.33 wie folgt verschréft:

Sei G ein Gebiet, 29 € G. Sei f : G — C stetig und holomorph auf G\{zp}. Dann ist [, f dw =
0 VA C G, die zg als Eckpunkt haben. Diese Aussage fithren wir auf 3.33 zuriick. Die inneren
Wege heben sich weg und es gilt:

/ fdw = / fdw + / fdw + fdw
0A 0Aq 0A> 0Ag
—_——— ————

=0, da holomorph = 0, da holomorph

Also folgt
[ fau] <111, L02)
0A

Da sich A beliebig verkleinern ldsst und f stetig in zq ist, folgt

‘/ fdw‘ =0
oA
O

Anwendung 3.38 (Cauchy’sche Integralformel fiir Kreisscheiben):
Sei f holomorph im Gebiet G und sei K := K,.(29), r > 0 eine offene Kreisscheibe, sodass
K C G. Dann gilt fiir alle z € K

N

2w Jox w — z

Beweis:
Sei z € K fest. Betrachte

(LB e K\{2)
g(w) = {f,(z) " >

Da f holomorph in G ist, ist g auch holomorph in K\{z} und stetig in K. Da K C G, gibt es
s>rmit K' = Ks(z) C G. Da K’ konvex ist, ist g |g» nach Folgerung 3.35 integrabel, d.h.

/ gdw=20
0K

Nach Definition von g |sx gilt wegen Satz 3.21

_ _ f(w) 1 B f(w) .
O—/aKgdw— 7dw—f(z)/a — dw = —— —27if(z)

OK W — 2 KW—2Z2 oK W — 2

Dabei heifit ﬁ der Cauchy-Kern. 0
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Folgerung 3.39:
Wéhlt man 0K als v(¢) = 2o + re'?, ¢ € [0, 27] und z = zy, so gilt

1 2w .
feo) = 5= [ flao vy (13:39)
T™Jo
Dies heifit Mittelwertgleichung. Die Standardabschdtzung liefert die Mittelwertungleichung

[f(z0)l < [flax (3.40)
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3.2 Anwendung von Cauchys Integralsatz

Definition 3.41:

Sei G ein Gebiet in C. Eine Funktion f : G — C heifit in einem Kreis K = K, (29) C G in eine
Potenzreihe Y, a,(z — z0)” um zp entwickelbar, wenn die Reihe in K gegen f | konvergiert.
Aus der Vertauschbarkeit von Differentation und Summation fiir Potenzreihen (Beispiel 1.25)
folgt

Proposition 3.42:
Ist f in K um 2 in eine Potenzreihe Y, a,(z — )" entwickelbar, so ist f beliebig oft komplex

differenzierbar in K und a, = % fir alle v € Ng.

Beweis:
Analysis I. O

Satz 3.43 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor):

Sei zo € G, G Gebiet, und d := d(z9,G) der Abstand von zy zum Rand von G. Dann ist
jede in G holomorphe Funktion f in Kg(zo0) um zy in eine Taylorreihe entwickelbar. Die
(Taylor- ) Koeffizienten sind in 0K = 0K,(z), wo r < d, durch

o — fW(20) 1/ f(w) dw
v oK (w

vl 2mi — zp)VH1

bestimmdt.

Lemma 3.44:
Sei f stetig auf dem Rand OK der Kreisscheibe K = K,(z9) C G, r < d. Dann ist

Fz) = [ L)

= - dw
21t Joxg w — z

in K in eine Potenzreihe um zy entwickelbar mit

211

F(z) = Za,,(z — 20)" wobei a, = 1 ./8K @UﬂZ;de

fir z € K, (z0),v € Np.

Beweis: -
Nach Lemma 3.20 gilt g(_uzl = > gu(w)(z — 20)" mit
v=0
f(w)
) = 2 (+)

fir z € K, w € 0K, da
1
lgvlox < pan) | flox

Daraus folgt
v -1 v
max [g,(w)(z = 20)"| <7 [ flox a
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mit ¢ := 71|z — 29| > 0. Da ¢ < 1 konvergiert die Reihe (x) in w gleichméfig auf K, d.h. es
gilt nach Vertauschungsregel fiir Reihen und Riemann-Integrale 3.19 fiir z € K

F(z) :2 {217” /ng(w) dw} (2 = 20)"

O

Beweis von Satz 3.43:
Da f holomorph auf G, so gilt fir K,(z0), 0 < r < d mit K,(z9) C G fir alle z € K,(z) die

Cauchy-Formel

1 f(w)
=— —d
1) 27 Jog W — 2 v
Nach Lemma 3.44 hat f um zg in K, (zo) eine konvergente Taylorentwicklung. Jede Wahl von

r < d fithrt zur gleichen Reihe (gleiche Koeffizienten). O

Satz 3.45 (Riemann’scher Fortsetzungssatz):
Sei A C G, G Gebiet, diskret und abgeschlossen sowie f : G\A— C holomorph. Dann sind
dquivalent:

(1) f ist in A holomorph fortsetzbar.

(ii) f ist in A stetig fortsetzbar.

)
(tit) f ist in einer Umgebung U C G eines jeden Punktes zg € A beschrinkt.
)

lim (z — 20) f(z) = 0 in jedem Punkt zy € A.

(Z.U Z—20
Beweis:
Ohne Einschrankung nehmen wir A = {0} an. Dann gilt i) = i) = dii) = iv). Fir iv) = 1)
betrachte man ¢(z) := zf(z) fir z € G\{0} mit g(0) := 0. Sei h(z) := zg(z). g ist nach
Annahme stetig in 0. Daher ist
h(z) — h(0
h(z) = h(0) + z9(z) < (Zz)—()() =g(z) — g(0) = 0= h'(0) fiir z — 0
Da h in G\{0} holomorph, ist h also holomorph in G.
Nach dem Entwicklungssatz 3.43 hat kA um 0 eine Taylorentwicklung ag + a1z + agz? + .. ..
Aus h(0) = B'(0) = 0 folgt h(z) = z%(az + agz + a4z® + ...) in einer kleinen Umgebung. Da
h(z) = 22f(2) fiir z # 0, so ist

h A
(j) =: f(2) == ap +agz + ag? + ...

z

um 0 die holomorphe Fortsetzung von f in G. O

Satz 3.46 (Entwicklungslemma):
Fir jede Funktion f € C(OK) und k € N gilt

S 1 f(w)
v - v k p— —
> Dae—a) = on [ o e duns € Kl
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Beweis:
Die in K;(0) konvergente Reihe

1 > k
vy v—
— k+1:Z(k)q 7|Q‘<1
(1-q) frt

ist die k-te Ableitung der geometrischen Reihe —2— (Ubung).

Setze q = fu%zz% Dann ist fiir z € K und w € 0K
1 .- v 1 v—Fk
— = E ———(z—2
ooyt~ 2 B gt 20

Setzt man wie im Beweis von Lemma 3.44

flw
gv(w) := (w—(zog”“
so folgt
A = 55 [ [ D00 2]
v=k

Die Summanden rechts sind auf 0K durch 7“’“% |flor (%) ¢"F beschriinkt mit

2=zl | z=20
q:= T — Jw—=20
0K, d.h. Summation und Integration sind vertauschbar. O

< 1. Da die Summe kleiner unendlich ist die Konvergenz gleichméfig auf

Satz 3.47 (Cauchy-Integralformel fiir die Ableitungen):
Sei f : G — C holomorph, G Gebiet, K Kreisscheibe mit K C G. Dann:

k! w
fOz) == /8K (w Ji(z))k—l—l dw

271
fiir alle z € K, k € Np.

Beweis:
Nach dem Entwicklungslemma 3.46 gilt

k! f(w) .- v v—Fk

firalle z € K = K, (zp), wobei a,, die Taylorkoeffizienten der Potenzreihenentwicklung > a,(z—
v=0

20)” von f(z) sind (Satz 3.43). Wegen 1.25(vi) steht rechts in (%) die k-te Ableitung von

S ay(z — 20)Y in 2o, d.h. F)(z). O

v=0

Idee: f(2) = 5= [ox £ (iuz) dw wird unter dem Integralzeichen differenziert:

ok 1 k!

0k w—z  (w—z)k
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Folgerung 3.48:
Jede in einem Gebiet G holomorphe Funktion ist unendlich oft komplex differenzierbar in G. In
der reellen Analysis:

1

= 0

:gsm(x) z 7 0 ist differenzierbar in 0, aber f'(x) = sin (%) ist in 0 unstetig.
xTr =

Bsp i) f(z):= {

Bsp i) Es gibt Funktionen f : R— R, die unendlich oft differenzierbar sind, aber in keiner
Umgebung z.B. von x = 0 in eine Potenzreihe entwickelbar sind, z.B.

_ Jexp (—%2) x#0
f@)_{o z=0

Aber f*) =0 fir alle k € N.

Folgerung 3.49 (Wechsel des Entwicklungspunktes):

o0

Ist f(z) := > ay(z — 20)" in KR(z0) konvergent, so ist f um jeden anderen Punkt z1 € Kgr(2o)
r=0

in eine Potenzreihe entwickelbar und der Konvergenzradius der neuen Reihe ist mindestens

R —|z1 — z0|. Es gilt

F2) = Db =2 mith = 3 () aste1 — )7 € Ny
r=0 j=r

Bewets:
Nach Cauchy-Taylor gilt

JARIEN) )
= E — z1)" wob —21|<R— |z —
f(z) 2 (z — z1)" wobei |z — 21| < |21 — 20
denn |z — 29| < |z — z1] + |21 — 20| < R. Nach 1.25(v) gilt

FO(z1)

r!

= Z(?)aj(zl —2)' = b,

r=J

Beispiel:
Sei |z| < 1, dann gilt

00 . 1
f(z):zgz =71

Dies ist die Entwicklung der geometrischen Reihe um zy = 0. Entwickle f(z) um 21, |z1| < 1 in
die Taylorreihe mit

|
(r) -~
f (21) (1— Zl)r-ﬁ-l
also
S ay it -] > 1
—(Z — Z mi —Z
Ll (1)1 !
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Fiir dieses z; findet man eine holomorphe Fortsetzung der Funktion f in K(0). Dies liefert

dann fiir z # 1
1

1-=2
als gréBite holomorphe Fortsetzung von f |, oy zu C\{1}.
Dagegen ist die Potenzreihe

o0
Zz"!:z1+z1+zz+z6+224+...

n=0
nur in K;(0) konvergent und dariiber hinaus nicht fortsetzbar.

Folgerung 3.50 (Produktsatz):
Seien

o0 o0

f(z) = > auzt  sowie g(z) = > b,2"
©=0 v=0

konvergente Potenzreihen in Ks(0) bzw. K¢(0). Dann hat das Produkt f(z)g(z) in K.(0) eine

konvergente Potenzreihenentwicklung, wo r = min(s,t) mit

o

(fg)(z) = ZpAZAap)\ = Z auby

A=0 ptrv=>A
w,v>0
Beweis:
Als Produkt holomorpher Funktionen ist fg in K,(0) holomorph und nach Cauchy-Taylor
entwickelbar. Mit der Leibniz-Regel gilt

Al 5
90 = > 0" 0)
putrv=>X
w,v>0
woraus wegen f*)(0) = pla,, g*)(0) = v!b, die Behauptung folgt. O

Folgerung 3.51:
Seien f,g holomorph in C ohne gemeinsame Nullstellen in C\{0}. Sei zyp € C\{0} eine
Nullstelle von g, sodass fiir jede weitere Nullstelle w # 0 von g |w| > |z0| gilt. Dann ist 5

holomorph in K., \{0}. Sei g holomorph fortsetzbar in 0. Dann hat die Taylorreihe um O den
Konvergenzradius |zg|.

Beweis:
Klar nach Cauchy-Taylor, da

= 00, wegen f(zp) #0

Beispiel 3.52:
Die Taylorreihe von g(2) := Z*5 um t = 0 fiir z € C\{2mi Z}:

e
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Es gilt hm = 1. Also ist g(z) in z = 0 nach Satz 3.45 holomorph fortsetzbar.

Die Funktlon g( ) ist verwandt mit cot(z) := %8 fiir sin z # 0, denn

Cos 2
cotz = — =
sin z

(eiz+€—iz) .62iz+1 ) ) 2
=1 =1+1—5——
(ezz —e 12) etz _ 1 esz -1

g %g(Qiz) (3.53)

ISIE IS

fir alle z € K.(0)\{0}. Nach dem Entwicklungssatz 3.43 besitzt g auf Ks,(0) die Taylor-
Entwicklung

z > BY
= —2z" mit B, € C 3.54
Nach 3.53 folgt
1 z z
g(z )+2Z—2—Zcot <22> (3.55)

fir alle z € K5,(0)\{0}. Da cot z eine ungerade Funktion ist, d.h. cot(—z) = — cot z ist zcot z
eine gerade Funktion. Somit ist auch g(z) + %z eine gerade Funktion. Dann miissen in der
Potenzreihenentwicklung um 0

1
9(z)+ sz2=DBo+ (B1 + £ Z+Z—z

2
die ungeraden Koeffizienten verschwinden. Also ist By = —% und By,11 = 0,v > 1. Wegen
9(0) =1 ist Byp = 1 und somit
z z
od 3.56
e — 1 ) z:: ( )

Es gilt

1262—1 2 (ZVH i V>

und mit dem Produktsatz
>0 1 B,
(v+1)! pl

A=0 v+p=Av,u>0

und Koeffizientenvergleich
1 B
> D =0¥A=1
v+pu=A,v,u>0 (V + )

und das ist dquivalent zu
(0)Bo+(1)B1+ ...+ (n 1) Bp-1=0

dabei heiflen Bsy,,v € Ny Bernouill’sche Zahlen. Rekursiv erhélt man

1 1 1 1
Bo=—(—(3)By— (3)B1) = ~,Bs=——,Bg = — ...
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Da die Reihe Z ~¥2” den Konvergenzradius 27 hat, ist die Folge der Bernoullizahlen (B, ),

unbeschrankt, denn gibe es ein ¢ > 0 mit |B,| < ¢ Vv, so hétte die Reihe Konvergenzradius oo.
Aus (3.56), (3.53) erhélt man die Cotangensreihe

1 1 ”4”Bgyz
tz = —g(2iz) =1 (1—
cot z z—i—zg( iz) it iz —i—Z
| R 4v
_ ~1Y—BRB y 2v—-1
z +Vzl( ) (2v)! we
Wegen tan z = cot z — 2 cot 2z folgt
> 47 (4
tan z = Z( ].)V 1((21/)').82,/221/ 1 0 < |Z‘ < 5

v=1

und gilt auch in z = 0 wegen holomorpher Fortsetzung.
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4 Hauptsatze iiber holomorphe Funktionen

Satz 4.1 (Identitétsséitze):
i) Sind f,g holomorph in G (Gebiet) und gibt es einen Punkt zy € G und Umgebung U C G

von zg mit f |[u= g |u, so folgt
FlKaz0)= 9 | Ka(z0)
wo d der Randabstand von zy nach C\G ist.
ii) Sind f, g holomorph in einer Umgebung einer abgeschlossenen Kreisscheibe K und es gelte
flox= g lox, so folgt
flr=9l%

Beweis:
i) Taylorreihen von f,g um zj stellen f,g in Ky(z9) dar und wegen f |y= g |y sind alle
Talyor-Koeffizienten beider Reihen gleich.

i1) Folgt aus Cauchy-Integralformel.

Satz 4.2:
Fiir zwei in einem Gebiet G C C holomorphe Funktionen f,g sind dquivalent:
i) f=g
i1) Die Menge {w € G : f(w) = g(w)} hat einen Hiufungspunkt in G.
iii) Es gibt einen Punkt zy € G, sodass () = g™ (20) fiir alle n € Ny.
Beweis:
i) = i1): klar
1) = 1iii): Setze h := f — g. h ist holomorph in G und nach Voraussetzung hat M = {w €
G : f(w) = g(w)} einen Haufungspunkt zp € G. Angenommen es existiert ein m € Ny mit
h(™)(zy) # 0, so withle m minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist
hU™) (25)
!

(z —z)™™

h(z) = (z — 20)"hm(2) mit hy,(2) = Z
u>m
in K, wo K C G Kreisscheibe um zy nach Cauchy-Taylor. Hier h,,(z9) # 0. Da h,,(z) stetig ist,
gibt es eine Umgebung U von zy, wo hy,(z) # 0 fir alle z € U und h(z) # 0 Vz € U\{0}. Also
ist
MNU{z} = 0
d.h. zp ist kein Haufungspunkt von M.
i) = i) : Setze h = f g. Sei Sy, = {w e G : fW(w) = g™ (w)}. S, ist abgeschlossen in G

und damit auch S = ﬂ Su, d.h. S C G ist abgeschlossen und nichtleer, da zy € S.

Zu zeigen: S ist offen dann folgt S = G, da G zusammenhéngend ist.

Sei dazu z1 € S, dann ist h in einer Umgebung U von z; in eine Taylorrelhe in einer Kreisscheibe
z1 € K C G entwickelbar. Dies ist die 0, d.h. h |g= 0, d.h. h(v ]K 0Vhe Ny, dh KCG
und S ist offen. O
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Folgerung 4.3:
Ist I = (a,b) CR und f : J— R eine Funktion und G C C Gebiet mit J C G. Dann gibt es
héchstens eine holomorphe Funktion F : G— C mit F | ;= f.

Beweis:
Sind Fi, Fy : G— C zwei Funktionen mit Fy |;= F5 |s, so folgt nach den Identitdtssitzen
F1 = F2 auf G ]

Dies heifit, dass die Funktionen exp, sin, cos : C — C die einzigen Funktionen sind, die exp, sin, cos :
R — R fortsetzen.

Definition 4.4:
Ist D # () offen, so ist O(D) := {f : D— C : f holomorph} die Menge der holomorphen
Funktionen auf D. Dann ist O(D) ein kommutativer Ring mit 1.

Folgerung 4.5:
Ist D Gebiet, so ist O(D) nullteilerfrei, d.h. Vf,g € O(D) mit f-g=0= f =0 oder g =0.

Beweis:

Seien f,g € O(D) mit f-g = 0. Falls f =0, dann fertig.

Sei also f # 0, d.h. es gibt ein z € D mit f(z) # 0. Wegen der Stetigkeit folgt, dass es eine
Umgebung U C D von z gibt mit f(w) # 0 Yw € U. Also ist g(w) = 0 Yw € U. Aus dem
Identitdtssatz 4.1 folgt, dass g = 0 auf D. O

Folgerung 4.6 (Diskretheit und Abzéahlbarkeit von Null/a-stellen):
Sei G C C ein Gebiet, f : G— C eine nicht konstante holomorphe Funktion. Dann ist fir jedes
a € C die Menge der a-Stellen von f

fHa)={z€G: f(z) =a}

diskret und abgeschlossen in G. Insbesondere ist fiir jede kompakte Menge K C G die Menge
f~Ya) N K endlich und somit f~'(a) hichstens abzihlbar unendlich.

Beweis:

Da f stetig ist, ist f~!(a) abgeschlossen. Hitte f~!(a) einen Haufungspunkt in G, so folgte
aus den Identitédtssitzen 4.1(auf f und a angewandt) f = a auf G. Also hat f~! keinen
Haufungspunkt und ist diskret. Ist K kompakt, so hat die Menge f~' N K nur endlich viele
Punkte. Da G eine abzéhlbare Vereinigung von kompakten Mengen, ist f~'(a) abzihlbar. [

Folgerung 4.7:
Sei G C C Gebiet, f: G— C nicht konstant. Dann ist

Ny:={2€C: f(2) =0}
diskret und abgeschlossen in G. (a = 0)

Warnung:
Ny kann Haufungspunkte in C\G haben.
Sei .
f:C\{0} - C,z+— sin(;)
f hat die Nullstellenmenge Ny = {z € C\{0} : 1 € nZ} = {L,n € Z\{0}}, was einen

Héufungspunkt in 0 ¢ G hat.
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4.1 Ordnung und Vielfachheit

Sei zg € C und f in einer Umgebung von zg holomorph und in keiner Umgebung von zq
identisch Null. Dann existiert nach dem Existenzsatz ein m € Ny mit f (0)(z0) = f(l)(zo) =
o= fm=1) =0, £ (2) # 0. Wir setzen

ordy, (f) =m = min{v € Ny : f"(z0) # 0} (4.9)

Dies nennt man die Nullstellenordnung von f in zg oder auch fiir m > 0 die Vielfachheit der
Nullstellen zg von f. Ist f = 0 in einer Umgebung von zp, dann setze ord,,(f) = occ.

Beispiel 4.10:
=0
ord,(2") = {n “ eN

, N
0 a#0
1 Z
ordy(sin(rz)) = ¢
0 a¢Z

Rechenregeln:
Seien f, g holomorph in einer Umgebung von zy. Dann:

i) ord.(f) € NgU{oo}
”) ordz, (fg) = ordy, (f) + ordy, (g)
i) ordx(f +g) = min{ord.,(f),ord=,(9)}
Allgemeiner setzt man fiir zyp € C und f holomorph in einer Umgebung von zg, so ist
V(f, ZO) = Ordzo (f - f(ZO))

Man sagt, dass f den Wert f(zp) mit der Vielfachheit oder Multiplizitét v(f, zp) annimmt. Hier
ist v(f,20) > 1.
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4.2 Existenz singuldrer Punkte

Wird f(z) auf Kr(z),0 < R < oo durch eine Potenzreihe f(z) = Y a,(z — 29)" dargestellt,
v=0

o0 heiit ein Punkt w € 0K Rg(zp) singuldrer Punkt, wenn es keine Umgebung U von w gibt, auf
der es eine holomorphe Funktion g mit g | NKr(20) = f |v NKRr(20) gibt.

Beispiel: (i) R =1,z =1, f(z) = 1. Dann ist w = 0 ein singulérer Punkt, da lirr(l) |f(2)] = oc.
Z—>

(i) K1(1),R=1,29 =1, f(z) = exp( Z%), w > 0 ist singulérer Punkt, denn fiir (z,) = < ist

i
n

Iim [ f(2n)] = 0, aber fir () = 7 + ;5 € Ki(1) ist lim |f(zn)| = oc.
Satz 4.12: .
Auf dem Rand des mazimalen Konvergenzbereiches einer Potenzreihe f(z) := Y. ay(z — 20)”

v=0
liegt mindestens ein singuldrer Punkt von f.

Beweis:

Sei OE zp = 0 und sei Kr(0) der Konvergenzkreis. Angenommen die Behauptung sei falsch.
Dann existiert zu jedem w € 0Kpr(0) eine Kreisscheibe K,(w) mit v = v(w) > 0 und ein
g € O(K,(w)) mit f =g auf K,(w). Da 0Kr(0) = 0K kompakt ist, iiberdecken endlich viele

~ m
Kreisscheiben K, (w) 0K, sagen wir K7,..., Ky, Sei also R > R, sodass K3(0) C KrU U K;
i=1

(Ubung. Méglich, da m endlich ist).
Definiere f : K3(0) = C durch

f(z) =

z {f(Z) z € Kg(0)
gi(z) z€K;

wo die g; die zu K; gehorigen holomorphen Funktionen g; € O(K;) sind.

f ist wohldefiniert, denn seien 7, j € {1,...,m} mit K; N K; # (. Damit stimmen aber g; und
gj auf v := Kg(0) N K; N Kj tberein und g; |,= f |v= g; |v. Nun ist K; N K; # 0 und konvex
und somit zusammenhéngend. Nach Identititssatz 4.1 folgt g; |k;nk,= 9; |k,nK,- Dann ist ist
f auf K 3(0) holomorph und somit nach Entwicklungssatz 3.43 auf K 3(0) in eine Potenzreihe

entwickelbar. Die Koeffizienten sind aber

)
o _
v!
Der Konvergenzradius ist dann R > R. Widerspruch. O

Satz 4.13 (Holomorphie):
Sei D C C offen. Fiir f: D— C sind dquivalent:

i) f ist holomorph in D.
1) Fir jedes Dreieck A C G mit 0A, AcD gilt

f(w) dw =0
0A

iii) f ist lokal integrabel in D, d.h. Vzy € D 3 Umgebung U C D wvon zy mit f |y integrabel
(, Movein-Bedingung“).
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iv) Fiir jede Kreisscheibe K mit K C D und z € K gilt

IOy g iC)

27 Joxk w— 2

dw

v) f st in zg € D eine konvergente Potenzreihe entwickelbar.

Beweis:

i1) = 1) : Sei zp € K beliebig, U Umgebung von zy, sodass f |y Stammfunktion F besitzt.
Dann ist F' komplex differenzierbar mit F’ = f auf U. F’ ist nach Satz 3.47 auch unendlich oft
differenzierbar, also ist f |y unendlich oft differenzierbar, also komplex differenzierbar.

(*): konvergente Potenzreihen sind beliebig oft differenzierbar. O

Die restlichen Teile ergeben sich nach folgendem Schaubild:

Z) 3.33 ”) 3.32 Z’LZ)
M&?ﬂ ﬂsiehe Beweis
iv) =0 v) i i)

Satz 4.14 (Holomorphie + Winkeltreue):
Sei D C C offen, f: D — C stetig reell differenzierbar. Dann sind dquivalent:

(1) f ist holomorph und nirgends konstant

(13) Es gibt eine Menge A C D, A diskret und abgeschlossen mit f in D\A winkeltreu +
orientierungstreu

Beweis:

i) =ii): Setze A:={z € D: f'(z) = 0}. Da f nirgends lokal verschwindet (denn sonst wére
f lokal konstant), ist A abgeschlossen und diskret (Satz 4.7). Daraus folgt mit Satz 2.7 die
Behauptung.

i1) = 1) : Nach Satz 2.7 ist f auf D\ A holomorph. Nach dem Riemann’schen Fortsetzungssatz
3.45 ist f dann auf D holomorph. 0

Cauchy’sche Abschatzung fiir die Taylor-Koeffizienten. Nach Satz 3.40 gilt

|f(z0)| < |f|8Kr(zo) ;>0

fir f: D — C holomorph, K, (zy) C D

Lemma 4.15 (Verallgemeinerung):
Sei f: D— C holomorph, K,(z0) C D. Dann gilt fir alle k € N, z € K := K,(20) C D

r

’fk(z)‘ < k!W [flox

Beweis:
Benutze statt 3.40 die Cauchy-Formel fiir die Ableitungen von f:

k! w
FE () = o= /8K (w Ji(z))kﬂ dw

A%
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und mit der Standardabschitzung gilt

k!
F0(2)| < o= L(OK) o = = d(z,0K)
2T —— min |w — 2|
2rm wedK
0
Folgerung 4.16 (Cauchy):
o0
Sei f(z) = > ay(z — 20)” Potenzreihe mit Konvergenzradius R > r > 0 und sei
v=0
M(r):= max |f(2)] (4.18)
|z—z0|=r
Dann gilt fiir alle v € Ny
M(r
jay| < r(y ) (4.19)
Beweis:
Setze z := zp in 4.16 und beachte
_ M(r)
ay = —
O

Definition 4.20:
Eine Funktion f : C— C, die auf ganz C holomorph ist, heiit ganze Funktion (entire function).

Satz 4.21 (Liouville):
Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Bewets:
[e.e]

Sei f(z) = > a,z” die Potenzreihenentwicklung von f auf C. Nach dem Entwicklungssatz 3.43
v=0

ist der Konvergenzradius R = oco. Nach 4.19 gilt mit C' = |f| < o0, |a,| < % < £ fiir alle
v > 0 und alle » > 0. Also gilt a,, = 0 fiir alle v > 1. Also ist f(z) = ap Vz € C. O

Folgerung 4.22 (Fundamentalsatz der Algebra):
Jedes nicht konstante Polynom mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine Nullstelle auf

C.

Beweis:
Sei p(x) ein solches Polynom ohne komplexe Nullstellen in C. Dann gilt

lim_ [p(2)] = oo

da p nicht konstant ist. Setze f := %. Dann ist le f(2) = 0. Letzteres heifit: Es gibt ein r > 0,
z [e.@]
sodass |f(z)| < C < oo fiir |z| > r. Es gilt

min |p(z)] >0

z€ K (0)
da p(z) keine Nullstelle hat.
Also folgt Tn‘ix lf(2)] = m < K < oo. Also ist f holomorph auf C und beschrankt, d.h. f
ZIST |z|<r
ist konstant, also ist p konstant. Widerspruch. O

49



Folgerung 4.23:
i) Jedes Polynom p(z) = ap+a12+...+an2", aj € C,a, # 0 ist eindeutig bis auf Reihenfolge
der Faktoren als Produkt

p(z) = an(z —c))™ -+ (2 = &)™
darstellbar, wo ci, ..., c, € C paarweise verschiedene m; € N\{0},n =mi + ...+ m,.

1) Hat p(z) nur reelle Koeffizienten und degp = n. Dann faktorisiert p(z) in reelle Linear-
faktoren und reelle quadratische Polynome.

Beweis:
i) klar.

ii) p(z) = p(Z) = mit ¢ Nullstelle ist ¢ Nullstelle. Da (z —¢)(z —¢) = 2> — (c+¢)z +cc € R
folgt die Behauptung.

d

Definition 4.24:
i) Sei G C C Gebiet. Eine Folge f, : G— C, n € N heifit kompakt konvergent, wenn sie auf
jeder kompakten Teilmenge von G gleichméflig konvergiert.

ii) Die Folge f,, : G — C heifit lokal gleichméfig konvergent, wenn es zu jedem Punkt z € G
eine Umgebung U von z in G gibt, sodass f, in U gleichméflig konvergiert. Daraus folgt
sofort:

a) Lokal gleichméBige Konvergenz impliziert kompakte Konvergenz.
b) In G C C Gebiet gilt: kompakte Konvergenz impliziert lokal gleichméfige Konvergenz.
Also sind fiir f,, und Partialsummen von Reihen auf C kompakte und lokal gleichméfige
Konvergenz dquivalent.
iii) Eine Reihe Y f,, von Funktionen f,, : G — C heifit normal konvergent in G, wenn jeder
Punkt zq € &»’ eine Umgebung U C G besitzt, sodass

D Faly = 3 max|fu(w)| < 00

iv) Folgerung: Jede normal konvergente Reihe ist in G lokal gleichméfig, d.h. kompakt
konvergent.

v) Folgerung (Umordnungssatz) Konvergiert Y, f, in G normal gegen f, so konvergiert fiir
jede Bijektion 7: N — N > f(,,) in G normal gegen f.

o0 [e.e]
vi) Folgerung: Seien f = > fn,g = > g, normal konvergente Reihen in G, so konvergiert
n= n=0
> n hn, wo h,, alle Produkte f,g, genau einmal durchlauft, normal in G gegen fg.

Satz 4.25 (Weierstrass’scher Konvergenzsatz):

Sei f, eine Folge in G C C, G Gebiet, von holomorphen Funktionen, die in G kompakt gegen
f: G— C konvergiert. Dann ist f holomorph in G und fiir jedes k € N konvergiert die Folge
ﬁsk) der k-ten Ableitungen gegen f).
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Bewets:
a) Zunéchst ist f als lokal gleichméBiger Limes stetiger Funktionen f, wieder stetig in G.
Fiir jedes A C G gilt mit dem Vertauschungssatz fiir Folgen (Satz 3.19)

/Af( dw—hm/fn

Da alle Integrale rechts wegen der Holomorphie von f,, verschwinden gilt [, f(w) dw =0
und nach Satz 3.34 (Goursat) ist f holomorph.

b) Es reicht der Fall k£ = 1:
Sei K eine kompakte Umgebung von zg € G mit K C G. Nach der Cauchy-Abschétzung
gibt es eine groflere kompakte Menge L mit K C L C G mit

min{d(x,0L) 1z € K} >0
und eine Konstante M > 0 mit

o =Tl <M|fa— [l
———

—0

.o . / / _
fiir alle n € N. Also folgt lim_ |fl, — f'|=0.

Folgerung 4.26 &Weierstrass’scher Differentations-Satz):
i) Fine Reihe Y fn, die in G C C, G Gebiet, kompakt konvergiert, hat in G eine holomorphe
n=0

Grenzfunktion. Fir jedes k € N konvergiert § fék) in G kompakt gegen %), d.h. f(k)(z) =
n=0

> 1Pe),zea.
n=0

i) Konvergiert >, fn, fn € O(G) holomorph normal in G, so konvergiert die Reihe )", fék)
normal in G gegen f*).

[e.°]
iii) (Doppelreihensatz): Seien f, = Y CLELV)(Z — 29)", v € N Potenzreihen, die in einer

Kreisscheibe K um zy konvergieren, sodass f(z) := E fu(2) in K kompakt konvergiert.

Dann hat f dort in K die konvergente Potenzrezhendarstellung

2) =3 bulz — 2)"
pn=0

mit
o0
b, = Z al(f) ecC
v=0
Beweis:

i) klar nach Satz 4.25.
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i)

i)

Sei K C G kompakt. Nach dem Cauchy’schen Abschiatzungssatz gibt es eine kompakte
Obermenge L mit K C L C G, sodass fiir £ > 1 eine Konstante 0 < M} < oo existiert,
sodass

‘f(k)‘K < My |fl;,

[ee)

d.h. die Reihen 3} fék) konvergieren in G normal mit Limes f*) wegen der kompakten
n=0

Konvergenz.

Nach Differentations-Satz fiir Reihen 4.25 ist f € O(G) und
r® =3
v=0

Nach dem Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor 3.43 hat f in K die konvergente Potenzreihe

0 £(u)(,
Zf (0)(2—2’0)“

u=0 w
mit w
[e%s) I 0
F0(z0) _ > fr(z0) _ S
N‘ v=0 H v=0

92



4.3 Maximumsprinzip + Offenheitssatz
Falls f holomorph und nicht konstant, so hat f~!(a) = {z : f(z) = a} nur isolierte Punkte.

Definition 4.27:

Seien X,Y metrische Raume, f : X — Y stetig, so heifit f offen, falls das Bild f(U) ei-
ner jeden offenen Menge wieder offen ist. (Stetigkeit: f~1(U) fiir U offen ist offen). Jeder
Homodémorphismus zwischen X und Y ist offen.

In R gibt es nicht konstante C*°-Funktion, die nicht offen sind. Z.B. ist f(x) = 22 nicht offen,
denn f((_17 1)) = [Oa ]-)

Satz 4.28 (Offenheitssatz):

Sei f holomorph und nirgends lokal konstant auf D C C, D offen. Dann ist f : D — C offen.

Beweis:

Sei zg € U C D, U offene Kreisscheibe. zz: f(U) enthélt eine offene Kreisscheibe K um f(zp),
wobei ohne Einschrankung f(z9) = 0 (sonst betrachte f(z) — f(20)).

Da f um zj nicht lokal konstant ist, gibt es eine Kreisscheibe V um zp, V C U, sodass 0 ¢ f(9V).
Andernfalls gibe es eine Folge von Punkten z, € U mit Tllggo Zn = 20, (2n € OVy) mit f(z,) =0,
woraus nach dem Identitéitssatz 4.1 f = 0 auf U folgen wiirde. Daher

28 := ZIIEléI‘l/‘f(Z)‘ >0

da f stetig und OV kompakt ist. Setze K := K;(0).
Behauptung: K C f(U).
Fiir beliebiges w € K mit |w| < §, also fiir alle z € 9V, gilt

|£(2) —w| > ||f(2)] = Jw||>6 >0
— O~

>25 <5
und somit
min |f(z) —w| > @ = |f(20) — w| = [w|
<é
Nach Satz 4.29 gibt es also ein 2 € V' (Nullstelle) mit w = f(2), d.h. K C f(U). O
Satz 4.29:

Sei K = K,.(xo) eine offene Kreisscheibe um xg € D, r > 0 und K C D, D offen. Sei f
holomorph in D und mé?( |f(2)] > |f(x0)|. Dann hat f eine Nullstelle in K.
ze

Beweis:

Waire f ohne Nullstelle in K, so gibe es wegen der Stetigkeit von f und der Voraussetzung
(1f(2)] > |f(20)] > 0,2 € OK) + Kompaktheit von K eine offene Umgebung U D K von K, wo
f ohne Nullstelle ist. Alsoist g: U — C, z — ﬁ holomorph in U. Die Mittelwertungleichung
3.40 liefert

1 (3.40) '
el = g(e0) < max ()] = min |f(2)
woraus
£(z0)] > min 1£(2)]
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Folgerung 4.30 (Gebietstreue):
Sei f: G— C holomorph, G Gebiet, und f nicht konstant. Dann ist f(G) wieder ein Gebiet.

Beweis:
Da f nach dem Identitdtssatz nirgends lokal konstant in G ist, ist f(G) nach Satz 4.28 offen.
Da f stetig ist, ist f(G) wieder zusammenhédngend. Also ist f(G) Gebiet. O

Folgerung 4.31 (Maximumsprinzip):
i) Sei f: G— C auf einem G Gebiet holomorph. Hat f in z9 € G ein lokales Mazimum des
Betrages, d.h. existiert eine Umgebung U > z0,U C G offen, mit | f(z20)| = |f|y. Dann ist
f konstant in G.

1) Ist G ein beschrinktes Gebiet und f : G— C holomorph und f : G U 0G — C stetig.
Dann nimmt f das Betragsmazimum auf OG an, d.h.

[f(2)] < |flog V2 € G
iii) f holomorph in G. Sei zy € G, sodass f in zy ein lokales Betragsminimum hat, d.h. es

existiert eine Umgebung U 3 2o, U C G offen mit |f(z0)| = 12[f]f(z) Dann gilt f(z0) =0

oder f ist konstant in ganz G.

iv) (Minimum fiir beschrinkte Gebiete): Sei G beschrinkt, f stetig auf G und holomorph in
G. Dann hat f in G Nullstellen oder | f| nimmt das Minimum des Betrages auf dem Rand
an, d.h. |f(2)| > mg1G|f(w)| fiir alle z € G.
we

Beweis:
i) Da |f(2)| < |f(z0)] fiir alle z € U folgt f(U) C {w € C: |w| < [f(20)|}. Also ist f(U)
keine offene Umgebung von f(zp), d.h. f ist nicht offen. Nach dem Offenheitssatz 4.28 ist
f lokalkonstant, aber da G zusammenhéngend ist, auch konstant auf G.

ii) f hat auf G ein Betragsmaximum in zg, da f stetig. Falls zo € G, so gibt es ein U > 2,
U C G, wo f holomorph. Nach (i) wéire dann f konstant auf G, d.h. wegen der Stetigkeit

ist [flg = |floc-
i1) Anwendung von i) auf %
iv) G ist kompakt, da G beschrinkt ist. Wenn zle%fG |f(2)] = 0 klar, sonst f |¢# 0 und
zle%% |f(2)] > 0. Dann ist % holomorph in G. Wende i) an auf %
O

Satz 4.32 (Schwarz-Lemma):
Sei E := K1(0) die Finheitskreisscheibe und sei f : E — E holomorph mit f(0) = 0. Dann gilt

[f(A) < |z V2 € E

sowie
o)) <1

Gibt es ein zo € E\{0} mit | f(z0)| = |20|, so ist f eine Drehung um den Nullpunkt, d.h. a € S*
mit f(z) = az fir alle z € E.
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Bewets:
Betrachte g : E— C definiert als

VACH R #0
9(2) =9 J
7)) 2=0
g ist holomorph (Riemann’scher Fortsetzungssatz 3.45). Wegen |f(z)| < 1 gilt fir alle z € E

und alle r < 1 ) .
z

max |¢g(z)| = max < -

EE l9(2) oK. (0)  |2] r

Nach dem Maximumprinzip 4.31 folgt

1
< —
max l9(2)l <~
Fir r 1 1 folgt

sup [g(z)] <1
z€E

fur alle z € E sowie |g(0)] = |f'(0)] < 1.
Ist nun |f(z0)| = |20/ fiir ein 2z € E oder |f/(0)] = 1, d.h. |g(20)| = 1 oder |g(0)| = 1, so nimmt g
sein Maximum in E an, d.h. nach Satz 4.31 ist g = « fiir ein |a| =1, also f(z) = az, z € E. O

Definition 4.33:
(1) Ist G C C Gebiet und [ : G — C holomorphe Funktion mit exp(l(z)) = z fiir alle z € G,
so heiflt [ Logarithmusfunktion in G.
Beispiel:
Die Logarithmusfunktion auf G = C\ R<g ist durch log(z) := f[l, . %” gegeben.

(77) Ist allgemeiner G C C ein Gebiet, f : G — C holomorph und ist g : G — C eine holomorphe
Funktion mit exp(g(z)) = f(z) ¥z € G, so heiit g ein holomorpher Logarithmus von f in
G.

Satz 4.34:
a) Besitzt f in G einen Logarithmus, so gilt f(z) #0Vz € G.

b) Ist g Logarithmus zu f in G, so auch g+ 2wik, k € Z.

c) Ist g Logarithmus zu f in G, so gilt ¢'(z) = ];((5)) Vz € G. ¢ ist die logarithmische

Ableitung von f.

d) Sind g1, g2 Logarithmen von f in G, so existiert ein k € Z, sodass g1 = g2 + 2mik.

e) Sei G Gebiet, f: G— C holomorph. Dann sind dquivalent:
i) Es existiert ein Logarithmus g zu f in G.

i7) fTI hat in G eine Stammfunktion.

f) Insbesondere ezistiert zu jeder holomorphen, nullstellenfreien Funktion f auf einem Stern-
gebiet G ein Logarithmus, d.h. ein ¢ € O(G) mit exp(p(2)) = f(2).

Beweis:
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a) exp hat keine Nullstellen.
b) exp ist 2mi-periodisch.
¢) Aus der Kettenregel und f(z) = exp(g(z)) folgt
f'(2) = exp(g(2))g'(2) = f(2)g'(2)

d) Nach ¢) gilt ¢}(2) = ¢5(2) fir alle z € G. Da G zusammenhéngend ist gibt es eine
Konstante ¢ mit g1(z) = g2(2) + ¢. Daher

exp(g1(z)) = f(z) = exp(g2(2)) = ¢ = 2wik, k € Z
e) ¢ = ii): nach c.
i1 = 1): Sei gp eine Stammfunktion von fTI in G. Betrachte die Hilfsfunktion
h(z) := f(z) exp(—go(2))
Diese Funktion ist holomorph und nach Produkt- und Kettenregel gilt

h'(z) = f'(2) exp(—g(20)) — f() exp(—go(2)) @(’Z_)/ =0
)

f(z
I (=)

fiir alle z € G Da G zusammenhéngend ist, gibt es eine Konstante ¢ € C mit h = c.
Da f nullstellenfrei ist und exp(—g(z)) # 0 fiir alle z € G folgt ¢ # 0, d.h. es gibt ein
w € C mit exp(w) = c. Fr ¢g(2) := go(z) + w gilt dann
exp(g(z)) = exp(go(2)) exp(w) = cexp(go(2)) = h(z) exp(go(2)) = f(2)
fiir alle z € G, d.h. g ist Logarithmus zu f in G.
f) klar nach e) und Satz 3.35.

d

Bemerkung 4.35:
Sei G ein Sterngebiet mit ,,Sternzentrum® zp und f : G — C holomorph und nullstellenfrei, so
ist ein Logarithmus von f gegeben durch

L S
g(Z) o /[zo,z] f(w) ot

mit exp(w) = f(z0).
Definition 4.36:

Ist G C C ein Gebiet und ist f : G — C holomorph und ¢ : G — C holomorph mit ¢(z)" =
f(2) Vz € G, so heifit g eine n-te Wurzel von f in G.

Satz 4.37:

Sei G ein Gebiet, f € O(G) nullstellenfrei und g € O(G) ein Logarithmus von f in G. Dann
ist q == exp(%g) eine n-te Wurzel von f. Insbesondere existiert zu jeder holomorphen und
nullstellenfreien Funktion f auf einem Sterngebiet G eine n-te Wurzel von f.

o6



Bemerkung 4.38:
Auf beliebigen Gebieten brauchen keine Wurzeln zu existieren, z.B. hat f(z) = z im Kreisring
{z € C,1 < |z] < 2} keine Quadratwurzel.

Anwendung 4.39:
Sei G Gebiet und f € O(G) nullstellenfrei. Dann gilt fir jeden Weg ~v in G von a nach b,
a,be G

) = fta)exo (| ";'gj)) ) (4.40)
Falls v geschlossen, so gilt X )
3wt ], Ty < (S8

Bewets:

Sei v : [a, ] = G, a = y(a),b = v(B). Wahle Kreisscheiben Uy, ...,U, C G sowie a =ty <
t1 < ... <ty =bmit Spur(y) |y,_,,)C Up,v > 1, d.h. z, ist Mittelpunkt von Uy, w, die
Losung von exp(wy) = f(zy).

Nach Bemerkung 4.35 ist g, (z) := f[ZWZ] % dw+w, ein Logarithmus von f aufU,,v =1,... n.
Somit gilt Vz € U,

exX f,(w) w w = z
p(/[zu,z] flw) 7 ) e

und

eXp( ) f'(w) dw) FOw(t))

Fw) =———v=1,...,n

fw(tv-1))
Multiplikation iiber v liefert

f(w) f(w) (o)) fla)

und somit folgt 4.40. Um 4.41 zu erhalten benutze exp(w) = 1 < w € 2mi Z. O
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4.4 Biholomorphie

Satz 4.42 (Biholomorphie-Kriterien):
Sei f € OU), U C C offen, f injektiv. Dann ist U := f(U) C C offen und die Abbildung
f:U — U ist biholomorph. Es gilt f'(z) # 0 fiir alle z € U und fiir Vw € U gilt
—1y/ 1

() = 5 (1.3
Beweis:
Da f injektiv und somit nirgends lokalkonstant ist, so ist f nach Offenheitssatz 4.28 offen.
Damit ist U := f(U) offen und f~! : U — U stetig. Da f injektiv und nicht lokalkonstant
ist, so ist f’ auf keiner offenen Menge V' C U identisch Null. Nach dem Identitdtssatz 4.1 ist
die Nullstellenmenge N (f’) daher diskret und abgeschlossen. Da f injektiv und offen ist, ist
M := f(N(f")) diskret und abgeschlossen in U.

Sei nun wy € U\M und zg := f~!(wp). Dann gilt (komplexe Differenzierbarkeit)
f(2) = f(20) + (2 — 20) fi(z) wobei f1: U— C mit fi(z0) = f'(20) # 0

und f ist in zq stetig. . )
Mit w = f(z) < z=f Y w) und ¢ := fro f~1: U — U folgt

w=wy + (fH(w) = fFH(wo)) f1(f T (w))
wobei der letzte Teil g(w) entspricht. Dabei ist ¢ stetig mit g(wo) = f(20) # 0 also q(w) #
0 Yw € U nahe bei wy. Fiir diese w € U folgt

Y w) = Y we) + (w — wo)—

q(w)
Dies bedeutet aber nach Charakterisierung der komplexen Differenzierbarkeit, dass f~! in wy
komplex differenzierbar ist mit

—1y/ 1 1 1
U wo) = Cony = Fat) ~ Flao) — P (wn))

Dies zeigt 4.43 fiir wy € U\ M.

Es bleibt zu zeigen: N'(f') = 0 (= M = §). Wir wissen bereits, dass f~' auf U\ M holomorph
ist. AuBerdem ist f~1 auf U stetig. Da M diskret und abgeschlossen in U ist, ist f~! nach
dem Riemann’schen Fortsetzungssatz 3.45 auf ganz U holomorph. Die auf U \M bestehende
Gleichung

(fH) (w) - f(fHw) =1 (vgl. 4.43)
gilt aus Stetigkeitsgriinden auf ganz U. Insbesondere gilt f'(z) #0Vz € U, dh. N(f') =0. O
Satz 4.44 (Injektivitdtslemma):

Sei U C C offen, f : U— C holomorph und zg € U mit f'(20) # 0. Dann ezistiert eine
Umgebung V- C U von zy, sodass f |y injektiv ist.

Lemma 4.45 (Approximationslemma):
Ist K C U eine Kreisscheibe um zg und f : U — C holomorph, so gilt

flw) = f(2)

w—z

— fl(20)| < |f' = f(20)] Ik (4.46)

fir alle w,z € K mit w # z.
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Beweis:
Fiir alle w, z € K gilt

fw) = £) = Fleow=2) = [ (£€) = /o)) dg
[w,2]
und somit nach der Standardabschétzung fiir Wegintegrale 3.17

|[f(w) = £(z) = f'(20)(w = 2)| < |w— 2| |f" = f'(20)| |

Weglénge Betragsabschitzung

Division durch |w — z| fir w # z liefert 4.46. O

Beweis von 4.44:
Ist f'(20) # 0 und r > 0 hinreichend klein, so gilt

|f" = F(20) | < [f'(20)] (4.47)

mit K = K,(29), da f’ stetig in 2¢ und somit

fw) # f(2) Vw, z € K, (20)
Aus f(w) = f(z) folgte nach 4.46 namlich

| (z0)| < [ = f'(20)|
im Widerspruch zu 4.47. Also ist f auf V := K,(zp) injektiv. O

Definition 4.48:
Fine holomorphe Funktion f : U — C heifit lokal biholomorph um zy € U, wenn es eine offene
Umgebung V' C U gibt von zp, sodass f |y: V — f(V) biholomorph ist.

Satz 4.49 (Biholomorphiekriterium):
FEine holomorphe Funktion f : U — C ist genau dann lokal biholomorph um zy € U, wenn

f'(z0) # 0 gilt.

Beweis:

7 <7 Satz 4.44

7= 7 Aus (go f)(z) = z Vz folgt ¢'(f(2))f'(2) = 1 und daher muss f'(z) # 0 fir alle z
gelten. O

Satz 4.50 (Lokale Normalform):
Sei f € O(U) nicht konstant um zo € U. Dann gilt

(i) Emistenzaussage: Es existiert ein r > 0 und h : K,(z0) = h(K,(20)) biholomorph, sodass
F 1k (z0)= f(20) + A" (4.51)
mit n := v(f, 20).

(i1) Bindeutigkeitsaussage: Ist # > 0 und h : Ki(20) — h(K7(20)) holomorph mit f Ky (20)=

f(20) "th und B’(zo) # 0, so folgt m = n und es existiert eine n-te Einheitswurzel ¢,
sodass h(z) = Ch(z) Vz € K;(z0) N K3 (z0), wobei r, h wie in (i) gewdhlt sind.
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Beweis:
(1) Nach Definition der Vielfachheit v(f, zo) gilt fiir z nahe bei 2

f(z) = f(20) + (2 — 20)" - 9(2)

wobei n = v(f,29) € Ny und g holomorph mit g(z9) # 0. Sei » > 0 derart dass g
auf K := K,(zp) nullstellenfrei ist. Nach Satz 4.37 (Existenz n-ter Einheitswurzeln)
existiert ein ¢ € O(K) mit ¢" = g |g. Setze h := (z — zp)q. Dann gilt 4.51 und wegen
q"(z0) = g(z0) gilt zudem h'(z) = q(20) # 0. Nach Satz 4.49 kann man K so verkleinern,
dass h : K — h(K) biholomorph ist.

(1) In KN K (K = Ko (20), K := Ki(z0)) gilt h" = ™ sowie h(z) = 0 = h(z). Da
h,(zO) 7é 0, h(Z()) 7é 0, fOIgt

n=mn-ordy(h) 41l ord., (k™) = ord.,(h™) 41l mord.,(h) =
1 1

also n = m. Daraus folgt h" = b = h = Ch fiir ein ¢ € C mit {" = 1.
O

Folgerung 4.52:

Sei f € O(U) nicht konstant um zp € U, n = v(f, z0) € Ni. Dann gibt es ein Gebiet G C U,
sodass V := f(Q) eine Kreisscheibe um f(zg) ist und fir jedes w € V\{f(20)} die Gleichung
f(2) = w genau n verschiedene Losungen in G besitzt.

Beweis:

Nach Satz 4.50 existieren r > 0 und h : K — h(K) biholomorph, K := K,(zp) mit f |x=
f(z0) + h™. Sei s > 0 hinreichend klein, sodass K4(0) C h(K), dies geht wegen h(zp) = 0 und h
biholomorph (= h offen).

Setze nun V := K (f(20)) und G := h™'(K,(0)) C K, dann ist G nach Folgerung 4.30 ein
Gebiet und f(G) C V. Aulerdem gilt mit w € V\{f(zo)}, zeG

€K 4n(0)
2mik
& h(z) = cexp ( m >
€K,(0)
fiir ein k =0,1,...,n — 1, wobei ¢ irgendeine feste Losung der Gleichung ¢ = w — f(zp) ist
und da h biholomorph z = h~!(c eXp(QMk)) fiir ein £k =0,1,...,n — 1. Also hat die Gleichung
f(z) = w genau n verschiedene Losungen in G, was zu zeigen war. O

Fazit: Lokal verhilt sich f(z) in z = zp also dhnlich wie 2" in z = 0.
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5 Isolierte Singularitdaten und Laurententwicklung

Definition 5.1:
Sei D C C offen, zg € D, f: D\{20} — C holomorph. Dann heifit zy eine isolierte Singularitit
von f.

(i) Ist f in zp holomorph fortsetzbar, so heifit zo hebbar.

(1) Gilt lim |f(2)| = oo, so heiit zy Pol von f.

Z—20

(7i1) Ist zp weder hebbar noch Pol, so heifit zy wesentliche Singularitat von f.

Beispiel 5.2:
2n—1 sin(z) P

—— >, > o=—7 haben in z = 0 eine hebbare Singularitét.

O

0 % hat in z = 0 einen Pol.
o exp(1) hat in z = 0 eine wesentliche Singularitit

Satz 5.3:
[Hebbarkeitssatz, Charakterisierung hebbarer Singularititen] zo ist hebbare Singularitit von
f € O(D\{z0}) genau dann wenn f in einer Umgebung U C D von zy beschrinkt ist.

Beweis:
Klar nach Satz 3.45 (Riemann’scher Fortsetzungssatz). O

Satz 5.4 (und Definiton):

Ist zg Pol von f € O(D\{20}), so existiert eine natiirliche Zahl v € N, derart dass f(z)(z— zp)”
in einer Umgebung von zy beschrinkt ist. Die kleinste solche natiirliche Zahl v heifst Ordnung
des Pols zy von f.

Beweis:
Sei zg Pol von f , also Jim |f(2)] = oo, d.h. fur alle K > 0 gibt es ein rx > 0, sodass | f(z)| > K
0

fiir alle 0 < [z — 20| < rx. Dann existiert eine Umgebung U C D von zg, sodass f auf U\{zo}
nullstellenfrei ist. Weiter gilt fiir die auf U\{zp} holomorphe Funktion f = %, dass

g f =0
d.h. f hat nach Satz 5.3 in z = 2 eine hebbare Singularitdt mit holomorpher Fortsetzung
f(z0) = 0. Die so erhaltene Funktion f hat nach Blatt 9, Aufgabe 1 eine Darstellung f(z) =
(z—20)"g(z) mit v €N, g € OU), g(z0) # 0. Es folgt

1 1
o) = —
N P NRE
d.h. f(2)(z — 20)" ist in einer Umgebung von zy beschrankt. O

Satz 5.5 (Charakterisierung von Polstellen):
Fiir f € O(D\{z0}) sind dquivalent:

(i) zo ist Pol von f
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(5) IneN,n>19€ O(D) mit g(z9) # 0 und

£2) = 25 vz € D\(a) (56)
(z — 20)

(#97) 3 m € Ny, 3b1,...,by € C,bp, #0 und h € O(D) mit

bm bm—l bl
= iit+———+h(z)VzE€D 5.7
f(Z) (Z — Z())m + (Z — Zo)m_l + + (Z — zO)l + (Z) S \{ZO} ( )
Dabei sind n,g und m,by,..., by, h eindeutig bestimmt und es gilt n = m = v, wobei v die

Ordnung des Pols ist.

Beweis:
(1) = (ii) : Setze n = v,v > 1 und

1
= z = Z
g(20) 0

M@:{ﬂ@@—wVZ#m

wobei g € O(D), §(z0) # 0 wie im Beweis von Satz 5.4. Dann ist g € O(D) und es gilt 5.6.
(13) = (i) : klar.
(id) = (iii) : Sei

9(2) = by +bm1(z — 20) + ...+ bi(z — 20)" L+ Z ax(z — zo)"+k
k=0

die Potenzreihenentwicklung von g um zp, also insbesondere b, = g(zp) # 0. Setze m := n und

I P R T
h(z) = ¢ = K
ar(z — 20) Z =20
k=0

Also ist h € O(D) und (5.7) gilt.
(7i7) = (i1): Setze n = m und

9(2) = b 4+ bm—1(z — 20)™ + ...+ bi(z — 20)™ " + h(2)(z — 20)™

Dann ist g(zo) # 0, da by, # 0 und es gilt 5.6.
Zur Findeutigkeit: Es reicht zu zeigen, dass m und ¢ in Aussage (ii) eindeutig sind. Sei

G C I
FEFITI PR

mit n,7n > 1,9,§ € O(D), g(2) # §(z). Ohne Einschrankung n < n. Daraus folgt

9(2) = 3(2) - (2 = 20)" " ¥z € D\{20}

und aus Stetigkeitsgriinden folgt, da ¢(z0),g(z0) # 0 , n — 7 = 0 und somit g = §. Dass
n =m = v ist, ist klar. O
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Satz 5.8 (Caserati-Weierstrafl, Charakterisierung von wesentlichen Singularititen):
Fiir f € O(D\{z0}) sind dquivalent:

(1) zo ist wesentliche Singularitit von f.
(13) Fir jede Umgebung U C D wvon zy liegt das Bild f(U\{z0}) dicht in C.

(tit) Es existiert eine Folge {z,} in U\{zo} mit Jim 2z, = 20, sodass die Bildfolge {f(zn)}
einen Limes in CU{oo} hat. Dabei heifit oo Limes einer Folge {wy}, falls Jim |wy| = o0
gilt.

Beweis:

(1) = (i7): (indirekt) Angenommen es sei U C D Umgebung von z , sodass f(U\{z0}) C C nicht
dicht in C ist, d.h. es existiert eine Kreisscheibe K, (a) C C,r > 0 mit f(U\{z0}) N K, (a) = 0,
d.h. |f(2) —a| > r Vz € U\{z}. Die Funktion g(z) := (f(z) — a)~! ist holomorph in U\{z}
und dort durch % beschrankt und zg ist eine hebbare Singularitdt von g nach Satz 3.45. Dann
hat f(z) =a+ ﬁ im Falle Zli}rrzlo g(z) # 0 eine hebbare Singularitdt und im Falle zh—>Hzlo g(z) =0
eine Polstelle in zg, also in beiden Féllen keine wesentliche Singularitét.

(ii) = (i3i) = () trivial. 0

Holomorphe Funktionen mit Polen spielen eine dominante Rolle in der Funktionentheorie.

Definition 5.9:

Eine Funktion f : G — C, G Gebiet, heifit in G meromorph, falls es eine diskrete Teilmenge
P(f) C G gibt, sodass f in G\P(f) holomorph ist und f in jedem Punkt von P(f) einen Pol
hat. P(f) heifit Polstellenmenge von f und ist offensichtlich abgeschlossen. Falls P(f) = 0, so
ist f holomorph, d.h. jede holomorphe Funktion ist auch meromorph.

Da P(f) diskret und abgeschlossen in G ist, folgt fiir die Punkte f~!(a) in Satz 4.7 fiir eine
in D meromorphe Funktion, dass sie leer oder endlich oder abzdhlbar sind. Falls P(f) # 0, so
ist f keine auf ganz G definierte Funktion, deshalb setzt man bequemerweise f(z) = oo fir
z € P(f). Also sind meromorphe Funktionen spezielle Abbildungen f : G — CU{oc}.

Beispiel 5.10:
(7) Jede rationale Funktion
agt+arz+...+anz™

h(z) :=
(Z) bo +biz+ ...+ byz"

ist meromorph in C mit endlicher Polstellenmenge P(h), welche in der Nullstellenmenge
des Nenners liegt.

s bny @ # 0,m,m € N

(i) cot(mz) = gfs((:j)) ist meromorph in C, aber nicht rational. P(cot(mz)) = Z.

f: D — C heifit meromorph in zg € D, falls f in einer Umgebung von zg meromorph ist. Nach
dem Entwicklungssatz 5.5 hat jedes solche f # 0 um zy die Entwicklung

o0

f(z)= Z ar(z — zp)" (5.11)

r=m
mit eindeutig bestimmten Zahlen a, € C, a,, # 0, m € Z. Dann heifit
-1

Z ar(z — 2p)"

r=m

der Hauptteil von f in zg. Ist m > 0, so ist der Hauptteil 0.
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Beispiel 5.12:
Da sin(nz) = (—=1)"7(z —n) +...,cos(mz) = (=1)" +a(z —n)?+...,a € R,n € Z. Also

meot(mz) = + Potenzreihe in (z — n)

z—n
Sei G ein Gebiet und M(G) bezeichne den Vektorraum der meromorphen Funktionen auf G.
Dann gilt

Proposition 5.13:
Sei G Gebiet.

(i) M(G) ist C-Algebra und ein Korper.

(it) Falls f € M(G), so ist f' € M(G) mit P(f) =P(f'). Falls ¢ Hauptteil von f, so ist ¢’
Hauptteil von f'.

Beweis:
(1): M(D) ist C-Algebra und fiir f,g € M(D) ist P(f £g) C P(f) U P(g). Zunachst O

Lemma 5.14:
Fir f € M(D) sind dquivalent:

(i) e ist Einheit in M(D), d.h. eé =1 fir e e M(D).
(i1) N(e) ={z € D :e(z) =0} ist diskret in D.
Falls (i), so ist P(€) = N(e), N(é) = P(e).

Beweis:

(i) = (i1): Aus ee = 1 folgt e(z)) = 0 & €é(z9) = oo und umgekehrt, also (i) und N (e) ist
diskret in D.

(i1) = (i): A= N(e) UP(e) ist diskret und abgeschlossen. In D\ A ist &€ = 2 holomorph. Jeder
Punkt in M (e) ist Pol von € (5.5) und jeder Punkt zp in P(e) ist wegen ZILIQO le) =0. O

Beweis von 5.13(7):
(7): Somit ist § fur f,g € M(D) genau dann definiert, falls N'(g) diskret in D ist und 5 e M(D).

Sei nun f € M(D), f # 0. Zu zeigen ist % e M(D).
Zunéchst ist f |p\p(p) nicht die Nullfunktion in O(D\P(f)). Da G\P(f) wieder Gebiet ist, so
ist M(f) diskret in D nach Identitétssatz 4.1. Nach Lemma 5.14 ist also % e M(D).
(i1): Ubung. -
Ist f # 0 meromorph in 2y € D, so hat f nach Satz 5.5 die eindeutige Entwicklung
oo
f(z) =Y a(z—20)"
rv=m
Die eindeutig bestimmte Zahl m € Z heifit Ordnung von f und
Oz (f) =m

Ist f holomorph, so ist das die Nullstellenordnung in z.
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Proposition 5.15:
Sei [ meromorph in zg. Dann gilt

(7) f ist holomorph in zy < 04,(f) > 0.
(i7) Ist m = 04, (f) <0, so ist f ein Pol der Ordnung m.
(ii1) Sind f,g in zo meromorph, so gelten
2) Ozo(fg) = OZo(f) + Ozo(g)'
1) 04 (f 4+ ¢g) = min(o,(f), 04 (g9)) mit Gleichheit wenn o,,(f) # 02,(g).

Beweis:
Ubung. O

Proposition 5.16:
Seien f,g im Gebiet G meromorph. Dann sind dquivalent:

(i) f=9
(i1) {w € G\(P(f)UP(9)) : f(w) = g(w)} hat einen Hiufungspunkt im Gebiet G\(P(f)UP(g))
(i31) 320 € G\(P(f) UP(g)) mit £ (z) = g™ (29) Vn € Ny

Beweis:
G\(P(f)UP(g)) ist wieder Gebiet und da f, g dann holomorph darin sind, folgt dies aus dem
Identitétssatz fiir holomorphe Funktionen 4.1. O

Seien 7,5 € RU{o0},0 <r < s und
Ars:={z€C:r<|z—2]|<s}
heifit Kreisring um zg mit innerem Radius r und &uflerem Radius s. Es gilt
Ars=ATNAT AT = K(20),A” == {2 €C: |z — 2| >}
mit
Ap,00(0) = C\{0}, Ag,s(20) = Ks(20)\{20}

Sei Sy 1= 0K, (20).
Notation: h : W — C, W C C unbeschriankt. Dann le)rgo h(z) =b € C < zu jeder Umgebung
V von b existiert ein R > 0, sodass h(z) € V fur alle z € W mit |z]| > R.
Satz 5.17:
(1) Sei f holomorph im Kreisring A, s(z0). Dann gilt

/ f(w)dU):/ flw)dwVr<p<o<s
Sp So

(i1) Sei f holomorph in der offenen Menge D, A := AT N A~ Kreisring um zy mit A C D.
Dann gilt

flo) = L [ 1) dw_l/8 f(w)dw_l/8 fw)

2 9A W — Z 27 Joar w— 2 271 Joa- W — 2

fiir alle z € A, wobei fiir DA™ und DA~ verschiedene Orientierungen gewdhit werden.
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(iid)

Sei f holomorph in A, s(z0). Dann gibt es zwei Funktionen fi € O(AT) und f— € O(A™)
mit
f=fi+f inA
und
g f-(=)=0

Dann sind fy eindeutig bestimmt. Fir jedes p € (r,s) gilt

o) = 5 [ 2L s € Kyt
und
6 =5 [, IO 2 e K, ()
Beweis:

(4)

Jede in A holomorphe Funktion f in A kann man schreiben als

_9(2)
fe) =20
mit g holomorph in A, wobei OE 2y = 0 sei. Es reicht zu zeigen, dass fiir g € O(A)
2 .
I(t) = —g(w) dw = z/ g(te'?) dp
Sy W 0

konstant ist fiir t € (r, s).
Vertauschbarkeit von Integral und Differentation liefert, dass I(t) differenzierbar ist mit
Ableitung

2

ray=i [ Loueiv) dgpzz'/%
dt 0

g (te'?)e'? dp = t_I/ g (w) dw
St

fir ¢ > 0. Da ¢’ die Stammfunktion g in A hat folgt I’(¢t) = 0, d.h. I(¢) ist konstant wegen
Proposition 3.29.

Sei z € A fest. Setze
o [ we D)
w) =
! fz) w=2
g ist stetig in D\{z}, d.h. ¢ € O(D) wegen Satz 3.45. Nach Teil i) gilt

/ g dw = / g dw
0A+ 0A—

f(w) dw f(w) B dw
/aA—w—z dw_f(z)/aA—w—z_/aA+w—z dw f(Z)/6A+’lU—Z

=0 271

d.h.

da z¢ A™,z € A", woraus die Behauptung mit Satz 3.21 folgt.
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(7i1) (a) Existenz:
f9(z) = 5= fsp % dw, z € K,(z) ist holomorph in K,(z). Fiir o € (p, s) gilt

fL = 1k, 20

nach Teil (7).
Also gibt es eine Funktion fy € O(A™), die in K,(z0) mit f% {ibereinstimmt. Genauso
ist
- 1 flw
JE P ey e L) R

2mi Js, w— z

fir z € A~ und fir r < 0 < min(s, |z — zp|) holomorph in A.
Integrationsformel (ii) angewandt auf alle Kreisringe A’ um 2o mit A’ C A liefert in
A die Darstellung f = f + f—. Standardabschéatzung 3.17 fir f_(z) liefert

f(w)

w—z

2mo
_ <
5-G)l < S e

g

fls,

T |lz—2z| -0
dh. lim f_(z) =0,

(b) FEindeutigkeit:
Seien g, € O(A™),g- € O(A™) weitere Funktionen mit f = g4 + ¢g_ in A und

lim g(z) =0

Z—00

Dann fy — gy = g— — f_ auf A. Setze

L [fe—gr aufar
o g —f- auf A™

h ist holomorph auf ganz C mit

lim h(z) =0

Z—00

d.h. h ist auf C beschrankt und ganz, d.h. h = ¢ nach Satz 4.21 (Satz von Liouville)
und ¢ = 0. Also gilt fL =gy, f- =g_.

Die Darstellung f = fi 4+ f_ heifit Laurent-Darstellung von f in A. Dabei heifit f_ Hauptteil
und f; Nebenteil von f. Ist f meromorph in D\{zp}, so ist die Darstellung in 5.5 nichts anderes
als die Laurent-Darstellung mit » = 0, K C D und verallgemeinert den dortigen Hauptteil

-1

Z ay(z —20)" = f-(2),m <0

v=m

Definition 5.18:
Reihen der Form

Z ay(z — z0)"

V=—00
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heiflen Laurent-Reihen um zy, wobei

—1
Z ay(z — 29)” (Hauptteil)

V=—00

Z ay(z — 20)” (Nebenteil)
v=0

Satz 5.19 (Entwicklungssatz von Laurent):
Jede im Kreisring A = A, s(z9) holomorphe Funktion ist in A eindeutig in eine Laurentreihe

o

f(z)= Z a,(z — z0)" (5.20)
entwickelbar, die in A normal gegen f konvergiert. Es gilt
1 f(w)
= — ——d 5.21
Ay 2710 /Sp ("LU _ Z())V+1 w ( )

firr<p<s,vez.

Beweis:
Sei f = fy + f_ die Laurent-Darstellung von f in A = AT N A~ nach Satz 5.17. Dann hat der
Nebenteil fi € O(A™) nach Satz 3.43 die Taylor-Entwicklung

oo
Z ay(z — z0)"
v=0

Der Hauptteil f- € O(A™) hat eine Reihenentwicklung in A~ := {z € C: |z — 29| > r}. Da
¥ K,-1(0)\{0} = A=, w — 2 := ¢(w) = 29 + w~! biholomorph mit Umkehrabbildung

zw =11 (2) = (2 —2) 7"

gilt

g(w) == f- (20 +w™") € O(K,-1(0)\{0})
Da lim f_ (z) = 0 folgt 1i_1rn>0 g(w) = 0 und damit ist g nach dem Riemann’schen Fortsetzungssatz
3.45 holomorph in K,-1(0) mit g(0) = 0. Somit gibt es eine Taylor-Entwicklung

g(w) = 3" byw” € O(K,-1(0)) wobei by = 0
v=1
die in K,-1(0) normal konvergiert. Da f_ = g((z — z9) '),z € A~ folgt die Darstellung

f-(2) = bu(z—20)"
v=1

und man erhalt die Laurent-Reihe

F=fetfo=Yaz—2)"+ Y bz 20" =Y alz - 20)
v=0 v=1 VEZL
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Findeutigkeit folgt aus 5.21. Betrachte dazu

(z—20) "1 f(2) Z Ayini1(z — 20)” + Z ayini1(z — 20)”

V=—00 v=0

Wegen der normalen Konvergenz ist dies gliedweise integrierbar iiber S,, wobei das Integral nur
bei dem Term mit ¥ = —1 nicht verschwindet.

/ (w — 20) " L f(w) dw = an/ (w — 20) "t dw = 2mian,n € Z

P Sp

Beispiel:
(1) exp (ZEZO) ist holomorph auflerhalb von z = zg und es gilt fir z # zg

exp(z_zo) +Z (z—20)"

Dabei ist die Potenzreihe der Hauptteil der Laurent-Entwicklung.

(i) Sei A := Aj2(0). Aus den Ubungen wissen wir, dass

=3 (3)"

n=0

nur in K5(0) konvergiert und dariiber hinaus nicht fortsetzbar ist. Mit
o
= Z Z_n
n=0

hat g den Konvergenzkreis mit 1 € K7(0). Also hat f(z) + g(z) das Holomorphie-Gebiet

A12(0).
(1i1) Sei f(z) = ﬁ f ist holomorph in C\{i,—i}. zp € H = {# € C : Im(z) > 0}. Da
= |20 —i| < |20 — (—17)| := s hat f in A := A, 4(20) eine Laurententwicklung. Fiir
z € C\{%:} gilt
1 1 1 —1
2 - 5 -+ .
1+2 2t \z—1 z+1
Setze 11 {1
= und
f+(2) 2iz+2 J-) = 2z —i
Dann ist f = fi |4 +f- |a die Laurent-Darstellung in A
-1 1 1 (=1t
Fr(e) = 5o =3 e
2i(i 4+ 20) 1 + (%) l;) 2i (2 + z9)vH!

wobei |z — 29| < s. Ferner gilt

1 1 | 1 ,
f-(z) = 2i(z — 20) 1 (; 2) - V:Z_:OO 2i (i — z)v+1 (z — 20)
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Folgerung 5.22:
Sei zo € D, D offen, eine isolierte Singularitat von f € O(D\{z0}) und f(z) = >. (2 —20)"”

V=—00
Laurentreihe von f um zy. Dann ist zg

(1) hebbare Singularitit < a, =0 firv <0
(i) Pol der Ordnung m > 1< a, =0 fir alle v < —m
(7i1) wesentliche Singularitit < a, # 0 fir unendlich viele v < 0

Folgerung 5.23:
Ist z eine isolierte Singularitat von f, so ist der Hauptteil von f um zy holomorph in C\{zo}.

Beweis:
Benutze Satz 5.19 mit r =0,s =00 = A~ = C\{20}. O
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6 Residuenkalkiil

Verallgemeinerung der Cauchy-Integralformel:
Sei v ein geschlossener Weg in C und z € C\ Spur(vy). Bestimme, wie oft 4 um z ,herumlauft*.
Wir zeigen: Diese Umlaufzahl ist

ind, (2) == 3/7 dw (6.1)

2mi Jyw — 2
Nach Satz 3.21 gilt fiir jede Kreischeibe K C C

1 zefo(

indope (2) = {0 seC\K

Hier werden alle Punkte der Kreisscheibe einmal im positiven Sinne von v = 0K ,umlaufen*.

Proposition 6.2:
Sei v ein geschlossener Weg in C. Dann gilt:

(1) Fir z € C\ Spur(y) ist ind,(2) € Z.
(i1) 2z indy(z), 2z & Spur(vy) ist lokal konstant auf C\ Spur(vy).

i)
(éi7) ind,-1(2) = —ind,(2).
)

(iv) indy,(2) = ind,(z) +ind,/ (2) fir geschlossene Wege v,~' mit einem gemeinsamen Punkt
auf Spur( )N Spur(v’).
Beweis:

(7) Aus Anwendung 4.39 folgt fiir f(w) := w — z holomorph und nullstellenfrei in C \{z} und

1 (w)
d(
n 2m / (w)

(i1) Zeige, dass z — ind,(2) in C\ Spur(y) stetig ist, da 7 , 52 als parameterabhéngiges
Integral stetig ist. Da ind,(z) stetig ist, aber nur Werte in Z annimmt, ist es lokalkonstant.

(iii), (iv) klar.

O
Definition 6.3:
Sei 7y ein geschlossener Weg in C. Setze
Int(v) := {z € C\ Spur(y) : ind,(z) # 0}
und
Ext(vy) := {z € C\ Spur(y) : ind,(z) = 0}
Dann ist
C = Int(y) U Spur(vy) U Ext(v) (6.4)

Es gilt: Int(~), Ext(~) sind offene Mengen in C und 9 Int(y) C Spur(~y) sowie 9 Ext(v) C Spur(y),
denn ind,(z) ist lokalkonstant.
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Proposition 6.5:
(1) Die Menge Int(vy) ist beschrdnkt.

(1) Die Menge Ext(vy) ist nichtleer und unbeschrankt.
Genauer: Falls Spur(vy) C K,(z9), so ist Int(y) C K,(29) und C\K,(z9) C Ext(y).

Beweis:
Da V := C\K,(z0) # 0 zusammenhéngend ist, so ist ind,(z) konstant in V. Da

d
lim [ —— =0
zZ—00 o w— z
so ist ind,(2z) = 0 fiir z € V, d.h. V C Ext(v). Int(y) C K,(20) folgt aus 6.4. O

Definition 6.6:
Fin geschlossener Weg heifit einfach geschlossen, falls
Int(7y) # 0 und ind,(z) = 1 fiir alle z € Int(7y).

Beispiel 6.7:
(i) Nach Formel 6.1 ist v = 0K, (29),r > 0 einfach geschlossen.
(77) Kreisabschnitts-, Dreiecks- und Rechtseckriander sind einfach geschlossen.

(737) Rand eines Kreissektors ist einfach geschlossen, Rand eines n-Ecks ist einfach geschlossen.

Definition 6.8:
Ein geschlossener Weg ~v mit Spur(vy) C D, offen, heifit nullhomolog, wenn fiir jede holomorphe
Funktion f in D gilt

/ f(w) dw =0

-

Beispiel:

Sei D = K5(0)\{0}. Es gilt: [, + dw # 0, also ist D nicht nullhomolog.

Satz 6.9 (Verallgemeinerte Cauchy- und Integralsatz):
Sei v nullhomolog in D offen, so gilt fir f € O(D)

: _ 1 fw)
indy(2) - f(2) = 57 /7 p— dw Vz € D\ Spur(y) (6.10)
Beweis:
Wie frither wéhle zp € D fest. Dann definiere fir alle w € D\ Spur(y)
w) — .
g(w) = f(w) = f(z0) sowie g(z0) := f'(20)

Also ist g € O(D) nach Riemannschem Fortsetzungssatz 3.45. Aus
[, g(w) dw = 0 folgt

1 1 f(w) f(20) dw
O—MLg(w)dw—me_zo dw = 211 Lw—zo
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woraus wiederrum

1L S0 gy = f(z0) - indy (20)

21 Jy w — 2o

folgt. Insbesondere gilt fiir einfach geschlossene Wege

Ry O

= dw Vz € Int 6.11
2mi Sy w — 2 w Vz € Int(y) ( )
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6.1 Der Residuensatz

Definition 6.12:
Sei f holomorph in D\{zp} mit Laurententwicklung

o

Z a,(z — z0)"

V=—00

in einem Kreis K, (z0)\{z0}, Kr(20) C D. Nach 5.19 gilt fiir jeden Kreis S mit S C K, (z0)\{z0}

1
a_y = %/Sf(w) dw

Das Residuum von f in zg ist a_1.

Satz 6.13:
Das Residuum von f € O(D\{z0}), D offen, in zy ist die eindeutig bestimmte komplexe Zahl a,
dass

a
O
in einer Kreisscheibe K, (z0)\{z0} eine Stammfunktion besitzt.
Beweis: -
Ist f(2) = Y au(z— 20)" die Laurentreihe von f in K* := K,(20)\{z0}, so ist
— 1 v+1 *
F(z):= Z may(z 20)"" € O(K™)

v#1

mit Ableitung F' = f —a_1(z — 20) L.
Eine holomorphe Funktion H in K* ist genau dann Stammfunktion von f— ﬁ, wenn (F—H) =

(a — a,l)Z_IZO. Da Z_1Z0 keine Stammfunktion um zy hat, gibt es solche Stammfunktionen
H = F + const genau dann, wenn a = a_1.
Ist f holomorph in zg, so gilt res.,(f) = 0, wobei res,,(f) das in Satz 6.13 eindeutig bestimmte

Residuum von f sei. Ferner gilt

1
[ —— ) = > 9 1
ress, ((z — zo)”> 0Vn > (6.13a)
und fir f € O(D\{z0}) ist
res,, (f) =0 (6.13b)
da -
fiz2)= ) vay(z— =)™
keinen Term (z — 29)~! enthilt. O]
Satz 6.14:

Seien g, h holomorph in K.(z0)\{z0}. Dann gilt fir alle a,b € C

(i) res,,(ag + bh) = ares,,(g9) + bres,, (h)
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(13) Ist zo ein einfacher Pol von g, dann ist res,,(g) = ZILIQ (z —20)9(2).
0

(i) Gilt g(z0) # 0, h(z0) = 0, (20) # 0, dann hat f := § einen einfachen Pol in zy und es

g’l,lt resz, (f) = g’(é%))

(tv) Hat g € M(D) in zy einen Pol héchstens m-ter Ordnung und ist h(z) die holomorphe

Fortsetzung von (z — z0)™g(2) in zo. Dann ist res,,(g) = (mil)!h(mfl)(zg).

Bewets:
(i) klar nach den Regeln des Wegintegrals.

(ii) klar, da g = a_1(z — 20) ™' + f, f holomorph um z.

(7i7) Die Taylorentwicklung von h um zj ist

h(z)+ 1 (= — 20) + %h”(zo)(z )+

Also
Jim (= = 0)S12) = Jim =~ ) 5 = 5 40
9(20)

Also ist zg Pol erster Ordnung von f mit Residuum ;7 (z0) nach vorigem Teil.

(iv) Es gilt g(z) = (Z_bfmo)m + ...+ (1771) + f, wo f holomorph um zy Dann ist h(z) :=

z—20
b + bm—1(2 — 20) + ... + b1(z — 2)™~1) die Taylorreihe von h um z, sodass res,,(g) =

by = (mil)!h(m_l)(zo)

O]

Satz 6.15:
Sei v ein nullhomologer Weg in einer offenen Menge D C C und A C D endliche Menge, sodass
ANSpur(y) = 0. Dann gilt fir jede in D\ A holomorphe Funktion f

1

21

A fw)dw= " indy(z0) - ress, (f) (6.16)

zo€Int(v)

Bemerkung:
Da res,,(f) = 0 fiir zg € A, so ist die Summe nur iiber zp € A N Int(y) zu erstrecken.

Beweis:
Sei A= {z1,...,2n}. Sei .
foi=bu(z—2,)"  + hy(2)
der Hauptteil der Laurent-Entwicklung von f um z,, wo & die Summe aller Potenzen (z — 2,)F

mit k < —2 ist. Nach Folgerung 5.23 ist f,, holomorph in ganz C\{z,}. Da nach Satz 6.13 h,, in
C\{z,} eine Stammfunktion hat, so folgt fur z, ¢ Spur(y) auf Grund der Definition des Index

d
/fl,(w) dw = b,,/ Y oribyind,(z),1 < v <n )
Y Y

w—z
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f—=(fi+...4 fn) ist holomorph in D\ A und auch in D, da h in z1,..., 2, stetig fortsetzbar
ist (Ubung).
Daher gilt

A(f—fl—...—fn)<w> dw =0

da 7 nullholomlog ist. Wegen (%) und b, = res,, (f) folgt

Q;LﬂMd 2m2/ﬂ

Da ind,(z,) = 0 fir 2z, € Ext(y) folgt die Behauptung. O

Folgerung 6.17:
Sei Spur(y) C D einfach geschlossen und nullhomolog in D offen. Dann gilt mit Voraussetzung

von 6.15 1
2m/7f<w) dw = Z res,(f)

z€Int(y)

Cauchy’s Integralsatz ist eine Folgerung daraus, da resy, 9(z) _ 9(20), falls g € O(K,(z0)).

z—20
Bemerkung:
Spur(y) C D nullhomolog, f kann in A C D, |A| < 0o, AN Spur(y) = 0 bliebige Singularitédten
haben.

Proposition 6.18:
(i) Seien g, h holomorph um zy und sei zy so, dass g(zo0) = a und g(z) — a eine v(g, z0)-fache
Nullstelle in z = zg hat. Dann gilt
/
z
res,, (h(z)g(a

9(2)

(13) Hat g in zo einen Pol und ist h holomorph in zy, so gilt mit h und der Ordnung 04,(g)
des Pols ,
9'(2)

res., (h(z) : 30 —a

) = o9

(iii) Seig: D — D, D,D offen, T — z := g(7) holomorph mit g(0) = 20, ¢'(10) # 0. Dann
gilt fir alle f € O(D\{z0})

res,, (f) =resy, (fog-d)

Beweis:
(¢) Mit n :=v(g, 20) gilt g(z) = a+ (2 — 20)"g(2), wobei um 2pg holomorph ist und g(zo) # 0.
Es folgt
! n—14, nal
— + —
C IR ICEE S 1O R Gt (NN
9(z) —a (z = 20)"4(z) (z — 20)

wobei h(z) holomorph.

(ii) analog (Ubung).
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(797) Sei a :=res,,(f). Nach Satz 6.13 gibt es in einer zp-punktierten Umgebung V* von zq ein
F € O(V*) mit F'(2) = f(2) — =%~. In der m9-punktierten Umgebung ¢~!(V*) von 7y

gilt o
(Fog)(r) = Fllg(r)) -4'(r) = Flg(m)g'(r) — =T
T) = ) -¢ (1) = ™™g (1) —
g 9()) - g 9(7))g 7~
Da Ableitungen wie F’, ¢’ Residuum 0 haben gilt
g'(7)

0 = res,, ((F og)") =res, (f(g9(7))g' (1)) — a - resy, o) =7

Da g in 19 wegen ¢'(19) # 0 eine zp-Stelle der Ordnung 1 hat, folgt die Behauptung aus
Teil (7).

O]

Anwendung 6.19:
Aus i) — ii) folgt mit h = 1: Hat g in zo eine Nullstelle der Ordnung v(g,zy) < oo, so gilt

res, (%) = v(g, 20) bzw. wenn g in zy eine Polstelle der Ordnung |o(zo)| < oo hat , so gilt

res,, (%) = 04(9)-

Satz 6.20:

Sei f meromorph in D C C offen mit héchstens endlich vielen Polen, v ein nullhomologer Weg
in D, sodass auf Spur(vy) keine Pole von f liegen.

Seia € C mit f~Y(a) endlich und f~'(a) N Spur(y) = 0. Dann gilt fiir jede in D holomorphe
Funktion F

1
— | F(w)———"— dw = ind v(f,2)F(z) + ind~(2)o.(f)F(2)
2 /7 flw) ~a zefz—; @ ze%%f) '

Die Summen sind endlich, da nur iber a-Stellen und Polstellen in Int(y) summiert wird.

Beweis:
Nach Residuensatz 6.15 gilt

2mi fw) = zeD w—a
F(w) f{;f;”ja hat hochstens in P(f) oder in f~!(a) Residuum # 0. Ist f holomorph in zg € D
und hat f eine a-Stelle der Vielfachheit v(f, zo) in 29, so gilt nach 6.18
res;, (F(w>f(fulj()w—)a) = F(z0)v(f,20)
Ist zp ein Pol von f, so gilt nach 6.18(%)
ress, (F(w)f({;()w_) a) = 02, (f)F(20)
Hieraus folgt die Behauptung, da P(f) N f~(a) = 0. O
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Folgerung 6.21:
Sei f meromorph in D C C offen und sei M C D sowie P(f), f~'(a) endlich. Seien

N¢(a, M) == Z v(f,z)

zef~1(a)NM

die gewichteten a-Stellen von f in M und
Ppoo, M) := Y |o:(f)|

z€P(f)NM
die gewichtete Polstellenmenge.

Dann gilt unter der Voraussetzung von Satz 6.20 fiir v einfach geschlossen und nullhomolog in
D

1 f(w) _
5 /7 o) —a dw = Ny(a,Int(y)) — Ny(oco,Int(y))

Folgerung 6.22 (Rouché):
Sei D C C offen, f,g € O(D) mit
N#(0,D),Nyg(0,D) < co. Falls
[f (w) = g(w)] < |g(w)] (6.23)
fiir alle w € Spur(y), so gilt N¢(0,Int(y)) = Ng(0,Int(7)).

Beweis:

Sei h := 5. h ist in D meromorph. Wegen 6.23 gibt es eine Umgebung U C D von Spur(7), sodass
h in U holomorph ist und |h(z) — 1| < 1 fiir z € U, d.h. h(U) C K1(1) C {z € C: Re(z) > 0}.
Damit ist log(h) wohldefiniert in U und ist dort Stammfunktion von % Da

h/ f/ g/
hof g
wegen log(h) = log(f) —log(g) und f und g¢ sind wegen 6.23 nullstellenfrei auf Spur(+y), so folgt
1 !/ / /
1 hdw:O:l,/f(w)dw—l, gw) .
27t J, 2mi Jy f(w) 271 Jy g(w)
Aus Folgerung 6.21 folgt die Behauptung. O

Satz 6.24 (Satz von Hurwitz):
Sei fr, : G— C, G Gebiet, eine Folge holomorpher Funktionen, welche kompakt gegen f konver-
giert. Dann ist f € O(Q). Sei f £ 0. Dann sind aquivalent:

(7) f hat in zy eine Nullstelle der Ordnung m

(13) Es gibt eine Umgebung V' C G von zy und ein n,, sodass in jeder Kreisscheibe K,(zp) C V
alle frn,n > ny, genau m Nullstellen gerechnet mit Vielfachheit besitzt.

Beweis:

Da f # 0 liegen die Nullstellen von f isoliert (Identitdtssatz 4.1). Es gibt also eine kompakte

Umgebung V' C G von zp, wo f |y hochstens in zy verschwindet. Fiir jede Kreisscheibe

K = K, (%) gilt ex := mg}{]f(w)\ > 0. Wéhle ng so groB, dass |f, — flox < ek fiir alle
we

n > ng. Dann gilt | f,(w) — f(w)| < |f(w)] fur alle w € 0K, also 6.23.
Die Aquivalenz (i) < (ii) folgt aus dem Satz von Rouché angewandt auf f statt g und f,, statt

1. 0
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Bemerkung 6.25:
(1) Hurwitz gilt natiirlich auch fir a-Stellen

(73) Fiir den Fall m = 0 fiir den Limes f besagt Hurwitz Nullstellenfreiheit um f, |y, n > ny.

Folgerung 6.26:
Sei fn, — [ kompakt, f, € O(G), G Gebiet und f, : G— C sei injektiv fir alle n. Dann ist
f € O(G) entweder konstant oder injektiv.

Beweis:

Sei f nicht konstant und zp € G. Dann ist f,, — f,(20) Nullstellenfrei im Gebiet G\{z}, da
fn injektiv ist. Wegen Bemerkung 6.23 (ii) ist dann f — f(z) nullstellenfrei in G\{zo}, d.h.
f(2) # f(20) Vz € G\{20}. Da zy beliebig ist, ist f injektiv. O

Anwendung: Reelle Integralauswertungen

Lemma 6.27:
Sei f: D— C,D C C offen, holomorph bis auf endlich viele Punkte A mit ANR = 0, wobei
R={z€C:Im(z) =0}. Sei H:= {2z € C:Im(z) > 0} und H C D. Falls

oo
/ f(z) dzx
—o0
im Riemann’schen Sinne als uneigentliches Integral existiert und

lim f(z)-z =0

Z—00

ist, so gilt
/ f(x) de =2mi Z resy (f) (6.28)
e weH
Beweis:
Fiir hinreichend grofie r > 0 liegen alle Singularitéiten von f in K,(0). Sei I'(r) : [0, 7] — H, ¢ >
re’? der Halbkreis mit Radius r um 0.

Der Residuensatz besagt

f(z) do +/ fw) dw =271 Y res,(f) (%)
—r I'(r) wel
Die Standardabschétzung fiir Integrale 3.17 liefert
w) dw| < 7rr
[ S du] < 7l

Wegen zf(z) — 0 fiir z — oo nach Voraussetzung folgt Tlgrgor |f‘F(7‘) = 0. Also folgt 6.28 aus
(). O
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7 Homotopie und Riemann’scher Abbildungssatz

Wir suchen Bedingungen an -y, sodass f7 f(w) dw = 0 fir alle holomorphen Funktionen f in D
ist. Die Bedingung ist, dass v in D stetig in eine Kurve 7 deformiert werden kann mit 7 = zj.

Definition 7.1:
Seien 79,71 : [0,1] = G,G C C Gebiet, zwei geschlossene stiickweise differenzierbare Wege.
Dann heifit 79 homotop zu v; in G, falls es eine stetige Abbildung H : [0, 1] x [0,1] — G gibt
mit

H(s,0) =70(s),H(s,1) =7(s),0<s<1 (7.2)

H(0,t)=H(1,t),0<t<1
Man schreibt vy ~ ~1.

Proposition 7.3:
Die Relation 1 ~ 7 ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis:
(@) vo ~ 0 klar, H(s,t) = v(s)

(b) Yo ~ 1 mit H, dann 1 ~ 4o mit H(s,t) = H(s,1 —1t).

(¢) Y0 ~ V1,71 ~ Y2 mit (7.2) mittels zwei Homotopien Hyy, His.
Definiere
H(n (S, Qt)

Hoo(s,t) = {H12(5,2t —1)

Dann ist v ~ 2.

Sei €., der konstante Weg v = zp.

Proposition 7.4:
Sei D C C offen und sternformig, v geschlossener Weg in D. Dann gilt v ~ €, wobei zy ein
Zentrum von D 1ist.

Bewets:
Setze
H(s,t):=(1—1t)-v(s)+1t-20
H ist stetig und H([0,1]?) C D und H erfiillt die Bedingung 7.2. O

Definition 7.5:

Ein geschlossener Weg 7 in D heifit homotop zu Null (7 ~ 0), wenn es ein zp € D gibt mit
Y Ez-

Satz 7.6 (Homotopie-Invarianz des Cauchy-Integrals):

Seien 9,1 zwei geschlossene, stiickweise differenzierbare Wege in D C C offen und vyo ~ 71 in
D. Dann gilt fir jede in D holomorphe Funktion f

(w) dw= [ f(w) dw
0 "
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Folgerung 7.7:
(a) Sei f: D— C, D offen, holomorph, v geschlossen und nullhomotop in D. Dann

/q/f(w) dw =0

(b) Also ist nach Definition 6.8 v auch nullhomolog. Die Umkehrung gilt nicht. Es existieren
Wege v, die nullhomolog, aber nicht hullhomotop sind (siehe Remmert, Funktionentheorie
II, S. 148-149).

Beweis von Satz 7.6:

Sei H : [0, 1]2 — D eine Homotopie. Da H stetig und [0, 1]> kompakt, ist

H gleichméBig stetig und H (I?) C D eine kompakte Teilmenge. Dann ist
ri= inf{]z—w[ cz€ HI?),w € DC} >0

Also gibt es eine natiirliche Zahl n, sodass fiir alle (s, t), (s',#') € [0,1]? mit

4
(s—s)2+(t-t)< i |H(s,t) — H(s',t')| <r

Setze z(jx) = H (1 E) ,0< 4,k <nund

n’n

. 1
I = {],j—i_ } X [k,k+ },Ogj,kgnl
n’ n n’ n

Der Durchmesser von [ ;) < % = H (I(j,k)> C K, (Z(jvk)) CD.

Sei P(j,k) das Polygon durch |:Z(j,k)7 Z(j+1,k)v Z(j—i—l,k—i—l)a Z(j,k—i—l)a Z(j,k) . Da
K, (Z(Lk)) konvex ist folgt P ) C Ky (z(j’k)).

Es gilt

/ f(w) dw =0 (i)
P,k

Hiermit zeigen wir nun |. o f=1 " f mit einer Leiterkonstruktion, ,von Sprosse zu Sprosse‘.
Die k-te Sprosse sei

Qr = {Z(O,k)a Z(1k)r - Z(n,k)] wobel 2o k) = Z(n,k)
Wir zeigen nun:
I R N R
Yo Qo Q1 Qn "
Dazu sei ) ]
J Jj+1

oj(t) == 0(t), - <t<

Dann ist 0[2(j41,0), 2(j0)] eine geschlossene stiickweise differenzierbare Kurve in der Scheibe
K, (z(j,o))- Daher gilt

0:/0'f+ [Z<j+1,o>=2<j,0)]f©/ff'f:/[ ]f

J 2(4,0),%(j+1,0)

n
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Summation iiber 7 =0,...,n — 1 liefert

%f=Z/UVf=/QOf

J J

Aus (i7) folgt nun
n—1
0=>" / f (iid)
=07 PGk

Da in |, P f der Summand [ [ f auftaucht, wird dieser durch

Zj+1,kazj+l,k+l]

/i (2t 1.4] f aufgehoben, der in [ Pl f auftaucht. Weiter gilt wegen der Geschlossenheit

der Polygone
k k .
Z(O,k) =H (0, n) =H <1, n) = Z(l,k) (Z’U)

-1
sodass [Z(O,kJrl)uZ(O,k)} = [Z(l,k)vz(l,kJrl)} .
Somit folgt aus (i7) — (iv) wegen der Orientierung der Sprossen

"o o

fir k=1,...,n — 1, woraus die Behauptung folgt. O

Folgerung 7.8:
Falls ~ geschlossener Weg in G offen, mit v ~ 0 (nullhomotop). Dann ist ind,(z) = 0 fiir alle
z2¢G.

Beweis:
Die Funktion f(w) := wiz,w € G,z ¢ G ist holomorph in G, woraus sich die Behauptung
mittels Folgerung 7.7 ergibt. O

Definition 7.9:
Seien vg,71 : [0,1] — G zwei Wege in G offen, sodass

70(0) = 71(0) = a,70(1) =1 (1) = b

Dann heifit 79 homotop zu ~; mit fixierten Endpunkten, falls es eine stetige Abbildung H :
[0,1]> — G gibt mit

H(s,0) =70(s),H(s,1) =(s), H(0,t) = a, H(1,t) = b Vt € [0,1] (7.10)

Hieraus folgt sofort:

Satz 7.11 (Wegunabhéngigkeit):
Seien o, v1 zwet Wege in G offen von a nach b, die homotop mit fixierten Endpunkten sind.
Dann gilt fir f € O(G)
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Bewets:
Falls «p homotop zu 7 mit a, b fixiert, so ist yoy; ! geschlossen. Aus 7.10 folgt mit der Abbildung

Y0(3s) 0<s<i
v(s) =<b %gsgg
(3 — 3s) %gsgl
dass v ~ 0 mit
H(3s(1 —1t),1) 0<s<g
A(s,t):=¢H(1—t,3s—1+2t—3st)) $<s<2
11((3 = 35)(1 - 1)) 2<s<i

Also folgt aus Folgerung 7.7

O]

Definition 7.12:

Eine offene Menge G C C heifit einfach zusammenhéngend, wenn G zusammenhéngend ist und
jede geschlossene Kurve in G nullhomolog ist.

Folgerung 7.13:
Sei G einfach zusammenhingend und f € O(G). Dann gilt
(i) Fliir jeden geschlossenen Weg ~ in G gilt fvf(w) dw = 0.
(13) f ist integrabel in G.
(791) Falls f(z) # 0 Vz € G, so gibt es ein g : G— C mit f(z) = exp(g(2)). Falls zo € G mit
exp(wo) = f(z0), kann man g(zo) = wo wdhlen.

Beweis:

i): klar.

i1): Aus 7.11 gilt F(z) = f,y f(w) dw, F ist wohldefiniert fiir beliebige Wege 7 von zp nach z in
G. Dann ist F'(z) = f(z),z € G, wie in Satz 3.34.

iii): Wie 4.34. 0
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7.1 Familien von holomorphen Funktionen

Definition 7.14:
(i) Eine Familie 7 C O(D) heifit beschrankt in A C D, wenn es ein M > 0 gibt mit

|fla < MVfeF < supsup |f(z)] <M
fEF z€A

(7) F heiit lokal beschrankt in D, falls es zu jedem z € D eine Umgebung U, C D gibt,
sodass F in U, beschrankt.

Bedingung (i7) ist dquivalent dazu, dass F auf jeder kompakten Menge K C D beschriankt ist.
Beschrankte Familien sind lokal beschrankt, aber die Umkehrung gilt nicht. Betrachte

F=1{n-z" € O(Ki(0)),n € N}

Eine Folge (fy,) heifit beschréankt, wenn die Familie F = {f,, : n € N} beschrankt ist.

Satz 7.15 (Satz von Montel fiir Folgen):
Sei D C C offen, (fy) lokal beschrankt, f, € O(D). Dann gibt es eine Teilfolge (fn/) von (frn),
die in D kompakt konvergiert. Dieser Satz gilt nicht fir reell-analytische Funktionen.

Satz 7.16:
Sei F C O(D) eine lokal beschrankte Familie. Dann gibt es zu jedem Punkt zo € D und jedem
€ > 0 eine Kreisscheibe K C D um zg mit

If(v) = f(2)| <eVfeF,Ww,ze K

Beweis:
Wiihle r > 0 so klein, dass K.(20) C D. Setze K = K, (%), K' = Ky,(20). Die Cauchy’sche
Integralformel liefert Vv, z € K

- f6) =5 [ s |
oK'

T 2mi

1 1

dw

_v—z f(w)
2mi /81(' (w—v)(w— 2) dw

Aus der Standardabschitzung erhalten wir

lv—z|2

~|flg

2T r

[f(v) = f(2)] <

da |w — v||w — 2| > 2. Da F lokal beschriinkt ist, so ist fiir hinreichend kleines 27 > 0
2
0<M:z;sup{\f\K:f€]:}<oo

Setze K := Bs(zp) mit § := min {55;,7}.
Also folgt F lokal beschrankt = F lokal gleichgradig stetig. O

Beweis von 7.15:
Waihle in D eine abzéhlbare dichte Teilmenge A. Wir verwenden das Cantor’sche Diagonalver-
fahren. Zu jedem [ € N gibt es eine Teilfolge fi,, fi,,... von (f,) mit
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(a) (fi,)n konvergiert in a;.
(b) (fi,,)n ist eine Teilfolge von (f;_1y, )n-

Teil (a) folgt aus Bolzano-Weierstraf}, da (fy(a)), und insbesondere (f(;_1),) beschrénkt in C
ist.

Per Induktion: Sei (f%,)n Vk < [ schon konstruiert. Dann wéhle nach (a), (b) eine Teilfolge, die
in a; konvergiert, d.h. (a), (b) gelte fiir alle Folgen (f, )n,k < L.

Bilde (g,)n mittels g, := A, (Diagonalfolge). g,, konvergiert in allen Punkten von A.

Zu zeigen bleibt: (g, ), konvergiert kompakt in D. Dies ist dquivalent zur lokal gleichméfigen
Konvergenz in D nach Satz 4.24v). Sei dazu zp € D und € > 0. Nach 7.16 gibt es eine
Kreisscheibe K C D um zp, sodass

|gn(v) — gn(2)| < e Vv,2 € K,Vn € N (*)

Da A dicht in D liegt, gibt es eina € A N K. Aus nl;ngo gn(a) =: g*(a) folgt mit (x), dass ein
ng € N existiert mit
|9n(20) — g"(a)| <€ Vn = ng

Mit der Dreiecks-Ungleichung folgt

19n(20) = gm(20)] < lgn(20) = g7 (a)] + |g" (@) = gm(20)| < 4e ¥m,n = ng

also ist (gn(z0))n eine Cauchy-Folge mit Limes ¢g*(z9) € C. Weiterhin folgt aus (*)

19n(0) = gm (V)] < 1gn(v) = gn(20) = (9m(v) = gm(20)) + (9n(20) = gm(20))]
< 6e ()

fir alle m,n > ng,v € K. Da (g,(v)),v € D gegen g*(v) € C konvergiert, folgt schlielich mit
nh_}rglo gm(v) = g*(v). Aus (xx) folgt

|9n(v) = g"(v)] < 6 Vo € K,n > ng

d.h. die lokal gleichmé&Bige Konvergenz von (g,,) C (f,) gegen g*. O

Folgerung 7.17 (Montel-Kriterium):
Sei (fn) € O(D) lokal beschrankt. Es gilt f, — f € O(D) kompakt in D, wenn jede in D
kompakt konvergente Teilfolge von (f,) gegen f konvergiert.

Bewets:
Falls (f,,) nicht gegen f kompakt konvergiert, so gibt es ein K C D kompakt und eine Teilfolge
(fw) C (fn) mit
\fw = flge = € v/
fiir ein € > 0. Da (f,,/) auch lokal beschrankt ist, gibe es nach 7.15 eine kompakt konvergente
Teilfolge (fn#) C (fnr). Da
‘f n/’ — f | K > €

so ist f nicht Limes von (f,~). O
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Folgerung 7.18 (Vitali):
Sei G Gebiet, (fn) € O(G) lokal beschrinkt auf G. Die Konvergenzmenge

A={ze€G: Jim fn(z) existiert in C}

habe mindestens einen Hdaufungspunkt in G. Dann konvergiert (f,) kompakt in G.

Beweis:

Wegen 7.17 ist zu zeigen: alle kompakt konvergenten Teilfolgen von (f,,) haben den gleichen
Limes. Dies folgt aus dem Identitdtssatz 4.1, da alle Limiten auf A iibereinstimmen, d.h. iiberall
auf G bzw. einer kompakten Menge in G gleich sind. O

Definition 7.19:
Eine Familie 7 C O(D) heifit normal in D, falls jede Folge aus F eine Teilfolge besitzt, die in
D kompakt konvergiert.

Satz 7.20 (Satz von Montel):
Es gilt: F C O(D) normal < F ist in D lokal beschrinkt.

Beweis:

7 = 7 : zu zeigen ist, dass fiir alle K’ € D kompakt ist sup{|f|, : f € F} < oo. Falls dies nicht

gilt, so existiert ein L C D kompakt und (f,) C F mit li_)m | fn|; = 0o. Diese Folge hétte keine
n o

in D kompakt konvergente Teilfolge, denn fiir deren Limes f € O(D) wére

|f|L > |fn/|L_|f_fn’|L
—_— —

—00 —0

7 <7 folgt aus 7.15. 0

Bemerkung:
Man vergleiche F gleichgradig stetig in D 1< Vzg € D Ve > 036 > 0:Vf € F gilt

|f(v) — f(20)] <e Vv eED
mit

Satz 7.21 (Satz von Arzela-Ascoli):
Sei F eine Familie von stetigen Funktionen D — C. Dann ist F normal wenn

(i) F ist gleichgradig stetig
(13) fiir allev € D ist {f(v) : f € F} beschrankt.
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7.2 Der Riemann’sche Abbildungssatz

Die (offene) Einheitskreisscheibe E := K;(0) ist das Modell eines einfach zusammenhédngenden
Gebiets. Wir wollen die Klasse der einfach zusammenhéngenden G studieren, sodass es fiir
solche G eine biholomorphe Abbildung ¢ : G — E gibt.
Damit lassen sich Integral und Potenzreihen von E nach G transportieren. Nach Liouville kann
G nicht ganz C sein (da sonst ¢ konstant).
Da Biholomorphie von ¢ auch Homéomorphie impliziert lassen sich Homotopien von E nach G
transportieren, d.h. auch G ist einfach zusammenhéngend. Dabei muss G nicht beschrankt sein,
denn betrachte

H — E sowie C- — E

mit entsprechenden biholomorphen Funktionen (z.B. die Cayley-Abbildung aus §2).

Satz 7.22:

Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet G # C ist biholomorph auf die Einheitskreisscheibe E
abbildbar.

Selbst die topologische Version ist beeindruckend mit homdéomorph statt biholomorph. Die

Abbildung
z

1+ |z]

ist homdomorph, aber nicht biholomorph. Also sind zwei beliebige einfach zusammenhdngende
Gebiete des R? topologisch invariant.

p:CoE,p(z) =

Beweis in mehreren Schritten:
1) topologische Eigenschaft von G — alg. Eigenschaften von O(G).

d

Lemma 7.23:
Ist G einfach zusammenhdingend, so hat jede Einheit g € O(G) eine Quadratwurzel h € O(G),
d.h. g =h?in G.

Beweis:

Sei g eine Einheit. Da % € O(G), folgt dass g keine Nullstellen in G hat, d.h. einen Logarithmus
v € O(Q) besitzt, also gilt g(z) = exp(p(z)).

Wiihle h(z )—exp( 25)) = g(2) = h(2)? und h € O(G). 0

Proposition 7.24:
Isty: G — G (wobei G,G C C Gebiete) biholomorph, so hat mit G auch G die (Q)-FEigenschaft,
dass jede Einheit in O(G) eine Q-Wurzel in G hat.

BewAeis: .
Sei f € O(G) Einheit, so ist f = f o eine Einheit in O(G). Also ist
f=n=foy
fiir ein h € O(G) und f = (hop™1)2 = h2 h € O(G). O

Wir nennen solche Gebiete (Q-Gebiete.
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Satz 7.25:
Jedes Q-Gebiet G C C ist biholomorph auf E abbildbar.

2. Schritt: Holomorphe Injektionen

Lemma 7.26:

Zu jedem Q-Gebiet G C C gibt es eine holomorphe Injektion
f:G—E mit f(0)=0

Beweis:
Sei a € C\G. Dann ist z — a Einheit in O(G) NEEW= O(G) mit v(2)? = z — a. Behauptung:
v : G— C ist injektiv. Es gilt

v(G)N(=v)(G) =10 (%)

denn angenommen es géibe Punkte b, b’ € G mit v(b) = —v(V') < v(b)? = v(¥)?. Dann gilt
b—a™ v =) =t —a=b=V = v(b) = —v(l) = v(b) = v(b) =0

Also ist b = a, d.h. Widerspruch zu a ¢ G.

Aus der Gebietstreue 4.30 folgt (—v)(G) # 0 (weil v offen). Also gibt es wegen (x) eine
Kreisscheibe K := K,.(29) um zy € (—v)(G) mit v(G) Cc C\K.

Da C\K durch

_ T 1 1
g: C\K — E mit g(z) 5 (z—zo I/(O)—zo)

injektiv in E abgebildet wird (da g biholomorph) so leistet f = g o v das Gewiinschte, denn
nach Wahl des shifts

ro_ bt
2 v(0) — 2o
ist f(0) = g(v(0)) = 0 und beide Summanden sind vom Betrag < 1. O

Bemerkung:
Falls C\G innere Punkte hat, z.B. zp, fihrt

z

Z =
Z — 20

sofort zum Ziel. Nur Gebiete wie z.B. C~ machen Probleme, aber hier hilft Koebes Quadrat-
wurzeltrick.

3. Schritt: Dehnungen.

Definition 7.27:
Sei G C E Gebiet mit 0 € G. Jede holomorphe Injektion

k:G — Emit £(0) =0 und |x(z)| > |2] Vz € G\{0}
heifit echte Dehnung von G in E beziiglich der 0 (Umkehrabbildung zu Kontraktion).

Sei j : E — E Quadratabbildung. Ferner sei mit zg € E

zZ — 20

Gz (2) = Zoz — 1

Aus Beispiel 2.12 sieht man, dass g,,(z) eine biholomorphe Abbildung ist mit
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1) 92,(0) = zp und g,,(20) = 0.
2) Gz © Gzp = 1.
Nach 4.32 (Schwarz-Lemma) gilt

3) Ig:0(2)| < |2| Vz € E

Proposition 7.28:
Sei j die Quadratabbildung. Die Abbildung

1/JZO:IE—>IE,2b—>ngojogZO

erfillt
V2,(0) = 0 sowie |15, (2)| < |z| Vz € E\{0} (7.29)
d.h. v ist eine echte Kontraktion.
Beweis:
Ausrechnen.

eg(2) = 2+ £2% mit b=yl (0) = ﬁﬁ%e cE.
(7.29) folgt aus 3), da

1920 ()] < |21,

9:2(2)| < I2] und [j(2)| < |2
fir alle z € E\{0}. O

Lemma 7.30 (Quadratwurzelverfahren):
Sei G C E Q-Gebiet und zy € E mit 23 ¢ G. Sei w € O(G) die Quadratwurzel von 9:2 lce O
mit v(0) = zp.
Dann ist die Abbildung
k:G—=E, 2z g, (v(2))

etne Dehnung von G. Es gilt
Yy 0k =1dg (7.31)

Beweis:

Da g2 nullstellenfrei in G ist sowie g.2(0) = 22,50 ist v und wegen v(G) C E auch k wohldefiniert.
Es gilt K(G) C E und k(0) = g, (¥(0)) = gz,(20) = 0.

Wegen g,, © g, = tdg und jov = 9.2 folgt

Y2y 0K =0,20J00z 09z 0V =g209:2=1Idg
Somit ist k : G — E injektiv und wegen Formel 7.29 gilt
12| = [z (k(2))| < |k(2)| V2 € G mit k(z) # 0,Vz € G\{0}
Wegen 1, o & = Id¢ folgt insbesondere

1+ %)
N 220

K'(0)
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4. Schritt: Existenzbeweis mittels Extremalprinzip
Sei G C C ein Q-Gebiet. Dann ist die Familie

F={fe€0O(G): f(G) CE, f(0) =0, f injektiv}

nach Satz 7.25 nicht leer. Nach Satz 4.42 bildet jedes f € F G biholomorph auf f(G) C E ab.
Die f € F mit f(G) = E lassen sich wie folgt charakterisieren.

Satz 7.32:

Sei G C C ein Q-Gebiet, zg € G fest. Dann gilt h(G) = E fiir jede Funktion h € F mit
|h(z0)| = sup{[f(20)| : f € F} (%)

Beweis:

Wegen Proposition 7.24 ist mit G auch h(G) ein @Q-Gebiet. Ware h(G) # E, so existierte nach
Lemma 7.30 eine Dehnung
k:h(G)—E

Es gilt g =k oh € F. Da h(zy) # 0 wegen der Injektivitat von h, so folgt

|9(20)| = [£(R(20))] > [h(z0)]
Widerspruch. O

Beweis vom Riemann’schen Abbildungssatz:
Sei zp € G\{0}. Da F nicht leer ist gilt

m = sup{|f(z0)| : f € F} >0

Waibhle eine Folge (f;); C F mit Jim | frn(20)| = m.

Da F beschréankt ist, gibt es nach Montel 7.20 eine Teilfolge (h;) C (fy), die in G kompakt
konvergiert gegen ein h € O(G).

Es gilt A(0) = 0 und |h(20)| = m. Da h wegen h > 0 nicht konstant ist, folgt nach Hurwitz
6.24, dass h : G — E injektiv ist. Somit ist h € F. Nach Satz 7.32 ist damit h(G) = E und h
biholomorph. ]

Satz 7.33 (Eindeutigkeit):
Seien h, h biholomorphe Abbildungen eines Gebietes G auf die Einheitskreisscheibe E, sodass es

einen Punkt a € G gibt mit h(a) = h(a) und Z:EZ; > 0 (reell). Dann gilt h = h.

Beweis:

Sei b := h(a). Falls b =0, so folgt dass f :=ho h=1 ein biholomorpher Automorphismus von E
ist mit £(0) = 0 und f'(0) = ZEZ; > 0.
Nach dem Schwarz-Lemma 4.32 fiir f und f~! gilt

£ < L2l | = |F ()| < 1f(2)] V2 € B

d.h.
lf(2)| = |zl & ’f(j)‘ =1Vz#£0
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d.h. nach Schwarz gilt f(z) = a -z mit |a] = 1, woraus wegen f'(0) > 0 a = 1 folgt und damit

f=1d.

Falls b # 0 setze g := —gp,h1 := go h,hy = g o h. Dann wende obiges Argument an, da
>

hi(a) = hy(a) = 0 und :Lf'l(“) _ 9O a;

0 woraus aus dem ersten Teil folgt

!

_ )h'(
1(a)  —g,(b)(a

O]

Satz 7.34:
Ist G # E ein einfach zusammenhdngendes Gebiet mit G # C, so existiert zu jedem Punkt
a € G genau eine holomorphe Abbildung h : G — E mit

h(a) =0,h'(a) >0

Bewets:
Nach 7.33 reicht es die Existenz zu zeigen. Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz gibt es
ein hy : G — E biholomorph. Fir hy := g,, o hy mit 2o = hi(a) folgt ha(a) = 0.

Fiir h := exp(ip)he mit exp(ip) = |Z%EZ;‘ gilt A(a) = 0 und A'(a) > 0. O
2

Satz 7.35:
[Aquivalenz zu einfach zusammenhdingend] Fiir ein Gebiet G C C sind dquivalent:

(i) Jeder geschlossene Weg in G ist nullhomolog.
(17) Jede in G holomorphe Funktion ist in G integrabel.

(7i7) Fir alle f € O(G) und geschlossene Wege v in G gilt

ind, ()/(2) = 5= [ T2

2w Sy w — 2z

dw, z € G\ Spur(7)

(tv) Das Innere Int(vy) eines jeden geschlossenen Weges v in G liegt in G.

(v

(vi

)
) Jede FEinheit in O(G) besitzt einen Logarithmus in G.
) Jede Einheit in O(G) besitzt eine Quadratwurzel in G.
(vit) Es gilt G = C oder G ist biholomorph auf E abbildbar.
(viii) G ist homéomorph zu E.

)

(iz) G ist einfach zusammenhdngend.

91



8 Unendliche Produkte

& 2
Ziel sind Formeln wie z.B. sin(7z) = 7z [] (1 - %)
v=1

Definition 8.1:
(7) Sei (ay)y>k, k € N eine Folge komplexer Zahlen. Dann heifit die Folge

(L),

der Partialprodukte ein unendliches Produkt mit Faktoren a,,.

n
(1) prn = [l av heifit konvergent, wenn es einen Index m > k gibt, sodass a, := nh_{]go DPmn
v=~k
existiert und ungleich 0 ist.
Dann heif3it

a = apa ce e Qp—1 - lim
EUE+1 m—1 n_)oopm,n

der Wert des Produktes und man schreibt

[e.e]

H Gy = QkAk+1 - - - Om—10m
k

Diese Zahl ist unabhéngig von m. Nicht konvergente Produkte heiflen divergent.
Diese Definition verhindert die Festlegung, dass wenn z.B. aj, = 0, ax4; = k + j fiir alle
7 > 1 zu sagen

Ha,,:nli_g%OO-(k—l—l)---(k—i—n) =777
v=~k

Ahnlich méchte man Konvergenz der Partialprodukte gegen 0 ausschlieBen um die Korre-
spondenz mit Reihen via

n n
Hal, — Zlog(al,) fir a, >0
v 14

zu erhalten.

Folgerung 8.2:
(7) TI, av konvergiert <= hichstens endlich viele Faktoren a, sind 0 und die von a, # 0
gebildeten Partialprodukte haben Limes # 0.

(1) [, av konvergiert = 0 <= mindestens ein Faktor ist Null

(731) TI,2gan konvergiert = Gy, := [[,—,, av existiert fir alle n € N und lim, o0 @y, = 1 =
limy, o0 an

(v) a, € Rya, >0 mit Y 02 4(1 —ay) = co. Dann
n
Jim 1] o =0

v=0
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Bewets:
Ubung. Beachte, dass

n-3)

divergiert. O

Definition 8.3:
Sei (f,), eine Folge von Funktionen f, : G — C auf G C C offen und f, € C(G), dann heift

182

kompakt konvergent in G, falls es zu jeder kompakten Menge K C G einen Index m = m(k)
gibt, sodass
Pmn = Jmfms1 fasm>m

in K gleichméfig gegen eine in K nullstellenfreie Funktion fm konvergiert.
Fiir jeden Punkt z € G existiert dann

f: G— C definiert durch f(z) := Hf,,(z) eC

und wir nennen f den Limes des Produktes und schreiben
/= H fv

Auf K C G gilt dann R
[le= (folx)(f1 k) (fm-1 &) fm

Folgerung 8.4:
(i) Sind alle f, : G— C stetig und konvergiert [[ f, in G kompakt gegen f, so ist [ stetig
und f, konvergieren kompakt gegen 1.

(1i) Mit 1 fu,11gv sind auch [1(frgv) kompakt konvergent.

(ii1) Jedes in einem Gebiet G C C kompakt konvergente Produkt 1] f., fu, € O(G) hat in G
einen holomorphen Limes f € O(QG).

Beweis:
(1) klar.

(77) klar.
(7i1) Weierstrafi’scher Konvergenzsatz 4.25.

O]

Fir die Anwendung mit Umordnung der Faktoren braucht man ,absolute Konvergenz“ aller
Teilprodukte. Hierzu dient der Begriff der normalen Konvergenz auf einer kompakten Teilmenge
K C G. Im Folgenden schreiben wir, da f, — 1,7 — oo im Konvergenzfall

fv=14+g,,v €Ny

sodass g, — 0 fiir v — oo.
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Definition 8.5:
Ein Produkt [[, f, fu = 1+ g, € C(G), G C C offen, heiit normal konvergent, wenn die Reihe

Y= f-1

in G normal konvergiert.

Folgerung 8.6:
Sei [], fu normal konvergent.

(i) Fir jede Bijektion T : Ng — No konvergiert

I /)

(i) I fv, konvergiert normal in G fir jede Teilfolge (v;) von (v).
Jj=0

(vit) 11 fo konvergiert kompakt

(tv) Es gibt eine Funktion f : G— C, sodass fiir jede Bijektion T : Ny — Ny

II fro)

v>0
in G kompakt gegen f konvergiert.
Beweis:
i) —4ii) Aus den Aussagen fiir Reihen.
iv) Fir w € E gilt

00 l/—l

log(1 4 w) Z
v=1

und daher

1
log(1 + w)| < |w| (1 + |w| + |w|* +...) < 2|w]| falls |w|] < 3

1—|w]

Sei K C G kompakt und g, := f, — 1. Dann gibt es ein m € N sodass fiir alle n > m gilt:

1 o0 1/—1
lgn|x < B sodass log(f,) = Z ———gr e C(K)
mit
|10g(fn)‘K <2 |gn|K
Somit gilt

> Nog(£) <2 Y lgal < o0

v>m v>m
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Nach dem Umordnungssatz fiir Reihen konvergiert daher fir jede Bijektion o : N,,, = N,,
die Reihe

z log(fa(ll))

v>m
in K gleichméfig gegen
Z log(f»)

v>m

Daher konvergieren

exp (Z IOg(fUV)) = H fo, und exp (Z IOg(fV)) = H Jv

v>m v>m v>m v>m

gleichméaBig gegen die gleiche Funktion in K. Benutze, dass exp(z) nullstellenfrei ist.
Da sich eine beliebige Bijektion 7 : N — N nur an endlich vielen Stellen von einer Bijektion
o' : N = N mit ¢/(N,;,) = N,,, unterscheidet folgt die Existenz von f : G — C, sodass

II fro)

v>0

in G kompakt konvergiert.

Folgerung 8.7:
Sei f =11,>0 fv normal konvergent in G C C offen. Dann

(i) fn:= [L,>n fv konvergiert normal in G und
=1l 'fn—lfn

[e.e]
(i1) N = |J Ni eine endliche oder unendliche Zerlegung von N mit Ny N N; = 0,k # 1, so

k=1
II 7

konvergiert
I/ENk

normal in G und

k=1 I/ENk

[= IO_O[ (H fz/)
Beispiel 8.8:
O

11 (1 + 22U> D D T R

v>0 V1 #£V2F#V3...
= Z ZZZ=0 by2V = 71
b,€{0,1,..} 1-%
fir |z] < 1.
(47)
[T (a+=0-2"1)=1

v>1

konvergiert normal in E. (Ubung).
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8.1 Nulistellen, Polstellen von Produkten

Sei G Gebiet und f € O(G). Die Nullstellenmenge N (f) ist diskret und abgeschlossen in G fiir
f #0, d.h. hochstens abzahlbar. Fur endlich viele fy,..., fn € O(G), f, Z 0 gilt

n

v=0
und n
05 (for - f) = Y 02 (fi)
v=0
Satz 8.9:

Sei f =11, fv, fv # 0 in G normal konvergent mit f, € O(G), G Gebiet. Dann gilt fir alle
z0 € G

fe0(G)
f#0
N(f) =UN()

05 (f) = Zozo(fu)

Beweis:
Sei z9 € G fest. Da f(z0) = [I, fv(20) konvergiert, gibt es einen Index n;, sodass f,(z0) #
0 VYn > ny. Nach Folgerung 8.7(7) gilt

f=foft + fa—1fn wobei f, = [] £ € O(G)

v>n

nach dem Weierstraflschen Konvergenzsatz 4.25.
Es folgt

n—1
Ozo(f) = I;)OZO(JCV) + Ozo(fn)

=0

da fn(zo) = 0. Hieraus folgt
N(f) =UN()

v

Da f, # 0, ist N(f,) und damit auch N(f) abzdhlbar und diskret, d.h. f # 0. O

Lemma 8.10:
Ist T1, fv, fv € O(G) normal konvergent in G, so konvergiert

fn = H fu S O(G)

v>n

kompakt gegen 1 in G.
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Beweis:
Sei f, # 0. Dann ist 4 = N ( fn), diskret und abgeschlossen in G. Alle Partialprodukte
Ppn—1:= Hﬁ;rln fv € O(G) sind fiir n > m nullstellenfrei auf G\ A und

A

m,n—1

f = Vz e G\A

1
Pn,mfl

Weierstraf} (siehe unten) konvergiert diese Folge auf ganz G kompakt gegen 1. O

Nun konvergiert

in G\ A kompakt gegen % Nach dem verscharften Konvergenzsatz von

Lemma 8.11 (Verschérfter Satz von Weierstra$l):
(i) Sei G ein beschrinktes Gebiet, f, : G — C stetig, f, € O(G) und lim,, f,, |sg konvergiere
gleichmdflig auf 0G.
Dann gibt es eine stetige Funktion f auf G mit f € O(G), sodass lim, f,, = f gleichmdfig
in G konvergiert.

(i) Sei G C C offen und A C G diskret und abgeschlossen, fn, € O(G), sodass mit limy, fy, |\ 4
kompakt konvergent. Dann ist (fy,) in ganz G kompakt konvergent mit Limes f € O(G).

Beweis:
() Nach dem Maximumsprinzip 4.31 fiir beschrinkte Gebiete gilt

|fm = flg = fm — flac

Jm |lac ist eine Cauchyfolge beziiglich ||, also auch beziiglich |-|5.

Daher ist f,, gleichméfig konvergent in der kompakten Menge G gegen eine Funktion
feC(@).

Nach dem Weierstrafi’schen Konvergenzsatz 4.25 ist zusétzlich f € O(G) (da f,, € O(G))
und (f,,) konvergiert kompakt gegen f.

(77) Da A diskret und abgeschlossen ist gibt es zu zp € A eine Kreisscheie K, (zp) C G mit
K, (20) N A ={z20}. Wende i) auf G = K,(2p) an.

O]

Definition 8.12:
(1) Eine Reihe

oo
> Iy
v=0
von meromorphen Funktionen f, auf D C C, D offen, heifit kompakt konvergent in D,
wenn es zu jeder kompakten Menge K C D einen Index m = m(k) gibt, sodass
(a) Fiir jede Polstellenmenge P(f,),v > m gilt P(f,) N K = 0.

(b) Die Reihe >°02,, fu |k konvergiert gleichméBig in K.

(77) Die Reihe heifft normal konvergent in D, wenn a) gilt und statt b) gilt

o0

Dl < o0 (¥)

v=m
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Satz 8.13:
Seien f,, g, € M(D) und Y, fu,>., g kompakt bzw. normal konvergent in D. Dann gilt:

(i) Es gibt eine in D meromorphe Funktion f mit: Fir U C D, U offen und m so grofs, dass
P(f,)NU =0 fir alle v > m, konvergiert > vsm fv lu kompakt bzw. normal gegen eine
Funktion f € O(U) mit

flo=foluv+-. -+ fm-1 v +F wobei f € O (D\ U P(fn)> (8.14)

n=0
(13) >, (a- fu+b-gy) konvergiert wieder kompakt/normal in D.

(iii) Konvergiert 3, f, normal gegen f, so gilt dies auch fiir die umgeordnete Reihe 3, fr(,)
fiir eine Bijektion 7 : N — N.

(iv) Durchlauft h, alle Produkte f,g, genau einmal, so konvergiert y_, h, normal in D gegen
f-g,wo f=>,f,,9=>,09,. Insbesondere gilt dies fiir die Cauchy-Produkte

}Z: fugy € M(D) = 2::f& =f-9

purv=A>A A>0
#,VZO

(v) Fir jedes k > 1 konvergiert

AR

in D kompakt bzw. normal gegen f*)

Beweis:
Ubung. O

Beispiel 8.15:
Da die beiden Reihen ZnEN 5.k >1und ), oy n(n ”
kompakte Menge K C C ein r > 0 mit K C K, (0) gibt, folgt die Konvergenz von

) fir v ¢ N konvergieren und es fiir jede

<1 1 e 1 1
le_i_yf;und Zl(z 1/+1/> (8.16)
und fur k£ > 2 sind die Reihen
03— sowie (i) 3 ——
v=0 (Z o V)2 v=0 (Z + V)k

normal konvergent in C.
Konvention:

Z fo = Z fy+qu

V=—0 V=—00

wo die linke Seite konvergiert, wenn die beiden rechten Seiten kompakt oder normal konvergieren.

Setze
Z >

veZ\{0}
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Dann ist

2’: ( 1 1> B i 2z
—~\z+v v _V:122—V2
(fasse v und —v Terme zusammen fiir v > 1).
Aus der Summe der ersten Beiden in 8.16 folgt, dass

e o L 1 2 %
1(2)._nlﬁnolozz+y_;+222—1/2

v=—n v=1

als Reihe meromorphre Funktionen in C normal konvergiert.

Satz 8.17:
FEs gilt fir alle z € C\Z
1 & 22 1 < 1 1
TrCOt(TrZ):gl(Z):z—i_Vz:lM:z+zyj<z—|—1/_v> (818)
Beweis:

Zunéchst: 7 cot(mz) ist in C\ Z holomorph mit Polen erster Ordnung in m € Z und Hauptteil
und 7 cot(mz) ist ungerade. Ferner gilt

zZ—m

27 cot(2mz) = 7 cot(mz) + 7 cot (7rz + g) (8.19)

Verdoppelungsformel. Dies charakteriesiert den Cotangens. O

Lemma 8.20:
Sei g € O(C\Z). g habe in m € Z Hauptteil 2— und es gelte g(—z) = —g(z) sowie 2g(2z) =
9(z) + g(z + 3) Vz € C\ Z. Dann ist

g(z) = wcot(rz)

Beweis:
Setze h(z) := g(z) — mcot(rz) € O(C\ Z). Beobachte, dass h(0) = 0, da ¢g(0) = wcot(mz) =0
und

1
2h(22) = h(z) +h (z + 2) (%)
Falls h # 0 so gibt es nach dem Maximumsprinzip ein zy € 9K2(0) mit
|h(2)| < |h(z0)| fiur alle z € K5(0)

Da 320, 3(20 + 1) € K2(0) gilt

@RI

Woraus wegen (x) mit z = % gilt

zo+ 1
2

< 2{h(ao)

12 (20)] < 2[h(20)]

Also gilt h = 0. Offensichtlich ist & (z) holomorph in C\ Z mit Hauptteil - in m € Z und
51(—2) = —51(2). O
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Satz 8.21:
Es gilt fiir alle z € C\ Z

7rcot(7rz):€1(z)=i+2222_zy2=1+2( ! —1) (8.22)

z z+v v
Mit
1 1 1
Sp(z) = —
(z) z+;(z+y+z—y>

qgilt

)+ 5 (4 1) s+

A Y e D g iy |

woraus im Limes n — 0o Sp(z) = &1(2), d.h. Formel 8.22 g(z) = 7 cot(nz).

Sei h € M(G), h # 0, G Gebiet, dann ist %/ € M(G) die logarithmische Ableitung. Fiir endliche
Produkte h = hy - - hy, hy, € M(G) gilt

nooR, h!
E:ﬁ+m+ﬁ (8.22")

Weiter gilt

Satz 8.23:
Sei f =11/, in G kompakt/normal konvergent mit f € O(G). Dann ist

t

14
in G kompakt oder normal konvergente Reihe meromorpher Funktionen.

Bewets:
(a) kompakte Konvergenz: Fiir alle n € N gilt mit Folgerung 8.7(i) f = fo -+ fa—1 fr mit

fn:Hfu

v>n

woraus
n

J:§ﬁ+i

I v=0 fv f n

folgt. Da f;l in G nach Lemma 8.10 in G kompakt gegen 1 konvergiert, ist nach Weierstrafl
(8.11(4¢)) f}, in G kompakt konvergent gegen 0.

Zu jeder Kreisscheibe K mit K C G gibt es ein m, sodass Vn > m die Funktionen
frn nullstellenfrei in K sind und ;—’IL € O(K) in K kompakt gegen 0 konvergiert. Somit
konvergiert "

Zf’,’—>J;c/inG
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(b) normale Konvergenz: Sei g, := f, — 1. Es gilt ¢/, = f] Vv.
Nach Definition 8.12 suchen wir zu K C G kompakt einen Index m mit P (%) NK =

0 Yv > m und / ,
o] _ 9y

,/>Zm fu K ,/>Zm fu

Wiéhle m so groB, dass N (f,) N K =0 Vv > m und Hélll’(l |f(2)] > 3 Vv > m (mdglich, da

fu — 1 kompakt).
Nach dem Cauchyschen Abschétzungssatz (Lemma 4.15) gibt es ein G D L D K, L
kompakt und M > 0 mit

< 00 (%)
K

|91//|K < M - |9V|L
Damit gilt
|9, | ¢
x ~ min|fy ()]

9
fv

<2M ’gV’L

fiur alle v > m.
Da .19/, < oo n.V. folgt die Behauptung.
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8.2 Das Sinusprodukt
Das Produkt

ist in C normal konvergent, da fiir alle z € C die Summe )y 5—2 normal konvergent ist.

Satz 8.24 (Euler, 1734):
Es gilt fiir alle z € C

sin(nz) = (72) H (1 - ii)

veN
Beweis:
2
Setze f, =1 — % und f(z) := (7z)[[;Z; f,. Dann gilt
LL B —3—3 =2z 2z

fo 1-—2 w2—22 222
d.h. nach Lemma 8.20
flz) 1 3 2z 820 (sin(nz))
—— 5 \oHR <))

f(z) 2 fZg#P-v = cot(nz) = sin(mz)

Mit g(z) := sin(7z) gilt

/ r / /
(f> (Z):L 29f—f<f—g) —0VzeC\Z
g g g\f g
und 5 € M(C). Also gilt nach dem Identitétssatz fiir meromorphe Funktionen 5.16 f = cg, ¢ € C.
Ferner gilt

— 1= lim sin(7z)

z—0 T2 z—0 mZ

Also ¢ =1.
Mit Hilfe obiger Identitit, sowie

sin(z) - cos(z) = %sin(?z)

und Folgerung 8.7(7i) zeigt man auch

T (22)°
cos(mz) = H (1 - (21/_1)2>

v=1
O
Satz 8.25 (Euler):
Fiir alle z € C gilt
1
I'(z) = NG} mit A(z) = zexp(yz) H ((1 + g) exp(—z/u))
wobei 1 1
v = nh_)rgo((l to et ﬁ) —log(n)) = 0,577721 (Eulersche Konstante)

A(z) heifst Weierstrafs-Funktion.
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Definition 8.26:
Ein elementarer Faktor ist eine Funktion
E,(z),p=0,1,2,... mit Ey(z) =1 — z und

Ep(z):(l—z)exp<z+22_1_'_'_‘_'2“2]9)

wobei

log(l—z)z—izfj

—1 J

7j=1
z — E, (£) hat eine einfache Nullstelle in z = a. und ist sonst ungleich 0. Sei G ein Gebiet und
b e C\G, dann hat E, (CZ”—:Z) eine einfache Nullstelle in 2 = a in G und ist analytisch in G.
Lemma 8.27:

Fir |z <1,p >0 gilt
L= Ep(2)] < |2

Beweis:
(1) Es gilt

22 2P
E,(z) = —2" exp z+§—|—...+?

=:tp(2)
Denn es gilt (1 — 2)t,(z) =1 — 2.
E(2) = —exp(tp(2)) + (1 — 2)t,(2) exp(tp(2))
Da |exp(w)| < exp(|w]|), w € C folgt
By (t2)] < = 2P By (1), ¢ > 0,2 € E, da [t,(t2)] < t,(1), ]2 <1

Aus f(z) — f(0) = z- [J f/(tz) dt, f € O(C),z € C folgt

1 1
/ +1 /
|Ep(z)_1\§|z\/o [y (t2)| dt < =P /O EL(t) dt
= —2[P" (B, (1) — E,(0))
~——  ~——

=0 =1

O]

Satz 8.28:

Sei (an) C C mit limy,, |an| = 00 und a, # 0 Vn > 1 und jeder Wert a,,n € N kann nur
endlich oft wiederholt werden.

Sei (pn) zu (ayn) eine Folge von Zahlen in N mit

3 ( - )an <ooVr>0 (8.29)

neN |an|
dann konvergiert

f(z) = H Ep, <Z>

a
neN n
normal in C und f € O(C) hat nur Nullstellen in z = a, mit Vielfachheit.
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Beweis:
Sei (pn) Folge mit 8.29. Dann gilt nach Lemma 8.27

z
1-F — <
‘ b <an)‘ B
fir alle |z| < v, 7 < |ay|.

Fir r > 0 existiert ein N mit |a,| > r ¥n > N. Also konvergiert in K,.(0)

Sn-ml(2) < ()"

n>N n>N ‘an’

z

an

r

|an|

normal. Also folgt nach 8.7 die normale Konvergenz. O

Satz 8.30:

Sei [ eine ganze Funktion, (a,) C C eine Folge, a, # 0 mit f(a,) = 0 mit Multiplizitat
wiederholt nach Ordnung der Nullstelle und lim,_, |a,| = oco. Sei f(0) = 0 mit Ordnung
m >0, m =0 heifst f(0) # 0. Dann gibt es eine ganze Funktion g € O(G) und eine Folge
(pn) C N mit

Beweis:
Nach Satz 8.28 existiert (p,) C N mit

= 1 )

h hat die gleichen Nullstellen wie f mit gleichen Ordnungen. Dann hat Iz E 3 hebbare Singulari-

taten in z = 0,a1, a9, ..., d.h. % ist eine ganze Funktlon und ungleich 0 iiberall. Da C einfach
zusammenhingend ist gibt es ein g € O(C), sodass £ + = exp(g) (7.35). O

Satz 8.31 (Satz von Jacobi):
Es gilt

Z qu2zy -1+ quQ(zzx + 2z 1/ H ( 1 o q 1 +q2y—lz)(1 +q2y—lz—1))
VEZL v=1 v=1
fir alle ¢ € B, z € C\{0}. Insbesondere gilt fir z = 1:
2 Sad v v—
S ¢ =TI (A-¢®)+¢*™)
VEZ v=1

Beweis:

Setze J(2,q) = > ,cz ¢
Zeige:
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1) J(Zv(J) = J(_17q4)a denn

2 vy=0 mod4
4TV =<{—-2 v=2 mod4

0 sonst

Jacobi zeigte 1829, dass die Abelfunktion (Produktdarstellung von oben) A(z,q) = J(z,q)
erfiillt.

2) Man zeige:

A(q*z,q) = (¢2) " A(z,q)
A(z7q) = A(z,q) (z,q) € C\{0} x E\{0}

3) A(i,q) = A(—1q¢*), ¢ € E. Hier benutze

[Ta-e) =TI (@1-g")-(1—q"?)
v=1 v=1
A(z,q) hat die Laurent-Entwicklung
q) = Z a,z” mit a, = a,(q)

vEZ

Aus 2) folgt a_, = a, und a, = ¢**~'a,_; fiir v € Z (Eindeutigkeit der Laurentreihe).

Induktiv zeigt man a, = ¢" ag, a0 := a(q). Also A(z,q) = a(q)J(z,q) mit a(0) = 1, denn
A(z,0) = J(z,0) = 1. Da A(1,q) und J(1, ¢q) holomorph in g € E sind und J(1,0) = 1 ist, so ist
a(q) = ‘}‘((Z:q)) holomorph nahe ¢ = 0.

Aus (1) + (3) folgt dann J(i,q) # 0 und der Koeffizientenvergleich liefert a(q) = a(q*), d.h.
a(q) = a(g*"), und damit liefert die Stetigkeit in ¢ = 0

a(g) = lim a(¢") =a(0)=1VYq cE

n—oo
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Funktionen mit vorgegebenem Hauptteil

Ist A meromorph in D C C offen, so ist die Polstellenmenge P(h) diskret und abgeschlossen in
D. Nach Satz 8.28 ist jede diskrete und abgeschlossene Menge in D Polstellenmenge einer in D
meromorphen Funktion.

Frage: Konnen wir aulerdem noch die Hauptteile an den Polstellen vorgeben? Falls P(h)
endlich, so ist dies der Fall. Bilde die Partialbruchreihe

h = Z q, mit g, Funktionen mit vorgegebenem Hauptteil
14

Definition 8.32:
Jede Laurentreihe 3° b, (2 —d)™* € O(C\{d}) heiit Hauptteil in d € C. Ein Hauptteil heifit
endlich, wenn fast alle b, = 0.

Lemma 8.33:
Sei g € O(C\{d}) ist Hauptteil in d < Jim q(z) = 0.
Beweis:

q € O(C\{d}) hat Laurentreihenentwicklung q = ¢ + ¢— mit ¢4 ganz und g (2) =3, bu(z —
d)~" € O(C\{d}) und ZILI{}O q—(z) = 0. Wegen Liouville gilt ZILIgO g+(2)=0<qL =0.
U

Definition 8.34:
Eine Abbildung ¢, die jedem Punkt d € D einen (endlichen) Hauptteil zuordnet, heiit (endliche)
Hauptteil-Verteilung, wenn ihr Tréger

T:={z€D:y(z)#0}
diskret und abgeschlossen in D ist.

Aufgabe: Konstruiere zu jeder Hauptteil-Verteilung ¢ in D mit Trager T eine Funktion
h € O(D\T) mit Hauptteilverteilung HV (h) = ¢.

Definition 8.35:

Ordne jedem Punkt in 7" zu einer Folge d1,ds, ... an, wobei jeder Punkt von T" genau einmal in
der Folge vorkommt.

Konvention: wenn 0 € 7', dann sei d; = 0. Die Hauptteilverteilung ¢ nun durch (d,, ¢, ),>1 mit
qv := ¢(d,) eindeutig beschrieben.

Eine Reihe h =}, (¢, — ¢») heifit Mittag-Leffler-Reihe zur Hauptteilverteilung (d,, ¢,) in D,
wenn gilt

1) g, ist holomorph in D.
2) Die Reihe h konvergiert normal in D\{d1,ds,...}.

Satz 8.36:
Ist h eine Mittag-Leffler-Reihe zu (dy,qy),, so gilt
he OD\{d,ds,...}) und HV (h) = (du, s

Beweis:
Wegen 2) ist h in D\{dy,ds,...} holomorph. Da alle ¢, — g,, v # n in einer Umgebung U C D
von d,, holomorph sind, so konvergiert Zwén(q,, —gy) in U einschlieBlich des Punktes d,, kompakt
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gegen eine Funktion h € O(U) (Lemma 8. 11).
Da h — ¢y = hy — gn auf U\{d,,} gilt und Ay, g, holomorph in d,, sind, ist ¢, der Hauptteil von
h in d,,. Dies gilt fir alle n > 1. Also ist HV (h) = (dy, g).- O

Satz 8.37 (Satz von Mittag-Leffler):
Zu jeder Hauptteil-Verteilung (d,, q,), in C existieren Mittag-Leffler-Reihen der Form

q + Z — Puk,) wobei p,, das k,-te Taylorpolynom von q, um 0

Beweis:
Da die Folge (p,k)k>1 (k-tes Taylorpolynom von g, um 0) in B4, (0) kompakt gegen ¢,
konvergiert, gibt es zu jedem v > 2 ein k, € N, sodass

. 1
|a(2) = Puge, (2)] < 277 V2| < 5 |dy |
Wegen lim, o |dy| = o0 gilt, liegt jedes Kompaktum K von C in fast allen Scheiben Bg,|/2(0).

Daher folgt
Z |qn _pu,kV|K < Z 277 < 0

v>n v>n

fir geeignetes n = n(k).
Dies zeigt normale Konvergenz der Reihe in C\{d,da,...}.
Da py1, € O(C) ist die obige Reihe eine Mittag-Leffler-Reihe zu (d,, ¢,). O

Korollar 8.38 (Existenzsatz):
Jede Hauptteil-Verteilung in C mit Trager T ist die Hauptteil- Verteilung einer in C\T holo-
morphen Funktion.

Korollar 8.39 (Partialbruchzerlegung meromorpher Funktionen auf C):
Jede in C meromorphe Funktion h ist darstellbar durch eine in C normal konvergente Reihe

> hy
v
mit rationalen Summanden h,, wobei jede Funktion in C héchstens einen Pol hat.

Beweis:

Nach Satz 8.37 existiert zu jeder Hauptteilverteilung HV (h) eine Mittag-Leffler-Reihe hin C,
deren konvergente erzeugende Summanden Polynome sind. Da alle Hauptteilverteilung von
h und damit auch von h endlich sind, sind alle Summanden rationale Funktionen, die genau
einen Pol in C haben. Die Differenz h — h ist ganz, also in C normal konvergente Reihe von
(Taylor-)Polynomen. O

Zusammenhang zur Weierstra3-Faktorisierung:
Sei (der Einfachheit halber) di,ds, ... eine Folge in C mit lim |d,| = oo und d, # d,v # p.

Betrachte die Hauptteil-Verteilung (d,,, —a ) Das k-te Taylorpolynom ist

k=0
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und die zugehorige Mittag-Leffler-Reihe ist

=S = 2w S ()

Jedes f € O(C) mit L = h hat Nullstellen in dy, ds, . . ..

Bs gilt p i R L\ kel
7= h, mit f,(z) = (1 - dl,) [eXp <k:0k+1 (du) >]

Beispiel 8.40:

zZ4+v v

7 cot(mz) ;—FZ

ist Mittag-Leffler-Reihe zur Hauptteil-Verteilung (—v vez, hier ist k =k, = 0.

o)
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