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0 Grundlagen

Das Ziel dieser Vorlesung ist es, Ausziige der geometrischen Analysis darzustellen und
die Bibliotheksfahigkeit zu erhéhen.
0.1 Mannigfaltigkeiten

Definition 0.1.1:
Ein topologischer Raum ist ein Paar (M, Q) bestehend aus einer Menge M # () und
einem Mengensystem (Topologie) O C P(M ), derart dass

(1) A1, A2 € O= A1 NAeO.
(1) Ist I ein Indexbereich und sind A; € O fir alle ¢ € I, so auch J;ey Ai.
(ii) 0, M € O.

Die Elemente von O heiflen offene Mengen. Eine Menge A C M heifit abgeschlossen, falls
A° offen ist.

Beispiel:
1) Die ,natiirliche Topologie* auf R: O besteht aus allen Vereinigungen von Intervallen
(a,b) C R.

2) Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann setze O als das System der offenen Mengen
(im metrischen Sinne). Dann ist (X, O) ein topologischer Raum.

3) O ={0,X} definiert auf X # () eine Topologie (indiskrete Topologie).
4) Ist X # 0, so ist auch O = P(X) eine Topologie (diskrete Topologie).
5) Fir X # 0 ist O := {A C X : A° endlich }U{0} eine Topologie (cofinite Topologie).

Definition 0.1.2:
+ Ein topologischer Raum (M, O) heifit Hausdorff-Raum, falls fiir je zwei Punkte

x,y € M, x # y offene Umgebungen U,V € O existieren, sodass x € U,y € V und
unv =40.

» Ein topologischer Raum (M, Q) erfillt das zweite Abzahlbarkeitsaxiom (2. AA),
falls es eine abzéhlbare Familie (O;);eny C O gibt, sodass jede offene Menge O € O
sich als Vereinigung von Mengen O; darstellen lasst. Das System (O;); heifit eine
Basis der Topologie.

Beispiel 0.1.3:

Ist (X,d) ein metrischer Raum, so ist (X, O) Hausdorff. Die Kugeln B,(z) = {y € X :
d(x,y) < r} mit Radien r € QNI0, c0) bilden eine (nicht notwendigerweise abzahlbare)
Basis. Ist X separabel, dann ist (X, Q) zweitabzihlbar.



Definition 0.1.4:

Sind (X, O), (Y, Q) zwei topologische Rdume und f : X — Y eine Abbildung, so heifit f
stetig, falls f~1(Q) € O fiir alle Q € Q.

Ist f bijektiv und sind f und f~! stetig, so heifit f Homéomorphismus. In diesem Fall
heiflen X und Y homéomorph (d.h. als topologische Rdume ununterscheidbar).

Beispiel:

Sind {O; }ier Topologien auf einer Menge X # (), so auch O = (;c; O;.

Ist (fi)ier eine Familie von Funktionen f; : X — R, so nehmen wir den Durchschnitt iiber
alle Topologien auf X, beziiglich derer alle f; stetig sind. Dies ist die kleinste Topologie
auf X, fir die alle f; stetig sind (Initialtopologie).

Definition 0.1.5:

Sei M ein topologischer Raum. Eine d-dimensionale Karte auf M ist ein Paar (U, ¢),
bestehend aus einer offenen Teilmenge von M und einem Homdéomorphismus ¢ von U
auf eine offene Teilmenge des RY.

Beispiel:
Sei S # () eine abzahlbare Menge mit diskreter Topologie. Dann ist dies eine 0-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit; die Karten sind gegeben durch ({s}, ¢s), ps(s) = 0 = R?
fir s € S.

Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit und seien (U, ¢), (V, 1) d-dimensionale Karten
im obigen Sinne mit U NV # (. Dann sind (U N V') und (U N V) offene Teilmengen
des R? und man kann daher iiber Differenzierbarkeit (im R%-Sinne) der Abbildungen
popt:ipUNV)— (U NV)und umgekehrt ¢ o¢p~! diskutieren. Diese Abbildungen
heiflen Kartenwechsel.

Definition 0.1.6:

Eine Familie A = {(U;, ;) }ics von Karten M bildet einen C*-Atlas, falls M C (J;c; Us,
und alle Kartenwechsel ¢; o 4,0;1 C*-Abbildungen (also sogar C*-Diffeomorphismen) sind.
Zwei C*-Atlanten heiBen kompatibel, falls ihre Vereinigung ein C*-Atlas ist. Die Vereini-
gung aller (zu einem C*-Atlas) kompatiblen C*-Atlanten nennen wir C*-Struktur auf M
(maximaler C*-Atlas).

Definition 0.1.7:
Eine glatte Mannigfaltigkeit (= C*°-Mannigfaltigkeit) ist eine topologische Mannigfaltig-
keit versehen mit einer C°°-Struktur.

Bemerkung:
i) Jeder C*°-Atlas ist in einem maximalen C*°-Atlas enthalten. Daher geniigt es
praktisch also, einen C*°-Atlas zu betrachten (dies ergibt eine dquivalente Definition).

i7) Im Folgenden betrachten wir nur noch den Fall k = oo und sagen Mannigfaltigkeit
statt glatte Mannigfaltigkeit, falls nicht anderweitig angegeben.

Beispiel:
1) R? ist eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, als Atlas geniigt {(R? 1d)}. Ebenso
gilt dies fiir offene Teilmengen U C R



2)

5)

6)

Sei M = ]R2 und U = R2\{(2,0) : 2 < 0}. Fiir p = (z,y) € U sei 0(p) =
arctan £, r(p) = /22 + y2. Dann ist (U, (¢, 7)) eine Karte auf R* (Polarkoordina-
ten).

Die Sphire S¢ == {(z',...,2%1) € R . 41 (2%)2 = 1} ist eine Mannigfal-

tigkeit der Dimension d. Ein moglicher Atlas ist gegeben durch die zwei Kar-
1 d .
ten U = SN{(0,...,0,1)} und ¢y (a!,...,24F!) = (l_idﬂ,...,l_idﬂ) sowie

d
Uy = SN{(0,...,0,—1)} und @o(a!,..., zdF1) = <1+§Z+1 ey 1+§d+1) (stereogra-
phische Projektionen).

Der projektive Raum R P%: Betrachte die Menge aller Geraden in RT! durch den
Ursprung, alias die Menge aller Richtungen. Dann ist R P4 der Quotientenraum von
R4\ {0} bzgl. der Aquivalenzrelation (z!,...,z1) ~ (Az!, ... Azdt1), X # 0.
Falls 2° # 0 ist, dann gilt

[l e = [etat 12t e
Daher sind die Karten gegeben durch U; {[331 SRR L # 0} =
,d+1 mlt lokalen Koordinaten gegeben durch y' = :1;1 Jot gyt =2t b oyt =
H'1/3: vyt =2ttt

Dadurch wird R P¢ zur d-dimensionalen Mannigfaltigkeit. Es ist eine Ubung zu
zeigen, dass die Kartenwechsel glatt sind.

M, N seien Mannigfaltigkeit mit Atlanten {(U;, ;)}ier, {(Vj,4¢)}jes. Dann ist
auch M x N eine Mannigfaltigkeit mit Atlas {(U; x Vj, (@i, %;)) }icr je-

Ein Spezialfall ist ein d-dimensionaler Torus 7% := S* x ... x S,
%’_/

d mal

Bemerkung:

Spéter betrachten wir nur noch Untermannigfaltigkeiten, sodass wir als Beispiele
Matrixgruppen oder Flidchen im R"™ erhalten.

Das Konzept der Mannigfaltigkeit geht auf Riemann und Weyl zuriick.

Die einzigen zusammenhéngenden eindimensionalen Mannigfaltigkeiten sind bis auf
Diffeomorphismen R und S!.

Die zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten kénnen nach Gaufl nach der Orientier-
barkeit klassifiziert werden.

Der Fall der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten wurde von Perelman im kom-
pakten Fall gelost (auf Vorschlag von Thurston).

Die Klassifikation flir h6herdimensionale Mannigfaltigkeiten ist aussichtslos.



Definition 0.1.8:

Eine Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M und N heifit differen-
zierbar oder glatt, falls fur alle Karten (U, ¢) auf M und (V,+) auf N die Abbildungen
Yo fop l:pU)— (V) differenzierbar im R%-Sinne sind.

Ist f bijektiv und sind sowohl f als auch f~! differenzierbar, so heit f Diffeomorphismus
und M und N heiflen diffeomorph.

Bemerkung:

Die Karten einer C°°-Struktur haben immer glatte Kartenwechsel. Daher geniigt es,
die Definition fiir einen Atlas zu checken. Ebenso wie im topologischen Fall sind zwei
diffeomorphe Mannigfaltigkeit ununterscheidbar.

Beispiel:
Einen wichtigen Spezialfall werden differenzierbare Kurven «y : (—¢, +¢) — M darstellen.

Bemerkung (zur Schreibweise):

o Fiir eine gegebene Karte (U, ¢) schreibt man auch o(p) = (z!(p),...,z%(p)),p € U,
wobei z' = ¢' die i-te Komponente von ¢ = (¢',..., 0% : U = p(U) c R?
bezeichnet (bzgl. der kartesischen Koordinaten im R?).

Ist (V,%) eine weitere Karte mit V N U # 0 und ¥(p) = (y*(p),...,y%(p)) mit
Komponenten 3° = 9%, p € V, so ergeben sich die Komponenten der Kartenwechsel
Yo tund poytals y = yi(x!, ...,z respektive z* = 2i(y', ..., y%). Die
Funktionen 2! und 3° werden daher als Funktionen als U bzw. V als auch auf
(U NV) und (U NV) aufgefasst.

Man nennt z!, ..., z?% die lokalen Koordinaten auf U.

o Ist f: M — R eine Funktion, so sagt man, f sei glatt (f € C>(M)), falls fiir jede
Karte U mit lokalen Koordinaten z!,. .., 2% die Funktion f eine C*°-Funktion der
lokalen Koordinaten ist, d.h. falls fo ™! : ¢(U) — R € C™ ist. Fiir eine stetige
Funktion f € C(M) schreiben wir

supp f = {z € M : f(x) # 0}

fiir den Tréger von f.

Wir betrachten nun Uberdeckungs- und cut-off-Techniken zur Lokalisation.

Lemma 0.1.9 (Covering-Lemma):
Zu jeder Mannigfaltigkeit gibt es eine abzdhlbare Familie (U;);en von relativkompakten
Karten U; mit M C U;en Ui, sodass jedes U; in einer Karte enthalten ist.

Bewets:

Jeder Punkt x € M ist in einer Karte V, enthalten. Wéhlen wir eine kleine, offene
Umgebung U, CC V, von z, sodass U, auch Karte um x ist. Ist (B;);en eine abzihlbare
Basis von M, so markieren wir jedes B;, das in einem U, enthalten ist. U, ist offen, also
selbst Vereinigung von markierten B;. Wahlen wir nun fiir jedes B; genau eine Menge Uy,
die B; enthélt, dann ergibt das eine Familie von offenen Mengen U,, die M iiberdecken
und U, C V. O



Folgerung:
Jede Mannigfaltigkeit ist ein lokalkompakter, topologischer Raum.

Eine offene Uberdeckung {V;}jes von M ist eine Verfeinerung einer offenen Uberdeckung
{Ui}ier, falls jedes Vj in einem U; enthalten ist. Eine Uberdeckung heifit lokal endlich,
falls jeder Punkt x € M nur in endlich vielen U; enthalten ist.

Satz 0.1.10:

Sei K eine kompakte Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M und {U;}¥_, eine offene Uber-
deckung von K. Dann ezistieren glatte Funktionen @; : M — R mit kompaktem Trdger,
sodass gilt:

i) supp; C Uj firj=1,...,k,
i1) ¢j >0 fiir alle j und Zle vi(z) <1 firxe M,

iii) Yk pi(x) =1 firz e K.

Beweis:

Fiir M = R? ist dies bekannt aus Analysis bzw. PDE (vgl. auch [ ], Theorem 2.2).
Sind alle U; Kartengebiete, so libertragt sich der Beweis sofort. Ansonsten benutze eine
dhnliche Technik wie im letzten Beweis. O



0.2 Tangentialrdaume

Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Definition 0.2.1:
Eine Abbildung & : C*°(M) — R heiit R-Derivation in 2o € M, falls gilt:

i) & ist linear,

it) §(fg9) = £(f)g(wo) +&(9) f (wo) fiir alle f,g € C*(M).

Die Menge aller R-Derivationen ¢ in z¢g € M bezeichnen wir mit 7, M. Wir definieren
E+neT,, € Mfir &n € Ty,M als Summe von zwei Funktionalen auf C°°(M) und
ebenso skalare Vielfache fiir A € R.

Definition 0.2.2:
Der lineare Raum T,,M heiit Tangentialraum an M in zy. Seine Elemente heiflen
Tangentialvektoren.

Bemerkung:
Diese Definition ist sehr algebraisch.

Satz 0.2.3:
Fiir eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist der Tangentialraum in jedem Punkt xo € M
ein d-dimensionaler Vektorraum.

Beweis:

Fiir den Satz beweisen wir insgesamt vier Behauptungen.

Behauptung 1: Sei U C M eine offene Menge und Uy CC U eine relativkompakte,
offene Teilmenge. Dann existiert zu jeder Funktion f € C*°(U) eine Funktion g € C*°(M),
sodass f = g in Uy.

Bewets:
Nutze die Zerlegung der Eins fiir Uy kompakt und k& = 1, so liefert dies eine Funktion
Y € C®(M) mit 0 <1 < 1,suppy C U,¢p =1 auf Uy. Setze daher g :==1) - f. O

Behauptung 2: Sei f € C*°(M) und f = 0 in einer offenen Umgebung eines Punktes xg €
U C M. Dann ist £(f) = 0 fiir alle Tangentialvektoren & € T, M. Falls g1, g2 € C*(M)
gegeben sind mit g; = g2 in einer offenen Umgebung von zo, so gilt also £(g1) = £(g2)
fiir alle Tangentialvektoren.

Beweis:
Sei Uy eine offene Umgebung von zg mit Uy CC U und 1 ein cut-off fiir Uy und U wie
oben. Dann gilt fi =0, also f = f(1 — ). Wegen der Produktregel folgt damit

§(f) =&(f(1 =v)) = &N = ¥) (o) + (1 =) f(w0) =0,

denn (1 —¢)(zo) = f(x0) = 0. O



Behauptung 3: Fiir eine glatte Funktion f : Br(0) — R gibt es glatte Funktionen
hi,...,hq: Br(0) = R, sodass f(z) = f(0) + 2'h;(x) fiir x € Bg(0) gilt. Hier ergibt sich

hi(0) = ngz (0).

Bewets:
Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung angewendet auf die Funktion
t — f(tx) fir x € Bg(0) auf [0, 1] ergibt

/ — f(tz)d +/ (x,Vf(tx))d +/ E)‘W f(tx)d

Also gilt die Behauptung mit h;(x) = 1 af s (tx)dt. Offensichtlich sind diese Funktionen

oxt

glatt. O

Behauptung 4: Unter den Voraussetzungen der obigen Behauptung existieren glatte
Funktionen h;; : BR(0) = R, i,j =1,...,d, sodass fiir alle € Br(0) gilt

£(@) = 1(0) + 2 2L (0) + wadhis (o). (¥

Beweis:
Wende das obige Lemma auf die Funktionen h; an. Dann erhélt man hj;(x) = h;(0) +
xihij(x). Das Einsetzen ergibt die Behauptung, denn

of

e (0) + 2’2 hij(z).

f(@) = f(0) + 2’hi(x) = £(0) +

O]

Seien !, ..., 2% lokale Koordinaten einer Karte um . Die partiellen Ableitungen 8(;.,

ausgewertet in xo (eigentlich also in ¢(z¢)) sind R-Derivationen in zg, und sie sind linear
unabhéngig. Wir zeigen, dass jeder Tangentialvektor £ eine Darstellung der Form

; 0
besitzt, wobei £ = £(z*). Daraus folgt, dass {8%1, e %} eine Basis in Ty, M ist. Zur
Verdeutlichung: ist f € C*°(M), dann ist a(zz (f) = 321- (fop ) (p(x0)) € Tpy M.

Ohne Einschriankung kann man annehmen, dass diese lokalen Koordinaten xy auf 0
abbilden, d.h. 0 = ¢(z¢) = (xl(azo),...,xd(:vo)). Also gilt fir jedes f € C®(M) die
folgende Darstellung in einer kleinen Umgebung V' C U von zp (nach (%) und der
richtigen Interpretation wie erwéahnt)

F(@) = Fzo) + 2L (2o) + b (),

ox’
wobei die h;; glatt sind auf V. Die Linearitat liefert dann
iy Of i, j
E(£) = 60) (o) + () 5 (w0) + E(w'aThiy). (4



Aus der Produktregel erhalten wir (1) = £(1-1) = £(1) +&(1) = (1) = 0. Setzen wir

ul = ad hij, so ergibt sich wegen der Linearitit und Produktregel
Ea'u’) =€) wilwo)  +E(u)z'(w0) = 0.
S~
=27 (20)hi; (z0)=0
Also reduziert sich (xx) auf £(f) = 8%. O
Die £ heien Komponenten des Vektors ¢ € T, M im Koordinatensystem z', ..., z%.

Man schreibt manchmal auch &(f) = g—]g. Dann hat man g—g = fi%. Man kann also iiber

¢ als Richtung denken und iiber g—{; als Richtungsableitung.

Behauptungen 1 und 2 zeigen, dass man einen Tangentialvektor £ € T, M auch als eine
Derivation auf einem Quotienten aus C*°(M) auffassen kann: Wir nennen f und g aus
C° (M) dquivalent, falls es eine offene Umgebung um z( gibt, auf der sie {ibereinstimmen.
Der Raum der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit &,,(M). Seine Elemente heifien
Keime differenzierbarer Funktionen in xg. &, (M) ist eine Algebra. Daher ldsst sich
dquivalent definieren:

Definition 0.2.4:
Ein Tangentialvektor an M in zg ist eine R-Derivation auf &;,(M), d.h. eine Abbildung
€: &y (M) — R, die linear ist und die Produktregel wie oben erfiillt.

Definition 0.2.5:

Ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine Familie V = {V(z)}enm von
Tangentialvektoren mit V (z) € T, M fiir z € M. In lokalen Koordinaten z', ..., 2% hat
man V(z) = Vi(x)a%i. Ein Vektorfeld V' heifit glatt, falls alle Funktionen/Koeffizienten
V' in jeder beliebigen Karte glatte Funktionen sind.

Sei nun © € M festgehalten und f : U — R eine Funktion, welche glatt auf einer
Umgebung von z ist. Das lineare Funktional df (x) auf T,,M gegeben durch

VE € T, M : (df (x),€) = &(f)

nennt man das Differential von f in xy. Hierbei bezeichnet (-, -) die duale Paarung eines
Elements des Dualraums T;M = (T, M)* von T, M und eines Vektors aus T, M. Also
ist df (z) ein eindeutig bestimmtes Element von Ty M. Offensichtlich hat auch 7y M die
Dimension d. Man nennt 77y M den Kontangentialraum von M in z und seine Elemente
Kovektoren.

Zu einer Basis {e1,...,eq} in T, M gibt es eine duale Basis {e!,...,e?} definiert durch
die Forderung <ei,ej> = 0j;. Die duale Basis zu {8%17'”782(1} ist gegeben durch
{dz',...,dz?}, wobei dz’ das Differential der Koordinatenfunktionen z* : U — R ist,
denn

i O\ _ 0 o
<dl‘,8%>—ax3(l’)—6zj,

was aus (dz!, &) = £(z') = & folgt.
Ein allgemeiner Kovektor w € T;* M hat eine Basisdarstellung w = w;da®.

10



Eine Differentialform der Ordnung 1 (bzw. Kovektorfeld) auf M ist eine Familie {w(z)}zenr
von Kontangentialvektoren mit w(z) € T,y M. Das Kovektorfeld w heifit glatt, falls fiir alle
Karten mit lokalen Koordinaten z!, ..., 2¢ die Koeffizienten w’ = w’(z) in der Darstellung
w(r) = w;(x)dz® glatt sind.

Sei nun wieder z € M fest. Den Kovektor df (z) (Differential von f : U — R) kann man
in der Basis darstellen durch df = %dmi, d.h. die partiellen Ableitungen g g{l von f sind

die Komponenten des Differentials df (z) in der Basis dz*:
_of _of s _ ‘9f<za> <6f ‘9>
< af, 8;133> - Oxd Oxt 0ij = oxt d OxJ led " Oxd
Beispiel:

Sei U ¢ R? offen mit der Karte Id. Dann bildet dies eine glatte Mannigfaltigkeit. Die
Elemente von C*(U) sind klar. Sei z € U, dann ist 5; 9_ (im R%Sinne) ein Element von

T,U, wobei die Linearitat klar ist und die Produktregel sich aus der Produktregel im R?
ergibt. Nach obigem Satz ist {%, e %} eine Basis in T,.U.

Die Differenzierbarkeit im R?-Sinne ist dquivalent zur Differenzierbarkeit im Sinne von
Mannigfaltigkeiten. Fir (U, idy) und (R, idg) ist dies klar. Sagen wir (U, ¢) und (R, )
seien Karten aus den gleichen Strukturen. Dann muss gelten, dass idy o o™, ¢ o udy;
sowie analog mit idg und 1 glatt sind.

Die Kartenelemente 2’ : U — R, 2z’ = 2'(x) = 2%(z',...,2?%) haben das Differential im
Sinne der Mannigfaltigkeit bzw. im R%Sinne: dz’ = %dxj. Ein Vektorfeld ist eine
Abbildung v(z) = vi(x) 821
8‘2“ so folgt die Koordinatendarstellung wie frither und v ist glatt, falls alle v* : U — R
glatt sind.

und die Standardbasis €' mit

Es gibt noch weitere, dquivalente, aber andersartige Definitionen des Tangentialraums.

Definition 0.2.6 (geometrische Definition des Tangentialraums):
Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit und € M. Es sei K, (M) die Menge der
differenzierbaren Kurven in M, welche bei t = 0 durch = gehen, d.h.

Ky(M) :={y:(—e,+e) > M glatt,e > 0,v(0) = x}.

Zwei Kurven (3, € K,(M) heiflen dquivalent, falls fiir eine (und damit jede) Karte
(U, ) um z gilt (p o B)(0) = (g o) (0) € R wobei a die Zeitableitung bezeichnet.
Die Aquivalenzklassen [y] € K,(M)/ ~ heilen Tangentialvektoren an M in z und
T9OM = K, (M)/ ~.

Bemerkung:
Ein Tangentialvektor in dieser Definition ist also eine Aquivalenzklasse differenzierbarer
Kurven. Die Idee ist, dass es der Geschwindigkeitsvektor einer Bahnkurve ist.

Definition 0.2.7 (physikalische Definition des Tangentialraums):
Es sei D, (M) die Menge aller Karten (U, ¢) um x. Ein Tangentialvektor ist eine Abbildung
v: Dy(M) — R, sodass fiir alle (U, ) und (V, 1) gilt

v(V,)) = D (w007 (p(@)u((U, 9)).

11



Fiir zwei Karten um z gehen die zugeordneten Vektoren des Kartenwechsels auseinander

hervor. Der Vektorraum solcher Abbildungen heifit Tangentialraum an M in z, geschrieben

TrMWs M.

Das Differential des Kartenwechsels D(¢ 01~ 1)(¢(z)) ergibt sich durch die Jacobi-Matrix
Y

(glfi |¢(m)>ij_1 ; in ¢(z). Man erhélt wl = gTiUi (w=v((V,¥))).

J=1,...

Lemma 0.2.8:

Es gibt drei untereinander vertragliche Bijektionen ®1 : TI*°M — TpM, &9 : Ty M —
TPMS M sowie ®3 : TPPWSM — T9°M , sodass die Hintereinanderausfihrung von Zweien
die Dritte ergibt und somit sind TI°M, TP M und T, M allesamt dquivalent.

Beweis:

1): Sei [y] € T9°°M. Dann ist durch £ : C*°(M) — R mit £(f) = (f o ¥)(0) eine R-
Derivation in x gegeben. £ ist wohldefiniert: Sei (U, ) eine beliebige Karte um 2 und
ohne Einschrankung f : U — R glatt und « € [y] mit Definitionsbereich (—¢, +¢) fiir «
und 7. Dann folgt nach Definition der Aquivalenzrelation (¢ o )’ (0) = (@ o ~)'(0) und
daher folgt nach der Kettenregel

(foa)(0)= (fop topoa)(0) = (fop towoy)(0) =(fov)(0).

=D(fop™ 1) (¢p(2))(poa) (0)  =D(for~1)(p(x))(¢o7) (0)

Offensichtlich ist diese Zuordnung linear. Die Produktregel folgt aus der Produktregel fir
Ré-wertige Funktionen. Also ist & :== ®1([y]) € T M.
2): Ist £ : C°°(M) — R eine R-Derivation in z, so ist v : Dy(M) — R gegeben durch

— 7
o(U9) = () _,
wobei p = (2!, ..., 2%) die Kartenabbildung, d.h. 2* die lokalen Koordinaten sind (wobei
x' € £,(M) zu interpretieren ist, oder mittels einer cutoff Funktion auf z* € C*° (M) fortge-
setzt wird). Dies definiert einen Tangentialvektor im physikalischen Sinne, d.h. ein Element
von TPMWs: Seien (V, 1), (U, p) Elemente von D, M mit Karten ¢ = (z!,... 29,4 =
(y',...,y?) und Kartenwechsel 3y = v o o~ auf (U NV), so hat man

€)= S (o)) (+)

Um dies zu zeigen, nutzen wir die Produktregel und die Behauptung 3 aus dem Beweis des
vorherigen Satzes. Ohne Einschrankung sei dabei ¢(x) = ¢(x) = 0 und ¢(U) eine kleine
offene Kugel um 0 sowie U C V. Dann gilt es nach Behauptung 3 Komponentenfunktionen
yt, ..., y¢ des Kartenwechsels 1) o o~ mit der Gestalt y* = wija:j, gesehen als Funktion
von ¢(U) mit glatten w;;. Es gilt

1 8yi
0 8mj

wij = wi(a', ... 2% = (tz!,.. . tz?)dt. (A)
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Gesehen als Funktionen y* auf V. C M ergibt das y* = (w;;op;)z7. Wegen der Produktregel
und der Linearitit von ¢ sowie ¢(z) = 0 (d.h. auch 2/(x) = 0 fiir alle j) gilt nun

Ey') = (wij 0 ) (2)é(27) + 0 = wi;(0) )
und mit (A) gilt nun

1 ayi
wij(O) = 0 81’j (0, N ,O)dt =

oy’

wie in (x*) gewiinscht.
3): Ist v : D(M) — R? ein Element von TP*M und (U, ¢) eine Karte um x, so kann
man 7 : (—¢,+¢) — U fiir hinreichend kleines ¢ > 0 definieren durch

(1) = ¢~ (@) + to((U, 9)))-

Dann ist [y] ein geometrischer Tangentialvektor und es ist unabhéngig von der Kartenwahl:
Ist (V,4) eine weitere Karte um x und « analog definiert mit (V) anstelle von (U, ¢)),
so ist

(¥09)(0) = (o™ opon)(0) = Dt op™)(w(@)u((U,¢)) = (o) (0)

genau dann, wenn die Bedingung an die Kartenwechsel aus der Definition des physikali-
schen Tangentialvektors erfiillt ist.

4): Wir zeigen exemplarisch, dass ®3 0 ®9 0 1 = idpgeoy,: Sei [y] € TI°(M). Dann
ist ®1([y]) die Derivation f +— (f o~)'(0), P20 @1([77) der physikalische Tangential-
vektor v mit v((U,¢)) = (¢ 07)(0) und ®3 o 9 o ®;([y]) ist die Klasse zur Kurve
B(t) = o He(x) + t(p o) (0)). Man hat also o B(t) = p(x) +t(¢ o) (0) und damit

(90 8)(0) = (¢ 27)(0),
also [y] = [B]. Der Rest lauft analog. O

Bemerkung:

Ein Tangentialvektor kann also auch dargestellt werden als die Geschwindigkeit einer
Bahnkurve in einem Punkt (geometrisch) oder eine einen Koordinatenvektor, der sich
mit Kartenwechseln gut vertrégt (physikalisch).

Beispiel:

Sei M = R?. Wir wissen bereits, dass T R? isomorph zum R ist (aufgrund der Dimensio-
nen). Ein konkreter Isomorphismus ist (dhnlich wie im vorigen Beweis) folgendermafien
gegeben: Fiir jedes v € R? definiere D, |,: C°(R?) = R, D, | (f) = (f 07) (0), wobei
v(t) =z + to.

Wir haben schon gezeigt, dass D, |, eine R-Derivation ist (vgl. Schritt 1 vom Beweis).
Durch v +— D, |, ist ein Isomorphismus von R? nach T: R? gegeben. Dabei ist die
Linearitét offensichtlich.
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Injektivitat: Ist v € R? und Dy |,=0in T, R? und v = vle; die Darstellung in der
Standardbasis, so folgt mit f(z) = 27(x) = z; gerade

0=D, |2 () = o 5 (@) (&) = o,

d.h. v =0.
Surjektivitat: Hat man w = w* 8(;- € T, R%, so betrachten wir v := w'e; € R Dann folgt
mit y(t) = x + tv

Dy [z (f) = (f 07)"(0),

also insbesondere D, |, (z7) = w? = w(27). Wegen der Produktregel und der Linearitit
gilt also D, |» (f) = w(f) fur jedes Polynom f. Die Polynomapproximation lokal
um z liefert die Behauptung per Widerspruch (falls D, | (f) — w(f) > €, wahle eine
Taylorapproximation um x mit Fehler < ¢).
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0.2.1 Differential

Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, N eine d’-dimensionale Mannigfaltigkeit und
f M — N eine glatte Abbildung. Sei x € M und £ € T, M. Wir setzen dann

dfz(§)(9) == &(go f),g € CT(N).
Fiir g € C*°(N) ist offensichtlich go f € C*°(M) und die rechte Seite ist wohldefiniert. Die
Abbildung df,(§) : C*°(N) — R ist offensichtlich linear. Aulerdem ist eine R-Derivation
auf C*°(N) in f(z), denn fiir g, h € C*(M) gilt
dfe(§)(gh) = &(gho f) =&((go f)(ho f)) =&(ge flhe f(x)+&(ho fgo f(x)
= g(f(x))df=(§)(h) + h(f(x))dfz(£)(9)-
Also ist df(§) € TN
Lemma 0.2.9:
i) Fiir jedes x € M ist dfy : TyM — Ty, N eine lineare Abbildung.
1) Fir M = N und f =idy gilt d(id), = idp, -
iii) Ist f: M — N diffeomorph, dann ist dfy : ToM — Ty, N ein Isomorphismus und
es gilt (dfs) ™" = d(f} %)

Beweis:

i) und #4) sind klar, (ii7) ist eine Ubung. O

Beispiel 0.2.10:
Fir M = RY und N = RY mit globalen Karten Id und Koordinaten z!,...,z¢ und
y', ..., y? erhilt man

s (5 ) ) = (a0 o) = S5 (@) 5L (o) = (gf <f>£j) o)

also df; ( 8‘;) = gﬁ Z (:c)a%j, d.h. die Basiswechselmatrix von df, in den Koordinatenbasen

{%, e %} und {a%l, e ﬁ} von T, R? bzw. Tt (a) RY respektive ist gerade die
Jacobi-Matrix von f. Identifiziert man RY mit 7, R? und RY mit Ty(z) Rd/, so ist df;

gerade das Differential von f im R%Sinne.

Untermannigfaltigkeiten

Ist (M, ©) ein topologischer Raum, so kann man auf einer beliebigen Teilmenge S C M
eine Topologie Og definieren durch

Og={SNU:U € O}.

Es ist eine leichte Ubung zu zeigen, dass dies eine Topologie ist. Man nennt diese Teilraum-,
relative oder induzierte Topologie auf S bzgl. M. Ist M Hausdorff mit 2. AA, so auch S
bzgl. der Relativtopologie.

Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit.
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Definition 0.2.11:

S C M heiit eine Untermannigfaltigkeit von M der Dimension d’ < d, falls fiir jedes
xo € S eine Karte (U, ¢) auf M existiert mit z¢ € U, sodass der Schnitt S N U gegeben
ist durch

SNU={zeU:z¥(z)=...=2%) =0},

wobei ¢ = (x!,..., 2%) die Kartenabbildung ist.

Das Bild o(U N S) liegt im d’-dimensionalen Unterraum {z¢*' = ... = 2¢ = 0}.
Betrachten wir ¢ |sno als Abbildung von U N S in R, so wird (U N S, ¢ |gnv) zu einer
d’-dimensionalen Karte auf S um g mit Koordinaten z', ... ,a:d/. Mit dem Atlas aller
dazu kompatiblen Karten wird S zu einer glatten Mannigfaltigkeit.

Bemerkung:

e S wird als topologischer Raum betrachtet mit induzierter Topologie. Die obige
Kartenbedingung macht aus S zunéchst eine eine topologische Mannigfaltigkeit der
Dimension d’ und stellt auch eine C*°-Struktur auf S zur Verfiigung. (Ubung: Zeige,
dass die Kartenwechsel glatt sind).

o Folgendes Lemma produziert viele Untermannigfaltigkeiten.

Lemma 0.2.12:

Sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension d und f : M — R eine glatte Funktion.
Falls df, # 0 fiir alle x € N mit N .= {x € M : f(x) = 0} = f~1(0), dann ist N eine
Untermannigfaltigkeit von M der Dimension d — 1.

Bemerkung 0.2.13:

Es gilt eine allgemeinere Version des Lemmas, der sogenannte Satz vom reguldren Wert: Ist
M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit, M’ eine d’-dimensionale Mf mit d’ < d und ist f :
M — M’ eine glatte Abbildung, sodass fiir einen Wert y € M’ das Differential df;, fiir alle
x € f~1(y) den Rang d’ hat, so ist f~!(y) eine Vereinigung von Untermannigfaltigkeiten
von M der Dimension d — d’.

Beispiel 0.2.14:
(1) In R? betrachten wir die Sphére S?~!. Offensichtlich ist S~ = f~1(0) fiir f(z) =
|z||* = 1 und df, = 2(z,...,2%) verschwindet nirgends auf S% 1. Also ist 4!
eine Untermannigfaltigkeit vom R? mit Dimension d — 1.

(2) Sei allgemeiner Q = {2 € R?: 27 Az = 1} eine nichtleere Quadrik im RY, wobei A
eine symmetrische drd-Matrix ist. Dann ist @) eine (d — 1)-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, denn Q = f~'(0) mit f(z) = 27 Az — 1 und es gilt df, = 207 A # 0
fiir alle x € Q. Denn wére 27 A = 0 fiir ein z, so auch 7 Az = 0 im Widerspruch
zur Voraussetzung.

(3) Die orthogonale Gruppe O(d) = {X € R¥®? . XTX = E}, wobei E die Ein-
heitsmatrix ist, ist eine Untermannigfaltigkeit von R%*? (mit globaler Karte id)
der Dimension 3d(d — 1). Denn O(d) ist das Urbild der Einheitsmatrix E unter
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der Abbildung f : R%4 — R4 wobei R%¥? der Vektorraum der symmetrischen
dxd-Matrizen ist, gegeben durch f(X) = X7 X. Die Abbildung ist stetig partiell
differenzierbar und das Differential df4 : R%% — R%9 an der Stelle A € R%9 jst
gegeben durch

dfaH = ATH + HT A.

Fir jede orthogonale Matrix A € O(D) ist dfs surjektiv, denn die Gleichung
S = df 4 H fiir S € R%? hat eine Losung, namlich H = %AS . Also ist nach der obigen

Bemerkung O(d) eine Untermannigfaltigkeit der Dimension dim R%**¢ — dim R%4 =
d? —Ld(d+1) = 3d(d—1).

Beweis vom Lemma 0.2.12:
Fiir jedes xg € N existiert eine Karte U um xg, sodass df # 0 in U, d.h. der Vektor

(%, ey %) ist nicht null. Wegen dem Satz iiber implizite Funktionen existiert V C U
offen mit z9 € V und ein Index i € {1,...,n}, sodass die f(z) = 0 nach z; aufgelost
werden kann, d.h. f(x) = 0 ist in V dquivalent zu 2* = f(z!, ..., 2"~ 1, 2" . 2?) mit
einer geeigneten Funktion f. Sei ohne Einschrankung i = d, d.h. 2% = f(z!,..., 2% 1).

Wir wechseln nun die Koordinaten: y* = 2!, ...,y 1 = 2971 y? = z¢ — f(2f, ... 2¢71).
Dann ist die Gleichung fiir N in V gerade y? =0, dh. NNV = {y € V : 4% = 0}, also
ist N eine d — 1-dimensionale Mannigfaltigkeit. O

Beispiel 0.2.15:

(4) Der Graph einer C'-Abbildung g : Q — RY, Q c R? zusammenhéngend und offen,
ist gegeben durch I'y == {(w, g(w)) : w € Q} C R Dies ist eine Untermannig-
faltigkeit von € x R? der Dimension d: Betrachten die Funktion F : Q x RY —
RY, F((w,v)) = v — g(w).  ist eine Mannigfaltigkeit und R? ist eine Mannigfal-
tigkeit, und damit auch Q x RY. Man hat I'y ={(w,v) € 2 x R? : F((w,v)) =0}
und % =1,7=1,...,d, also dF hat Rang d’ auf I'j und nach der Bemerkung
0.2.1 ist I'; d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von €2 x RY .

Falls N eine Untermannigfaltigkeit von M und z € N C M, dann kann man nach der
Struktur von T, N im Vergleich zu T, M fragen.

Lemma 0.2.16:
In der Situation von Lemma 0.2.12 und Bemerkung 0.2.13 hat man fiir alle x € M die
Relation T,N = kerdf, C T, M.

Beweis:

Sei £ € T, N, (U, p) eine Karte auf N mit x € U. Sei 7 eine glatte Kurve in ¢(U) mit
7(0) = ¢(x) und ¥(0) = dep(&) (z.B. kann man v(t) = p(z) + tdp(¢) nehmen). Dann ist
B = ¢ 1(7) eine Kurve in N mit 8(0) = z. Wegen N = f~1(0) gilt f o B(t) = 0 fiir alle
t, also auch df, o f(0) = 0 und somit £ = 5(0) € ker df,. Also gilt T, N C ker df,. Wir
wissen nun aber, dass dim T, N = dim N = d — d’ und dimkerdf, = d — d’ und somit
T,N = ker df,. 0

Beispiel 0.2.17:
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1) Zu S ! mit f: R - R, f(z) = |&|* — 1 wie zuvor ergibt sich 7,541 = ker df, =
{v eR: (2,v)pa = 0}.

2) Sei Q = {z € RY: 2T Az = 1} wie zuvor, f(z) = 27 Az — 1 mit df, = 227 A # 0 fiir
z € Q. Nun gilt T,Q = kerdf, = {v € R?: 27 Av = 0}.

3) O(d) = {X € R®? . XTX = FE} ist eine Untermannigfaltigkeit der Dimen-
sion 2d(d — 1) von R%*? und fiir f(z) = XTX — E gilt O(d) = f~(0) mit
df(A)H = ATH + HTA. Der Tangentialraum TrO(d) an O(d) in E ist der
Raum der schiefsymmetrischen Matrizen, denn man hat df (E)H = H + H"4,
also TpO(d) = {H ¢ R™? . H + HT = 0}.

Man kann die Logik der obigen Lemmata und Bemerkungen in gewissem Sinne umkehren:
Ist S eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R, n < d, und (U, ¢) eine Karte
des R? mit lokalen Koordinaten ¢ = (z!,...,2%) mit U NS # @, welche U auf eine
offene Teilmenge V' = (U) des R? abbildet, dann muss ¢ ein Diffeomorphismus auf
U sein. Die Einschrankung ¢ |yng bildet U N S auf W := V N (R™ x{0}) ab, wobei
0 € RY™. Betrachten wir nun die differenzierbare Abbildung @ : U — RY™ gegeben
durch ¢ = ("t 22 ... 291 29), dann ergibt sich

SNU ={zeU: @) =0}

AuBerdem hat D@, : R? — R4 den Rang d — n fiir alle z € SN U. Also ist SN U eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von U (nach Lemma 0.2.4 (?) bzw. Bemerkung
0.24). Firallex € SNU gilt 7,8 = T,(SNU) = dp, = R™.

Fazit: Das Prinzip des Lemmas (Satz vom regularen Wert) ergibt sich zumindest immer
lokal.

Diese Sichtweise erlaubt einen Link zur klassischen Theorie: F C R? ist ein parametri-
siertes Flachenstiick der Dimension n, falls es W C R"” offen und zusammenhéngend gibt,
eine injektive Abbildung f : W — R? mit f(W) = F und df hat maximalen Rang auf
ganz W, sodass f~! |p: F — W stetig.

Offensichtlich kann eine Untermannigfaltigkeit des R? also als eine Vereinigung para-
metrisierter Flachenstiicke dargestellt werden. Setzen wir f = (¢ | SmU)_l : W — RY
und betrachten F' = f(W) = UN S mit W = {(w',...,w") : (w',...,w?) € W}, so
ist f injektiv, df hat vollen Rang und f~! ist stetig. Also ist F ein n-dimensionales
Flichenstiick. Wegen df (f~1(x))(R") = R" identifiziert man T, F = T,(S N U) mit
df (f~1(2))(R™) und erhélt damit T, F = lin{-2L ... 2L} we W.

owl» » Qwn
Beispiel 0.2.18:
(1) Die Kreislinie S': Betrachte Gebiete (offene, zusammenhingende Mengen) (0, 27)

und (—7,7) mit f(p) = (Zif((g) Das ergibt zwei Flachenstiicke bzw. mit lokaler

Umkehrung f~! von f zwei Karten, die einen Atlas bilden.

(2) Rotationstorus im R3: Betrachten wir die Gebiete (0, 27) x (0, 27), (0, 27) x (=, 7),
(—m,m) x (0,27), (=7, m) X (—m, ) mit Parametrisierung
(R+7 cos(0)) cos(p)
f((gp, 0)) = | (R4rcos(0))sin(p) |,

rsin(¢)
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so ergibt dies vier Flachenstiicke bzw. einen Atlas mit vier Karten.
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0.3 Riemannsche Metriken

M sei eine glatte d-dimensionale Mannigfaltigkeit und g = {g,}.en sei eine Familie
von Skalarprodukten g, auf den Tangentialrdumen T, M,x € M. Genauer: Auf jedem
Tangentialraum T, M werde durch g, ein Skalarprodukt (f,n)Q =g.(&,1n),&n € TpuM
definiert und somit wird dann T,M zu einem Euklidischen Raum. Die Lénge eines

Tangentialvektors £ € T,,M ist gegeben durch ||£|| g = V (£, €). In lokalen Koordinaten

z!, ..., z% ergibt sich

(& m)g = gij(x)E',

wobei & = ¢ a‘; = nj% aus T, M sind. (g4j(x))i j=1,..4 ist eine symmetrische, positiv

definite Matrix fiir jedes fixierte x € M. Die Funktionen g;; nennen wir die Komponenten
von ¢ in den lokalen Koordinaten z', ..., 2% und man hat gij = <%, %> .
g

Sind fiir alle Karten (U, ) mit lokalen Koordinaten z*,. . ., z¢ die jeweiligen Komponenten

gij = gij(x) glatte Funktionen in z, so sagen wir, dass g glatt von = abhangt.

Definition 0.3.1:

Ist g eine Familie von Skalarprodukten g, auf T, M,x € M, die glatt von x abhéngt, so
heift g eine Riemannsche Metrik (RM) und (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit
(RMI).

Bemerkung:

e g hingt glatt von x ab, falls fiir alle glatten Vektorfelder £ und n auf M die Funktion
g(&,m) : M — R in einer beliebigen Karten (U, ) mit lokalen Koordinaten z', ... ¢
die Funktion @ — g;;(2)& (z)n? (z) glatt ist, wobei &(z) = {(:U)%, n(z) =n’ (x)aij
und g;;(z) die Darstellungen von &,1 und g in 2!, ... 2% auf U sind.

o Eine RM g ist ein glattes (0, 2)-Tensorfeld. Ein glattes Kovektorfeld w ist ein glatter
(0,1)-Tensor. Ein glattes Vektorfeld ist ein glattes (1,0)-Vektorfeld.

« Man schreibt auch gern g = g;jdx’dz’ wobei dz'dx’ eine Kurznotation fiir das
Tensorprodukt dx’ ® dz’ der Kovektoren da? und da’ ist, definiert als bilineares
Funktional auf T,,M durch

datdz? (€,n) = da' @ da’ (€,n) = <dxi,§> <dacj,77> EneT, M,

wobei (-, -) die duale Paarung ist. Also ist (dz?, &) = £() = £ die i-te Komponente
von ¢ in z!, ..., 2% und somit sieht man auch hier

9(&m) = gi&'.

Beispiel 0.3.2:
Betrachten wir den R? mit kartesischen Koordinaten 2!, ..., z¢ (global), d.h. fiir alle
z=(21,...,2q) € R? gilt 2%(2) = 2; mit

e = (dz))2 + ...+ (dz®)2.

20



Dann gilt fiir € = (¢1,...,6%) und n = (',...,n%) aus R?
gra(&,m) = 835€ (' n(a?) = 5567,

d.h. gga ist das Standard-Skalarprodukt. Wir haben hier £ = (¢1,... L€ und € = € aii
identifiziert.

Satz 0.3.3:
Zu jeder Mannigfaltigkeit M kann man eine RM g finden, sodass (M,g) eine RMf ist.

Beweis fiir M kompakt:
Sei {(Ui, i) }ie1,...k ein Atlas und {¢;};—1_j eine Zerlegung der Eins zur Uberdeckung
{Uiti=1,.. k- Sei x € M, §,m € T, M und U; eine Karte um z mit lokalen Koordinaten

(CL‘%J-), e ,x‘(ij)). Seien (f(lj), e ,fé)) 181nd (n(lj),'. . .éngj)) die Komponenten von £ und 7
in diesen Koordinaten, d.h. £ = 5(]’)87('].)’ n= ”(j)a?;'j)' Setze
ge(&m) = D (@)t
Jj=1,...,k : :EGUJ'
Dies ist eine Riemannsche Metrik auf M: Fiir die Glattheit von g wéahle glatte Vektorfelder
& und n und setze diese ein. Dann ist g eine glatte Funktion in x. O

Bemerkung:

Die Idee ist es, die Euklidischen Metriken in den Koordinaten zusammenzukleben mittels
einer Zerlegung der Eins.

Fiir nichtkompakte Mannigfaltigkeit 1duft der Beweis analog ab (d.h. Zerlegung der Eins
und Uberdeckungen sind lokal endlich).

Wir betrachten nun RM unter Koordinatenwechseln.

Lemma 0.3.4:

Seien xt, ..., x% undy", ...,y lokale Koordinaten in Kartengebieten U und V und bezeich-
nen g° und g¥ die Matrizen einer RM g in den Koordinaten zV, ..., z% bzw. y', ..., y%.
Sei J = (Jk)i,kzl,m,d die Jacobi-Matriz des Kartenwechsels y* = y*(2',... %), d.h.

7
Jik = g?j;, wobei k Zeilenindex und i Spaltenindex. Dann gilt

F=J¢T inUNV.

Beweis:
Die Kettenregel liefert

also folgt
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Wir untersuchen die Auswirkung einer RM ¢ auf die Dualitédt von T, M und T M. Fiir
einen gegebenen Tangentialvektor £ € T, M sei ein Kovektor g, € Ty M definiert durch
die Identitat

Vn e T M : <nga77> = <€777>g(a:) :

Dadurch wird g, zu einer linearen Abbildung g(x) : T, M — T.,* M. In lokalen Koordinaten
hat man dann

(92€)7" = gij(x)€7’,
also (g:€); = gij(z)€&". Die Matrixelemente der linearen Abbildung g, sind also gerade
9ij ().
Achtung: Oft schreibt man auch §; == (g(x)§);.
Fiir £ # 0 gilt auch g,€ # 0, denn (g,&, &) = (§,§>g(x) > 0. Also ist g, : T,M — TxM
injektiv und daher bijektiv. Die Umkehrabbildung bezeichnen wir mit g; ! : TX M — T, M
und ihre Matrixelemente mit g;j, d.h. (¢*/) = (g;;) " im Sinne von Matrizen.
Fiir einen Kovektor w € Ty M, w = wjdxj ist g, 1w € T, M der Vektor mit Komponenten

w' = (g;'w)’ = g¥w;. Insbesondere kann g, ! als Skalarprodukt auf 77 M interpretiert
werden durch

((w)y—1 = <g;1§,g;1w>g = <<,g;1w>

bzw. in lokalen Koordinaten (¢, w) 1= §% Giw;, wobei ¢ = (da? und w = w;dx’ Elemente
von T M.

Die Dualitat zwischen T, M und T; M nutzt man nun, um den Gradienten einer Funktion
zu erkldren. Fiir eine glatte Funktion f : M — R definieren wir den Gradienten V f(x)
von f in x als den Vektor

Vi(z) =g, " df (z),

—— ——

€T M €Ty M
wobei g7t : T*M — T, M als lineare Abbildung verstanden wird. Fiir £ = V f(x) und
n € T, M hat man

of (x
(VI (@), = (), ny = 2L
n
und in lokalen Koordinaten ergibt sich
i i OF
(Vf()' =g ](95)@-
Ist h : M — R eine weitere glatte Funktion, so folgt
i, Of Oh
(VF(2), Vh(2), = (df (), Vh(2) = g7 (2) 22 =L = (df, dh),
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1 Der Laplace-Beltrami-Operator fiir Funktionen

1.1 Riemannsches Mal

Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit. Mit B(M) bezeichnen wir die o-Algebra der
Borel-Mengen tiber M.

Sei (U, ) eine Karte auf M. Dann kann man (U) C R? betrachten mit der Einschréankung
des d-dimensionalen Lebesgue-Mafles A auf ¢(U). Ist E C M, so ist nach Definition aus
der Mafitheorie die Menge ¢(E NU) Lebesgue-messbar in ¢(U), falls fiir alle B C ¢(U)
gilt

AB) = AMp(ENU) N B) + AM(p(U)\e(ENU)) N B),
d.h.

Mp(p™H(B))) 2 Me(ENU) Nl (B))) + M(e(U)\e(ENU)9IN p(e~ (B))). ()

Wegen der Injektivitdt von B ist die rechte Seite gerade
Me(ENUN @™ (B))) + AMe(U\EN¢~(B)).

Auferdem ist A o ¢ (oder A\,-1 wie in der Stochastik) ein dufleres Maf auf U und () ist
gerade

Ao (e H(B)) = Aop(ENUN¢ ™ (B))+ Ao p(ENg'(B))

fiir alle B C ¢(U). Wegen der Bijektivitat von ¢ ist das aber genau die Forderung, dass
ENU bzgl. Aop in U messbar ist. Man identifiziert deshalb die beiden Messbarkeitsbegriffe.
Wir sagen, ENU ist (Lebesgue-)messbar in U, falls o(E N U) (Lebesgue-)messbar in
o(U) ist.

E C M heiit dann messbar, falls fiir jede Karte (U, ¢) E N U messbar in U ist.
Notation: Bei fixierter Karte (U, ) schreibt man wieder A fiir A o . Man nennt A dann
auch das Lebesgue Maf} auf der Mf M. Die Gesamtheit aller messbaren Mengen im obigen
Sinne bildet eine o-Algebra, welche wir mit A(M) bezeichnen. Man hat B(M) C A(M).
Sei nun g eine Riemannsche Metrik auf M. Wir zeigen, dass es auf jeder RMf. (M, g) ein
kanonisches Mafl v auf der o-Algebra der A(M) aller Lebesgue-messbaren Mengen gibt,
das sogenannte Riemannsche Maf (bzw. Riemannsche Volumen).

Bemerkung 1.1.1:

o Auf R? ist A kanonisch (d.h. bewegungsinvariant und normiert auf dem Einheits-
wiirfel). Auf topologischen Gruppen (insbesondere Lie-Gruppen) sind Haarsche
Mafle kanonisch. Diese Situation ist aber sehr speziell: Bereits fiir sogenannte
Subriemannsche Mannigfaltigkeiten ist kein kanonisches Mafl mehr bekannt, noch
weniger fiir allgemeine metrische, topologische oder messbare Rdume.

Satz 1.1.2:

Fir jede RMf. (M,gq) existiert ein eindeutig bestimmtes Majf$ v auf A(M), sodass in
jeder Karte (U, p) die Identitit dv = +/det gdA gilt, wobei g = (gi;)ij die Matriz der
Riemannschen Metrik g in U ist und \ das Lebesque-MafS in U. Ferner hat man:
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Jede v-Nullmenge ist messbar.

)

(1) v(2) > 0 fir jede nichtleere offene Teilmenge Q C M.
)
)

(731) v(K) < oo fir kompakte Mengen K C M.
(tv) Fir alle A € A(M) gilt
v(A) =sup{v(K) : K C A kompakt} (innere Regularitét)
sowie
v(A) =inf{v(Q) : Q D A offen}. (duBlere Regularitit)
Beweis:

Sei (U, ¢) eine Karte. Fiir jede messbare A C U setzen wir

v(A) ::/A\/detgd)\. (%)

Dann ist v ein Mafl auf A(U) der o-Algebra der messbaren Mengen in U. Das Ma8 v,
welches in jeder Karte (U, ¢) geméf (#) definiert ist, kann eindeutig fortgesetzt werden zu
einem Maf auf A(M). Wir stellen die Kompatibilitat sicher: Sind U und V' zwei Karten
auf M und ist A messbar in U NV, dann hat v nach (f) fir beide Karten den gleichen
Wert. Denn seien z!,...,z% und y',...,y? lokale Koordinaten in U und V und ¢* und
g¥ die zugehorigen Matrizen von ¢, so miissen wir zeigen, dass fiir jede messbare Menge
ACW =UNnV gilt: [,/detg*dz = [,+/det g¥dy, wobei dz und dy das Lebesgue-Maf
in U und V bezeichnet. Nach Lemma 0.3.2 (Transformation von g unter Kartenwechseln)
gilt:

det g* = (det J)? det gY.

Wir benutzen den Transformationssatz fiir das Lebesgue-Integral:

/W fdy = /Wf\det J|dx

fiir nichtnegative, messbare Funktionen f mit der Jacobi-Matrix des Kartenwechsels J.
Anwendung fir f = 14+/det gV fiir A C W messbar ergibt

/\/detgydy:/ Vdet g¥ ]detJ]dx:/ Vdet g®dx.
A A A

Damit gilt die Behauptung.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von v: Nach Lemma 0.1.9 existiert eine Familie (U;);en
von relativkompakten Karten, die M iiberdecken und so, dass jedes U; in einer Karte
enthalten ist. Fiir A € A(M) definieren wir eine Folge von Mengen A; C U; durch

AL =ANU,, A= AN UQ\Ul,... LA = AN Ui\Uifl\...\Ul. (A)
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Dann ist A eine disjunkte Vereinigung der A; und somit muss jede Fortsetzung von v auf
ganz A(M) die Identitat v(A) = 32, v(A;) erfilllen. Da aber alle v(A;) bereits eindeutig
bestimmt sind, so ist es auch v(A).

Wir zeigen noch, dass v o-additiv auf M ist, und kliren damit die Existenz. Ist A = U2, A¥
eine Vereinigung paarweise disjunkter Mengen A* € A(M), so definieren wir Mengen
A; und A¥ wie in (A). Dann sind die Vereinigungen A; = Uk LAY disjunkt und da v in
jeder Karte o-additiv ist (wegen (f)), gilt v(A4;) = 52, v(A¥). Die Wechsel der Reihen
ist erlaubt, da alles nichtnegativ ist, und Summation ergibt deshalb

o0 oo o0
v(A) = v(A)=> Y v(A}) = ZZ (Af) = Z

i=1 i=1k=1 k=1i=1 k=1
Wir zeigen (i), d.h. dass jede Nullmenge messbar ist. Sei also N eine v-Nullmenge, d.h. es
existiert ein A € A(M) mit ¥(A) = 0und A D N. Definiere N; wie die A; in (A), so ergibt
sich N; C A; C U;. Wegen v(A;) = 0 folgt mit () und \/detg > 0 in U;, dass A(4;) =0,
also ist IV; eine Lebesgue-Nullmenge in U;. Da das Lebesguemafl vollstindig ist, ist jede
Lebesgue-Nullmenge messbar, gilt N; € A(M) und damit also auch N € A(M). (Dazu
betrachte die Ubungsaufgabe: N; ist eine A o po-Nullmenge genau dann, wenn ¢(V;) eine
A-Nullmenge ist).
Nun zu (i7): Sei © C M nichtleer und offen, so existiert eine Karte U C M (es existiert
eine Karte U’ mit U' NQ # 0, so ist auch U := QN U’ eine Karte). Man hat v(Q2) >

= Iy \/det x> 0.

Zu (1) Sei K C M kompakt. Dann existieren endlich viele Karten U;, die K {iberdecken,
d.h. K ist eine endliche Vereinigung von Mengen K; := K N U;. Anwendung von (f), fiir
eine Karte, die U; enthilt, ergibt v(K;) < oo, da y/det g beschrinkt ist auf U;.

Als letztes zeigen wir (iv): Fiir die innere Regularitét sei A € A(M) eine relativkompakte
Menge. Dann existieren Uy, . .., U,,, die A iiberdecken. Wir diirfen annehmen, dass alle U;
kompakt und jeweils in einer anderen Karte V; enthalten sind. Wegen der Regularitit von A
kann jede Menge A; = A; NU; approximiert werden durch eine kompakte Menge K; C A;,
d.h. sind €1, ..., &y, beliebig vorgegeben, so existieren K; mit A\(A;\K;) < €; und mit K =
U, K; folgt mit der Subadditivitat v(A\K) < Y7 v(A;\K;) < Y%, supy, v/det ge;.
Ist nun A € A(M) beliebig, so nimmt man eine Ausschopfung (€2)ken von M durch
kompakte Mengen € C ;41 und wende voriges an auf Ay = Qi N A.

Zur dufleren Regularitiit: Sei (U;);en eine Familie von Karten, die M iiberdeckt mit U;
kompakt und U; enthalten in einer Karten V;, sodass die V; kompakt und in einer Karte
enthalten ist. (Ubung: Ist W C M offen und K C W kompakt, so existiert V' C M offen
mit K C V und K C W.) Wegen der Regularitit von \ kann die Menge 4; = AN U;
approximiert werden durch eine offene Menge Q; D A; mit Q; C V; und A(;\4;) < &;
fiir beliebig vorgegebene €; > 0. Fiir 2 = U2, €); gilt dann

v(\A) < Z (sgp Vdet g) i,

=1

woraus die Regularitét folgt. O
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1.2 Divergenzsatz

Sei (M, g) eine RMf. Dann ist das Riemannsche Mafl v nach obigem Satz auf kompakten
Mengen endlich, sodass jede stetige Funktion ¢ € Co(M) mit kompaktem Triager v-
integrierbar ist.

Lemma 1.2.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung):
Ist f € C(M) und [,; fedv =0 fir alle p € C5°(M), so gilt f =0 auf M.

Beweis:

Wir nehmen an, dass f(z¢) > 0 fiir ein g € M. Dann ist f(z) > 0 fiir = aus einer offenen
Umgebung ) von . Sei U eine relativkompakte, offene Umgebung von z¢ mit U C
und ¢ eine cutoff Funktion, sodass ¢ € C*°(M),0 < ¢ < 1,suppp C Q und ¢ = 1 auf U.
Wegen v(U) > 0 folgt

/Mf‘;DdV:/QfQDdVZ/deV>O

im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Wir kennen bereits den Begriff des Gradienten einer glatten Funktion auf M. Wir
betrachten jetzt den Begriff der Divergenz eines glatten Vektorfeldes.

Satz 1.2.2 (Divergenzsatz):
Fiir jedes glatte Vektorfeld v auf M existiert eine eindeutig bestimmite, glatte Funktion
div v, sodass fir alle u € Cq°(M) die Identitat

/ (divv)udr = 7/ (v, V), dv. (%)
M M

Definition 1.2.3 (Divergenz):

Die Funktion div v heifit Divergenz des Vektorfeldes v.

Korollar 1.2.4:
Die Identitdt (x) des vorigen Satzes gilt auch, falls u € C*°(M) ist und v ein glattes
Vektorfeld mit kompaktem Triger ist.

Beweis:
Ubung. Benutze dazu ein cut-off Argument. O

Beweis vom Divergenzsatz 1.2.2:
Zur Eindeutigkeit: Angenommen es existieren zwei solcher Funktionen div v, divwv, so
haben wir fiir alle u € C2°(M)

/M(div v)udy = / (div v)udv,

M

sodass aus dem Fundamentallemma der Variationsrechnung 1.2.1 div v = div v folgt.
Zur Existenz: Wir zeigen zunéchst, dass div v in jeder Karte definiert werden kann: Ist U
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eine Karte auf M mit lokalen Koordinaten z!,...,z¢, so ergibt sich

/<U,V'LL> duz/ (du,v>dV:/ vkﬁ\/detgd/\
U g U v Oxk
0 [k 19 /4
—_ — —_— —_ — - A
/Uaxk (v \/detg> udA /U Tt g 0" (v \/detg) udv, (A)

wobei sich die partielle Integration in U aus der partiellen Integration in ¢(U) C R?
iibertriagt (Ubung). Wir setzen also divov = ﬁ% (vk det g), wobei v = vk% ist.
Sind U, V nun zwei Karten, dann kann man div v mittels (A) in U und V definieren. Auf
U NV stimmen sie iiberein, was man wie in der Eindeutigkeitsaussage zeigt (d.h. testen
mit Funktionen ¢ € C2°(U N'V) und Anwendung von Lemma 1.2.1).

Also definiert (A) die Funktion div v als eine glatte Funktion auf ganz M und (x) gilt fiir
alle Testfunktionen u € C2°(M) mit Tréger in einer einzelnen Karte.

Zeige wir nun (x) fiir allgemeines u € C2°(M): Sei (Ug)ken eine Karteniiberdeckung von
M. Mittels einer Zerlegung der Eins (welche endlich ist, da K := supp u kompakt ist) kann
man u schreiben als Summe u = Zle u; von glatten Funktionen w; mit suppu; C Uy,
fiir einen gewissen Index k;. Also gilt () fiir jedes u; und Summation liefert die Formel
fiir w. O

Man hat dive = 27“2 + vk% log v/det g. Ist insbesondere det g = 1, so folgt wie im R?

die Identitit dive = g—;,ﬁ.
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1.3 Der Laplace-Beltrami-Operator

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 1.3.1:
Der Laplace-Beltrami-Operator auf (M, g) ist definiert durch A := divoV, d.h.

Af = div(V), f € C®°(M).

Fiir eine glatte Funktion f auf M ist also auch Af eine glatte Funktion auf M. In
lokalen Koordinaten z', ..., z% hat man Af = ﬁa%k (x/det qg" %). Zur Erinnerung:

ij Of

i 0f ) i o
V= (9"%:)55:- Wende nun die Formel der Divergenz von oben mit v* = g%/ 5

Oxi/ dxt”

an.

Beispiel:
. .. 2
Ist gi; = 07, so auch ¢ und man hat A = 3¢, ﬁ.

Wir konnen nun die Greensche Formel auf M beweisen.

Satz 1.3.2 (Gauss-Green-Identitaet):
Sind u,v glatte Funktionen auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) und hat eine
von thnen kompakten Trdger, so gilt

/ ulAvdy = —/ (Vu, V), dV:/ vAudy.
M M M
Bemerkung:

Fiir u,v € CZ°(M) nennt man die GréBe E(u) == [ (Vu, Vu), dv auch die Energie von
uund E(u,v) = [y (Vu, Vo), dv die gegenseitige Energie von u und v.

Beweis:
Fiir das Gradientenfeld Vv gilt supp Vo C supp v, also ist supp u oder supp Vv kompakt.
Satz 1.2.2 bzw. Korollar 1.2.4 liefert nun

/uAvdV :/ udiv(Vo)dy = —/ (Vu, Vv) dv = —/ (Vo,Vu), dv
M M M

_ / vdiv (Vu) dv = / vAudv.
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1.4 Gewichtete Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir manche Zwecke (z.B. Kriimmungstheo-
rie, Schrodingeroperatoren A f + V f fiir ein Potential V' oder Drift-Terme Af + bV f) ist
es wichtig, folgende Erweiterung zu betrachten: Ist Y = Y (x) eine glatte, strikt positive
Funktion auf M, so betrachten wir das Mafl du = Ydv auf A(M). Die Funktion Y heift
auch Dichte von p (bzgl. v). Fir p = v hat man Y = 1, d.h. auch dieser Fall ist mit
eingeschlossen.

Definition 1.4.1:
Ein Tripel (M, g, 1) heifit gewichtete Mannigfaltigkeit, falls (M, g) eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit und p ein Mafl auf A(M) mit glatter v-Dichte ist.

Bemerkung:

Die Existenz von Dichten ist durch den Satz von Radon-Nikodym geregelt. Die Glattheit
ist eine sehr komplizierte Fragestellung. Als Beispiele seien die Regularitdtstheorie von
PDESs und heat kernels oder die Dichten Gauf3scher ZV und das Malliavin-Kalkiil erwéahnt.

Die Definition des Gradienten ist unabhéngig von der Wahl des Volumens. Unsere
Definition von Divergenz und vom Laplace-Beltrami-Operator miissen aber modifiziert
werden. Wir definieren die Divergenz div, v eines glatten Vektorfeldes bzgl. p durch

1
div,v = v div(Yv),
wobei div die klassische Divergenz ist. Man erhélt dann fiir u € C2°(M)

/(div;L v)udp = — /M (v, Vu), dp.

Wir definieren ebenso den gewichteten Laplace-Operator bzgl. p A, durch A, := div, oV.
Damit erhélt man wie zuvor die Gauf3-Green-Formel:

/M u(divyv)dp = — / (Vu, Vv) dp = / (divy, u) vdp

1

In lokalen Koordinaten ', ..., 2% hat man

10 ; 10 0
v, 0= =2 (pv') und A, = ~—2 ( pgii 2
divy, v p Ox? (pv') und A, p Ot (pg 8:1:J> ’

wobei p = Y+/det g, d.h. du = pdX in U. Man erhalt

2 10p ,;, 0OgY\ 0O
n= 9 o + ( P 927 + &m’) oxJ

Drift-Term

Beispiel:
Fir (R, g, ) mit g als Euklidischem Skalarprodukt und dp = Y'dx hat man

_18 of _n z/
Auf_Yax<Yax>—f + 5 f
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Im Fall Y = e~ ergibt sich also

Apf (@) = f"(x) = 22 f'(x),
der sogenannte Ornstein-Uhlenbeck-Generator.
Exkurs:
Sei L = %Zij aijﬁng +> bia%i im RY. Dazu gehért ein stochastischer Prozess der

Form dX; = o(X;)dB; + b(X;)dt, wobei a = oo’. Sei A eine invariante messbare Menge
in Q, d.h. A = ©;'A, wobei dies der Markov-Shift ist, so ist h(z) = P,(A) > 0 eine
L-harmonische Funktion, d.h. L(h) = 0. Definieren wir nun den Operator L := h~'Lh
(ground state transformation, vgl. Gross), so ist L = L + a% - V.
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2 Sobolev-Raume, Laplace-Operator und Warmeleitung

2.1 Distributionen und Sobolev-Raume

Sei M eine Mannigfaltigkeit. Betrachten wir den Vektorraum Cg°(M) zusammen mit

der folgenden Konvergenz: Wir sagen, dass ¢y 2, o, falls (1) alle Trager supp ¢k
enthalten sind in einer kompakten Teilmenge K von M und (2) in jeder Karte U
und fiir jeden Multiindex « konvergiert 0%¢p, — 0%p gleichméBig auf U. Mit D(M)
bezeichnen wir C2°(M) versehen mit der durch (1) und (2) festgelegten Topologie (Raum
der Testfunktionen).

Bemerkung:

i) D(M) ist ein lokalkonvexer Raum, alternativ beschrieben durch eine Familie von
Halbnormen der Form p% (¢) = sup,cg |0%p(z)|, @ Multiindex und K C M kom-
pakt.

ii) Bekannte Namen aus dem Bereich sind z.B. Dieudonne, Grothendieck, Kothe oder
Schwartz.

Eine Distribution ist ein stetiges, lineares Funktional auf D(M) und den Vektorraum aller
Distributionen bezeichnen wir mit D'(M). Wir schreiben (u, ¢) fiir die duale Paarung
einer Funktion ¢ € D(M) und einer Distribution u € D’'(M). Die Konvergenz in (und

damit die Topologie auf) D'(M) ist definiert durch uy, N u, falls (ug, ) 2, (u, o) fir
alle p € D(M).

Jede offene Menge Q2 C M ist selbst wieder eine Mannigfaltigkeit (durch Einschrénkung
der Karten) und man kann analog D(2) und D'(Q) definieren. In jeder fixierten Karte
U C M sind die Rdume D(U) und D’'(U) identisch mit denen im R%Sinne.

Wie im R? wollen wir lokal integrierbare Funktionen als Distributionen auffassen. Sei dazu
(M, g, p) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Die Lebesgue-Rédume LP(M) := LP(M, ), 1 <
p < oo sind wie tiblich definiert. Fiir 1 < p < oo ist LP(M) separabel und C2°(M) ist
dicht.
Mit LY (M) bezeichnen wir den Raum der (Aquivalenzklassen von) messbaren Funktionen
[ auf M, sodass f € LP() fiir jede relativkompakte offene Menge Q C M ist. LY (M)

ist ebenfalls ein linearer Raum und die Topologie ist definiert durch die Familie von

Halbnormen f — || f]| Lr(q) fiir alle relativkompakten, offenen 2. Man hat LP(M) C
LY (M) C L},.(M) (stetige Einbettung).

Einer Funktion f € L} (M) kann man eine Distribution zuordnen durch (f,¢) =
Sy Fedp, o € D(M).

Lemma 2.1.1:
Sei f € L. (M). Dann ist f = 0 f.i. genau dann, wenn f = 0 in D'(M), d.h. falls

loc

S fedp =0 fir alle ¢ € D(M).

Beweis:
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Ubung. Die Idee ist die Riickfiihrung auf die euklidische Situation mittels Karten. Im
euklidischen nutze das Glattungsverfahren. Alternativ lasst sich dies indirekt mittels der
Dichtheit glatter Funktionen in L'(U N K) zeigen. O

Also ist L} (M) injektiv in D’'(M) enthalten. Man kann es als Unterraum interpretieren.

loc

Auch die Konvergenz L} (M) impliziert jene in D'(M), d.h. die Einbettung ist stetig.
Eine Distribution u € D'(M) verschwindet auf einer offenen Menge Q C M, falls (u, ) = 0
fir alle p € D(2). Verschwindet u auf einer Familie von offenen Mengen, so auch auf ihrer
Vereinigung. Somit existiert eine maximale offene Menge in M, auf der u verschwindet.
Das Komplement dieser Menge heifit der Triger von u € D'(M). Der Triger supp f
einer Funktion f € L}OC(M ) ist definiert als der Tréager der entsprechenden Distribution
feD(M).

Wir betrachten nun die Vektorfeld-Versionen: Sei B(M ) der Raum aller glatten Vektor-

felder auf M mit kompaktem Tréger und mit der Konvergenz vy, i v, falls (1) alle vy,
haben einen Trager in einer kompakten Menge K C M und (2) in jeder Karte U mit
lokalen Koordinaten !, ..., z% gilt: 0%l — 0°v' gleichméBig auf U fiir jeden Multiindex

a, wobei v}; und v’ die Komponenten von v und v in U sind, d.h. v, = v}; aii
o)

, —
v ="55. Die Elemente des Dualraumes D'(M), versehen mit dhnlicher Topologie wie
zuvor, nennen wir Vektorfelder im Distributionensinne.

und

Bemerkung:

Macht man die selbe Konstruktion fiir glatte Kovektorfelder, erhdlt man sogenannte
1-Strome (1-currents). Die Theorie der Strome geht zuriick auf de Rham und Schwartz
und spielt eine grofle Rolle in der Variationsrechnung.

Ein Vektorfeld v auf M ist messbar, falls fir jede Karte U die Komponentenfunktionen

messbar sind. LP(M) sei der Raum aller (Aquivalenzklassen von) von messbaren Vektor-
feldern v mit |v| := ,/(v,v), € LP(M). Ahnlich ist Lj, (M) definiert durch |v| € Ly, (M).

Die Norm in LP(M) ist o] = Dol oqar- Auch die IA(M) sind Banachriume, fiir
p = 2 Hilbertraume mit Skalarprodukt (v, w>ﬁ(M) = [y (v, w), dp.

—
Jedes Vektorfeld v € Li, (M) bestimmt wieder ein Vektorfeld im Distributionensinne

— —

durch (v,9) = [3; (v,9), du. Das ergibt die stetige Einbettung Lj,.(M) C D'(M).

Wir kénnen nun einige Operatoren definieren. Fiir eine Distribution u € D'(M) definieren
wir eine Distribution Ayu € D'(M) durch

(Auu, ) = (u, Ayp) fiir alle ¢ € D(M), (%)

analog zu Ableitungen im Distributionen-Sinne auf RY. Beachte, dass aus ¢y, EN @ die

Konvergenz A, 2, A, folgt und somit gilt (u, Aupr) = (u, Aup), also ist A, stetig
und damit ein Element von D'(M). Wir nennen A, : D'(M) — D'(M) den Laplace-
Operator im Distributionensinne. Er existiert auf ganz D'(M).
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Ist u glatt, so gilt ebenso (), denn mittels GauB-Green hat man fiir ¢ € D(M)

(Apu, @) = / (Apu)pdp = / ulypdp = (u, Aup)
M M

d.h. Auu im klassischen und im Distributionensinne stimmen tiberein.
Fir je% Distribution u € D'(M) definieren wir den Gradienten im Distributionensinne
Vu € D'(M) durch die Identitéat

(Vu, ) = —(u, div, 9)

fiir alle ¢ € B(M ). Ist u glatt, so erfiillt auch ihr klassischer Gradient diese Identitét.

Fiir u € L} (M), sodass Vu € L?,.(M), so nennen wir Vu den schwachen Gradienten.

Falls uw € L} (M) und kann man A,u mit einer L?, (M)-Funktion identifizieren, so nennt

man A u den schwachen Laplacian von u. Nicht fiir alle u € L? (M) existiert A,u im
schwachen Sinne.

Lemma 2.1.2 (Abschliebarkeit vom Operator):

Ist ug , u, dann folgt Vuy z) Vu. Gilt insbesondere uy 2w und Vug z) v, SO
muss gelten v = Vu.

Beweis:
Nach Definition gilt fiir alle ¢ € B(M), dass (Vuy, ) = —(ug, div, 1) und somit

(vuka ¢) = - hlgn(uka divu 1/)) = 7(“5 div,u ’(/}) = (VU, 1/))’

lim
k—o00
was gerade Vuy — Vu ist. Der Rest ist klar. O

Wir definieren den Sobolev-Raum W(M) := WY(M, g, u) == {u € L*(M) : Vu € I?(M)},
d.h. W1(M) enthilt diejenigen Funktionen L?(M)-Funktionen, deren schwacher Gradient

existiert und in L?(M) ist. Offensichtlich ist W!(M) ein linearer Raum. Ein natiirliches
Skalarprodukt auf W(M) ist

(w, V)1 = (U, 0) 2 + (Vu, Vo) ;2 = /M wv dp + /M (Vu, Vo), du

mit zugehoriger Norm [[ul[51 = (u, )y

Lemma 2.1.3:
WY(M) ist ein Hilbertraum.

Beweis:
Sei (ug)r eine Cauchyfolge in W(M). Dann ist (ug)x eine Cauc%zfolge in L?(M) mit

Grenzwert u € L?(M). Aber ebenso ist (Vuy)y Cauchyfoige in L*(M) und hat daher

einen Grenzwert v € ﬁ (M). Konvergenz in L?(M) bzw. L?(M) impliziert Konvergenz

in D'(M). Und somit folgt aus Lemma 2.1.2, dass Vu = v in D'(M), d.h. u ldsst sich

1
durch eine L?(M)-Funktion reprisentieren. Folglich ist u € W*(M) und wuy, VA, o
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Auf W1(M) ist der schwache Gradient u + Vu iiberall definiert.

Bemerkung:
Ist M C R? eine offene Teilmenge, so ergibt sich die klassische Definition W(M).
Man hat ||ul| 2 < ||ully fiir alle w € W(M), d.h. die Einbettung ist stetig.

34



2.2 Dirichlet-Laplace-Operator und Resolvente

Erneut sei (M, g, 1) eine gewichtete Mannigfaltigkeit. Um A, im L*-Kontext betrachten
zu kénnen, miissen wir untersuchen, wie sich daraus ein selbstadjungierter Operator auf
L? = L*(M) erhalten ldsst. A priori ist A, definiert auf D = D(M), was ein dichter
Unterraum von L? ist, d.h. A,, mit Definitionsgebiet D ist dicht definiert. Wir schreiben
fir diesen Operator A := A, |p. Dieser Operator (A4, D) ist symmetrisch, d.h. man hat
(Au,v)r2 = (u, Av) e fiir alle u,v € D.

Zur Erinnerung: Ein dicht definierter, unbeschrankter linearer Operator (7, dom T") auf
einem Hilbertraum H heifit selbstadjungiert, falls dom 7' = dom T™* und T' = T* auf dom 7.
Dabei ist domT* = {u € H : 3f € H, sodass (T'v,u)y = (v, f)y fir alle v € domT'}
und T*u = f. Diese Funktion f ist eindeutig bestimmt.

Bemerkung:

Selbstadjungiertheit entspricht der Symmetrie und Ubereinstimmung der Domains. Die
Diskussion der Domains ist so delikat, da beim Ubergang zu T* , (unsichtbare) Abschluss-
effekte” auftreten.

Selbstadjungierte Operatoren sind die korrekte Verallgemeinerung von symmetrischen
Matrizen bzw. von reellen Zahlen. Sie erlauben Spektraltheorie und Anwendungen (Funk-
tionalkalkiil, Stoérungs- und Streutheorie, Bilinearformen, isoperimetrische Ungleichungen,
Der Operator (A, D) ist nicht selbstadjungiert auf L?(M), denn:

Behauptung: Fiir A = A, |p ist der adjungierte Operator A* gegeben durch dom A* =
{u e L* (M) : Ayu € L*(M)} und auf dom A* gilt A*u = Aju (im schwachen Sinne).
Offensichtlich enthélt dom A* Funktionen, die keinen kompakten Trager haben, fir M = R
ist u(z) = e ** € dom A*, aber nicht in D.

Beweis:

Die Gleichung (Av,u)r2 = (v, f)2 ist dquivalent zu der Gleichung (u, A,v) = (f,v),
d.h. es gilt A,u = f im Distributionensinne. Also ist v € dom A* genau dann, wenn
Ayu € L*(M) und in diesem Falle gilt A*u = A, u. O

Ist (T,dom T') dicht definiert auf einem Hilbertraum H und ist 7 symmetrisch, so gilt
immer dom7 C dom7T* und Tv = T*v auf domT. Man schreibt auch T' C T*. Ist
(S,dom S) eine selbstadjungierte Erweiterung von 7', d.h. dom T C dom S und Sv = Tw
auf dom T, so folgt T'C S = S* C T*, d.h. insbesondere domT C dom S C dom T™*. Das
Problem, eine selbstadjungierte Erweiterung von T' zu finden, besteht also darin, dom S
geeignet zu wahlen. Auf dom S ergibt sich S dann durch T™ |gom s-

Wir betrachten weitere Funktionenrdume: Wi (M) :== D(M )Wl(M), d.h. der Abschluss
von D(M) in WH(M) und WZ(M) = {u € W (M) : Ayu € L*(M)}, d.h. WE(M)
besteht aus den W (M )-Funktionen, fiir welche der schwache Laplacian existiert und in
L?(M) ist. Offensichtlich gilt D C WZ(M).

Mit dem Skalarprodukt aus W1 (M) wird W (M) ein Hilbertraum. Fiir M kompakt gilt
WH(M) = WH(M).

Ferner betrachten wir den Raum W?2(M) == {u € W} (M) : A u € L*(M)} (Vorsicht:
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Die Notation ist nicht konsistent mit PDE-Theorie).

Wir studieren nun (A, ‘W(?(M)a W¢) als dicht definierten Operator auf L?(M). Offen-
sichtlich ist er eine Erweiterung von A, |p. Wir sehen spéter, dass dieser Operator
selbstadjungiert ist. Wir schreiben A, fir A, ]WOQ. Dass (A, Wi (M)) symmetrisch ist,
folgt aus Gauf3-Green.

Lemma 2.2.1:
Fiir alle w € WE(M) und v € W2(M) hat man

/ uAMvd,u:—/ (Vu, Vo), dp.
M M

Beweis:
Fir v € D hat man

/M ulAvdp = (Ayv,u) = (v, Ayu) = (v,div,(Vu)) = —=(Vo, Vu) = —/M VoVudp.
(%)

Fiir allgemeines u € W (M) existiert eine Folge (uy) C D mit uy W, u, also insbesondere

2
wr -5 u, und die Identitéit (%) gilt fiir alle ug. Somit hat man

/ ulAy vdp = lim / upAyvdp = lim —/(Vuk,VU> dp = —/ (Vu, Vv), du.
M k—oo J M k—o0 9 M g
O

Sind u,v € W§(M), so ergibt das Lemma 2.2 (A u, v) 2 = (u, Ayv) 2, d.h. (A, WE(M))
ist symmetrisch. Ebenso folgt, dass fiir u € WZ(M) gilt

u, A, u :/uA ud :—/ Vul?d <0,
(u, Apu) 2 Pt H M| g di

d.h. A, ist nicht-positiv definit bzw. (L, WF(M)) mit L = —A, ‘W@(M) ist nicht-
negativ definit. Den Operator (L, WZ(M)) nennt man den Dirichlet-Laplace Operator
auf (M, g, ).

Die Motivation ist dabei das Dirichlet-Problem, d.h. auf (M, g, 1) betrachten wir das
Problem —A,u + au = f auf M mit u € W} (M), wobei fiir gegebene a € R und
f € L?(M) eine solche Funktion u gesucht wird, und die erste Zeile im schwachen Sinne
zu interpretieren ist. Fiir a < 0 kann es viele verschiedene Losungen geben, z.B. 16st
u = c fiir eine Konstante ¢ das Problem fiir a = 0 und f = 0, falls M kompakt ist. Fir
a > 0 gibt es genau eine Lésung: Betrachten wir die Resolvente R, :== (L+alId)~! a >0
von L. Sie ist immer definiert:

Satz 2.2.2:
Fiir o > 0 ist Ry, = (L+a1d) ™! ein beschrinkter, nichtnegativ definiter, selbstadjungierter
Operator Ry : L>(M) — L*(M) und man hat |Ra|| < L.
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Beweis:
Wir zeigen, dass fiir jedes f € L?(M) genau ein u € W@ existiert, sodass

(L+ ald)u = f,
d.h.
—Au+ou = f. (*)

Dann existiert R, und man hat R,f = u. Es geniigt, u € Wi (M) zu finden mit (x),
denn erfiillt u die Identitéit (x), so folgt Ayu = au — f, d.h. Ayu € L*(M) und somit
u € WE(M).

Betrachten wir beide Seiten von (*) als Distributionen und wenden sie an auf Testfunk-
tionen

—(u, App) +a(u, ) = (f,9) Vo €D.

Wegen u € W3 (M) kann man das umschreiben zu

(Vu, Vo) + a(u,p) = (f,¢) Vo €D. (%)

Gilt dies nun fiir alle ¢ € D, so gilt es auch fiir alle ¢ € Wi (M) wegen der Dichtheit.
AuBerdem kénnen wir in (*#) die dualen Paarungen als L?-Skalarprodukte lesen. Es
geniigt zu zeigen, dass genau ein u € Wi (M) existiert, sodass (xx) fiir alle ¢ € W (M)
gilt. Wir schreiben [u, p]o = (Vu, V@) 2 + a (u, p) 2. Dann ist [, ], ein Skalarprodukt
in W} (M) (wobei @ = 1 dem Standard-Skalarprodukt entspricht) und es gilt

min(a, 1) ||u”%,V1 < [u,u]o < max(a,1) ||u||%/V1 ,

also ist (W3 (M), [, ]a) auch ein Hilbertraum. Somit hat [u, ¢]o = (f, )2, ¢ € W(M)
aber genau eine Losung u € Wi (M) wegen dem Rieszschen Darstellungssatz, vorausge-
setzt, dass ¢ = (f, @) 2 ein beschrinktes, lineares Funktional auf Wi (M) ist. Das folgt
aber aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

(F,@hpel < Ufllz llell e < @2 (1 flle [on el ™.

Also existiert R, und R, f = u. Falls f # 0, so folgt auch R, f # 0.
Wir zeigen noch die Nichtnegativitdt, Normabschétzung und die Selbstadjungiertheit.
() liefert zunéchst

2 2
IVullzz + allullz: = (f;u)ge

woraus folgt, dass (R.f, f) > 0, d.h. R, ist nichtnegativ definit. Ebenso folgt « Hu||%2 <
(gl < 1fl lull s dob [Rafllz < L fll,e fir alle £ € L3(M) mit £ # 0, d.h.
|Ral;2 < L. Da R, beschréinkt ist, sind Symmetrie und Selbstadjungiertheit fquivalent
und es geniigt zu zeigen, dass (Rof,g) 2 = (f, Rag);: fiir alle f,g € L*(M). Setze
Rof = u, Rag = v, so ergibt (xx)

(Vu, V)2 +a(u,v) 2 = (f,Rag) .

Da die linke Seite aber symmetrisch in u und v ist, muss die rechte Seite symmetrisch in
f und g sein, d.h. R, ist symmetrisch. O

37



Wir benutzen diesen Satz fiir unser Hauptresultat des Abschnitts:

Satz 2.2.3:

Auf einer gewichteten Mannigfaltigkeit (M, g, ) ist der Dirichlet-Laplace Operator

(L, WZ(M)) ein selbstadjungierter, nichtnegativ definiter Operator in L*(M). Der Opera-
tor (L,Wg(M)) ist die einzig bestimmte Erweiterung von (—A, |p, D) zu einem selbstad-
jungierten Operator, deren Domain in Wi (M) enthalten ist.

Beweis:

Wir wissen bereits, dass L symmetrisch und nichtnegativ definit ist. Zur Selbstadjungiert-
heit: Wir wissen, dass die Resolvente R := Ry = (L +1d)™! existiert und ein beschrénkter,
selbstadjungierter Operator ist. Wir zeigen, dass L = R~! — Id selbstadjungiert ist. Es
geniigt zu zeigen, dass (R~!, WZ(M)) selbstadjungiert ist (denn Id ist stets selbstadjun-
giert und die Summe selbstadjungierter Operatoren ist selbstadjungiert). Die Symmetrie
von R~! folgt aus der Symmetrie von L. Also ist (R~!)* eine Erweiterung von R~! und
es geniigt zu zeigen, dass dom(R™!)* C dom R~! = WZ(M). Nach Definition haben wir

dom(R™1)* = {u € L? : 3f € L? sodass Vv € dom R~ = W(M) : <R*1v,u> = (v, )}
Da Rf aber immer definiert ist und in dom R, liefert die Symmetrie von R~
<R71U’Rf>L2 - <U’R71Rf>L2 = (v, flrz,

also (R~'v,u);» = (R0, Rf) . fiir alle v € W§(M), woraus folgt, dass u = Rf und
u € dom R™!. Also folgt die Selbstadjungiertheit.

Zur Eindeutigkeit der Erweiterung: Schreiben wir Ly := —A,, |p und nehmen wir an,
dass L; eine selbstadjungierte Erweiterung von Ly mit dom L; C Wi (M). Wir wollen
zeigen, dass Ly = L. Wie zuvor gezeigt gilt

dom L = {u € L*(M) : A, € L*(M)},

und auf dieser Domain gilt L*u = —A,u. Die Inklusion Ly C Ly (d.h. dom Ly C dom L;
und Liju = Lou fiir v € dom Lg) impliziert L7 = L1 C L§, und somit folgt dom L; C
W (M)Ndom L, = {u € W§(M) : Ayu € L*(M)} = dom L.

Ist w € dom Ly, so folgt Liyu = Lju = —A,u = Lu, also L1 C L. Somit aber auch
Ly =L7 C L* und damit L; = L. O
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2.3 Das L*-Cauchy-Problem

Sei (M,g,p) eine gewichtete Mannigfaltigkeit und sei L = —A, ]WOQ der Dirichlet-

Laplace-Operator. Gegeben sei eine Funktion f € L?(M). Wir sagen, dass eine Funktion
u: (0,00) = L}(M) das L%-Cauchy-Problem fiir L 15st, falls

(i) Die Abbildung ¢ +— u(t) ist fiir alle ¢ > 0 differenzierbar in der L2-Norm, d.h. fiir
alle t > 0 existieren die Grenzwerte limy,_q +(u(t & h) — u(t) und stimmen {iberein

in L?(M). Falls das so ist, schreiben wir %(t) fiir dieses Element von L2,

(73) Fiir jedes t > 0 ist u(t) € dom L und %(t) = —Lu(t).
(i4) Man hat lim; ,ou(t) = f in L2(M).

Wir schreiben dafiir kurz

du
Gr=—Lu t>0
dt u (CP)
u=f t=0
Bemerkung:
Man kann natiirlich in jeder Klasse u(t) € L?(M) eine messbare Funktion u = u(t, ) auf
(0,00) x M auswéhlen. Sie ist fiir festes ¢ > 0 a priori durch (C'P) scheinbar nur u-f.ii.

eindeutig bestimmt.

Wir benutzen den folgenden Satz, ohne ihn zu beweisen. Einen kurzen Beweis kann man
mit Standardargumenten der Spektraltheorie geben (siehe [ ], Kapitel 7).

Satz 2.3.1:

Es eristiert eine eindeutig bestimmte Familie (P;)¢>0 von Operatoren auf L*(M), sodass
gilt:

(i) Fiirallet > 0 st Py : L2(M) — L?*(M) ein beschrinkter, selbstadjungierter Operator
mit | P;|| <1 und insbesondere ist Py = 1d.

(13) Fir alle s,t >0 gilt P;o Py = Pyis.

(iii) Fiir alle t > 0 und alle f € L*(M) gilt lims y; Psf = P,f, wobei der Grenz-
wert wieder in der Norm von L*(M) zu sehen ist. Insbesondere gilt mit t = 0:

limg o+ P2 f = f.
(iv) Fir alle f € L*(M) und t > 0 gilt P,f € dom L und %(Ptf) = —LP,f.
Somit lost u(t) == P.f das L?-Cauchy-Problem (CP) fiir L.

Bemerkung:

Man hat P, = e ** im Sinne der Spektraldarstellung von L. Gleichbedeutend da-
zu ist, dass dom L = {f € L2(M) : lim; o+ + (P.f — f) existiert in L?} und —Lf =
lim; o+ 2(P.f — f) fiir f € dom L.

Wir gehen hier nicht weiter in die Details, sondern geben eine Ubersicht zu einigen
weiteren bekannten Resultaten.
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Beispiel:

Nehmen wir M = R? mit p als Lebesgue-MaB auf R? und L = —A mit dom L =

WER?Y) = W2(RY), so erhilt man Pif(z) = [pap(t,x — y)f(y)dy, wobei p(t,x) =
1 —le[?

camre 50 (— ).

Wir interessieren uns vor allem fiir Integralkerne wie im Beispiel.

Satz 2.3.2:
Fiir jedes f € L*(M) und jedes t > 0 ist Pif eine Funktion in C*°(M).

Wir sehen also, dass die Klasse von P, f € L?(M) nicht nur einen stetigen Repriisentanten
hat, sondern, dass dieser auch glatt ist. Insbesondere ergibt der Ausdruck P;f(z) Sinn
fir alle z € M und man kann daher einen Integralkern (Dichte) finden.

Satz 2.3.3:
Fiir jedes t > 0 und x € M existiert genau eine Funktion p;, € L*(M), sodass fiir alle
feL?(M) gilt

Pf(x) = /M P (W) F(W)(dy) = (o, )y -

Die Funktion p; ; ist zunédchst nur p-fast tiberall definiert. Fiir alle £ > 0 und alle z,y € M

setzen wir nun py(z,y) = <pt/2’x,pt/2’y>L2(M).
Definition 2.3.4:
Die Funktion pi(z,y) heifit Warmeleitungskern (heat kernel) der gewichteten Mannigfal-

tigkeit (M, g, u).

Satz 2.3.5:
Auf jeder gewichteten Mannigfaltigkeit (M, g, ) hat der Warmeleitungskern folgende
Eigenschaften:

(1) pe(z,y) = pe(y, ) fir allet >0 und z,y € M.
(i4) Fir alle f € L*(M) und alle x € M und t > 0 gilt: Pf(z) = [y, pe(z,v) f(y)u(dy).

(143) pe(z,y) > 0 fiir allet > 0 und x,y € M und [, p(t,z,y)pu(dy) < 1 fir alle t > 0
und x € M.

(iv) Fir allet,s >0 und x,y € M gilt prys(x,y) = [y ez, 2)ps(2, y)pu(dz) (Chapman-
Kolmogorov-Gleichung).

(v) Fir alley € M ist u(t,z) = pi(z,y) ist eine C*°-Funktion auf (0,00) x M und lost
die Warmeleitungsgleichung CC% = A, u.

(vi) Fir jede Funktion f € C5°(M) gilt limy—o [, pe(z,y) f(y)u(dy) = f(z) uniform in
reM.

(vit) Ist M zusammenhdngend, so gilt py(z,y) > 0 fir allet > 0,2,y € M.
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3 Kriimmungsbegriffe

Ziel: Geben einen ersten (kleinen) Uberblick und spéter einige Verbindungen zur Analysis.

3.0 Exkurs in Flachentheorie

Wir betrachten ein d-dimensionales parametrisiertes Flachenstiick F im R!, d.h. F =
f(W) mit W c R? offen und zusammenhéngend, f : W — R9*! injektiv und glatt und
so, dass df auf ganz W Rang d hat und f~! |p: F — W stetig ist.

Wir hatten den Tangentialraum 7T, F an F' in x € F' definiert durch

0 0
T.F = 1in{a—u{1(w), R Tj(i(w)},

wobei f(w) = z,w € W. Interpretiert man 7T, F als Unterraum von R%*! und seine
Elemente als Vektoren im R, so kann man durch Einschrinkung des Euklidischen
Skalarprodukts auf R4 ein Skalarprodukt auf T}, F' definieren durch I, (v, w) = (v, W) gd+1
fir v,w € T, F. I, heifit erste Fundamentalform fir F und g = {g(x)}ser mit g(z) == I,
definiert eine Riemannsche Metrik auf F.

Man kann zu jedem x € F' genau einen Vektor N(z) € R4 finden mit || N ()| ga+1 =
1, der senkrecht steht auf 7, F und so, dass {%(w), cee %(w),N(w)} eine positiv
orientierte Basis R4 ist. Man nennt N(z) die Einheitsnormale von F in . Man kann
zeigen, dass dies nicht von der Wahl der Parametrisierung f abhéngt. Offensichtlich ist
N(z) kein Element des Tangentialraums.

Die Abbildung N : F — S¢ heifit GauB-Abbildung. Wir betrachten ihr Differential dN (z) :
ToF — Tn(p)S? C Tiy(ey RT 2 R4 In diesem Fallist Ty ;) S = T, F, denn Tiy(,) S¢ =
{v € R™! : v ist orthogonal zu N(z)} = T,F. Die Abbildung —dN(z) : T,F — T,F
heiflt Weingarten-Abbildung. Man kann zeigen, dass I, (v, w) = (v, —dN (z)w)ga+1 =
I, (v, —dN(z)w) eine symmetrische Bilinearform 11, : T,F x T, F — R definiert. Sie
heiBt zweite Fundamentalform von F. Sie hat geometrische Bedeutung: Ist v : [a,b] — F'
eine Kurve, dann kann man sie auch als Kurve im R auffassen und als solche ihre
Kriimmung berechnen. Diese hat einen Anteil KV = sV (x),z € F, der nur durch die
Fléche hervorgerufen wird (nicht durch die Kurve innerhalb der Fldche). Ist v eine Kurve
in F' mit 7(0) = 2 und v € T, F mit |v| = 1 eine Richtung mit 4(0) = v, so ergibt sich
xN(x) = |I1.(v,v)|. Man nennt " (z) die Normalkrimmung von F in x in Richtung v.
Sie héngt nicht von der Wahl der Kurve ~ ab, nur von ihrer Richtung v € T, M.

Zu der symmetrischen Bilinearform I17, existiert eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
von —dN (z) mit reellen Eigenwerten und man darf annehmen, dass sie geordnet sind:
k1(z) < ka(z) < ... < Kq(x). Sie heiBen die Hauptkriimmungen von F' in z und die
zugehorigen Figenvektoren die Hauptkriimmungsrichtungen.

Fir zweidimensionale Flichenstiicke sind k1 (z) und ko(x) die minimale und die maximale
Normalkrimmung. Man nennt M (z) := k1 (x)k2(z) die Gauf-Krimmung von F und
H(z) = k1(z) + k2(x) die mittlere Kriimmung von F' in x.
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3.1 Riemannscher Zusammenhang und Paralleltransport

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit der Dimension d.

Richtungsableitungen skalarer Funktion sind gegeben durch die Anwendung von Tangen-
tialvektoren. Wir wollen zusétzlich diskutieren, wie sich Vektorfelder &ndern, wenn sie an
verschiedenen Punkten ausgewertet bzw. an einer Kurve entlang bewegt werden. Da fiir
ein Vektorfeld v die Vektoren v(z) und v(y) in den verschiedenen Tangentialrdumen T, M
und T, M liegen, kann eine Beschreibung der Anderung nicht trivial sein. Wir suchen
also eine ,korrekte Version von“ von D, X = lim; ¢ w, wobei v € T, M und
v : (—e,+€) = M eine Kurve mit v(0) = z und 4(0) = v. Offensichtlich ist dies sinnlos,
da X (y(t)) € TyyyM # T M > X(7(0)). Der mathematische Begriff, der dies erméglicht,
ist der Riemannsche Zusammenhang. Wir fithren einen passenden Ableitungsbegriff ein.

Definition 3.1.1:

Ein Riemannscher Zusammenhang (Levi-Civita Zusammenhang) V auf (M, g) ist eine
Zuordnung (X,Y) — VxY, bei welcher aus zwei glatten Vektorfeldern X und Y auf M
ein neues, glattes Vektorfeld VxY entsteht, sodass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(7) V ist tensoriell im unteren Argument, d.h. Vx 4 x,Y = Vx, Y +Vx,Y und VyxY =
fVxY,

(74) V ist linear im oberen Argument, d.h. Vx (Y] + AY2) = VxY; + AV Yo,

(iv) V ist metrisch, d.h. X((Y,Z)) = (VxY,Z) + (Z,VxY),

)
(797) V erfillt die Produktregel: Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
)
(v) V ist torsionsfrei, d.h. VxY — Vy X — [X,Y] = 0, wobei [X,Y] die Lie-Klammer
von X und Y ist, definiert als das Vektorfeld [X,Y] = XY —Y X, d.h. [X,Y](f) =
X (Y (f)) = Y(X(f)) fir f eC™(M).

Hierbei sind X, Y, X1, X9, Y1, Y5 Vektorfelder, f € C*°(M), A € R, alle beliebig.

Beispiel:

Die Richtungsableitung im R? fiir Vektorfelder ist ein Riemannscher Zusammenhang
(Ubung). Hier ergibt die in der Einleitung erwiihnte Formel Sinn (im Sinne der kartesische
Koordinaten X = (X', ..., X%) mit Euklidischer Metrik g;; = &7. Alle T, R? konnen als

Euklidische Réume mit R? und ein und derselben Basis identifiziert werden).

Bedeutung des Riemannschen Zusammenhangs:

Sei F' = f(W) ein glattes, d-dimensionales Flichenstiick im R, Eine Abbildung
X : F — R nennen wir ein Vektorfeld auf F, falls X (z) € T, F fiir alle = € F gilt. Zur
Erinnerung: T, F = R? C R™!, Ist X : F — R4 ein Vektorfeld auf F, so konnen wir
die Richtungsableitung D, X (z) := DX (z) -v € R von X in z in Richtung v € T, M
betrachten. Im Allgemeinen ist aber D, X (z) kein Vektor in T, M. Man muss den Anteil
herausprojezieren, der nicht orthogonal zur Einheitsnormalen N (z) ist. Bezeichne die
orthogonale Projektion von R auf T, F mit pr (u) = u—(u, N(z))gar1 N(z),u € RTL.
Fiir ein Vektorfeld X auf F' und x € F und v € T, M heiit V, X (x) = pry(D, X (x)) =
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D, X (z)—(DyX(z), N(z)) N(x) € T,,M die kovariante Ableitung von X in z in Richtung
.

Beispiel:

Die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes auf einem d-dimensionalen Fléchenstiick ist
ein Riemannscher Zusammenhang. Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe.

Definition 3.1.1 ist also eine abstrakte Formulierung der kovarianten Ableitung. Gelten in
der Definition nur (i) — (¢i¢), so heifit das zugehorige Objekt (allgemeiner) Zusammenhang.
Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit: Schreiben wir (-, -) fiir (-,-) , so gilt

Satz 3.1.2:
Auf jeder Riemannschen Mannigfaltigkeit (M,qg) gibt es genau einen Riemannschen
Zusammenhang V und er erfillt die Identitdt

(VxY,Z) = (X (Y. Z) = Z(X,Y) + Y {Z.X) — (X.[V. Z)) + (Z[X.¥]) + (Y, [Z,X])
(%)
Diese Formel heifst Koszuls Formel.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass jeder Riemannsche Zusammenhang (wie in Definition 3.1.1)
die Koszul-Formel erfiillt. Die Bedingung (iv) erzwingt

XY, Z) =(VxY,Z) + (Y,VxZ)
Y <Za X> = <VYZ,X> + <Z7 VYX>
Zusammen mit der Torsionsfreiheit (iv) ergibt sich
XY, 2) - Z(X,Y)+Y(Z,X) =2(VxY,Z) = ([X,Y], Z) + (Y, [X, Z]) + (X, [, Z]) ,

unter Beachtung, dass [X,Y] = —[Y, X].
Fir die Existenz von V seien X und Y fixiert. Setze

W(Z) = 2 (XY, 2) = Z(X,Y) +Y (2, X) - (X.[V.Z)) + (Z,[X,Y]) + (V. [Z,X]))

2
(%)
fiir Vektorfelder Z. Dann ist w ein Kovektorfeld auf M. Ist f eine glatte Funktion auf M,
so ergibt sich nach der Produktregel fiir das Vektorfeld X
1
w(f2) = fw(2) + 5 (XY, 2) + Y {2, X) - X[ (Y, Z) - Y f(X,Z)) = fu(Z).

Die Additivitat in Z ist klar. Da (-,-) auf jedem Tangentialraum ein Skalarprodukt
definiert, gibt es genau ein Vektorfeld A auf M mit w(Z) = (A, Z) fiir alle Vektorfelder
Z. Wir setzen

VxY = A. (*)
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Das definiert einen Riemannschen Zusammenhang. Die Additivitat in X und die Linearitat
in Y sind klar. Ist h eine glatte Funktion, so sei X := hX und @ sei definiert wie in (f)
mit X statt X. Dann folgt

B(2) = hol2) + 5 (~ZW{X.¥) 4 YR (Z,X) — (Z,X) Yh+ (Y, X) Zh) = h(2).

Beachte, dass
[X,Y)u=[hX,Y]u=hXYu—Y(hX)u=hXYu— (Yh)Xu— hY (Xu)
=h[X,Y]u— (Yh)Xu

fir jede glatte Funktion u. Also hat man die Eigenschaften (7) und (#7) in den Definitionen
3.1.1. Die Produktregel (iii) ergibt sich dhnlich. Ist w’ definiert wie in (), aber mit Y
anstelle von Y, so erhélt man
1
W(Z) = fu(2) + 5 (XN (Y, 2) = (Z)) (X, Y) + (Z]) (X,Y) + (X ) (2,Y))
= fw(Z2)+ X(f)(2,Y),

woraus folgt, dass Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.
Die metrische Eigenschaft ergibt sich aus der Koszul-Formel (die nach Konstruktion (f)
und (x) gilt):

(VxY,Z) + (VxZ,Y) = %(X (Y, Z) = Z(X,Y) + Y (Z,X) — (X,[V, Z)) + (Z,[X,Y])

+ 12, X)) + %(X (Z2,Y) =Y (X, Z)+ Z(Y,X) = (X,[Z,Y])
+ (Y, [X, 2]) + (%, [Y, X]))
— X (v, 2)

Ahnlich erhiilt man die Torsionsfreiheit (v). O

Nun sei 7> 0 und 7 : (0,7) — M eine glatte Kurve.

Definition 3.1.3:
Ein Vektorfeld X auf M heifit parallel lings v, falls V4 X = 0 fiir alle t € (0,T).

Nehmen wir an, dass z € M, v(0) = x und v € T, M. Wir betrachten die Bedingungen:

Vi X(y(t) =0 te(0,T) (%)
X

(7(0)) =v
Satz 3.1.4:

Es gibt genau ein Vektorfeld X parallel lings v, sodass X (v(0)) = v, d.h. das Anfangs-
wertproblem (x) hat genau eine Losung.
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Bemerkung:

Wir nutzen also die Evolution eines Anfangswertproblems, um einen ,,guten Begriff von
Parallelitat fiir Tangentialvektoren® in variierenden Tangentialrdumen zu finden bzw.
eine besonders kanonische Weise finden, um Tangentialvektoren in Tangentialraumen
entlang einer Kurve ineinander zu iiberfithren.

Beweisskizze:

Wir zeigen den Satz fiir den Fall, dass die Kurve in einer einzelnen Kartenumgebung liegt.
Den allgemeinen Fall kann man mit Standardargumenten darauf zuriickfithren (mittels
Eindeutigkeit von Losungen gewohnlicher DGL).

Seien z!,...,2¢ lokale Koordinaten um z, v = v 821-, v(t) = ’yi(t)%. Dann ist ()
dquivalent zu

9 () axI(y(t . ;
O:v(g/)k(t)a;ikX]% = #%"‘(’V)k(t))(]vﬁ% te (OaT)
v = X7(7(0)

Dies ist ein System von linearen gewdhnlichen DGL auf (0,7"), das nach Picard-Lindel6f

genau eine Losung auf (0,7") besitzt. Um (k%) zu rechtfertigen: Man hat nach Definition
3.1.1 nach Bedingung (iii)

Vi 2 (Xjaxj) =XV (éw) OO 50
(3) L 0X0) 0
] ot Oxd

O

Bemerkung:
Wir haben die folgende Darstellung fiir Tangentialvektoren benutzt: Fir eine Kurve
a:(0,7) — M und einen Tangentialvektor w € Ty, )M mit mit &(0) = w gilt

w(f) = lim £L006) = F(a(0) _ 9f(a(s))

s—0 s O0s

‘5:0

fiir alle glatten Funktionen f.

Definition 3.1.5:

Sei t € (0,7). Die Abbildung P, : TyoM — T,uM, die einem Tangentialvektor
v € TyoyM = T M den Tangentialvektor X (v(t)) € T’y M wie im Anfangswertproblem
zuordnet, heifit Paralleltransport von «(0) nach (t) lings .

Lemma 3.1.6:
Jeder Paralleltransport Py ist ein linearer Isomorphismus.

Beweis:

Die Linearitét ist klar wegen der linearen Abhéngigkeit im AWP (x) von den Anfangsdaten
(Superpositionsprinzip). P, ; ist invertierbar: Ist 4 die Kurve, die durch ¥(s) = y(t—s),s €
(0,¢) definiert wird, so hat man (P,:)~! = Ps ;. O
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Der Riemannsche Zusammenhang ist nichts weiter als die infinitesimale Version des
Paralleltransportes:

Satz 3.1.7:
Seiy : [0,T] - M eine Kurve mit v(0) = x € M und 4(0) = v € T, M. Dann gilt fiir
jedes Vektorfeld X auf M die Identitdt

(P X(2(1) = X(2)

X =1l

Vo X(2) 1530 t
Beweis:

Ist {%, ol %} eine Basis in T, M, so ist {b',...,b%} mit

bi(t) = Py (;;) (§)

eine Basis in T.,;)M wegen Lemma 3.1.6. Also existieren Funktionen X*(t), sodass gilt
X(y(t)) = X (t)b;(t) (Koeffizienten beziiglich neuer Basis fiir festes ). Daraus folgt wegen
(§) aber, dass P%}X('y(t)) = X*(t)-Z;. Also hat man

oxt
PIX(~(t) — X Xi(t)2 — X40)-Z .
i Tt (v(t)) (z)  lim (t) g5 (0) 52 — (X7)(0) 8A’
t—0 t t—0 t oz’

wobei (X?)" = %Xi.
Andererseits folgt aus der Produktregel fiir den Riemannschen Zusammenhang (Definition
3.1.1), dass

Vo X = Vo (X'b;) = X'V,b; +v(X)b;,

wobei b; wie in (§) als Vektorfelder (entlang ) aufgefasst werden. Da sie alle parallel
sind liings 7, d.h. Vsbi(t) = Vi Py (5%) = 0, folgt

’t @
; dX'((t)) 0
WX (@) = o(X)b;(0) = 20 0) = (X7 (0) -,
VX () = o(Xi(0) = T o bi0) = (X7) (0)
und somit die Gleichheit. ]

Seien z!, ..., 2% lokale Koordinaten und (gi;) die zugehorige Koordinatendarstellung der

Metrik g. Wir definieren

0
gjlk = 7695’“ 9gji

d.h. die Anwendung des Vektorfeldes 8%,“ auf die glatte Funktion g; = g;;(x) ergibt eine
neue glatte Funktion g;; 1, sowie I'ji; = %(gjlyk + 9k1,; — 9jkg) und F;k,lg“ =Tk =
%g” (gj”C + Gkij — gjk’l). Die Funktionen F;k nennt man Christoffel-Symbole. Man ver-
wendet sie auch fiir die lokale Darstellung des Kriimmungstensors. Fiir X = -2- Y =

Oxd
%, Z = % liefert die Koszul-Formel aus Satz 3.1.2 die Identitdten

o 0 1
<vaij8m’“7 8905> = §(gkl,j + itk — Gikt) = Ljry
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Oxk ozl

[-2-, 22:] = 0 (d.h. die Lie-Klammer verschwindet fiir Basisvektoren). Mit (g%) = (gi)~"

OxJ "’ dxk
i o 0 i 0 0
Fi <8xi7 8xl> = Longin =Tjnt = <Vaij Oxk’ a:rl> ’

folgt
also gilt FJ kg = V. o %. Die Christoffelsymbole sind also die Komponenten bzgl. der
ozt

unter Beachtung, dass <i i> = grl und V%gkl = %gkl = gr,; und es gilt

Basisvektoren in T, wj\z4 des Vektors, der durch den Riemannschen Zusammenhang aus
zwei Basisvektoren entsteht.

Daraus kann man auch Koordinatendarstellungen fiir allgemeine Vektorfelder bekommen:
Seien X = ¢i-2 50 Y = 773 . Dann gilt

0 . ;0 Ol O 0
ot =g (1) -0 (4.2) =B e (2)

Ozt OxJ oxJ
0
<§Z 77 fz ]> "

MltX—

dxt

Mit V,; .=V s schreibt man auch

ozt

ok ;
o1t 7,]77 )

wobei die linke Seite gelesen werden muss als die k-te Komponente der Ableitung eines
Vektorfeldes mit Komponenten ', ..., n% nach z¢, d.h. V;n* = (V; Y)k Fir M = ]Rd mit
Den

Vi =

euklidischer Metrik ergibt sich wie gewohnlich die partielle Ableitung V;n* =

8:& :
Summanden Ffjnj kann man also als Korrekturterm lesen.

Betrachten wir die Christoffelsymbole in Zusammenhang mit Kurven und Variations-
rechnung (Exkurs). Ist v : [0,7] — M eine Kurve, so ist ihre Energie (Wirkung der
Bahnkurve) definiert durch
1 /T 2
= = Y(t)||: dt
5 | 1@ e

wobei 4(t) = gv(t). Bezeichnen ~ (t) ...,vd( ) die Komponenten von ~y(t) in lokalen
zh .z dh y(t) = At ) -7, S0 ergibt sich

Koordinaten

=2 [ st

wobei /() BQ i(t). Wir schreiben auch #(t) = %ﬁi(t).
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Lemma 3.1.8:
Die Fuler-Lagrange-Gleichungen fiir E sind gegeben durch

5() + T (V) (O (1) = 0,i = 1. d. (EL)

Definition 3.1.9:
Eine Kurve v : [0,7] — M, die (EL) erfiillt, heiit geodétische Kurve (Geodéte).

Geodéten sind also kritische Punkte des Energiefunktionals. Wir sehen spéter auch, dass
Geoditen gerade auch die ,kiirzesten“ Wege zwischen zwei Punkten sind.

Beweis:
Die Euler-Lagrange-Gleichungen eines Funktionals I(y) = fOT Ft,y(t),~(t))dt sind gege-

ben durch %g{i - gf:i =0,i=1,...,d. Fir I = E ergibt sich

0

g (9 OO + g (V) (0)) = girea(Y O (O (1) = 0,6 = 1,..... .,

was aquivalent ist zu

97" + 955 + gk VA" + 95V — gjray? A = 0.
Aus gir, = gx; folgt

20umA™ + (kg + itk — Gie) VA =0,i=1,...,d

und somit auch

9 g™+ 59” (i + gjik — gir)) VA =0,i=1,...,d

und wegen g'g;,,, = 6%, folgt g" g1, 5™ = 4%, und das ergibt (EL). O
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3.2 Kriimmungstensor und verwandte Begriffe
Wie zuvor sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Riemannschem Zusammen-
hang V.
Definition 3.2.1:
Der Kriimmungstensor R von M bzw. V ist definiert durch
R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ —VxyZ,
wobei XY, Z beliebige Vektorfelder sind.

Jedem Paar X, Y von Vektorfeldern wird also eine Abbildung R(X,Y") zugeordnet, die ein
beliebiges Vektorfeld Z in ein Vektorfeld R(X,Y)Z tiberfithrt. Die Abbildung R(X,Y)
nennt man den Kriimmungsoperator zu X und Y.

Fiir M = R? mit euklidischer Metrik (dann ist V die Richtungsableitung via Komponenten)
hat man R(X,Y)Z = 0 fiir alle Vektorfelder X,Y, Z: Ist Z = Z'e; die Darstellung von Z
mit Komponentenfunktionen Z* bzgl. der Standardbasis {ey,...,eq} des R?, so hat man

VxZ = X(Z")e;
denn Vxe; = 0 fiir alle 4. Also
VyVxZ =Y (X(Z"e;)

und analog Vx VyY (X(Z")e;) sowie Vixy|Z = (XY —Y X)(Z")e;. Man kann R als eine
Grofle (bzw. einen Begriff) interpretieren, die (der) angibt, wie sehr eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit M lokal vom R?% abweicht.

FEine weitere Interpretation ergibt sich in lokalen Koordinaten x
[-2;, %] = 0 gilt, hat man

Ozt dxI
0 0 0 0
R(axax) <axk> = (VV ‘V@ijvaij P

Mit anderen Worten, der Kriimmungstensor R misst die Nichtkommutativitiat des Rie-
mannschen Zusammenhangs (der kovarianten Ableitung).

L .., z% Da fiir alle i, j

Bemerkung:
Manche Autoren definieren R mit anderem Vorzeichen.

Lemma 3.2.2:
(1) Die Abbildung (X,Y) — R(X,Y) ist bilinear, genauer:

R(fX1+X2,Y) = fR(X31,Y) + R(X2,Y)

fiir alle Vektorfelder X,Y usw. und f,g € C*(M).

(1i) Fiir zwei beliebige Vektorfelder X,Y ist der zugehorige Krimmungsoperator R(X,Y)
linear, d.h. R(X,Y)(fZ+ W) = fR(X,Y)Z + R(X,Y)W fir alle Vektorfelder
W, Z und Funktionen f.

49



Beweis:
(i) Es gilt
R(fX1+ X2,Y)Z =Vixi1x,VyZ = Vy Vx4 x0,Z = Vifxi+x,,v12
=V, VyZ+Vx,VyZ = Vy (fVx,2) = VyVx, Z = V(X4 X2)Y =Y (F X1 4 X2) Z
=Vx,VvZ+Vx,VvZ — fVyVx,Z-Y(f)Vx,Z —VyVx,Z
—IVx;yZ = VxyvZ +Vynx, 2+ Vv, Z+Vyx, Z

=Y (f)Vx,Z+fVyx,Z
=fVx,VvZ - fVyVx,Z - f(Vx,y —Vvyx,) Z
+Vx,VyvZ -VyVx,Z - (Vx,vy —Vyx,) Z
= fR(X1,Y)ZR(X2,Y)Z.

Die zweite Aussage ist analog.
(17) Die Additivitét ist klar. Wir zeigen R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)(Z). Man hat
VxVy(fZ)=Vx (fVyZ+ (Y f)Z))
= fVXVyZ+ (X)VyZ+ (YF)IVxZ + X (Y ) Z.
Das ergibt
VxVy(fZ) =VyVx(fZ2) = f(VxVyZ - VyVxZ) + (XY - YX)f)Z,
woraus
RX,Y)(fZ) = fVxVyZ — fVyVxZ + [X,Y(f)Z - fVixv)Z — [X,Y|(f)Z

= [R(X,Y)(Z)

folgt.
0

Bemerkung:
Im Beweis kann man sehen, dass der Korrekturterm V|y y| notwendig fiir die Linearitat
des Krimmungsoperators R(X,Y) ist.

Wir betrachten den Kriimmungstensor R in lokalen Koordinaten. Wir definieren dazu

die Komponentenfunktionen Rﬁj der Bilder R (%, %) (%) der Basisvektoren %

unter dem Kriimmungsoperator R ( 821- , %), d.h.

o 9\ 0 )
R (ax axj> Bzt~ g gk

k ATk
6Fjl _ ory

Oxt oxJ

Bemerkung:

+ Tk T Tk T Wir schreiben Rypij =

: k
Man kann z.B. zeigen, dass Rj;; = imL ] GmLil

_ o) el o) o)
gim Byl = (R (52 5% ) 1 5 )
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Wir betrachten nun weitere Symmetrieeigenschaften.

Lemma 3.2.3:
Fiir Vektorfelder X,Y,Z, W hat man

(i) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z, d.h. Ryij = —Riji.

(i) R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0, d.h. Rpij + Riiji + Rijii = 0.
(i) (R(X,Y)Z,W) = — (R(X,Y)W, Z), d.h. Ryij = —Ruxi;.

(iv) (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y), d.h. Ri; = Rijul.

Beweis:
Wegen der Linearitat reicht es, (i) — (iv) fir Koordinatenvektorfelder a(?xi
diirfen also annehmen, dass alle Lie-Klammern von X, Y, Z, W null sind.

(i) Folgt direkt aus der Definition 3.2.1.

zu zeigen. Wir

(17) Dies folgt wegen R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = VxVyZ — VyVxZ +
VyVzX —VzVy X +VzVxY —VxVzY =0 und der Torsionsfreiheit aus Defi-
nition 3.1.1, d.h. VyZ = VzY usw.

(797) Es gentigt zu zeigen, dass (R(X,Y)Z,Z) =0 fiir alle X, Y, Z.
Man hat (R(X,Y)Z,Z) = (VxVyZ — VyVxZ,Z) und aus der metrischen Eigen-
schaft aus Definition 3.1.1 folgt (VxVy Z,Z) = X (VyZ,Z) — (VyZ,VxZ). Also
gilt mittels der metrischen Eigenschaft in der zweiten Zeile

(R(X,Y)Z,Z) =X (VyZ,Z)— (NyZ,NxZ)—-Y (VNxZ,Z)+ (NxZ, Ny Z)
- %XY (Z,7) - %Y(X (7, 7)) = é[X, Y](Z,2) = 0.
(tv) Aus (i) und (ii) folgt

(RIX,Y)Z,W)=—(R(Y,X)Z,W)=(R(X,Z)Y, W)+ (R(Z,Y)X,W)
und aus (i7) und (#i7) folgt

(RIX,Y)Z,W)=—(R(X, Y)W, Z) =(R(Y,W)X,Z)+ (R(W,X)Y, Z) .
Addition ergibt

2(RX,Y)Z W) =(R(X,2)Y, W)+ (R(Z,Y)X, W)+ (RY, W)X, Z)

+
=
=
>
=
N

Analog erhélt man
2(R(Z,W)X,Y) = (R(Z, X)W,Y) + (R(X,W)Z,Y) + (R(W,Y)Z, X)
+(R(Y, Z)W, X) = 2(R(X,Y)Z,W).

Bemerkung:
Teil (i7) nennt man auch (erste) Bianchi-Identitét.
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Sei x € M und fir X,Y € T, M schreiben wir |[X AY| := \/<X, X) (YY) —(X,Y)? =
(X, X) (X,)Y)

\/ det () (g )

Proposition 3.2.4:

Ist o C T, M ein zweidimensionaler Unterraum von T, M und sind X,Y € o zwei linear
unabhdngige Vektoren, dann ist die reelle Zahl K(X,Y) := (RX Y)Y, X) unabhdngig von

|XAY)?
der Wahl von X und Y .

Beweis:

Offensichtlich ist {X,Y} eine Basis von o. Ist {X’, Y’} eine weitere Basis, so erfolgt der
Ubergang von {X,Y} zu {X’, Y’} durch Anwendung der elementaren Transformationen
(X,Y) = (V,X), (X,Y) = (AX,Y),A € R, (X,Y) — (X + \Y,Y),\ € R. Die Zahl
K(X,Y) ist invariant unter jeder dieser Transformationen. O

Definition 3.2.5:

Ist 0 C T M ein zweidimensionaler Unterraum und ist {X,Y} eine beliebige Basis von
o, so heifit K(o) := K(X,Y) die Schnittkrimmung von o in x.

K (o) ist nach der obigen Proposition wohldefiniert. Aus der Kenntniss aller K (o) lasst

sich der Krimmungstensor rekonstruieren, die Informationsgehalte sind also dquivalent.

Lemma 3.2.6:

Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum der Dimension d > 2 und seien R:V xV —
XV = Vund R : V xV xV — V trinlineare Abbildungen, sodass (formal) die
Bedingungen (i) — (iv) in Lemma 3.2.3 erfillt sind, d.h. mit V anstelle von TyM.
Sind X,Y zwei linear unabhdngige Vektoren, so schreiben wir o = lin{X,Y} und wir

setzen K(o) = % und K'(o) analog mit R'. Gilt K(o) = K'(o) fir alle

zweidimensionalen Unterridume, so gilt R = R'.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass (R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) fir alle X,Y, Z, T € V. Nach
Voraussetzung hat man (R(X,Y)X,Y) = (R/(X,Y)X,Y) fir alle X, Y € V. Damit folgt
auch (R(X + Z,Y)(X + 2),Y) = (R(X + Z,Y)(X + Z),Y), d.h.

(RIX,Y)X,Y)+2(R(X,Y)Z,Y) + (R(Z,Y)Z,Y)
=(RI(X,V)X,Y)+2(R(X,Y)Z,Y)+(R(Z,Y)Z,Y),

also (R(X,Y)Z,Y) = (R(X,Y)Z,Y) fir alle X,Y, Z € V. Insbesondere also
(R(X,Y +T)Z,Y +T) = (R(X,Y + T)Z,Y + T,
d.h.

(RX,Y)Z,T)+ (R(X,T)2,Y) =(R(X,Y)Z,T) + (R(X,1)Z,Y).
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Dies kann man umschreiben in
(R(X,Y)Z,T) — <R'(X, Y)Z, T> =(R(Y,Z2)X,T) — <R’(Y, )X, T>

unter Ausnutzung der Symmetrien wie in Lemma 3.2.3. Daraus kann man schlussfolgern,
dass die linke Seite invariant unter Anwendung von zyklischen Permutationen der ersten
drei Elemente ist. Mit der Bianchi-Identitdt (Lemma 3.2.3 (i7)) folgt

3((R(X,Y)Z,T) - (RI(X,Y)Z,T)) =0,
und damit die Behauptung. a

Beispiel:

Fiir ein zweidimensionales Flichenstiick F im R? ist dim 7, F = 2, d.h. es gibt nur einen
relevanten Unterraum o = T, F und somit nur eine Schnittkrimmung K (7, F) = K, (o).
Behauptung: Die Schnittkriimmung K, stimmt mit der Gauf-Kriimmung x1(x)k2(x)
in x {iberein.

Dazu sei F' = f(W) ein zweidimensionales, parametrisiertes Flichenstiick, d.h. F C R3, f :
W — R3 glatt etc., wobei W C R?, d.h. f = f(wy, ws) und T, F = 8811{1 (w), %(u})}
mit f(w) = « und die erste Fundamentalform hat die darstellende Matrix G = (g;;)
mit g;; = <a—f- Lf,>R3’ d.h. fir u = u’(,;afz und v = v 2L ergibt sich I,(u,v) =

ow*? JwJ ow’
<u 7)>R3 = gzjuivj. Zusammen mit dem Einheitsnormalenvektor N(z) in z € F', N(x) =
)% awz w) of

W erhélt man eine positiv orientierte Basis gt (w), %(w), N(z) von R3,
ow dw

Wir schreiben auch N(w) == N(f(w)) = N(z) mit = f(w). Nach Kettenregel hat man
DN(w) = DN (z)o Df(w) und

ON of
BT (w) = DN (z) - D (w). (*)

Fir die zweite Fundamentalform hat man

I1,(u,v) = I;(u, —DN(z)v) = (u, —~DN (2)v)ps = u'v <§U‘i(w), —DN(J:)EiU‘C(w)>R3
*) af ON i
u'v <8wl (w), — owd (w)>R3 = u'v’bjj

wobei b;; = <§$¢ (w), —%(w»w = <8u?;fwj (w), N(w)>R3. Die darstellende Matrix der
zweiten Fundamentalform ist also B = (b;;).

Ist (b]) die darstellende Matrix der Weingarten-Abbildung DN (x) : TuF — T,F,
so hat man —DN|(x) ( 6f-) b 2L und by < DN (z ) Of >R3 = gk, also

ow? (Y ow’’ dwk
(v]) = BG™.
Die minimale und die maximale Hauptkriimmung «;(x) und k2(x) in « € F hatten sich
ergeben als die Eigenwerte der Weingarten-Abbildung —DN(x). Also hat man fiir die
GauBkriimmung

det(B)

k1Ko = det(b]) = det(BG™!) = W) (+)
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Noch einige ,visuelle“ Interpretationen: Ein Punkt x € F heifit

elliptisch falls k1 (x)ka(x
parabolisch falls k1 (z)ka(z
Flachpunkt falls k1 (z) = ka(z) = 0.

Ein elliptischer Punkt ist z.B. bei einer glockenférmigen Figur der Fall. Hyperbolisch ist
ein Punkt auf einem Affensattel. Parabolische Punkte hat man unter Anderem bei einem
Zylinder. Ein flaches Blatt Papier hat Gau-Kriimmung null. Biegen ohne Falten oder
ReiBlen beldsst die Gaulkriimmung bei null. Méchte man das Papier auf eine Sphére oder
eine Sattelfliche (hyperbolische Punkte) aufkleben, muss man es reiflen, einschneiden,
falten o.4. Dies dndert die GauBkriimmung.

Bemerkung:
Man kann das lokal auch durch die Hesse-Matrix einer geeigneten Funktion ausdriicken
(Monge’sche Koordinaten), vgl. Analysis 2.

Wir betrachten den Riemannschen Zusammenhang (die kovariante Ableitung) V auf F.

In Richtung 88 Uf > war es er definiert als

ary of of o\ o_ Of ] f S\ o
Vs <W)—D;ji (aw) <D88u{i8wj’N>R3N_8wi8wj dwiowi’ Y RgN

wobei D, die Richtungsableitung in Richtung v € R?® im R3-Sinne bezeichnet. Dies

erfillt V of (%) = Ffj% wie in der allgemeinen Theorie. Also folgen die folgenden
Gauf- Weiﬁgarten—(}leichungen
0*f r Of N
=T biiN,i,j=1,2.
OwtOwI J owk RRCEMRY (8)
Andererseits folgt aus (*)
ON 3 Of of
= b = b
ow’ 19 Bk L Qwk’ (58)

denn

- of Of , ; af ON ON Of
< bis Owk’ dw! >R3 bii 9" 9n bij) bi <8wl7 8wi> <8wi’ ow! > ’

54



Wir leiten nun die Gaul-Weingarten-Gleichungen (§) ab und setzen ein:

S

owk Ow'owi  OwI OwiOwk

© 0 . of 0. of . &f . &
N ﬁwkrijaws owi * ows 1y OwkOwr Fik@wj(?uﬁ

4 (ab“> N — (abzk) N_,_b“aiN b ai‘N
ow’

0:

(9wk 1] 17 8’U)k ik 8’(1]]
9 s s\ OF | (ps OF (.. Of .
- <awkrij C Owd Zk> Ow* + Fij ( kT 9w + bir N ) — Lk <Fj7"6ws + ber>

o ow L Of L Of
+ <8wkb2] b 'Lk) N bngkmg 3 + bzkb]mg 8 s

wobei wir in der letzten Gleichheit (§§) benutzt haben. Offensichtlich miissen also alle
Koefhizienten der Vektorfelder 8(359 ,s = 1,2 verschwinden, also muss fiir alle 4, j, k, s gelten

a S 8 S s T S ms
G5~ g Dokt (D3 Tskr = T3L3,) = (bisbgom — bikbjm) g™ (4)

Diese Gleichungen heiflen Gauf}-Gleichungen.

Bemerkung:
Das Verschwinden der Koeffizienten von N forciert
0 0
2057~ w ]bm+F”bkr—F§kbjr=0,

auch Codazzi-Mainardo-Gleichungen genannt.
Die Schnittkriimmung von F' ist gegeben durch
of of 1 af of of
K = VoV o ——=—Vor Vo ——
<5w1’8w2> detG< auf az ow! 6f2 (3518 1 Hw 2>7
denn die Lie- Klammer von (.;9 L ;f - verschwinden fiir alle 4, j..
Man hat V 21 awl =Ti, g}; + 1%, 8%2 und somit

0 0
Vafv f TUJ;

dwl 511)2 8w1

0
= <8wlr%2 + Tl + F%2F%2>

8 2\ Of
und analog
of 9 1 1 1l 2 1\ 9f
VotV e = (path T+ T ) 520
o) of
+ (a T3 + I T + F%1r§2> 57
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Multiplikation der GauB-Gleichung (§) fiir i = j = 1 und k = 2 mit gs ergibt sich

0 0 0
<VafVaf / VafVBf / /

s — _ ms — 12
or Voo 505 o1V ot 55 5 2> (b11b2m — b12b1m) g™ gs2 = (b11b22 — biy)

= det B.

Wir betrachten nun weitere Kriimmungsbegriffe.

Definition 3.2.7:
Seiz € Mund X = ¢'52

als Ric(X, X) := g% <R (X, 621> %, X>. Der Ricci-Tensor ist definiert als R, := gleijkl-

Aus Lemma 3.2.3 (iv) ergibt sich die Symmetrie R;;, = Ry;.

Definition 3.2.8:
Sei & € M. Die skalare Kriimmung ist definiert als R := ¢** R;,.

Die Ricci-Kritmmung ist (bis auf Konstante) das arithmetische Mittel der Schnittkriim-
mungen aller Ebenen ¢ C T, M, die X enthalten (d.h. X € o). Die Skalarkrimmung
ist (bis auf Konstante) das arithmetische Mittel der Ricci-Kriitmmung in Richtung der
Einheitsvektoren und somit das Mittel der Schnittkriimmungen aller Ebenen.

Bemerkung:
Manche Autoren definieren die Ricci-Kriimmung auch genau als das Mittel o= Rlc(X X)

und die Skalarkriimmel als CllR.

Wir schauen uns zunéchst eine algebraische Interpretation an: Auf 7, M kann man eine Bi-
linearform @ : T, M x T, M — R definiert durch Q(X,Y) =tr(Z — R(X,Y)Z),X,Y €
T, M. Hier bezeichnet tr die Spur eines linearen Endomorphismus auf T, M. Sie ist de-
finiert als die Spur der darstellenden Matrix bzgl. einer beliebigen Basis in T, M und
ist nicht von der Wahl dieser Basis abhéngig. Hier betrachten wir den Endomorphismus
Z— R(X,Z)Y auf T, M.

Q ist symmetrisch: Ist {z1,...,24 = X} eine Orthonormalbasis in T, M, so folgt

Q(X,Y) = tr (Z s R(X,Z)Y zd: R(X,Z)Y, Z;) = dz_:l(R(Y,Zi)X,ZQ:Q(Y,X).
i=1 i=1

Man hat Ric(X, X) = Q(X, X). Andererseits gibt es zu @) auch einen selbstadjungierten
linearen Operator K : T, M — T, M mit (K(X),Y) = Q(X,Y). Fir K ergibt sich dann

tr K = Z R(X,Z;)X, Z;)

und R = Z?Zl Ric(Z;, Z;) fir eine Orthonormalbasis {Z1,...,Z; = X}. Diese beiden
Identitaten kann man auch als Definition benutzen.
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3.3 Der Laplace-Operator und Kriimmung

Wir betrachten einige Zusammenhénge zwischen Kriitmmung und Elementen der Analysis.
Dabei studieren wir zunédchst eine Version zweiter Ordnung der kovarianten Ableitung.

Definition 3.3.1:
Fiir eine glatte Funktion f auf M und zwei Vektorfelder X, Y setzen wir

(V2F) (X,Y) = (Vx (V). Y).

Die bilineare Abbildung (X,Y) + (V2f)(X,Y) heifit Hesse-Form von f. Die Abbildung
X — VxVf heif3t Hesse-Tensor von f.

Bemerkung 3.3.2:

Die Hesse-Form V2f von f ordnet also zwei Vektorfeldern X,Y die glatte Funktion
V2f(X,Y) zu.

Wegen der metrischen Eigenschaft von V folgt

V2(X,Y) = (VxV[Y) = Vx (VLY) = (V[ VxY) = VxY(f) = (VxY)(f)
=VxVyf—(VxY)(f) (8)

Korollar 3.3.3:
Die Hesse-Form von f ist symmetrisch, d.h. V2f(X,Y) = V2f(Y, X).

Beweis:
Aus (§) ergibt sich

VEF(XY) = V2F(Y, X) = X(Y(f) = (VxY)(f) = Y(X(f) + (V¥ X)(f)
= (XY -YX)(f) - [X,Y](f) =0

wegen der Torsionsfreiheit des Zusammenhangs. O

Die Spur von V?2f beziiglich der Metrik g ist definiert durch
- o 0
v2 — gk V2
tr( f) =9 ( f> <8xj’8xk’)'
Beispiel:

Sei M = R? mit der eq,...,eq als Standardbasis in R? 2 T, R?. Dann gilt

(V2f) (€5 ex) = <£z (Vf)’e’“> - 6325];’“

Also folgt

0% f
(x7)?"

d
tr <V2f) = Z (V2f) (ej,e) = Z_:

j=1

Die Spur der Hesse-Matrix (bzw. der Hesse-Form) liefert den Laplace-Operator im R?.
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Satz 3.3.4:
Sei [ eine glatte Funktion auf M. Dann gilt

Af:tr(v2f>.

Wir geben dazu zwei Beweise (bzw. Beweisskizzen). Der erste basiert auf lokalen Koordi-
naten. Wir nutzen dazu einige Relationen aus der Tensoranalysis, die wir hier nicht weiter

iiberpriifen. Insbesondere kann man die Wirkung einer kovarianten Ableitung V o auch

fiir allgemeinere Objekte definieren als Vektorfelder, sogenannte Tensorfelder, Ispeziell
auch fur g und g_l. Wir importieren folgende Relationen (Ubung):

ox

(2) V%g’j = V%gij = 0 ("metrische Eigenschaft’).
oz ox

ey

(3) I, =T}, =1 (gim%g%) ("Kontraktionsrelation’).

Lemma 3.3.5:
Ist A = (asj)i j=1,..4 eine Matriz mit glatten Funktionen a;; = a;;(t) auf einem Intervall
und ist A iberall invertierbar und A~' = (a); j—1,. 4, so folgt

80,@']'

— det A(t) = a(t) o

(t) det A(t).

Beweis:
Es bezeichne a;(t) die j-te Spalte von A. Dann hat man

2 qet A0 z( 510, S0 a5 (), 0ult))

d
=2 1749 2 a0 det A (1),

wobei A (t) die Matrix ist, die durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten Spalte

entsteht. Die Cramersche Regel liefert a% (t) = g;tlj)él(; det AW)(t). Also folgt

B, d daj(t)
ﬁdetA() > det A(t) ajt a’(t).

Beweis von Satz 3.5.4:
Erste Beweisskizze:
Betrachten wir die lokalen Koordinaten z',...,z% so gilt nach (§)

0 of 0% f of
2 — 4 _ — 1t 2L
( f> (8:5] 8xk) N V% Oxk (va 7 ﬁxk> F= 0z Oxk ijaazl'
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Andererseits hat man

9 k of
Af= \/Waxﬂ (g] Vdetgg k)
_ 99" Jdetg det i /de
m(axﬂ detg 5k + 975 Jaors g (0H9) S+t aaak

was nach Lemma 3.3.5 gleich

i O*F dg’" of 4Lk 10gi Of
0xioxk  Oxd Oxk g 9 07 0k

ist. Das kann man mittels Christoffelsymbolen nun ausdriicken als

G 02 , 0 ; 0 0
]k(%j(;;k + gijé'kank = g]k(VQf) ((%cj’ 895";) = tF(VQf)a

denn aus den Relationen (1) — (3) folgt

8 jk _ 89_7'
ox 9.k

og’k 1 091
J sk _ sk _j1YJ) k jS
+ 050" + Tjsg”™ = o= + g™ o2 + T

O
Wir betrachten noch eine Darstellung der Divergenz, die sich nach dhnlichem Muster aus
Lemma 3.3.5 ergibt.

Lemma 3.3.6:
Die Divergenz div X eines Vektorfeldes X ist die Spur der kovarianten Ableitung (des
Riemannschen Zusammenhanges) bzgl. g, d.h.

; 0
: _ ik
divX =g <V821X 8xk>

Beweis:
Sei X = XJ . Dann hat man

0 L 0X7 o 0
<V8X8x >_g azg]k+ngXJ<va A,>

ozt ozt % a.’L'k

Wegen (3) und Lemma 3.3.5 gilt wieder

39”":1:]1 1 detg 1 Ovdetg

1” = = = = .
29 0= 2detg a7 Vdetg OxJ

Somit folgt

: 0 0XI .1 Oy/detyg 1 5] , .
ik X>: _ 4+ X = — (y/det gX7) = div X.
g <va‘ii " Ok OxI + detg OuxJ V/det g Oxd ( g ) v

O]
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Anstatt mit Koordinatenvektorfeldern zu arbeiten, kann man auch orthogonale Koordi-
natensysteme benutzen. Ist z € M und U eine Umgebung von = mit lokalen Koordinaten

z',..., 2% so kann man in jedem Tangentialraum TyM,y € U durch Anwendung des
Gram-Schmidt-Verfahrens auf %, e % eine Orthonormalbasis {Xi(y),..., Xq(y)}

in Ty M konstruieren. Das ergibt glatte Vektorfelder X1,..., X, auf U, die in jedem
Tangentialraum T, M,y € U, eine Orthonormalbasis bilden. Eine solche Familie von Vek-
torfeldern nennt man auch lokalen (orthogonalen) moving frame (lokales orthonormales
frame field). Im Allgemeinen gibt es aber keine lokalen Koordinaten in U, sodass sich die
X1,..., X, als Koordinatenvektorfelder darstellen lassen.

Rechnungen in moving frames sind in gewisser Weise ein komplementérer Blickwinkel zu
Koordinaten. Aus der linearen und multilinearen Algebra folgt nun sofort:

Korollar 3.3.7:

Es sei Xq,..., X4 ein moving frame. Dann gilt fiir jedes Vektorfeld X die Identitdt
divX = 25:1 (Vx, X, X;). Dies ist die Spur der kovarianten Ableitung, geschrieben in
der Basis X1, ..., Xq.

Fiir jede glatte Funktion f gilt tr(V2f) = 4, (V2f) (Xi, Xi).

Alternative Formulierung vom Beweis zu Satz 3.3.4:

Fir X = Vf hat man Af = div(Vf) = Y4, (Vx,Vf, Xi) = 0, (V2f) (X0, X;) =
tr (V2f).

Es gibt eine weitere Art von Koordinaten, die viele Rechnungen vereinfacht. Sie basiert
auf Geodéten.

Satz 3.3.8:
Seix € M undv € T, M. Dann ezistiert ein e > 0 und genau eine Geoddte v : [0,e] — M,
sodass v(0) = x und 4(0) = v. Die Kurve v hdingt glatt von x,v ab.

Beweis:

Die Euler-Lagrange-Gleichung (F'L) sind ein System gewohnlicher Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, also gibt es lokal genau eine Losung mit obigen Anfangsdaten, und sie
héngt glatt von den Anfangsdaten ab (Picard-Lindelof). O

Lost die Kurve 7y (EL), so 16sen auch y(At), A € R, die Gleichungen (EL). Ist ~, eine Losung
geméB Satz 3.3.8 mit Anfangsdaten  und v, so hat man v, (t) = v (£) , A > 0,t € [0, ¢].
Andererseits hingt -, sogar glatt von v ab, und {v € T, M : ||v|]] = 1} ist kompakt.
Daraus folgt, dass ein £y > 0 existiert, sodass fiir alle v € T, M mit |[v]| = 1 die Geodéte
vy zumindest auf [0, eo] definiert ist. Also ist fiir v € T, M mit ||w| < e zumindest auf

[0, 1] definiert.

Definition 3.3.9:
Sei vy = {v € Ty M |y, ist definiert auf [0, 1]}. Die Abbildung exp, : Vz — M, v — 7,(1)
heifit die Exponentialabbildung von M in z.

Bemerkung:
Der Definitionsbereich von exp, enthélt also zumindest eine kleine Umgebung der 0 € T, M.
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Im Allgemeinen gilt V,, C T, M. Man kann zeigen, dass fiir kompakte Riemannsche

=

Mannigfaltigkeiten exp, auf ganz T, M definiert werden kann.

Satz 3.3.10:
Die Ezxponentialabbildung exp, bildet eine Umgebung von 0 € T, M diffeomorph auf eine
Umgebung U von x € M ab.

Beweis:

Da T, M ein Vektorraum ist, identifizieren wir wieder Ty (T, M) mit T,, M. Das Differential
von exp, in 0 € T, M wird dann zu einer linearen Abbildung von T, M auf sich selbst,
dexp,(0): T,M — T, M. Mit dieser Identifikation folgt

105, (0)(0) = D(1) lemo= 2r0(1) o= 7(0) = v

ot
d.h. dexp(0) = idr, ps. Insbesondere hat also dexp, (0) maximalen Rang und nach dem
Satz iiber die implizite Funktionen existiert eine Umgebung von 0 € T, M, die diffeomorph
auf eine Umgebung U von x € M abgebildet wird. O

Man erhélt nun , gute Koordinaten“ um z, indem man U wie im Satz zusammen mit
der Umkehrabbildung der Exponentialabbildung anschaut: Sei (X1, ..., Xy) eine Ortho-
normalbasis von Ty M. Schreiben v € T, M in dieser Basis als v = v*X; und erhalten
einen Isomorphismus ® zwischen T, M und R? wie gewohnlich mit ®(v) = (v1,...,v%).
Identifizieren wir T, M und R? unter ®, so erhalten wir eine Umgebung der 0 € R?, die
unter exp~! auf die U abgebildet wird.

Definition 3.3.11:
Die lokalen Koordinaten zu der Karte (exp, !, U) heiBen (Riemannsche) Normalkoordina-
ten um .

Satz 3.3.12:
In Normalkoordinaten uwm x hat man g;j(x) = 64, F;k(x) =0 und g;jr, =0 fiir alle i,j, k.

Bemerkung:

Normalkoordinaten sind definiert auf einer Umgebung U von « und sind orthonormal in

T, M (aber i.A. nicht auf ganz U, d.h. nicht fiir alle T,M,y € U).

Sind z', ..., 2% Normalkoordinaten um z, so hat man Vi% |l= 0, wieder i.A. nicht
ox?

auf ganz U.
Da wir zur Berechnung von div X und A f die Orthonormalitdt nur in x verwendet hatten,
folgt sofort:

Korollar 3.3.13:
Sind zt, ..., 2% Normalkoordinaten um x, so gilt fiir jedes Vektorfeld X

(div X)(z) = f<v = X’aii>TzM

7
=1\ %
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und fiir jede glatte Funktion f

d
Af(z) = tr (VQf) b= (v2f) (aii’i«i) e -

=1

Beweis von Satz 3.3.12:

gij(x) = 0;; folgt unmittelbar, da eine Orthonormalbasis in T, M beziiglich g mittels ®
auf eine Orthonormalbasis in R? abgebildet wird.

Es gibt eine Umgebung von 0 € R?, innerhalb derer Liniensegmente durch 0 auf Geoditen
abgebildet werden: Die Linie t ~— tv fiir festes v € R? wird fiir kleine ¢ auf 44, (1) = 7, (t)
abgebildet, wobei 7, (t) die Geodéte ist mit 7, () = v (und parametrisiert nach Bogenlénge).
Setzt man nun (t) = exp,(tv) in die Euler-Lagrange-Gleichung (EL) ein, so folgt
ng(’y(O))vjvk =0 fiir j,k = 1,...,d fiir alle v € R% Setzen v = %(el + em), wobei
e1,...,eq die Standardbasis des R? ist. Dann folgt wegen der Symmetrie Fék = F};j, dass
Ii (x) =0 fiir alle i und somit fiir alle 4,1, m.

Nach Definition also auch g;p r + gkm,j — Gjk,m = 0. Eine zyklische Permutation und
Summation liefert g;p, x(z) = 0 fir 4, k, m. O

Wir kénnen nun bequem einen Satz beweisen, der den Laplace-Operator, die Hesse-
Form und die Ricci-Kriimmung verbindet. Dazu: Ist V' ein euklidischer Vektorraum und
B :V xV — R eine Bilinearform und ey, ..., e4 eine Orthonormalbasis in V' und A
die darstellende Matrix, d.h. B(v,w) = (Av,w), so ist die Hilbert-Schmidt-Norm von B
| B| ;¢ definiert als die Hilbert-Schmidt-Norm von A ||A|| g, d.h.

d
1Bllgrs = IAllgs = | D Ilei, Aeg)l*.

3,j=1
Mit Parseval ist dies
d

Z <A6j, A6j>.

=1

1Bllzs =

Dies ist unabhéngig von der Wahl der ONB ey, ... eq4.

Satz 3.3.14 (Bochner-Lichnerowicz- Weitzenbock-Formel):
Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f eine glatte Funktion. Dann gilt

%A VP = |V 4 (V5 Y (AR) + Rie(V £ V). (BLW)

Bemerkung:

(7) Die Formel (BLW) nennt man meistens Weitzenbock-Formel. Versionen davon fiir
Differentialformen bzw. Dirac-Operatoren heiflen Bochner-Formel bzw. Lichnerowicz-
Formel.
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(i)

(ii)

Die Schlagkraft der Formel liegt darin, dass f frei gewéhlt werden kann (z.B.
Eigenfunktionen, Distanzfunktionen etc.).

Ist f eine harmonische Funktion, d.h. Af = 0 auf M, so folgt
AP = ||V Rie(VE V)
2 HS b b

d.h. ,Diffusion“ und , kovariante Ableitung zweiter Ordnung* differieren um einen
Kriimmungsterm.

Fiir M = R? reduziert sich (BLW) auf

1 i BfF of
§A (vaHQ) ZZ ( ml8x3> + ZZ 8 Tt an] &ﬂ
= HHeSSfHHS +(VS,V (Af)>-

Schreiben wir fiir zwei glatte Funktionen f und g I'(f,g) .= (Vf, Vg), so folgt

I'(f.9) = % (A(fg) — fAg—gAf).
Schreiben wir ferner I's(f, f) == 3A IVf|? = (Vf,V (Af)), so ergibt BLW dann

o1, 1) = |V + Rie(V .9 ). ()

Dies ist franzosischer Stil a la Bakry/Emery/Ledoux/Villani etc.
Man kann durch geschickte Wahl von f aus (I') schlieflen, dass folgende Aussagen
dquivalent sind

Lo(fs f) 2 pU(f, [) VI € C* <= Ric(VS,Vf) =2 pU'(f, f) Vf€C*  (§)

wobei p eine geeignete Funktion ist. Die beste Wahl fiir p ist der kleinste Eigenwert
des Ricci-Tensors

p(z) = mf M

variierend in = € M. (#) heifit curvature condition CD(p, o0), sie ist dquivalent zu
(%), d.h. zu Ric > pg.
Andererseits gilt fiir jede dexd-Matrix A nach Cauchy-Schwarz

d 2 d
(tr(A))* = (Z <A€u€i>> <dY (Aej )’ = d||Allys -

i=1 =1

Also auch (Af)? = tr (V2f)* < d ||V2f||?{s. Somit folgt mit (I') die Relation

Daf. ) > o0 )+ 5 (AP (1)

Hier ist p der kleinste Eigenwert des Ricci-Tensors. (#f) nennt man curvature
dimension condition C'D(p, d).
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(vi) Formel (BLW) kann man auch ,hydrodynamisch“ aus der druckfreien Euler-
Gleichung bekommen, vgl. Villani 2012.

(vii) Bochners Formel fithrt auch auf Sétze, die Krimmung und Topologie verbinden.

Beweis von Satz 3.5.1/:

Sei x € M. Wir zeigen die Formel in z € M. Wir diirfen annehmen, dass z!,..., 2%
Normalkoordinaten um x sind und schreiben X; = %. Dann gilt nach Satz 3.3.12,
dass (X;, Xj)p 5 = 9(2)(Xi, Xj) = 6ij und Vx, X [,=0 fir alle 4, j = 1,...,d. Wegen
Vf i oI 0 ergibt sich in T, M

= 9" 527 97
B “6f g 8f
V=0 oxd dxt 8301
und daher
VvsXi=Vy oy Xi= Z@VXX =0.

Im Punkt x € M hat man dann aus Korollar 3.3.13, aus der ONB-Eigenschaft, aus
der Definition der Hesse-Form sowie der metrischen Eigenschaft des Riemannschen
Zusammenhangs

d 1 d

Z<VX¢V\VJC|27X¢>

i=1 z:1
ij (VIVIP X - ;zd:<VVf|2,VXiXi> zj: (V)

=1

AP = o (V2 VAF) = 5

[\ \

l\D\*—‘
[\.')M—A

=0

M= 1

@
Il
—_

d
Xi (Vx, V. Vf) = ZXZ (V2F) (X0, V5) 2" 30X (V2F) (V. X))
=1
d d
Xi(VosVEX) = (Vx, VvV X))+ Y (VosVf, Vi, Xo)

=1 =1

=0
d d
(R(Xi, V)V, X;) + Z (VvrVx,VFf, Xi) + Z <V[Xi,Vf]vf» Xi> .

=1 =1

I
&M&

@
Il
i

Der erste Summand ist Ric(V f, Vf). Der zweite ist nach der metrischen Eigenschaft
gleich

Fjg

d
VA (VxVX) =Y (VxVE VX = (V) (e (V2F) = VA(AS)
=1

=1 -0

=(V[,V(Af))-
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Der dritte Summand ist nach Definition 3.1.1 (Torsionsfreiheit) gleich

d
S (V) (X0 VLX) = D (V2F) (Ve VE X)) = Y (V2F) (Vs X, Xi)
=1 =1 =1 5
d 2
=V VEVYN = [V
i=1
mit der Voriiberlegung vor Satz 3.3.14 (mit X — VxV f anstelle A). O

Ausgehend von (BLW) kann man die Warmeleitungshalbgruppe (P;):>0, also die Halb-
gruppe zum Laplace-Beltrami-Operator A mit der Ricci-Kriimmung in Verbindung setzen.
Es bezeichne (P;)¢>o die Wérmeleitungshalbgruppe fiir die Riemannsche Mannigfaltigkeit
(M, g) betrachtet mit dem Riemannschen Volumen v. Nach Satz 2.3.5 ist fur jedes t > 0
und f € L*(M) (oder f € C(M) oder f € C>®(M)) die Funktion P.f in C*°(M).

Satz 3.3.15 (Li-Yau-Ungleichung):

Sei (M, g) eine d-dimensionale kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > —Kg
fiir eine Konstante K > 0, d.h. inf eprinf xer, ar,x 20 P&(}(Xiﬁ > —K. Dann gilt fir

jedes a > 1, jede glatte, positive Funktion f und jedest > 0 die Ungleichung

2 2
VP, f| AP f < da (1 N 2Kt > (1)

(P f)? - Pf ~ 2t

a—1
in jedem Punkt x € M.

Bemerkung:
(LY) ermoglicht den Beweis einer parabolischen Harnack-Ungleichung, gradient estimates
und letztlich den Beweis beidseitiger Gaufischer heat kernel estimates.

Beweis:
Fiir eine glatte Funktion g liefert BLW

2 (I99P) ~ (V4. V(8g) > & (A9)? ~ K Vg, (8)

1
d
denn (Ag)? = tr(V?g)* < 2 ||Vgg||zs, siehe vorherigen Beweis.

Ist f positiv und glatt auf M und T > 0, so betrachten wir die Funktion g := log P, f auf
M x [0,T]. Man hat

dg 1 ORf APRf
ot  Pf ot  Pf

2 |VRS)

Vol =B
Ag— ARSIV
P f (P f)?’
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also Ag + |Vg|* = % Aus (B) folgt

2 2 2 2 a 2
— (A — 2K |V < A(V V V V IV

= A(|IvgP) - aat Vo> +2(Vg,V Vg[*)

Multiplizieren wir die Ungleichung mit ¢t und setzen H =t |Vg]2. Dann hat man

O0H
ot t—\Vg| +|V9’
also
8 _ , OH H
alVi =T 7
und
2 OH H
¢ (d(Ag)2 _9K yng) < AH = o+ +2(Vg, VH). (1)
Man hat auch Aag + 5 \Vg| 8t2 wegen der Gleichung fiir g. Setzen wir I := t%‘g , SO
folgt
or 829 dg  0g  dg 0
I _ P9 L 99 4 \99 9% <
o et T aTa T <Vg’tvatg>
und somit
0 I
0=AL= I+~ +2(Vg,VI). (£8)

Setzen wir G := H — al =t (Vg)? — Ozat Durch Addition von (f) und (#f) ergibt sich
auf M x [0,7T] die Ungleichung

2 0 G

¢ ((Ag)2 9K ]Vg]Q) <ac-26+% vy va).

d ot t
Sei (x,t) ein Punkt des kompakten Raumes M x [0, 7], in dem G das Maximum annimmt.
Nehmen wir zunéchst an, G(z,t) > 0, so muss ¢t > 0 gelten und in (z,t) muss man
haben VG =0, % > 0 (sonst kein kritischer Punkt) und auch Ag < 0 (denn die Spur
einer diagonalisierbaren Matrix ist die Summe ihrer Eigenwerte mit Vielfachheit, und die
Hesse-Matrix von G als Funktion von z in x ist nichtpositiv definit).
Also folgt daraus, dass

<@

J (Ag) 2 +2K Vg|?.
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Erinnern wir uns, dass Ag = at —|Vg[* und G =t (\Vg\ —a%l ) so gilt

G |Vg* 9y
at o« ot
und
G Og dg
1—- = Ay P~ A
(12 )19+ 5 = 50— Ag— Vgl + L Vgl = 50 = g

Somit folgt

2 G\*_G
(-5 wer+ 2) <52 vl

Multiplizieren wir beide Seiten mit a?t?, so folgt daraus

% ( (1 — ) IVg! + 1) G? < a?G 4 222K |Vg|* .

(e

2
Setzen wir J == % > 0 und teilen wir durch G, so erhalten wir in (x,t)

2
St (@-nre<a (1+2K227).
Also:
_ do? do® 14 2Kt%J da - 2Kt2J — 2(a — DtJ — (a — 1)%t2J?
2 (14 (a—1DtJ)> - 2 (1+ (o —1)tJ)2

und wegen o > 1,J > 0, (o — 1)tJ > 0 folgt

o< do? - 2Kt ] _ do? (1+ 2Kt )
) I+ (a—1tJ) = 2 a—1)°
Einsetzen von G ergibt die (LY ')-Ungleichung. O

Bemerkung:
Aus (LY') lasst sich die folgende Gradientenabschétzung ableiten: Falls Ric > — K, so
gilt fiir alle 7" > 0 und 0 < ¢t < T und fiir alle positiven, glatten Funktionen f:

mvﬂﬂthmszmVBﬁVBﬁ

wobei C' = /3d(1 + 2KT). (GE) stellt z.B. eine uniforme und explizite Abschitzung fiir
P.f(x) — P, f(y) zur Verfligung. Siehe dazu z.B. bei Cranston, '91.

C
< NG 11l oo (a0 (GE)

L (M,v)

67



Beweisskizze:
Wegen der Standardzerlegung AP, f = (AP,f)" — (AP.f)” in Differenz zweier nichtne-
gativer Funktionen gilt mit o = 2, dass

(AP.f)” < d(1+2KT)) %Ptf.

Unter unseren Voraussetzungen gilt [,, p¢(z,y)v(dz) = 1 fiir alle x € M (,M ist stochas-
tisch vollstédndig®), also auch (mit Fubini)

/M P fdv = /M fdv,

d.h. v ist ein invariantes Ma$ fir (P;);>0 bzw. fir A. Man kann auch folgern, dass
Sy AP fdv = 0. Also gilt

/(APtf)+du:/ (APtf)_dugd(lJrQKT)/ \f| dv
M M M

und somit

2C"

1AL praawy < = I llzrary)

mit ' = d(1 + 2KT). Wegen der Selbstadjungiertheit von A und P; und wegen der
Kommutativitit beider Operatoren fiir glatte f in L?(M,v) ist der duale Operator zu
AP f : LY (M,v) — LY(M,v) gerade AP, : L®(M,v) — L*®(M,v). Daraus folgt also,
dass

20"
AP oo aray < = 1Moo ar) -

Setzen wir dies in (LY) ein, so ergibt sich fir oo = 2

d
1V Pef oo (g < 7 (1+2KT) 1P f N F oo at) 2 IAP | oo (g |1 Pefll oo (1)

2 c
<[Ifllze <ZNf Il oo

3C
< e £ 117

also die Behauptung. O

Eine weitere Folgerung aus (LY) ist die parabolische Harnack-Ungleichung. Sie vergleicht
Losungen der Warmeleitungsgleichung in verschiedenen Raum-Zeit-Punkten. Wir benoti-
gen zur Formulierung eine Metrik auf M (wie auch fiir heat kernel estimates).

Sei dazu (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fur eine glatte Kurve v : [a,b] — M
ist die Lange L(vy) von ~y definiert durch

1) = [ 5@ = [ \ab®)E, 5@
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g
oz’

In lokalen Koordinaten z',. .., 2¢ mit 4(t) = 4°(t)-%; hat man

b
L(v) :/a \/gij(v(t))ﬁi(t)ﬁj(t)dt.

Man hat L(y) = [2 |5@)]| dt < (b—a)'/2 [P[|4(8)||* dt = Vb — aE(y)/2. Die Gleichheit
tritt ein, falls ||4(t)]| = c.

v : [a,b] — M heifit stiickweise glatte Kurve, falls eine Zerlegung a = tg < t1 < ... < t, =
b existiert und glatte Kurven ; : [t;, tix1] = M,i=0,...,n—1 mit v;(t;iy1) = Vit1(tiv1)-
Setze dann L(y) = Y74 L(y:). Da #(t) fiir fast alle t € [a,b] existiert, gilt wieder
L(y) = J; ()] dt.

Betrachten wir eine natiirliche Abstandsfunktion auf M. Fiir z,y € M setzen wir

d(x,y) = inf{L(7) : v : [a,b] = M stiickweise glatt mit v(a) = z,v(b) = y},

oder falls kein solches v existiert, d(x,y) = oo. Man nennt d(x,y) die geodésische
Distanz zwischen x und y. Zwei Punkte x,y einer zusammenhangenden Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) konnen stets durch eine stiickweise glatte Kurve verbunden
werden (also gilt d(x,y) < oco). Dazu setzen wir

E, ={y € M | z und y kénnen durch stiickweise glatte Kurve verbunden werden}.

E, ist offen, denn ist y € E, und (U, ¢) eine Karte um y und z € U, so folgt z € E,,
denn die glatte Kurve « : [a,b] — U, y(t) == ¢ 1 (o(y) + (t — a)%) verbindet y und
z. Also sind dann auch x und z durch stiickweise glatte Kurven verbunden.
Andererseits ist Uy¢p, Ey offen und da E; UU ¢p, By = M gilt, muss E; = M sein wegen
dem Zusammenhang von M, denn x € F, und damit ist E, nichtleer.

Die geodésische Distanz ist eine Metrik auf M:

Lemma 3.3.16:
Fiir M zusammenhdingend ist d : M x M — [0,00) eine Funktion mit

i) d(z,y) > 0Ve,y € M, d(z,y) >0, falls x # y,
1) d(z,y) = d(y,x) fir alle x,y € M,
iii) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) fir alle x,y,z € M,

d.h. (M,d) wird zu einem metrischen Raum. Ist M nicht zusammenhdngend, so ist
d: M x M — [0,00], aber alle Figenschaften gelten nach wie vor.

Beweis:

(4), (479) und die erste Aussage in (i) sind klar. Wir zeigen d(x,y) > 0 fir x # y. Sei
¢ : U — R? eine Karte um z. Dann existiert ein € > 0, sodass D, (p(z)) = {n € R? |
n—e(@)| < e} CU) und y ¢ o~ (De(p(2)).

In U sei g dargestellt durch g;;. Da g;;(z) positiv definit ist, gilt A == inf_; ;e 9ij ()¢

l¢f®
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0. Da die Funktion 7 — g;;(¢1(n)) stetig ist und D.(p(x)) kompakt ist, ist sie (gleich-
méig) stetig auf D:(p(z)), und man hat g;;(n)&'¢/ > A &2 fiir alle n € D.(p(z)) und
€= (£',...,&% € RY. Fiir jede (stiickweise glatte) Kurve ~ : [a,b] — M mit v(a) = = gilt
somit

L(v) > Ly N 1 (D:(p(x))) > Ae >0,

denn ¢ oy muss einen Punkt ¢ € dD.(¢(z)) enthalten. Dann hat ¢ ~1(¢) mindestens den
Abstand Ae von z auf M. O]

Korollar 3.3.17:
Die Topologie auf M induziert durch die geoddsische Distanz d stimmt mit der urspriing-
lichen Topologie von M diberein.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass in jeder Karte die Topologie induziert durch d {ibereinstimmt mit
der Topologie auf RY (induziert durch die euklidische Distanz). Fiir jedes x € M existiert
eine Karte (U,¢) um z und ¢ > 0 mit D.(¢(z)) C ¢(U) und es existieren positive
Konstanten A, > 0 mit A? [¢[]* < g;5(p7 ()€ < 2 [|¢] fiir alle n € De(p(x))
und fiir alle £ € R%. Also hat man X ||n — ¢(z)|| < d(¢~ (n),z) < plln — @(x)|| fir alle

1 € De(p(x)).
Daraus folgt, dass mit B(z,0) :={y € M | d(z,y) <} gilt

int (Dxs(p(x))) C p(B(x,6)) Cint (Dpus(e(x))),
falls pd < e. O

Beachte dabei, dass (M, d) ein lokalkompakter, separabler, metrischer Raum ist.
Nutzen wir die geodésische Distanz in Verbindung mit Kriimmung und Wérmeleitung.

Satz 3.3.18 (Parabolische Harnack-Ungleichung, Li/Yau ’86):

Sei M eine kompakte d-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > —K,
K > 0. Sei f eine nichtnegative Funktion und sei u(x,t) =: P.f(zx) eine Lisung der
Warmeleitungsgleichung mit Anfangswert f auf M x[0,T),T > 0. Fir alle0 <t <t+s <
T und o > 1 gilt dann fir x,y € M

do/2 2
0 <wu(z,t) <uly,t+s) (t:S) exp (ad(azsy) + 4sz4f(f)> . (PHI)

Bemerkung:
(PHI) ist ein Standard-Werkzeug, um im Falle Ric > 0 die untere Abschétzung fiir den
heat kernel P;(x,y) zu bekommen: Mit u(z,t) := p(z,y) folgt

N o )2
ps(fU,SU) Spt+s($,y) (t+ ) exp (d( ’y) ) (*)

S 4t
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fiir alle s,¢ > 0. Ein mogliches Resultat aus (x) ist, dass
o /2
1= EL}%(ZLFS) ps(x, ).

Zusétzliche metrische Argumente fiithren auf die natiirliche Abschéatzung von p.(x,y) von
oben und unten: Es existiert positive Konstanten C4, Cs, Cs3, Cy, sodass fir ¢t > 0 gilt

Cl ng(l‘,y)z 03 C’4d(x,y)2
m exp <_4t> < pe(x, @) < m exp <_4t> (HKE)

wobei B(z,r) der geodésische Ball um x mit Radius r ist. Beachte, dass hier M kompakt
und Ric > 0 ist.

Fiir die obere Abschétzung in (HKE) ist Ric > 0 nicht notwendig - man kann sie aus
isoperimetrischen Ungleichungen und PDE-Argumenten bekommen.

Beweis:
Wir kénnen u durch uw + €, > 0 ersetzen und € — 0 betrachten. Daher diirfen wir
annehmen, dass u strikt positiv ist. Mit ¢ := log u folgt aus (LY):

dg _do? do’K
VI—ag S o Tt (+)

Fiir x,y €M fest sei 8 := 4£ vy) 4 dO‘K und @(N) = u(y(\), NN¥/2ePA t < X <t + s,

wobei 7 eine Kurve ist mit v(¢) = x ’y(t +s) =y und

oy = 4oy, (s5)

S

d.h. v(\) bewegt sich auf einer geodétischen Kurve von x nach y. Dies kann stets arrangiert
werden (vgl. [ ]). Dann hat man

;AIg‘P a@)\ (g—i—dlog)\+,3)\>=<V9,"Y(>\)>+g>\+d_,_/3
(2) (Vg,¥(N) + 62% +B8+at(Vg)? - ‘2%‘ - Zo‘_Kl
L v y) + O‘d(i’fgz +a7 (Vg)? > 0.
Also ist ¢ wachsend entlang der Kurve und
u(x,t)tda/Qeﬁt < uly,t+s)(t+ S)da/Qeﬁ(t—&-s)'
Umstellen liefert die Behauptung. =
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