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0

Grundlagen

Definition 0.1:

(4)

(i)
(iid)

Ein statistisches Experiment ist eine Familie P von Wahrscheinlichkeits-
maflen itber einem Mafiraum (€2, A4).

Ein Parameter(vektor) ist eine Abbildung 7 : P — R* k > 1.

Eine Familie P wird parametrisch genannt, falls es einen Parameter
¥ : P — R* gibt und ¥ injektiv ist (d.h. ¥ : P — ¥(P) ist Bijektion).
Im Allgemeinen wird Stetigkeit & Differenzierbarkeit gefordert.

¥ heiflt Parametrisierung von P und © := 9(P) C R* heift Parame-
terraum. © kann auch eine endliche Menge sein (Graphen sind auch
Parameter!). In diesem Fall ist

P == {Pﬁ i, S @}
¥ identifiziert P € P.

Falls k nicht endlich ist, dann heifit P nichtparametrische Familie, d.h.
hier ist £ = oo.

Ein semiparametrisches statistisches Modell ist eine nichtparametrische
Familie P von Wahrscheinlichkeitsmaflen zusammen mit einem Para-
metervektor 7 : P — R¥, wobei jedoch 77(¢)) unendlichdimensional
ist.

Beispiel 0.2:

(4)

Sei P = {Q W-MaB auf (R,B') : Q < A}, d.h. zu Q € P existiert
wegen dem Satz von Radon-Nikodym eine Dichte fo € LY(R, B, \) mit

Q(A) = /A Ffolz)A(dx) fir alle A € B!

mit
T:P — Ll(R,Bl,)\),Q — fo

ist eine nichtparametrische Familie.

P wie oben. Setze

Po:={Q e P: [ lal fol@)M(da) < oo}
und
7:Po— R mit 7(Q) = /a:Q(dx), Q <Py

ist der Mittelwertparameter von (). Dies definiert ein semiparametrisches

Modell.



(iii) P = {Q W-MaB mit Q(A) = [, 7= exp (52 (x — 1)?) A(dz),0 >
0, € R} ist ein Beispiel fiur eine parametrische Familie - die Familie
der Normalverteilungen. Es gilt

VN (1,0%) = (n,0) €ERX Ry
(iv) Sei P, = {Ppn,0 <p<1},n €N fest, mit

() = (,1,”7;)1311}7(1 —p)"7 0<j<n
0 sonst

P,

pn

ist eine parametrische Familie. Hier gilt
V(Lpn) = p.

(v) Setze Q = {1,...,6}>. Fiir w € § setze

Pi(w) =6
bzw. .
Py(w) = Lo
dw) = g gte

mit Q* = {w € Q: wy # wy # ws}.

Definition 0.3:
Eine Stichprobe / Beobachtung X bzgl. des Experiments (P, (€2,.4)) ist eine
Zufallsvariable

X:(QA4) — (X, B)

mit Verteilung Py € @ = {Px : P € P}, wobei X ein vollstdndiger, metrischer,
separabler Raum ist. X heif3t Stichprobenraum.

Beispiel 0.4 (Wiederholte Stichproben):
Sei X = (w1, ...,wy,) € Q" mit Verteilung

Qn ::P®...®P.

n mal

Dann beschreibt X eine Stichprobe aus einer n-maligen unabhéngigen Wie-
derholung des Experiments (P,€, A), Q = {®]_, P, P € P} ist das Produkt-

experiment auf (2", ®’_; A). X heifit Stichprobe der Lénge n.

Ziel: Aus einer Stichprobe der Lénge n schliefle zuriick auf die Eigenschaften
des W-Mafles P, welches X generiert, d.h. X ist verteilt mit P € P. Das
ist Gegenstand der schliefenden Statistik im Gegensatz zur explorativen
Datenanalyse. (2 kann komplex sein.



Beispiel 0.5 (Minzexperiment):

wi, ..., wy € {0,1} seien unabhéngige Miinzwiirfe, wobei Kopf = 1, Zahl = 0.
Definiere: P,({1}) =a=1— P,({0}) mit 0 < a < 1. Setze Q2 = {0,1}", A =
P(Q). Dann hat X = (Xy,..., X,,) die Verteilung Qn = ®j_; Pa.

Dies ist es ein parametrisches Produktexperiment @ = {Q,,0 < a <1}, X =
(X1, X0), Qal(wr, . .- wn)) = a2 (1 — @)~ 2% die Wahrscheinlichkeit
von X = (wy,...,w,) gegeben die Erzeugung durch P!.

Die sogenannte Likelihood-Funktion [0, 1] 3 oo +— Q4 (w1, ... ,w,) hingt nur
von der Summe 3, w; ab, und

a =

2w
J

S|

ist die empirische Haufigkeit von Kopfen in n Wiirfen.

Idee eines Schéatzers fiir den unbekannten Parameter « € [0, 1]: Rahmen fir
das Schlielen von der Stichprobe X auf die erzeugende Verteilung P entsteht
durch die Entscheidungs- oder Spieltheorie, sowohl fiir das Schatzen wie auch
fiir das Testen von Hypothesen iiber P.

Die Wahl eines P € P zur Beobachtung X stellt eine , Entscheidung” dar.
Allgemeiner ist man an speziellen Eigenschaften oder Parametern von P
interessiert, z.B. einem Parameter 7(P), welcher kategorial ist, d.h. 7: P —
{0,...,k} = D,k > 1. Dies zerlegt P =71(0) U... U7 (k) und man muss
mittels X eine Entscheidung treffen.

Definition 0.6:

Sei D = 7(P) die Menge der Entscheidungen, wobei D ein vollstandiger,
metrischer Raum mit Borel-o-Algebra sei. Dann ist eine Entscheidungsregel
eine messbare Abbildung

§:(X,B)— (D,D),

wobei X' der Stichprobenraum ist. § liegt im Bildbereich des Parameters 7,
d.h. 0(x) € 7(P).

SeiT:P —{0,...,k} =0 D. Fir k =1 ist dies das Problem des Hypothesen-
testens. Entscheide, ob 7(P) = 0 (Hypothese) oder 7(P) = 1 (Alternative),
z.B. beim n-maligen Miinzwurf.

Sei z.B. die Hypothese gegeben durch Hy = {Q, : 0 < a < 0.5}. Dann
bedeutet 7(Q,) = 0, dass 0 < a < 0.5 und 7(Q,) = 1, dass die Alternative
A ={Q,:0.5 <« <1} vorliegt.

Beispiel:
Sei Py die Gleichverteilung auf Iy = [—2, 1] und P, die Gleichverteilung auf



I, = [-1,2]. Beobachte x € R erzeugt von Py oder P;, wobei |z| < 2.
Mogliche Entscheidungsregel:

0 r<-—1
d(z) =141 x>1
p(r) |zl <1

Wiahle ¢(z) € {0,1}.
Dann ist der Fehler erster Art: ag = Py(z : 6(x) = 1) = Py(¢(x) = 1) und der
Fehler zweiter Art ay = Pi(z: §(z) = 0) = Pi(¢(x) = 0).



0.1 Verlust fiir fehlerhafte Entscheidungen

Definition:

Sei (P, (X, B)) ein Experiment, (D, D) der Entscheidungsraum, 7: P — D
ein Parameter.

Eine fiir jedes P € P in der zweiten Koordinate messbare Funktion

L:PxD —[0,00)
heifit Verlustfunktion, falls
L(P,7(P)) =0 fiir alle P € P,

d.h. 7(P) ist die korrekte Entscheidung und sollte daher Verlust 0 haben.
Falls 7(P) C R%, sollte L monoton wachsend fiir gréBere Abweichungen von
d(z) und 7(P) sein, wo X ~ P, d.h.

Im(P) = 7[| = L(P, )

sollte monoton wachsend sein.

Beispiel 0.7:

Beim n-maligen Miinzwurf mit 0 < o < 1,0 < § <1 setze z.B.
(@) L(Qa,B) = (a— )
(0) L(Qa, B) = |l = B|

a—B)2
(C) L(Qmﬂ) = i(l_ﬁi)

Sei x1,...,xy € X eine N-fache unabhangige Wiederholung eines Experi-
ments mit identischer Verteilung P. Dann ist der mittlere ,,empirische“ Verlust
einer Entscheidungsregel § in x = (z1,...,zyN):

1

EN:N

gj L(P,5(z;)) — / L(P,8(z))P(dz) =: R(P,8) P — fs.

falls R(P,0) < oo fir alle P € P (Kolmogorov-Gesetz).

Definition 0.8:
Seien die Voraussetzungen wie in Beispiel 0.7. Dann heifit die Abbildung

(P,8) = R(P,6) = / L(P,6(x))P(dz), P € P

Risiko der Entscheidungsregel ¢ fiir Stichproben aus P € P. P — R(P,J)
heifit Risiko-Funktion.



Beispiel 0.9:

(1) Mimzwurf: X; € {0,1},Eg, X; = a und L wie in (0.7)a. Dann gilt fir

R(Qa,@) = Varg, (@) = / (a — a@)%dQ-
n all —a)
= ﬁVar(Xj) =
d.h. die Risiko-Funktion ist
a(l —a)

n

a

(1) Sei {N(p,1), u € R} eine Normalverteilungsfamilie mit Erwartungswert
1 € R und Varianz 1. Setze als Verlustfunktion

L(p,7) = (n—1)°

und 7(P,) = p. (21,...,2,) sei das Produktexperiment auf P7. Schétze

1
(5(:1:1,...,xn):H(xl—l—...—l—xn).

Da [6(x1,...,2,)dP} = pu, gilt

R(P,,0) = /(u —6)%dP} = Varu(;(asl +...Fx,)

n 1
= ﬁVar(Xl) = Y.

Frage: Gibt es eine beste Entscheidungsregel beziiglich der Risiko-Funktion?
Beim Miinzwurf: L(a, 8) = (a — )% Erster Schitzer:

Zweiter Schéatzer:

~

B=06,0<8<1 const

Da a — R(Q,,d) halbgeordnet sind, gibt es keinen ,beste* Schétzer.
Gibt es fiir eine Verlustfunktion L und ein Experiment (P, (2, .A)) und eine

Klasse £ von Entscheidungsregeln wenigstens eine minimax-Losung, d.h. ein
50€€,P0 € P mit

— mi ?
R(Fy; 80) = min (I;lgg R(P, 5)) i

8



Im Allgemeinen nicht, da (P, ) — R(P,J) keine konvexe Funktion auf einer
konvexen Menge P und & ist.

Idee: Einbettung von P und £ in konvexe Mengen von W-Maflen bzw.
konvexen Mengen, die £ umfassen mittels P 3 P — dp W-MaBl auf P mit

Ep(A) = 1pea

(Dirac-Maf}) und A € F als o-Algebra tiber P.
Dann gilt

R(P,6) = [ R(Q,0)3p(dQ).

Die Menge der W-Mafle auf P ist eine konvexe Menge. Sei P diese Menge
von W-Maflen auf P mit einer o-Algebra F.

Statt die Risiko-Funktion P — R(P,d) fiir eine Entscheidungsregel zu verglei-
chen, wahlt man a-priori Information tiber die unbekannte P € P in der Form
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung II auf P. Dann ergibt sich ein mittleres
Bayessches Risiko zu IT

R(IL, 6) = / R(P,§)I1(dP),

vorausgesetzt, dass das Integral existiert. IT ist ein ,,Super“-Experiment auf der
Ebene der W-MaBle. Ebenso ist die Menge der Entscheidungsregeln 6 : X — D
im Allgemeinen nicht konvex. Hier kann man genauso randomisieren.
Zu x € X wahle ein W-Maf} auf D, 6(z,-) auf (D, D), d.h. man wiirfelt nach
der Beobachtung = mit der Verteilung §(z, -), welche Entscheidung man fallt.
Definiere das W-Maf3 auf D
0 (55(5)

mit

052y (A) = Ls@yea-

Die Menge der randomisierten Entscheidungsregeln £¢ ist konvex.
Also:

1) Natur wahlt ein IT € Pe.

2) Zusatzexperiment P ~ II, wahlt P mit II.

)
)
3) Beobachte z aus einer Zufallsvariablen mit X 3 X ~ P.
4) Wéhle das W-Mafl z — d(z, -).

)

5) Treffe Entscheidung mittels einer (D, D)-messbaren Zufallsvariablen mit
d~o(x,-).



Dann ist das Risiko
R(IL,0) : Pe x&E — R

gegeben durch

R(IL,6) = / / / L(P, ¢)é(x, de) P(dz)TL(dP).

Definition 0.10:
Eine randomisierte Entscheidungsregel ist ein Markov-Kern

d: X — {W-MafBe iiber (D,D)},6 € &

d.h. x — 0(z, A) ist messbar auf X fiir alle A € D und A — §(x, A) ist ein
W-Maf} auf D.

Idee: Beobachte x € X und treffe Entscheidung mit einem weiteren Zufalls-
experiment mit Verteilung d(z, -) auf D.
Zum Beispiel beim Miinzwurf

1
a(xy, ..., xy) = (n($1+-..+$n)+y)[ou

wo x; € {0,1} und y ist von z; unabhéngige Zufallsvariable mit Verteilung
N(0,&%).

Die Entscheidungsregeln in £ bzw die W-Mafle des Experiments in P sind
die Eckpunkte der konvexen Mengen £ und Pc.

Beispiel:
Sei @@ = {Q,,Q,} ein einfacher Miinzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit
0<p<1,0<¢<1,p#gq,dh Q,(X =1)=poder Q,(X =1)=gq. Sei die
Entscheidungsregel
6:{0,1} x{p,q} — [0,1]
—_—— ——
X D
gegeben durch
60107041 (Oa Q) =0y = 11— 5(0,29)
und
dop.on(1,9) =1 =1—0(1,p).
Dann ist der Verlust
L(Qﬁ? d) = lg=a
und das Risiko ist

. o p + 050(1 - p) ﬁ
R(Qﬁ, 5ao,a1) - {(1 _ aO)(l — q) + (1 — (1/1)(] B

|
AN
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sodass man eine Abbildung

[07 1]2 — (aOv al) — (R(QIN 56!0,&1)7 R(Qq7 60&0@1))
erhalt, und somit das Risiko im R? liegt, d.h. nicht total geordnet ist.

Definition 0.11:

i) Eine Entscheidungsregel 0; heifit besser als die Regel d, (§1 < 09), falls
fur alle P € P
R(P7 51) < R(Pa 52)

gilt, wobei die Ungleichung fiir mindestens ein P € P strikt ist. Es
gibt beziiglich dieser besser-Relation im Allgemeinen viele minimalen
Entscheidungsregeln §.

i1) Gibt es zur Entscheidungsregel § eine Entscheidungsregel ¢’ mit ¢’ < 9,
so heiflt ¢ nicht zuléssig, sonst zulassig.

i1i) Eine Menge R von Entscheidungsregeln heifit vollstandig, falls es fiir
alle 6 € R ein ¢ gibt mit ¢’ < 4.

iv) R heiBt minimal vollstandig, falls R keine echte vollstandige Teilmenge
enthalt.

v) R heit wesentlich vollstandig, falls es fiir alle Entscheidungsregeln o
ein ¢ € R gibt mit R(P,¢") < R(P,9) fir alle P € P.

vi) 6,0 heiflen dquivalent, falls R(P,d") = R(P,9) fiir alle P € P. Falls R
minimal vollstédndig ist und 6 € R und ¢’ dquivalent sind, dann ¢’ ¢ R.
Im Fall, dass R wesentlich minimal vollstandig ist, so enthalt R zu
jedem minimalen Element § € R nur einen Repriasentanten der Risiko-
Aquivalenzklasse.

Definition 0.12:
do € Ec heiBit Bayes-optimale Entscheidungsregel zu II € P, falls

R(I1,6) > R(II, &) fir alle § € Ec.

Satz 0.13 (Le Cam, 1955):
Sei £ ein polnischer Raum. Die Klasse aller Entscheidungsregeln 6, fiir die
fiir jedes € > 0 gilt: es existiert II. Bayes Vorbewertung auf P mit

R(TL., ) — ugg R(Il.,7) < e

ist wesentlich vollstandig, falls 6 — R(P,0) unterhalbstetig und € kompakt in
geeigneter Topologie (genauer: die schwache Topologie) ist.

11



Beweis. [8], Kapitel 8, Satz 42.3 und Satz 47.7. n

Definition 0.14:
Eine Minimax-Entscheidungsregel ist eine Entscheidungsregel d,, € £¢ mit
Minimax-Risiko

MR = sup R(P,6,,) = inf sup R(IL,J) = inf sup R(P,0).

PeP 0€€c NePe 0€E pep

Bemerkung 0.15:

(1) Die Menge Pp = {J € & : § Bayes-optimale Entscheidungsregeln zu
einem Il5 € Pe} ist wesentlich vollstandig.

(17) Ist d,, eine Minimax-Entscheidungsregel, so gilt

MR = sup R(P,,,) = inf sup R(Q, 7) > sup inf R(Q, 7).
PepP T€E QeP QepTEE

Beweis.

(7) Sei Pp nicht wesentlich vollstdndig. Dann existiert eine Entscheidungs-
regel 0 aus &, sodass fur alle o' € Pg ein P = P(0) € P existiert,
sodass

R(P,d") > R(P,0).

Daraus folgt
R(I1,6) < R(I1,¢") Vo' € P VII € Pc . (%)
Da ¢ Bayes-Entscheidungsregel ist, gibt es ein Il € Pc mit
R(1l5,6) < R(Il;,6") (%)
woraus folgt
R(Is,¢") = R(Ils,0) < R(Ils, 7) fir alle 7 € &,

d.h. ¢ ist auch eine Bayes-optimale Entscheidungsregel zu I15 und damit
0 € Pg.

(1)) MR > inf R(Q, ) > supgep infree R(Q, 7).

12



Satz 0.16 (Le Cam, Wald, 1945):
Sind P und D kompakt in geeigneter Topologie, Pc und Ec mit der schwachx-
Topologie versehen und

(I1,0) — R(II,9)

auf Pc xE¢ unterhalbstetig, so gilt der Minimax-Satz:
Es existiert ein 11y € Po, 0y € Ec, sodass

MR = inf sup R(II,0) = sup inf R(II,§) = R(Ilp, dp)

0€le NePe ePc 9€€c

und R(-,do) ist konstant. Iy heifst ungiinstigste Vorbewertung und &y ist eine
Bayes-optimale Entscheidungsregel zu I1.

Beweis. [3], Satz 46.3, S. 241. ]

13



1

Satz

(4)

(i)

(i)

(iv)

Suffiziente Statistiken und exponentielle Fa-
milien
1.0:

Seien p, v o-endliche MafSe auf (X,B) (d.h. X = U2, A; mit u(A;) <
oo Vi € N) mit v < . Dann gibt es nach dem Satz von Radon-Nikodym
eine fast-tiberall Aquivalenzklasse von Dichten j—z, sodass fir f € g—; gilt

v(4) = [ f@u(d) (+)

Sei g v-integrierbar und v < . Dann gilt

/gdv = /gfdu

Sei (Z,8) ein Mafraum und T : (X,B) — (Z,S) messbar. Dann gilt
der Transformationssatz

[ rdwor)= [ forau

wobei o T(B) = u(T~Y(B)) das induzierte Mafi von T auf (Z,8) ist.

mit f wie oben.

Sei p ein W-Maf$ auf (2, A), f:Q — [0,00) messbar und (£,8) ein
Mafraum. Dann heifit eine Abbildung ¢ : Z — [0,00) eine bedingte
faktorisierte Erwartung von f gegeben T : Q — Z (messbar), falls

vr(B) ::/_ fd,u:/_ goonu:/god,uoT
T-1(B) T-1(B) B

auf (Z,8) gilt, d.h. ¢ o T ist eine Version der Radon-Nikodym-Dichte

Lz yund ist T~'(S) — B-messbar, d.h.
%%

poT =E,(f1T71S)).

poT ist auf {w € Q: T(w) = a} konstant und eine Mittelung von f
uber {T = a} mittels p.
Im diskreten Fall: T : Q — {1,2,...,k} mit u(T-(5)) > 0 gilt offen-
sichtlich ]
) = fdp————,7=1,... )k
#li) /Tlo) i)

d.h. w— o(T'(w)) ist konstant auf {T = j}.

14



(v)

Seien (2, A),(Z,8) Mafsraume. Eine Funktion
M: QxS —10,1]
heifst Markov-Kern, falls
(a) w— M(w,C) ist A-messbar fir alle C € S.
(b) C— M(w,C) ist ein W-Maj$ fiir alle w € §2.

Ist ) ein vollstandiger metrischer Raum, so gibt es zu jedem W-Maf§ P
auf (Q, A) und zu einer messbaren Abbildung T : Q@ — Z einen Markov-
Kern M auf Z x A, sodass M (-, A), A € A die bedingte faktorisierte
Erwartung von 14 gegeben T beziiglich P ist, d.h.

/C M(z, AP o T(dz) = /T M(T(w), A)P(dw) = P(ANTY(C))

(®)
(1.1)
fiir alle C' € S und A € A gilt.
Allgemeiner ist also fir einen Mafiraum (Y, F) und eine Abbildung
S:Q =Y ein Markov-Kern M(z, B), B € F definiert, der die bedingte
Erwartung von 1g-1py gegeben T bzgl. P ist, falls

/C M(z, B)P o T(dz) = P(T™}(C) N S™Y(B)) (1.2)
fir alle C' € §,B € F gilt.

Hier ist M(z, B) fiir A= S™Y(B) die bedingte Wahrscheinlichkeit P o
S(B | T7'(2)), falls P(T7(2)) > 0 bedingt von S gegeben T .

Unter den gleichen Voraussetzungen wie bei v) sei M auf Z X F ei-
ne bedingte Verteilung von S gegeben T'. Dann gilt fiir jede messbare
Funktion f:Y x Z = R, dass

Z3z+ p(z) = /f(y, 2)M(z,dy)

die bedingte Erwartung von f(S,T) gegeben T unter P ist, falls f P-
integrierbar ist. D.h. es gilt

TdpP — / S, T)dP
/TI(A)soo Tfl(A)f( )

fiir alle A € S.

15



Beispiel:
SeiT:Q — Z,5:Q =Y, wobei Y, Z endliche Mengen sind. Setze

P(S(w)e BNT(w) = z)

M(z,B)=P(SeB|T==z2)= PT(w) = 2) ;

falls P(T'(w) = z) > 0 ist.
Fiir eine Funktion f: Y x Z — R gilt dann

Ep(f(S,T) | T =z) =3 fly,2)M(z{y}).

yey

Definition 1.1:

Sei P eine Familie von W-Maflen tiber (X, B) und p ein o-endliches Maf
tiber (X, B). Dann heiit P dominiert durch p, falls P < pu fir alle P € P, in
Zeichen P < p. In diesem Fall gibt es nach Satz 1.0 Funktionen fp derart

dass fiir alle A € B gilt
A) = [ Jrl@plds

Q= {ZoziP,»|Pi€'P,oz¢20,Za¢:1}

Die Familie

heifit die zu P gehorige konvexe Familie. Es gilt Q C Pe.

Satz 1.2:

Falls P < p, pu o-endlich, dann gibt es ein W-Maf$ Q. € Q mit Q < Q..
Beweis. Sei OE p endlich: Sei X = U2 A;, 00 > pu(A4;) > 0. Ersetze u durch
das W-Maf

R enn

fir A€ B. Dann P < u < [i.

Wiéhle zu P € P eine Version der Dichte hp € %. Sei Sp = {x € X :

hp(x) > 0},8 :={Sp: P € P} und sei S, die Menge der abzahlbaren Vereini-
gungen von Mengen aus §. Dann ist S, abgeschlossen beziiglich abzéahlbaren
Vereinigungen. Daher gibt es ein Sy € S, mit

1(So) = sup{u(A4) : A € S.}
denn sup(-) = lim,, u(A,,) fiir eine Folge (A,), C S, und
Ay =Ul_ AT U A =S € S,
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und mit Hilfe der MaBstetigkeit von pu.
Es gilt u(ANS§) =0 fur alle A € S, nach Konstruktion, d.h. speziell

u(SpNS§) =0vPeP. (1)
Aus Sy € S, folgt, dass es eine Folge (P,),, C P gibt mit
So=U;2,5p,.

Definiere

Q. =3 27"P,.
n=1
so gilt Q < Q),, denn
Q«(A)=0= P,(A) = / La(x)hp, (z)p(dz) = 0 fir alle n € N,
d.h. T4()hp,(-) =0 p-fii. oder (AN Sp,) = 0. Daraus folgt
u(ANSy) =0. (i7)

Fiir beliebiges @ € Q und Sg = {hq > 0}, wo hg = X2, a; ghp,, mit

HAN Sq) = p(AN Sy So) + (AN SQ N S5) < u(AN So) + (g N S5) =0,

da SQ C U;’ilspin.
Also folgt Q(A) = [ 1a(z)hg(z)u(dx) = 0 fir beliebiges @ € Q. ]
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1.1 Suffizienz von Statistiken

Definition 1.3:

Eine Statistik ist eine messbare Abbildung 7" vom Raum der Stichproben
(X, B) in einen Mafiraum (Z,S). Wir nehmen an, dass X ein vollstandiger,
separabler, metrischer Raum und B die Borel-o-Algebra darauf ist.

Definition 1.4:

Eine Statistik 7" : (X, B) — (Z,S) heift suffizient fiir die Familie P auf (X, B),
falls es fiir jedes A € B eine faktorisierte bedingte Erwartung ¢4 : Z — [0, 00)
von 1,4 gegeben T' gibt mit

/gp(A)dPoT:/ gvoTdP:/ 14dP =: Po(T~'(B))
B T-1(B)

T-1(B)

fir alle P € P, B € §, d.h. ¢4 ist gleich fir alle W-Mafle P € P.
Ist P < u, dann gilt fir alle A € B:

dPy4 o
YA€ ﬂ
pep AP0 T

@ T ist suffizient.

Satz 1.5 (Faktorisierungssatz):

Sei P eine Familie von W-Maflen tber (X,B) mit P < p, u o-endlich und
Q+« das dominierende Maf aus Satz 1.2. Dann ist eine Statistik T : (X, B) —
(Z,8) genau dann suffizient fiir P, wenn es fir alle P € P eine B —

S—messbare Funktion
p: Z —[0,00)

mit der Eigenschaft gibt, dass
X3z gp(T(x)) (1.6)

eine Version von 45~ gzbt d.h. es gilt fir alle A € B:

= [ or(T())Q.(d2).

Beweis. (i): Ist T suffizient, so existiert w4 € Npep
Satz 1.0(iii)

dPoT

T, d.h.es gilt wegen

/ pa(2)P o T(dz) = / 1,(2)P(dz) firalle Be Sund PeP. (i)
B T-1(B)

Wegen Satz 1.2 folgt fiir B € S und die Folge (P;);en von Q. aus (i)

oad [ S a:PoT :/ A —>/ 1,dQ..
/B 4 (; 7 ) T-1(B) jzzl I T-1B)
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Aus dieser Konvergenz folgt mit 14 ersetzt durch f, = Z?Zl B;1 4, ebenfalls
Konvergenz fiir n — oo. Fir 0 < g < 1 und eine Folge von elementaren
Funktionen 0 < f; 1 ¢ (gleichmafig!) folgt dann auch

I d PoT :/ d0...
n1—>r£>lo Tfl(B)g (jzlaj ]O ) Tfl(B)g Q

Wahle hier g = ¢4, um

/ SOAdQ* ol = / ﬂAdQ* (u)
B T-1(B)
fiir B € § zu erhalten. Daraus folgt fiir jede @), o T integrierbare Funktion
g:Z—R

/ 04gdQ, o T = / 149 0 TdQ. (444)

mittels Approximation von g durch 3°;~v;1p, und dominierter Konvergenz.

Angewandt auf ¢, = gp € dﬁf} folgt daraus mittels 1.0(ii) und (iii)

/goAgde* oT = /cpAdP oT = / 1ygp o TdQ.. (i)

Dies ergibt zusammen mit (i) und B = 2

P(A) = [1agp o TdQ.

fur alle A € B.

Es fehlt noch die Riickrichtung. Zuerst allerdings zwei Beispiele.
Beispiel 1.6:
(a) Sei X = {0,1}" eine Stichprobe eines n-fachen Munzwurfes. Setze
P={Qr:0<a<1}
Die Idee: Setze T,,: X — {0,...,n} = Z,T,(x) =2, + ... + x,. Dann
ist

()" i=Tu)
0 sonst

Qa{=} | T, () :{

unabhéngig von !
Es gilt aber
Qu({r}) = a1 — @)

sowie

Qu; ) = ()1 -
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(b) Sei (X,B) = (R",B") und P = {N (i, 1), u € R} mit Lebesgue-Dichten

‘:O,u,n(x) = \/21—7Tn €xXp (_ Z($] - /IJ)2/2)
1

= Nori exp (—;zj:xf) exp (uzj:xj — 7”5/21)
= () gu(T(2))

mit T,,(x) = X, ;. T, () ist suffizient fiir N(p, 1)". Zeige dazu, dass
die relativen Dichten ¢, ,(z | T, = 7) = ®(z, 7) unabhéngig von y sind.

Beispiel 1.7:
Fir den Minzwurf gilt:

1) T: X — X,z — x ist immer suffizient nach dem Faktorisierungssatz.

2) T, : X - {0,...,n},x — 21 + ...+ x, ist auch suffizient, mit groBeren
Niveaumengen 7, '(2) C X. Ist hier 7, '(2) ,maximal“, d.h. T}, minimal
suffizient?

Rickrichtung von Satz 1.5.

Es existiert gp : Z2 — [0, 00), sodass x +— gp(T'(x)) eine Version j&v PeP

ist. Daraus folgt gp € ;gifw denn aus P(A) = [,gp o TdQ,. folgt mit

A=T71C),C € S nach Satz 1.0(ii)

PoT(C)= /Cgde* oT.

dQ*,AOT

Fir A € Bsei py € 40T

d.h. mittels 1.0(ii) erhélt man

[ealpd@.oT = [ 15071440 (v)

fiir alle B € B und somit auch fiir alle ), o T-integrierbaren Funktionen h
mittels Approximation.
Daher gilt

/goAth* oT = /IlAh o TdQ..
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Angewandt auf h = 1ggp folgt fiir alle B € S und P € P

/ oudPoT = /goAILBdP LO /W o Tlp o0 TdP
B
(1.0)iii

(L9) /%4 o Tlyo0TgpoTdQ, "2 /gpA]lngdQ* oT

— /]LAILB o Tgp o TdQ, = P(ANT Y(B))

[ 1a1poTdP
= Pyo T(B)7

dPpoT
d.h. p4 € Npep d]gxooT . [ ]

Im Folgenden wird immer P < pu, o o-endlich sein.

Definition 1.8:

Eine suffiziente Statistik 7" : (X, B) — (Z,S) heifit minimal suffizient, falls
fir jede suffiziente Statistik S : (X,B) — (Y, F) eine messbare Funktion
H:(Y,F) = (2,8) existiert, sodass T = H o § P-f.ii. (d.h. P-fi. fir alle
PeP).

Das bedeutet: Zu jeder Niveaumenge T !(z) C X existiert ein y € H~'(z) mit

S~(y) € T7!(z) auf P-Nullmengen, d.h. T~(S) ist die grobste suffiziente

o-Algebra aus B, unter der die bedingte Erwartung von f gegeben T—1(S),
Ep(f|T7S)): X >R,

nicht von P € P abhéngt.

Satz 1.9:
Falls B abzdhlbar erzeugt ist, existiert eine minimal suffiziente Statistik.

Beweis. [0], S. 13. ]

Satz 1.10:

Falls B abzdihlbar erzeugt, (Z,8) ein polnischer Raum und T : (X, B) — (Z,S)
suffizient fir P ist, wobei hp(-) eine Faktorzerlequng beziglich Q. € Q ist,
und gibt es eine abzdhlbare Teilmenge Py C P mit

Vz,2' € T(X): hp(z') = hp(z) VP € Pg= 2z = 2/,
so ist T minimal suffizient.

Beweis. [0], Theorem 1.4.4, S. 14. "

21



Beispiel:
Beim Miinzwurf ist die Statistik 7;,(x) = >°; x; (Zahl der Képfe) auch minimal
suffizient. Denn mit Hilfe von Satz 1.10 sieht man, dass

Po(, ) = ha(To(x)), ha(z) = (Z)azu o) = (Z) (1 f‘g) (1—a)y

Damit folgt

he(2) = ha(2') Va € [0, 1]<:>< a )H —1

fir alle a € [0, 1], also folgt daraus z = 2’

Definition 1.11:
Eine Familie P heifit (beschrankt) vollstandig, falls fiir jede messbare (be-
schrinkte) Funktion f : (X,B) — (R, B!) gilt:

/fdpzovpep:»fzop—f.u.

Beispiel 1.12:

Fir den Minzwurf ist 7), : {0,1}* — {0,....,n}, (z1,...,2,) = 14+ ... + 2y
eine suffiziente Statistik. P = {P?oT, : 0 < o < 1} ist beschréankt vollstandig,
denn es gilt

/f o T,dP" = /fdpg; 0T, = Enj (?) A (1 — )" f(j) = 0 Va € [0,1]

J=0

& Yot -0 = ¥ ()(")ero

j=0 k+l=j

Nun gilt fir j = 0:

und induktiv fir alle f(5),7=1,...,n.

Proposition 1.13:
Sei T : (X,B) — (Z£,8), wo (Z,8) ein polnischer Raum, suffizient fir P.
Falls P oT' beschrinkt vollstindig ist, so ist T minimal suffizient.
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Beweis. Sei S : (X,B) — (Y, F) eine andere suffiziente Statistik. Dann gibt
eszu A€ Beinpy:Y — [0,1] mit

:/gpAoSdP

furalle P € P.Da T : (X,B) — (Z,S) suffizient ist, so existiert eine bedingte
Erwartung von ¢4 0.5 : X — [0, 1] gegeben T beztiglich P, ¥4 : Z — [0, 1],
welche nicht von P abhangt. Insbesondere gilt

A):/¢AoSdP:/¢AonP

fir alle P € P. Fir A:=T71(C),C € S gilt daher

def

[reyoTaP=PriC) ¥ [1c0TaP

d.h
/wT 0T —1¢oTdP = /goT  —1cdPoT =0 VP € P.

Daraus folgt ¥r-1(cy = 1o Q. oT-f.s. wegen der beschrankten Vollstandigkeit.
Also ist 1¢ die bedingte faktorisierte Erwartung von ¢p-1(¢) o S gegeben
T beziglich Q.. Es gibt nach Integration also eine Funktion x : X — [0, 1]
beziiglich @, mit 0 < y <1 Q,-f.i. und

/]100 lodQ.oT = / XdQ
Tfl(C())

sowie

0= /_1(0 (LT = x)dQ. Y0 €8,

und angewandt auf Cy = C und Cy = C° folgt hieraus 1o o T = y Q.-f.i.,
denn

/ILT (1—x dQ*—O—/ﬂT CC(O X) Q.

<0

Daher ist x = @r-1(¢) © S =lcoT =1lp-1)Q.fi. und T7(S) C S~H(F),
d.h. fir C € S gibt es ein A € B mit Q.(T'(C)\S™(A4)) = 0.
Es gibt nun eine Folge von T7!(S) — S—messbaren Funktionen T, : X — Z
mit nur endlich vielen Werten mit 7,, — 7" P —f.ii. ([6], Lemma 1.10.6, S. 56).
Daraus lésst sich dann eine messbare Funktion

H:(),F)—(Z2,5)

mit 7' = H o S konstruieren (vergleiche auch MIT, Proposition 5.13). ]
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Bemerkung:
Aus P vollstandig folgt im Allgemeinen nicht, dass P,, = {P", P € P} voll-
standig ist.
Ist X = (Xy,...,X,) ~ P" eine Stichprobe, wobei P € P, so gilt nattrlich,
dass X = (Xz1), .-+, Xa(m)) ~ P" fiir jede Permutation 7 von {1,...,n}.
Eine Statistik S,, : X" — Z, die maximal invariant unter Permutationen ist,
d.h. S,(2') = Sy(z,) © x, = 2 fiir eine Permutation 7 heiBft Ordnungsstatis-
tik.
Fir X = R ist das klar: S, (z1,...,2,) = (10, - - -, Tpop) € R™ mit
(1, ..., Tp) = (T.p)r mit 7 Permutation und z1.,, < ... < .
Offensichtlich gilt

a) S, ist suffizient fir {P" : P € P}.

b) f: X" = Zmit f=goS, mit g: X" — Z & f ist symmetrisch.

Definition 1.14:
Eine Familie {P" : P € P} heifit symmetrisch (beschrankt) vollstandig, falls
fiir jede symmetrische (beschriankte) Funktion f, : X" — R gilt

/fndP”:OVPeP:fn:OP"—f.ii.VPeP.

Bemerkung:
i) Ist {P™ : P € P} symmetrisch vollstindig fir ein n > 1, so ist P
vollstandig. Dazu wiéhle f,(z1,...,z,) = X; f(x;), wobei f wie in
Definition 1.11.

i7) Es braucht , grofie“ Familien P, damit {P" : P € P} symmetrisch
vollstandig ist.

Satz 1.15:
Sei P wollstindig und abgeschlossen unter Konverkombinationen. Dann ist
{P": P € P} symmetrisch vollstandig fiir jedes n € N.

Beweis. [0], Satz 1.5.10, S. 19-21.
Idee: Sei P vollstéandig, dann:

i) {P®...® P,, P, € P} ist vollstandig.
k
i1) [ fod (Zj Oszj) = 0 fir alle Konvexkombinationen a;, dann folgt

3 /fn(dalx...xan)al---an:o

(%1,...,¢n ), Permutation

d.h. [ fodPy x ... x P, =0= f, =0 wegen Teil 7).
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1.2 Anwendung: Exponentielle Familien

Definition 1.16:
Eine Familie von W-Maflen P auf (X, B) heifit exponentiell, falls P < p, p

o-endlich und

C(Zj(x) = c(P)g(x) exp (]Z: aj(P)T}-(fL’)> :

wo ¢, T : (X,B) = (R, B') messbar und g(z) > 0,a; € R.
Bemerkung 1.17:

(1) g(z) kann stets als Konstant 1 gewahlt werden mittels

i(A) = [ g@pu(dr)
als neuem dominierenden Maf fir P.
(17) Far P,P' € P gilt P < P’ und P’ < P, d.h. P, P’ sind aquivalent.
(#41) Wir nehmen an:
1) P> P (ar1(P),...,a,(P)) hat maximalen Rang, d.h.

Za] ci=cVPEP=—=c=c=...=¢c,=0.

2) Die Funktionen Tj(x) sind affin unabhéngig, d.h.

ZC]T](x) =copufs. = co=c1=...=¢, =0,

3) Ist P exponentiell, so auch P" = {P" : P € P} mit

ar (T1,...,x,) = ﬁ P)exp (i a;(P )

dp" r=1 j=1
_ o(P)"exp (i a)(P i (:@))

Beispiel 1.18:
a) Die Poissonverteilung P\(X = k) = ’]\7’: exp(—A) fur A > 0.
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b) Die Binomialverteilung mit B, (X = k) = (Z) a*(1 — a)" % wobei

(1) 1 (25) | e

S~ c(P
g(k) a;(P) )

¢) Die Normalverteilung N (i, 0%) mit Lebesgue-Dichte

1 Loy, p p
o exp (—Mx + 02x> exp (—202

wobei hier a; (N (p,0%)) = —55 und as(N (i, 0%)) = &, T1(x) = 2% und
Tr(x) = x.

d) Die x*-Verteilung mit f € N Freiheitsgraden und Lebesgue-Dichte

F1
T) = exp | —= ) Lizso1,

wobel I' die Gamma-Funktion bezeichnet.

e) Die Beta-Verteilung mit Parametern p, ¢ > 1 und der Dichte

- TP +4)
P71 — 2)9! Lo 1.
L T e
f) Exponentielle Verteilung mit Dichte

X

ﬁ_lexp < ) 1y,
19 {z>0}
mit ’& > 0.

g) Nicht exponentiell ist z.B. die Cauchy-Verteilung mit Lebesgue-Dichte

1 1
——, 9 eR.
Tl+ (x—19)% <

h) Ebenfalls nicht exponentiell ist die logistische Verteilung mit Dichte

exp(—(z — V)

T+ exp—@—o)e €&
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Die Bildvektoren der Abbildung
a:P—R" P (a1(P),...,an(P))
fiir eine exponentielle Familie heiflen natiirliche Parameter. Es gilt
© ={a(P): PP} CO,

wobei O, die maximale Teilmenge des R™, sodass die u-Dichte existiert.

Proposition 1.19:
O, ist konvez.

Beweis. Seien 9,79 € ©, mit ¥ = (V1,...,9), 0 = (V},...,7,,) und a €
[0,1]. Dann gilt

/exp (i(aﬁj + (1 — 04)19;-)Tj> du

=1
m « m -«

= /exp (Z 19jTj) exp (Z ﬁgTj) dp
=1 =1

VA
—
\
D
>
e}
(]
<

<
!
N~ —
IS
=
N~ —
Q
—
\
D
>
e}
(]
<
.~
3
N~
IS
=
N~ —
T
Q
A\

Satz 1.20:
Sei f: X — R beschrdankt und messbar. Dann gilt

i) (z1,...,2m) — [ fexp (Zj ijj) dy ist eine analytische Funktion (d.h.
holomorph in jeder Variablen) auf Go, C C", wo

G@* - {(,U/l + “917 <oy Hm + Z?9m) : (:U’h B 7:un> S Int(@*)7?9j € R}
und wo Int das Innere bezeichnet.

i1) Die Ableitungen von i) kénnen durch Differentation unter dem Integral
gewonnen werden.

it1) Ist {Py,0 € ©} eine exponentielle Familie, © natirlich. Falls Py, = Py
mit 9,0 € O, dann gilt ¥,, — V.
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Beweis. Es reicht den Fall m = 1 zu zeigen:

v(@) = [ fexplaT)du

mit a € Int(0,). Es existiert ein ¢ > 0 sodass x(«) fir @« = a + ib und
la — ap| < € existiert. Sei |¢,| < e,¢, = 0,¢, € C, a9 = ag + ¢b. Dann gilt

= o+ ) = x(a0)) = [ exp (e, = 1) fdn > [ ST explanT)dn

Cn

hn

mit dem Satz von Lebesgue, wobei gilt

o0 =17 0 i1 |T|j
hy| < S <)
e
1 1
< cexp(e|T]) < - (exp(eT) + exp(—eT)) .
(i1) : [0], Proposition 1.6.8, S. 24. ]
Bemerkung:

Da a+— c(a) == [gexp ( a]T]> dp in Int(0,) stetig ist, gilt dies auch fir
die p Dichten

1 m
a — po(r) = ——=gexp a;T;(x
( ) C(CL) (]2 J ]( ))
Satz 1.21:

Zi(x) = exp (f:l aj(P)Tj(x)) h(z)c(P) fir P € P

mit h > 0 eine exponentielle Familie und P" = {P™ : P € P}. Fulls
Int(a(P)) = Int(O) # 0 ist, dann ist mit T(z1, ..., x,) = (0, Ti(z,))._
die Familie P™ oT" wvollstindig und T ist minimal suffizient.

Beweis. Es reicht die Behauptung fiir h = 1 und n = 0 zu zeigen. Setze

m

g(ﬂl,...,ﬁm)::/f(tl,..., exp(z )uontl,...,dtm).

Sei g(¥4,...,0,) =0 fir alle (¥4,...,9,) € I C Int(O©), wobei I = (—¢,e)™,
wo OE 0 € Int(©).
Da g auf (—e,e)™+iR™ nach Satz 1.20 analytisch fortsetzbar ist folgt mittels
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des Eindeutigkeitssatzes fiir analytische Funktionen, dass g;(¢;) = 0 fiir
Y; € (—¢,e) +iR. Mit der Zerlegung von f = f. — f_ in positiven und
negativen Teil setze

g=(0) = /fﬁ: exp (i 19jtj> dpoT.
=1

Sei ¢ := g4 (¥) > 0. Falls ¢ = 0 so folgt f1 =0 poT—fi. und f- =0 poT—f.ii.
Ansonsten seien Q4 die W-MaBe mit p o T—Dichten 1 fy(¢). Dann

/ exp (f: 19jtj) dQ, = / exp (f: ﬁjtj) 40
=1 i=1

fir ¥; € (—¢,¢) + iR, d.h. insbesondere folgt fur ¥; = —ip;, u; € R, d.h.
Gleichheit der multivariaten charakteristischen Funktion von Q1. Nach Wahr-
scheinlichkeitstheorie I folgt Q4 = ()_ und damit f, = f_ po T—f.i., d.h.

f=fs—f =0poT-Li. -
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2 Parametrische Schatzfunktion

In diesem Kapitel sei P eine Familie von W-Maflen mit P < u, wobei p
o-endlich, und k : P — (Y, F) sei ein Operator.

Definition 2.1:

(a) Ein Schétzer fiir x ist eine messbare Abbildung & : (2, 4) — (Y, F).
R(z) heift Schatzung.

(b) Ein randomisierter Schétzer ist ein Markov-Kern K auf 2 x F. Falls
x € () beobachtet wird, so ist die Schatzung eine Realisation eines
Zufallsexperiments mit Verteilung K(x,-).

® kann dabei durch den Ubergangskern (z, A) + 14(K(x)) reproduziert
werden. In Anwendungen ist iiblicherweise (€2,.4) ersetzt durch (2", A"), d.h.
n unabhéngigen, identisch verteilten Beobachtungen.

Im Folgenden werden wir nicht randomisierte Schétzer betrachten.
Vergleichskonzepte fiir Schatzer

Seien Stichproben (2", A") und W-Mafle P € P gegeben.

1. Forderung: Vergleich von Schétzern k, anhand der Verteilungen P" o
R PeP.

2. Forderung: Vergleiche die Konzentration von P"o&, ! um den wahren Wert
k(P) fur alle P € P.

3. Forderung: Suche Schatzer, deren ,Qualitat” abhéangig von P € P keine
groflen Varianz aufweisen, in dem Sinne, dass sie alle W-Mafle ,,gleich behan-
deln“.

Zur 1. Forderung: Prinzipien wie ,,Schneide a% der grofiten oder kleinsten
Beobachtung ab und bilde den Mittelwertschatzer® oder ,,Finde das Maximum
der Likelihood-Funktion gegeben die Stichprobe® sind fragwiirdig ohne die
Untersuchung der Verteilungen.

Zur 2. Forderung: Bezeichne mit C, die Menge aller offenen, konvexen und
beschréinkten Mengen aus dem R*, die symmetrisch um 0 sind. Fiir k = 1
sind dies um 0 symmetrische Intervalle.

Definition 2.2:

(1) Ry heifit besser als Ry um k(P) konzentriert, falls

P" (Ry —k(P) € C) > P" (Ry — k(P) € C) VC € C,.

(i1) Sei L : P xR* — [0,00) und 7 ++ L(P,7) messbar fiir alle P € P. L
heifit Verlustfunktion, falls L(P, k(P)) = 0. L heiit subkonvex, falls

{u e R*: L(P,u) <r}
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konvex ist fir alle » > 0, P € P und konvex, falls 7 — L(P, 1) konvex
ist fiir jedes P € P.
Hier heile k1 von geringerem Risiko als Ko, falls mit

/L ) P"(dw)

gilt
R(P,Ry) < R(P,Rs).

R(P,R) heifit Risiko oder mittlerer Verlust von & unter P.

Proposition 2.3:
Es sind daquivalent:

i) P(R1 — k(P) € C) > P(Re — k(P) € C) fir alle C € C,.

i1) Fir jede subkonveze, symmetrische Verlustfunktion L(P,-) ist die Vertei-
lung des Verlusts Po L(P, k1) mehr um 0 konzentriert als die Verteilung
Po L(P,Ry).

i11) Fir jede subkonveze, symmetrische Verlustfunktion L(P,-) ist das Risiko
von Ky kleiner als das von Rs.

Beispiel:
a) L(P,7) = cp||T — x(P)|” ist konvex.
b) L(P,7) =1—1¢(r — k(P)) mit C € C, ist subkonvex.
¢) Fir k =1 ist die Funktion L(P,7) = |7 — k(P)| konvex.
Bemerkung:
« Konvexe Verlustfunktionen sind subkonvex.

o 1) zeigt, dass Konzentration und Verlust komplementére Funktionen
sind.

o Fiir randomisierte Schitzer 7 auf X™ x B* wird der mittlere Verlust
definiert durch

R(P,R) //LPt (w, dt) P"(dw).
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Beweis.

i) = i) : Die Menge C, = {u € R” : L(P,u) < r} ist messbar, konvex und
symmetrisch um k(P). Da P(L(P,r) < r) = P(k € C,) folgt die Behauptung.
ii) = iii) : Es gilt

R(P,R) = /L(P, R)dP = /L(P, s) PoR(ds) = /OOO PoR(L(P,-) > r) dr

woraus die Behauptung folgt.
iii) = 1) : L(P,-) =1 — 1¢ ist symmetrisch um x(P) und subkonvex, falls C'
symmetrisch um £(P) und konvex. ]

Definition 2.4:
Eine Funktion f : R — [—o00, 00] heifit superkonvex / unimodal, falls die
Menge {z € R” : f(x) > r} konvex ist fir alle r € R.

Proposition 2.5:

i) Jede konkave Funktion ist superkonver.

i1) Ist f : RP = R superkonver und m : R — R monoton wachsend, so ist
mo f superkonvez.

Satz 2.6 (Satz von Andersen, Faltungsformel):
Sei f:RP — [0, 00) superkonve.

i) Ist f(z) = f(—x) W—fii. und [ fdN’ < oo und C € BP konver und
symmetrisch um 0, so st

T (1) ;:/ f(z)N(dz),r >0

C+rxg

monoton fallend fir alle xq € RP.

i1) Sei f zusdtzlich eine Dichte und C' wie in (7). Dann gilt fir das Wahr-
scheinlichkeitsmafl Q(A) = [4 fdN° und ein beliebiges W-Mafs P auf
(®?, BY)

Q(C) 2 Q+ P(C) = [ Q(C ~y)P(dy)
Zum Beweis benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.7 (Ungleichung von Brunn-Minkowski):
Seien A, B # ) beschrinkte, messbare und konvexe Mengen im RP. Dann gilt

N (aA + (1 — a)B)Y?P > aXP(A)YP + (1 — a)N'(B)Y?.

Beweis. Siehe [3]. ]
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Beweis zu Satz 2.6. ii): Es gilt

Q*P(C) = [ QC —y) Pldy) < [ QC)Pdy) = Q(C)
<Q(C)

unter Zuhilfenahme von Teil 7).

i): Sei nun v > 0 und D, = {z € R” : f(z) > u} und C eine beliebige,
symmetrische, konvexe Menge. Dann ist (C' — ) N D,, die Spiegelung von
(C' 4 z9) N Dy, d.h. es gilt

N ((C' —x0) N Dy) = N ((C + x0) N Dy,). (%)

Setze nun fiir r € [0,1] o := 1~ so gilt
C+razgDdalC+ (1 —a)C+rxg=a(C+zy)+ (1 —a)(C — ),
woraus wegen der Konvexitdt von C' und D,
(C+7120) N Dy Da((CH+x0) N DY)+ (1 —a) (C—z0)NDy) (%)

folgt. Mit der Brunn-Minkowski-Ungleichung folgt mit Hilfe von (%) und (xx)
nun

H(u) = N((C +rzo) N D,) > N((C + xo) N D,) =2 H*(u),

N (€ + o) + (1 = @)(C = w0)) N Dy)

[N ((C + 20) VD))V + (1= @) M((C = o) N D))’
= [(a+ (1= a)X((C +20) N D)Y?|" = W ((C + ) N D)
H*(u).

(AVARAVS

Folglich gilt
Logav—[ g = - " wdH" () + / " wdH (u)
C+rxzg C+xg 0 0

= /Oooud(H*(U) — H(u))
P= Jim b(H" (b) — H(D)) ~ lima(H"(a) — H(a))

b—oo a—0
=0 =0
+ / H(u) — H* (u) W(du).
0 ~——
>0

Die ersten zwei Terme verschwinden, woraus die Monotonie folgt. Ebenfalls
folgt aus (x) die Monotonie in |r|. ]
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Beispiel 2.8:
Sei fiir eine Konvarianz-Matrix ¥ > 0 N(0,X) die k-dimensionale Normalver-
teilung. Diese ist symmetrisch & superkonvex.

Satz 2.9:
Fiir X9 > 0 gilt genau dann N(0,%1)(C) > N(0,%:)(C) fir alle konvexen,
um 0 symmetrischen Mengen, wenn ¥q < g, d.h. Yo — 31 > 0.

Beweis. Faltungsformel: N'(0,33) = N(0,%) x N (0,25 — Xy). m
Zur 3. Forderung: Gleichbehandlung aller W-Mafle aus P
Definition 2.10:

i) Klassisches Konzept: Ein Schétzer & fiir  heifit erwartungstreu (mean
unbiased), falls

/ RdP = k(P)
fur alle P € P.

i1) Alternatives Konzept: Ein Schétzer & von x heifit mediantreu (median
unbiased), falls fir alle P € P gilt:

P(& > K(P)) = 5 < P(& < K(P)).

DO | —

i1i) Verlustfunktionsabhingiges Konzept: Sei L eine Verlustfunktion der
Form (P,t) — L(k(P),t). Dann heifit der Schatzer & fir x L-treu, falls
der mittlere Verlust y — [ L(y, R(z))P(dz) in x(P) sein Minimum fiir
alle P € P annimmt.

Proposition 2.11:
Aus L(k,t) = |k — t|" erhalten wir Erwartungstreue fiir p = 2 und Mediantreue

firp=1.
Beweis. p=2:Sei Q = Pok ' P € P und u = Epk definiert. Dann gilt

MQE = [ (= 9)"Qdy) = [(y—m*Qdy) + (1 = ),

Bias

~
Varianz von Kk

woraus die Behauptung folgt.
p=1: Sei der Median von @ := P o & ! OE in Null und s > 0. Dann gilt

il < ly—kl+Kk y>0
“\ly—kl—-r y<0
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d.h. es gilt

JwlQy) < [y = xl Q(dy) + K(Q(0, 50) = Q((=00,0])) < [ y = #Qdy)
wobei £(Q((0,00)) — Q((—0o0,0])) <0, da 0 der Median von @ ist. ]
Diskussion:

i) Das klassische Konzept ist verniinftig bei unabhéngigen Wiederholungen
j=1,...,N der Schiatzung k(z;). Hier ist es sinnvoll, Erwartungstreue
zu fordern, denn nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt P-stochastisch

:L (Z: a(xj)) - / RdP,

d.h. dies wére fatal fiir [RdP # x(P).

i7) In den meisten Fallen ist Mediantreue addquat, d.h. das Zentrum der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von P" o R, bei x(P) zu haben. Z.B.
will man statt k(P) € R (ho k)(P) fiir eine strikt monotone Funktion
h : R — R schéitzen. Dann ist hok mediantreu fiir hok, falls K mediantreu
fiir k ist. Dies gilt im Allgemeinen nicht fiir Erwartungstreue.

Beispiel:

(a) P={N(,1)", ¢ € R}. Der Schétzer T, = *(z1 + ... + ,,) ist erwar-
tungstreu und mediantreu, denn

1 1
/jnngﬁl = ;Z/%df\@fl =-> 9=
J j
Da Nj, o, = N(9,1/n) gilt Ny 1/ (Tn < 0) = 3.

(b) Setze B, = {(x1,...,2,) € R" : 21 < x,} und definiere

- QJ_Zn $1,...,$n€Bn
Ty =
0 sonst

Dann gilt Nﬁ,l()N(n =0)= %, d.h. Z,, ist nicht mediantreu, aber

2
/'%nngJ = ﬁ /(131 4+ ...+ $n)N§71d($1) . 'Nﬁ’l(dl’n) = ’ﬁ
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(¢) Das quadratische Risiko von z, und Z,, ist
1
R(W,z,) = /(a_cn — 9)*dNG, = Vary(z,) = - Vo9

und I 1
R(9,%,) > 5192 > —

n

fiir n — oo, falls ¥ # 0.

(d) Radioaktiver Zerfall - Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom bis zur Zeit
t > 0 nicht zerfallen ist: exp(—9 - t),9 > 0.
Die Halbwertszeit ist 7(¢) = 62, d.h. Py(Zerfall bis 7(¥)) = .
Sei 7 ein erwartungstreuer Schatzer fiir ¥ auf der Basis von X ~ Py,

d.h.

/Oo 7(x)9e " dr =0
0

fiir alle ¢ > 0. Division durch ¥ auf beiden Seiten sowie Ableitung nach
Y (dominierte Konverenz) liefert

/OOO 7(x)(—ze ") dx = 0,

woraus 7(x) - x = 0 Py—f.s. folgt, da {e"%*dx,¥ > 0} eine exponentielle
Familie und damit vollstdndig ist. Da 7(x) = 0 Py—fs. = 9 = 0,

Widerspruch.

Aber natiirlich ist () = zlog(2) erwartungstreu fiir %62, d.h. der
Halbwertszeit. Fiir mediantreue Schéatzer ist dagegen die monotone
Transformation ¥ — 101%2 kein Problem.

(e) Schatzung von Median- und Mittelwertfunktionalen fiir Lokationsfami-
lien.

Proposition 2.12 (Erwartungstreue Schétzer fiir Mittelwerte von Lokalisa-
tionsfamilien):
Sei P, eine Lokalisationsfamilie, d.h. P, = { P} : aFu flz —p),p € R},

dax
wobei [ eine Lebesque-Dichte mit 0 = [ 2% f(z)dx < oo und [z f(x)dx =0
sei. Dann ist T, = %(xl + ... 4+ x,) ein erwartungstreuer Schatzer fir

p=1(P,) = [xf(x — p)de = [xdP,(x) mit quadratischem Risiko
R(P},7,) = /(u = @) fler — ) [l — p)day, ..., day

2
= %/$2f($)d$: %.
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(f): Median: Sei P,, eine Lokationsfamilie mit positiver Dichte f(x) > 0 fiir
alle z € R und [5° f(z)dz = 5. Dann ist 7(P,) = p der Median von P,, d.h.
3 = Pulz < p) = Pu(x > p).

1): Sei n ungerade. Dann gilt z1) < z(@9) < 23) < @) < ;) Py-f.s. Dann
ist der Stichprobenmedian %, = T(nity fiir die geordnete Stichprobe ein
mediantreuer Schatzer.

Die Idee von (e) und (f): Definiere das empirische Ma8 zu einer Stichprobe

A

(w1,...,2,): By =1 >i_1 0z, Es gilt nach dem Gesetz der grofien Zahlen

T on

’f’n(A) — PN(A)’ — 0 P}'—stochastisch fiir alle A € B'.

~

Daraus folgt 7(F,) — 7(P,) P}/—stochastisch fiir 7 als Mittelwert respektive
Median.

Wenn n gerade ist, gilt x) < x) < x(3) < r@. Falls f(z) = f(—2) fiir alle
x € R gilt, dann ist der Stichprobenmedian z, = %(x(n/Q) + Z(n/241)) €in
mediantreuer Schatzer.

Beweis. Da der Median von z1 + i, ..., x, + p gerade &, + p, sei o.E. = 0.
Dann gilt, da (z1,...,2,) — T, symmetrisch bzgl. Vertauschung in z; ist,

Pl (3, < 0) = /.../]l{jngo}f(xl)...f(xn)dxl...dxn

Sei F(t) = [* f(z)dv. Dann ist ¢t — F(t) strikt monoton wachsend, da
F'(t) = f(t) > 0 M.
Ferner gilt fiir alle 0 < wu <1
P()(F(XJ) S U) = U,
d.h. Y; = F(X;) sind i.i.d. mit Gleichverteilung in [0, 1]. Also gilt

Lz, <oy = Lig,<ro)=13
und . .
P <0) = [ [ Lgacmdy . dyn.

Man zeige nun

n! @ fY(n+1)/2 Y(n+1)/2
/ﬂ{ﬂnsfl}d?ﬂ“'df‘/n = ((n—l)/z)!((n—l)/Q)!/o /0 dylm/o AWenyr2
1

1
/y dYn+1)/2+41 - - - / AYndyY(n+1)/2

(n+1)/2 Y(n+1)/2

_ n! /a u(n—l)/2<1 o u)(n—l)/2 du
(n52)12 Jo

Das Integral ist genau dann %, wenn a = %
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2.1 Erwartungstreue Schatzer und konvexe Verlustfunk-
tion
Sei K : P — R? ein Funktional, L : P x R? — [0, 00) eine konvexe, messbare

Verlustfunktion. Problem: Finde einen Schéatzer & : X — R mit

/EdP — k(P) fir alle P € P, (2.14)

welcher das Risiko
R(P,7) = / L(P,7(2)) P(dx) (2.15)
fiir P minimiert, wobei & so gewahlt ist, dass obige Gleichungen definiert sind.

Ein Schatzer & mit (2.14) heiBit erwartungstreu.

Proposition 2.16:
Ist L strikt konvez, so gibt es zu jedem P € P hdchstens einen erwartungs-
treuen Schdtzer mit minimalen Risiko R(P,-).

Beweis. Seien k1 und Ry erwartungstreu. Dann ist Ky = % (K1 + Ro)
erwartungstreu und es gilt
1 1

L(P.o(2)) < SL(P, i (x)) + S L(P R (). (%)

Daraus folgt
1
R(P,Ro) < §(R(P, k1) + R(P, Rs)) ()

Sind &y und R, minimal fiir P, so auch Ry und es gilt die Gleichheit in ().
Daraus folgt die P-f.s. Gleichheit in (x). Also folgt Ri(z) = Ro(z) P-fi. m

Satz 2.17 (Satz von Rao-Blackwell):
Sei k @ P— RP ein Funktional und T : (X,B) — (Z,S) eine suffiziente
Statistik fir P. Sei k : X — RP ein Schatzer fir x(P) und

F()=Ep(RIT =) : 2o R?

eine faktorisierte bedingte Erwartung von K gegeben T (d.h. ko T ist bedingte
Erwartung bzgl. T~1(S)).
Dann ist & unabhdngig von P € P definiert und es gilt:

(1) Fiir jede konvexe Verlustfunktion L gilt
R(P,koT) < R(P,R) fir alle P € P. (2.18)

(17) Falls L strikt konvex ist, so gilt in (2.18) die strikte Ungleichung, falls
nicht kol =k P-f.s.
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(1it) Ist R erwartungstreu, so auch Ko T.

Beweis. (i): Sei P € P beliebig. Da L(P, ) konvex ist, gilt nach der bedingten
Jensen-Ungleichung

L(P, ) SE(L(P,R) [o(T)) (%)

KoT
—
=E(k|o(T))

Integration von (x) iiber P liefert (2.18).

(7): Gleichheit klar.

(1ii): Folgt aus [k o TdP = [RdP = k(P), da Q € o(T). ]
Satz 2.18 (Satz von Lehmann-Scheffé):

Ist T suffizient und P oT wollstindig, so minimiert jeder erwartungstreue

Schatzer ko T fir k(P) das Risiko zu konvezen Verlustfunktionen in der
Klasse der erwartungstreuen Schdtzer.

Beweis. Sei koT erwartungstreu fiir x(P) und R ein weiterer erwartungstreuer
Schétzer fur x(P). Dann gibt gibt es nach Satz 2.17 einen Schétzer % o T' mit

R(P,koT) < R(P,k) firalle PeP.
Aus Satz 2.17 (ui7) folgt
/(/%oT—/?;oT)dP:O fiir alle P € P
Da P oT vollstandig ist gilt also kK = k P o T—f.s. Daher ist fir alle P € P
R(P.&oT)=R(P,ioT) < R(P,&).
]

Aus diesem Satz folgt: es gibt fiir vollstindige Familien hochstens einen
erwartungstreuen Schétzer mit minimalem Risiko!

Korollar 2.19:

Sei P eine exponentielle Familie mit Dichten x — ¢(P)h(x) exp (Zj aj(P)Tj(:zs))
und {a1(P),...,ax(P), P € P} habe nichtleeres Inneres. Falls fiir eine Stich-
probengroffe m und ein Funktional k : P — RP ein erwartungstrever Schdtzer
R(x1,...,xm) fir k(P) existiert, so gibt es fir alle n > m einen erwartungs-
treuen Schdatzer fir k(P), namlich R(T (x1, ..., x,)), mit minimalem konveren
Risiko unter allen erwartungstreuen Schdtzern, wobei

Tiar,. . 0) = (Z Tj<:cr>)l
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Beweis. Ubung. "
Beispiel:

1) Binomial-Verteilung B(n, a). Der Schitzer T, = (zy + ... + z,,) fir o
ist erwartungstreu mit minimalem konvexem Risiko in der Klasse der
erwartungstreuen Schétzer.

2) Normalverteilungsfamilie {N (u, 1), u € R}. Auch Z,, wie im ersten Teil.

3) Da X(x}+ ...+ 22) ein erwartungstreuer Schitzer fiir den Parameter
o? aus {N(0,0?),0% > 0} ist, ist 62 = (2% + ...+ 22) mit minimalem

konvexem Risiko in der Klasse der erwartungstreuen Schéatzer.
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2.2 Untere Schranken fiir erwartungstreue Schatzer

Sei P = {Py,¥ € R} < p eine parametrische Familie, & : Q2 — R ein erwar-

tungstreuer Schatzer fir k(Py) =: k(¥),k : R— R und f(w,d) € %. Wir

wollen die Konzentration um den wahren (rellen) Parameter untersuchen.
Dazu seien:

i) k(1) ist stetig differenzierbar.

i1) ly(w, V) = % ist f.ii. definiert mit [ ly(w,9)?Py(dw) < oo.

) [R(w)ly(w,9)Py(dw) = L [ R(w)Py(dw).

Dann gilt:

Satz 2.20 (Satz von Cramér-Rao):
Falls [ R*dPy < oo, so gilt

Vary (R) = / (R(w) = K(9))* Py(dzx) > flﬁ(;;;;?Pﬁ(d:c)

Der Nenner heifst auch Fischer-Information.

Beweis. Es sei g(z,9) = R(z) — k(). Dann folgt aus [&(z)Py(dx) = k(1)
durch Differenzieren nach 9 mit (iv)

K (9) = / R (2)ly(x,9) Py (da),
d.h. wegen [ ly(z,9)Py(dz) = £1 =0 gilt

[ @) = k() 1o, ) Pofda) = &' (9)

und nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

/ (R(z) — k(9))? Py(da) / Lo (i, 9)2 Py(da) > w'(0)2.

Die Abhangigkeit von der Stichprobengrofle n:
Die obigen Beispiele mit Schatzerrisiken der Ordnung % zeigen, dass das Risiko
ab- bzw. die Konzentration fiir n — co zunimmt.
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Definition 2.21:

Seien Ry, Kan, 1 € N Folgen von Schétzern zur Stichprobenanzahln = 1,2, ...
fir k(P). Seien R(P,R;,) die Risiken beziiglich der Verlustfunktion L(P, k).
Definiere fiir festes n € N

m(n) = inf{m € N: R(P,Rom) < R(P,R1,)}.

n

m(n)

Dann heifit m’(ln) die relative Effizienz von Kg, zu Ki,. Falls lim,_,

existiert, so heifit der Grenzwert asymptotische relative Effizienz.

m(n) kann dahingehend interpretiert werden, wie grof§ die Stichprobenanzahl
sein muss, damit der Schétzer kKo besser ist als Ry. Je grofier m(n) ist, desto
besser ist kKo.

Beispiel 2.22:

Sei P := {N(0,0%),0% > 0}. Der Schitzer 52 = L3> ;22 hat minimales
konvexes Risiko aller erwartungstreuen Schétzer fiir o? (Beweis spéter). Es
gilt:

(7) % hat eine y2-Verteilung.

(4i) Sei S2 = -3, (z; — 7)% Dann ist S? erwartungstreu fiir N (u, 0?) fiir

n—1

peER 0?>0und (n— 1)5—% ist x2_,—verteilt.

Also ist SZ,, genauso verteilt wie o2, d.h. die relative Effizienz von S2 zu 2

et M
1st R
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3 Asymptotische Schatztheorie

In diesem Kapitel geht es um Folgen von Schétzern 7,(wy, . ..,w,) fir ein
Funktional 7(P) und ihre asymptotische Verteilung fir n — co. Sei dazu P
eine Familie von W-Maflen.

Definition 3.1:

(1) Eine Schétzerfolge (7, : Q" — (Y, B))nen, wobei (Y, d) ein polnischer
Raum ist, heiit konsistent fir 7 : P — Y, falls 7, — 7(P) P
stochastisch fiir alle P € P, d.h. es gilt

liTILn P (w e Q" :d(7,(w), 7(P)) >¢)=0
fur alle € > 0.

(73) T, heiit gleichméfBig konsistent auf P, falls

lim sup P*"(w € Q" : d(7,(w),7(P)) >¢) =0
n pep
fiir alle € > 0.
Ist P mit einer Topologie versehen, z.B. fiir eine parametrische Familie
P = {Py,¥ € O}, mit © topologischer Raum, so gibt es den Begriff
der lokal gleichméaBigen Konsistenz (d.h. gleichméBig auf kompakten
Teilmengen von P).

Frage: Wie erhilt man eine konsistente Schétzerfolge fiir ein Funktional?
Quelle: Konstruiere eine konsistente Schétzerfolge fiir das Maf§ P € P. Hierzu
sei P eine Familie von W-Maflen auf (R?, BP).

1): Es gilt, dass die Folge der empirischen Maf}e

n

> La(w))

J=1

F7(A) =

eine konsistente Schétzerfolge fiir P(A) fiir festes A € B? ist. Denn nach dem
schwachen Gesetz der grofien Zahlen gilt

lim P(|F2(A) — P(A)] > ) =0

fiir alle e > 0 und alle P € P.
2): Seien Ay € BP abzéhlbar viele Rechtecke, die die Borel-o-Algebra erzeugen,
d.h.

Ay ={w=(w1,...,wp) w1 < ay,...,w, < ay} Vk €N
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wobei a; € Q und sei
Z|P (Ap) — P'(Ag)]| 27"

Dann ist d eine Metrik auf P und es gilt d(P, P') = 0 < P = P’ auf BP.

Lemma 3.2:

(1) Die Schdtzerfolge (xy,...,x,) — FZF ist konsistent fiir P gleichmdfig

auf P bzgl. d, d.h. es gilt
limsup P"(x € X" : d(F,P) >¢)=0.
" pep

(i1) Sei P :={Py:9 € ©},0 C R kompakt, ¥ — Py(Ax) stetig fir alle k
und 9 — Py injektiv (identifizierend). R
Dann gibt es eine konsistente Schatzerfolge ¥, : X™ — O fir v, die
gleichmafig konsistent auf © ist, d.h. es gilt

limsup Py(x € X" : H@n(aj) - 19H >e)=0
" veo

fur alle e > 0.

Beweis. [0], S. 189 - 191.

Skizze:

(i): d(FZ2, P) = ¥ |F2(Ay) — P(A)| 27F 722%™ 0, da F=(A) — P(AL) 50
fir n — 00,1 < k < k,,, sodass mit Tschebycheff gilt

1
= 4ne?’

1
sup P" | |F7(Ag) — P(Ap)| > e | < — 3 Sup Varp(ly,) <
PeP ne? Pe
=F3 (Ap)—EF7 (Ax)

(i1): ¥ +— d(Py, P) ist stetig fur alle W-Mafie P auf R”.
(1): Minimum-Distanz-Schatzer ¥(P) = arg min d(Py, P) existiert, da © kom-
pakt ist. ~
(2): Setze P = F* und definiere 9,,(z) = ¥(F7). Dies ist der gesuchte Schitzer.

Dann
d(Pg(p), P) < Qd(P, P,g) Vi € O.

Technische Probleme:

(i): Man muss zeigen, dass x — U, (z) messbar ist.

(i1): Zeige, dass {Py,9 € O} d—kompakt ist und (P,d) — (O, ||||), Py — ¢
gleichméBig stetig ist. Dann existiert zu € > 0 ein 6 > 0 derart dass

Pj(w e X" |On(x) = 9| > &) < Pj(z € X"+ d(Pogrg), P) > 0).
Mit Teil (i) folgt die Behauptung. ]
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Konkrete Schatzerfolgen: Maximum-Likelihood-Schitzer

Sei © C RP und P = {Py : ¥ € O} eine parametrische Familie mit Dichten
po € T2

Idee: Schatze den Parameter ¥ durch

(X1, .. x,) = argrggé(pg(m) e py(xy),

(x1,...,z,) unter P§

wo py(1) -+ - po(an)
ist. U, () heift Maximum-Likelihood-Schétzer.
Y+ L0 (9, ) == pg(x1) - - - pg(w,) heiBt Likelihood-Funktion und

n

1
l(”)(ﬁ,x) —log(L(" (9, x) Zlogpqg ;)
n

J=1
heifit Log-Likelihood-Funktion.

Beispiel 3.3 (ML-Schétzer fiir exponentielle Familien):
Sei P = {Py,V € O} eine dominierte Familie mit p-Dichte

f(z,9) = c(¥)h(x)exp (zp:l aj(19)Tj(:L‘)) )

o dP7Y . o
Dann maximiere log ( duﬂ) in ¢, d.h. maximiere

nlog(c(d)) + Z a; (v (Vznjl Tj(a;y)>

in ¥.
Dann ist die Losung von

d n
4 Ti(x,) | =0
der Maximum-Likelihood-Schétzer 9,,.

(a) Sei P ={N(0,1),9 € R} mit p = 1. Dann gilt die Extremalbedingung

d 2 20 K ~ 1 _
d19<_2 —|—Zzy>: 19,12521/:%,::10”

v=1

45



(b) Sei P = {N(0,9%),9 > 0} mit A\-Dichte

( ) 1 o x?
wog2(z) = xp | —— | .
09 v/ 29 P 2092
Dann ist der ML-Schatzer

log (H ©0,192 (m)) = nlog(ﬁ) 4 nlog(ﬁ) . 22:;321/

v=1

maximal in ¥, wenn

j x? 0 1 2
Idee: Die Likelihood-Funktion
T l(")( Zlog pr(x,)) — /log pr)dPy,
n

v=1

falls der Erwartungswert existiert. Allerdings gilt

Jensen
[10gp-aPy ~ [1og(pa)aPy = [10g <p> Py "< log (/ “pﬁdu>
Py Py
= log (/pTdu> =0

r e H(r,0) = [(og(p)padp < [ (og(po)padi = H(9,9)

d.h.

Dies heifit auch Kullback-Leibler-Distanz (relative Information, relative Di-
stanz, Entropie, ...) von Py und P;. ~
Ersetze Py durch F?, x ~ Pj. Dann maximiert der ML-Schétzer 9,,(x)

T /log(pT)de = /log(pT)dngt/log(pT)d( Fr— Py )
—_ empirischer Prozess

H(7,9)
Der erste Summand hat das Maximum fiir 7 = ¢, und es gilt

1 n
/log pr)d(FS — Py) = — Z (long x,) /(log(pT)ng) —0

n

v=1

Pj-stochastisch.
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Beispiel (Trunkierung):

Seien Z,,j =1,...,n ii.d. und gleichmafig integrierbar in 7 mit Ey,Z;, = 0.
Definiere die trunkierte Grofie
Ly = Zn, Lz, |<nvy + Zr, Lz, |>ny = : 2y o+ Ly,

Dann gilt Z,, = ZT]. — E%ZTJ. € L*(Py). Mit der Ungleichung von Tschebys-
cheff folgt

1
(!

Man braucht nun eine Flankenabschétzung fiir ZTJ..

Satz 3.4 (Konsistenzsatz):
Sei © C R? offen und P = { Py, € ©} mit einem identifizierbaren Parameter
(dh ¥ # ¥V = Py # Pg/).

(a) Sei ¥ — p(v¥,x) stetig auf © fir alle x. Fir logpy(x) existiere fiir
alle 6 > 0 und Yy € O eine endliche Uberdeckung (V;); von {1 € © :
|7 — 9ol >0} C U V;, auf der

r7.
J

1 _CN N
> 77) < —E%Z = ——Ey, |Z7,| = 0,wenn — — 0.
n*n n*n n

J Vi

Pr

99,,v; = sup log p; — log py, = sup log ()
TE‘/j TEVj pﬁo

lokal gleichmdf$ig integrierbar beziiglich Py ist, d.h. es existiert ein € > 0
mit

lim sup / ’gﬂ Vi
N=00 |9_gg|<e {|9190,Vj’>N} o

und

/91907de190 <0

(verhindert, dass [logp,dPy — [logpydPy — 0 fir |1 — 9] — o0).
Dann ist jede Folge von Maximum-Likelihood-Schdtzern lokal gleichmd-
Big konsistent.

(b) Ist Y w— p(x,0) differenzierbar fir alle x € X, so existiert eine Folge von
gleichmdfsig konsistenten Schatzern auf kompakten Teilmengen K C O,

sodass
lim 111qu9 xEX"'ZM:O =1
noeovek =1 P, Un(2))
Beweis. [0], S. 204, Theorem 6.5.3. ff. ]

47



3.1 Die asymptotische Verteilung von Schatzfolgen
Seien 1, ..., x, i.i.d. mit Dichte f,(z,9) = f(x1,9) - f(zn, V) bzgl. u". Im
Limes gilt fn(z, ) ~ 5 (2)" Also untersucht man das Verhalten von f,(z,9)
in der Umgebung des wahren Parameters 1y, dort wo 9, liegt.

Beispiel 3.5:

Sei ¥ — f(x,v) zweimalig stetig partiell differenzierbar, ©® C R” offen und
¢n > 0 eine Folge in R und a € R?. Dann gilt nach dem Satz von Taylor

tog fu (2,0 + ) = log fulw0) + = {a, Vylog ful, 9)

n n

+2i2 (a, Hessy (log fu(x,9))a) + O (%) '

n

Wahle ¢, == \/n, so gilt

log (fn (x’ﬁJr)jﬁ)) =

folz, v

n P4
ZZ% ngxla ).al

i=11=1 “YI

n p
, ~1/2
ZZalakdﬁldﬁklogf(x“ﬁ)+O(n )

i=1 [k

Si-

+

il

Der erste Summand konvergiert schwach gegen eine Normalverteilung nach
dem Zentralen Grenzwertsatz. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen konvergiert
der zweite Term gegen eine Konstante.

Definition 3.6 (LAN):

Die Familie Py, € © C RP mit Dichten f,(z,9) beziiglich p™ erfillt die
LAN-Bedingung (Local Asymptotic Normality) mit ¢, > 0, ¢, — oo, falls fiir
alle a € R? gilt

fala, 0+ 2)

1
1 =a’A —=a'D
og IXEX) a’ Ay (z,0) 54 (Na+ R,(z,9,a)

mit

(a) D ist positiv definitiv und symmetrisch.

(c

(cx

)
(b) z — A, (z,9) ist messbar und Pj o A, (+,9) = N(0, D(19)).
) R,(-,9,a) — 0 Pg-stochastisch fir n — oc.

)

SUD)|(q) <y | Bn (¥, a)| — 0 Py-stochastisch fiir alle n > 0.
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Lemma 3.7:
Sei ¥ — I(z,0) = log f(x,9),0 € © zweimal stetig partiell differenzierbar
mit partiellen Ableitungen 1D 1%9) und es gelte

(i) 19 (2, 9)Py(dw) = 0,
(i) J1D (-, 0)dPy + [19(-,9)9(-,0)dPy = 0,

)
(i13) 1'(-,9),i=1,...,n sind Py—f.s. linear unabhingig,
)

(iv) Es ewistiert eine Umgebung V von ¥y, sodass ¥ + 19 (z,9) stetig in

V firi,j =1,...,p ist und sup,cy ’l a)(. 7')‘ ist Py-integrierbar, d.h.
lokal glezchmaﬁzg in Jy.

Dann gilt die LAN-Bedingung fiir 99 mit ¢, = \/n und

An( Zl (2,0

= [19¢009 (. 9)ap,

Beweis. [0], Proposition 8.1.8, S. 265.
D ist nicht singuldr sowie positiv definit, denn falls fiir ein u € R?

sowie

und D(9) > 0.

(u, D(Vo)u) = Ey, <u, 10, 190)>2 =0 fir ein 9, € O,

gilt, gilt auch
<U, l()(l‘, 190)> =0 Pﬁo —fs.

im Widerspruch zu (7iz). ]

Dies bedeutet, dass
fn (x, ¥+ ﬁ)
fulz, )
lokal approximiert werden kann durch N(0, D(¢9)), d.h. lokal durch eine
exponentielle Familie, fiir die man optimale Schétzer und Tests kennt.

Definition 3.8:
Sei © C R? wie oben und P erfiille die LAN-Bedingung. Dann heifit eine

T — log
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Folge von Schitzern &, fiir k' : © — R? regulir in 1y, falls es ein W-Mafl My,
auf BY gibt mit

Py . a0 (cn (Rn — K <190 + a>)> = My, fir alle a € RP.
cn Cn,

Dies bedeutet, dass &,, konsistent fiir (o) unter Py, im Sinne von &, —#x (o) =
O(c, ') ist, ¢, T oo und die skalierte Verteilung ¢, (%, — #(9)) konvergiert
gegen eine Grenzverteilung unter Py gleichmaBig fir ¥ = Jy + = auf einer
kleiner werdenden Umgebung.

Satz 3.9 (Convolution Theorem):

Sei k1 ©— R g < p mit stetigen Ableitungen in ¥y. Definiere K; ;(¥g) =

4 (0). Sei K (Vo) die dazugehdrige Matriz mit rang(K) = q. Sei R, eine

requldre Schdtzfolge fiir k. Dann gilt
Mﬁo = N(O, 2(190)) * Rﬁo,

wo Ry, ein W-Maf auf (R, B9) ist und X(9g) == K (9o) D1 (99) K (90)7.

Bemerkung:

Wegen unserer Resultate iiber Konzentration (Satz von Anderssen, 2.6(ii)) ist
somit My, = N (0, X()) die optimal konzentrierte Verteilung einer Schatzfol-
ge fir x(¢). Hier heifit ¥(9y) optimale asymptotische Kovarianz, denn es gilt
N(0,2(9))(C) = N(0,2()) * Ry, (C) fiir alle messbaren, symmetrischen,
konvexen Mengen C.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
Z) Pgo o An(, 190) = N(O, D(ﬁo)) (LAN)

ii) Py o ca(Rn(-) — k(o)) = My, (Regularitét in ).

vn (+,90)

Hieraus folgt mit Prohorov die Existenz einer Teilfolge (N; C N) mit
PlgLo(An('7190>7vn('7190>> :> QO ful" n E Nl.

Sei Qu(du, dv) = exp [aTu — %aTD(ﬁo)a} Qo(du, dv) (Ubung: Zeige, dass da-
durch ein W-MaB definiert ist). Man zeigt, dass Pf 1 (An(-, Do), va(:, %)) =
Q. (Ubung) und damit gilt

Pl 1 (va(+, %) — K(Y)a) = Qu 0 ((u,v) — v — K(dg)a) .

Yo+c, a

! Abhéngigkeit vom Parameter, nicht unbedingt vom Ma$.
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Da ¢, (k(d + ¢, ta) — k(¥o)) — K(d)a folgt

Py -1, (cn (Rn — k(J + cgla)) = Qq0 ((u,v) = v—K(J)a),

Yo+c,
sodass Qg o ((u,v) — v — K(Yg)a) = My, gilt.

Also sei 1, (t) = [exp(it! (v — K(¥9)a)Qu(du,dv) = [exp(it’v)My,(dv).
a > 1),(t) ist holomorph in CP. Setze a == i(s — D' (Jg)r(Jy)"t). Dann ist

/exp {isTu +itT (v — K(190)D_1(190)u)} Qo(du, dv) = exp [;STD(’ﬁO)S] X (1)

mit x(¢) = ¥(t) exp(3 K (o) D~ (o) K (Uo)t). Fiir s = 0 folgt, dass x(t) die
charakteristische Funktion von

Ry, = Qoo ((u,v) = v — K () D (Jo)u)

ist. Hieraus folgt Qo o ((u,v) — (u, vK (99) D™ (Jg)u)) = N(0, D(¥y)) ® Ry,,

Pgo © (ATL('?ﬁO)a Un<',"l90) - K(ﬁo)il(ﬁo)An(V 790)) = N<07 D<790)) ® Rﬂo

fir n € N; folgt, wobei Ry, nicht von der Teilfolge abhéngt. Also gilt die
Behauptung mittels

Py ov,(,00) = Py o (Ap, vy — K(00)D(00) " An) o (1, v) = v + K (00) D(00) ' w)
= (N(0,D(00)) * Ryy) © (v, v) = v + K(J) D™ (Yo)u)
Ry, * N(0, KD'KT)

denn Cov(KD 'u) = KD 'D(KD™ ) = KD KT und da D(¥y) symme-
trisch ist. =

Satz 3.10:

Seien die Voraussetzungen von Lemma 3.7 gegeben. Ferner gelte, dass x
19)(z,9)? lokal gleichmdfig in Oy integrierbar ist.

Sei D, : X" — RP eine approzimative Losung der Mazimum Likelihood Glei-
chung, d.h.

1 & -
— 19w, 9
NGRS (2, 0,) = 0

PY-stochastisch und lokal gleichmafig in Jo.

Dann sind 0, bzw. r(0,,) regulire Schitzfolgen fir 9 bzw. k() mit ¢, = /n
und Mg, = N (0, D(9)™Y) baw. My, = N (0, K(9o) D™ (90) K (9o)T).

Es gilt mit A(9) .= D(¥)~! > 0:
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(a) V(Dn —0) = AW~ 57

r=1

(b) Py o (Va(d, — ) = N(0,A(9)).

1(z,,9) — 0 P} — stochastisch.

lokal gleichmafig in 9.

Bemerkung:

Also ist die Folge von Maximum-Likelihood-Schétzern fiir Jg bzw. 7(d)
asymptotisch optimal, in dem Sinne, dass My, maximal konzentriert ist.
Beispiel (Supereffizienz):

Sei P, = {N (1, 1)", u € R} die Familie der Normalverteilungen mit gegebe-
ner Varianz. Sei w,, der Mittelwertschitzer mit N (u, 1)™ o (v/n(w, — pn)) =
N(0,1). Dies ist optimal nach Satz 3.10. Fiir n € N setze

On  |@n] >0~V

ﬁn(wl, N ,wn) = {wn

5 sonst
Die Schétzerfolge (fin)nen ist nicht regulér.
Beweis von Satz 3.10. [0], Satz 7.5.5, S. 248.
(1) Mit dem Satz von Taylor gilt
) ) p .
192,90 +n"Y2a) = 19(z,9) + n~1/? > a; / 1% (2,9 + n~Y2au) du,
=1 70
d.h. mit I (2, 7) = n~ V2" 1O(z,, 7) gilt
p
lff)(x,ﬁ + n_1/2a) = lﬁf)(x, v) — Z Dg-l)(x, Y,a)a;,
j=1
mit 1A
Dii(v,9,a) = —— Z/ 1% (2,9 4+ n~%au)du.
n = Jo
(17) Anwendung des gleichméfligen Gesetzes der groflen Zahlen liefert die

Existenz einer Umgebung U 3 ¢y mit der Eigenschaft, dass fiir alle
g > 0 ein § > 0 existiert, sodass

sup Py{ sup HD(”)(x,ﬁ, a) — D(19)H >eb—0
el fall< /s

fir n — oo (siehe [6], Korollar 6.7.21, S. 221), wo

D) = —(BLD (- 0));j1,..p 2 L(D) > 0.

.....
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(44i) Zusammen ergibt sich [()(z, 94+n~Y2a) = 10 (z,9)—L(I)a+ r.(z,9,a) a.
—_———
D(9)—D™) (z,9,a)
Es gilt
sup ||rn(+, 9, a)al| — 0 Py — stochastisch
llall<v/nd

lokal gleichmaBig in .
Setze a,(z) == +/n (19n(x) - 19) in (7ii), so gilt

L(9)(an(2)) — 1) (2, 9) = rule, 0, an(@))an(x) ~1) (2, D).

=Ry (2,0,0)

wobei der letzte Term gegen 0 Pj-stochastisch aufgrund der Maximum-
Likelihood-Eigenschaft konvergiert.

(iv) Zentraler Grenzwertsatz:
19 (2, 9) 2 N(0, L(9)).

(v) Falls R, (z,9,9,) — 0 Pp-stochastisch und lokal gleichméBig, folgt der
Satz, denn

L) (an(z)) =2 N(0, D(9)).
oder
an () = N(0, L(9) " L(9)L(0)~1) = N(0, A(9)).
(vi) Betrachte nun
llan ()|

A) = {z e X" Vnl|a(z) - 9| < M}

By(¥) = {x€X": M < Vn|dn(x)— 9| < nd}
Co(®) = {weX":|du(x) -0 > 5}

und zeige R

Pj{z € Au(9) : | Ru(2,9,9,)| > e} =0
fir alle € > 0, d.h. (v) gilt auf A, (). Sei z € B, (). Zeige, dass dann
mit

D, = D"(z,9,v/n(,(z) — 9))

mit det(D,) # 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 1 fir x € B,(9), da D,, —
D(9) Pj—stochastisch und det(D(v)) # 0. Sei B () die Menge, wo
|det(D,)| > d > 0. Mit (iv) folgt

V(O (z) —9) — DO (@, 9) = DO (2, 0,(2),

n
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wo die rechte Seite Pj-stochastisch gegen 0 konvergiert, und der zweite
Term der linken Seite stochastisch beschréinkt ist. Also gilt

(D' = D) I (x,9) = 0
Pj-stochastisch auf B,(9)*, d.h. auf B,(9)* gilt
V(0™ (z) = 9) D) (x,9) = 0

Pj-stochastisch.
SchlieBlich folgt fiir x € C,(¢¥) aufgrund der Konsistenz

Le,w)(@) (Va(d, —9) = D)1 (,0)) — 0

Pj-stochastisch.
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3.2 Nichtparametrische Schatzer fiir Dichten

Sei H, = {f : R — [0,00) : f p-fach differenzierbar, [ fdz = 1, [(f®)%dz <
oo} sowie P :={P | (R,B'): f € 4 f € H,},p > 1. Definiere

dP
: H, P —
k:P— Hp, l—>f€d)\

und (X7q,...,X,) sei P"-verteilt, d.h. X; ~ P ii.d. und o R — [0, 00) sei
eine Schatzung fir f € H,.
Definition 3.11:

(1) Der mittlere quadratische Fehler ist definiert als

-~

MQE,(f) = [(F(s) = J()*P"(da)
fir s € R.

(i)
MIQE(f / / 7o(s JdsP"(dz) = | MQE,(f)ds

ist der mittlere integrierte quadratische Fehler.

(iii) Sei u(f)(s) == [ f*(s)P"(dz). Dann gilt

o~ ~ o~ ~

MQE,(f) = Var;(f(s)) + (u(f)(s) = f(5))* = Var;(F(5)) + bs(f)(s)*.

=by(f)(s)

(3.13)

-~

br(f)(s) heiit Bias. Also gilt
MIQE(F / by (F)(s)2ds + / Var; (F(s))ds. (3.14)

Beispiel 3.15 (Kernschitzer):
Betrachte den Schéatzer f:

n

Fels) = [wle s)FE = > w(a.s),

=1

wobei w(-, s) ein Kern ist, fiir den i.A. w > 0 und [w(z, s)ds =1 fur alle
angenommen wird.
Zum Beispiel betrachte w von der Form w(z, s) ( ) wobei K ein Kern

ist. Der Parameter h > 0 heifit Bandbreite. Es sei [ K(s)ds = 1. Definiere
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ferner Kj(s) = h™'K(sh™'), d
z.B. den Gauf’schen Kern K (s )

K(s) = Li-1/2,1/2)-
In 4i):

w(z,s) = Kp * d,(s). Als Kern wéhle
% p (—s%/2) oder den Viereckskern

fis)=#{j:1<j<n:x;€[s—h/2 s+ h/2]}/(nh),
dies heift Histogramm-Schatzer. Fiir Kernschétzer f mit K(—z) = K (z) gilt

9= [ (57)

) f(x)dx = f* Kp(s) — f(s) fir h— 0

P(dx)
—fZ(S)
und
Var, (Fs) = L | [ 02k (B20) p@)de — s (7(s))? 3.16
ary(f(s)) = 7 ) fla)dz = p(f(s)” |- (3.16)
_fx(s)Z
Beispiel:

Falls f(z) = (2m0?)~1/2 exp( (:62;; ) und der Kern gegeben ist durch den
GauB’schen Kern K (z) = (27) /2 exp(—2?/2), gilt

=R 1 h~l — (g2 4 h2 —-1/2
MIQE() = 5= 0"+ 1)
™ n

—00,h—0

1
+ ( + (o + h%) 2 -
o

2\/§>

(20° + h?)'72

—0,h—0
Ubung: Finde das Minimum in .
@, sei die Dichte der N'(0, u)-Verteilung. Dann gilt
i (F)(5) = on2 % @o2(s) = pozin2(s),
sodass
nr(f(9) = f(5) = @orin2 — Po2(s) = 0 fiir h — 0.
Fiir die Varianz gilt

. 1z e
Vary(f(s)) = Vary (n;K (Sh%> h_l) = %Varf K h h_l
3.16) 1 9
2SN gkl pela)da = ppes
n ————

=¢n/2(s—)/(V2rh)-271/2
1 _
— E(%ZMQ/Q(S)/(\/QM)Q V2 _ ooapa(s
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Annahmen: R
Man wahlt einen Kernschatzer f* fiir f, wobei der Kern die folgenden Eigen-
schaften erfiillt:

(i) [K(s)ds=1.
(17) [sK(s)ds =0.

(7i1)
/SQK(S)ds — k£ 0 (3.17)
(iv)
4 .
> /@) € () (3.18)
j=0
(v) [K()?*(1+tY)dt < oco.
Fir den Bias gilt mit der Variablentransformation ¢ = —** und wegen

K(—t) = K(t)
(P = [0 (55) sade = 1(9)

- /K—t (s + thydt — f(s)

- /K Fls+th) — f(s))dt,

was mit dem Satz von Taylor darstellbar ist als
th)?
/K ( (s)th + f"(s )( 2)

=0+ k1) + O (5)

)“?3 (1— 19)2d19> dt.

mit [ g,(s)%ds < oo wegen Cauchy-Schwarz.

/bh 5)2ds = —k2/f” )2ds + O(hP).
Fiir die Varianz hingegen gilt nach Formel (3.16)

~

Var(f*(s) = nfl/vfﬂhf(S;;$)2fcwdx——n—1p%s>+bh<>eof
— ! / K(8)f(s + th)dt —n~" [(s) + O(h2ga(s))]

Ii(s) Ia(s)
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wo [ gads < oo, d.h.

Li(s) = (”h)fl/(f(s)+(9(h93(8)))K(t)2dt
— (nh)"'f(s /Ktht+O(n_1h_1hg3(s))

— (nh)" /K ()2dt + O(n~1gs(s))
d.h.
/Varf s)ds = (nh)~ /K 2dt + O(n™ 1)
h—>0
und somit

~

MIQE(]) = ih“k% / F()2dx + (nh)™! / K()2dt + O(nY) + Oh).

Die optimale Bandbreite ergibt sich zu

hop = k5 *° (/ K(t)th)1/5 </ f"(:v)de)l/5 n/°

und der mittlere quadratische integrierte Fehler zu

MIQEtht( = (/f” dx) 1/5 n~5 + O™

" = ([ ra)”"

Gesucht ist der Kern mit minimalen C'(K), d.h. die optimale Losung zum
Problem: Minimiere [ K (¢)?dt unter [ K(t)dt = [t*K(t)dt = 1 (wegen K
ky K (thy V%) = ke = 1).

Losung;:

0 sonst

Ko (t) = {ml — 1) 1<V

Dies heifit Epanechnikov-Kern.
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Adaptive Wahl von h,,: Kreuzvalidation
Die Idee:

1QE, = [ (F*(5) = 1(9)) ds = [ Fr(s)%ds =2 [ F(9)(s)ds+ [ fds.

Minimiere /QF, durch Wahl von £ in f7, d.h. minimiere R(f””) in h. Heuristik:

Die Wahl
/ Fo(s)d Py (s) / Fo(s)dF®

mit dem empirischem Maf§ F'* ist nicht zielfithrend, da dies % YK (S_}fﬂ') h=t =

F%(s) ist und das empirische MaB nur Gewichte an den Beobachtungen z;
hat, d.h. wahle stattdessen

/f”: s)dPs(s ﬁ:;i ( () — xj)) Wt (n—1) = M,.

Dies nennt sich auch U-Statistik. Ziel: Minimiere R(f o) =1 fe(s)2ds —
2M,,. Ferner gilt E;R(f*) = E;R(f*) und R(f*) — R(f*) fir n — oo Py-
stochastisch. Fiir Details siche z.B. [7], S. 50ff.
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4 Testtheorie

Sei P eine Familie von W-Mafen iiber (X, B) und H C P eine echte Teilfa-
milie.

Problem: Gegeben sei eine Stichprobe x € X. Entscheide, ob die Verteilung,
aus der = entstammt, aus H oder aus A := P\ H kommt, d.h. ein Entschei-
dungsproblem mit zwei Moglichkeiten (D = {0, 1}), wobei 0 einer Verteilung
nach einem Mafl aus H und 1 nach einem Mafl aus A entspricht. Also ist eine
Entscheidungsregel 6 : X — D gesucht.

Definition 4.1:

Eine Entscheidungsregel fiir obiges Problem heifit Test. Man testet eine Hy-
pothese H C P, welche fiir P € H richtig und fiir P € A falsch ist.

Die Hypothese wird mit H (bzw. im Fall P = {Py : ¥ € ©} mit H = {Py :
¥ € Oy} mit Op) identifiziert. Die Menge A := H¢ heifit Alternativmenge.
Gegeben sei € X. Dann sagt man fiir eine (nicht-randomisierte) Ent-
scheidungsregel §, dass die Hypothese angenommen (abgelehnt) wird, falls
d(x) =0 (6(z) = 1). Die Menge {z € X : 6(x) = 0} heift Annahmeregion,
{z € X : §(x) = 1} heifit Ablehnungs- oder kritische Region.

Fiir eine Zufallsvariable X ~ P mit P € H ist 6(X(w)) = 1 der Fehler erster
Art mit Wahrscheinlichkeit P(6(X (w)) = 1) (Ablehnungswahrscheinlichkeit)
und falls X ~ P, P € A heifit 6(X(w)) = 0 Fehler 2. Art mit Wahrscheinlich-
keit P(6(y) =0), P € A.

Konvention: 0 < a < 1 heif§t Signifikanzniveau, falls

sup P(0(x) =1) < a. (4.2)

PeH

Ubliche Wahlen sind o = 0.05, 0.01, 0.001.

Ziel: Gegeben (4.2) mochte man den Fehler 2. Art durch die Wahl der
Entscheidungsregel § minimieren, d.h.

min P(6(x)=0) fur alle P € A

oder
max P(d(z) =1) fur alle P € A.

Fiir jede Entscheidungsregel bzw. Test ¢ heiit infpc4 P(0(x) = 1) die Giite
auf der Alternative.

P3P Po(x)=1)=:5(P)
heiBt Giitefunktion. Nach (4.2) gilt 5(P) < « fiir alle P € H.
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Beispiel:
Sei P ={N(u,1)" : p € R} und H = {N(0,1)"}. Sei die Entscheidungsregel
gegeben durch

5($1,...,In) = ﬂ{

Dann ist

6(#) = N(:u’ 1)n(5($17 B ’xn) = 1) = Nﬂvl/n(|x| > C)
= O(Vn(—c—p))+1-2(Vn(c—p))

wobel

2
/ exp < Y > dy.
\/ﬂ 2

Wihle fiir o gegeben ¢ so, dass fiir p =0 gilt: 8(0) = a = 2(1 — ®(cy/n)). Es
sei das Quantil N, gegeben durch 1 — /2 = ®(N,,). Dann ist ¢ = %
Umgekehrt sei eine Beobachtung x4, ..., x, gegeben. Bestimme das kleinste
Signifikanzniveau « oder grofites Quantil N, sodass d(x1,...,2,) = 1 oder
’ > x]’ > Na gﬂt d.h. dass die Hypothese abgelehnt wird. Dleses « heif3t
p—Wert des Tests 0 und gibt ein Maf fiir die Sicherheit, mit der man die
Hypothese fiir diese spezielle Stichprobe ablehnen kann.

Randomisierter Schatzer: 6 : X — { W-MaBe auf D = {0,1}},z — d(x).

Definition 4.3:

Die Funktion ¢ : X — [0,1],2 — ¢(x) = §(z)(1) heiBt Test (kritische
Funktion). Dann nennt man die Menge {z € X : ¢p(z) = ¢} fir ¢ = 1
Ablehnungsbereich, fiir ¢ = 0 Annahmeregion und fiir ¢ € (0,1) Randomisie-
rungsregion.

Fehler 1. Art: Epp = [ @P(dx), P € H. Giitefunktion: P — Epp.

Fehler 2. Art: Ep(1 — ), P € H°.

Problem: Finde eine Funktion 0 < ¢ <1 mit

Epp = max fiir alle P € A (4.4)

und
Epp < o fir alle P € H, (4.5)

die (4.4) unter der Nebenbedingung in (4.5) optimiert. Ein Test mit (4.5)
heifft Test fiir das Problem H : A zum Niveau a.

Gibt es einen Test mit (4.4) und (4.5), so heifit dieser auf A (gleichmafig)
bester bzw. optimaler Test. Hypothesen bzw. Alternativen, die aus mehr als
einem W-Maf} bestehen, heiflen zusammengesetzt.
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Satz 4.6 (Neyman-Pearson Lemma):

Seien P = {Py,Pi},H = {Fy} W-Mafe iber (X,B) mit Dichten p, €
Cﬁ%,pl € %, wobei 0.E. = Py + Py.

Dann gilt:

(1) Fiir das Testproblem H = { Py} gegen die Alternative A = {P,} gibt es
zum Niveau 0 < a < 1 eine Konstante k = k(c, po,p1) > 0 und einen
Test ¢ mit

Epp = /90 po dp =« (4.7)

und

() = {1 falls p1(x) > kpo(x) (48)

0 falls pi(z) < kpo()

(17) Erfillt ¢ sowohl (4.7) als auch (4.8), so ist ¢ der optimale Test fir das
Problem Py : P, zum Niveau o, d.h. fir einen beliebigen Test p* fiir
Py: Py gilt

EPOSO* <a= EPIQO* < Eplgo.

(1i1) Ist ¢ ein optimaler Test zum Niveau « fir Py : Py, dann existiert ein
0 <k < o0, sodass (4.8) gilt, d.h. er ist vom NP-Typ. Auch (4.7) gilt,
falls es keinen Test mit Gite 1 und Niveau kleinergleich o gibt.

Bemerkung:
(1) Dieser Test fordert keine Spezifikation fur z € X mit p;(x) = kpo(x).
(17) Tests der Form (4.8) heiflen Neyman-Pearson-Tests.

Beweis. Fir a = 0,1 wahle k = 00,0. Sei nun 0 < a < 1. Dann

(1) Bezeichne mit f(a_) den linksseitigen und mit f(a, ) den rechtsseitigen
Grenzwert von f in a, falls dieser existiert.
Die Funktion a(c) = Py(p1(z) > epo(z)) = Py (pl(x) > c) ist monoton

po(z)
fallend in ¢, wobei Py(po(x) = 0) = 0. Dann gilt wegen der Mafstetigkeit
von Py
a(—o00) =1 und a(oc0) =
und a(cy) = lim,. By (ﬁég > v) = a(c), d.h. « ist rechtsstetig. Dann

gilt a(c_) — a(ey) = alc.) —ale) = Ry (g;gi; =c
Sei ¢y so gewdhlt, dass a(cp) < o < afcp—). Dann definiere
1 p1(x) > copo(x)
p(x) = ﬁ% p1(x) = copo() (4.9)
0 p1(x) < copo()
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(iid)

—

Falls a(co,—) = a(co), so ist Py (%)
finiert. Es gilt

s _ 1 (mx) >CO> N a(a—a(cw i <p1(90) _CO>

po(x) co) — a(co)” * \po(z)
= ofc) +a—ale) =a.

= C(]) =0, d.h. ¢ ist p-f.s. wohlde-

o ist 1.A. nicht eindeutig. Wéhle nun k = ¢j.

Sei ¢ ein Test mit (4.7) und (4.8) und sei ¢* ein weiterer Test zum
Niveau «a, d.h. Ep,p* < a. Es gilt

/(90 — ") (p1 — kpo) dp > 0, (*)

>0

denn wegen 0 < ¢* <1 gilt
{o(r) — ¢"(z) > 0} C{p(z) > 0} = {p1(x) — kpo(x) = 0}
{o(z) — ¢ (x) <0} C{p(x) <1} = {p1(2) — kpo(x) < 0}.

Also erhalten wir wegen k& > 0

/(90 — @ )prdp > k‘/(cp — " )podp

und damit
Epl(p - EPlSO* > k<& o ]EPO()O*) > 0.

a): Sei ¢ ein optimaler Test zum Niveau « fiir Py : P; und erfiille ¢*
(4.7) und (4.8). Setze A ={z € X : p(z) # " (x)} N{z € X : p1(z) #
kpo(x)}. Nehmen wir an, dass p(A) > 0. Dann gilt mit (i7)

h = (¢* —@)(p1 — kpo) > 0 auf A.

Da h auf A° verschwindet, gilt
/hd,u = /A hdu > /A hlpsedp > ep(AN{h >¢e}) >0
fiir € klein genug. Wie in (i7) folgt aus [ hdu > 0 sofort

EPI(ID* > EPlSO + k<EP090* - EPO@) > EPﬁO
—_—— ——

= SO‘
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in Widerspruch zur Optimalitdt von ¢. Also ist pu(A) = 0.

b): Sei ¢y optimal mit Ep ¢ < o und Ep ¢y < 1.

Annahme: oy = Ep,¢p < a. Definiere einen neuen Test mittels ¥, ==
(1 —¢e)pg+emite=29"20<ay< 1. Dannist 0 <y <1 und

1—ag’

a — (o a —
Epow(]:(l—&T)EplgOo—i—g:(l— 1_a0>040+ 1—040 =

und
Epliﬂo = (1 — €)EP1Q00 +e-1> Eplcpo, da Ep(po <1
im Widerspruch zur Optimalitédt von ¢g. Also gilt Ep,¢o = a.

Korollar 4.10:
Sei 3 die Giite des besten Tests fir Py : Py zum Niveau o (0 < a < 1). Wenn
Py # Py, so gilt 5 > «.

Beweis. Der Test ¢(x) = « hat Niveau a. Also gilt
B>Epy=Epa=a.

Angenommen es gilt 5 = «, so ist o = a mit 1 > o = [ bester Test, d.h. er
erfilllt die NP-Struktur (4.8). Also gilt p;(z) = kpo(z) p—f.i., d.h.

1= /pl(x),u(dx) = k/po(x),u(dx) = k=1
Also ist Py = P;. Widerspruch. [

Beispiel 4.11 (Stichprobentests):

Es seien N Produkte gegeben, wovon D < N defekt sind. Ziehe aus den
Produkten eine Stichprobe der Grofle 1 < n < N. Seien x < n defekte
Produkte in der Stichprobe. Zum unbekannten Parameter D erhélt man eine
hypergeometrische Verteilung, d.h. es gilt

(2)C=r)
Pp nn(z Defekte in der Stichprobe) = W
Betrachte dann die Hypothese H = {Pp, n,} und die Alternative A =
{PDl,N,n}y wobei DO < D; <D.
Der zugehorige Neyman-Pearson-Test hat die Struktur
1 PDl,N,n

Ppy,Nn

P n
ple) = {7 TR (g) =}
0

Pp, N,
7PD(1),N,: (x) <k

(x) >k
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Die Grofle
PD+1,N,n _D+1N—D—n+x

Poxn VTN-D D+l-uz

ist monoton steigend in x, d.h. auch

~ Pp, nn(T)

= = Produkte von Quotienten in (x
Ppy,nn(T) )

q(x):
ist aufsteigend in x. Somit lasst sich die Neyman-Pearson-Struktur umschrei-

ben zu
{0<2z<D:qx)>k}={0<2<D:x>c}

fiir ein geeignetes c;. Also ist Neyman-Pearson-Test zum obigen Problem
gegeben durch

1 z>¢
plx) =47 r=c
0 z<c

wobei sich ¢; und v aus a = Pp, yn(T > ¢k) + 7Ppy nn(T = ¢i) bestimmen
lassen.
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Zusammengesetzte Hypothesen

Sei P eine eindimensionale Familie von W-MaBien auf (X, B) mit einem
identifizieren Parameter 9,9 € (a,b) C R.

Teste H .= {Py € P : 19 < Uy} gegen A = {Py € P : ¥ > Uy} fiir ein
gegebenes 1y € (a,b). Gesucht ist ein gleichméafig bester Test fir H : A zum
Niveau « (vgl. auch (4.4) und (4.5)). Im Allgemeinen gibt es keinen solchen
Test.

Hat P jedoch zusétzlich monotone Dichtequotienten, so lasst sich solch ein
Test finden.

Definition 4.12:

Sei P < p, p o—endlich mit Dichten py € % und Py < Py fir alle 9, 9. P
hat monotone Dichtequotienten, falls es eine messbare Abbildung 7" : X — R
gibt mit

po () .
= hy o(T'(x)) fiur alle x € X,
pg(l’) s 719( ( ))
wo t — hy g (t) strikt monoton wachsend ist fiir ¢ > 9.

Lemma 4.13:
Falls P einen monotonen Dichtequotienten hat, so gibt es fir H : 9 < vy
gegen A 19 > Vg einen gleichmdf$ig besten Test. Dieser ist gegeben durch

1 C
p(r) =<~y T(x)=C (4.14)
0 C

mat T aus Definition 4.12, und C und y kénnen durch
Egop = (4.15)
bestimmt werden. Ferner gilt
(1) ¢ hat Neyman-Pearson-Struktur.
(17) UV B(I) = Eyp ist strikt monoton wachsend, falls () < 1.

(17i) Der Test (4.14) und (4.15) ist auch gleichmdfig bester Test fir die
Probleme H' : 9 < 19" gegen A" : 9 > 9" zum Niveau o/ = (V') = Eyp
fur alle 9.

() Fir 9 < 9y minimiert der Test (4.14)/(4.15) den Fehler zweiter Art
unter allen Neyman-Pearson-Tests.
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Beweis. (i), (i) : Fir das Neyman-Pearson-Problem H = {Py,} gegen A =
{Py,} fiir ¥; > Iy ist der optimale Test nach 4.6 durch

L hy o, (T(x)) >k
p(r) =7 oo (T(x) =k
0 hﬂlﬂgo(T(I)) < k

gegeben, was wegen dem monotonen Dichtequotienten dquivalent ist zu

fir ein C,y mit Ey,¢ = o und C' = C(Vy, ).

Wegen Satz 4.6 ist ¢ auch bester Test fir das Problem {Pj} : {Py} zum
Niveau o/ = B(9') mit J" < 9".

Aus Korollar 4.10 folgt dann (¢") > 5(¢), d.h. (ii), und wegen

Eyp < Ey,0 = a fir 9 < vy
folgt schliefllich mit Korollar 4.10 auch
Eyp < a fir alle 9 < g, (4.16)

d.h. ¢ maximiert die Giite Ey, ¢ unter allen Tests mit (4.15), also auch unter
allen Tests mit (4.16). Da ¢ unabhéngig von v; > 9y ist, ist ¢ gleichmafig
bester Test fiir H : A.

(i173): Genauso.

(iv): Folgt aus der Neyman-Pearson-Struktur von ¢ und Satz 4.6 mit Umkeh-
rung der Ungleichungen (Ubung). Ahnliche Lésung erhélt man fiir H : 9 > 9,
gegen A : 1 < 9. [

Korollar 4.17:
Sei P = {Py : v € R} eine exponentielle Familie bzgl. 11, d.h.

py(x) = C(0)h(z) exp [Q(I)T ()],

bei der O — Q(19) strikt monoton ist.

Dann gibt es einen gleichmdfsig besten Test ¢ fiir H : 9 < 9y gegen A : 9 > 9.
Ist Q(¥) monoton wachsend, so ist der optimale Test durch (4.14)/(4.15)
gegeben. Falls Q(¥) monoton fallend ist, so sind die Ungleichungen in der
Definition von @ umzukehren.
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Beweis. Definiere

C(9,) po, ()
hy, s, (T(x)) = e ¥e) — Q) T(x)| = —2—,
92,01 (L'(2)) C(9y) Xp {(Q( 2) — Q1)) T'(x) o, (2)
>0
was monoton in 7'(x) ist und nutze den vorherigen Satz. ]

Beispiel 4.18:
Sei P ={N(u,1)": u € R}. Teste H : pu < o gegen A : pu > o zum Niveau
. Dann ist T'(z) = 3°; x; eine suffiziente Statistik. Mit z; == x; — po gilt

o = N(NOal)n($1+--~+xn>0):N(()Jl)n(

= N(0,1) <z> C_\/%’m)

d.h. wahle N, := % und ¢ = npg + /nN,. Dann ist

21+ ...+ 2, c—nu())

NN

(ZU x ) =1(z, > 7N
T Tn, +
P L1, ) Ho \/ﬁ

ein gleichméfig bester Test.
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Mehrdimensionale Hypothesen und Storparameter

Teste H = {N(u,0?%) : u < o, 0% > 0} gegen A = {N(u,0?) : pp > pg, 02 >
0}. Hier ist 02 > 0 ein Storparameter.

Definition 4.19:

Ein Test ¢ hat Neyman-Struktur fiir Py C P, falls es eine Statistik S : X — Z
gibt, die suffizient fiir Py ist und wo die bedingte faktorisierte Erwartung
Ep, (¢ | S =) (die wegen der Suffizienz unabhéngig von Py € P ist) kosntant
ist.

Idee: Falls Epp = Ep(Ep(p | S)) = « fiir alle P € Py ist und falls P oS
vollsténdig ist, impliziert dies Ep(p | S) = o P—f.s, d.h. finde im obigen
Beispiel {p < po{: {p > po }, 0 > 0 beliebig, einen Test mit E,,, ,2¢ = o fiir
alle 0 > 0 und schlieBe daraus auf das Niveau eines konditionierten /bedingten
Tests, der unabhéingig vom Storparameter o? ist.

Satz 4.20:
Set P={Py, :0v€0O,neN}O =(a,b) CR,N C R* eine exponentielle
Familie, d.h.

k
p(x,9,n) = c(d,n)g(x) exp (ao(& mTo(x) + > a; (0, n)Tj(w)) :

j=1
Ferner existiere ein g € © mit
aog(Po,m) = a.(Vy) fir allen € N (4.21)

sowte
ao(9,n) S a.(Vy) fir allen € N, falls ¥ < 0. (4.22)

Dann gilt fir jede Stichprobengrifse n:
(1) Fira € (0,1) gibt es einen Test ¢ zum Niveau ov mit Neyman-Struktur

fir H={Pg, : 9 < U9,m € N} gegen A = {Pg, : 9 > g,n € N},

sodass eine Funktion C,, , : RY & R emistiert mit

pla) =~ Fom oM = B ((gm ) oy (4.23)
0 sonst

(it) Dieser Test zum Niveau o (d.h. Ey,n,p = o ¥Vnp € N) fir H : A
mazximiert (minimiert) die Giite Ey ¢ gleichzeitig fir alle Alternativen
Py, i, U1 > (bzw. 91 < ¥g) und beliebiges n, € N in der Klasse aller
Tests, die Ey, 0 = « fiir alle n € N erfillen.
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Beweis.

(1) Sei T'= (T1,...,T;) und OE sei n = 1. Dann gibt es eine bedingte
faktorisierte Verteilung My : R* x B — [0, 1] mit My, (t, A) = Py, ,(Tp €
A | T =t), welche wegen der Suffizienz von T unabhingig von n € N
ist.
Wegen der Bemerkung zu Satz 4.6 setze dort u:(-) = My, (t,-) als
dominierenden Mafl und po(x) = 1, p;(x) = z. Dann gibt es nach dem
Neyman-Pearson-Lemma 4.6 (i) einen Test

1 T > cot)
bat) = {all) 7= calt) (4.24)
0 T < Cq

mit [ (x, )My, (t,dr) = o fir t € RF. Aus der Wahl von ¢, (1), Va()
folgt, dass ¢ = ¥(Ty, T) : X — [0, 1] messbar ist und es gilt

Egons(0 | T =1) = / b(w, )My, (£, dz) = o firallen e N (4.25)
und damit nach Integration

Egyn = o fur alle gy € N. (4.26)

Also hat ¢ Neyman-Struktur im Sinne von Defintion 4.19.
(i1): Betrachte H = {(J0,m0)} : {(¥1,m)} = A mit ¥y > Jy. Schreibe
die exponentielle Dichte in der Form

p('? v, 77) = eXp (ao(ﬁa n)TO(x)) ’ 0(19, 77) eXp (Z aj(ﬁv 77)TJ($)) :

—:H(Ty,0,1m)
—:G(T9,n)
Aus (4.21) folgt nun
H(Ty, Yo, m0) = H.(Tp,¥) fur alle ng € N (4.27a)
" oy Hls:01m) (4.27b)
H.(s, %) '

ist strikt monoton wachsend fiir ©; > ¥y und alle ; € N. Betrachte die

Grofle
H(Coc(t)u 791, 771)
H.(ca(t), o)

ea(t) = G(t, 01, m). (4.28)
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Fir ¢ > 9 folgt aus (4.27)-(4.28)

p(mvﬁlanl) % Ea(T(x))H*(TO(m)a190)9(33)7 (4'29)

was mittels Division auf beiden Seiten durch g(x)H,.(Ty(x),Jy) und
G(T(x),91,m) aus ¢, (T'(z))

To(x) 2 co(T(x)) (4.30)
impliziert, denn

H(T071917771) > H(Ca(T),ﬁlﬂh)
H*(T()v 190) < H*(Ca<T)7 190)

= TO % CQ(T).

Behauptung: Ein Test mit (4.30) von Neyman-Struktur und Niveau «
auf (Yo, m0),n0 € N ist bester Test fiir alle Paare (J9,10) : (Y1, m), 01 >
¥y unter allen Neyman-Pearson-Tests zum Niveau a.

Denn fiir eine kritische Funktion ¢ wie oben und den Test ¢ aus (4.30)
gilt mit Hilfe von Satz 4.6

(o(z) = @(x))(p(z, P, m) — Ca(T(x)) Hi(To(x),d0)g(x)) =2 0 (4.31)
fir alle z € X. Integration von (4.31) beziiglich p liefert
Eoun(9=0) = (o=@, 01,m)dn > [(6=@)ea(T)gH.(To, o) =: I,

wobei das Integral wegen (4.31) und |¢ — @] < 1 existiert. Da ¢, ¢ Tests
mit Neyman-Pearson-Struktur zum Niveau « sind, gilt

Eﬁo,no((p - @)f ol = Eﬁomo (E%mo (90 - ’ T)) foT =0
=0
falls f so, dass die linke Seite existiert. Wéhle nun f(t) := %,t €
R*. Dann gilt fiir das Integral I von oben

I = /(w—@)foTH*(To,ﬁo)G(T, Po,M0)g dpp = By o (o — @) foT =0,

p(-,9%0,m0)

d.h. Ey, n 0 > Ey, @ fiir alle 91 > 9y mit ng,n € N, d.h. ¢ ist optimal
in dieser Klasse.
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Zur Berechnung der kritischen Region C'R ist die Kenntnis der bedingten
Verteilung von Tj gegeben T' erforderlich. Dies ist einfach, falls 7y und 7" unab-
héngig unter Py, ,, fir alle n € N sind. Daher wollen wir die Entscheidungsregel
so monoton transformieren, dass das der Fall ist.

Lemma 4.32:
Sei P ={Py, 0V €0O,ne N} eine exponentielle Familie. Dann gilt:

(4)

Sei g : RxRY — R, (to,t) — q(to,t) messbar und strikt monoton

wachsend in ty fir jedes t.
Ist Py, 0q(Ty,T) fiir Ty: X — R, T : X — R* unabhdingig von n € N,
so ist q(Ty, T) stochastisch unabhingig von T unter Py, ,, fir allen € N.

Falls Py, 0q(>; To(x;),>; T(x;)) eine stetige Verteilungsfunktion hat,
so st die kritische Region C'R von Satz 4.20 gegeben durch

CR = {x ceX":q (ZTO(Ij),ZT(xj)) > Ca} )

wo ¢ durch Py, ,(CR) = « fir allen € N gegeben ist.

Beweis. Sei im Folgenden n = 1.

(4)

(i)

Da {Py,, 0 T,n € N} beschrankt vollstdndig ist, gilt mit R = ¢(Tp,T),
dass

(90, C) = EapgLo(R) = [ Bagy (1o(R) | T = 1) Poyyy 0 T(d1)
unabhéangig von 7 ist, da 1" suffizient fiir N ist. Dies impliziert
Egon (Lc(R) | T =1t) = a(Vy,C) PyypoT —fs.

oder

Egon (Lc(R)1p(T)) = ao(Po, C) Py, — fs.

mit D € o(T) und ag(Vy,C) = Py, ,(R € C), falls man D = R* wihlt.
Damit sind R und 7" unabhangig.

Wegen der Monotonie von ty — q(to, t) gilt fir die kritische Region CR
von Satz 4.20:

To(z) s ca(T(x) <= q(To(2), T(x)) s q(ca(T(2)), T(x))

a(T)
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und wegen Teil (¢) gilt fur alle n € N

a = Pyoy | a(To,T) > 4T) | = Eoonliymry=am

=R

— [ Paa(R > QT) | T = 1) Pay,y o T(dt)

- / Pyon(R > q(t)) Pyy. 0 T(d1),

unabhéingig von 7

wobei eingeht, dass die bedingte faktorisieret Erwartung konstant in
T =t ist. Wegen der Vollstéandigkeit von {Py,, o T,n € N} ist folglich

Pyon(R > q(t)) konstant in ¢, also ist Py, ,(R > c,) unabhéngig von 7.

Beispiel 4.33:

(4)

Sei P = {N(¥,0%),0 € R,0° > 0} mit H = {N(Jy,0?),05° > 0}, wobei
OE 9y = 0 (sonst transformiere  — x — 1) eine exponentielle Familie
mit ag(¥,0%) = % und a;(9,0?) = -5

202"

Ein gleichméafig bester Test ist nach Satz 4.20 gegeben durch L(z1, ..., xy) :

Zj X > Cn,a( ]:E?)} _
Mit S2 = 15 305 (2; — %n)? gilt, dass Ty +— ¢(Tp, T) = g* strikt monoton
wachsend in Tj ist, denn

Z Zj - \/? \/n—l TO
\/ij] (X2 25)? /n n (T'—1§/n)'/?

q(To,T) =

ist fiir jedes T" monoton steigend in 7 und unabhéngig von Skalierung
x — o0 -x,0 > 0. Ferner gilt fir z; — Az;, A\ > 0, dass

N(0,0%)" = N(0,1)" o (x — :1:0_1) :

Also ist N(0,0?) (Z—Z > C’a) unabhingig von 02 > 0 und somit ist
o(z) = ]L{(xl,...,xn) D § > Cua) ein gleichméBig bester Test fiir
¥ =0,0? >0gegen19>0 a2 > 0.

Ubung = hat eine sogenannte Studentsche ¢-Verteilung mit n — 1

Frelheltsgraden.

Teste Unabhéangigkeit von zwei Komponenten (X, Y') mittels (X, Y;) =1

wobei X ~ N (uy,03),Y ~ N(pa,03), d.h. (X;,Y;) ist zweidimensional

73

,...



2
normalverteilt mit Kovarianzmatrix > = (010;2 ) 01:22/)), d.h. betrachte
2

P = {N"™(u;,07,p) : pj € R,05 > 0,]p| < 1}. Die Dichte ist gegeben
durch

(l’,y) = (27T)71<|E|)71/2C(/L]’7szvp) exp {_1/2 <Q3,O'7137>}

- mw*ﬂmr”%xMﬂapmm{—lfw(é;%wpﬁﬁmauwﬂl

mit aq = pk2 — & gy = pBL — £2 g5 = 2%,@4 = 2%,@5 = —2 und den
o2 o1 o1 o2 o7 o5 o102

Statistiken T} = z, Ty = y, Ty = 22, Ty = y>, Ty = zy.

Teste nun H = {N"(p1j,07,0) : p; € R, 07 > 0} gegen A = {N"(u;,07,p) :

p; € R,o7 > 0,|p| # 0}. Da unkorrelierte GauB-verteilte Gréfen

unabhéngig sind, sind die Verteilungen in H unkorreliert und daher

unabhéngig. Hier erfiillt die exp-Dichte (4.19) mit ¥ = p gegeben

Vo = 0,n = (,ula M2, 0-%7 O-%) sowie T()([E, y) - ny,T(fL’,y) = (xaya 1‘2,y2)

mit a(py, s, 03, 03) = —ﬁ (a1, as, as, as) von oben. Also ist der gleich-

méBig beste Test nach Satz 4.20 gegeben durch p(z) = 1cr mit

CR = {<<x17y1>:"'7<xnayn)) : Z‘ijj > Cna (Z%72%:Z~’U?vzy?>}'

Benutze die Schatzung

o g (s = 20) (y; — Yn)
(z(a;j — )2 22(Y5 — Un)? - ﬁQ)

Tn = 172

fur p. Mit 3=, x5y, — 7, ist
B 1/n-T,— Of
V1/(n=1) - (T5 = T2 /n2) - 1/(n — 1) - (Ty — T3 /n?)

monoton steigend in Ty gegeben T' und unabhéngig von 1, pio, 0%, 02 >
0, da dies invariant gegeniiber Verschiebung der Mittelwerte und der
Anderung der Varianz ist. Also ist

Tn = Tn(To, T')

90<x) = ]l{((xlay1)7 sy (xmyn)) “Tn > Cn,Oé}

ein gleichmafBig bester Test fir {p = 0} : {p > 0} in der Klasse aller
Tests, die auf der Hypothese p = 0 gleichméafligen Fehler o haben.

74



5 Konfidenzbereiche

Sei P eine Familie von W-Maflen und k : P — R ein Parameter.

Definition 5.1:
Eine Abbildung
K: X = P(Y),

derart dass {r € X : y € K(x)} € B! fiir alle y € R, heifit Konfidenzbereich
(Vertrauensbereich) mit einem Konfidenzniveau von 1 — a,0 < a < 1, falls

. . >1_
zyelgpm eX: k(P)eK(z)>1-—a.

Interpretation:

(1) K(z) enthélt den Parameter x(P), wobei z mit P erzeugt” wurde, mit
Wahrscheinlichkeit groler als oder gleich 1 — .

(i7) Die Aussage k(P) € K(z) ist mindestens mit W-Keit 1 — « richtig.

(731) Falls Konfidenzniveau 1 — a, so kann man 1 — « : « wetten, dass K(z)
das richtige k(P) enthalt fiir alle P € P.

Anwendungen:
(1) Fir x(P) € R ist K(z) tiblicherweise ein Intervall (Konfidenzintervall).

(2) Fehlerschranken fiir Schatzer: Sei & : X — R ein Schétzer fiir x(P).
Angenommen fir eine Funktion A(P) > 0 gilt

Plr e X : [7(z) — w(P)| < A(P)) > 1—a
fiir alle P € P. Falls fiir eine Schitzung A(z) von A(P)

Plr e X : [7(z) — w(P)| < A)) > 1-a
fir alle P € P gilt, so ist

P(x e X : k(P) € [R(z) — Ax),R(z) + A(@)]) > 1 —«a

fiir alle P € P. Also sind z — K(z) = [f(z) — Alx),R(z) + Az)]
Konfidenzintervalle zum Niveau 1 — «.
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Beispiel 5.2:
Sei P = {N"(¥,0%),9 € R,0®> > 0} und CR = {z : &% > ¢,,} der
Studentsche t-Test fir H : {9 < Jg,0% > 0} gegen A : {J > ¥y, 0% > 0}. Nun

gilt umgeschrieben
r€e€CR& ¥y K(x1,...,2,) = (—00,Zp, — CnaSn)-

mit N™(9,02%)(9 € K(x1,...,2,)) =1—a fir alle ¥ € R, 02 > 0. Dies ist ein
einseitiges Konfidenzintervall fiir 9.

Allgemeiner: Zu einem Konfidenzbereich gibt es eine Familie von kritischen
Regionen fir die Hypothese {P € P : k(P) = r} definiert durch

Clr)y={zeX:r¢ K(x)}.

Fir r € R gilt
relC(r)eré¢ K(z) und k(P) =7

und
P(C(r)=PlreX :k(P)eK(x)=1-(1-a) =«

ist der Fehler erster Art.
Umgekehrt wie im obigen Beispiel: Fiir eine Familie von kritischen Regionen
zum Niveau « ist C'(r),r € R mit P(C(r)) < o, P € P mit r = r(P) ist

Kx)={reR:z¢&C(r)}

eine Familie von Konfidenzbereichen mit Niveau P(x € X : k(P) € K(z)) >
1—oa.

Qeﬁnition 5.3:
K : X — R heif3it obere Konfidenzschranke fiir x : P — R mit Konfidenzniveau
1 — a, falls

i : <K =1—-a.
ngelg)P(l‘EX K(P)< K(z))=1-«

Entsprechend definiert man untere Konfidenzschranken.
Definition 5.4 (Giite fiir Konfidenzbereiche): N
Seien P(k(P) < K(z)) =1 — «a,i = 0, 1. Die K-Schranke K heifit besser als
die K-Schranke von K7, falls
PlzeX :t' <Kyz)<t')>PlxeX:t <K(x)<t"
fir alle P € P und alle ¢/, t" mit x(P) € [t',t"].

Optimalitat heifit hier maximale Konzentration um (P) unter P.
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5.1 Exkurs: Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen
Grenzwertsatz

Satz (Satz von Berry-Esseen):

Seien X1,...,X,, ii.d. ZV mit EX; = 0,Var X; = 0% E|X;> < co. Sei F,
die Verteilungsfunktion von ﬁzi X; und ® die Verteilungsfunktion der
Standard-Normalverteilung. Dann gilt fir alle n € N und fir alle x € R

3E | X, |

Fufa) — () <~ 54

Bemerkung:

1) Die Abschitzung ist gleichmaflig in € R, d.h. F,, konvergiert gleichmaflig
gegen .

2) Da o3 = (IEXIQ)S/2 < E|Xi> (Jensen), ist die Ungleichung trivial fiir
n < 10.

3) Die Rate O (n‘l/ 2) ist optimal. Seien X; = +1 mit Wahrscheinlichkeit 1/2.

Dann folgt mit .S,, = ﬁ >_i—1 X; und der Stirling-Formel

2n
11 () 1
Fon(0) == —=P(Sy, =0) == — -4 = —  —— —1/2)
w(0) =5 =3P =01 =5 =55 2*;55*4" )
4) Der Faktor 3 im Satz ist nicht optimal. Die sogenannte Berry-Esseen-
Konstante C' erfillt 0,4097 < C' < 0,4748.

Beweis. Ohne Einschrankung sei 02 = 1.

Idee: Benutze die charakteristische Funktion. Wir benotigen das Resultat, das
die Differenz der Verteilungsfunktionen als Differenz der charakteristischen
Funktionen ausdriickt. Dazu brauchen wir die ,,schone* charakteristische
Funktion mit Hilfe der Glattung durch Faltung.

Sei hy(x) = =2 iy | > 0 die Dichte eines W-MaBes auf R. h; hat

w2
eine charakteristische Funktion w(t) = (1 — #)+ fiur |t| < I. Sei H, die
dazugehorige Verteilungsfunktion. Eine Faltung mit H; (bzw. h;) hat dann
eine charakteristische Funktion mit kompaktem Support. Zunéchst folgende
Lemmata. u

Lemma 1 (Smoothing Inequalities):
Seien F,G Verteilungsfunktionen mit |G'|| . < A < co. Definiere A(z) =
F(z) — G(z),n =sup|A(x)|,A; = Ax H, und n, == sup |A,(z)|. Dann gilt

m >



Beweis. Es gilt limj;oo A(z) = 0, denn G ist stetig und F' eine Vertei-
lungsfunktion, also existiert ein xy mit A(zg) = n oder A(z; ) = —n. Ohne
Einschrankung sei A(xg) =7 (sonst betrachte Verteilungsfunktion von —Xj).
Da G'(x) < A und F aufsteigend ist, gilt

A(zg+s) >n— A\
Setze 6 = 5§ und ¢t = 29 + J. Dann gilt

T4 e |z <6

At —z) > {2

- sonst

Ferner gilt wegen |cos(lz)| < 1

< = —
2/6 hy(x)dx < 2/5 7Tldex 5

und
5
A(t) = A t —x)h(z)dx + e\ Lo At — x)hy(z)dx
> / Do) de + A/ shy(x)dz —1 h(x)d
52 R\[-4,9]
=0
4 4 12
> n<1_>_n:n_&
2 mld wlo 2
]
Lemma 2:

Seien K1, Ky Verteilungsfunktionen mit Mittelwert O und mit integrierbaren
charakteristischen Funktionen k;. Dann gilt

Ki(x) — =—— /exp (itx) _t/ﬁz(t)dt.

Beweis. Da k; integrierbar sind, haben K; die Dichten k; mit
1
Ki(y) = 5= / exp(ity)ri(t)dt.
Sei AK = K; — K,. Dann gilt mit dem Satz von Fubini
AK(2) ~ AK() = o / / (1 (1) — o(t))dtdy
T

ta itx "ilt
B 27r./(€Z - ) <>zt ()dt‘
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Da [zdK;(z) = 0, gilt lim; g _“’ = 0 (Ubung) und somit ist ’“(ti be-
schrankt und stetig und daher 1ntegr1erbar. Fiir a — —oo folgt die Behauptung
mit dem Riemann-Lebesgue-Lemma. [

Fortsetzung vom Beweis des Satzes von Berry-Esseen. Seien nun ¢p und @¢
die char. Funktionen von F und G. Anwendung von Lemma 2 auf F; := F'x H,

und G; = G * H; ergibt

|Fi(z) = Gi())|

IN

[ ler(tyut) — paltu(t)

Lat
27r/ lort) = ealOl

| —dt
|t]

IN

Mit Lemma 1 folgt

|[F(2) = Gl)] = — /_ll |or(t )MQOG(WGZth 2:;\

wobei A\ = sup, G'(z). Mit F = F; und G = ® ergibt sich mit ¢ als cha-
rakteristische Funktionen von X; und ¢ als char. Funktion der Standard-
Normalverteilung

P -ewi<t [ o (L) o] g 2

A= sup d'(z) = d'(0) =

Es gilt

2

x) benutzen wir fir |of, |5 <~

¥~
3

Fur den ersten Term der rechten Seite von

~—~

|an o 6n| S Z ’an+m6m . an—m—lﬁm—l—l’ S n |Oé . 6' ,Yn—l' (b)
m=0
Aus der Ungleichung
it 1 t + 2 |Z(:|3
e’ —1—it+ — —
2 6
folgt mit der Ungleichung von Jensen
2 ¢
’so(t)—”g Splfj‘mitprzElXﬂ?’, (c)
also fur 2 < 2
oy <1- & 00 (@
7 2" 6



Wahle nun [ := %. Falls |t| < I, dann gilt wegen (d) und 24 < %

£\ <4 12 N It]? -1 5t _ —5t2
— - — —— <ex
\ 7 p <exp| 4o,

2n 6n3/2 — 18n
da1—2 < e *. Wende nun (b) an mit

Da wir n > 10 annehmen kénnen, gilt "1 < exp ( tz) Fiir die rechte Seite
von (b) gilt

7 NG 2n
Um dies abzuschéatzen, benutze fir 0 < z < 1

o(J5) 1 m <

‘e‘m —(1— a:)‘ < ‘—x2/2! +a%/3 — .. ‘ <

nla—pl<n

_6

n

und

$2

5-
Mit z = % folgt fiir |¢t| <1 < +/2n unter Beachtung von p > 1

t? 2 4
1— — — < .
"IN o eXp( 2n >| 8n

1| [t £ 2\ [ 82 |t
] NG PAT2)) = P74 ) \6vn " s
_ 1 2\ (262 N ik
76 —_—
= 7P AT ) U9 Tas )
da ﬁ < % und %inin < Si% Es folgt mit Lemma 2

ml|Fi(z) — ®(z)| < /exp t2/4) ( + |I|8) dt.

Dal = % gilt also |Fy(z) — ®(z)| < <2 £+ 242, Um [ zu bestimmen, rechne

2

oo o0 2
2/ 23 exp L 2/ exp ) e = —16exp (—x2/4> lo°= 16.
0 4 0 4
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Damit gilt

Fi@) - @) < (

16 P p
VAT + 2 49.6) - <32
9 7r+18+’) NG

NG
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Satz 5.5:
Sei {Py, :V € (a,b),n € N} eine exponentielle Familie wie in Satz 4.20 mit

(1) ag(¥y) = ao(V), d.h. ay ist unabhdingig von 7,
(11) ag ist strikt monoton wachsend und
(133) {(a1(9,m),...,ax(¥,n)) :n € N} hat nichtleeres Inneres.

Angenommen eine obere Konfidenzschranke U4 : R x RF — (a,b) hat die
Figenschaften

(i) to — Dalto,t) ist strikt monoton wachsend fir alle t € RF.

(i) Py, (@a (Zj To(x;), >, T(xj)) > 19) =1—oa firallen € N und ¥ €
(a,b).

Dann ist 0o, optimal konzentriert um 9. Hierbei ist Uy (to,t) gegeben als
Da(to, ) == sup{¥ € (a,b) : Py, (To(z) < to | T =1)>1—a}.

Dabei ist dies unabhingig von n € R¥, falls Py (x: To(x) <ty | T =t) stetig
in to fir alle t € R ist.

Beweis. [0], Satz 5.5.9 und 5.5.15, S. 1771t ]

Beispiel 5.6:

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir 02 in P = {N"(u,0?) : p € R,0% > 0}.
Dies ist nach Satz 5.5 mit @ — ¢(u, 0%) exp (%x — ﬁﬁ) mit ag(0?) = —55.
Sei k, derart, dass x2_;(k,) = 1 — a, wobei x? die Verteilungsfunktion von

YL Y2 Y ~ N(0,1) bezeichnet. Dann gilt

=2
N, 0?) ((xl,...,xn)202§ W) =1-a.

Also ist =D eine obere K-Schranke fiir 02, und da (n—1)82=,x

n—la

- (Zj xj) = Ty(x) — +T1(x)? strikt monoton in Ty(z) ist, ist diese K—Schranke

maximal konzentriert um o2.
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5.2 Konstruktion von Konfidenzbereichen mittels Stich-
probenverfahren

Beispiel (Student-Statistik):

Problem: Gegeben sei eine Familie P mit Epx < oo und x(P) = [ xdP und

sei suppep [ 21dP < 0.

Finde eine untere Konfidenzschranke zum K-Niveau 1 — «, d.h. finde ein
Cn.o € R mit

Zn — K(P)

P" (z, — choSn < K(P)) =P" ( 5

< cn7a> =1—-a. ()

Gesucht wird also ein Funktional

Betrachte
Fp,(a) =P" <
Diese Funktion erfiillt
(1) limgy100 Fpp(a) =1 bzw. 0 als Verteilungsfunktion eines W-Mafes.
(i1) a v+ Fp,(a) ist nichtfallend und rechtsseitig stetig.

Dann ist 7,,(P) = inf (a : Fp,(a) > 1 — «a) das gesuchte Funktional, falls
Fp,(a) stetig ist.

Idee: Plugin-Schatzung

Schétze P in 7,(P) durch B, = %Zj 0z, d.h. durch das empirische Maf}, und

Ton(P) durch 7, , (13”>, vorausgesetzt, dass P — 7,(P) stetig in geeigneter
Topologie auf P ist.

Hierzu versucht man
(@) Fpn(a) durch Fp | (a) und
(b) 7a(P) durch 7, :==inf{a : F;  (a) = 1—a} zu schitzen.

Beispiel:
Schritt A: Definiere zunéchst



wobei P, € P sein sollte, damit (f’n> existiert und z; = % (xf 4+ ...+ 20),

wo z7,7 =1,...,n Verteilung P, haben gegeben (x1, ..., x,) und stochastisch
unabhéngig sind mit Standard-Abweichung S*.

Nun ist P, eine bekannte diskrete Verteilung.

Schritt B: Wie berechnet man F; | (a)? Mit dem Gesetz der grofien Zahlen:

Fp (a) = pr (W < a) = lim — Zﬂ (*Sf@”) < a)’

N—oo [V

hn(z*,a)

wo x5 = (x7 ..., %)), ] = 1,...,N N unabhéngige, identisch verteilte

N-Tupel mit Verteilung P, sind und setze I), ; = + Y, @, sowie S}, =
— 2

ﬁ 21 (x?,j - xn,j) .

Fir endliches N wird Fi; | (a) durch die relative Haufigkeiten hy(z*, a) ap-

proximiert mit einem stochastische Fehler O5_ (N~%/2).

Dieses Verfahren nennt man Stichprobenverfah;en oder Resampling-Verfahren
oder Bootstrap-Verfahren.
Mit Hilfe von Tschebycheff folgt auch

_ ¢ (P

B (VR st ) ] <) < <L)
Was ist, wenn P, ¢ P bzw. T (]3”) nicht definiert ist? Sei 7 stetig beziiglich
einer Distanz d auf den W-MaBen mit P > Q,, = arg min{d(P,, P) : P € P},
sodass lim,, k (Qn) = k(P) P*—fs.
Definition 5.7:
Sei P eine Familie von W-Maflen auf (X,B), T,, : X" x P — R eine Folge
von Statistiken. Ein (nichtparametrischer) Bootstrap-Schitzer von Fp,(a) =

P (T, (xq,...,2,, P) < a) ist gegeben durch zwei Folgen von W-Mafen (Pn, Qn)
fir jedes Tupel x=(x1,...,2,) € X" mit

(i) Qn € P, sodass mit z* = (zF,...,x*) € X"

(ii) To(2t, ..., x%, Q,) als Funktion von (2*,z) messbar ist,
(i) Ny, oo (P"(To(x, P) < a) = P2(Ty(x,Qn) < a)) = 0 P~ fs. gilt.
Dabei wird ﬁ,? (T " (:v*,@n) < a) mittels der Monte-Carlo-Approximation

durch relative Haufigkeiten hy fiir die Werte 1 (Tn(xr, @n) < a) ,r=1,...,N
approximiert.
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Beispiel: .
Fir den Student-Test schatze Fp,(a) = P" (I”_”(P) < a) wo k(P) das Mit-
<

Sn
telwertfunktional ist, durch F;  (a) = pr <I"_S(P") a) auf Basis von

X1y Ty WO X7, ..., 2y 1id. nach P, verteilt sind.
Dann ist eine untere Konfidenzschranke fir x(P) gegeben durch

Ty — F;nln (1—a)/Sk < k(P)

zum approximativen Niveau 1 — « fiir n — oo.

Problem: Ziehen von z* = (z%,...,z%) aus P" ist ein Ziehen mit Zu-
riicklegen aus {z1,...,x,}. Dann hat Nhy(a ) eine Binomialverteilung mit

B (N, Fpmn(a)), wobei Fp, , (a) = pr ( (2, Q) < a) Dann gilt nach dem
Satz von Berry-Esseen

hy(a) — Fy
sup P ( . ) ()| < gy = B
JErn @1 — Fp,_ (@) Var
Satz 5.8:

Sei’P = {W-MaB P mit [x*P(dx) < M} undlimsup, ., |[exp (itx) P(dz)| <
p <1 mit p,M fest. Dies schliefit z.B. aus, dass P(Z) =1 oder andere Git-
terverteilungen in der Familie vorkommen. Dann gilt

Fpn(a) = P" (%, — aS, < &(P)) = F,(a) + Op (n"),

d.h. )
lim sup P" (n[Fn(@) = Fpa(a)| > ¢) <<(e), (5.9)

wobei £(c) | 0 fiir ¢ — oo.
Beweis. Peter Hall, Chibisov, Berthus, Gétze, van Zwet (1997). ]

Beispiel 5.10:
Seien X7i,...,X,, ~U(0,1) i.i.d. Definiere

To(z1,...,2n, P) =n(l-maxx;) =n ‘max{y  Lpoay(y) > 0} — max{y : Fo(y) > O}‘ .
Dann gilt

M”(TnZa):L{”<maij§1—a> :u(X1§1—a> - (1—&) e
J n n

Diese Verteilung sollte durch max supp (ﬁn) geschétzt werden:
Py (T, < a),
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wobei
T =m| max X max X;|.

*_
j=1,..,m 7 j=1,..n

Es gilt z.B.

Fir m = m(n) 1 oo ist

Py (T =0) = Pr(3j: X =max(Xy,...,X,)) = 1= B (X} # Xpn)
~ \™
1Py (Xy £ X)) =1 — (1-)
n
0 falls ™) —
% n
1—e! fallsm(n)=n

m(n)

Allgemeiner gilt P™™ (T* > a) — e~® nur, wenn — 0.

Beispiel 5.11 (Nicht-parametrische Schatzer):
Sei

Pa={f o]+ Re, [ fiA=1,F €C || fllo < M.If"]. < M}

eine Familie von W-Maflen mit Dichten f. Betrachte den Kernschéatzer

- 11 S—xi\ 12
T :75 : K ]> \

und die Statistik T,,(71, ..., ¥, P) = SUDse(qy ‘fnx(s) — f(s)
fA(dz). Finde ein ¢, , mit

, wobei P(dx) =

P" (T, < c¢po) =1—afiralle P e Py.

Nutze die Bootstrap-Methode: Da f bzw. P unbekannt ist, benutze stattdessen
zu einer gegebenen Stichprobe (x1, ..., z,)

Qn = fondA

sodass @n € P Hier sollte man fiir die Bootstrap-Replikationen nur m(n) <

n Stichproben resamplen mit @ — 0 fiir n — oo wahlen, um Fp(c) =
P™ (T, (-, P) < ¢) zu schitzen. Dies geschieht mit Hilfe von

ﬁn,m(c) = ]3:"(") (sup ‘f;f:(n)(s) — f;f(s)‘ < C) P—> FP(C)

s€a,b]

fir n — oo.
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Definition 5.12:

Sei P = {Py, 9 € O} eine parametrische Familic und 9, : X" — © ein Schiit-
zer fiir 9. Einseitige Konfidenzintervalle werden mittels 7,,(xy, ..., x,,9) < a
konstruiert. Dann ist die parametrische Bootstrap-Approximation von

Fy(a) = Py (T,(-, ) < a)

durch

~

prm : (Tm(n) (aﬁ{, s Ty, Un( s ,xn)) < a)

m(n

gegeben mit — 0 fiir n — oo und 9, — ¥ P"—fs.

Das Verfahren ,m aus n“ lasst sich wie folgt beschreiben: ~
Das Ziel ist die Beschreibung der Verteilung von T, (27, ..., 2z}, P,). Seien
dazu

1) h: R — R eine messbare, beschrankte Funktion, z.B. h(z) = 1{;<q) und

2) (T),)n eine Folge von Statistiken, welche symmetrisch in den Beobach-
tungen ist.

Dann sind
/h w(zy, .. 2y, P))P"(dxy, . .. dz,)

Funktionalfolgen von P. Dann wollen wir 7,,(P) fiir P € P schéitzen. Hierzu
sind verschiedene Schéatzerklassen moglich. R
Verfahren 1: B,,, : Schitze 7,(P) durch 7, (Pn) mit m <n. Firm =n

heifit dies Efrons Bootstrap. Schétze allgemeiner 7, (P) durch 7, (ﬁn), wobei

auch hier fl ) gelten soll.
Verfahren 2: £, ,, : Ziehe m < n mal ohne Zuriicklegen aus der Stichprobe.
Setze dabei

7 (P, P) / h(T, ) dP™),

WO

/fdﬁw:(nl) S f@i. )

1<it<..<im<n
und (x1,...,z,) die gegebene Stichprobe aus P" ist

Satz 5.13 (Asymptotische Konsistenz fir E,, ,):
Sei (x1,...,x,) eine gegebene Stichprobe aus P", P € P und h beschrinkt
und messbar. Dann gilt
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(i) Fn (Po P) = 7n(P) + Op ((;’;)” 2), dh. es gilt

limsup P" (‘%m (13”, P) — Tm(P>‘ > K (m)1/2> < e(k),

m—00,7—0 n
mit lim,_, (k) = 0.

(17) Ist h stetig und Tp, (1, ..., 2m, P) = T), (951, e T, ]3”) + op(1) fir
m,n — o0, — 0, d.h.

~

limsup P" (’Tm (1, T, P)) — Ty, (ZL’l,...,[Bm,Pn)’ > 5) =0.

m,n—00,7 —0
fir alle e > 0. Dann gilt
lim P (

m—00, 7+ —0

TP B) = Tn(P)| > ) =0

fur alle e > 0.

Beweis.
(i) Setze
%m(pmp>: 1 Z hOTm(JIil,...’xim’P)
(’r”:},) 1<i1<...<tm<n
Dann ist

[ (Pas P)aP™ = [ho Tl PAP™ = 7(P)  (a)
da die Statistiken symmetrisch in den Beobachtungen sind.
Setze (x;, P) = ¢¥(x;, P) — To(P) fir v = hoT mit |[I| = m,I C
{1,...,n}. Zerlege N = [%} und {1,...,n} = LULU- - -UIyUK, wobei

die Vereinigungen disjunkt seien und |/;| = m. Sei 7 : {1,...,m} —
{1,...,n} eine Permutation. Dann gilt fiir ein beliebiges j € {1,..., N}

(Jc{1,...,nh|J] =m} = {r(l)): 7 € Sy}.

Definiere
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weil #{m € S, - n(l;) = J} = (n—m)!m! fir alle J C {1,...,n},|J| =

m fur alle j = 1,...,n. Also ist
- 1 1 ) 1/2
[|AlaP < =5 [1aylarr < (/(AW,N) dP")
nl =, n! ',
Da

N [~ 1
[ a2 yapr = = [ tan Pyapm < () Il

d.h. [ ‘A’ aprP" < %n'ﬁ ||| Fir N = [%} geht dies gegen 0, woraus
mit Tschebycheff folgt

2|Alo

()

P(|A

>K)§

fiir n,m — oo fiir alle K > 0.
(17) Es gilt
Ep |[Fn (Po, Po) = 7on(P)| S Ep [(@1, .., 2, Po) = (@1, 2, P)|.
Aus der Voraussetzung und der Stetigkeit von h folgt die Behauptung,
d.h.
(- P) = v(, P)| = 0
Pm"—stochastisch und da 1) beschrénkt ist.

Bemerkung 5.14:
Falls die Funktionalfolge fur alle P € P konvergiert, d.h. lim,, 7,,(P) =: 7(P),
gilt

lim |7 (P) —71,(P)| =0

m,n— oo

und damit nach Satz 5.13 (i)
lim i (P B) = 7(P))| = 0

m,n—oo,mn~1—0

PN-stochastisch, d.h. 7, (f’n, ﬁn) ist konsistent fur 7,,(P) und 7(P).

Z. B. falls |7,(P) — 7(P)| < ecn~ /2 (2.B. falls Berry-Esseen anwendbar ist),
gilt
[7(P) = Tn(P)] < ca (02 + m1/2)

Daher wiahle m = y/n. Der Gesamtfehler ist also
Tm (pna ﬁn) - Tn(P>‘ = OP (n71/4)
falls m = /n gewahlt wird.
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B,,n—Verfahren : (m,n)-Bootstrap mit Zuriicklegen. Setze XJ@ =(Xj,..., X))
; mal
und fir ¢ = (iy,...,1,) sei
1 (ir (ir)
1/1227' Z h(T(Z‘]l g oo Xy,« ,P))

" 1< e

Das Problem ist, wenn P eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles hat und
[ h(x,y)?P*(dz,dy) < oo gilt, dass trotzdem [ h(z,z)*P(dr) = oo
Fiir i € Ay = {(i1,...,4,) : 0 <4y <o < <my, Y5505 = my} sed

— /¢(m1, e T, Q)P (d, . dXyy,).

Dann gilt
1

o (P )iz w0y E | a P

1<5:1<...<jr<m

w0 (i) = (1) (1)
Setze Trnn(P) = [ Tm (ﬁn, P) dP"™ und

Om <;> = max{‘/wi(xl, ooy, PYP(dxy, ... day) — T (P)| 21 € Ay}

Die Funktion 4,, wird zu 6, : [0,1] — R mittels linearer Extrapolation fortge-
setzt mit der Konvention d,,(1) := 0.

Satz 5.16 (Asymptotische Konsistenz des (m,n)-Verfahrens):
Falls 6,,(1 — am™Y2) — 0 fiir m — oo gleichmafig fiir alle 0 < x < 1 und
= =0, so gilt

s (Pay P) = Fn(P) + Op ((:’;L)_l/j ,

und
Tmn(P) = Tm(P) + op(1).

Falls T, (X}',..., Xir, P) =T, (X{', ..., XI, B,) + op(1) fiir alle i € Ay,

und max{iy, ..., i,} = O(m?) gilt, so erhdlt man fiir m — co,mn=' — 0

T (Pn) = Tn(P) + 0p(1).
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Zusammenfassung: Resampling

Problem: Im besten Fall (z.B. bei der Student Statistik) fir 7(P) = [adP
ist die Statistik T, (z1,...,2,, P) = m”_T )\/n = N(0,1) fiir n — oo. Fiir
n — oo liefert der Limes fast korrekte vaeaus fir T,,. Was ist fiir n = 15 und
P # N(p,0%),u,0 > 07

Frage: Wie erhalt man 7,,,(P) = P"* (T,,(-, P) < a),a € R?

Antwort: a): Simulation von Werten T,,(z,, P) fir viele n-Tupel 2, ~ P™ mit
Monte-Carlo-Methoden. b): P ist nicht bekannt. Benutze also eine Schétzung
fir P - das empirische Ma8l und verfahre wie in @), d.h. man simuliere Werte
T, (le,ﬁn) und hoffe auf Approximation von 7,,(P) durch 7,, (ﬁn) fur
n — oo.

Es entstehen allerdings Probleme bei Statistiken, die ,sensitiv* gegeniiber
Wiederholung der Beobachtungen sind. Es kann sein, dass 7, (]3”) — H,
P"-stochastisch, wobei H, eine Zufallsvariable ist und H, # 7(P, a).
Loésung: Unter der Annahme 7, o(P) — 7, o(P) — 0 fur m,n — oo (dies ist
z.B. erfillt, falls lim,,_,o 7,4 (P) =: 7,(P) fiir alle a existiert): Schétze fir
mn~t — 0,m,n — oo die Verteilungsfunktion 7, ,(P) durch 7, , (ﬁn) auf
eine konsistente Weise. Das Verfahren heifit Subsampling (m,n) mit m < n.
Falls mn~"! hinreichend klein ist, gilt mit

Pmn = P (xj:xk:1§j<k§m) Sipz(:vl—xQ):T
d.h. fir p,, , — 0 muss % — 0 gehen.

Bessere Strategie: Schliefle Wiederholungen aus in (z7, ..., x7,), d.h. ein Ziehen
ohne Zuriicklegen. Dies ergibt Stichproben aus P™ : (x3*,...,z%*) ~ P{™
(kein ProduktmaB). Fir m = n gilt {«7*,... 2} = {z1,...,2,}. Also muss

auch hier m < n gelten. Fir den Schéatzer 7,,, (13”, P) VOL Ty, o(P) gilt
IEP"%m,cb (ﬁrw P) = Tm,a(P)'

Weitere Informationen: [5], [1], [2].
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6 Zeitreihenanalyse

Seien Y;,t € N eine Folge von Zufallsvariablen Y; : X — R auf (X, A, P)
(Zeitreihe). Modelle der Form fiir Y;:

Yi=T,+ S+ & (6.1)

wobei T} einen globalen Trend darstellt, S; einen saisonalen, d.h. periodischen
Trend, darstellt (d.h. deterministische Gréfien) und

e idd. mit /gth — 0, /gfdp ~1. (6.2)

Beispiel:
Sei S, =0, T, =9 got?, a; € R, d.h.

d
Y, = Zajtj + &;.

Jj=0

Regressions-Problem: Beobachte Y; fir ¢t = 1,...,7T und schatze T;, d.h.
ag, - - ., ag. Angenommen die £, haben eine Dichte p beziiglich eines dominie-
renden Mafles y, so bestimme die Parameter mittels der Maximum-Likelihood-
Methode: (g1, ...,er) hat uT —Dichte p(ey) - - - p(er)du”. Also hat (g1,...,er)
die p"-Dichte TT_, p(Y; — ¥9_ ajt’) =: p” (Y, ). Dies ist ein parametrisches
Modell (a, ..., aq). Benutze den Maximum-Likelihood-Schétzer

= arg max P (Y, a).

Zum Beispiel fiir p(z) = ¢(x) als Dichte der Standard-Normalverteilung finde
den Vektor o mit

i((Yt—zd:ajtj) tp) =0firp=0,...,d. (6.3)

J=0

Dies sind d + 1 Gleichungen fiir «.
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6.1 Zyklen in Zeitreihen

Seien &; i.i.d. mit Mittelwert 0 und Varianz 1. Benutze das Modell

}/t = Z (OCJ' cos(wjt) + Bj Sin(u)ﬂf))) + Et (64)
j=0
WO Wj = %,j =0,..., %, T = 2n,n € N. Dies nennt man ein harmonisches

Modell.
Schatze oy, f; aus Yy, t =0,...,T — 1. Die Regeln der komplexen Exponenti-
alfunktion liefern

0= cos(wjt) Zsmw] AT ET.

und
T-1 T-1
Z sin(w;t) sin(wgt) = Z cos(wjt) cos(wit) = 65—
t=0 t=0 2
sowie
T-1
> sin(w;t) cos(wgt) = 0.
t=0

Im Fall e, = 0 fiir alle ¢ ergibt sich

1 T-1 L
oy = = S/t =Y
T =
9 T-1
@ = = > Y, cos(wjt)
t=0
9 T—1
B; = =Y Ysin(w;t)
J T P J
Dann folgt
T—1 T n ) )
ZO (Vi = Y) =3} Z (a2 +87) (6.5)
t—= j=1

da alle Terme des Typs ajay, 31 cos(w;t) cos(wit),j # k sowie die mit
BBk Syt sin(w;t) sin(wyt) und «; Bk 3 sin(w;t) cos(wgt) verschwinden. Dann
folgt aus obiger Beschreibung von «;, 3;

Tf(Yt ~Y)? = 1?2 ) (TZIthos w; )) 2 + (TZ_IYz sin(wjt)>
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Die Funktion T
_ 2 2
Iw;) = 5 (of + 55) (6.6)

fir j =0,...,T — 1 heifit Periodogramm. Die Verallgemeinerung von (6.6)
sind die empirischen Kovarianzen zum ,lag" 7:

Cr Z )(Yir —Y) (6.7)

t=0

(und ¢y entspricht der Varianz). Der Autokorrelationskoeffizient ist definiert

als c
= —. 6.8
m=_ (6:5)
Dann gilt

) = 2 ((Z cos(pt) (¥ — Y>)2 (3 st - Y)>2) (69

Entwickelt man die Quadrate in dieser Formel, so gilt mit den Additionstheo-
remen der trigonometrischen Funktionen

T—1T-1 ~
(Z > cos(w;(t — )Y, — YV)(Ys —Y)) :
t=0 s=0
Setze 7 =1t — s, so gilt
T-1
=2 Z cos(w;T)
T=1-T

d.h. das Periodogramm ist die diskrete Fouriertransformierte der Autokorre-
lation ¢, .

Entsprechend definiert man durch Formel (6.8) (bei Gotze :-)) Schiatzungen
fir ag,...,ar_q, falls g, #0,t € Z

Qps = — Zthurs>TS—k‘Tk:€N

S =0
und
2 S
Qs = — Y, cos(wjt).
S =0
Uberlege, dass @. s ein konsistenter Schétzer fir ay, ..., ar_ ist.
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6.2

Modelle abhangiger Zeitreihen

Allgemein: Input besteht aus einem Rauschen ¢;,¢t € Z i.i.d. Ee; = 0, Es? =
02 > 0. Beobachtet wird ¥; = f(Y;_,,7 > 1,e,,5 < t) (Rekursion mit
Rauschanteil). Y, ist ein Markov-Prozess.

Beispiel:

(4)

(iid)

Moving-Average-Modell: Y; = >°7_, e, €; sind i.i.d. wie oben. Es gilt
EY;, =0 und

q—|[t—s|

_ 4 t—s <
a(t,s) — EY,Y, 1=0 Ky [t —s) | $| >~4q ‘
0 it —s|>q

Die Stichprobenkorrelation ist ¢;, = ¢_j, == % Zth_lh YiYiin,h=0,...,T—
1.
Behauptung: Mit h > ¢ fest, n < T — 1 hat

¢ o(h)
T-h 2\
<\/_Co o (0)>
im Limes Normalverteilung, wenn 7' — oo der Form N(0, ), vgl. [1].

Ein weiteres Modell ist die einfache Rekursion, genannt Autoregres-
sion. Ein einfaches Modell ist das AR(1)-Modell, d.h. ein Modell der
Autoregression erster Ordnung, d.h.

Yi=aY, 1 +¢& (6.10)
mit ¢, wie oben, |a| < 1. Allgemeiner heifit
p
Yi=> ajYj+e
j=1
ein Autoregressionsmodell p-ter Ordnung, AR(p).

Sei g, ~ N(0,1) i.i.d. Dann ist Y; — aY;_; = &; im AR(1)-Modell. Dann
ist die Dichte von (Y;,t =1,...,T) durch

l:[1 p(Ye —aYi) (+)

gegeben, wo ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung ist. Der Maximum-

Likelihood-Schéatzer fir « ist gegeben durch die Maximierung des Aus-
drucks in (x), d.h.

~

S (Y, —aY) Y, =0
=1 ¥
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oder . .
D Dril ¢ ¢
0= (Yi—aY )Y, &a=2510000
Hier gilt
Z?:l Yﬁla ZtT:1 Yi o1&
Y YA S YA

Sei F, = 0 (g4, < 5). Dann ist S; = 3!, Y,_1e, ein F-Martingal mit

a =

s=1
T T T
ES; =3 E(Yiae) =Y EY?, = ——;
s=1 s=1 1 -«
wegen
}/t = Yt_loz — & = Y;5_2062 + Qg1+ =... = Zet_jozj
=0
sodass
EY? | =E|) e j1dd | => a¥ = 5
= = l1—«
sowie .
1 1
Y2, —
T Jz:; =1 1—a2

P-fss., woraus @ = a + Op (T‘l/z) (Ubung). In (6.15%) heifen die ¢,
Residuen.
Was passiert, wenn die Residuen abhéngig sind?

Modell: Autoregressives-Moving-Average-Modell (ARMA):

p q
Y;g + Z OéjY;g,j = Z HiEr—1 (611)
=0

=1

d.h. ein Modell fiir abhéngige Residuen, wo pg = g = 1 und ¢ i.i.d.
zentriert und mit Varianz o2 > 0, kurz: ARMA(p, q).

Unter welchen Bedingungen konvergieren in (6.14) — (6.16) die Vertei-
lungen der Y;?

Auflosung der Rekursion: Sei Y = (Y;, ¢t € Z) die Zeitreihe in (6.16).
Definiere auf dem linearen Vektorraum von Funktionen iiber R fiir festes
w € () den Lag-Operator

(LY) = Yy
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und
(VY)y =Y, =Y, 1 = ((Id-L)Y),

sowie die Summe
1= S = ().
=0 =0
Ferner sei p(z) = X7_, p;’ ein Polynom und
(P(L)Y): =poYs + pr1Ye1 + ...+ ppYion.

Schreibe also (6.16) als Operatorgleichung mit Hilfe von

. q
a(z) = =02 und p(z) = w2,
1=0

sodass
a(L)Y = p(L)e (6.12)
fiir € = (g,¢ € Z). Man gebe nun der ,Losung” Y = «(L)*u(L)e einen

Sinn. Da £ 8 rational ist und iiber C gilt

wobei \; die komplexen Nullstellen sind, d.h.

f(:-5)
o= 1——
j=1 Aj

J

da 20 = [7_ (= \)).

j=1
Ferner gilt fiir

(1) ¢ = degp(2) < dega(z) = p,
(2) Alle Wurzeln \; sind verschieden,

(3) p und « haben keine gemeinsamen Nullstellen.

die Partialbruchzerlegung




Falls [A\;| > 1 fur alle j = 1,...,p, dann konvergieren die Reihen

L = 2 1, dh. auch (Id—£)" konvergiert, d
e ur |z| < 1, d.h. auc ( — /\—j) onvergiert, da
L]l = 1.

Folglich wiirden wir fiir die Losung in (6.16x) fir |A;| > 1
K.
y=> - (6.16 * *)
=
oder
p 00 00 p
}/t = Z K] (Z &ft_T)\;T) = Z (Z KJ)\J_T> Eter-
j=1 =0 =0 \j=1
Da

EY; =) (Var (Re(c;ei--))) + (Var (Im (c;&4-1))) -

T
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7 Nachtrage

7.1 Einfachster Fall: Sei X = (X,...,X,) ~N(¥,1d,),9 € R", d.h. ; sind

iid. mit x; ~ N (9;,1). Schitze ¥ aus X mit quadratischem Verlust
L(z,0) = ||z — V3.

Y(z) := X ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir ¥ mit Risiko

R(0,9) =Ky |z — V|5 =D Ey, lz; — 9| =n
j=1

fir alle ¥. Wegen Cramer-Rao ist das Risiko minimal in der Klasse der

erwartungstreuen Schétzer.

Frage: Ist die Entscheidungsregel bzw. der Schatzer T'(X) = X zuléssig fiir

L? Antwort: Nein fir n > 3.
Satz 7.1 (James & Stein):

Der Schatzer 1§JS(X) = (1 - ”_2) X hat fiir n > 3 dberall kleineres quadra-

2
2

tisches Risiko als ¥, namlich

R(Vyg,0) = R(D,9) —(n — 2)Ey (12> <R(®W,9) =n

— B
fir alle V.
Beweis. Zunichst sei ¥,q = (1 — )?”2) X, spiater « = n — 2. Dann gilt
2
2
R(¥;s,9) = Ey (X— - O‘) = R(1,0) — 20E4(X —9) - X
X1 x|

=:J

und es gilt mit partieller Integration in jeder Variablen z;

J = /(‘””ﬁlx exp (— [|lz = 9|* /2) V2r "dax

[l
= / (—Vx exp (— ||z — 19||2/2) : HZHQ\/%) dx

= [ew (-l =9I /2) Vu e
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Nun gilt

x n 3 z2x;  (n—2)

T 2 2 i — 2
[z)I® (=]l k4l k4l

J=1

und damit 1
J=(n-— Z)Eﬁ—Q
k4l

und dies existiert fiir n > 3. Zusammen ergibt sich
R(Q%S, V) = R(@,ﬁ) —2a(n — 2)Ey ||m||72 + a’Ey ||ac||72 ,
was flir &« = n — 2 minimiert wird. Daher gilt

R(J,5,9) 2 R(9,9) — (n — 2)°Ey ||z| .

Bemerkung 7.2:

a): Gilt auch fir Punkte ¢ # 0: 9(z) = (1 — (Hn_i;ﬁ; (x —v)+ l/) fir ein
2= 4

v € R" ist besser als 9 fiir N'(¢), 0 1d).

b): a) gilt auch noch, wenn o durch ¥ = 2370 (z; — )% ersetzt wird.

¢): Falls X = (Xy,..., X;,) mit X; ER",m e Nund 9(X) =X = 13" | X,

ein Schétzer fiir ¥ in A (¥, 02 1d). Dann ist

5{]5:(1_(71—2)02))(

—112
n ||z

L—besser als 4.

Beispiel 7.3 (Semiparametrik):
Sei P = {p(x —9)d\,¥ € R,p(z) = p(—z),p € H}, wobei H ={p > 0,1, =

/

[ (%)Zd)\ <oo,p€C* — [p'pd\ =1,, [p'd\ =0, [ ’p(x)d)\ < oo} und die
Bedingungen von Lemma 3.7.

Parameter: k(P) = [ap(z)dz = 9, P € P. Beobachte (xy,...,x,) ~ p(z —
theta)d\. Schétze ¥ effektiv, d.h. mit minimaler asymptotischer Varianz, wobei
p unbekannt ist.

Frage: Gibt es eine Adaption? Falls p bekannt ist, so haben wir nach Kapitel

3, Lemma 3.7 den Maximum-Likelihood-Schéatzer

ist konsistent und effektiv, d.h. \/n (0, — 79) = N (0,1, ) als minimale Vari-
anz.
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Definition 7.4 (Stochastische Landau-Notation):
Sei (X,,), eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen und f : N— R eine
Abbildung. Dann gilt

(1) X, = Op(f(n)) <= limsup, P(|X,| > f(n)- c) < e(c), wobei

lim, o, £(c) = 0.
(2) X, =op(f(n)) <= lim, P(|X,| > f(n)c) = 0.

(3) Eine reellwertige Zufallsvariable X ist stochastisch beschrankt, falls
fir X,, .= %X gilt X, = op(1), d.h. es gilt lim, P(|X,| > 1) =0 <=
limg P(|X| > K) = 0.

(4) Eine Schatzerfolge (k,)nen ist konsistent fiir ein Funktional k, falls
Kn — K(P) = opn(1).
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