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0. Bedingte Erwartungswerte
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und A ⊂ F eine Teil-σ-Algebra (d.h. (Ω,A,P) ist auch ein
W-Raum) und X ∈ L1(P) := L1(Ω,F ,P) eine eindimensionale Zufallsvariable (ansonsten
betrachte komponentenweise).
Definition 0.0.1:
Eine Zufallsvariable Y derart, dass

i) Y ist messbar bezüglich A (kurz: Y ∈ A)

ii)
∫
AXdP =

∫
A Y dP für alle A ∈ A

heißt eine Version des bedingten Erwartungswertes E(X | A).
Lemma 0.0.2:
Erfüllt Y die Eigenschaften (i) und (ii), so ist Y ∈ L1(P).

Beweis:
Setze A := {Y > 0} ∈ A, dann gilt nach Eigenschaft (2)∫

A
Y dP =

∫
A
XdP ≤

∫
A
|X| dP <∞

sowie ∫
Ac
−Y dP =

∫
Ac

(−X)dP ≤
∫
Ac
|X| dP <∞.

Daraus folgt
E |Y | =

∫
A
Y dP+

∫
Ac

(−Y )dP ≤
∫
|X| dP <∞.

Lemma 0.0.3 (Eindeutigkeit des bedingten EW):
Angenommen Y und Y ′ erfüllen die Eigenschaften (i) und (ii). Dann gilt Y = Y ′ P-f.s.

Beweis:
Definiere Aε := {Y − Y ′ ≥ ε} für ε > 0 beliebig. Dann impliziert (i) Aε ∈ A. Daraus
folgt mit (ii)

0 =
∫
Aε

(X −X)dP =
∫
Aε

(Y − Y ′)dP ≥ εP(Aε)

für alle ε > 0. Also gilt P(Aε) = 0 für alle ε > 0, d.h. P(Y − Y ′ > 0) = 0 und damit
Y ≤ Y ′ P-f.s.. Analog gilt dies für Y ′ ≤ Y .

Bemerkung (Satz von Radon-Nikodym):
Sind µ, ν σ-endliche Maße auf (Ω,F) und ν � µ. Dann existiert eine F -messbare Funktion
f mit ν(A) =

∫
A fdµ.

Man nennt f =: dνdµ die Radon-Nikodym-Ableitung.
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Lemma 0.0.4 (Existenz des bedingten EW):
Für X ∈ L1(Ω,F ,P) und A ⊂ F existiert E(X | A).

Beweis:
1): Sei X ≥ 0. Definiere µ := P und ν(A) :=

∫
AXdP für alle A ∈ A. Dann sind µ und ν

σ-endlich und ν � µ. Also existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym∫
A
XdP = ν(A) =

∫
A

dν

dµ
dP

für alle A ∈ A. Damit ist dν
dµ eine Version von E(X | A).

2): Zerlege X = X+ −X−. Dann existieren Y1 := E(X+ | A) und Y2 := E(X− | A) nach
Teil 1. Nun ist Y := Y1 − Y2 A-messbar und es gilt∫

A
XdP =

∫
A
X+dP−

∫
A
X−dP =

∫
A
Y1dP−

∫
A
Y2dP =

∫
A
Y dP

für alle A ∈ A. Folglich ist Y eine Version von E(X | A).

Bemerkung (Interpretation des bedingten Erwartungswertes):
Seien A die „bekannten“ Informationen. Dann ist E(X | A) die beste Vermutung, welchen
Wert X annimmt, wenn wir nur Ereignisse aus A kennen.
Beispiel 0.0.5:
Ist X A-messbar, so gilt E(X | A) = X P-f.s.
Ist X unabhängig von A, dann ist E(X | A) = EX P-f.s.
Für den Spezialfall A = {∅,Ω} ist jede Zufallsvariable X von A unabhängig, d.h. es gilt
für alle X ∈ L1 E(X | {∅,Ω}) = EX.
Beispiel 0.0.6 (Bezug zu bed. Wahrscheinlichkeiten und EW aus Stochastik):
Angenommen Ω = ⋃

i∈I Ωi, wobei die Ωi paarweise disjunkt sind, d.h. Ω hat eine endliche
oder abzählbare Zerlegung in paarweise disjunkte Mengen. Angenommen P(Ωi) > 0 für
alle i ∈ I. Setze A := σ(Ωi | i ∈ I).
Dann gilt E(X | A) = ∑

i∈I

(
1

P(Ωi)
∫

Ωi XdP
)
1Ωi , d.h. für ω ∈ Ωj gilt

E(X | A)(ω) = 1
P(Ωj)

∫
Ωj
XdP =: E(X | Ωj).

Beweis:
(i): Ωi ∈ A für alle i ∈ I, d.h. 1Ωi ∈ A für alle i, d.h. Y ∈ A.
(ii): Jedes A ∈ A hat die Form A = ⋃

j∈J Ωj für ein J ⊂ I, wobei die Vereinigungen
disjunkt sind. Es genügt daher, A = Ωj zu betrachten für ein beliebiges j. Dort gilt aber∫

Ωj
Y dP =

∫
Ωj

1
P(Ωj)

∫
Ωj
XdP︸ ︷︷ ︸

=Y auf Ωj

dP = 1
P(Ωj)

∫
Ωj
XdP ·P(Ωj) =

∫
Ωj
XdP
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Definition 0.0.7:
Setze E(X | Y ) := E(X | σ(Y )) für alle Zufallsvariablen X und Y mit X ∈ L1(P).
Beispiel 0.0.8 (Bedingter Erwartungswert im Fall von Dichten):
Seien X,Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(x, y). Angenommen für alle y gilt∫
f(x, y)dx > 0. Falls E |g(X)| <∞ ist, so gilt

E(g(X) | Y ) = h(Y ) mit h(y) :=
∫
g(x)f(x, y)dx∫
f(x, y)dx .

Beweis:
h ist messbar als Funktion von f und g, denn nach Annahme war g messbar. Also ist
h(Y ) ∈ σ(Y ).
Daher ist h(Y ) ein Kandidat für den bedingten Erwartungswert. Sei A ∈ σ(Y ) beliebig.
Dann existiert ein B ∈ B(R) mit A = {Y ∈ B}. Damit gilt∫

A
h(Y )dP =

∫
1{Y ∈B}h(Y )dP =

∫ ∫
1B(y)h(y)f(x, y)dxdy

=
∫
1B(y)h(y)

(∫
f(x, y)dx

)
dy =

∫
B

(∫
g(x)f(x, y)dx

)
dy

= E (1B(Y )g(X)) =
∫
A
g(X)dP .

Beispiel 0.0.9:
Seien X und Y unabhängig und ϕ : R2 → R so, dass E |ϕ(X,Y )| < ∞. Definiere
g(x) := Eϕ(x, Y ). Dann gilt

E (ϕ(X,Y ) | X) = g(X).

Beweis:
Mit Fubini sehen wir, dass g(X) σ(X)-messbar ist.
Sei also A ∈ σ(X) beliebig. Dann existiert ein C ∈ B(R) derart, dass A = {X ∈ C}.
Somit gilt∫

A
ϕ(X,Y )dP =

∫
Ω
ϕ(X,Y )1C(X)dP =

∫
R2
ϕ(x, y)1C(x) P(X,Y )−1︸ ︷︷ ︸

=PX−1⊗PY −1

d(x, y)

=
∫
C

(∫
R
ϕ(x, y)PY −1(dy)

)
︸ ︷︷ ︸

=E(ϕ(x,Y )=g(x)

PX−1(dx)

=
∫
C
g(x)PX−1(dx) =

∫
A
g(X)dP .

Satz 0.0.10 (Eigenschaften des bedingten EW):
Es gilt
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a) Linearität: E(aX + bY | A) = aE(X | A) + bE(Y | A) für alle a, b ∈ R und
X,Y ∈ L1.

b) Isotonie: Aus X ≤ Y folgt E(X | A) ≤ E(Y | A).

c) Monotone Konvergenz: Sei Xn ≥ 0, Xn ↑ X mit E |X| <∞. Dann gilt E(Xn | A) ↑
E(X | A).

Beweis:
Die Linearität folgt aus der Linearität des Integrals.
Zur Isotonie: Sei Aε := {E(X | A)− E(Y | A) ≥ ε} ∈ A für alle ε > 0. Dann gilt∫

Aε
E(X | A)dP =

∫
Aε
XdP ≤

∫
Aε
Y dP =

∫
Aε

E(Y | A)dP

≤
∫
Aε

E(X | A)dP−εP(Aε).

Also folgt P(Aε) = 0 für alle ε > 0 und damit mit der Stetigkeit des Maßes P(E(X | A) >
E(Y | A)) = 0.
Zur monotonen Konvergenz: Definiere Yn := X −Xn, so ist zu zeigen, dass E(Yn | A) ↓ 0.
Nun ist Zn := E(Yn | A) ↓ Z∞, wobei Z∞ eine A-messbare Zufallsgröße ist. Sei A ∈ A.
Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue folgt∫

A
ZndP =

∫
A
YndP ↓ 0,

sodass schließlich gilt ∫
A
Z∞dP = lim

n→∞

∫
A
ZndP = 0.

Proposition 0.0.11 (Jensensche Ungleichung):
Sei ϕ konvex, E |X| <∞ und E(|ϕ(X)|) <∞. Dann gilt

ϕ(E(X | A)) ≤ E(ϕ(X) | A).

Satz 0.0.12:
Die bedingte Erwartung ist eine Kontraktion in Lp, p ≥ 1, d.h. es gilt

‖E(X | A)‖Lp ≤ ‖X‖Lp .

Satz 0.0.13:
Seien F1 ⊂ F2 ⊂ F σ-Algebren. Falls E(X | F2) sogar F1-messbar ist, so gilt E(X |
F1) = E(X | F2).
Satz 0.0.14:
Seien F1 ⊂ F2 ⊂ F . Dann gilt

E(E(X | F1) | F2) = E(E(X | F2) | F1) = E(X | F1).
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Satz 0.0.15:
Sei X ∈ A, Y,X · Y ∈ L1(Ω,F ,P). Dann gilt

E(X · Y | A) = X · E(Y | A).

Satz 0.0.16 (bedingte EW als L2-Projektion):
Sei X ∈ L2(Ω,F ,P). Dann minimiert Y = E(X | A) die Abbildung A 3 Y 7→ E((X−Y )2),
d.h. den mittleren quadratischen Fehler.
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1. Martingale, Stoppzeiten und Filtrierungen
1.1. Stochastische Prozesse und Sigma-Algebren
Definition 1.1.1 (Stochastischer Prozess):
Ein stochastischer Prozess ist eine Familie X = (Xt)t≥0 von Rd-wertigen Zufallsvariablen
Xt : (Ω,F ,P)→ (Rd,B(Rd),PX−1

t ) für alle t ≥ 0.
Ein stochastischer Prozess heißt messbar, falls die Abbildung

X : ([0,∞)× Ω,B([0,∞))⊗F)→ (Rd,B(Rd))
(t, ω) 7→ Xt(ω)

messbar ist.
Definition 1.1.2 (Vergleich zweier stochastischer Prozesse):
Seien X = (Xt)t≥0, Y = (Yt)t≥0 zwei stochastische Prozesse auf dem selben W-Raum
(Ω,F ,P).

i) X und Y heißen ununterscheidbar, wenn P(Xt = Yt ∀t ≥ 0) = 1.

ii) Y heißt Modifikation von X, falls P(Xt = Yt) = 1 für alle t ≥ 0.

iii) X und Y haben die gleichen Randverteilungen, wenn für alle n ∈ N und 0 ≤ t1 <
t2 < . . . < tn <∞ gilt

P(Xt1 , . . . , Xtn)−1 = P(Yt1 , . . . , Ytn)−1.

Es gelten die Implikationen i)⇒ ii)⇒ iii).
Bemerkung:
Wenn Y eine Modifikation von X ist, so sind X und Y im Allgemeinen nicht unun-
terscheidbar. Sei dazu T eine nichtnegative ZV, die eine Dichtefunktion bezüglich des
Lebesguemaßes besitzt. Insbesondere gilt also für alle t ≥ 0 P(T = t) = 0. Definiere den
Prozess Xt := 0 für alle t ≥ 0 und

Yt =
{

0 t 6= T

1 t = T
,

so gilt für alle t ≥ 0 P(Xt = Yt) = P(T 6= t) = 1, aber P(Xt = Yt ∀t) = 0.
Definition 1.1.3 (Filtrierung):
Eine aufsteigende Familie (Ft)t≥0 von Teil-σ-Algebren von F heißt Filtrierung von F .
Für eine Filtrierung gilt also Fs ⊂ Ft ⊂ F für alle 0 ≤ s < t.
Definition 1.1.4:
Definiere für jedes t ≥ 0 die vom Prozess X erzeugte σ-Algebra als

FXt := σ(Xs | s ≤ t) ⊂ F .

Die Familie (FXt )t≥0 heißt die vom Prozess erzeugte Filtrierung.
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Definition 1.1.5:
Sei (F t)t≥0 eine Filtrierung von F . Ein stochastischer Prozess X = (Xt)t heißt (F t)t-
adaptiert, falls für alle t ≥ 0 gilt: Xt ist F t-messbar.
Definition 1.1.6:
Sei (F t)t eine Filtrierung. Dann definieren wir die σ-Algebren:

F∞ := σ

⋃
t≥0
F t


F t+ :=

⋂
ε>0
F t+ε

F t− :=
{
F0 t = 0
σ (⋃s<tFs) t > 0

(F t)t heißt rechtsstetig, falls F t+ = F t für alle t ≥ 0 und linksstetig, falls F t− = F t für
alle t ≥ 0.
Definition 1.1.7 (Progressive Messbarkeit):
Ein stochastischer Prozess X heißt progressiv messbar bezüglich (F t)t, falls für alle t ≥ 0
die Abbildung

X |[0,t]×Ω: ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗F t)→ (Rd,B(Rd))
(s, ω) 7→ Xs(ω)

messbar ist.
Bemerkung:
Ist X progressiv messbar bezüglich (F t)t, so ist X messbar und (F t)t-adaptiert. Zu einem
messbaren, adaptierten Prozess existiert eine progressiv messbare Modifikation.

Beweis:
Zu zeigen ist, dass Xt F t-messbar ist. Dazu betrachte

Xt : (Ω,F t)→ ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗F t) → (Rd,B(Rd))
ω 7→ (t, ω) 7→ Xt(ω).

Die erste Abbildung ist messbar und die zweite Abbildung ist messbar, da X progressiv
messbar bzgl. (F t)t ist. Also ist Xt als Komposition F t-messbarer Funktion wieder
F t-messbar.

Proposition 1.1.8:
Ist X ein (F t)t-adaptierter stochastischer Prozess und jeder Pfad t 7→ Xt(ω) ist rechtsstetig
(oder linksstetig), dann ist X progressiv messbar.

Beweis:
Sei jeder Pfad t 7→ Xt(ω) rechtsstetig.
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i) Zeitdiskretisierung: Fixiere t ≥ 0 und splitte das Zeitintervall [0, t] in 2n Teilintervalle
auf (für ein beliebiges n ∈ N), d.h.

[0, t] =
[
0, t2n

]
∪
(
t

2n ,
2t
2n
]
∪ . . . ∪

((2n − 1)t
2n , t

]
und definiere für s ∈ [0, t]

X(n)
s (ω) := X (k+1)t

2n
(ω)

wobei k so gewählt ist, dass kt
2n < s ≤ (k+1)t

2n .

ii) Nun ist X(n) : ([0, t]×Ω,B([0, t])⊗F t)→ (Rd,B(Rd)) messbar, denn sei O ∈ B(Rd),
dann gilt

X(n)−1(O) =
⋃

k=0,...,2n−1

(
kt

2n ,
(k + 1)t

2n
]
× X−1

(k+1)t
2n

(O)︸ ︷︷ ︸
∈F (k+1)t

2n
⊂Ft

wegen der Adaptiertheit von X.

iii) Nutze die Rechtsstetigkeit der Pfade und bilde den Limes n → ∞, dann gilt für
alle ω ∈ Ω

lim
n→∞

X(n)
s (ω) = Xs(ω).

Damit ist X als Limes messbarer Zufallsvariablen wieder messbar.

Definition 1.1.9:
Eine Zufallszeit ist eine Zufallsvariable T : (Ω,F ,P) → ([0,∞],B([0,∞])). Für einen
gegebenen stochastischen Prozess und eine Zufallszeit T definiere XT (ω) := XT (ω)(ω) auf
{T <∞}.
Bemerkung:
Falls X∞(ω) := limt→∞Xt(ω) für alle ω ∈ Ω existiert, kann XT auf ganz Ω definiert
werden:

XT (ω) :=
{
XT (ω)(ω) ω ∈ {T <∞}
X∞(ω) ω ∈ {T =∞}.
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1.2. Stoppzeiten
Definition 1.2.1:
Eine Zufallszeit T heißt

(F t)t − Stoppzeit⇔ {T ≤ t} ∈ F t für alle t ≥ 0
(F t)t −Optionszeit⇔ {T < t} ∈ F t für alle t ≥ 0.

Proposition 1.2.2:
Es gilt:

i) Ist T eine (Ft)t-Stoppzeit, so auch eine (F t)t-Optionszeit.

ii) Ist T eine (Ft)t-Optionszeit und (Ft)t rechtsstetig, so ist T eine (Ft)t-Stoppzeit.

Beweis:
Es gilt

i) {T < t} = ⋃
n∈N{T ≤ t− 1

n} ∈ F t, da T eine Stoppzeit ist, d.h. das Ereignis ist in
F t− 1

n
und damit in F t für alle t ≥ 0.

ii) Da T eine Optionszeit ist, ist {T < t+ ε} ∈ F t+ε für alle t ≥ 0. Damit gilt

{T ≤ t} =
⋂
ε>0
{T < t+ ε} ∈ F t+ = F t

wegen der Rechtsstetigkeit.

Korollar 1.2.3:
Es gilt

T ist (Ft)t −Optionszeit⇐⇒ T ist (Ft+)t − Stoppzeit.
Definition 1.2.4 (Ersteintrittszeiten):
Für einen gegebenen (Ft)t-adaptierten stochastischen ProzessX mit rechtsstetigen Pfaden
definieren wir für eine Teilmenge Γ ∈ B(Rd) die Ersteintrittszeit HΓ als

HΓ = inf {t ≥ 0 : Xt ∈ Γ} .

Lemma 1.2.5:
Ist Γ ⊂ Rd offen, so ist die Ersteintrittszeit HΓ eine (Ft)t-Optionszeit. Ist Γ ⊂ Rd
abgeschlossen und X mit stetigen Pfaden, so ist HΓ eine (Ft)t-Stoppzeit.

Beweis:
Übung.

Lemma 1.2.6:
Seien (Tn)n eine Folge von (Ft)t-Stoppzeiten und S eine (Ft)t-Stoppzeit. Dann sind auch
T + S,min(T, S),max(T, S) und supn≥1 Tn Stoppzeiten. Ist zusätzlich (Ft)t rechtsstetig,
so sind auch lim supn≥1 Tn und lim infn≥1 Tn Stoppzeiten.
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Beweis:
Beispielweise gilt für T + S

{T + S > t} = {T = 0︸ ︷︷ ︸
∈F0

, S > t︸ ︷︷ ︸
∈Ft

} ∪ {0 < T < t, T + S > t}

∪ {T > t, S = 0︸ ︷︷ ︸
∈Ft

} ∪ {T ≥ t, S > 0} ∈ F t,

denn es gilt

{0 < T < t, T + S > t} =
⋃

r∈Q+,0<r<t

{ 0 < r < T < t︸ ︷︷ ︸
={T>r}∩{T<t}∈Ft

, S > t− r︸ ︷︷ ︸
∈Ft−r

} ∈ F t .

Definition 1.2.7 (σ-Algebra der T -Vergangenheit):
Für eine gegebene (Ft)t-Stoppzeit T setze

FT := {A ∈ F | A ∩ {T ≤ t} ∈ F t ∀t ≥ 0}.

Lemma 1.2.8:
FT ist eine σ-Algebra und T ist FT -messbar. Im Spezialfall einer konstanten Stoppzeit
T ≡ t gilt FT = F t.

Beweis:
Übung.

Lemma 1.2.9:
Für zwei (Ft)t-Stoppzeiten T und S gilt

A ∈ FS ⇒ A ∩ {S ≤ T} ∈ FT .

Insbesondere gilt also, falls S ≤ T auf Ω, FS ⊂ FT .

Beweis:
Sei A ∈ FS und t ≥ 0 beliebig. Dann gilt

A ∩ {S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = A ∩ {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ≤ T}
= A ∩ {S ≤ t}︸ ︷︷ ︸

∈Ft

∩{T ≤ t}︸ ︷︷ ︸
∈Ft

∩{S ∧ t ≤ T ∧ t}︸ ︷︷ ︸
∈Ft

denn S ∧ t und T ∧ t sind F t-messbar.

Lemma 1.2.10:
Für zwei (Ft)t-Stoppzeiten T und S gilt

FT∧S = FT ∩FS .

Dabei beinhaltet FT∧S unter anderem die Mengen {T < S}, {T ≤ S}, {S < T}, {S ≤ T}
und {T = S}.
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Beweis:
Verwende vorheriges Lemma.

Proposition 1.2.11:
Sei X ein bezüglich (Ft)t progressiv messbarer stochastischer Prozess und T eine (Ft)t-
Stoppzeit. Dann ist die auf {T < ∞} definierte Zufallsvariable XT (ω) := XT (ω)(ω)
FT -messbar und der gestoppte Prozess (XT∧t)t ist bezüglich (Ft)t progressiv messbar.

Beweis:
Definiere

Y := (XT∧s)s : ([0,∞)× Ω,B([0,∞))⊗F)→ (Rd,B(Rd))
(s, ω) 7→ XT∧s(ω) := XT (ω)∧s(ω).

Nun ist Y progressiv messbar, denn

([0, t]× Ω,B([0, t])⊗F t)→ ([0, t]× Ω,B([0, t])⊗F t) → (Rd,B(Rd))
(s, ω) 7→ (T (ω) ∧ s, ω) 7→ XT (ω)∧s(ω)

ist messbar, da T eine Stoppzeit ist und X progressiv messbar ist, d.h. Y ist als Kompo-
sition auch messbar.
Es bleibt zu zeigen, dass XT FT -messbar ist, d.h. für alle B ∈ B(Rd) ist {XT ∈ B} ∈ FT ,
was nach Definition äquivalent ist zu {XT ∈ B} ∩ {T ≤ t} ∈ F t für alle t ≥ 0. Nun gilt
wegen der progressiven Messbarkeit von XT∧t (∗)

{XT ∈ B} ∩ {T ≤ t} = {XT∧t ∈ B}︸ ︷︷ ︸
∈Ft wegen (∗)

∩ {T ≤ t}︸ ︷︷ ︸
∈Ft da T Stoppzeit

∈ F t

für alle t ≥ 0.

Definition 1.2.12 (Martingal):
Ein (Fn)n-adaptierter stochastischer Prozess (Xn)n mit E(|Xn|) <∞ für alle n ∈ N heißt
Martingal bezüglich (Fn)n, falls für alle n ≥ m gilt

E(Xn | Fm) = Xm.

Für ein Martingal (Xn)n gilt E(Xn) = E(Xm) für alle n,m ∈ N.
Lemma 1.2.13:
Ein (Fn)n-adaptierter stochastischer Prozess (Xn)n mit E(|Xn|) <∞ für alle n ∈ N ist
genau dann ein Martingal, wenn der Erwartungswert konstant im starken Sinne ist, d.h.
für alle beschränkten Stoppzeiten τ gilt E(X0) = E(Xτ ).

Beweis:
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⇒: Sei τ ≤ n eine beschränkte Stoppzeit. Dann gilt

E(Xτ ) = E
(

n∑
k=0

1{τ=k}Xk

)
=

n∑
k=0

E(1{τ=k}Xk) =
n∑
k=0

E(1{τ=k}︸ ︷︷ ︸
∈Fk

E(Xn | Fk))

=
n∑
k=0

E(1{τ=k}Xn) = E(Xn) = E(X0)

⇐: Seien n ≥ m beliebig. Für A ∈ Fm definiert τ := m · 1Ac + n · 1A eine beschränkte
(Fn)n-Stoppzeit, denn

{τ ≤ k} =


∅ 0 ≤ k ≤ m− 1
Ac ∈ Fm ⊂ Fk m ≤ k ≤ n− 1
Ω n ≤ k

∈ Fk

für alle k ∈ N.
Nun gilt nach Voraussetzung

E(Xm1Ac +Xm1A) = E(Xm) = E(X0) = E(Xτ ) = E(Xm · 1Ac +Xn1A)

d.h. E((Xn −Xm)1A) = 0 für alle A ∈ Fm. Damit gilt

E(Xn | Fm) = E(Xm + (Xn −Xm) | Fm) = Xm + E(Xn −Xm | Fm)︸ ︷︷ ︸
=0

= Xm

woraus die Behauptung folgt.

Sei nun X = (Xn)n ein zeitdiskreter, reellwertiger stochastischer Prozess auf (Ω,F ,P)
und (Fn)n eine Filtrierung von F .
Definition 1.2.14 (Smartingale):
X heißt Submartingal bezüglich (Fn)n, wenn für alle n ≥ m gilt

E(Xn | Fm) ≥ Xm.

X heißt Supermartingal bezüglich (Fn)n, falls für alle n ≥ m gilt

E(Xn | Fm) ≤ Xm.

X ist genau dann ein Supermartingal, wenn −X ein Submartingal ist.
Bemerkung:
Die Charakterisierung der Martingale aus Definition 1.2.12 kann verallgemeinert werden.
Ein (Fn)n-adaptierter, integrierbarer Prozess (Xn)n heißt

Submartingal bzgl. (Fn)n
Martingal bzgl. (Fn)n
Supermartingal bzgl. (Fn)n

⇐⇒ E(Xτ )


≤
=
≥

E(Xτmax)

für alle beschränkten Stoppzeiten τ , wobei τmax := max{τ(ω) : ω ∈ Ω}.
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Bemerkung:
Für Submartingale gilt E(Xn) ≥ E(Xm) für alle n ≥ m. Für Supermartingale gilt
E(Xn) ≤ E(Xm) für alle n ≥ m.
Satz 1.2.15 (Doobs optionaler Stoppsatz):
Falls (Xn)n ein (Fn)n-Martingal ist, so gilt für alle (Fn)n-Stoppzeiten σ ≤ τ ≤M <∞

E(Xτ | Fσ) = Xσ.

Beweis:
i) Xτ und Xσ sind integrierbar, denn

|Xτ | =
∣∣∣∣∣
M∑
k=0

Xk1{τ=k}

∣∣∣∣∣ ≤
M∑
k=0
|Xk| ∈ L1(F)

und da alle Xk nach Voraussetzung integrierbar sind.

ii) Xσ ist Fσ-messbar. Dazu ist zu zeigen, dass für alle C ∈ B(R) {Xσ ∈ C} ∈ Fσ ⇐⇒
{Xσ ∈ C} ∩ {σ ≤ n} ∈ Fn für alle n ∈ N. Da Xσ = ∑M

k=0Xk1{σ=k} gilt

{Xσ ∈ C} ∩ {σ ≤ n} =
M⋃
k=0
{Xk ∈ C} ∩ {σ = k} ∩ {σ ≤ n}

=
M∧n⋃
k=0
{Xk ∈ C}︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊂Fn

∩{σ = k} ∈ Fn .

iii) Sei A ∈ Fσ, so ist E(1AXσ) = E(1AXτ ) zu zeigen. Definiere R := 1A · σ + 1Ac · τ ,
so ist dies ebenfalls eine beschränkte Stoppzeit, denn

{R ≤ k} = (A ∩ {σ ≤ k}) ∪ (Ac ∩ {τ ≤ k}) ∈ Fk

für alle k ∈ N. Da (Xn)n ein (Fn)n-Martingal ist, folgt nach der alternativen
Charakterisierung E(Xτ ) = E(X0) für alle beschränkten Stoppzeiten τ . Damit gilt
auch

E(X0) = E(XR) = E(1AXσ + 1AcXτ )
E(X0) = E(Xτ ) = E(1AXτ + 1AcXτ )

d.h. E(1A(Xσ −Xτ )) = 0 für alle A ∈ Fσ.

Satz 1.2.16 (Doobsche Martingalzerlegung):
Sei (Xn)n ein (Fn)n-Submartingal, so existiert eine P-f.s. eindeutige Zerlegung

Xn = X0 +Mn +An,

wobei M0 = A0 = 0, (Mn)n ein Martingal und (An)n wachsend und (Fn−1)n-adaptiert,
d.h. vorhersehbar, ist.
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Beweis:
Definiere F−1 := {∅,Ω}.

1) Existenz: Definiere (An)n durch

A0 := 0 und An+1 :=
n+1∑
k=1

E(Xk −Xk−1 | Fk−1) ≥ An ≥ 0P -f.s.

und An+1 ist nach Definition Fn-messbar. Noch zu zeigen: Mn := Xn − X0 −
An ist ein Martingal. Mn ist Fn-messbar und integrierbar, also bleibt nur die
Martingaleigenschaft zu zeigen. Dazu gilt wegen An = An−1+E (Xn −Xn−1 | Fn−1)

E(Mn | Fn−1) = E(Xn | Fn−1)−X0 −An
= Xn−1 −X0 −An−1 = Mn−1

Iteration liefert dies für alle n ≥ m.

2) Eindeutigkeit: Angenommen es gelte Xn = X0 +Mn +An = X0 + Ln + Cn, wobei
M,L Martingale und A,C wachsende, (Fn−1)n adaptierte Prozesse sind. Dann gilt

Mn − Ln = Cn −An = E(Mn − Ln | Fn−1) = Mn−1 − Ln−1

= · · · = M0 − L0 = 0 P−f.s.

woraus Mn = Ln und Cn = An P-f.s. für alle n ∈ N folgt.

Lemma 1.2.17:
Ist (Xn)n ein (Fn)n-adaptierter, integrierbarer und wachsender Prozess, so ist (Xn)n ein
Submartingal.

Beweis:
Sei n ≥ m, so gilt Xn ≥ Xm P-f.s., also wegen der Monotonie des bedingten EW

E(Xn | Fm) ≥ E(Xm | Fm) = Xm.

Proposition 1.2.18:
Ist (Mn)n ein Martingal, ϕ : R → R konvex, messbar und ϕ(Mn) integrierbar für alle
n ∈ N, so ist (ϕ(Mn))n ein Submartingal.

Beweis:
Adaptiertheit und Integrierbarkeit folgen unmittelbar aus den Voraussetzungen an ϕ. Für
die Submartingaleigenschaft nutze die Jensensche Ungleichung für bedingte Erwartungs-
werte (∗), so gilt mit Hilfe der Martingaleigenschaft von M

E(ϕ(Mn) | Fm)
(∗)
≥ ϕ(E(Mn | Fm)) = ϕ(Mm).
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Proposition 1.2.19:
Ist (Xn)n ein Submartingal, ϕ : R → R konvex, messbar und monoton wachsend und
ϕ(Xn) integrierbar für alle n, so ist (ϕ(Xn))n ein Submartingal.

Beweis:
Wie im Beweis zuvor, verwende in (∗) die Monotonie von ϕ:

E(ϕ(Xn) | Fm) ≥ ϕ(E(Xn | Fm)︸ ︷︷ ︸
≥Xm

)
(∗)
≥ ϕ(Xm) P−f.s..

Beispiel:
Ist (Mn)n ein Martingal, so sind (M2

n)n, (|Mn|)n und (M∗n)n mit M∗n := supk≤nMk

Submartingale.
Proposition 1.2.20:
Ist (Xn)n ein Submartingal, τ eine Stoppzeit, so ist (Xn∧τ )n ein Submartingal.

Beweis:
Die Submartingaleigenschaft folgt aus

E(X(n+1)∧τ | Fn) = E( Xτ︸︷︷︸
∈Fn auf {τ≤n}

1{τ<n+1}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

+Xn+1 · 1{τ≥n+1}︸ ︷︷ ︸
={τ≤n}c∈Fn

| Fn)

= Xτ · 1{τ≤n}︸ ︷︷ ︸
=Xn∧τ

+1{τ>n} E(Xn+1 | Fn)︸ ︷︷ ︸
≥Xn

≥ Xn∧τ .

Iteration liefert die Behauptung.

Korollar 1.2.21:
Ist (Xn)n ein Submartingal, σ ≤ τ ≤ N beschränkte Stoppzeiten, dann gilt E(Xσ) ≤
E(Xτ ).

Beweis:
Nach obiger Proposition ist (Yn)n := (Xn∧τ )n ein Submartingal, d.h. es gilt

E(Xσ) = E(Xσ∧τ ) = E(Yσ) ≤ E(YN ) = E(XN∧τ ) = E(Xτ ).

Proposition 1.2.22 (1. Doobsche Martingalungleichung):
Ist (Mn)n ein Martingal oder nichtnegatives Submartingal, so gilt für alle h > 0

P
(

sup
k≤n
|Mk| ≥ h

)
≤ 1
h
E(|Mn|).

Beweis:
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i) Ist (Mn)n ein Martingal oder nichtnegatives Submartingal, so gilt, dass (Xn)n =
(|Mn|)n ein Submartingal ist.

ii) Sei h ≥ 0 beliebig. Definiere σ := min{k ∈ N | Xk ≥ h} ∈ N∪{∞}. Dies ist eine
(Fn)n-Stoppzeit, denn

{σ ≤ n} = {Xk ≥ h für ein k ≤ n} =
⋃
k≤n
{Xk < h}c︸ ︷︷ ︸
∈Fk⊂Fn

∈ Fn .

Definiere τ := σ ∧ n, so ist τ eine beschränkte Stoppzeit mit τmax ≤ n.

iii) Also gilt, da (Xn)n ein Submartingal ist,

E(|Mτ |) = E(Xτ ) ≤ E(Xn) = E(|Mn|).

iv) Folglich gilt unter Beachtung, dass σ = τ auf {σ ≤ n}

P
(

sup
k≤n
|Mk| ≥ h

)
= P(σ ≤ n) ≤ E

(
1{σ≤n} ·

|Mσ|
h

)
= E

(
1{σ≤n} ·

|Mτ |
h

)
≤ 1
h
E(|Mτ |)

iii)
≤ 1

h
E(|Mn|).

Proposition 1.2.23 (2. Doobsche Martingalungleichung):
Ist (Mn)n ein Martingal oder positives Submartingal, M∗n := supk≤n |Mk| und Mn ∈ Lp
für ein p > 1, so gilt

E((M∗n)p) ≤ cp E(|Mn|p)

für ein geeignetes cp.

Beweis:

i) Wie in der vorherigen Proposition ist (|Mn|)n ein Submartingal. Sei n ∈ N fix
und h > 0 beliebig. Dann ist Yn := Mn · 1{|Mn|≥h2 }

∈ L1(Fn) und
(
X

(n)
k

)
k
mit

Xk := E(Yn | Fk) ein Martingal für jedes feste n ∈ N.

ii) Es gilt M∗n ≤ supk≤n
∣∣∣X(n)

k

∣∣∣+ h
2 , denn für alle k ≤ n gilt

|Mk| ≤ |E(Mn | Fk)| =
∣∣∣E (Yn +Mn · 1{|Mn|<h

2 }
| Fk

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣X(n)
k

∣∣∣+ h

2 ,

sodass die Behauptung nach der Bildung des Supremums folgt.
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iii) Mit Hilfe der 1. Doobschen Martingal-Ungleichung in (∗) gilt und wegen
∣∣∣X(n)

n

∣∣∣ =
|E(Yn | Fn)| = |Yn|

P(M∗n ≥ h) ≤ P
(

sup
k≤n

∣∣∣X(n)
k

∣∣∣ ≥ h

2

)
(∗)
≤ 2
h
E
(∣∣∣X(n)

n

∣∣∣) = 2
h
E(|Yn|).

iv) Mit Hilfe des Satzes von Fubini in (∗) folgt zusammen

E ((M∗n)p) =
∫ ∞

0
pλp−1 P(M∗n ≥ λ)︸ ︷︷ ︸

≤ 2
λ
E(|Yn|)

dλ ≤ 2p
∫ ∞

0
λp−2 E

(∣∣∣Mn1{|Mn|≥λ2 }

∣∣∣) dλ
(∗)= 2pE

(
|Mn|

∫ ∞
0

λp−2
1{λ≤2|Mn|}dλ

)
= 2pE

(
|Mn|

∫ 2|Mn|

0
λp−2dλ

)
= p

p− 12p E (|Mn|p)

woraus die Behauptung folgt.

Satz 1.2.24 (Doobsche Submartingalungleichung):
Ist (Xn)n ein Submartingal, so gilt für alle h > 0

P
(

sup
k≤n

Xk ≥ h
)
≤ 1
h
E(X+

n ).

Beweis:
Da (Xn)n ein Submartingal und ϕ(x) = x+ konvex und monoton wachsend ist, folgt,
dass (Mn)n := (X+

n )n ein positives Submartingal ist. Damit folgt für h > 0 mit der 1.
Doobschen Martingalungleichung

P
(

sup
k≤n

Xk ≥ h
)

= P
(

sup
k≤n

X+
k ≥ h

)
= P

(
sup
k≤n

∣∣∣X+
k

∣∣∣ ≥ h) ≤ 1
h
E
(∣∣∣X+

n

∣∣∣)
= 1
h
E(X+

n ).

Proposition 1.2.25 (Doobsches Upcrossing-Lemma):
Sei (Xn)n ein Submartingal, a < b und N ∈ N. Definiere

UN := max{k ∈ N | τk ≤ N}

als die Upcrossings bis zur Zeit N , wobei die Stoppzeiten definiert sind als τ0 := 0, σj+1 =
min{k > τj | Xk ≤ a}, τj+1 := min{k > σj+1 : Xk ≥ b}. Dann gilt

E(UN ) ≤ 1
b− a

E
(
(XN − a)+

)
≤ 1
b− a

(
E(X+

N ) + |a|
)
.
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Beweis:

1) Da (Xn)n ein Submartingal ist und ϕ(x) := (x− a)+ konvex und monoton wachsend
ist, folgt, dass Yn = (Xn − a)+ ein Submartingal definiert. Ferner gilt Yτk ≥ b− a
und Yσk = 0 für alle k ∈ N, d.h. Yτk − Yσk ≥ b− a.

2) Es gilt

D :=
N∑
k=1

(Yτk∧N − Yσk∧N ) =
UN∑
k=1

Yτk∧N − Yσk∧N︸ ︷︷ ︸
=Yτk−Yσk

+
N∑

k=UN+1
Yτk∧N︸ ︷︷ ︸
=YN≥0

− Yσk∧N︸ ︷︷ ︸
∈{0,YN}

≥
UN∑
k=1

(Yτk∧N − Yσk∧N ) ≥ UN · (b− a).

3) Es gilt σN+1 > N und damit

YN − Yσ1∧N = YσN+1∧N − Yσ1∧N =
N∑
k=1

(
Yσk+1∧N − Yσk∧N

)

=
N∑
k=1

(
Yσk+1∧N − Yτk∧N

)
+

N∑
k=1

(Yτk∧N − Yσk∧N )︸ ︷︷ ︸
=D

,

woraus

D = YN − Yσ1∧N −
N∑
k=1

(
Yσk+1∧N − Yτk∧N

)
≤ YN −

N∑
k=1

(
Yσk+1∧N − Yτk∧N

)
folgt.

4) Zusammen ergibt sich

E(UN )
2)
≤ 1
b− a

E(D)
3)
≤ 1
b− a

E(YN )− 1
b− a

·
N∑
k=1

E(Yσk+1∧N − Yτk∧N )︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 1
b− a

E(YN )

wobei τ̃ := τk ∧ N ≤ σk+1 ∧ N =: σ̃ Stoppzeiten sind, d.h. E(Yσ̃) ≤ E(Yτ̃ ) gilt.
Damit folgt die Behauptung, da YN = (XN − a)+.

Satz 1.2.26 (Submartingal-Konvergenzsatz):
Sei (Xn)n ein Submartingal mit c := supn∈N E(X+

n ) < ∞. Dann konvergiert Xn P-f.s.
gegen eine Zufallsvariable X∞ ∈ L1(F).
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Beweis:
Für die Konvergenz genügt es zu zeigen, dass P-f.s.

lim sup
n→∞

Xn ≤ lim inf
n→∞

Xn

gilt.

1) Definiere
Λ := {lim sup

n
Xn > lim inf

n
Xn} =

⋃
a<b,a,b∈Q

Λa,b

wobei Λa,b := {lim supnXn ≥ b} ∩ {lim infnXn ≤ a} = {ω ∈ Ω : U(a, b) = ∞},
d.h. die Pfade mit unendlich vielen upcrossings von a und b, wobei U(a, b) :=
limN→∞ UN (a, b) die Anzahl der (a, b)-upcrossings für den gesamten Pfad bezeichnet
(beachte: dies ist eine aufsteigende Folge).

2) Seien a, b ∈ Q, a < b beliebig. Mit monotoner Konvergenz (∗) und dem Doobschen
Upcrossing-Lemma (∗∗) gilt

E(U(a, b)) (∗)= lim
N→∞

E(UN )
(∗∗)
≤ 1

b− a
·
(

lim sup
N

E(X+
N )︸ ︷︷ ︸

≤c <∞

+ |a|
)
<∞

woraus U(a, b) <∞ P-f.s. und damit P(Λa,b) = 0 folgt. Als abzählbare Vereinigung
von Nullmengen ist Λ eine Nullmenge.

3) Es bleibt zu zeigen, dass X∞ := limn→∞Xn ∈ L1(F). Dazu gilt mit dem Lemma
von Fatou

E(|X∞|) = E(lim
n
|Xn|) = E(lim inf

n
|Xn|) ≤ lim inf

n
E(|Xn|)

≤ lim inf
n

(
2E(X+

n )− E(Xn)︸ ︷︷ ︸
≥E(X0)

)
≤ 2c− E(X0) <∞.

Definition 1.2.27:
Eine Menge von Zufallsvariablen H ⊂ L1(F) heißt gleichgradig integrierbar, falls

sup
X∈H

E
(
|X|1|X|≥L

)
L→∞−→ 0.

Proposition 1.2.28:
Es gelten

i) Gilt supX∈H E(|X|p) <∞ für ein 1 < p <∞, so ist H gleichgradig integrierbar.

ii) Gilt |X| ≤ Y für alle X ∈ H für ein festes Y ≥ 0 mit Y ∈ L1, so ist H gleichgradig
integrierbar.
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Beweis:

i) Ist X ∈ H, so gilt mit c := supX∈H E(|X|p)

E(|X|1{|X|≥L}) ≤ E
(
|X| |X|

p−1

Lp−1 1{|X|≥L}
)
≤ 1
Lp−1 E(|X|p)︸ ︷︷ ︸

≤c

L→∞−→ 0

uniform in X ∈ H.

ii) Für jedes X ∈ H gilt |X| ≤ Y , d.h. |X|1{|X|≥L} ≤ Y 1{|X|≥L} ≤ Y 1{|Y |≥L}, was
wegen Y ∈ L1 für L → ∞ gegen 0 P-f.s. konvergiert. Mit Hilfe von majorisierter
Konvergenz gilt

sup
X∈H

E(|X|1{|X|≥L}) ≤ E(Y 1{|Y |≥L})
L→∞−→ 0.

Satz 1.2.29 (Martingal-Konvergenzsatz):
Sei (Mn)n ein Martingal und {Mn : n ∈ N} gleichgradig integrierbar. Dann gilt

i) Mn →M∞ P-f.s. für ein M∞ ∈ L1(F).

ii) E(|Mn −M∞|)→ 0 für n→∞, d.h. Mn
L1
−→M∞.

iii) Mn = E(M∞ | Fn) für alle n ∈ N.

Ist Y ∈ L1(F) und definiere Mn := E(Y | Fn), so ist {Mn | n ∈ N} gleichgradig
integrierbar.

Beweis:

i) Für den ersten Teil genügt es zu zeigen, dass c := supn∈N E(M+
n ) <∞. Dann folgt die

Behauptung aus dem Submartingal-Konvergenzsatz. Da {Mn | n ∈ N} gleichgradig
integrierbar ist, gibt es für alle ε > 0 ein L > 0 mit supn∈N E(|Mn|1{|Mn|≥L}) < ε.
Daraus ergibt sich die Abschätzung

E(M+
n ) ≤ E(|Mn|) = E(|Mn|1{|Mn|≥L})︸ ︷︷ ︸

<ε

+E
(
|Mn|︸ ︷︷ ︸
<L

·1{|Mn|<L}
)
< ε+ L

unabhängig von n.

ii) Für L > 0 beliebig definiere die cutoff Funktion

fL(x) :=


L x > L

x −L ≤ x ≤ L
−L x < −L

23



welche stetig und beschränkt ist. Zerlege nun

E(|Mn −M∞|) = E(|Mn − fL(Mn) + fL(Mn)− fL(M∞) + fL(M∞)−M∞|)
≤ E(|Mn − fL(Mn)|)︸ ︷︷ ︸

αn

+E(|fL(Mn)− fL(M∞)|)︸ ︷︷ ︸
βn

+E(|fL(M∞)−M∞|)︸ ︷︷ ︸
γn

.

Nun gilt für αn

E(|Mn − fL(Mn)|) = E( |Mn − (−L)|︸ ︷︷ ︸
≤|Mn+L|≤2|Mn|

1{Mn<−L}) + E(|Mn − L|︸ ︷︷ ︸
≤2|Mn|

1{Mn>L})

≤ 2E(|Mn|1{|Mn|≥L}) ≤
ε

3
wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit für ein L ≥ L′ε, uniform in n.
Analog gilt für γn, da M∞ integrierbar ist,

E(|fL(M∞)−M∞|) ≤ 2E(|M∞| · 1{|M∞|>L}) <
ε

3
für ein L ≥ L′′ε . Also gilt für alle L ≥ Lε := max(L′ε, L′′ε) für alle n ∈ N αn+γn < 2

3ε.
Nach Teil i) gilt Mn → M∞ P-f.s., d.h. wegen der Stetigkeit von fL gilt auch
fL(Mn) → fL(M∞) P-f.s. Wegen |fL(Mn)| ≤ L ∈ L1 folgt mit Hilfe der majori-
sierten Konvergenz auch E(fL(Mn)) → E(fL(M∞)), d.h. es existiert ein Nε ∈ N,
sodass für alle n ≥ Nε gilt

E(|fL(Mn)− fL(M∞)|) ≤ ε

3 .

Also gilt die Behauptung für Lε und Nε.

iii) Fasse Mn als Kandidaten für die bedingte Wahrscheinlichkeit E(M∞ | Fn) auf. Da
Mn Fn-messbar ist, bleibt nur zu zeigen, dass für alle A ∈ Fn E(Mn1A) = E(M∞1A)
gilt. Für alle N ≥ n gilt wegen der Martingaleigenschaft von M in (∗)

|E((Mn −M∞)1A)| ≤ |E((Mn −MN )1A)|︸ ︷︷ ︸
(∗)
= 0

+ |E((MN −M∞)1A)|

≤ E(|MN −M∞|) N→∞−→ 0

woraus die Behauptung folgt, da die linke Seite unabhängig von N ist.

Zum Zusatz: Für alle n ∈ N, L > 0 gilt

E(|Mn|1{|Mn|≥L}) = E(|E(Y | Fn)|1{|Mn|≥L}) ≤ E(|Y |1{|Mn|≥L}).

Für alle K > 0 gilt also

E(|Mn|1{|Mn|≥L}) ≤ E(|Y |1{|Mn|≥L}1{|Y |≥K}) + E(|Y |1{|Mn|≥L}1{|Y |<K})
≤ E(|Y |1{|Y |≥K}) +K · E(1{|Mn|≥L})︸ ︷︷ ︸

≤ 1
L
E(|Mn|)
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wegen der Markoff-Ungleichung. Zusätzlich gilt E(|Mn|) = |E(Y | Fn)| ≤ E(|Y | | Fn)
und damit ist

E(|Mn|1{|Mn|≥L}) ≤ E(|Y |1{|Y |≥K}) + K

L
· E(|Y |)

eine gleichmäßige obere Schranke. FürK und L groß genug gilt daher E(|Mn|1{|Mn|≥L}) <
ε und damit die Behauptung.

Definition 1.2.30:
Definiere die σ-Algebra F∞ := σ (∪n∈NFn).
Korollar 1.2.31:
Für alle Y ∈ L1(F) gilt Mn := E(Y | Fn) n→∞−→ E(Y | F∞) P-f.s. Falls Y sogar F∞-
messbar ist, folgt Mn

n→∞−→ Y P-f.s.

Beweis:
Da Mn = E(Y | Fn), folgt nach dem zweiten Teil des MKS, dass {Mn | n ∈ N} gleich-
gradig integrierbar ist. Also folgt aus dem MKS Mn →M∞ P-f.s. für eine integrierbare
Zufallsvariable M∞. Zu zeigen ist nur, dass M∞ = E(Y | F∞). Jedes Mn ist Fn ⊂ F∞-
messbar, d.h. auch M∞ als P-f.s. Limes. Nach dem Martingalkonvergenzsatz gilt

E(Y | Fn) = Mn = E(M∞ | Fn) P−f.s.

für alle n, d.h. nach der Definition der bedingten Erwartung gilt

E(Y 1A) = E(M∞1A) ∀A ∈ Fn ∀n

und weil A ∈ ∪n∈NFn ein schnittstabiler Erzeuger von F∞ ist, gilt auch

E(Y 1A) = E(M∞1A) ∀A ∈ F∞ .
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1.3. Martingale in stetiger Zeit
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und X = (Xt)t≥0 ein reellwertiger Prozess auf (Ω,F ,P) mit
Xt ∈ L1 für alle t ≥ 0. Sei eine Filtrierung (F t)t≥0 gegeben und X sei (F t)t-adaptiert.
Definition (Übliche Bedingungen):
Eine Filtrierung (F t)t von F erfüllt die üblichen Bedingungen, wenn

• (F t)t ist rechtsstetig.

• (F t)t enthält alle N ∈ F mit P(N) = 0 für alle t ≥ 0. Dabei genügt zu zeigen, dass
N ∈ F0 für alle P-Nullmengen aus F .

Proposition 1.3.1:
Sei X (F t)t-adaptiert und RCLL und (F t)t erfülle die üblichen Bedingungen. Dann
existiert eine Folge von Stoppzeiten (τn)n bzgl. (F t)t, die die Sprünge von X ausschöpft
im Sinne von

{(t, ω) ∈ (0,∞)× Ω : Xt(ω) 6= Xt−(ω)} ⊂
⋃
n∈N
{(t, ω) ∈ [0,∞)× Ω : τn(ω) = t}

Bemerkung:
Sei Z eine reellwertige Zufallsvariable und c ≥ 0. Dann sind die Aussagen äquivalent:

i) P(Z ≥ λ) ≤ 1
λ · c ∀λ > 0.

ii) P(Z > λ) ≤ 1
λ · c ∀λ > 0.

Beweis:
i)⇒ ii): Wähle zu λ > 0 eine fallende Folge λm ↓ λ. Dann gilt {Z ≥ λm} ↑ {Z > λ}, d.h.
∪m∈N{Z ≥ λm} = {Z > λ}. Daraus folgt mit der Maßstetigkeit von unten

P(Z > λ) = lim
m

P(Z ≥ λm) ≤ lim
m

1
λm
· c = 1

λ
· c.

ii) ⇒ i): Wähle zu λ > 0 eine aufsteigende Folge λm ↑ λ, so gilt {Z > λm} ↓ {Z ≥ λ},
d.h. ∩m∈N{Z > λm} = {Z ≥ λ}. Also folgt mit der Maßstetigkeit von oben

P(Z ≥ λ) = lim
m

P(Z > λm) ≤ lim
m

1
λm
· c = 1

λ
· c.

Satz 1.3.2 (Doobsche Submartingal-Ungleichung):
Sei (Xt)t ein (F t)t-Submartingal, wobei die Pfade von (Xt)t rechtsstetig sind. Dann gilt
für alle t > 0 und λ > 0

P
(

sup
0≤s≤t

Xs ≥ λ
)
≤ 1
λ
E(X+

t ).

Beweis:
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i) Sei n ∈ N und t > 0 beliebig. Definiere einen zeitdiskreten stochastischen Prozess
(Yk)k durch Yk := X k·t

2n
und eine zeitdiskrete Filtrierung durch Fk := F Yk , dann

ist (Yk)k ein (Fk)k-Submartingal. Für jedes λ > 0 gilt wegen der Doobschen
Submartingal-Ungleichung in diskreter Zeit für N := 2n

P
(

sup
k≤N

X kt
2n
> λ

)
= P

(
sup
k≤N

Yk > λ
)
≤ 1
λ
E(Y +

N ) = 1
λ
E(X+

t )

für alle n ∈ N. Definiere Fn := {0, t
2n , . . . , t} und F = ⋃

n∈N Fn, dann liegt F dicht
in [0, t]. Wegen Fn ↑ F gilt auch

{ sup
s′∈Fn

Xs′ > λ} ↑ {sup
s′∈F

Xs′ > λ} = { sup
s∈[0,t]

Xs > λ}

wobei im letzten Schritt die rechtsstetigen Pfade eingehen. Denn für jedes s ∈ [0, t]
existiert eine Folge (s′l)l ⊂ F mit s′l ↓ s, sodass mit der Rechtsstetigkeit folgt

Xs(ω) = lim
l→∞

Xs′
l
(ω) ≤ sup

s′∈F
Xs′(ω)

woraus nach Bildung des Supremums sups∈[0,t]Xs(ω) ≤ sups′∈F Xs′(ω) folgt. Die
andere Ungleichung ist klar.
Mit der Maßstetigkeit von unten folgt nun P(sups′∈Fn Xs′ > λ) −→ P(sups∈[0,t]Xs >
λ), d.h. es gilt

P
(

sup
s∈[0,t]

Xs > λ
)
≤ 1
λ
E(X+

t ) ∀λ > 0

Bem.⇔ P
(

sup
s∈[0,t]

Xs ≥ λ
)
≤ 1
λ
E(X+

t ) ∀λ > 0.

Proposition 1.3.3:
Sei X ein Martingal (Submartingal) und ϕ : R → R konvex (und monoton wachsend)
mit ϕ(Xt) ∈ L1 für alle t ≥ 0. Dann ist (ϕ(Xt))t ein (Ft)t-Submartingal.

Beweis:
Wie im diskreten Fall.

Definition 1.3.4 (Aufsteigende Überquerungen eines Intervalles):
Sei Y = (Yt)t ein reellwertiger stochastischer Prozess, α < β ∈ R und F ⊂ [0,∞) eine
endliche Teilmenge der Zeitachse.
Dazu sei UF (α, β, Y (ω)) die Anzahl der upcrossings des Intervalls [α, β] durch (Yt)t∈F ,
d.h. definiere

τ1 := min{t ∈ F : Xt ≤ α}
σj := min{t ∈ F : t ≥ τj , Xt ≥ β}

τj+1 := min{t ∈ F : t ≥ σj , Xt ≤ α}
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für j ≥ 1 und bezeichne mit UF (α, β, Y (ω)) das größte j mit σj(ω) <∞.
Für nichtendliche Zeitmengen I ⊂ [0,∞) definiere

UI(α, β, Y (ω)) := sup{UF (α, β, Y (ω)) : F ⊂ I endlich}.

Satz 1.3.5 (Doobsche Submartingal-Ungleichungen):
Sei X ein Submartingal mit rechtsstetigen Pfaden, [s0, t0] ⊂ [0,∞) ein Zeitintervall,
α < β und λ > 0 beliebig. Dann gelten

i) Die Doobsche Submartingal-Ungleichung, 1. Form:

P
(

sup
s0≤t≤t0

Xt ≥ λ
)
≤ 1
λ
E(X+

t0).

ii) Die Doobsche Submartingal-Ungleichung, 2. Form:

P
(

inf
s0≤t≤t0

Xt ≤ −λ
)
≤ 1
λ

(
E(X+

t0)− EXs0

)
.

iii) Die Upcrossing / Downcrossing-Ungleichung

EU[s0,t0](α, β,X) ≤
E(X+

t0) + |α|
β − α

ED[s0,t0](α, β,X) ≤
E
(
(Xt0 − α)+

)
β − α

.

iv) Die Doobsche Maximalungleichung: Falls Xt ≥ 0 P-f.s. für alle t und Xp
t0 ∈ L

1:

E
((

sup
s0≤t≤t0

Xt

)p)
≤
(

p

p− 1

)p
E(Xp

t0)

für alle p > 1.

v) Regularität der Pfade:
• P-f.a. Pfade weisen keine Unstetigkeitsstellen zweiter Art auf, d.h. die links-

seitigen Limiten existieren überall auf (0,∞).
• Falls die Filtrierung die üblichen Bedingungen erfüllt, so existiert eine Folge

von Stoppzeiten, die die Sprünge ausschöpft.

Beweis:

i) Wurde bereits bewiesen.

ii) Siehe Übungen.
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iii) U[s0,t0](α, β,X) ist messbar als Supremum messbarer Abbildungen. Für eine belie-
bige diskrete Menge F = {t1, . . . , tN} mit ti < ti+1 gilt

E (UF (α, β,X)) ≤ 1
β − α

(
E(X+

tN
) + |α|

)
⇒E(UF (α, β,X)) ≤ E(UF∪{t0}(α, β,X)) ≤ 1

β − α

(
E(X+

t0) + |α|
)
.

Sei Fn eine Folge endlicher Mengen mit Fn ↑ ([s0, t0] ∩Q) ∪ {s0, t0}︸ ︷︷ ︸
=:Q

, so folgt wegen

der Monotonie
E(UQ(α, β,X)) ≤ 1

β − α

(
E(X+

t0) + |α|
)
.

Mit der Dichtheit von Q in [s0, t0] und der Rechtsstetigkeit folgt die Behauptung.

iv) Für diskretes F ⊂ [s0, t0] gilt hier erneut

E
((

sup
s0≤t≤t0

Xt

)p)
≤
(

p

p− 1

)p
E(Xp

t0).

Mit der selben approximierenden Folge, der Dichtheit und der Rechtsstetigkeit folgt
die Behauptung aus

E
((

sup
t∈Q

Xt

)p)
≤
(

p

p− 1

)p
E(Xp

t0).

v) Wir zeigen die Beschränktheit auf jedem Kompaktum. Dazu sei das Kompaktum
OE [0, n] für ein n ∈ N. Es gilt

P
(

sup
0≤t≤n

Xt =∞
)

= P
(

sup
0≤t≤n

Xt ≥ K ∀K
)

= lim
K→∞

P
(

sup
0≤t≤n

Xt ≥ K
)

≤ lim
K→∞

1
K

E(X+
n ) = 0.

Die Existenz der linksseitigen Limiten für P-f.a. Pfade: Dazu sei für n ≥ 1

A
(n)
[α,β] = {ω ∈ Ω : U[0,n](α, β,X(ω)) =∞}.

Dann gilt P
(
A

(n)
[α,β] = 0

)
, denn

EU[0,n](α, β,X)︸ ︷︷ ︸
≥0

<∞ =⇒ U[0,n](α, β,X) <∞ P−f.s..

Damit gilt auch P(A(n)) = 0 für A(n) = ⋃
α<β,α,β∈QA

(n)
[α,β]. Nun gilt die Inklusion

{∃t ∈ [0, n] : lim inf
s↑t

Xs(ω) < lim sup
s↑t

Xs(ω)} ⊂ A(n).
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Daraus folgt, dass Xt−(ω) := lims↑tXs(ω) für jedes t ∈ [0, n] und alle ω ∈ Ω\A(n)

existiert. Da n beliebig war, gilt, dass für P-f.a. Pfade ω die linksseitigen Limiten
für alle t existieren.

Proposition 1.3.6:
Sei X ein Submartingal. Dann gelten:

i) Es existiert eine Menge Ω∗ ∈ F mit P(Ω∗) = 1, sodass

XQ
t+(ω) := lim

s↓t,s∈Q
Xs(ω)

XQ
t−(ω) := lim

s↑t,s∈Q
Xs(ω)

für alle t ≥ 0 (bzw. t > 0) und alle w ∈ Ω∗ existiert.

ii) Für die Limiten aus (i) gilt

E(XQ
t+ | F t) ≥ Xt P−f.s.

E(Xt | F t−) ≥ XQ
t− P−f.s.

für alle t ≥ 0.

iii) (XQ
t+)t≥0 ist ein (F t)t-Submartingal mit RCLL Pfaden.

Beweis:
Ohne Beweis.

Satz 1.3.7:
Sei X ein Submartingal und (F t)t erfülle die üblichen Bedingungen. Dann gilt

i) X hat eine rechtsstetige Modifikation genau dann, wenn [0,∞) 3 t 7→ EXt rechtss-
tetig ist.

ii) Wenn eine rechtsstetige Modifikation existiert, so kann diese RCLL gewählt werden,
sodass die Modifikation (F t)t-adaptiert ist. Die Modifikation kann als Submartingal
bezüglich (F t)t gewählt werden.

Beweis:

i) ” ⇐ ”: Sei t 7→ EXt rechtsstetig. Per Annahme gilt F t+ = F t. Wähle (XQ
t+)t

aus Proposition 1.3.6 und zeige, dass dieser Prozess eine Modifikation mit den
gewünschten Eigenschaften ist. Zunächst ist (XQ

t+)t per Definition rechtsstetig und
(F t+)t-adaptiert. Also bleibt nur zu zeigen, dass (XQ

t+)t eine Modifikation von (Xt)t
ist.
Wähle eine Folge (qn)n ⊂ Q mit qn ↓ t. Dann gilt limnXqn = XQ

t+ P-f.s. nach
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Proposition 1.3.6(i). Ferner gilt wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit in (∗)
und der Rechtsstetigkeit von t 7→ EXt in (∗∗)

EXQ
t+

(∗)= lim
n

EXqn
(∗∗)= EXt

und Proposition 1.3.6(ii) liefert XQ
t+ = E(XQ

t+ | F t) ≥ Xt P-f.s. Zusammen folgt
also wegen EXQ

t+ −Xt) = 0 und XQ
t+ −Xt ≥ 0 XQ

t+ = Xt P-f.s.
” ⇒ ”: Sei (X̃t)t eine rechtsstetige Modifikation. Sei tn ↓ t eine Folge, so gilt
P(Xt = X̃t, Xtn = X̃tn∀n) = 1 und wegen der Rechtsstetigkeit limn X̃tn = X̃t P-f.s.
Also gilt limnXtn = Xt P-f.s. und wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit auch
EXt = limn EXtn , sodass t 7→ EXt rechtsstetig ist.

ii) Folgt mit (iii) aus Proposition 1.3.6.
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1.3.A. Konvergenzsätze

Satz 1.3.8 (Konvergenzsatz für Submartingale):
Sei X ein rechtsstetiges Submartingal bezüglich (F t)t und c := supt≥0 EX+

t <∞. Dann
existiert ein X∞ := limt→∞Xt P-f.s. und X∞ ∈ L1.

Beweis:
Für alle n ≥ 1 und α < β beliebig gilt

EU[0,n](α, β,X) ≤ 1
β − α

(
EX+

n + |α|
)
≤ 1
β − α

(c+ |α|)

d.h. wegen der monotonen Konvergenz auch

EU[0,∞)(α, β,X) ≤ 1
β − α

(c+ |α|) .

Sei A[α,β] = {U[0,∞)(α, β,X) = ∞}. Dann gilt wegen E(U[0,∞)(α, β,X)) < ∞ auch
P(A[α,β]) = 0. Also gilt für

A :=
⋃

α<β,α,β∈Q
A[α,β]

auch P(A) = 0. Außerdem gilt {lim suptXt(ω) > lim inftXt(ω)} ⊂ A, woraus für ω ∈ Ω\A
limtXt(ω) existiert, d.h. wegen P(Ω\A) = 1 P-f.s.
Es bleibt zu zeigen, dass X∞ := limt→∞Xt ∈ L1. Mit dem Lemma von Fatou folgt
allerdings

E |X∞| = E(lim inf
t
|Xt|) ≤ lim inf

t
E(|Xt|)︸ ︷︷ ︸
≤supt E|Xt|

<∞.

Bemerkung:
Für ein Sub-Martingal X gilt supt≥0 EX+

t <∞⇔ supt≥0 E(|Xt|) <∞, denn

E(|Xt|) = 2E(X+
t )− E(Xt) ≤ 2EX+

t − EX0.

Also gilt E(|Xt|) ≤ 2C − E(X0) <∞. Die andere Richtung ist trivial.
Satz 1.3.9:
Sei X ein rechtsstetiges, nichtnegatives Supermartingal. Dann existiert X∞ := limt→∞Xt

P-f.s., X∞ ist in L1 und (Xt)t∈[0,∞] ist ein (F t)t∈[0,∞]-Super-MG.

Beweis:
Yt := −Xt ist ein Submartingal mit EY +

t = E((−Xt)+) = 0 für alle t ≥ 0. Daher folgen
die P-f.s. Konvergenz und X∞ ∈ L1 aus Satz 1.3.8.
Es bleibt noch zu zeigen, dass E(X∞ | F t) ≤ Xt P-f.s. gilt. Mit dem Satz von Fatou für
bedingte Erwartungswerte und der Supermartingal-Eigenschaft von X folgt

E(X∞ | F t) ≤ lim inf
s

E(Xs | F t) ≤ Xt P−f.s..
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Satz 1.3.10:
Sei X ein rechtsstetiges Submartingal. Dann gilt (a)⇒ (b)⇒ (c) in

(a) {Xt : t ≥ 0} ist gleichgradig integrierbar.

(b) (Xt)t konvergiert in L1.

(c) (Xt)t konvergiert P-f.s. gegen X∞ ∈ L1 und (Xt)t∈[0,∞] ist ein F t-Submartingal.

Gilt darüber hinaus Xt ≥ 0 für alle t ≥ 0, so gilt (c)⇒ (a).

Beweis:
(a)⇒ (b): Aus der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt supt E |Xt| <∞⇔ supt E(X+

t ) <
∞. Satz 1.3.8 zeigt die P-f.s. Konvergenz und aus der P-f.s. Konvergenz und der gleich-
gradigen Integrierbarkeit folgt L1-Konvergenz.
(b)⇒ (c): Aus der L1-Konvergenz folgt supt E |Xt| <∞, also die P-f.s. Konvergenz nach
Satz 1.3.8. Ferner gilt mit dem Lemma von Fatou

E(X∞ | F t) ≥ lim sup
s

E(Xs | F t) ≥ Xt.

(c) ⇒ (a): Für Xt ≥ 0 für alle t ≥ 0 folgt, dass 0 ≤ Xt ≤ E(X∞ | F t) gleichgradig
integrierbar ist.

Satz 1.3.11:
Sei X ein rechtsstetiges Martingal. Es sind äquivalent:

a) X ist gleichgradig integrierbar.

b) X konvergiert P-f.s. und in L1 gegen X∞.

c) Das Martingal ist abschließbar, d.h. es existiert ein Z ∈ L1 mit Xt = E(Z | F t)
P-f.s. für alle t ≥ 0.

Beweis:
(a)⇒ (b): Mit dem vorigen Satz.
(b)⇒ (c): Setze Z := X∞ ∈ L1. Zu zeigen ist Xs = E(X∞ | Fs) P-f.s. Sei dazu t ≥ s, so
gilt

‖Xs − E(X∞ | Fs)‖L1 = ‖E(Xt −X∞ | Fs)‖L1

≤ E |Xt −X∞| = ‖Xt −X∞‖L1
t→∞−→ 0.

Noch zu zeigen: E(X∞ | F t) ≤ Xt P-f.s. Dazu wende wieder das Lemma von Fatou für
bedingte Erwartungswerte und die Supermartingal-Eigenschaft an:

E(X∞ | F t) ≤ lim inf
s

E(Xs | F t) ≤ Xt P−f.s..
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Satz 1.3.12 (Optionaler Stoppsatz):
Sei (Xt)t∈[0,∞] ein rechtsstetiges Submartingal bezüglich (F t)t und σ ≤ τ Optionszeiten
bezüglich (F t)t. Dann gelten

a) Es gilt
E(Xτ | Fσ+) ≥ Xσ P−f.s.

wobei Fσ+ := {A ∈ F : A ∩ {σ ≤ t} ∈ F t+ ∀t ≥ 0}.

b) Falls σ eine Stoppzeit bezüglich (F t)t ist, so gilt

E(Xτ | Fσ) ≥ Xσ P−f.s..

c) Daraus folgt
EXτ ≥ EXσ ≥ EX0.

d) Ist (Xt)t∈[0,∞] ein Martingal, so gilt in a) bis c) Gleichheit.

Beweis:
a) ⇒ b): Sei σ eine Stoppzeit und sei A ∈ Fσ. Dann gilt A ∩ {σ ≤ t} ∈ F t ⊂ F t+ , d.h.
A ∈ Fσ+ . Aus a) folgt ∫

A
XτdP

(a)
≥
∫
A
XσdP ∀A ∈ Fσ ⊂ Fσ+ ,

d.h. es gilt E(Xτ | Fσ) ≥ Xσ P-f.s.
a): Wir zeigen dies nur für den Martingalfall. Der Fall des Submartingals ist eine Übung.

i) Reduktion auf diskrete Zeit: Definiere dafür

σn :=
{

k
2n {ω : k−1

2n ≤ σ(ω) < k
2n } auf k ≤ 22n

∞ sonst

und analog für τn. Beachte:
• σn und τn sind für festes n beschränkte Stoppzeiten (abgesehen von +∞).
• σn und τn sind ebenfalls Stoppzeiten. Sei dazu t > 0 beliebig. Dann existiert

ein k ∈ N0 mit k
2n ≤ t <

k+1
2n . Es gilt σn ≤ t⇔ σ < k

2n für ein k ≤ 22n, d.h. es
gilt

{σn ≤ t} =
{
{σ < k

2n } falls k ≤ 22n

{σ < 2n} sonst
∈

F k
2n

für k ≤ 22n

F2n sonst
∈ F t

• σn und τn nehmen nur endlich viele Werte an: { k2n : k ≤ 22n} ∪ {∞}.
• σn ≤ τn wegen σ ≤ τ .
• σn ↓ σ und τn ↓ τ .
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• σn ≥ σn+1.

Sei n bis auf weiteres fest. X k
2n

ist ein
(
F k

2n

)
k
-Martingal. Doobs optionaler Stopp-

satz 1.2.15 zeigt
E(Xτn | Fσn) = Xσn .

Es gilt also für alle A ∈ Fσn ∫
A
XτndP =

∫
A
XσndP . (∗)

Dies gilt insbesondere für alle A ∈ ∩k∈NFσk . Nun gilt

A ∈ ∩k Fσk ⇔ A ∩ {σk ≤ t} ∈ F t ∀t ∀k

⇒ A ∩
⋂
k

{σk ≤ t} ∈ F t+ ∀t ⇒ A ∈ Fσ+ .

Verwende (∗) nur noch für A ∈ Fσ+ .

ii) Ziel: Limes n→∞ in (∗) für A ∈ Fσ+ .
Dazu benötigen wir die Konvergenz von Xτn und Xσn in L1. Es gilt die P-f.s.
Konvergenz, d.h. Xτ = limnXτn und Xσ = limnXσn P-f.s. weil σn ↓ σ und τn ↓ τ
sowie der Rechtsstetigkeit von (Xt)t.
Zeige also die gleichgradige Integrierbarkeit, dann folgt die Behauptung. Nun
ist (Xσn)n ein (Fσn)n-Rückwärtsmartingal, da es integrierbar und adaptiert ist
und es gilt E(Xσn | Fσn+1) = Xσn+1 P-f.s. (OST in diskreter Zeit). Ferner ist
E := limn EXσn = EX0 > −∞ und damit folgt aus der Übung die gleichgradige
Integrierbarkeit.

Beispiel 1.3.13 (Poisson-Prozess):
Sei (Ti)i∈N eine Folge von i.i.d. ZV, wobei Ti ∼ exp(λ) für λ > 0. Setze S0 = 0 und
Sn = ∑n

i=1 Ti für n ≥ 1 (Ankunftszeiten). Definiere Nt := max{n ≥ 0 : Sn ≤ t} für alle
t ∈ [0,∞) als die Ankünfte bis zur Zeit t. Dann ist (Nt)t ein N0-RCLL stochastischer
Prozess. Definiere FNt := σ(Ns : s ≤ t). Im letzten Semester wurde gezeigt:

• (Nt)t hat unabhängige Zuwächse.

• Daher ist Nt −Ns unabhängig von Fs für alle s.

• Nt −Ns ist Poisson-verteilt mit Erwartungswert λ(t− s).

Zeige noch, dass (Nt)t ein Submartingal ist. Dafür sei t > s. Dann gilt

E(Nt | Fs) = E(Ns + (Nt −Ns) | Fs) = Ns + E(Nt −Ns) = Ns + λ(t− s) ≥ Ns.

Definition 1.3.14 (kompensierter Poisson-Prozess):
Definiere Mt = Nt − λt für alle t ≥ 0. Beachte, dass FNt = FMt für alle t ≥ 0 gilt. Dann
ist (Mt)t ein Martingal.
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Bemerkung:
Es gilt Nt = Mt + λt, d.h. ist die Summe von einem Martingal und einem wachsenden,
vorhersagbaren Prozess. Vergleiche auch die Doobsche Martingalzerlegung.
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1.4. Doob-Meyer-Zerlegung
Definition 1.4.1 (Aufsteigende Zufallsfolge):
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum, (Fn)n eine Filtrierung von F und (An)n eine Folge von
Zufallsvariablen und An sei Fn-messbar für alle n ∈ N. Dann heißt (An)n eine aufsteigende
zufällige Folge, wenn 0 = A0 ≤ A1 ≤ . . . P-f.s. und E(|An|) = E(An) <∞ für alle n ∈ N.
Eine aufsteigende zufällige Folge (An)n heißt integrierbar, wenn E(A∞) <∞ für A∞ =
limn→∞An.
Eine beliebige Folge von Zufallsvariablen (ξn)n heißt vorhersagbar (predictable) bezüglich
(Fn)n, wenn ξn ∈ Fn−1 für alle n ∈ N.
Bemerkung (Martingaltransformation):
Sei (ξn)n eine vorhersagbare Folge mit E(|ξn|) <∞ für alle n und (Mn)n ein beschränktes
Martingal. Dann ist mit

Y0 := 0 und Yn :=
n∑
k=1

ξk (Mk −Mk−1) ∀n ≥ 1

auch (Yn)n ein Martingal.

Beweis:
Die Integrierbarkeit ist klar, da jeder Summand die Form ξk (Mk −Mk−1) hat mit ξk ∈ L1

und (· · · ) beschränkt. Es gilt wegen der Vorhersagbarkeit von ξ in (∗)

E(Yn+1 | Fn) = E(Yn + ξn+1(Mn+1 −Mn) | Fn)
(∗)= Yn + ξn+1 E(Mn+1 −Mn | Fn) = Yn + ξn+1 · 0 = Yn.

Definition 1.4.2:
Sei (An)n eine aufsteigende zufällige Folge bezüglich (Fn)n. Dann heißt (An)n natürlich,
wenn für alle n ≥ 1

E(MnAn) = E
(

n∑
k=1

Mk−1 (Ak −Ak−1)
)

für alle beschränkten Martingale (Mn)n gilt.
Bemerkung:
(An)n ist genau dann natürlich, wenn für die Martingaltransformation Y = (Yn)n von
(An)n durch jedes beschränkte Martingal EYn = 0 für n ≥ 1 erfüllt.

Beweis:
Bezeichne mit Mb die Menge der beschränkten Martingale. Dann gilt

(An)n natürlich⇐⇒
n∑
k=0

E(MkAk) =
n∑
k=1

E(Mk−1Ak) ∀n ∀M ∈Mb
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sowie (beachte, dass A0 = 0)

EYn = 0 ∀n⇐⇒
n∑
k=0

E(AkMk) =
n∑
k=1

E(AkMk−1) ∀n ∀M ∈Mb.

Proposition 1.4.3:
Sei (An)n eine aufsteigende zufällige Folge. Dann gilt

(An)n vorhersehbar ⇐⇒ (An)n natürlich.

Beweis:
”⇒ ”: Es gilt

E(MkAk) = E(E(MkAk | Fk−1)) = E(Ak E(Mk | Fk−1) = E(AkMk−1)

und die Summation über k liefert die Behauptung.
”⇐ ”: Sei (Mn)n ein beliebiges beschränktes Martingal. Dann gilt

E(Mn[An − E(An | Fn−1)])
= E((Mn −Mn−1)An) + E(Mn−1[An − E(An | Fn−1)])
− E((Mn −Mn−1)E(An | Fn−1)) = 0

denn
E((Mn −Mn−1)An) = E(Yn)− E(Yn−1) = 0

mit Y aus der Martingaltransformation und weil (An)n natürlich ist, sind alle Erwar-
tungswerte 0. Zweitens ist E(An −E(An | Fn−1)) = 0 und damit verschwindet der zweite
Term (bedinge vorher auf Fn−1 und nutze die Eigenschaften der bedingten Erwartung).
Weil M ein Martingal ist, gilt

E((Mn −Mn−1)E(An | Fn−1)) = E
(
E(Mn −Mn−1 | Fn−1)︸ ︷︷ ︸

=0

E(An | Fn−1)
)
.

Sei n fest. Definiere (M (n)
k )k durch

M
(n)
k :=

{
Z(n) k ≥ n
E(Z(n) | Fk) k < n

mit Z(n) := sgn (An − E(An | Fn−1)) ∈ Fn. Es gilt

•
∣∣∣M (n)

k

∣∣∣ ≤ 1, also ist (M (n)
k )k beschränkt.

• E(M (n)
k | Fk−1) = M

(n)
k−1 für alle k, denn für k < n folgt dies per Definition. Für

k = n folgt dies wegen
E(Z(n) | Fk−1) = M

(n)
k−1

ebenfalls nach Definition. Für k > n gilt E(Z(n) | Fk) = Z(n), da Z(n) ∈ Fn.
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Mit dieser Wahl gilt

0 = E
(
M (n)
n︸ ︷︷ ︸

=Z(n)

[
An − E(An | Fn−1)

])
= E(|An − E(An | Fn−1)|)

woraus An = E(An | Fn−1) P-f.s. folgt. Also ist (An)n vorhersehbar.

Definition 1.4.4 (aufsteigend):
(At)t heißt aufsteigend, wenn

1) (At)t ist (F t)t-adaptiert

2) A0 = 0 P-f.s.

3) t 7→ At(ω) ist monoton wachsend und rechtsstetig P-f.s.

4) EAt <∞ für alle t ≥ 0.

Gilt außerdem EA∞ <∞ für A∞ = limt→∞At, so heißt (At)t integrierbar.
Definition 1.4.5 (natürlich):
Sei (At)t ein aufsteigender Prozess. Dann heißt (At)t natürlich, wenn

E
(∫

[0,t]
MsdAs

)
= E

(∫
[0,t]

Ms−dAs

)
(∗)

für alle t ≥ 0 und alle beschränkten, rechtsstetigen Martingale (Ms)s.
Bemerkung 1.4.6:
i) Die Integrale sind wohldefiniert, falls (At)t aufsteigend ist und X = (Xt)t ein

messbarer stochastischer Prozess. Dann ist für festes ω ∈ Ω

I±t (ω) =
∫

[0,t]
X±s (ω)dAs(ω)

wohldefiniert als Lebesgue-Stieltjes-Integral (d.h. (As(ω))s induziert ein äußeres
Maß). Sofern I±t (ω) endlich sind (und wohldefiniert), so definiert It := I+

t − I−t
einen stochastischen Prozess.
In unserem Fall ist (Xt)t = (Mt)t adaptiert und rechtsstetig. Also definiert (It)t
einen rechtsstetigen, progressiv messbaren stochastischen Prozess.

ii) Ist (At)t aufsteigend und stetig, dann (At)t ist natürlich.

Beweis von (ii):
Gemäß Satz 1.3.5(v) hat (Ms(ω))s höchstens abzählbar viele Unstetigkeitsstellen. Also
gilt für P-f.a. ω ∫

[0,t]
(Ms(ω)−Ms−(ω)) dAs(ω) = 0

für alle t > 0.
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Lemma 1.4.7:
Sei (At)t aufsteigend und (Mt)t beschränktes, rechtsstetiges Martingal. Dann gilt

E(MtAt) = E
(∫

[0,t]
MsdAs

)
.

Insbesondere gilt (∗) aus Definition 1.4.5 genau dann, wenn E(
∫

[0,t]Ms−dAs) = E(MtAt).

Beweis:
Für eine Partition Π = {t0, . . . , tn} von [0, t] mit 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = t definiere

MΠ
s =

n∑
k=1

Mtk1(tk−1,tk](s).

Nutze die Martingaleigenschaft in (∗), so gilt

E
(∫

[0,t]
MΠ
s dAs

)
= E

(
n∑
k=1

Mtk(Atk −Atk−1)
)

= E
(

n∑
k=1

MtkAtk −
n−1∑
k=1

Mtk+1︸ ︷︷ ︸
(∗)
=Mtk

Atk

)

= E(MtAt).

Für max1≤k≤n |tk − tk−1| → 0 gilt MΠ
s → Ms. Da (MΠ

s )s beschränkt ist durch die
Schranke an (Ms)s für jede Wahl von Π folgt die Behauptung aus dem Satz von Lebesgue.

Definition 1.4.8:
Definiere

S := {τ : τ Stoppzeit bzgl. (F t)t,P(τ <∞) = 1}
Sa := {τ : τ Stoppzeit bzgl. (F t)t,P(τ ≤ a) = 1}.

Sei (Xt)t rechtsstetig und adaptiert.

i) (Xt)t heißt von der Klasse D, wenn {Xτ : τ ∈ S} gleichgradig integrierbar ist.

ii) (Xt)t heißt von der Klasse DL, wenn {Xτ : τ ∈ Sa} gleichgradig integrierbar ist für
jedes a > 0.

Aufgabe 1.4.9:
Sei (Xt)t ein rechtsstetiges Submartingal mit Xt ≥ 0 oder Xt = Mt +At für jedes t ≥ 0,
wobei M ein Martingal und A ein aufsteigender Prozess.
Dann ist (Xt)t von der Klasse DL.
Ist (Xt)t ein gleichgradig integrierbares, rechtsstetiges Martingal, dann ist (Xt)t von der
Klasse D.
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Satz 1.4.10 (Doob-Meyer-Zerlegung):
Sei (Xt)t ein rechtsstetiges Submartingal, (Xt)t von der Klasse DL und (F t)t erfülle die
Standard-Bedingungen. Dann gelten

a) Es existiert ein rechtsstetiges Martingal (Mt)t und ein aufsteigender Prozess (At)t
mit

Xt = Mt +At (∗∗)
für alle t ≥ 0.

b) (At)t kann natürlich gewählt werden.

c) Wenn wir verlangen, dass (At)t natürlich ist, dann ist die Zerlegung eindeutig im
Sinne der Ununterscheidbarkeit.

d) Ist (Xt)t von der Klasse D, dann ist (Mt)t gleichgradig integrierbar und (At)t
integrierbar.

Beweis:
Eindeutigkeit: Sei Xt = Mt +At = M ′t +A′t für alle t ≥ 0, wobei (Mt)t, (M ′t)t rechtss-
tetige Martingale und (At)t, (A′t)t natürliche, aufsteigende Prozesse. Dann ist

Zt := At −A′t = M ′t −Mt

wobei At−A′t die Differenz zweier monotoner Funktionen, also von beschränkter Variation
(für festes ω) ist. Sei (ξt)t ein beschränktes, rechtsstetiges Martingal. Nutze in (∗), dass
At und A′t natürlich sind, so gilt

E(ξt(At −A′t))
Lemma 1.4.7= E

(∫
(0,t]

ξsdAs −
∫

(0,t]
ξsdA

′
s

)
(∗)= E

(∫
(0,t]

ξs−dZs

)

Lebesgue= lim
n→∞

E

mn∑
j=1

ξ
(n)
tj−1(Z(m)

tj − Z
(m)
tj−1)


für eine Folge von Partitionen {t(n)

0 , . . . , t
(n)
mn} mit max1≤j≤mn

∣∣∣t(n)
j − t

(n)
j−1

∣∣∣ → 0 und
„geschachtelt“. Da ξ(n)

tj−1 ∈ F t(n)
j−1

und Z
t
(n)
j

− Z
t
(n)
j−1

ein Martingal ist, gilt

E
(
ξ
t
(n)
j−1

(
Z
t
(n)
j

− Z
t
(n)
j−1

))
= 0

sodass E(ξt(At −A′t)) = 0 für alle t folgt.
Wähle (ξt)t durch ξt := E(ξ | F t) für alle t und für eine beschränkte Zufallsvariable ξ.
Satz 1.3.7 (unter üblichen Bedingungen) zeigt, dass (ξt)t als rechtsstetige Modifikation
gewählt werden kann unter Erhalt der Martingal-Eigenschaft. Also gilt

0 = E(E(ξ | F t)(At −A′t)) = E(ξt(At −A′t)).
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Da ξ beliebig war gilt At = A′t P-f.s. Da (At)t, (A′t)t rechtsstetig sind, folgt also P(At =
A′t ∀t ≥ 0) = 1.
Existenz:
Schritt 1: Schränke zunächst auf [0, a] ein. Es genügt, dies zu betrachten: verwende
dazu die Eindeutigkeit der Fortsetzung auf jedes [0, T ].
Schritt 2: Sei also a > 0 fest. Führe eine Zeitdiskretisierung durch:

• Definiere Yt := Xt − E(Xa | F t) für alle t ∈ [0, a]. Dabei ist Xt ein Submartingal
und E(Xa | F t) ein Martingal. Daher ist (Yt)t ein Submartingal mit Yt ≤ 0 P-f.s.
für alle t.

• Betrachte die Partition Πn := {t(n)
0 , . . . , t

(n)
2n } von [0, a] mit t(n)

j := j
2na für j =

0, . . . , 2n.

• Nutze die Doobsche Martingalzerlegung in diskreter Zeit: Setze Y (n)
tj = M

(n)
t
(n)
j

+A(n)
t
(n)
j

für j = 0, . . . , 2n, wobei A vorhersagbar und aufsteigend ist. Es gilt

A
(n)
t
(n)
j

=
j−1∑
k=0

E(Y (n)
tk+1
− Y (n)

tk
| F tk).

• Ferner gilt Ya = Xa − E(Xa | Fa) = 0, d.h. M (n)
a = −A(n)

a .

• Y
(n)
tj = M

(n)
tj +A

(n)
tj = A

(n)
tj − E(A(n)

a | F tj ).

Schritt 3: Zeige, dass (A(n)
a )n gleichgradig integrierbar ist.

Sei dazu λ > 0 beliebig und τλ = τ
(n)
λ := min{a,min{t(n)

j−1 : A(n)
tj > λ}}, d.h. es gilt

τλ ≤ tj−1 ⇔ A
(n)
tj > λ. Insbesondere gilt {τλ ≤ tj−1} ∈ F tj−1 , da A(n) vorhersehbar ist.

Somit ist τλ eine Stoppzeit aus Sa.

• Es gilt τλ < a⇔ A
(n)
a > λ.

• Auf {τλ = tj} gilt E(A(n)
a | F tj ) = E(A(n)

a | Fτλ). Daher gilt auf {τλ < a} =
∪j{τλ = tj}

Yτj = A(n)
τλ
− E(A(n)

a | Fτλ) ≤ λ− E(A(n)
a | Fτλ)

• Auflösen nach E(A(n)
a | Fτλ) und Integration über {A(n)

a > λ} = {τλ < a} ∈ Fτλ
führt auf ∫

{A(n)
a >λ}

A(n)
a dP ≤ λP(τλ < a)−

∫
{τλ<a}

YτλdP .

Analog für λ
2 statt λ unter Verkleinerung des Integrationsbereiches in (∗) führt zu

−
∫
{τλ/2<a}

Yτλ/2dP =
∫
{τλ/2<a}

(
A(n)
a −Aτλ/2

)
dP

(∗)
≥
∫
{τλ<a}

(
λ− λ

2

)
dP = λ

2 P(τλ < a).
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Zusammen ergibt sich also∫
{A(n)

a >λ}
A(n)
a dP ≤ −2

∫
{τλ/2<a}

Yτλ/2dP−
∫
{τλ<a}

YτλdP .

Nach Voraussetzung ist (Xt)t aus der Klasse DL, d.h. {Xτ : τ ∈ Sa} ist gleichgradig
integrierbar. Da Yt = Xt − E(Xa | F t), ist auch {Yτ : τ ∈ Sa} gleichgradig integrierbar.
Eine Nebenrechnung zeigt mit Hilfe der Markoff-Ungleichung P(τ (n)

λ < a) = P(A(n)
a >

λ) ≤ E(A(n)
a )
λ

E(A(n)
a ) = −E(M (n)

a ) = −EM (n)
0 = −EY0

da A(n)
a = −M (n)

a und A(n)
0 = 0 P-f.s.. Damit folgt also auch

P(τ (n)
λ < a) ≤ −EY0

λ
λ→∞−→ 0

gleichmäßig in n. Daher gilt zusammengefasst

lim
λ→∞

sup
n∈N

∫
A

(n)
a >λ

A(n)
a dP = 0

weil (Yτ )τ gleichgradig integrierbar ist und wegen P(τ (n)
λ < a)→ 0.

Schritt 4: Nutze das Dunford-Pettis-Kompaktheitskriterium: (Xn)n ⊂ L1 ist gleichgra-
dig integrierbar genau dann, wenn (Xn)n relativ kompakt in der schwachen Topologie
bezüglich (L1,L∞) ist.
Hier ist (A(n)

a )n gleichgradig integrierbar, also existiert eine integrierbare Zufallsvariable
Aa und eine Teilfolge (nk)k ↑ ∞, sodass A(nk)

a −→ Aa schwach in L1. Dies bedeutet, dass
für jede beschränkte Zufallsvariable ξ gilt

E(ξA(nk)
a ) k→∞−→ E(ξAa).

Ohne Einschränkung sei nk = k. Definiere At = Yt + E(Aa | F t) für alle t ∈ [0, a] als
rechtsstetige Modifikation. Für jedes t, das in einer Partition vorkommt, d.h. t ∈ Π :=
∪n≥1Πn, gilt

A
(n)
t = Yt + E(A(n)

a | F t)︸ ︷︷ ︸
−→ E(Aa|Ft) schwach in L1

mit Hilfe der Aufgabe 1.4.11.
Schritt 5: Zeige, dass (At)t aufsteigend ist. Dazu seien s, t ∈ Π, 0 ≤ s < t ≤ a und ξ ≥ 0
eine beschränkte Zufallsvariable. Dann gilt

E(ξ(At −As)) = lim
n→∞

E(ξ(A(n)
t −A(n)

s )) ≥ 0,

und mit ξ := 1{As>At} folgt As ≤ At P-f.s.
Da Π dicht ist, folgt, dass t 7→ At(ω) P-f.s. monoton wachsend auf Π ist. Mit Hilfe der
Rechtsstetigkeit folgt die Monotonie auf [0, a] P-f.s.
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Klar ist die Adaptiertheit, A0 = 0 P-f.s. (überträgt sich von (A(n)
0 )n) und At ∈ L1 für

alle t per Definition von Aa.
Schritt 6: Zeige, dass (At)t natürlich ist. Für jedes n ∈ N gilt, da (A(n)

a )n natürlich ist,

E(ξaA(n)
a ) = E

 2n∑
j=1

ξ
(n)
tj−1

(
A

(n)
tj −A

(n)
tj−1

)
(∗)= E

 2n∑
j=1

ξ
t
(n)
j−1

(Y (n)
tj − Y

(n)
tj−1)


wobei in (∗) EA(n)

t = E(Yt + MG) eingeht. Bilde den Limes n→∞, so gilt wegen der
schwachen L1-Konvergenz

E(ξaAa) = lim
n→∞

E(ξaA(n)
a ) = lim

n→∞
E

 2n∑
j=1

ξ
t
(n)
j−1

(
A

(n)
tj −A

(n)
tj−1

)
= E

(∫
(0,a]

ξs−dAs

)
.

Nach Lemma 1.4.7 gilt E
(∫

(0,a] ξsdAs
)

= E
(∫

(0,a] ξs−dAs
)
für jedes rechtsstetige Martin-

gal. Ersetze also (ξs)s durch (ξt∧s)s für ein beliebiges t ∈ [0, a], so gilt

E
(∫

(0,t]
ξsdAs

)
= E

(∫
(0,a]

ξt∧sdAs

)
− E

(∫
(t,a]

ξtdAs

)

= E
(∫

(0,a]
ξ(t∧s)−dAs

)
− E

(∫
(t,a]

ξt−dAs

)

= E
(∫

(0,t]
ξs−dAs

)
.

denn es gilt für alle beschränkten rechtsstetigen Martingale (ξs)s

E
(∫

(0,a]
ξsdAs

)
= E

(∫
(0,a]

ξs−dAs

)
.

Wähle für ein beliebiges, rechtsstetiges Martingal (ξs)s (ξ̃s∧t)s und setze dieses ein, so gilt∫
(0,a]

ξ̃sdAs =
∫

(0,t]
ξsdAs + ξt[Aa −At]

=
∫

(0,a]
ξ̃s−dAs −→

∫
(0,t]

ξs−dAs + ξt[Aa −At]

denn limn↑s ξn∧t =


ξs− s < t

ξt− s = t

ξt s > t

. Damit gilt E
(∫

(0,t] ξsdAs
)

= E
(∫

(0,t] ξs−dAs
)
.

Schritt 7: Mt := E (Xa −Aa | F t) ist nach Definition ein Martingal und es gilt
Xt = Yt + E(Xa | F t) = At − E(Aa | F t) + E(Xa | F t) = At +Mt.
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Der Zusatz, falls (Xt)t von der Klasse D ist, ist eine Übung.

Aufgabe 1.4.11:
Gegeben sei eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen (Z(n))n mit Z(n) → Z schwach in
L1. Dann gilt für jede beliebige σ-Algebra G ⊂ F auch E(Z(n) | G)→ E(Z | G) schwach
in L1.

Beweis:
Sei ξ eine beliebige beschränkte Zufallsvariable. Dann gilt

E(ξ E(Z(n) | G)) = E(E(ξ E(Z(n) | G) | G)) = E(E(ξ | G)︸ ︷︷ ︸
=:ξ̃

E(Z(n) | G))

für eine beschränkte Zufallsvariable ξ̃ ∈ G. Wegen der Voraussetzung gilt E(ξ̃Z(n)) n→∞−→
E(ξ̃Z) = . . . = E(ξ E(Z | G)).

Definition 1.4.12 (regulär):
Sei (Xt)t ein Submartingal. Dann heißt (Xt)t regulär, falls EXτn → EXτ für alle Folgen
τn ↑ τ mit τn, τ ∈ Sa und alle a ∈ (0,∞).
Aufgabe 1.4.13:
Ein stetiges, nichtnegatives Submartingal ist regulär.
Satz 1.4.14:
Sei (Xt)t ein rechtsstetiges Submartingal und von der Klasse DL, (F t)t erfülle die üblichen
Bedingungen und (At)t sei der natürliche, aufsteigende Prozess aus der Doob-Meyer-
Zerlegung. Dann gilt

(At)t stetig⇐⇒ (Xt)t regulär.
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1.5. Stetige, quadratisch integrierbare Martingale
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum, (F t)t eine Filtrierung von F und (F t)t erfülle die üblichen
Bedingungen.
Definition 1.5.1 (quadratisch integrierbar):
Sei (Xt)t ein rechtsstetiges Martingal.

(a) X = (Xt)t heißt quadratisch integrierbar, wenn EX2
t <∞ für alle t.

(b) Wir sagen X ∈M2, falls X quadratisch integrierbar ist und X0 = 0 P-f.s. gilt.

(c) Hat X ∈M2 zusätzlich stetige Pfaden (P-f.s. stetig), so sagen wir X ∈Mc
2.

Bemerkung 1.5.2:
Ist X ∈M2, so ist (X2

t )t ein nichtnegatives Submartingal. Nach der Übung folgt daraus,
dass (X2

t )t von der Klasse DL ist. Nach der Doob-Meyer-Zerlegung gilt also X2
t = Mt+At

für t ≥ 0, wobei M ein rechtsstetiges Martingal und A ein natürlicher, aufsteigender
Prozess. Ist X ∈M2, so gilt X0 = 0 P-f.s.. Ist X ∈Mc

2, so gilt nach Satz 4.14, dass (At)t
und (Mt)t stetig sind.
Definition 1.5.3 (quadratische Variation von X):
Sei X ∈ M2. Definiere 〈X〉t := At mit At aus der Doob-Meyer-Zerlegung von (X2

t )t,
wobei (At)t natürlich und aufsteigend.
Bemerkung:
(〈X〉t)t ist ein P-f.s. eindeutiger, adaptierter, natürlicher und aufsteigender Prozess mit
〈X〉0 = 0 P-f.s. derart, dass (X2

t − 〈X〉t)t ein Martingal ist.
Beispiel 1.5.4 (kompensierter Poisson-Prozess):
Sei (Nt)t ein Poisson-Prozess mit Rate λ > 0. (F t)t erfülle die üblichen Bedingungen und
(Nt)t sei (F t)t-adaptiert. Dann ist Mt = Nt − λ · t ein Martingal mit M = (Mt)t ∈M2
(nachrechnen) und 〈M〉t = λ · t für alle t.

Beweis:
Es genügt zu zeigen, dass (M2

t − λt)t ein Martingal ist. Dazu nutze die Unabhängigkeit
von Nt −Ns von Fs in (∗) sowie, dass für Z ∼ Poi(λ) EZ = VarZ = λ gilt, so erhält
man

E(M2
t | Fs) = E((Nt − λt)2 | Fs) = E(((Nt −Ns) + (Ns − λt))2 | Fs)

(∗)= Var(Nt −Ns) +
(
E(Nt −Ns)2

)
+ . . .

= λ(t− s) + λ2(t− s)2 + 2(Ns − λt)λ(t− s) + (Ns − λt)2.

Nach kurzer Rechnung gilt

E(M2
t − λt | Fs)−

(
M2
s − λs

)
= λ(t− s) + λ2(t− s) + 2λ(t− s)(Ns − λt)

+ (Ns − λt)2 − λt− (Ns − λs)2 + λs

= . . . = 0.
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Bemerkung:
Seien X,Y ∈ M2, so sind (X + Y )2 − 〈X + Y 〉 und (X − Y )2 − 〈X − Y 〉 Martingale.
Indem man subtrahiert, erhält man, dass

(X + Y )2 − 〈X + Y 〉 − (X − Y )2 + 〈X − Y 〉 = 4XY − (〈X + Y 〉 − 〈X − Y 〉)

ebenfalls ein Martingal ist.
Definition 1.5.5 (quadratische Kovariation):
Seien X,Y ∈M2. Dann heißt

〈X,Y 〉t := 1
4 (〈X + Y 〉t − 〈X − Y 〉t)

quadratische Kovariation von X und Y . Insbesondere ist XY − 〈X,Y 〉 ein Martingal.
X,Y heißen orthogonal, wenn 〈X,Y 〉t = 0 P-f.s. für jedes t ≥ 0.
Bemerkung 1.5.6:
Sind X,Y ∈M2. Dann sind äquivalent:

i) X,Y orthogonal

ii) 〈X,Y 〉t = 0 für alle t (per Definition)

iii) X · Y ist ein Martingal (wegen der Eindeutigkeit von (At)t)

iv) E ((Xt −Xs)(Yt − Ys) | Fs) = 0 für alle s ≤ t (siehe Rechnung)

v) die Zuwächse Xt −Xs, Yt − Ys sind bedingt unabhängig gegeben Fs für alle s ≥ 0
und t ≥ s.

Zum vierten Punkt:

E ((Xt −Xs) (Yt − Ys) | Fs) = E(XtYt −XsYt −XsYt +XsYs | Fs)
= E(XtYt | Fs)−XsYs −XsYs +XsYs

= E(XtYt −XsYs | Fs) ∀s ≤ t
= 0 ∀s ≤ t⇔ (XtYt)t ist ein Martingal.

Aufgabe 1.5.7:
〈·, ·〉 ist eine Bilinearform aufM2. Für X,Y, Z ∈M2 und α, β ∈ R gelten die folgenden
Rechenregeln:

i) 〈αX + βY, Z〉 = α 〈X,Z〉+ β 〈Y,Z〉.

ii) 〈X,Y 〉 = 〈Y,X〉

iii) |〈X,Y 〉t|
2 ≤ 〈X〉t 〈Y 〉t = 〈X,X〉t 〈Y, Y 〉t für alle t ≥ 0.
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iv) Sei ξ̂t(ω) die totale Variation (im Sinne der Analysis) von (〈X,Y 〉s (ω))s auf dem
Intervall [0, t]. Dann gilt für P-f.a. ω

ξ̂t(ω)− ξ̂s(ω) ≤ 1
2 (〈X〉t (ω)− 〈X〉s (ω) + 〈Y 〉t (ω)− 〈Y 〉s (ω)) .

Definition (p-Variation):
Sei X = (Xt)t ein stochastischer Prozess, und t > 0 beliebig, Π = {t0, . . . , tn} eine
Partition von [0, t] mit 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t und p > 0. Die p-Variation von X über
Π ist definiert als

V
(p)
t (Π) :=

n∑
k=1

∣∣Xtk −Xtk−1

∣∣p .
Für p = 2 heißt dies quadratische Variation. Definiere die Feinheit einer Unterteilung Π
durch ‖Π‖ := max1≤k≤n |tk − tk−1|.
Satz 1.5.8 (Quadratische Variation für stetige Martingale):
Sei X ∈Mc

2 und t > 0 fest. Dann gilt

lim
‖Π‖→0

V
(2)
t (Π) = 〈X〉t

in Wahrscheinlichkeit.
Vorbereitungen:
Sei X ∈M2, 0 ≤ s < t ≤ u < v. Dann gilt

E((Xv −Xu)(Xt −Xs)) = E(E(. . . | Fu)) = E((Xt −Xs)(E(Xv −Xu | Fu)) = 0,

d.h. der Erwartungswert gemischter Terme fällt weg.
Ferner

E(X2
v −X2

u | F t) = E((Xv −Xu)2 | F t)

= E
(
(X2

v − 〈X〉v)− (X2
u − 〈X〉u) | F t

)
+ E(〈X〉v − 〈X〉u | F t)

= E(〈X〉v − 〈X〉u | F t).

Lemma 1.5.9:
Sei X ∈M2 und |Xs| ≤ K <∞ für alle s ≤ t P-f.s. und Π = {t0, . . . , tm} eine Partition
von [0, t] wie oben. Dann gilt

E
((
V

(2)
t (Π)

)2
)
≤ 6K4.

Beweis:
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Sei 0 ≤ k ≤ m− 1. Dann gilt

E

 m∑
j=k+1

(Xtj −Xtj−1)2 | F tk

 = E

 m∑
j=k+1

X2
tj − 2XtjXtj−1 +X2

tj−1 | F tk


= E

 m∑
j=k+1

(
X2
tj −X

2
tj−1

)
| F tk


≤ E

(
X2
tm︸︷︷︸
≤K2

| F tm
)
≤ K2.

Ebenfalls gilt

E

m−1∑
k=1

m∑
j=k+1

(
Xtj −Xtj−1

)2 (
Xtk −Xtk−1

)2
= E

m−1∑
k=1

E

 m∑
j=k+1

(. . .)2(. . .)2 | F tk

 Teil 1
≤ E

(
m−1∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2
K2
)

≤ K2 E

 m−1∑
j=k+1

E
(
(. . .)2 | F tk−1

) = K2 E
(
m−1∑
k=1

E
(
X2
tk
−X2

tk−1 | F tk−1

))

= K2 E
(
m−1∑
k=1

(
X2
tk
−X2

tk−1

))
≤ K2 E

(
X2
tm−1︸ ︷︷ ︸
≤K2

)
≤ K4.

Also erhalten wir zusammen

E
((
V

(2)
t (Π)

)2
)

= E

( m∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2)2


=
m∑
k=1

E
((
Xtk −Xtk−1

)4)+ 2
m−1∑
k=1

m∑
j=k+1

E
(
(Xtj −Xtj−1)2(Xtk −Xtk−1)2

)
≤ 4K4 + 2K4 = 6K4.

Lemma 1.5.10:
Sei X ∈Mc

2 mit |Xs| ≤ K <∞ für alle s ≤ t P-f.s. Dann gilt

lim
‖Π‖→0

EV (4)
t (Π) = 0.

Beweis:
Es gilt

V
(4)
t (Π) =

m∑
k=1

∣∣Xtk −Xtk−1

∣∣2 ∣∣Xtk −Xtk−1

∣∣2︸ ︷︷ ︸
≤mt(X,‖Π‖)2
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mit

mt(X, δ) := sup{|Xu −Xv| :≤ v ≤ u ≤ t, u− v ≤ δ}
= sup{|Xu −Xv| : 0 ≤ u ≤ v ≤ t, u− v ≤ δ, u, v ∈ Q} ∈ F t

Die Gleichheit gilt aufgrund der Stetigkeit der Pfade. Es gilt mt(X, δ) ≤ 2K für alle
δ > 0. Somit gilt nach Cauchy-Schwarz und Lemma 4.10

E
(
V

(4)
t (Π)

)
≤
(
E
(
V

(2)
t (Π)

)2
)1/2 (

E
(
mt(X, ‖Π‖)4

))1/2

≤
√

6K4
(
E
(
mt(X, ‖Π‖)4

))1/2 ‖Π‖→0−→ 0,

da für ‖Π‖ → 0 auch wegen der Stetigkeit der Pfade und wegen der Beschränktheit nach
dem Satz von Lebesgue mt(X, ‖Π‖)→ 0 gilt.

Beweis von Satz 1.5.8:
Schritt 1: Angenommen |Xs| ≤ K < ∞ und 〈X〉s ≤ K für alle s ≤ t P-f.s.. Sei
Π = {t0, . . . , tm} mit t0 = 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tm = t eine Partition. In diesem Fall gilt sogar
L2-Konvergenz, denn

E
((
V

(2)
t (Π)− 〈X〉t

)2
)

= E

( m∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2 − (〈X〉tk − 〈X〉tk−1

))2


=
m∑

k,l=1
E ((. . .k) (. . .l))

(∗)=
m∑
k=1

E
(
(. . .k)2

)
+ 2

∑
1≤k<l≤m

E (. . .k)E ((. . .l) | F tk)

≤
m∑
k=1

[(
2E

(
Xtk −Xtk−1

)4)+ 2E
((
〈X〉tk − 〈X〉tk−1

))]
≤ 2E

(
V

(4)
t (Π)

)
+ 2E

(
m∑
k=1

(
〈X〉tk − 〈X〉tk−1

)
·mt (〈X〉 , ‖Π‖)

)
≤ 2E

(
V

(4)
t (Π)

)
+ 2

(
〈X〉︸︷︷︸
≤K

·mt(〈X〉 , ‖Π‖)︸ ︷︷ ︸
→0

)
Lemma 4.11−→ 0 für ‖Π‖ → 0.

mit dem Satz von Lebesgue im letzten Schritt. Dabei verschwinden die bedingten
Erwartungswerte (vgl. Vorbereitung (b)) in (∗).
Schritt 2: Lokalisieren: Setze τn := inf{t ≥ 0 : |Xt| ≥ n oder 〈X〉t ≥ n}. Dann ist
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X
(n)
t := Xτn∧t ein beschränktes Martingal ausMc

2. Beachte, dass X2
τn∧t − 〈X〉t∧τn ein

beschränktes Martingal ist. Nach der Eindeutigkeit der Doob-Meyer-Zerlegung gilt〈
X(n)

〉
t

= 〈X〉t∧τn .

Anwendung des ersten Schrittes für festes n zeigt

lim
‖Π‖→0

E

( m∑
k=1

(
Xtk∧τn −Xtk−1∧τn

)2 − 〈X〉t∧τn
)2
 = 0.

Für t > 0 fest und n→∞ folgt τn ↑ ∞ P-f.s. Daher gilt limn→∞ P(τn < t) = 0. Damit
gilt für ein beliebiges δ > 0 und alle Partitionen Π

P
(∣∣∣∣∣

m∑
k=1

(
Xtk −Xtk−1

)2 − 〈X〉t
∣∣∣∣∣ ≥ δ

)

≤ P (τn < t) + P
(
τn ≥ t,

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(
Xtk∧τn −Xtk−1∧τn

)2 − 〈X〉t∧τn
∣∣∣∣∣ ≥ δ

)
‖Π‖→0−→ P(τn < t) n→∞−→ 0.

Aufgabe 1.5.11:
Sei (Xt)t ein stochastischer Prozess, der stetig und adaptiert ist. Angenommen es existiert
ein p > 0, sodass für alle t > 0

lim
‖Π‖→0

V
(p)
t (Π) = Lt

in Wahrscheinlichkeit gilt für eine Zufallsvariable Lt mit P(Lt ∈ [0,∞)) = 1. Dann gilt

a) lim‖Π‖→0 V
(q)
t = 0 in Wahrscheinlichkeit für alle q > p.

b) lim‖Π‖→0 V
(q)
t =∞ in Wahrscheinlichkeit für q ∈ (0, p) auf {Lt > 0}.

Aufgabe 1.5.12:
Sei X ∈Mc

2 und τ eine Stoppzeit. Dann gilt

〈X〉τ = 0 P−f.s. =⇒ P(Xt∧τ = 0 ∀t ≥ 0) = 1.

Beweis:
1. Beobachtung: Es gilt

P(〈X〉τ = 0) = 1⇒ P(〈X〉t∧τ = 0 ∀t ≥ 0) = 1,

da 〈X〉 monoton steigend ist.
2. Beobachtung:

0 OST= E
(
X2
t∧τ − 〈X〉t∧τ

)
= EX2

t∧τ ∀t.

Daraus folgt Xt∧τ = 0 P-f.s. für alle t. Daraus folgt die Behauptung unter Ausnutzung
der Stetigkeit der Pfade.
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Bemerkung:
Die erste Aufgabe sagt aus, dass das Integral bzgl. (Xt)t ∈ Mc

2 in der Regel nicht als
Lebesgue-Stieltjes-Integral definiert werden kann.
Ist X ∈Mc

2, so ist 〈X〉 monoton, sodass V (1)
t (Π) = 〈X〉t, wobei dies die Variation von

〈X〉 darstellt. Insbesondere gilt also im Allgemeinen P(〈X〉t > 0) = 1. Insbesondere gilt
für die Variation von 〈X〉 V (2)

t (Π)→ 0 in Wahrscheinlichkeit. Also lässt sich
∫
. . . d 〈X〉t

als Lebesgue-Stieltjes-Integral definieren.
Satz 1.5.13:
Seien X,Y ∈Mc

2. Dann existiert ein (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutiger, (F t)t-
adaptierter, stetiger Prozess (At)t von beschränkter Variation mit A0 = 0 P-f.s. derart,
dass (XtYt −At)t ein (F t)t Martingal ist. Dies ist At = 〈X,Y 〉t.

Beweis:
Existenz: Zeige, dass At := 〈X,Y 〉t der gesuchte Prozess ist.
Eindeutigkeit: Angenommen es existieren zwei Prozesse A,B mit den gewünschten
Eigenschaften. Dann ist M := (XY − A)− (XY − B) = B − A ein stetiges Martingal
mit beschränkter Variation (da A,B beschränkte Variation haben).
Lokalisieren: Definiere τn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n} und setze M (n)

t = Mt∧τn . Dies
definiert ein stetiges, beschränktes Martingal, M (n) ∈ Mc

2. Aus der Eindeutigkeit der
Doob-Meyer-Zerlegung folgt

〈M〉t∧τN =
〈
M (n)

〉
t

= 0,

was nach Aufgabe 1.5.12. P(M (n)
t = 0 ∀t ≥ 0) = 1 bedeutet. Also gilt auch P(Mt =

0 ∀t ≥ 1) = 1, da τn ↑ ∞ P-f.s.. Also sind A und B ununterscheidbar.

Definition 1.5.14 (Lokales Martingal):
Sei X = (Xt)t ein (stetiger) stochastischer Prozess. Falls eine monoton wachsende Folge
von Stoppzeiten τn mit

• limn→∞ τn =∞ P-f.s.

• X
(n)
t := Xt∧τn ist ein Martingal für jedes n

existiert, dann heißt X ein (stetiges) lokales Martingal. Gilt außerdem X0 = 0 P-f.s., so
schreiben wir X ∈Mloc bzw. X ∈Mloc,c, falls X stetig.
Bemerkung 1.5.15:

• Jedes Martingal ist ein lokales Martingal.

• Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Es gibt stetige, gleichgradig integrierbare
lokale Martingale, die keine Martingale sind.
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Definition 1.5.16:
Seien X,Y ∈M2. Definiere

‖X‖t :=
√
E(X2

t ) ∀t ≥ 0

‖X‖ :=
∞∑
n=1

2−n (‖X‖n ∧ 1)

d(X,Y ) := ‖X − Y ‖ .

Proposition 1.5.17 (Proposition 5.23):
(M2, d) und (Mc

2, d) sind vollständige metrische Räume.

Beweis:
d ist eine Pseudometrik. Nun gilt ‖X − Y ‖ = 0⇒ ‖X − Y ‖n = 0 ∀n⇒ Xn = Yn P-f.s.
für alle n. Daraus folgt Xt = E(Xn | F t) = E(Yn | F t) = Yt für alle n ∈ N und alle t ≤ n.
Wegen der Rechtsstetigkeit sind X,Y ununterscheidbar, d.h. d ist eine Metrik.
Vollständigkeit: Sei (X(n))n eine Cauchy-Folge inM2. Dann ist für jedes t ≥ 0 (X(n)

t )n
eine Cauchy-Folge in L2(Ω,F t,P), denn für ein k ≥ t gilt

E
((
X

(n)
t −X(m)

t

)2
)
≤ E

(
E
((
X

(n)
k −X(m)

k

)2
| F t

))
= E

((
X

(n)
k −X(m)

k

)2
)
≤
∥∥∥X(m) −X(n)

∥∥∥
k
.

Also existiert ein Xt ∈ L2(F t) als Limes. Es bleibt zu zeigen, dass (Xt)t ein Martingal
ist.
Dazu sei A ∈ Fs, s < t und zeige E

(
1A

(
X

(n)
s −X(m)

s

))
→ 0.
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2. Brownsche Bewegung
2.1. Einführung
Definition 2.1.1 (Brownsche Bewegung):
Eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess (Bt)t≥0
bzw. (Bt)t∈[0,T ] mit den Eigenschaften

• (Werte in R)

• (F t)t-adaptiert für eine Filtrierung (F t)t.

• Stetige Pfade

• B0 = 0 P-f.s.

• Bt −Bs sind unabhängig von Fs für alle t ≥ s ≥ 0

• Bt −Bs ∼ N (0, t− s).

Bemerkung (Unabhängige und stationäre Zuwächse):
Sei (Bt)t eine Brownsche Bewegung und 0 = t0 < t1 < . . . < tn < ∞. Dann sind die
Zuwächse (Btj −Btj−1)j unabhängig und die Verteilung hängt nur vom Abstand tj − tj−1
ab (stationäre Zuwächse).
Bemerkung:
Die Brownsche Bewegung ist ein quadratintegrierbares Martingal mit 〈B〉t = t.

Beweis:
Bt = Bt −B0 ∼ N (0, t) =⇒ Bt ∈ L2 für alle t. Für die Martingaleigenschaft gilt

E(Bt | Fs) = E(Bt −Bs +Bs | Fs) = E(Bt −Bs | Fs) + E(Bs | Fs) = Bs.

Bemerkung:
Gegeben sei ein stochastischer Prozess (Bt)t≥0 mit stationären, unabhängigen Zuwächsen,
sodass Bt − Bs ∼ N (0, t − s). Dann lässt sich zeigen, dass (Bt)t mit der induzierten
Filtration (FBt )t eine Brownsche Bewegung ist.
Für eine stochastische Differentialgleichung werden wir regelmäßig FBt ⊂ F t für eine
Filtration (F t)t nutzen. Ersatzweise FBt ⊂ F t für alle t ≥ 0, sodass Bt − Bs noch
unabhängig von Fs ist. Dann ist (Bt)t eine Brownsche Bewegung bzgl. (F t)t.
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2.2. Erste Konstruktion einer Brownschen Bewegung
Definition (Zylindermengen):
Definiere R[0,∞) := {ω : [0,∞) → R}. Betrachte die Mengen der Form {ω ∈ R[0,∞) :
(ω(t1), . . . , ω(tn)) ∈ A} für ein n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0, A ∈ B(Rn). Diese heißen Zylinder-
mengen in R[0,∞). C sei die Menge aller Zylindermengen in R[0,∞) und B(R[0,∞)) := σ(C).
Definition 2.2.1 (Verträglichkeitsbedingung für endlich-dimensionale Verteilungen):
Für jedes n ∈ N und alle t1, . . . , tn ≥ 0 sei ein W-Maß Qt1,...,tn auf (Rn,B(Rn)) gegeben.
Die Familie dieser endlich-dimensionalen Maße

{Qt1,...,tn , n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0}

heißt verträglich, wenn
i) Qt1,...,tn(At1×. . .×Atn) = Qs1,...,sn(As1×. . .×Asn) für alle Permutationen s1, . . . , sn

von t1, . . . , tn und alle Wahlen von t1, . . . , tn und alle zulässigen Wahlen von
A1, . . . , An.

ii) Qt1,...,tn(A× R) = Qt1,...,tn−1(A) für alle n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0, A ∈ B(Rn−1).
Bemerkung:
Ist P ein W-Maß auf (R[0,∞),B(R[0,∞))), so definiert

Qt1,...,tn(A) = P
(
ω ∈ R[0,∞) : (ω(t1), . . . , ω(tn)) ∈ A

)
(∗)

eine verträgliche Familien von endlich-dimensionalen Maßen.
Satz 2.2.2 (Fortsetzungssatz von Kolmogorov):
Sei {Qt1,...,tn , n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0} eine verträgliche Familie von endlich-dimensionalen
Maßen. Dann existiert ein W-Maß P auf

(
R[0,∞),B

(
R[0,∞)

))
derart, dass (∗) für alle

n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0 und alle A ∈ B(Rn) gilt.
Korollar 2.2.3:
Es existiert ein W-Maß P auf

(
R[0,∞),B

(
R[0,∞)

))
derart, dass (Bt)t definiert durch

Bt(ω) := ω(t) (kanonischer stochastischer Prozess) für alle ω ∈ R[0,∞) und alle t ≥ 0
stationäre, unabhängige Zuwächse hat mit Bt −Bs ∼ N (0, t− s) für t ≥ s ≥ 0.
Bemerkung:
Damit (Bt)t eine Brownsche Bewegung ist, fehlen noch stetige Pfade.

Beweis:
Sei 0 = s0 < s1 < . . . < sn und α1, . . . , αn ∈ R. Definiere

Fs0,...,sn(α1, . . . , αn) = P(Bs1 ≤ α1, . . . , Bsn ≤ αn)

=
∫ α1

−∞
· · ·
∫ αn

−∞
p(s1, 0, y1)p(s2 − s1, y1, y2) · · · p(sn − sn−1, yn−1, yn)dyn · · · dy1

mit p(t, u, v) = 1√
2πt exp

(
− 1

2t(u− v)2
)
.

Lassen nun Permutationen der si zu. Verträglichkeitsbedingungen leicht zu verifizieren.
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Erster Versuch: Gilt P(C([0,∞),R)) = 1? Allerdings gilt, dass die stetigen Funktionen
nicht messbar sind, d.h. es gilt C([0,∞),R) /∈ B(R[0,∞)).
Satz 2.2.4 (Kolmogorov-Centsov-Stetigkeitssatz):
Sei X = (Xt)t ein stochastischer Prozess. Existieren Konstanten α, β, C > 0 derart, dass

E (|Xt −Xs|α) ≤ C |t− s|1+β

für alle s, t ∈ [0, T ] gilt, dann existiert eine stetige Modifikation X̃ von X, deren Pfade
lokal Hölder-stetig sind mit Exponent γ ∈ (0, β/α). D.h. es existiert eine Zufallsvariable
k mit P(k > 0) = 1 und eine Konstante δ > 0 mit

P

 sup
0≤t−s≤k(ω),s,t∈[0,T ]

∣∣∣X̃t(ω)− X̃s(ω)
∣∣∣

|t− s|γ
≤ δ

 = 1.

Korollar 2.2.5:
Es existiert ein W-Maß P auf

(
R[0,∞,B

(
R[0,∞)

))
und ein stochastischer Prozess W =

(Wt)t auf
(
R[0,∞,B

(
R[0,∞)

))
derart, dass W mit Filtrierung (FWt )t eine Brownsche

Bewegung unter P ist.

Beweis:
1. Schritt: Satz 2.2.4 ist anwendbar, denn

E
(
|Bt −Bs|2n

)
= (2n− 1)!! |t− s|n .

Wähle α = 4, so gilt
E
(
|Bt −Bs|4

)
= 3 |t− s|2 .

Folglich existiert eine stetige Modifikation W T von (Bt)t∈[0,T ].
2. Schritt: Sei ΩT = {ω : W T

t (ω) = Bt(ω) ∀t ∈ Q∩[0, T ]}, so gilt P(ΩT ) = 1, da
W T eine Modifikation ist. Nun gilt für Ω̃ = ∩∞T=1ΩT ebenfalls P(Ω̃) = 1. Auf Ω̃ gilt
W T1
t = Bt(ω) = W T2

t (ω) für alle t ∈ Q∩[0, T1] ∩ [0, T2]. Wegen der Stetigkeit der Pfade
gilt W T1

t (ω) = W T2
t (ω) für alle t ∈ [0, T1 ∧ T2]. Also ist (Wt(ω))t wohldefiniert durch

Wt(ω) = W T
t für ω ∈ Ω̃. Setze Wt(ω) := 0 für alle t und alle ω /∈ Ω̃.

Bemerkung:
Die Pfade der Brownschen Bewegung sind P-f.s. γ-Hölder-stetig mit γ ∈

(
0, βα

)
. Statt

α = 4, β = 1 wähle α = 2n, β = n− 1, so ist β
α = n−1

2n für alle n ∈ N. Also sind die Pfade
Hölder-stetig mit γ < 1

2 .
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2.3. Levy-Cielsielski-Konstruktion der Brownschen Bewegung
Fakten:

• H heißt (reeller) Hilbertraum, wenn H ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ist,
welcher vollständig bezüglich der induzierten Metrik ist.

• H heißt separabel, wenn es eine dichte abzählbare Teilmenge besitzt.

• (hn)n heißt vollständige Orthonormalbasis, wenn 〈hi, hj〉 = δij für alle i, j gilt und
{
∑N
n=1 anhn : N ∈ N, a1, . . . , aN ∈ R} dicht in H liegt.

• L2([0, 1], λ |[0,1]) mit 〈f, g〉 =
∫ 1

0 fg dλ ist ein separabler Hilbertraum.

• Ein separabler Hilbertraum besitzt eine vollständige Orthonormalbasis.

• Ist H ein separabler Hilbertraum und (hn)n eine Folge in H mit 〈hi, hj〉 = δij .
Dann ist (hn)n eine vollständige Orthonormalbasis genau dann, wenn

{x ∈ H : 〈x, hn〉 = 0 ∀n} = {0}. (∗)

• Ist (hn)n eine vollständige Orthonormalbasis so gilt die Parsevallsche Gleichung

〈x, y〉 =
∞∑
n=1
〈x, hn〉 〈y, hn〉

für alle x, y ∈ H.

Definition (Haarbasis):
Definiere f0(t) ≡ 1 und für n ∈ N und k ∈ {1, . . . , 2n−1}

fn,k(t) :=


2n−1

2 t ∈ [(2k − 2)2−n, (2k − 1)2−n)
−2n−1

2 t ∈ [(2k − 1)2−n, 2k · 2−n]
0 sonst

.

Lemma:
F := {f0}

⋃
{fn,k : n ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2n−1}} ist eine vollständige Orthonormalbasis von

L2([0, 1], λ).

Beweis:
Normalität: Es gilt∫ 1

0
f2

0 (t)dt = 1 und
∫ 1

0
f2
n,k(t)dt = 2 · 2−n ·

(
2
n−1

2
)2

= 1.

Orthogonalität: ∫ 1

0
f0(t)fn,k(t)dt =

∫ 1

0
fn,k(t)dt = 0.
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Wegen fn,k 6= 0⇒ fn,l = 0 für k 6= l gilt∫ 1

0
fn,k(t)fn,l(t)dt = 0.

Für n 6= m gilt, da die Vorzeichen gegensätzlich sind∫ 1

0
fn,k(t)fm,l(t)dt = 0.

Für die Vollständigkeit verifiziere (∗). Sei also h beliebig mit 〈h, f0〉 = 0 und 〈h, fn,k〉 = 0
für alle n, k. Dazu zeigen wir, dass

∫ b
a h(t)dt = 0 für alle 0 ≤ a < b ≤ 1. Für a = 0, b = 1

gilt nach Voraussetzung

0 = 〈h, f0〉 = 〈h, 1〉 =
∫ 1

0
h(t)dt.

Zeige nun nach Induktion über n, dass
∫ k2−n

(k−1)2−n h(t)dt = 0 für alle n ∈ N und k ∈
{1, . . . , 2n}. Für n = 1 gilt

0 = 〈h, f1,1〉 =
∫ 1/2

0
h(t)dt−

∫ 1

1/2
h(t)dt⇒

∫ 1/2

0
hdt =

∫ 1

1/2
hdt = 0

wegen
∫ 1

0 hdt = 0.
Für den Induktionsschritt gilt analog

0 = 〈h, fn+1,k〉 = 2
n
2

(∫ (2k−1)2−n−1

(2k−2)2−n−1
hdt−

∫ 2k·2−n−1

(2k−1)2−n−1
hdt

)

⇒
∫ (2k−1)2−n−1

(2k−2)2−n−1
hdt =

∫ 2k·2−n−1

(2k−1)2−n−1
hdt = 0

wobei im letzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung eingeht.
Seien nun a, b ∈ [0, 1] beliebig. Dann gilt

∫ b
a hdt = 0 für a, b ∈ {k2−n : n ∈ N, k ∈

{0, . . . , 2n}}, wobei dies dicht in [0, 1] ist. Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher∫ b
a h(t)dt = 0 für alle a, b ∈ [0, 1].

Folgerung (Parsevallsche Gleichung):
Es gilt

〈h1, h2〉 = 〈h1, f0〉 〈h2, f0〉+
∞∑
n=1

2n−1∑
k=1
〈h1, fn,k〉 〈h2, fn,k〉

für alle h1, h2 ∈ L2([0, 1]).
Definiere nun die Schauder-Funktionen

F0(t) :=
∫ t

0
f0(s)ds

Fn,k(t) :=
∫ t

0
fn,k(s)ds.
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Seien {ξ0, ξn,k : n ∈ N, k ∈ {1, . . . , 2n−1}} eine Familie von unabhängigen Standard-
Normalverteilten Zufallsvariablen auf (Ω,F ,P) (Existenz ist gesichert, da aufgrund der
Unabhängigkeit die Verträglichkeitsbedingung erfüllt ist).
Definition:
Definiere für festes N ∈ N

B
(N)
t (ω) = F0(t)ξ0(ω) +

N∑
n=1

2n−1∑
k=1

Fn,k(t)ξn,k(ω).

Beobachtung:
i) Für N und ω fest ist t 7→ BN

t (ω) stetig mit B(N)
0 (ω) = 0, d.h. (B(N)

t )t ist ein stetiger
stochastischer Prozess.

ii) Für 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tk ≤ 1 ist (B(N)
t1 , B

(N)
t2 , . . . B

(N)
tk

) ∼ N (0,Σ).

Idee: (B(N)
t )t konvergiert gleichmäßig gegen eine Brownsche Bewegung für N →∞.

Lemma:
Es gilt

F0(t)F0(s) +
N∑
k=1

2n−1∑
k=1

Fn,k(t)Fn,k(s)

=
〈
1[0,t], 1

〉〈
1[0,s], 1

〉
+

N∑
k=1

2n−1∑
k=1

〈
1[0,t], fn,k

〉〈
1[0,s], fn,k

〉
N→∞−→

〈
1[0,t],1[0,s]

〉
= s ∧ t

mit h1 = 1[0,t], h2 = 1[0,s].
Lemma:
(B(N)

t (ω))t konvergiert gleichmäßig auf [0, 1] für P-f.a. ω ∈ Ω. Genauer existiert ein
Ω0 ∈ F mit P(Ω0) = 1 derart, dass für alle ω ∈ Ω0 die Folge (B(N)

t (ω))t stetiger
Funktionen gleichmäßig gegen eine Funktion t 7→ Bt(ω) konvergiert. Insbesondere ist die
Grenzfunktion Bt(ω) automatisch stetig.

Beweis:
Es gilt (beachte die Teleskopsumme)

D
(N)
t (ω) := B

(N)
t (ω)−B(N−1)

t (ω) =
2N−1∑
k=1

FN,k(t)︸ ︷︷ ︸
∈
[

0,2−
N+1

2
] ξN,k(ω)

Damit gilt
sup
t

∣∣∣D(N)
t (ω)

∣∣∣ ≤ 2−
N+1

2 max
1≤k≤2N−1

|ξN,k(ω)|︸ ︷︷ ︸
=:ξN

.
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Daher folgt daraus

P
(

sup
t

∣∣∣D(N)
t

∣∣∣ ≥ x) ≤ P
(
ξN ≥ 2

N+1
2 x

)
≤

2N−1∑
k

P
(
|ξN,k| ≥ 2

N+1
2 x

)
= 2 · 2N−1

(
1− Φ

(
2
N+1

2 x
))
≤ 2N 1√

2π
1
y
e−y

2/2

wobei Φ die Verteilungsfunktion der N (0, 1)-Funktion bezeichnet und mit x := N
2 2−N/2

gilt y = N√
2 . Daher gilt

P
(

sup
t

∣∣∣D(N)
t

∣∣∣ ≥ N

2 2−N/2
)
≤ 2N 1√

2π

√
2
N
e−

N2
4

was summierbar ist. Definiere

Ωc
0 := ∩m≥1 ∪N≥m {sup

t

∣∣∣D(N)
t

∣∣∣ ≥ N

2 2−N/2},

so folgt nach dem Borel-Cantelli-Lemma P(Ω0) = 1. Für ω ∈ Ω0 gilt, dass ein m(ω)
existiert, sodass für alle N ≥ m(ω) : supt

∣∣∣D(N)
t

∣∣∣ ≤ N
2 2−N/2 gilt. Da die rechte Seite

summierbar ist und B
(N)
t (ω) durch die D(N)

t (ω) ausgedrückt werden kann, folgt die
gleichmäßige Konvergenz. Insbesondere ist Bt(ω) := limN→∞B

(N)
t (ω) für ω ∈ Ω0 wohl-

definiert.

Ohne Einschränkung ersetze (Ω,F ,P) durch (Ω0,F |Ω0 ,P |F|Ω0
).

Satz 2.3.1 (Existenz einer stetigen Brownschen Bewegung):
B = (Bt)t∈[0,1] ist eine Brownsche Bewegung auf [0, 1] bzgl. (FBt )t.

Beweis:
Bt ist reellwertig, (FBt )t-adaptiert mit stetigen Pfaden und B0 = 0 nach Konstruktion.
Es bleibt also zu zeigen, dass Bt − Bs unabhängig von FBs für alle t > s ≥ 0 ist und
Bt −Bs ∼ N (0, t− s).
Dazu zeige, dass für 0 = t0 < t1 < . . . < tm ≤ 1 die Zuwächse {Btj −Btj−1}j unabhängig
und N (0, tj − tj−1) verteilt sind. Dieses genügt, um die Unabhängigkeit von Bt − Bs
von FBs zu zeigen, denn dazu müssten wir nur zeigen, dass Bt − Bs unabhängig von
{Bs1 , . . . , Bsm} für alle m und alle s1 ≤ . . . , sm ≤ s ist. Wir zeigen

E exp

i m∑
j=1

λj
(
Btj −Btj−1

) =
m∏
j=1

exp
(
−1

2λ
2
j (tj − tj−1)

)
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für alle j = 1, . . . ,m, λj ∈ R gilt. Dazu nutze die Unabhängigkeit der ξn,k in (∗), so gilt

E

exp

i m∑
j=1

λj
(
B

(N)
tj −B

(N)
tj−1

) = E

exp

−i m∑
j=1

(λj+1 − λj)B(N)
tj


= E

exp

−i N∑
n=0

2n−1∑
k=1

ξn,k

m∑
j=1

(λj+1 − λj)Fn,k(tj)


(∗)=

N∏
n=0

2n−1∏
k=1

E
(
exp

(
−iξn,kλ̃

))
=

N∏
n=0

2n−1∏
k=1

exp
(
−1

2 λ̃
2
)

= . . . =
m−1∏
i=1

exp
(
−1

2λ
2
i (tj − tj−1)

)
.

Für die Details siehe [KS10].

Korollar 2.3.2 (Fortsetzung auf [0,∞)):
Es existiert eine stetige Brownsche Bewegung B = (Bt)t∈[0,∞).

Beweis:
Für jedes n ∈ N existiert nach vorigem Satz ein (Ωn,Fn,Pn) und eine Brownsche
Bewegung (X(n)

t )t∈[0,1] auf (Ωn,Fn,Pn). Definiere den ProduktraumΩ =
⊗
n∈N

Ωn,F =
⊗
n∈N
Fn,P =

⊗
n∈N

Pn

 .
Ferner definiere Bt(ω) = X

(1)
t (ω1) für ω ∈ Ω und t ∈ [0, 1] sowie Bt(ω) := Bn(ωn) +

X
(n+1)
t−n (ωn+1) für ω ∈ Ω, t ∈ (n, n+ 1]. Es lässt sich zeigen, dass (Bt)t≥0 eine Brownsche

Bewegung bzgl. (FBt )t ist.
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2.4. Der Raum C([0,∞)), schwache Konvergenz und das Wiener-Maß
Der kanonische Raum, auf dem die Brownsche Bewegung betrachtet werden sollte, ist
C([0,∞),R) mit der Metrik

ρ(ω1, ω2) :=
∞∑
k=1

1
2n sup

t∈[0,n]
(|ω1(t)− ω2(t)|) ∧ 1.

Ziel: Konstruktion eines W-Maßes P auf C([0,∞),R) mit der Borel-σ-Algebra derart, dass
die Auswertungsabbildung Wt(ω) = ω(t) unter diesem Maß eine Brownsche Bewegung
darstellt.
Bemerkung:
(C([0,∞),R), ρ) ist ein polnischer, d.h. ein vollständiger und separabler metrischer Raum.
Definition 2.4.1 (Zylindermengen):
Sei n ≥ 1, t1, . . . , tn ∈ [0,∞) oder [0, t] und A ∈ B(Rn). Dann heißt

{ω ∈ C([0,∞),R) : (ω(t1), . . . , ω(tn)) ∈ A}

eine Zylindermenge von C([0,∞),R). Z sei die Menge aller Zylindermengen und Zt die
Menge aller Zylindermengen mit t1, . . . , tn ∈ [0, t] und definiere G = σ(Z),Gt = σ(Zt).
Aufgabe 2.4.2:
Es gilt G = B(C([0,∞),R)) und Gt = ϕ−1

t (B(C([0,∞),R))), wobei ϕt(ω)(s) = ω(t ∧ s).
Bemerkung:
Sei X ein stetiger stochastischer Prozess auf (Ω,F ,P). Dann ist X : Ω→ C([0,∞),R) eine
F − B(C([0,∞),R))-messbare Zufallsvariable. PX−1 heißt Verteilung von X. Verifiziere,
dass für stetige stochastische Prozesse PX−1 eindeutig durch die endlichdimensionalen
Verteilungen bestimmt ist.
Definition 2.4.3 (Straffheit):
Sei (S, ρ) ein metrischer Raum und Π eine Familie von W-Maßen auf (S,B(S)).

a) Π heißt relativ kompakt, wenn jede Folge in Π eine schwach konvergente Teilfolge
besitzt.

b) Π heißt straff, wenn für alle ε > 0 ein K ⊂ S kompakt existiert mit P(K) ≥ 1− ε
für alle P ∈ Π.

c) Eine Familie von Zufallsvariablen (Xα)α mit Xα definiert auf (Ωα,Fα,Pα) heißt
relativ kompakt bzw. straff, wenn Π = {PαX−1

α }α die Eigenschaft hat.

Satz 2.4.4 (Satz von Prohorov):
Sei (S, ρ) ein polnischer Raum und Π eine Familie von W-Maßen auf (S,B(S)). Dann
ist Π relativ kompakt genau dann, wenn Π straff ist.

Beweis:
Ohne Beweis.
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Definition (Stetigkeitsmodul):
Sei ω ∈ C([0,∞),R), T > 0 und δ > 0. Definiere das Stetigkeitsmodul

mT (ω, δ) = sup
|s−t|≤δ,s,t∈[0,T ]

|ω(s)− ω(t)| .

Aufgabe 2.4.5:
Es gelten die Eigenschaften

• ω 7→ mT (ω, δ) ist stetig.

• δ 7→ mT (ω, δ) ist monoton wachsend.

• limδ→0m
T (ω, δ) = 0 für alle ω ∈ C([0,∞),R) (denn ω ist gleichmäßig stetig auf

[0, T ]).

Satz 2.4.6 (Straffheitskriterium für C([0,∞),R)):
Sei (Pn)n eine Folge von W-Maßen auf (C([0,∞),R),B(C([0,∞),R))). Dann ist (Pn)n
straff genau dann, wenn

lim
λ→∞

sup
n≥1

Pn(ω : |ω(0)| > λ) = 0

lim
δ→0

sup
n≥1

Pn(ω : mT (ω, δ) > ε) = 0 ∀T, ε > 0

Beweis:
"⇒": Sei (Pn)n straff und η > 0 beliebig. Dann existiert wegen der Straffheit ein kompaktes
K mit Pn(K) ≥ 1− η für alle n ∈ N. Eine Version des Satzes von Arzela-Ascoli sagt, dass
K ⊂ C([0,∞),R) genau dann kompakt ist (bzw. kompakten Abschluss besitzt) , wenn

sup
ω∈K
|ω(0)| <∞

lim
δ→0

sup
ω∈K

mT (ω, δ) = 0 ∀T > 0

Damit gilt
lim
λ→∞

sup
n

Pn
(
ω : |ω(0)| > λ︸ ︷︷ ︸
⊂Kc für λ groß

)
≤ sup

n
Pn(Kc) ≤ η.

Da η > 0 beliebig war, ist die erste Bedingung nachgewiesen. Die zweite Bedingung lässt
sich analog zeigen.
"⇐": Wähle T > 0, λ > 0 und η > 0 mit supn Pn (|ω(0)| > λ) ≤ η

2T+1 . Außerdem existiert
für k ∈ N ein δk > 0 mit supn Pn

(
mT (ω, δk) > 1

k

)
≤ η

2T+k+1 . Definiere

AT := {|ω(0)| ≤ λ,mT (ω, δk) ≤
1
k
∀k}

A :=
∞⋂
T=1

AT .
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Dann folgt

Pn(AT ) ≥ 1− η

2T+1 −
∞∑
k=1

η

2T+k+1 = 1− η

2T

Pn(A) ≥ 1−
∞∑
T=1

P(AcT )︸ ︷︷ ︸
≤ η

2T

≥ 1− η,

woraus mit Arzela-Ascoli die Straffheit von (Pn)n folgt.
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2.4.A. Konvergenz endlich dimensionaler Verteilungen

Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und X = (Xt)t ein stetiger, stochastischer Prozess. Dann ist
X : Ω→ C([0,∞),R) F −B(C([0,∞),R))-messbar.
Frage: Gegeben sei eine Folge (Xn)n stetiger, stochastischer Prozesse auf (Ωn,Fn,Pn).
Konvergiert Xn in Verteilung gegen X, d.h. Xn D−→ X? Konvergieren die endlich
dimensionalen Randverteilungen?
Beobachtung:
Gilt Xn D−→ X, so gilt (Xn

t1 , . . . , X
n
tk

) D−→ (Xt1 , . . . , Xtk) für alle k ∈ N und t1, . . . , tk.

Beweis:
Betrachte die Auswertungsabbildung

Πt1,...,tk : C([0,∞),R)→ Rk

ω 7→ (ω(t1), . . . , ω(tk)).

Dies ist stetig, da es eine Projektion ist. Sei f : Rk → R stetig und beschränkt. Dann gilt

EPn f(Xn
t1 , . . . , X

n
tk

)) =
∫
f(x1, . . . , xk)Pn(Xn

t1 , . . . , X
n
tk

)−1(dx1, . . . , dxn)

= EPn f ◦Πt1,...,tk(Xn)) n→∞−→ EP f ◦Πt1,...,tk(X)
= EP f(Xt1 , . . . , Xtk)

wobei hier eingeht, dass f ◦Πt1,...,tk eine stetige und beschränkte Funktion ist.

Gilt auch die Umkehrung? Im Allgemeinen nicht.
Beispiel 2.4.7:
Definiere Xn

t = nt1[0, 1
2n ](t) + (1− nt)1( 1

2n ,
1
n ](t) und Xt = 0 für alle t ≥ 0. Dann gilt:

i) Die endlichdimensionalen Verteilungen konvergieren, denn für jedes t > 0 und n > 1
t

gilt Xn
t = 0 = Xt und damit

(Xn
0 , X

n
t1 , . . . , X

n
tk

) = 0 = (X0, Xt1 , . . . , Xtk)

für n > 1
min ti .

ii) Aber Xn konvergiert nicht in Verteilung gegen X, denn die Funktion

f : C([0,∞),R)→ R
ω 7→ sup

0≤t≤1
|ω(t)| ∧ 1

ist stetig und beschränkt, und es gilt f(Xn) = 1
2 6→ 0 = f(X).
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Satz 2.4.8 (Konvergenz der endlichdim. Verteilungen & Straffheit⇒Kvgz. in Verteilung):
Sei (Xn)n eine Folge von stetigen, stochastischen Prozessen, wobei (Xn)n straff sei
als Folge C([0,∞),R)-wertiger Zufallsvariablen. Ferner konvergiere (Xn

t1 , . . . , X
n
tk

))n in
Verteilung für alle k ∈ N, 0 ≤ t1 < . . . < tk <∞. Definiere Pn als die Verteilung von Xn

und Wt(ω) = ω(t).
Dann existiert ein W-Maß P auf B(C([0,∞),R)), sodass Pn D−→ P und (Xn

t1 , . . . , X
n
tk

) D−→
(Wt1 , . . . ,Wtk) für alle k und ti.

Beweis:
1. Schritt: Eindeutigkeitsaussage
Jede Teilfolge von (Xn)n ist straff, d.h. jede Teilfolge (Xnk)k hat eine konvergente
Teilteilfolge Pnkl

D→ P. Sei (Pnk̃l )l eine weitere konvergente Teilfolge mit Pnk̃l
D−→ Q.

Dann gilt P = Q, denn

P(ω : (ω(t1), . . . , ω(tn)) ∈ A) = lim
l→∞

Pnkl (. . .) = lim
l
Pnk̃l (. . .) = Q(. . .)

aufgrund der Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen. Also haben P und Q
die selben endlichdimensionalen Randverteilungen, d.h. aufgrund der Erzeugereigenschaft
gilt P = Q.
2. Schritt: Angenommen (Pn)n konvergiert nicht oder nicht gegen P. Dann existiert
eine stetige, beschränkte Funktion f : C([0,∞),R) → R derart, dass (

∫
fdPn)n nicht

konvergiert oder nicht gegen
∫
fdP. Es existiert wegen der Beschränktheit nach Bolzano-

Weierstraß eine Teilfolge (
∫
fdPnk)k, die konvergiert. Unter der Annahme

∫
fdPnk 6−→∫

fdP erhalten wir einen Widerspruch zu Schritt 1, da (Pnk)k eine Teilfolge haben muss
mit Pnkl

D−→ P.
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2.4.B. Das Invarianzprinzip und das Wiener-Maß

Seien (ξi)i∈N i.i.d. mit E ξ1 = 0,Var ξ1 = σ2 ∈ (0,∞). Definiere S0 := 0, Sn := ∑n
i=1 ξi

(Irrfahrt). Definiere Y = (Yt)t∈[0,∞) mittels linearer Interpolation via

Yt = Sbtc + (t− btc)ξbtc+1

für t ≥ 0, wobei b·c die untere Gauß-Klammer sei und reskaliere via

X
(n)
t = 1√

nσ2
Ynt.

Beobachtung:
X

(n)
k+1
n

−X(n)
k
n

= 1√
nσ2 ξk+1 ist unabhängig von σ(ξ1, . . . , ξk) = FXn

k/n.

Satz 2.4.9 (Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen):
Für alle k ∈ N und alle 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk gilt

(X(n)
t1 , . . . , X

(n)
tk

) D−→ (Bt1 , . . . , Btk)

mit einer Standard-Brownschen Bewegung (Bt)t.

Beweis:
Sei ohne Einschränkung k = 2, s = t1, t = t2 (s < t).
1. Schritt: Beseitige die Interpolation:∣∣∣∣X(n)

t − 1√
nσ2

Sbntc

∣∣∣∣ ≤ 1√
nσ2

∣∣∣ξbntc+1

∣∣∣ .
Also gilt mit Tschebyscheff

P
(∣∣∣∣X(n)

t − 1√
nσ2

Sbntc

∣∣∣∣ > ε

)
≤ P

( 1√
nσ2

∣∣∣ξbntc+1

∣∣∣ > ε

)
≤ 1
nσ2ε2 Var(ξ1)

= 1
nε2 → 0.

Also geht die Differenz gegen 0 in Wahrscheinlichkeit. Analog gilt∥∥∥∥(X(n)
s , X

(n)
t

)
− 1√

nσ2
(Sbsnc, Sbtnc)

∥∥∥∥
2
−→ 0

in Wahrscheinlichkeit. Verwende nun: gilt X(n) D−→ X, d(X(n), Y (n))→ 0 in Wahrschein-
lichkeit, so gilt Y (n) D−→ X (gilt auf separablen, metrischen Räumen).
Es genügt also zu zeigen, dass

1√
nσ2

(
Sbnsc, Sbntc

) D−→ (Bs, Bt). (∗)
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2. Schritt: Verwende, dass falls X(n) D−→ X und ϕ stetig ist, so folgt auch ϕ(X(n)) D−→
ϕ(X) angewendet auf die Funktion ϕ(x, y) := x + y. Statt (∗) zu zeigen, genügt es zu
zeigen, dass

1√
nσ2

(
Sbsnc, Sbtnc − Sbsnc

) D−→ (Bs, Bt −Bs).

Dazu seien u, v beliebig, so ist wegen der Unabhängigkeit

E e
iu 1√

nσ2

∑bsnc
j=1 ξj+iv 1√

nσ2

∑btnc
j=bsnc+1 ξj = E e

iu 1√
nσ2

∑bsnc
j=1 ξj · E e

iv 1√
nσ2

∑btnc
j=bsnc+1 ξj

Beachte:

1√
nσ2

bsnc∑
j=1

ξj =
√
bsnc√
n︸ ︷︷ ︸

→
√
s

1√
bsncσ2

bsnc∑
j=1

ξj︸ ︷︷ ︸
−→N (0,1)

woraus mit dem Satz von Slutsky die Konvergenz gegen N (0, s) in Verteilung folgt. Also
konvergieren auch die charakteristischen Funktionen. Also konvergiert obige charakte-
ristische Funktion gegen das Produkt e−u2 s

2 · e−v2 t−s
2 , wobei dies die charakteristische

Funktion von (Bs, Bt −Bs) in (u, v) ist.

Fortsetzung: Konvergenz auf Prozessebene. Zeige noch die Straffheit.
Lemma 2.4.10:
Es gilt

lim
δ→0

lim sup
n→∞

1
δ
P
(

max
1≤j≤[nδ]+1

|Sj | > ε
√
nσ2

)
= 0

für alle ε > 0.

Beweis:
Sei δ > 0 beliebig. Dann

1√
([nδ] + 1)σ2S[nδ]+1

D−→ Z ∼ N (0, 1)

⇒ 1√
nδσ2

S[nδ]+1
D−→ Z.

Sei λ > 0 beliebig. Wähle eine Folge (ϕk)k ⊂ Cb mit ϕk ↓ 1R \(−λ,λ). Dann gilt wegen
dem Satz von der monotonen Konvergenz für jedes k ∈ N

lim sup
n→∞

P
(∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ ≥ λ√nδσ2
)
≤ lim sup

n→∞
Eϕk

( 1√
nδσ2

S[nδ]+1

)
= Eϕk(Z) k→∞←− P (|Z| ≥ λ) ≤ 1

λ3 E |Z|3 .
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Sei τ := min{j ≥ 1 : |Sj | > ε
√
nσ2}. Wähle δ > 0 derart, dass

√
2δ < ε. Daraus folgt

(beachte, dass in dem zweiten Summanden der Aufspaltung τ = [nδ] + 1 zu einem
Widerspruch führt und daher vernachlässigt werden kann)

(∗) := P
(

max
1≤j≤[nδ]+1

|Sj | > ε
√
nσ2

)
= P (τ ≤ [nδ] + 1)

= P
(
τ ≤ [nδ] + 1,

∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ ≥ √nσ2(ε−
√

2δ)
)

+ P
(
τ ≤ [nδ] + 1,

∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ < . . .
)

≤ P
(∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ ≥ √nσ2(ε−
√

2δ)
)

+
[nδ]∑
j=1

P
(
S[nδ] <

√
nσ2(ε−

√
2δ) | τ = j

)
P(τ = j).

Auf {τ = j} gilt mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung

S[nδ]+1 <
√
nσ2

(
ε−
√

2δ
)
⇒
∣∣∣Sj − S[nδ] + 1

∣∣∣ > ε
√
nσ2 −

√
nσ2

(
ε−
√

2δ
)

=
√
nσ2
√

2δ.

Damit gilt (beachte, dass das zweite Ereignis unabhängig von {τ = j} ist)

P
(∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ < √nσ2(ε−
√

2δ | τ = j
)
≤ P

(∣∣∣Sj − S[nδ]+1

∣∣∣ > √nσ2
√

2δ | τj
)

≤ 1
2δnσ2 E


∣∣∣∣∣∣
[nδ]+1∑
i=j+1

ξi

∣∣∣∣∣∣
2
 = 1

2δnσ2 Var(. . .)

= 1
2δnσ2

[nδ]+1∑
i=j+1

σ2 ≤ 1
2

[nδ]
δn
≤ 1

2 .

Somit ergibt sich zusammen

(∗) = P (τ ≤ [nδ] + 1) ≤ P
(∣∣∣S[nδ]

∣∣∣ ≥ √nσ2(ε−
√

2δ)
)

+ 1
2 P (τ ≤ [nδ] + 1)

⇒(∗) ≤ 2P
(∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ ≥ √nσ2
(
ε−
√

2δ
))
.

Wähle nun λ = ε−
√

2σ√
σ

, so gilt

(∗) ≤ 2P
(∣∣∣S[nδ]+1

∣∣∣ ≥ √nσ2√σλ
)

und daraus folgt

lim sup
n→∞

1
δ

(∗) ≤ lim sup
n→∞

2
δ
P(. . .)

≤ 2
δ

1
λ3 E |Z|3 = 2

√
δ

(ε−
√

2δ)3
E |Z|3 δ→0−→ 0.
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Lemma 2.4.11:
Es gilt

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(

max
1≤j≤[nδ]+1,0≤k≤[nT ]+1

|Sj+k − Sk| > ε
√
nσ2

)
= 0

für alle ε > 0, T > 0.

Beweis:
Ohne Einschränkung sei 0 < δ ≤ T . Dann existiert genau ein m ∈ N mit T

m < δ ≤ T
m−1 .

Aus limn→∞
[nT ]+1
[nδ]+1 = T

δ < m, sodass [nT ] + 1 < m([nδ] + 1) für n groß genug. Sei dies so.

(∗) := P
(

max
j,k
|Sj+k − Sk| > ε > ε

√
nσ2

)
= P

⋃
j,k

(
|Sj+k − Sk| > ε

√
nσ2

) .
Seien j, k so gewählt, dass |Sj+k − Sk| > ε

√
nσ2. Dann existiert ein eindeutiges p ∈

{0, . . . ,m− 1} mit p([nδ] + 1) ≤ k < ([nδ] + 1)(p+ 1). Wo liegt j + k?
1. Fall: ([nδ] + 1)p ≤ k + j ≤ ([nδ] + 1)(p+ 1). Dann muss∣∣∣Sk − S([nδ]+1)p

∣∣∣ > 1
3ε
√
nσ2 (1a)

oder ∣∣∣Sk+j − S([nδ]+1)p

∣∣∣ > 1
3ε
√
nσ2 (1b)

gelten (Andernfalls nutze die Dreiecksungleichung, um |Sk − Sk+j | ≤ 2
3ε
√
nσ2, d.h. einen

Widerspruch zu erhalten).
2. Fall: ([nδ] + 1)(p+ 1) < k + j < ([nδ] + 1)(p+ 2) (weil j ≤ [nδ] + 1). Hier muss∣∣∣Sk − S([nδ]+1)p

∣∣∣ > 1
3ε
√
nσ2 (2a)

oder ∣∣∣S([nδ]+1p− S(nδ]+1)(p+1)

∣∣∣ > 1
3ε
√
nσ2 (2b)

oder ∣∣∣S([nδ]+1)(p+1) − Sk+j
∣∣∣ > 1

3ε
√
nσ2 (2c)

gelten (ansonsten erhalte wie oben einen Widerspruch zur Voraussetzung).
Daher

(∗) ≤
m∑
p=0

P
(

max
1≤l≤[nδ]+1

∣∣∣S([nδ]+1)p+l − S([nδ]+1)p

∣∣∣ > 1
3ε
√
nσ2

)

=
m∑
p=0

P
(

max
1≤l≤[nδ]+1

|Sl| >
1
3ε
√
nσ2

)
∆
≤
(
T

δ
+ 2

)
P
(

max
1≤l≤[nδ]+1

|Sl| >
1
3ε
√
nσ2

)

woraus die Behauptung mit Lemma 2.4.10 folgt. In ∆ geht ein, dass m+ 1 ≤ T
δ + 2 wegen

m− 1 ≤ T
δ .
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Satz 2.4.12 (Donskers Invarianzprinzip):
Sei (X(n)

t )t die obige reskalierte Irrfahrt und Pn die Verteilung von X(n) auf dem Zielraum
B(C([0,∞),R)). Dann gilt

Pn
D−→ P∗,

wobei Wt(ω) := ω(t) eine Brownsche Bewegung auf (C([0,∞),R),B(C([0,∞),R),P∗).

Beweis:
Zu zeigen ist, dass (X(n))n straff ist. Verwende Satz 2.4.6 (Straffheitskriterium in
C([0,∞),R)). Da X(n)

0 = 0P−f.s. für alle n ∈ N ist, genügt es, die zweite Bedingung zu
verifizieren, d.h. es ist zu zeigen, dass

lim
δ→0

sup
n≥1

P(X(n))−1
(
mT (ω, δ) > ε

)
= 0

für alle T > 0 und ε > 0. Da endlich viele Termine beliebig klein gemacht werden können,
lässt sich das Supremum durch lim sup ersetzen. Es gilt

P(X(n))−1
(
mT (ω, δ) > ε

)
= P

(
sup

|s−t|<δ,0≤s,t≤T

∣∣∣X(n)
s −X(n)

t

∣∣∣ > ε

)

= P
(

sup
|s−t|≤[nδ]+1,0≤s,t≤[nT ]+1

|Ys − Yt| > ε
√
nσ2

)

= P
(

max
1≤j≤[nδ]+1,0≤k≤[nT ]+1

|Sk+j − Sk| > ε
√
nσ2

)

und es folgt die Behauptung mit Lemma 2.4.11.

Definition 2.4.13:
Das Maß P∗ auf B(C([0,∞),R)), unter dem die Auswertungsabbildung eine Standard
Brownsche Bewegung definiert, heißt Wiener Maß und

(C([0,∞),R),B(C([0,∞),R)),P∗)

heißt der kanonische Wahrscheinlichkeitsraum für die Brownsche Bewegung.
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2.5. Markoff-Eigenschaft
Definition 2.5.1 (Mehrdimensionale Brownsche Bewegung):
Sei d ∈ N, µ ein W-Maß auf (Rd,B(Rd)), B = (Bt)t sei stetig mit Werten in Rd
und (F t)t-adaptiert. Dann heißt B d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Start-
/Anfangsverteilung µ, wenn gilt

• P(B0 ∈ Γ) = µ(Γ) für alle Γ ∈ B(Rd),

• Für 0 ≤ s < t ist Bt −Bs unabhängig von Fs und Bt −Bs ∼ N (0, (t− s)Idd).

Falls µ = δx, so heißt B Brownsche Bewegung mit Start in x.
Frage: Konstruktion?
Sei X eine Zufallsvariable auf (Rd,B(Rd), µ), X(ω0) = ω0 und B(i), i = 1, . . . , d eindimen-
sionale Standard-Brownsche-Bewegung auf (Ω(i),F (i),P(i)). Auf Rd×Ω(1)× . . .×Ω(d) mit

Produkt-σ-Algebra und -Maß definiere Bt(ω) := X(ω0)+

 B
(1)
t (ω1)
...

B
(d)
t (ωd)

 für ω = (ω0, . . . , ωd)

sowie F t := FBt .
Zweite Konstruktion
Seien P(i), i = 1, . . . , d Kopien des Wiener-Maßes auf (C([0,∞),R),B(. . .)) und P0 :=
⊗di=1 P(i). Unter P0 definiert die Auswertungsabbildung Bt(ω) = ω(t) eine Brownsche
Bewegung mit Start in 0. Für x ∈ Rd sei Px(F ) := P0(F −x) für alle F ∈ B(C([0,∞),Rd))
und F − x := {ω ∈ C([0,∞),Rd) : x+ ω(·) ∈ F}. Unter Px definiert Bt(ω) := ω(t) eine
Brownsche Bewegung mit Start in x.
Sei µ ein W-Maß auf (Rd,B(Rd)) sei Pµ(F ) :=

∫
Rd P

x(F )µ(dx) (Verwende, dass x 7→ Px(F )
eine B(Rd)− B([0, 1])-messbar ist).
Proposition 2.5.2:
Unter Pµ ist Bt(ω) := ω(t) eine Brownsche Bewegung mit Startverteilung µ.

Beweis:
Übung.

Definition 2.5.3 (Universelle Messbarkeit):
Sei (S, ρ) ein metrischer Raum, µ ein W-Maß auf (S,B(S)) und B(S)µ die Vervollständi-
gung der Borel-Mengen B(S) unter µ. Dann heißt U(S) := ⋂

µ W-Maß B(S)µ die universelle
σ-Algebra und f : S → R heißt universell messbar, falls es U(S)− B(R)−messbar ist.
Definition 2.5.4 (Brownsche Familie):
Eine d-dimensionale Brownsche Familie ist

• ein adaptierter, d-dimensionaler stochastischer Prozess B = (Bt)t auf einem mess-
baren Raum (Ω,F)

• zusammen mit einer Familie {Px}x∈Rd von W-Maßen auf (Ω,F)

derart, dass
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i) x 7→ Px(F ) ist universell messbar für jedes F ∈ F ,

ii) Px(B0 = x) = 1 für alle x ∈ Rd,

iii) Unter Px ist B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Start in x für alle
x ∈ Rd.
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2.5.A. Markoff-Prozesse und Markoffsche Familien

Aufgabe 2.5.5:
Sei B eine Brownsche Bewegung mit Startverteilung µ, 0 ≤ s < t. Gegeben Bs bzw.
Bs = y, was ist die Wahrscheinlichkeit, dass Bt ∈ Γ?
Idee: Bt = Bs + (Bt −Bs) = y + Bt −Bs︸ ︷︷ ︸

∼N (0,t−s)

D= y +Bt−s.

Rigoros für den allgemeinen Fall:
Seien X,Y Rd-wertige Zufallsvariablen (z.B. Y = Bs, X = Bt − Bs), G ⊂ F eine σ-
Algebra (z.B. G = Fs = σ{Bu : u ≤ s}), X sei unabhängig von G (z.B. Bt − Bs ist
unabhängig von Fs) und Y ∈ G. Dann gelten

1) P(X + Y ∈ Γ | G) = P(X + Y ∈ Γ | Y ) P-f.s.

2) P(X + Y ∈ Γ | Y = y) = P(X + y ∈ Γ) für PY −1-f.a. y.
Einschub: (Bauer, W-Theorie, Kapitel 15)
Was ist P(. . . | Y = y) bzw. E(. . . | Y = y)? Beachte, dass E(X | Y ) σ(Y )-messbar ist. Also
gilt nach dem Faktorisierungslemma, dass ein messbares g existiert mit E(X | Y ) = g ◦Y .
Satz:
Sei X eine R-wertige Zufallsvariable auf (Ω,A,P) und Y : Ω → Ω′ eine messbare
Zufallsvariable. g : Ω′ → R sei messbar mit E(X | Y ) = g ◦ Y . Dann gilt
a) g ist PY −1-integrierbar und erfüllt∫

A′
gdPY −1 =

∫
{Y ∈A′}

XdP für alle A′ ∈ A′. (∗)

b) (∗) bestimmt die Funktion g PY −1-f.s. eindeutig.

c) Umkehrung: Sei g : Ω′ → R messbar, PY −1-integrierbar und erfülle (∗). Dann ist
g ◦ Y eine Version von E(X | Y ).

Beweis:
Sei A′ ∈ A′. Dann gilt∫

A′
gdPY −1 =

∫
1A′gdPY −1 =

∫
(1A ◦ Y )(g ◦ Y )dP

=
∫
{Y ∈A′}

g ◦ Y dP =
∫
{Y ∈A′}

XdP

aufgrund der Eigenschaften der bedingten Erwartung.
c): Es gilt ∫

{Y ∈A′}
g ◦ Y dP =

∫
A′
gdPY −1 (∗)=

∫
{Y ∈A′}

XdP

⇒
∫
C
g ◦ Y dP =

∫
C
XdP

für alle C ∈ σ(Y ). Da g ◦ Y ∈ σ(Y ) folgt, dass g ◦ Y = E(X | Y ).
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Definition:
Sei X ∈ L1(Ω,F ,P), g : Ω′ → R messbar und PY −1 integrierbar. g(y) heißt der bedingte
Erwartungswert von X gegeben Y = y für alle y ∈ Y , d.h. E(X | Y = y) = g(y).
Beachte: Der Satz zeigt, dass aus y 7→ E(X | Y = y) der bedingte Erwartungswert
wiedergewonnen werden kann:

E(X | Y )(ω) = E(X | Y = y) |y=Y (ω)= E(X | Y = ·) ◦ Y (ω).

Beweis von (1):
Zwischenschritt: Zeige, dass P((X,Y ) ∈ D | G) = P((X,Y ) ∈ D | Y ).
1. Schritt: Sei D = B × C. Dann gilt

P((X,Y ) ∈ D | G) = E(1{X∈B}1{Y ∈C} | G) = 1{Y ∈C} · P(X ∈ B).

Aus einer analoge Rechnung für σ(Y ) statt G folgt die Behauptung.
2. Schritt: D := {D ∈ B(Rd×Rd) : P((X,Y ) ∈ D | G) = P((X,Y ) ∈ D | Y )} ist ein
Dynkin-System.
λ − Π−Satz: Sei P ein Π-System (d.h. P 6= ∅, A,B ∈ P ⇒ A ∩ B ∈ P ) und D sei ein
Dynkinsystem mit P ⊂ D. Dann gilt σ(P ) ⊂ D.
Mit P = {B × C : B,C ∈ B(Rd)} folgt B(Rd×Rd) = σ(P ) ⊂ D = B(Rd×Rd). Wähle
D := {(x, y) : x+ y ∈ Γ}, so folgt (1).

Definition 2.5.6 (Markoff-Prozess mit Startverteilung µ):
Sei d ∈ N, µ ein W-Maß auf (Rd,B(Rd)) und X = (Xt)t (F t)t-adaptiert auf einem
W-Raum (Ω,F ,Pµ). X heißt Markoff-Prozess (MP) mit Startverteilung µ, wenn

i) Pµ(X0 ∈ Γ) = µ(Γ) für alle Γ ∈ B(Rd),

ii) für s, t ≥ 0 und Γ ∈ B(Rd) gilt

Pµ (Xt+s ∈ Γ | Fs) = Pµ (Xt+s ∈ Γ | Xs) Pµ−f.s.

Definition 2.5.7 (Markoffsche Familie):
Sei d ∈ N. Ein (F t)t−adaptierter Prozess X = (Xt)t auf (Ω,F) und eine Familie von
W-Maßen {Px}x∈Rd heißt Markoffsche Familie, wenn

a) x 7→ Px(F ) universell messbar für alle F ∈ F ist,

b) Px(X0 = x) = 1 für alle x ∈ Rd

c) Px(Xt+s ∈ Γ | Fs) = Px(Xt+s ∈ Γ | Xs) Px-f.s. für alle x ∈ Rd, s, t ≥ 0,Γ ∈ B(Rd).

d) Px(Xt+s ∈ Γ | Xs = y) = Py(Xt ∈ Γ) für PxX−1
s -f.a. y.

Satz 2.5.8:
Eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein Markoff-Prozess. Eine d-dimensionale
Brownsche Familie ist eine Markoff-Familie.
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2.5.B. Äquivalente Formulierungen der Markoff-Eigenschaft

Definition:
Definiere (Utf)(x) = Ex f(Xt). Dies ist ein linearer Operator zwischen dem Raum
der beschränkten, messbaren Funktionen und dem Raum der beschränkten, universell
messbaren Funktionen.
Für f = 1Γ gilt Ex f(Xt) = (Utf)(x) = Px(Xt ∈ Γ), x 7→ (Utf)(x) ist daher gemäß obiger
Definition universell messbar, falls x 7→ Px(F ) universell messbar ist. Für allgemeine
Funktionen zeige dies per maßtheoretischer Induktion.
Proposition 2.5.9:
Die Eigenschaften (c) und (d) in Definition 2.5.7 sind äquivalent zu

Px(Xs+t ∈ Γ | Fs) = (Ut1Γ)(Xs) Px−f.s. (e)

für alle x, s, t ≥ 0,Γ unter den Voraussetzungen, dass (Xt)t auf (Ω,F) (F t)t-adaptiert
ist, {Px}x∈Rd eine Familie von W-Maßen ist und x 7→ Px(F ) universell messbar ist für
alle F ∈ F .

Beweis:
(c) & (d) ⇒ (e): Zeige dies zunächst unter der Annahme, dass α : Rd → [0, 1], α(y) :=
(Ut1Γ)(y) B(Rd)−B([0, 1])-messbar ist (dies ist z.B. für die Brownsche Bewegung erfüllt).
Dann impliziert (d), dass

Px (Xt+s ∈ Γ | Xs = y) = (Ut1Γ)(y) = α(y) PxXs −f.s..

Also folgt mit dem Satz aus der letzten Vorlesung

Px (Xt+s ∈ Γ | Xs) = α(Xs) Px−f.s.,

woraus mit (c) folgt
Px (Xt+s ∈ Γ | Fs) = α(Xs) Px−f.s..

Nach einer Übungsaufgabe gilt nun, dass f genau dann universell messbar ist, wenn es
für alle endlichen Maße µ eine Funktion gµ existiert mit µ({gµ 6= f}) = 0. Also existiert
für jedes x ∈ Rd und alle s, t ≥ 0 zu µ = PxXs eine Borel-messbare Funktion gµ mit
µ ({Ut1Γ(y) 6= gµ(y)}) = 0. Insbesondere gilt also

(Ut1Γ)(y) = g(y) PxXs −f.s.⇒ (Ut1Γ)(Xs) = gµ(Xs)Px−f.s.

(e)⇒ (c)&(d): Seien x ∈ Rd, s, t ≥ 0 gegeben. Wie im vorherigen Teil gilt (Ut1Γ)(y) =
g(y) für PxXs-f.a. y ∈ Rd. Also gilt (Ut1Γ)(Xs) = g(Xs) Px−f.s., d.h. nach (e) gilt
Px(Xs+t ∈ Γ | Fs) = g(Xs) Px−f.s.. Nun hat Px(Xs+t ∈ Γ | Fs) eine σ(Xs)-messbare
Version, d.h. es gilt Px(Xs+t ∈ Γ | Fs) = g(Xs) = Px(Xs+t ∈ Γ | Xs) Px-f.s.
Abschließend folgt mit dem Satz aus der letzten Vorlesung

g(y) = (Ut1Γ)(y) = Px (Xt+s ∈ Γ | Xs = y)

für PxXs-f.a. y.
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Notation 2.5.10:
Schreibe Xs+·(ω) für t 7→ Xs+t(ω). Xs+· ist eine messbare Abbildung von (Ω,F) in
den Raum der Rd-wertigen Abbildungen auf [0,∞) versehen mit der σ-Algebra der
Zylindermengen, σ(Z).
Proposition 2.5.11:
Sei (Xt)t, {Px}x eine Markoffsche Familie. Dann gilt

Px (Xs+· ∈ F | Fs) = Px (Xs+· ∈ F | Xs) Px−f.s. (c′)

sowie
Px (Xs+· ∈ F | Xs = y) = Py(X· ∈ F ) PxXs −f.s. (d′)

für alle x ∈ Rd, s ≥ 0, F ∈ σ(Z).

Beweis:
Das Mengensystem

D := {F ∈ σ(Z) | (c′) & (d′) gelten}
ist ein Dynkin-System. Es genügt daher, die Eigenschaften (c′) und (d′) für Zylindermengen
zu zeigen, d.h. F ist von der Form

F = {ω ∈ (Rd)[0,∞) | ω(t0) ∈ Γ0, . . . , ω(tn) ∈ Γn}

mit t0 =< t1 < . . . < tn,Γi ∈ B(Rd) und n ≥ 0.
Wir weisen (c′) induktiv nach, (d′) erfolgt analog. Für n = 0 ist dies erfüllt, da wir eine
Markoffsche Familie haben, d.h. es gilt

Px(Xs ∈ Γ0 | Fs) = Px(Xs ∈ Γ0 | Xs) Px−f.s..

Für den Induktionsschritt kann man per maßtheoretischer Induktion zeigen, dass für jede
beschränkte, messbare Funktion ϕ : (Rd)n → R gilt

Ex
(
ϕ(Xs, . . . , Xs+tn−1) | Fs

)
= Ex

(
ϕ(Xs, . . . , Xs+tn−1) | Xs

)
Px−f.s..

Also gilt

Px (Xs+ti ∈ Γi i ≤ n | Fs) = Ex
(
1{Xi∈Γi,i≤n−1} Px

(
Xs+tn ∈ Γn | Fs+tn−1

)
| Fs

)
.

Nach dem Faktorisierungslemma existiert eine messbare Funktion g : Rd → [0, 1] mit
Px
(
Xs+tn ∈ Γ | Xs+tn−1

)
= g(Xs+tn−1). Wähle also

ϕ(x0, . . . , xn−1) = 1Γ0(x0) · 1Γn−1(xn−1) · g(xn−1),

so gilt wegen der Induktionsvoraussetzung

Px (Xs+ti ∈ Γi i ≤ n | Fs) = Ex(ϕ(Xs, . . . , Xs+tn−1) | Fs)
= Ex(ϕ(Xs, . . . , Xs+tn−1) | Xs) Px−f.s..

Verwendung der Argumente Rückwärts liefert die Behauptung für n.
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Definition (Shift-Operator):
Sei (Xt)t auf (Ω,F) definiert. Dann heißt eine F −F-messbare Abbildung θs : Ω→ Ω,
s ≥ 0 Shift-Operator, falls für alle t ≥ 0 und ω ∈ Ω gilt

Xs+t(ω) = Xt(θs(ω)).

Bemerkung:
Shift-Operatoren existieren u.A. für

((
Rd
)[0,∞)

, σ(Z)
)
oder

(
C([0,∞),Rd),B(C(. . .))

)
via θs(ω)(t) := ω(s+ t).
Wenn ein Shift-Operator existiert, so gilt Xs+·(ω) = X·(θs(ω)), {Xs+· ∈ F} = θ−1

s (X· ∈
F ). Ferner gilt für alle F ∈ FX∞

Px(θ−1
s F | Fs) = Px(θ−1

s F | Xs) (c′′)

sowie
Px
(
θ−1
s F | Xs = y

)
= Py(F ) PxXs −f.s. (d′′)

Analog zum Beweis von Proposition 2.5.9 lässt sich zeigen, dass (c′′) und (d′′) äquivalent
sind zu

Px
(
θ−1
s F | Fs

)
= PXs(F ). (e′′)

Satz 2.5.12:
Sei (Xt)t (F t)t-adaptiert auf (Ω,F), {Px}x eine Familie von W-Maßen auf (Ω,F) und
(θs)s eine Familie von Shift-Operatoren. Dann ist (Xt)t, {Px}x eine Markoffsche Familie
genau dann, wenn (a), (b) und (e′′) gelten.
Definition 2.5.13 (Brownsche Familie mit Drift und Diffusion):
Sei (Bt)t, {Px}x eine d-dimensionale Brownsche Familie, µ ∈ Rd und σ eine nichtsinguläre
d× d-Matrix. Setze Yt := µt+ σBt.
Dann heißt (Yt)t mit (F t) auf (Ω,F) und {Pσ−1x}x eine d-dimensionale Brownsche Familie
mit Drift µ und Diffusionskoeffizient σ. Beachte, dass Y0 = µ · 0 + σB0 = σ(σ−1x) = x.
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2.6. Starke Markoff-Prozesse und Markoffsche Familien
Definition 2.6.1 (Starker Markoff-Prozess):
Sei d ∈ N, µ ein W-Maß auf (Rd,B(Rd)) und X = (Xt)t auf (Ω,F ,Pµ) mit Werten in Rd
progressiv messbar bezüglich (F t)t.
Dann heißt X starker Markoff-Prozess mit Anfangsverteilung µ, wenn gilt

(i) Pµ(X0 ∈ Γ) = µ(Γ) für alle Γ

(ii) Pµ(Xτ+t ∈ Γ | Fτ+) = Pµ(Xτ+t ∈ Γ | Xτ ) Pµ-f.s. auf {τ < ∞} für alle (F t)t-
Optionszeiten τ .

Definition 2.6.2 (Starke Markoffsche Familie):
Sei d ∈ N, X progressiv messbar bzgl. (F t)t auf (Ω,F) und {Px}x∈Rd seien W-Maße auf
(Ω,F). Dann heißt (X, {Px}x) starke Markoffsche Familie, falls gilt

(a) x 7→ Px(F ) ist universell messbar für alle F ,

(b) Px(X0 = x) = 1 für alle x,

(c) Px(Xτ+t ∈ Γ | Fτ+) = Px(Xτ+t ∈ Γ | Xτ ) Px-f.s. auf {τ < ∞} für alle x, t,Γ und
Optionszeiten τ ,

(d) Px(Xτ+t ∈ Γ | Xτ = y) = Py(Xt ∈ Γ) für PxXτ -f.a. y.

Bemerkung 2.6.3:

• Ist τ eine (F t)t Optionszeit, so ist τ eine (F t+)t-Stoppzeit.

• Ist (Xt)t progressiv messbar, so gilt Xτ ∈ Fτ+ .

• Falls τ sogar eine Stoppzeit ist, so gilt Xτ ∈ Fτ und Px−f.s. auf {τ <∞}

Px(Xτ+t ∈ Γ | Fτ ) = Ex (Px(Xτ+t ∈ Γ | Fτ+) | Fτ )
(c)= Ex (Px(Xτ+t ∈ Γ | Xτ ) | Fτ )
= Px (Xτ+t ∈ Γ | Xτ ) .

• Wähle τ = s, so folgt, dass jede starke Markoffsche Familie eine Markoffsche Familie
ist. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Proposition 2.6.4:
Sei X, {Px}x eine starke Markoffsche Familie. Dann gilt für alle Stoppzeiten τ sowie x
und F

Px (Xτ+· ∈ F | Fτ+) = Px (Xτ+· ∈ F | Xτ ) Px−f.s. auf {τ <∞} (c′)

und
Px (Xτ+· ∈ F | Xτ = y) = Py (X· ∈ F ) PxXτ −f.a. y. (d′)
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Beweis:
Ist τ eine Optionszeit, so ist τ + u eine Stoppzeit für alle u > 0. Imitiere den Beweis von
Satz 2.5.11.

Proposition 2.6.5:
Sei X = (Xt)t progressiv messbar bezüglich (F t)t und {Px}x W-Maße mit (a) und (b)
aus 2.6.1. Dann sind äquivalent:

1) X, {Px}x ist eine starke Markoffsche Familie.

2) Es gilt für alle (F t)t-Optionszeiten und alle x,Γ

Px (Xτ+t ∈ Γ | Fτ+) = (Ut1Γ)(Xτ ) Px−f.s. auf {τ <∞}. (e)

3) Für alle (F t)t-Optionszeiten sowie alle f ∈ Cb(Rd,R) gilt

Ex (f(Xτ+t) | Fτ+) = (Utf)(Xτ ) Px−f.s. auf {τ <∞}. (e′)

Beweis:
Die Äquivalenz von (c)&(d) zu (e) ist analog zu obigem Beweis.
(e)⇒ (e′) folgt per Approximation durch einfache Funktionen.

Bemerkung 2.6.6:
Sei X, {Px}x eine starke Markoffsche Familie, µ ein W-Maß auf (Rd,B(Rd)). Definiere

Pµ(F ) =
∫
Rd

Px(F )µ(dx).

Dann ist X auf (Ω,F ,Pµ) ein starker Markoff-Prozess mit Anfangsverteilung µ.

Beweis:
Folgt.

Zufälliger Shift
Sei (θs)s≥0 eine Familie messbarer Abbildungen mit Xs+t(ω) = Xt(θs(ω)). Definiere
θσ durch θσ = θs auf {σ = s} für alle ω mit σ(ω) < ∞. Also ist θσ eine Abbildung
{σ <∞} → Ω mit Xσ(ω)+t(ω) = Xt(θσ(ω)(ω)).
Damit ist (c′) äquivalent zu

Px(θ−1
τ F | Fτ+) = Px(θ−1

τ F | Xτ ) Px−f.s. auf {τ <∞} (c′′)

und (d′) ist äquivalent zu

Px(θ−1
t F | Xτ = y) = Py(F ) für PxXτ −f.a.y. (d′′)

Satz 2.6.7:
Die Bedingungen (c′′) und (d′′) sind äquivalent zu

Px(θ−1
τ F | Fτ+) = PXτ (F ) Px−f.s. auf {τ <∞}. (e′′)

Beweis:
Analog zu Aussagen für Markoffsche Familien.
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2.6.A. Starke Markoff-Eigenschaft für die Brownsche Bewegung

Satz 2.6.8:
Eine d-dimensionale Brownsche Familie ist eine starke Markoffsche Familie.
Eine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein starker Markoff-Prozess.
Bemerkung:
Der zweite Teil folgt mit Bemerkung 2.6.6 aus dem ersten Teil.
Definition 2.6.9 (Reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit):
Sei X eine Zufallsvariable auf (Ω,F ,P) mit Werten in einem polnischen Raum (S, ρ) und
G ⊂ F eine σ-Algebra.
Eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben G ist eine Abbildung Q :
Ω× B(S)→ [0, 1] mit den Eigenschaften

(i) Q(ω, ·) ist ein W-Maß auf (S,B(S)) für alle ω ∈ Ω,

(ii) ω 7→ Q(ω,E) ist G-messbar für alle E ∈ B(S),

(iii) P(X ∈ E | G)(ω) = Q(ω,E) für P-f.a. ω und alle E ∈ B(S).

Bemerkung:
Unter den Voraussetzungen dieser Definition existiert eine reguläre bedingte Wahrschein-
lichkeit von X gegeben G.
Bemerkung 2.6.10:
Sei Q eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben G. Dann gilt E(1E |
G)(ω) = Q(ω,E) für P-f.a. ω. Also folgt für alle beschränkten und messbaren Funktionen
f E(f | G)(ω) =

∫
f(x)Q(ω, dx) P−f.s.. Insbesondere gilt für alle u ∈ Rd auch

E
(
ei〈u,x〉 | G

)
(ω) =

∫
ei〈u,x〉Q(ω, dx) P−f.s.. (∗)

Für alle u existiert daher eine Nullmenge Nu, sodass (∗) aufN c
u gilt. Wähle eine abzählbare

dichte Teilmenge von Rd, nutze die Stetigkeit von e〈u,·〉, um eine Nullmenge N zu erhalten,
sodass für alle ω /∈ N (∗) gilt.
Wenn u 7→ E

(
ei〈u,x〉 | G

)
(ω) die charakteristische Funktion eines W-Maßes Pω ist, so

muss Pω = Q(ω, ·) für P-f.a. ω gelten. Insbesondere gilt

P(X ∈ E | G)(ω) = Q(ω,E) = Pω(E) P−f.s.

Sei (Bt)t eine Brownsche Bewegung mit Start in x. Definiere Mt := ei〈u,Bt〉+
t
2‖u‖

2
und

Rt := <(Mt) und It := =(Mt).
Lemma 2.6.11:
(Rt)t und (It)t sind Martingale bezüglich (F t)t und (Ω,F ,Px).

Beweis:
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Sei 0 ≤ s < t, so gilt

Ex(Mt | Fs) = Ex
(
Mse

i〈u,Bt−Bs〉e
t−s

2 ‖u‖
2
| Fs

)
= Ms Ex

(
ei〈u,Bt−Bs〉

)
· e

t−s
2 ‖u‖

2

= Mse
t−s

2 ‖u‖
2
· e−

1
2‖u‖

2(t−s) = Ms.

Beweis von 2.6.8:
Sei zunächst die Optionszeit τ beschränkt. Der optimale Stoppsatz zeigt

E
(
ei〈u,Bt+τ 〉+

τ+t
2 ‖u‖

2
| Fτ+

)
= E (Mτ+t | Fτ+)

= ei〈u,Bτ 〉+
τ
2 ‖u‖

2
,

woraus mit vorigem Lemma folgt, dass gegeben Fτ+ Bτ+t normalverteilt ist mit N (Bτ , t ·
Id). Dies zeigt (e), d.h.

Px (Bτ+t ∈ Γ | Fτ+) = (Ut1Γ)(Bτ ) = Py(Bt ∈ Γ), y = Bτ .

2. Schritt: Falls τ nicht beschränkt ist, siehe Problem 6.9 in [KS10].

Satz 2.6.12:
Sei τ eine P-f.s. endliche Optionszeit, (Bt)t eine d-dimensionale Brownsche Bewegung.
Definiere Wt := Bτ+t −Bτ . Dann ist (Wt)t eine d-dimensionale Brownsche Bewegung,
die unabhängig von Fτ+ ist.
Proposition 2.6.13:
Sei (X,Px) eine starke Markoffsche Familie, wobei X rechtsstetig sei, σ eine Optionszeit
und τ eine Fσ+-messbare Zufallszeit mit τ ≥ σ. Dann gilt

Ex (f(Xτ ) | Fσ+) (ω) =
(
Uτ(ω)−σ(ω)f

)
(Xσ(ω)) (∗)

für Px-f.a. ω mit {τ(ω) <∞}, alle x ∈ Rd und alle f ∈ Cb(Rd,R).

Beweis:
Diskretisiere τ − σ: Für n ≥ 1 sei

τn :=
{
σ + 1

2n (b2n(τ − σ)c+ 1) τ <∞
∞ sonst

,

so gilt τn = σ + k2−n für (k − 1)2−n ≤ τ − σ < k2−n und τn ↓ τ auf {τ <∞}. Sei k ≥ 0.
Auf {σ <∞} gilt Px-f.s.

Ex (f(Xσ+k2−n) | Fσ+) (e′)= (Uk2−nf)(Xσ)
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und somit

Ex (f(Xτn) | Fσ+) = (Uτn−σf)(Xτ ) auf {τ <∞},

woraus mit dem Satz von Lebesgue unter Beachtung, dass τn ↓ τ , der Rechtsstetigkeit
von X und der Beschräktheit von f folgt

Ex (f(Xτn) | Fσ+) −→ Ex (f(Xτ ) | Fσ+)

sowie

(Uτn−σf)(Xτ ) auf {τ <∞} −→ (Uτ−σf)(Xσ).

Korollar 2.6.14:
Seien die Voraussetzung wie in der vorherigen Proposition. Dann gilt (∗) für jede be-
schränkte, messbare Funktion f . Insbesondere gilt für Γ ∈ B(Rd)

Px (Xτ ∈ Γ | Fσ+) = (Uτ−σ1Γ)(Xσ) Px−f.s. auf {τ <∞}. (∗∗)

Beweis:
1. Schritt: Approximiere 1Γ für abgeschlossene Mengen Γ durch stetige, beschränkte
Funktionen (vgl. Beweis von 6.7 in [KS10]).
2. Schritt: beliebiges Γ ∈ B(Rd).
3. Schritt: beliebige beschränkte, messbare Funktion.

Definition 2.6.15:
Sei b ∈ R \{0}. Dann heißt die Stoppzeit

τb(ω) = inf{t ≥ 0 : Bt(ω) = b}

Erstdurchgangszeit. Dies ist die Erstaustrittszeit aus (−∞, b).
Proposition 2.6.16:
Sei B eine eindimensionale SBM auf (Ω,F ,P) mit einer Filtration (F t)t, b 6= 0 und τb
die Erstdurchgangszeit. Dann hat τb die Dichte

t 7→

 |b|√
2πt3

e−
b2
2t t > 0

0 t ≤ 0.

Beweis:
Ohne Einschränkung sei b > 0, sonst betrachte −B. Wende Korollar 6.18 mit σ = τb und

τ =
{
t σ < t

∞ sonst
sowie Γ = (−∞, b) an. Dann gilt Bσ = b auf {σ < ∞}, also auch auf

{σ < t} = {τ <∞}. Dort gilt außerdem

(Uτ−σ1Γ)(Bσ) = (Uτ−σ1Γ)(b) = Pb(Bτ−σ < b) = 1
2 .
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Auf {τ <∞} gilt

P0 (τb < t,Bt < b) = P0(τb < t,Bτ < b)

=
∫
τb<t

P0(Bτ < b | Fσ+)︸ ︷︷ ︸
= 1

2

dP0

= 1
2 P0 (τb < t)

weil {τb < t} ∈ Fσ+ = Fτ+
b
. Nun gilt

P0(τb < t) = P0(τb < t,Bt < b) + P0(τb < t,Bt > b) + 0

= 1
2 P0(τb < t) + P0(Bt > b)

⇔ P0(τb < t) = 2P0(Bt > b).

Mit der selben Definition von τn aus Satz 6.17 erhalten wir τn ↓ τ auf {(k − 1)2−n ≤
τ − σ < k2−n} sowie τn = σ + k2−n.
Folglich gilt

P0(Bσ+k2−n < b | Fσ+) = 1
2 ∀k, n

und nach Limesbildung für k und n gilt wegen τn ↓ τ gilt P0(Bτ < b | Fσ+) = 1
2 .

Bemerkung:
Es gilt P0(τb < t) =

√
2
π

∫∞
b√
t

exp
(
−x2/2

)
dx −→ 1 für t→∞, d.h. es gilt P0(τb <∞) = 1.

Satz 2.6.17 (Blumenthals 0-1-Gesetz):
Sei (Bt)t, {Px}x eine d-dimensionale brownsche Familie auf einem Messraum (Ω,F) mit
einer Filtration (F̃ t)t (augmentiert und komplettiert). Dann gilt Px(F ) ∈ {0, 1} für alle
F ∈ F̃0 und x ∈ Rd.

Beweis:
Seien x ∈ Rd und F ∈ F̃0 beliebig, so existiert ein G ∈ FB0 , sodass Px(F∆G) = 0.
G ∈ FB0 hat die Form G = {B0 ∈ Γ},Γ ∈ B(Rd). Also gilt

Px(F ) = Px(G) = Px(B0 ∈ Γ) = 1Γ(x) ∈ {0, 1}.

Eine Folgerung davon ist das folgende Problem.
Aufgabe 2.6.18:
Zeigen Sie, dass eine eindimensionale SBM mit Wahrscheinlichkeit 1 in jedem Intervall
[0, ε] unendlich oft das Vorzeichen wechselt.
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2.7. Brownsche Filtrierungen
Das Ziel ist eine Vervollständigung und Augmentierung von σ-Algebren. Dazu sei X =
(Xt)t ein stochastischer Prozess mit der induzierten Filtrierung (FXt )t auf dem W-Raum
(Ω,FX∞,Pµ), wobei µ ein W-Maß ist und Pµ(X0 ∈ Γ) = µ(Γ) gilt.
Definition 2.7.1:
Setze Nµ

t := {F ⊂ Ω : ∃G ∈ FXt mit F ⊂ G,Pµ(G) = 0} sowie Nµ := Nµ
∞ (Pµ-

Nullmengen).
Definition 2.7.2:
Für 0 ≤ t <∞ definiere

i) die Vervollständigung:
Fµt = σ(FXt ∪N

µ
t ).

ii) die Augmentierung:
Fµt = σ(FXt ∪Nµ)

bzw. für t =∞
Fµ := σ(FX∞ ∪Nµ).

Aufgabe 2.7.3:
(Ω,Gµ,Pµ) ist vollständig. Das heißt ist G ⊂ FX∞ eine σ-Algebra und Gµ := σ(G ∪Nµ),
so definiere die Fortsetzung von Pµ auf Gµ := {F ⊂ Ω : ∃G ∈ G mit F∆G ∈ Nµ}.
Dann ist (Ω,Gµ,Pµ) vollständig in dem Sinne, dass Pµ(F ) = 0 für F ∈ Gµ und D ⊂ F ,
so folgt auch D ∈ Gµ.

2.7.A. Rechtsstetigkeit der augmentierten Filtrierung

Proposition 2.7.4:
Sei X ein starker Markoff-Prozess bzgl. (FXt )t mit einer Anfangsverteilung µ. Dann ist
(Fµt )t eine rechtsstetige Filtrierung.
Korollar 2.7.5:
Sei X ein linksstetiger starker Markoff-Prozess bzgl. (FXt )t. Dann ist (Fµt )t stetig.
Bemerkung:
Beachte Problem 7.1 aus [KS10]:

• (FXt+)t ist rechtsstetig. Ist X linksstetig, so ist auch (FXt )t linksstetig.

• Ist X stetig, so folgt im Allgemeinen weder, dass (FXt )t rechtsstetig ist, noch, dass
(FXt+)t linksstetig ist.

Satz 2.7.6:
Sei B eine Brownsche Bewegung auf (Ω,FB∞,Pµ) zu einer Anfangsverteilung µ. Dann ist
B eine Brownsche Bewegung bezüglich (Fµt )t.
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Daher ist eine Brownsche Bewegung bzgl. (Fµt )t ein starker Markoff-Prozess.
Frage: Gegeben einen starken Markoff-Prozess bzgl. (FXt )t und (Ω,FX∞,Pµ). Ist X auch
ein starker Markoff-Prozess bezüglich (Fµt )t? Ja, siehe dazu Aufgaben 7.11 - 7.13 in
[KS10].

2.7.B. Universelle Filtrierung

Problem: (Fµt )t hängt vom Maß µ ab.
Sei (Xt)t, (Px)x eine starke Markoffsche Familie bzgl. (FXt )t auf (Ω,FX∞). Definiere
Pµ(F ) :=

∫
Rd P

x(F )µ(dx) und F̃ t := ∩µ W-MaßFµt für alle t ∈ [0,∞].
Folgerung: Sei X stark Markoffsch bzgl. (FXt )t und bzgl. (Fµt )t, dann folgt wegen FXt ⊂
∩µFµt ⊂ F

µ
t für alle t ≥ 0 und W-Maße µ, dass X auch stark Markoffsch bzgl. (F̃ t)t ist.

Beachte, dass (F̃ t)t rechtsstetig ist wegen

F̃ t+ =
⋂
s≥t

⋂
µ

Fµs =
⋂
µ

⋂
s≥t
Fµs =

⋂
µ

Fµt = F̃ t.

Satz 2.7.7:
Sei (Bt)t, (FBt )t, (Ω,FB∞), (Px)x eine Brownsche Familie. Dann ist dies auch mit (F̃ t)t
und (Ω, F̃∞) eine Brownsche Familie.
Bemerkung 2.7.8:
Für die Brownsche Bewegung ist x 7→ Px(F ) Borel-messbar für jedes F ∈ FB∞. Trotzdem
ist x 7→ Px(F ) für F ∈ F̃∞ nur universell messbar.
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2.8. Berechnungen mittels Durchgangszeiten
2.8.A. Brownsche Bewegung und das running maximum

Sei eine eindimensionale Brownsche Familie (Wt)t, {Px}x auf (Ω,F) gegeben mit einer
Filtration (F t)t und definiere τb := inf{t ≥ 0 : Wt = b}. Sei Mt := max0≤s≤tWs das
running maximum.
Proposition 2.8.1 (Gemeinsame Dichte von Wt und Mt):
Sei t > 0, a ≤ b und b ≥ 0. Dann hat (Wt,Mt) die Dichte

(a, b) 7→

2(2b−a)√
2πt3

e−
(2b−a)2

2t b ≥ 0, a ≤ b
0 sonst.

Beweis:
Sei Ut der Übergangsoperator zu W . Dann gilt für 0 ≤ s ≤ t

(Ut−s1(−∞,a])(b) = Pb(Wt−s ≤ a) = Pb(Wt−s ≥ 2b− a)
= (Ut−s1[2b−a,∞))(b),

wobei in der zweiten Gleichheit die Symmetrie eingeht. Nach Korollar 6.18 gilt auf {τb < t}
P0-f.s.

P0(Wt ≤ a | Fτ+
b

) = (Ut−τb1(−∞,a])(Wτb︸︷︷︸
=b

)

= (Ut−τb1[2b−a,∞))(b) = P0(Wt ≥ 2b− a | Fτ+
b

)

und daher

P0(Wt ≤ a,Mt ≥ b︸ ︷︷ ︸
=τb≤t

) = P0(Wt ≤ a, τb < t)

=
∫
{τb<t}

P0(Wt ≤ a | Fτ+
b

)dP0

=
∫
{τb<t}

P0(Wt ≥ 2b− a | Fτ+
b

)dP0

= P0(Wt ≥ 2b− a, τb < t)0P0(Wt ≥ 2b− a,Mt ≥ b)

= P0(Wt ≥ 2b− a) = 1√
2πt

∫ ∞
2b−a

exp
(
−x2/(2t)

)
dx.

Um nun die Dichte zu berechnen, differenziere die Verteilungsfunktion nach a und b und
nutze

P0(Wt ≤ a,Mt ≤ b) = P0(Wt ≤ a)− P0(Wt ≤ a,Mt ≥ b).
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2.9. Pfadeigenschaften der Brownschen Bewegung
Definition 2.9.1 (Gauß-Prozess, Stationarität):
Sei X = (Xt)t ein Rd-wertiger stochastischer Prozess. Dann heißt X gaußsch, wenn
alle endlichdimensionalen Verteilungen Normalverteilungen sind, d.h. (Xt1 , . . . , Xtk) ist
normalverteilt für alle Wahlen der ti und k.
Ein Prozess X heißt stationär, wenn (Xt1+t, . . . , Xtk+t) ∼ (Xt1 , . . . , Xtk) für alle k und
Wahlen von ti und t ≥ 0.
Bemerkung:
Eine gaußsche Zufallsgröße Y ist eindeutig durch den Erwartungwert EY und die Kova-
rianzmatrix Cov(Y ) = E

(
(Y − EY )(Y − EY )T

)
bestimmt.

Ein Rd-wertiger Gaußprozess ist eindeutig bestimmt durch m(t) = EXt und S(s, t) :=
((Xs −m(s))(Xt −m(t))) , 0 ≤ s ≤ t <∞.
Definition:
Ist m ≡ 0, so heißt X zentriert.
Bemerkung 2.9.2:
Eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist ein zentrierter Gaußprozess mit Kovari-
anzfunktion S(s, t) = s ∧ t für s, t ≥ 0.
Ein Gaußprozess, der zentriert ist mit Kovarianzfunktionen S(s, t) = s ∧ t für s, t ≥ 0
mit stetigen Pfaden ist eine Brownsche Bewegung.
Aufgabe 2.9.3:
Für eine SBM (Wt)t gilt

lim
t→∞

Wt

t
= 0.

Lemma 2.9.4 (Transformation der BM):
Sei W eine SBM. Dann sind die folgenden Prozesse ebenfalls SBM:

i) Skalierung: Xt := 1√
c
Wct für alle c > 0.

ii) Zeitumkehr: Setze Yt :=

t ·W 1
t

t > 0
0 t = 0.

iii) Zeitumkehr: Zt := WT −WT−t für 0 ≤ t ≤ T .

iv) Symmetrie: (−Wt)t.

Aufgabe 2.9.5:
Sei W eine SBM. Dann gilt

P (∃(sn)n, (tn)n ⊂ Q : sn, tn ↑ ∞,Wsn > 0,Wtn < 0, sn < tn < sn+1 ∀n) = 1.

Beweis:
Die Brownsche Bewegung kreuzt die x-Achse unendlich oft in jedem Intervall (0, ε]. Die
Behauptung folgt mittels Zeitumkehr t→ 1

t .
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2.9.A. Die Nullstellenmenge der Brownschen Bewegung

Definiere Z := {(t, ω) ∈ [0,∞) × Ω : Wt(ω) = 0} sowie Zω := {t ∈ [0,∞) : Wt(ω) = 0}
für festes ω.
Satz 2.9.6:
Für P-f.a. ω ∈ Ω hat Zω die folgenden Eigenschaften:

i) Zω ist eine Lebesgue-Nullmenge.

ii) Zω ist abgeschlossen und unbeschränkt.

iii) Zω hat einen Häufungspunkt in 0.

iv) Zω hat keine isolierten Punkte in (0,∞).

v) Zω ist dicht in sich selbst.

Beweis:

i) Z ∈ B([0,∞)) ⊗ F , weil W progressiv messbar ist. Also ist der Satz von Fubini
anwendbar. Daher gilt

λ⊗ P(Z) = E
∫ ∞

0
1{0}(Wt)λ(dt) = E(λ(Z·)).

Andererseits gilt

λ⊗ P(Z) =
∫ ∞

0
E
(
1{0}(Wt)

)
λ(dt) =

∫ ∞
0

P(Wt = 0)dt = 0.

Wegen Eλ(Z·) = 0 und da λ(Z) ≥ 0 folgt λ(Zω) = 0 P-f.s.

ii) Halte ω ∈ Ω fest und definiere fω(t) = Wt(ω). Dann ist fω stetig für P-f.a. ω. Nun
ist Zω = {t ≥ 0 : fω(t) = 0} = f−1

ω ({0}) abgeschlossen. Problem 9.5 liefert, dass
Zω P-f.s. unbeschränkt ist.

iii) t 7→ Wt(ω) hat in jedem Intervall (0, ε] mindestens eine Nullstelle, d.h. 0 ist ein
Häufungspunkt.

iv) Zω hat einen isolierten Punkt genau dann, wenn ∃a < b ∃!s ∈ (a, b) mit Ws(ω) = 0
und Wu(ω) 6= 0 für u ∈ (a, b)\{s}. Also gilt

{ω ∈ Ω : Zω hat einen isolierten Punkt in (0,∞)}
=

⋃
a,b∈Q:0≤a<b<∞

{ω ∈ Ω : ∃s ∈ (a, b) mit Ws(ω) = 0 und Wu(ω) 6= 0 für u ∈ (a, b)\{s}

Definiere βt = inf{s > t : Ws = 0} für t ≥ 0 (Optionszeit). Dann gilt nach Aufgabe
9.5 P(βt <∞) = 1 sowie P(β0 = 0) = 1, weil t = 0 ein Häufungspunkt ist. Definiere

ββt = inf{s > βt : Ws = 0} = βt + inf{s > 0 : Wβt+s = 0}.
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Dann ist Wβt+s = Wβt+s −Wβt f.s. und (Wβt+s)s ist eine SBM gemäß der starken
Markoff-Eigenschaft. Also gilt inf{s > 0 : Wβt+s = 0} = β0(Wβt+s −Wβt) = 0 f.s.,
sodass ββt = βt f.s. folgt. Zusammen ergibt sich

{ω ∈ Ω : Zω hat einen isolierten Punkt}
=

⋃
a,b∈Q:0≤a<b<∞

{ω ∈ Ω : βa(ω) < b, ββa(ω)(ω) > b}.

Aber es gilt
P(βa < b, ββa > b) = P(βa < 0, βa > b) = 0,

sodass die Behauptung folgt.

v) Klar, weil keine isolierten Punkte existieren.

Bemerkung 2.9.7:
Die Niveaumengen Zω(b) = {t ≥ 0 : Wt(ω) = b} für b ∈ R sind abgeschlossen, unbe-
schränkt, dicht in Zω(b) und eine Lebesgue-Nullmenge für P-f.a. ω.

Beweis:
Wende Theorem 9.6 an auf W̃t := Wτb+t −Wτb mit τb = inf{s : Ws = b}. Nach Satz 6.16
ist (W̃t)t eine SBM.

2.9.B. Pfade nirgends differenzierbar

Satz 2.9.8 (Paley, Wiener, Zymund, 1933):
Es existiert eine Menge Ω0 ∈ F mit P(Ω0) = 1, derart dass t 7→ Wt(ω) nirgends
differenzierbar ist für alle ω ∈ Ω.

Beweis:
Wähle ein N > 0 und zeige, dass die Pfade nirgends auf [0, N ] differenzierbar sind. Mit
der Skalierungseigenschaft der BM sei OE N = 1.
Sei f : [0, 1] → R stetig. Es existiert mindestens ein s ∈ [0, 1] derart, dass f in s

differenzierbar ist, wenn der Limes limt→s
f(t)−f(s)

t−s existiert. Insbesondere existiert ein
ε > 0 und ein l ∈ N, sodass |f(t)−f(s)|

t−s ≤ l für s ≤ t ≤ s+ ε. Teile das Intervall (s, s+ ε]:
Sei m = b4

εc+ 1, n ≥ m und i = bnsc+ 1. Dann gilt s < i
n < . . . < i+3

n ≤ s+ ε.
Für j ∈ {i+ 1, i+ 2, i+ 3} gilt∣∣∣∣f ( jn

)
− f

(
j − 1
n

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f ( jn
)
− f(s)

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f (j − 1
n

)
− f(s)

∣∣∣∣
≤ l

(
j

n
+ s

)
+ l

(
j − 1
n
− s

)
≤ l

(
i+ 3
n
− s+ i+ 2

n
− s

)
= l(2

(
i

n
− s

)
+ s

n
)

≤ l · 7
n
.
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Für N := ⋃
l∈N

⋃
m∈N

⋂
n≥m

⋃n+1
i=1

⋂i+3
j=i+1

{∣∣∣Wj/n −W(j−1)/n

∣∣∣ < 7l
n

}
(beachte, dass N ∈

F) gilt P(N) = 0. Es genügt zu zeigen, dass P(⋂n≥m⋃i⋂j{. . .}) = 0. Wir verwenden
dabei, dass

(
Wj/n −W(j−1)/n

)
j∈{i+1,...,i+3}

iid mit Verteilung N (0, 1
n) sind. Daher gilt

P(
⋂
n≥m

. . .) = lim inf
n→∞

P

n+1⋃
i=1

i+3⋂
j=i+1

{
∣∣∣Wj/n −W(j−1)/n

∣∣∣ < 7l
n
}


≤ lim inf

n
n · max

i=1,...,n+1
P

 i+3⋂
j=i+1

{. . .}


(∗)= lim inf

n
n

(∫ (7l)/n

−(7l)/n

1√
2π1/n

e−x
2/(2·1/n)dx

)3

≤ lim inf
n

n · 1√
2π
n3/2

(14l
n

)3
= 0

für n→∞, wobei in (∗) eingeht, dass die Ereignisse unabhängig sind.

2.9.C. Gesetz des iterierten Logarithmus

Das Ziel ist eine Beschreibung der Oszillationen einer Brownschen Bewegung für die Fälle
t→ 0 und t→∞.
Aufgabe 2.9.9:
Es gilt für alle x > 0

x

1 + x2 e
−x2/2 ≤

∫ ∞
x

e−y
2/2dy ≤ 1

x
e−x

2/2.

Erinnerung:
Für eine eindimensionale SBM W gilt das starke Gesetz der großen Zahlen, d.h. Wt

t → 0
für t→∞ P-f.s., sowie lim inft→∞ Wt√

t
= −∞, lim supt→∞ Wt√

t
=∞ P-f.s.

Wir suchen eine Skalierungsfunktion h(t) derart, dass lim inft→∞ Wt
h(t) ∈ (−∞, 0) und

lim supt→∞ Wt
h(t) ∈ (0,∞).

Satz 2.9.10 (Gesetz des iterierten Logarithmus):
Für P-f.a. ω ∈ Ω gilt

i) lim supt→0
Wt(ω)√

2t log log 1
t

= 1,

ii) lim inft→0
Wt(ω)√

2t log log 1
t

= −1,

iii) lim supt→∞
Wt(ω)√

2t log log t = 1,

iv) lim inft→∞ Wt(ω)√
2t log log t = −1.
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Bemerkung:
Da Wt in Verteilung wie −Wt ist, folgt i)⇔ ii) sowie (iii)⇔ (iv). Die Zeitumkehr zeigt
(i)⇔ (iii).

Beweis:
to be added.
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3. Stochastische Integration
3.1. Konstruktion des stochastischen Integrals
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und (F t)t erfülle die üblichen Bedingungen. Sei M ∈ Mc

2.
Definiere das Maß µM auf B([0,∞))⊗F durch

µM (A) = E
(∫ ∞

0
1A(t, ω)d 〈M〉t (ω)

)
.

Definition:
Sind X und Y adaptiert und messbar. Dann heißen X und Y äquivalent, wenn Xt(ω) =
Yt(ω) für µM -f.a. (t, ω).
Definition:
Definiere für (F t)t-adaptierte Prozesse X

[X]2T := E
(∫ T

0
X2
t d 〈M〉t

)
.

Bemerkung: • [X]T ist die L2(µM )-Norm von (t, ω) 7→ Xt(ω) auf [0, T ]× Ω.

• Für die Brownsche Bewegung gilt

µB(A) = E
(∫ ∞

0
1A(t, ·)dt

)
.

Daher gilt

[X]2T = E
(∫ T

0
X2
t dt

)
=
∫ T

0
E(X2

t )dt

• Es gilt [X − Y ]T = 0 für alle T > 0 genau dann, wenn X und Y äquivalent sind.
Definition 3.1.1:
Sei L die Menge aller Äquivalenzklassen von (F t)t-adaptierten Prozessen X mit [X]T <∞
für alle T ≥ 0. (Dies ist insbesondere erfüllt für alle beschränkten Prozesse X).
Definiere auf L eine Metrik durch

[X − Y ] :=
∞∑
n=1

1
2n ([X − Y ]n ∧ 1) .

Bemerkung:
L∗ seien alle progressiv messbaren Prozesse X mit [X]T < ∞ für alle T ≥ 0 (mit der
selben Metrik). Notation: L = L(M) und L∗ = L∗(M). Definiere für T ≥ 0

L∗T := {X ∈ L∗ : Xt(ω) = 0 ∀t ≥ T ∀ω ∈ Ω}

und
L∗∞ := {X ∈ L∗ : E

∫ ∞
0

X2
t d 〈M〉t <∞}.

Für T ≤ ∞ betrachte L∗T als Teilraum von

HT := L2 ([0, T ]× Ω,B([0, T ])⊗F , µM ) .
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Lemma 3.1.2:
Sei T ≤ ∞. Dann ist L∗T ein abgeschlossener Teilraum von HT und L∗T mit [·]T ist
vollständig.

Beweis:
Sei (Xn)n eine Folge in L∗T mit Xn → X ∈ HT . Dann existiert eine Teilfolge (Xnk)k, die
µM -f.s. konvergiert. X ∈ HT impliziert Xt ∈ B([0, T ])⊗F für alle t. Wir benötigen die
progressive Messbarkeit.
Dazu sei

A := {(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω : lim
k→∞

Xnk
t (ω) existiert in R}.

Definiere

Yt(ω) :=
{

limk→∞X
nk
t (t, ω) ∈ A

0 sonst
.

Dann folgt wegenXnk ∈ L∗T die progressive Messbarkeit, d.h. insbesondere ist Y progressiv
messbar. Nun sind aber X und Y äquivalent.
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3.2. Einfache Prozesse und Approximation
Definition 3.2.1 (Einfacher Prozess):
Ein Prozess X heißt einfach, falls eine Darstellung

Xt(ω) = ξ0(ω)1{0}(t) +
∞∑
i=0

ξi(ω)1(ti,ti+1](t) (∆)

existiert mit tn ↑ ∞, ξn ∈ F tn und es existiert ein c > 0 mit |ξn| ≤ c für alle n ∈ N.
Notation: Bei gegebener Filtrierung sei L0 die Menge aller einfachen Prozesse.
Bemerkung:
Alle X ∈ L0 sind beschränkt (durch c) und progressiv messbar, d.h. X ∈ L∗(M). Also
gilt L0 ⊂ L∗(M) ⊂ L(M).
Definition (Stochastischer Integral für einfache Integranden):
Sei X ∈ L0 mit der Darstellung (∆). Definiere für alle 0 ≤ t <∞

It(X) :=
n−1∑
i=0

ξi
(
Mti+1 −Mti

)
+ ξn (Mt −Mtn) =

∞∑
i=0

ξi
(
Mt∧ti+1 −Mt∧ti

)
mit n definiert durch tn ≤ t < tn+1.
Bemerkung:
Es gelten die Eigenschaften

• Xt(ω) ≡ 1⇒ It(X) = Mt.

• Xt(ω) = 1(1,2](t), so gilt

It(X) = 0 · (Mt∧1 −Mt∧0) + 1 · (Mt∧2 −Mt∧1) = Mt∧2 −Mt∧1.

• Ist Mt = Bt für alle t und (Xt)t ein deterministischer Prozess, so ist It(X) für alle
t normalverteilt.

• Gilt Xt(ω) = ξ(ω) für alle t, so ist It(X) = ξ ·Mt.

Lemma 3.2.2 (Approximation durch einfache Prozesse):
Sei X ein beschränkter, messbarer, (F t)t-adaptierter Prozess. Dann existiert eine Folge
von einfachen Prozessen (Xn)n mit

sup
T>0

lim
n→∞

E
∫ T

0
|Xn

t −Xt|2 dt = 0.

Beweis:
0. Schritt: Es genügt zu zeigen, dass für alle T > 0 eine Folge (Xn,T )n ⊂ L0 existiert
mit

lim
n

E
(∫ T

0

∣∣∣Xn,T
t −Xt

∣∣∣2 dt) = 0. (�)
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Wenn dies gezeigt ist, wähle eine Folge nm mit

E
( ∫ m

0
|Xnm,m

t −Xt|2 dt
)
≤ 1
m

und definiere Xnm,m
t =: Xm

t .
1. Schritt: Sei X stetig.
Dann definiere für n ∈ N

Xn
t (ω) = X0(ω)1{0}(t) +

2n−1∑
k=0

Xk T
2n

(ω)1[k T
2n ,(k+1) T2n )(t)

Dann giltX(n)
t → Xt punktweise und weil der Prozess beschränkt ist, folgt die Behauptung

aus dem Satz von Lebesgue.
2. Schritt: Sei X progressiv messbar.
Approximiere den Prozess mit Hilfe stetiger, progressiv messbarer Prozesse. Dafür sei
Ft(ω) :=

∫ t∧T
0 Xs(ω)ds (stetig, progressiv messbar) und für m ≥ 1

X̃m
t (ω) := m ·

(
Ft(ω)− F(t− 1

m
)∨0(ω)

)
.

Dies ist der Differenzenquotient, welcher stetig und progressiv messbar ist.
Gemäß Schritt 1 existiert für alle m eine Folge (X̃m,n)n ⊂ L0 mit

lim
n

E
(∫ T

0

∣∣∣X̃m,n
t − X̃m

t

∣∣∣2 dt) = 0.

Definiere

A := {(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω : lim
n
X̃m
t (ω) = Xt(ω)}c ∈ B([0, T ])⊗F .

Nach dem Fundamentalsatz der Analysis gilt für festes ω ∈ Ω λ(Aω) = 0 für Aω = {t ∈
[0, T ] : (t, ω) ∈ A}. Nach dem Satz von Lebesgue folgt limm E

∫ T
0

∣∣∣X̃m
t −Xt

∣∣∣2 dt = 0.

Zusammen ergibt sich also limm→∞ E
∫ T

0

∣∣∣X̃m,mn
t −Xt

∣∣∣2 dt = 0.
3. Schritt: Sei X messbar und adaptiert.
Es genügt zu zeigen, dass (Ft)t progressiv messbar ist. Nach Proposition 1.1.12 in
[KS10] folgt aus Messbarkeit und Adaptiertheit die Existenz einer progressiv messbaren
Modifikation Y . Mit Hilfe von Y definiere

Gt :=
∫ t∧T

0
Ysds.

Es genügt also zu zeigen, dass (Gt)t eine Modifikation von (Ft)t ist. Definiere ηt = 1{Xt 6=Yt}.
Dies ist ein messbarer Prozess mit

E
∫ T

0
ηt︸︷︷︸
≥0

dt =
∫ T

0
P(Xt 6= Yt)︸ ︷︷ ︸

=0 ∀t

dt = 0,
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da X eine Modifikation von Y ist. Also folgt
∫ T

0 ηtdt = 0 P-f.s. Wegen

{Ft 6= Gt} ⊂ {ω ∈ Ω :
∫ T

0
ηt(ω)dt > 0}

folgt, dass G eine Modifikation von F ist. Da F t alle P-Nullmengen enthält, muss Ft ∈ F t
sein. Also ist Ft adaptiert und stetig und damit progressiv messbar und die Behauptung
folgt aus Schritt 2.

Proposition 3.2.3:
Sei t 7→ 〈M〉t (ω) absolutstetig (bzgl. λ) für P-f.a. ω ∈ Ω. Dann ist L0 dicht in L bezüglich
der Metrik [X − Y ].

Beweis:
a): Sei X ∈ L beschränkt. Mit Lemma 3.2.2 existiert eine Folge (Xn)n ⊂ L0 mit

sup
T>0

lim
n→∞

E
∫ T

0
|Xn

t −Xt|2 dt = 0. (∗)

Also existiert eine Teilfolge (Xnk)k mit

(λ⊗ P)
(
{(t, ω) ∈ [0,∞)× Ω : lim

k
Xnk
t (ω) = Xt(ω)}c

)
= 0.

Daraus folgt mit Lebesgue [Xnk −X]→ 0, da

[Xnk −X]2T = E
∫ T

0
|Xnk

t −Xt|2︸ ︷︷ ︸
beschränkt

d 〈M〉t ,

wobei d 〈M〉t = f(t, ω)dt wegen der absoluten Stetigkeit.
b): Sei X ∈ L beliebig. Dann ist Xn

t = Xt1{|Xt|≤n} beschränkt. Nun ist

[Xn −X]2T = E
∫ T

0
X2
t 1{|Xt|≥n}d 〈M〉t −→ 0

wegen dem Satz von Lebesgue, wobei die Majorante X2
t ist.

Xn kann gemäß a) durch einfache Prozesse approximiert werden.

Lemma 3.2.4:
Sei (At)t stetig und aufsteigend (d.h. A0 = 0, At ↑, rechtsstetig, adaptiert, EAt <∞ ∀t)
und X sei progressiv messbar mit E

∫ T
0 X2

t dAt <∞ für alle T > 0.
Dann existiert eine Folge einfacher Prozesse (Xn)n mit

sup
T>0

lim
n→∞

E
∫ T

0
|Xn

t −Xt|2 dAt = 0.

97



Beweis:
Sei X ∈ L∗ beliebig und ohne Einschränkung sei X beschränkt, d.h. |Xt(ω)| ≤ C <∞ für
alle (t, ω). Andernfalls imitiere den zweiten Teil des Beweises der vorherigen Proposition.
Wie im Beweis zu Lemma 3.2.2 genügt es zu zeigen, dass eine Folge von einfachen
Prozessen (Xn)n existiert, sodass für festes T > 0 gilt

lim
n

E
∫ T

0
|Xn

t −Xt|2 dAt = 0.

Sei also T > 0 fest. Setze Xt(ω) = 0 für alle t > T und alle ω ∈ Ω. Die Abbildung
t 7→ At(ω) + t ist streng monoton wachsend, d.h. es existiert eine Umkehrabbildung
s 7→ Ts(ω) mit ATs(ω) + Ts(ω) = s für alle s ≥ 0 und ω ∈ Ω. Beachte, dass Ts ≤ s. Ferner
gilt

{Ts ≤ t} = {At + t ≥ s} ∈ F t .

Für festes s ist also Ts eine beschränkte Stoppzeit bezüglich (F t)t. Neuer Prozess nach
Zeitwechsel:

Ys(ω) := XTs(ω)(ω) ∀s ≥ 0 und ω ∈ Ω

mit der Filtration Gs := FTs . Dann ist Y adaptiert an (Gs)s, da (Xs)s progressiv messbar
ist. Aus Lemma 3.2.2 folgt, dass für alle ε > 0 und alle R > 0 ein einfacher Prozess (Y ε

s )s
((Gs)s-adaptiert) existiert, sodass

E
∫ R

0
|Y ε
s − Ys|

2 ds <
ε

2 .

Beachte dabei, dass

E
∫ ∞

0
Y 2
s ds = E

∫ ∞
0

X2
Ts︸︷︷︸

=0 für Ts>T

ds = E
∫ ∞

0
1{Ts<T}X

2
Tsds

= E
∫ AT+T

0
X2
Ts︸︷︷︸

≤C2

ds ≤ C2 (EAT + T ) <∞.

Also existiert ein R > 0 mit
∫∞
R Y 2

t ds ≤ ε
2 . Setze Y ε

s = 0 für s > R, so gilt

E
∫ ∞

0
|Y ε
s − Ys|

2 ds = E
∫ R

0
|Y ε
s − Ys|

2 ds+ E
∫ ∞
R
|Y ε
s − Ys|

2 ds

≤ ε

2 + ε

2 = ε.

Für den einfachen Prozess (Y ε
s )s mit Y ε

s = 0 für s > R existiert eine Partition 0 ≤ s0 <
s1 < . . . < sn ≤ R mit

Y ε
s = ξ01{0} +

n∑
j=1

ξsj−11(sj−1,sj ](s)
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mit ξsj−1 ∈ Gsj−1 sowie ein K > 0 mit
∣∣∣ξsj−1

∣∣∣ ≤ K. Umschreiben auf die ursprüngliche
Zeit liefert

Xε
t := Y ε

t+At = ξ01{0}(t) +
n∑
j=1

ξsj−11(Tsj−1 ,Tsj ](t).

(Xε
t )t ist messbar und (F t)t-adaptiert, weil

ξsj︸︷︷︸
∈Gsj=FTsj

1{Tsj<t}︸ ︷︷ ︸
∈Ft

∈ F t .

Ferner approximiert Xε X wegen

E
∫ T

0
|Xε

t −Xt|2 dAt ≤ E
∫ T

0
|Xε

t −Xt|2 (dAt + dt)

= E
∫ ∞

0
|Y ε
s − Ys|

2 ds < ε.

Nun ist allerdings Xε kein einfacher Prozess. Es bleibt zu zeigen, dass Xε sich durch
einfache Prozesse approximieren lässt. Dazu zeige, dass

ηt(ω) = ξsj−11(Tsj−1 (ω),Tsj (ω)](t)

sich durch einfache Prozesse approximieren lässt. Ohne Einschränkung sei sj−1 = 1, sj = 2,
d.h. ηt(ω) = ξ1(ω)1(T1(ω),T2(ω)](t). Es ist T1 ≤ T2 ≤ 2. Definiere für i = 1, 2

Tmi (ω) :=
2m+1+1∑
k=1

k

2m1[ k−1
2m , k2m )(Ti(ω))

sowie

ηmt (ω) := ξ1(ω)1(Tm1 (ω),Tm2 (ω)](t).

ηm ist einfach und ηm approximiert η, denn wegen |ξ1| ≤ K und monotoner Konvergenz
gilt

E
∫ ∞

0
|ηmt − ηt|

2 dAt ≤ K2 E
∫ ∞

0

∣∣∣1(Tm1 ,Tm2 ](t)− 1(T1,T2](t)
∣∣∣2 dAt

≤ K2 E
(
(ATm2 −AT2) + (ATm1 −AT1)

)
m→∞−→ 0.

Proposition 3.2.5:
L0 ist dicht in L∗ bzgl. [· − ·].

Beweis:
Wende Lemma 3.2.4 an mit At = 〈M〉t.
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3.3. Konstruktion und einfache Eigenschaften des stoch. Integrals
Lemma:
Seien X,Y ∈ L0(M), 0 ≤ s < t <∞. Dann gelten

1) I0(X) = ∑∞
i=0 ξi(M0∧ti−1 −M0∧ti) = 0 P-f.s.

2) E (It(X) | Fs) = Is(X) P-f.s.

3) t 7→ It(X) ist ein stetiges Martingal.

4) Es gilt die Itô-Isometrie

E(It(X)2) = E
∫ t

0
X2
ud 〈M〉u .

5) I(X) ∈Mc
2 mit 〈I(X)〉t =

∫ t
0 X

2
ud 〈M〉u.

6) AufMc
2 definiere

‖X‖ =
∞∑
n=1

2−n
(

1 ∧
√
EX2

n

)
.

Dann gilt ‖I(X)‖ = [X].

7) E
(
(It(X)− Is(X))2 | Fs

)
= E

(∫ t
s X

2
ud 〈M〉u | Fs

)
.

8) I(αX + βY ) = αI(X) + βI(Y ) für alle α, β ∈ R.

Beweis:
to be added.

Proposition 3.3.1:
Sei X ∈ L∗. Dann existiert eine Folge (Xn)n ⊂ L0 mit [Xn −X]→ 0.
Mit Hilfe dieser Proposition und den elementaren Eigenschaften des stochastischen
Integrals lässt sich zeigen, dass

‖I(Xn)− I(Xm)‖ = ‖I(Xn −Xm)‖ = [Xn −Xm]→ 0

für n,m→∞. Also ist (I(Xn))n eine Cauchy-Folge inMc
2, welcher ein abgeschlossener

Unterraum von M2 ist, welcher vollständig ist. Also konvergiert (I(Xn))n gegen ein
I(X) ∈Mc

2.
Definition 3.3.2 (Stochastisches Integral):
Sei X ∈ L∗. Das stochastische Integral von X bezüglich eines Martingals M ∈ Mc

2 ist
das eindeutige, quadratisch integrierbare Martingal I(X) mit limn ‖I(Xn)− I(X)‖ = 0
für jede Folge von einfachen Prozessen (Xn)n mit [Xn −X]→ 0. Man schreibt

It(X) =
∫ t

0
XsdMs

für alle t ≥ 0.

100



Lemma:
I(X) ist wohldefiniert.

Beweis:
1. Behauptung: Sei (Xn)n eine Folge in L0 mit [Xn − X] → 0, dann existiert ein
I ∈ Mc

2 mit ‖I(Xn)− I‖Mc
2
→ 0, denn (Xn)n ist eine Cauchy-Folge in L0 mit Metrik

[X − Y ]. Also gilt wegen der Linearität für einfache Prozesse

‖I(Xn)− I(Xm)‖Mc
2

= ‖I(Xn −Xm)‖Mc
2

= [Xn −Xm]→ 0

für n,m→∞ wegen Eigenschaft 6. Also ist (I(Xn))n eine Cauchyfolge und daMc
2 ein

abgeschlossener Teilraum des vollständigen RaumesM2 ist, ist I ∈Mc
2 wie gefordert.

2. Behauptung: I ist eindeutig. Denn seien (Xn)n, (Y n)n Folgen in L0 mit [Xn−X]→
0, [Y n −X]→ 0, so definiere (Zn)n via Z2n−1 = Xn, Z2n = Y n. Dann gilt [Zn −X]→ 0
und zu (Zn)n existiert ein I ∈Mc

2 mit ‖I(Zn)− I‖Mc
2
→ 0. Also gilt dies auch für die

Teilfolgen.

Lemma 3.3.3 (Eigenschaften von
∫ t
0 XsdMs):

Sei X ∈ L∗ und M ∈Mc
2. Dann gelten

1) I0(X) = 0 P-f.s.

2) E(It(X) | Fs) = Is(X) P-f.s. für alle 0 ≤ s < t <∞.

3) E((It(X))2) = E
(∫ t

0 X
2
ud 〈M〉u

)
4) ‖I(X)‖Mc

2
= [X].

5) E
(
(It(X)− Is(X))2 | Fs

)
= E

(∫ t
s X

2
ud 〈M〉u | Fs

)
P-f.s.

6) Linearität: I(αX + βY ) = αI(X) + βI(Y ).

7) 〈I(X)〉t =
∫ t

0 X
2
ud 〈M〉u.

Beweis:
3)− 5): Sei A ∈ Fs. Dann gilt∫

A
(It(X)− Is(X))2 dP = E

(
1A

((
L2− lim

n
It(Xn)

)
−
(
L2− lim

n
Is(Xn)

))2
)

= lim
n

E
(
1A (It(Xn)− Is(Xn))2

)
= lim

n
E
(
1A

∫ t

s
(Xn

u )2d 〈M〉u
)

= E
(∫ t

s
X2
ud 〈M〉u · 1A

)
.
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Damit ist 5) gezeigt. Bilde den Erwartungswert, um 3) und 4) zu erhalten.
7): Es gilt

E
(
I2
t − I2

s | Fs
)

= E
(
(It − Is)2 + 2ItIs − I2

s | Fs
)

6)= E
(∫ t

s
X2
ud 〈M〉u | Fs

)
+ 2Is E (It | Fs)− 2I2

s︸ ︷︷ ︸
=0

= E
(∫ t

0
X2
ud 〈M〉u | Fs

)
−
∫ s

0
X2
ud 〈M〉u

wobei
∫ s

0 X
2
ud 〈M〉u Fs-messbar ist, weil X und M progressiv messbar sind.

Proposition 3.3.4:
Seien X,Y ∈ L∗, M ∈Mc

2, σ ≤ τ Stoppzeiten bzgl. (F t)t. Dann gelten P-f.s.:

a) E (It∧τ (X) | Fσ) = It∧σ(X)

b) E ((It∧τ (X)− It∧σ(X)) · (It∧τ (Y )− It∧σ(Y )) | Fσ) = E
(∫ t∧τ
t∧σ XuYud 〈M〉u | Fσ

)
c) E ((It(X)− Is(X)) · (It(Y )− Is(Y )) | Fs) = E

(∫ t
s XuYud 〈M〉u | Fs

)
d) It∧τ (X) = It(X̃) mit X̃t(ω) := Xt(ω)1{t≤τ(ω)}.

Beweis:
a): Optionaler Stoppsatz.
b): Optionaler Stoppsatz angewendet auf (It(Z)2 −

∫ t
0 Z

2
ud 〈M〉u)t zeigt

E
(
(It∧τ (Z)− It∧σ(Z))2 | Fσ

)
= E

(
It∧τ (Z)2 − It∧σ(Z)2 | Fσ

)
= E

(∫ t∧τ

t∧σ
Z2
ud 〈M〉u | Fσ

)
P−f.s.

Setze Z = X + Y bzw. Z = X − Y , so folgt die Behauptung.
c): Wähle τ ≡ t, σ ≡ s und nutze Teil b).
d): Zunächst gilt

It∧τ (X)− It(X̃) = It∧τ (X − X̃)− (It(X̃)− It∧τ (X̃)︸ ︷︷ ︸
Martingal in Mc

2

Zeige, dass 〈Z〉τ = 0 P-f.s. gilt. Ist dies gezeigt, so nutze Problem 1.5.12 in [KS10]: Aus
〈Z〉τ = 0 P-f.s. folgt P(Zτ∧t = 0 ∀t ≥ 0) = 1.
Für t 7→ It∧τ (X − X̃) gilt folgendes: Für Z = X − X̃, s < t gilt

E
(
(It∧τ (Z)− Is∧τ (Z))2 | Fs

)
= E

(∫ t∧τ

s∧τ
Z2
ud 〈M〉u | Fs

)
,
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denn wir dürfen den vorherigen Teil anwenden mit X = Y = Z, d.h. für alle Stoppzeiten
σ̃, τ̃ mit σ̃ < τ̃ gilt

E
(
(It∧τ̃ (Z)− It∧σ̃)2 | F σ̃

)
= E

(∫ t∧τ

t∧σ̃
Z2
ud 〈M〉u | F σ̃

)
.

Wähle σ̃ = s und τ̃ = τ ∨ s (⇒ σ̃ ≤ τ̃).
a): Für ω mit τ(ω) ≥ s gilt t∧ τ̃(ω) = t∧(τ(ω)∧s) = t∧τ(ω) und t∧ σ̃(ω) = s = s∧τ(ω).
b): Für ω mit τ(ω) < s gilt t ∧ τ̃(ω) = t ∧ s = s und t ∧ σ̃(ω) = t ∧ s = s sowie
t ∧ τ(ω) = τ(ω) und s ∧ τ(ω) = τ(ω). Insbesondere verschwinden hier alle Integrale
(beachte die Integrationsgrenzen).
Für t 7→ It(X̃)− It∧τ (X̃) gilt

E
((
It(X̃)− It∧τ (X̃)

)2
)

= E
(∫ t

t∧τ
X̃2
ud 〈M〉u

)
= 0

denn für {τ ≤ t} gilt
∫ t
τ X̃

2
ud 〈M〉u =

∫ t
τ 0d 〈M〉u = 0 und für {τ > t} gilt (t ∧ τ, t] = ∅.

Damit ist 〈Z〉 = 0 P-f.s.

Beispiel:
Betrachte das stochastische Integral

∫ t
0 Bs︸︷︷︸

=:Xs

d Bs︸︷︷︸
Ms

.

1): Approximiere X = B durch einfache Prozesse (wobei wir vereinfachen, dass die
Sprunghöhen nicht beschränkt sein sollen). Dazu setze

Bn
s (ω) = B0(ω)1{0}(s) +

2n−1∑
k=0

B k
2n ·t

(ω) · 1( k
2n t,

k+1
2n t](s).

(dies ist kein einfacher Prozess, da die B k
2n t

nicht beschränkt sind). Die Annahme, dass X
beschränkt ist, kann aufgehoben werden. Wären diese beschränkt, so würde [Bn−B]t → 0
gelten nach dem Lemma 2.4 und gemäß Proposition 2.6.
2): Wir zeigen:

2n−1∑
k=0

B k
2n ·t︸ ︷︷ ︸
Bk

(
B k+1

2n t −B k
2n t

)

konvergiert in L2. Hierfür nutzen wir, dass

B2
k+1 −B2

k = (Bk+1 −Bk)2 + 2 ·Bk(Bk+1 −Bk)

bzw.
Bk(Bk+1 −Bk) = 1

2
(
B2
k+1 −B2

k

)
− 1

2 (Bk+1 −Bk)2 .

Damit gilt ∑
k

Bk(Bk+1 −Bk) = 1
2B

2
t −

1
2
∑
k

(Bk+1 −Bk)2

︸ ︷︷ ︸
=V (2)

t (Π)
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wobei der letzte Teil in Wahrscheinlichkeit gegen die quadratische Variation konvergiert,
falls ‖Π‖ → 0 ⇔ n → ∞. Für die Brownsche Bewegung lässt sich zeigen, dass auch
L2-Konvergenz vorliegt. Damit folgt insgesamt∫ t

0
BsdBs = 1

2B
2
t −

1
2 t.
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3.3.A. Eine Charakterisierung des Integrals

Seien M,N ∈ Mc
2, X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N). Dann existieren IMt (X) =

∫ t
0 XsdMs

und INt (Y ) =
∫ t

0 YsdNs, wobei IN , IM ∈ Mc
2 und die quadratischen Variationen sind

gegeben durch
〈
IM (X)

〉
t

=
∫ t

0 X
2
ud 〈M〉u sowie

〈
IN (Y )

〉
t

=
∫ t

0 Y
2
u d 〈N〉u. Das Ziel ist

ein Ausdruck der Form〈
IM (X), IN (Y )

〉
t

=
∫ t

0
XuYud 〈M,N〉u P−f.s. (∗)

Lemma:
(∗) gilt für X,Y ∈ L0.

Beweis:
Sei 0 ≤ s < t <∞. Dann gilt

E
((
IMt (X)− IMs (X)

)
·
(
INt (Y )− INs (Y )

)
| Fs

)
=E

(∫ t

s
XuYud 〈M,N〉u | Fs

)
genau dann, wenn (∗) gilt.

Proposition 3.3.5 (Kunita & Watanabe):
Seien M,N ∈Mc

2 und X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N). Dann gilt P-f.s.

∫ t

0
|XsYs| dξs ≤

(∫ t

0
X2
sd 〈M〉s

) 1
2
·
(∫ t

0
Y 2
s d 〈N〉s

) 1
2

wobei ξs die Totalvariation von ξ̃ := 〈M,N〉 auf [0, s) sei.

Beweis:
Wir benutzen Problem 1.5.7(iv) in [KS10]: Für P-f.a. ω gilt

ξt(ω)− ξs(ω) ≤ 1
2 (〈M〉t (ω)− 〈M〉s (ω) + 〈N〉t (ω)− 〈N〉s (ω)) .

Also ist ξ(ω) absolutstetig bzgl. ϕ(ω) := 1
2 (〈M〉+ 〈N〉) (ω) für P-f.a. ω. Sei Ω̂ die Menge

aller ω, für die ξ(ω) absolustetig bzgl. ϕ(ω) ist.
Für ω ∈ Ω̂ existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym ein fi(·, ω) : [0,∞) → R für
i = 1, 2, 3 mit

〈M〉t (ω) =
∫ t

0
f1(s, ω)dϕs(ω)

〈N〉t (ω) =
∫ t

0
f2(s, ω)dϕs(ω)

ξt(ω) = 〈M,N〉t (ω) =
∫ t

0
f3(s, ω)dϕs(ω).
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Für alle α, β ∈ R existiert ein Ω̃α,β ⊂ Ω̂ mit P(Ω̃α,β) = 1 derart, dass auf Ω̃α,β gilt

0 ≤ 〈αM + βN〉t − 〈αM + βN〉u =
∫ t

u
α2f1(s, ·) + 2αβf3(s, ·) + β2f2(s, ·)dϕs (∗∗)

für jede Wahl 0 ≤ u < t < ∞. Also existiert für alle ω ∈ Ω̃α,β ein Tα,β(ω) ∈ B([0,∞)),
sodass

∫
Tα,β

dϕs(ω) = 0 und α2f1(t, ·) + 2αβf3(t, ·) + β2f2(t, ·) ≥ 0 für t /∈ Tα,β(·).
Setze Ω̃ = ∩α,β∈QΩ̃α,β (Maß 1) sowie T := ∪α,β∈QTα,β (wobei

∫
T (ω) dϕt(ω) = 0 für

ω ∈ Ω̃).
Für t /∈ T (ω) gilt (∗∗) für alle (α, β) ∈ Q2, also auch für alle (α, β) ∈ R2. Wähle α und β
beliebig und ersetze α→ α |Xt(ω)| und β → |Yt(ω)|. Dann geht (∗∗) über in

α2 |Xt(ω)|2 f1(t, ω) + 2α |Xt(ω)| |Yt(ω)| f3(t, ω) + |Yt(ω)|2 + f2(t, ω) ≥ 0.

Integration liefert

0 ≤
∫ t

0
. . . dϕs(ω) = α2

∫ t

0
|Xs(ω)|2 f1(s, ω)dϕs(ω)︸ ︷︷ ︸

d〈M〉s

+ . . .

≤ α2
∫ t

0
|Xs(ω)| d 〈M〉s + 2α

∫ t

0
|Xs(ω)| |Ys(ω)| dξs +

∫ t

0
|Ys(ω)|2 d 〈N〉s

für alle t ≥ 0. Optimiere über α: α2a+2αb+c ≥ 0 wird minimal, wenn α = − b
a . Einsetzen

ergibt 0 ≤ − b2

a + c⇔ b ≤ a
c , d.h.∫ t

0
|Xs(ω)| |Ys(ω)| dξs ≤

(∫ t

0
|Xs|2 d 〈M〉s

) 1
2
(∫ t

0
|Ys|2 d 〈N〉s

) 1
2
.

Lemma 3.3.6:
Seien N,M ∈Mc

2, X ∈ L∗(M) und (Xn)n eine Folge in L∗(M) mit

lim
n→∞

∫ T

0
|Xn

u −Xu|2 d 〈M〉u = 0 P−f.s. für ein T > 0.

Dann gilt
lim
n→∞

〈I(Xn), N〉t = 〈I(X), N〉t für t ∈ [0, T ] P−f.s.

Beweis:
Nach Problem 1.5.7(iii) in [KS10] gilt mit Ñ = I(Xn)− I(X) für alle t ≤ T

∣∣∣〈Ñ ,N〉
t

∣∣∣2 ≤ 〈I(Xn −X)〉t 〈N〉t ≤
(∫ T

0
|Xn

u −Xu|2 d 〈M〉u

)
〈N〉t ,

wobei dies fast sicher gegen 0 konvergiert nach Voraussetzung.
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Lemma 3.3.7:
Seien M,N ∈Mc

2 und X ∈ L∗(M). Dann gilt〈
IM (X), N

〉
t

=
∫ t

0
Xud 〈M,N〉u P−f.s.

Bemerkung:
Dies ist die gewünschte Aussage für Yt(ω) ≡ 1.

Beweis:
Zu X existiert eine Folge (Xn)n in L0(M) mit

sup
T>0

lim
n→∞

E
∫ T

0
|Xn

u −Xu|2 d 〈M〉u = 0.

Also existiert für T > 0 eine Teilfolge (Xnk)k mit

lim
k→∞

∫ T

0
|Xnk

u −Xu|2 d 〈M〉u = 0 P−f.s.

Damit gilt nach Lemma 3.3.6〈
IM (X), N

〉
t

= lim
k→∞

〈
IMt (Xnk), N

〉
t

= lim
k→∞

∫ t

0
Xnk
u d 〈M,N〉u

=
∫ t

0
Xud 〈M,N〉u

mit Proposition 3.3.5, denn∣∣∣∣∫ t

0
Xnk
u d 〈M,N〉u −

∫ t

0
Xud 〈M,N〉u

∣∣∣∣ ≤ ∫ t

0
|Xnk

u −Xu| · 1dξu

≤
(∫ t

0
|Xnk

u −Xu|2 d 〈M〉u
) 1

2
(∫ t

0
1d 〈N〉u

) 1
2
→ 0.

Proposition 3.3.8:
Seien M,N ∈Mc

2, X ∈ L∗(M), Y ∈ L∗(N). Dann gelten:

a) (∗) gilt.

b) E
(
(IMt (X)− IMt (X)) · (INt (Y )− INs (Y )) | Fs

)
= E

(∫ t
s XuYud 〈M,N〉u | Fs

)
für

alle t ≥ s.

Beweis:
(a)⇔ (b), also bleibt nur (a) zu zeigen. Damit gilt nach vorherigem Lemma〈

IM (X), IN (Y )
〉
t

=
∫ t

0
Xud

〈
M, IN (Y )

〉
=
∫ t

0
XuYud 〈M,N〉u ,

denn
〈
M, IN (Y )

〉
t

=
∫ t

0 Yud 〈M,N〉u nach vorherigem Lemma.
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Proposition 3.3.9:
Sei M ∈Mc

2 und X ∈ L∗(M). Dann ist IM (X) das eindeutige Martingal Φ ∈Mc
2, das

〈Φ, N〉t =
∫ t

0
Xud 〈M,N〉u ∀t ≥ 0 P−f.s. (∆)

für alle N ∈Mc
2 erfüllt.

Beweis:
Das vorherige Lemma zeigt, dass Φ = IM (X) (∆) erfüllt.
Eindeutigkeit: Erfülle Φ ∈Mc

2 (∆) für alle N ∈Mc
2. Dann gilt nach dem vorherigen

Lemma 〈
Φ− IM (X), N

〉
t

=
∫ t

0
Xud 〈M,N〉u −

〈
IM (X), N

〉
t

= 0.

Wähle nun N := Φ− IM (X), so ist N ∈Mc
2 mit

〈N〉t = 〈N,N〉t = 0 P−f.s.⇒ Nt ≡ 0.

Notation:
Für Nt :=

∫ t
0 XsdMs schreibe dN = XdM .

Korollar 3.3.10:
Sei M ∈Mc

2, X ∈ L∗(M), N = IM (X), Y ∈ L∗(N). Dann gilt X · Y ∈ L∗(M) und

IN (Y ) = IM (X · Y ),

oder kurz
Y dN = X · Y dM.

Beweis:
Integrierbarkeit: X · Y ∈ L∗(M). Denn es gilt

E
(∫ t

0
X2
sY

2
s d 〈M〉s

)
= E

(∫ t

0
Y 2
s d 〈N〉s

)
<∞

nach Voraussetzung.
Sei Ñ ∈Mc

2 beliebig. Dann ist d
〈
N, Ñ

〉
s

= Xsd
〈
M, Ñ

〉
s
gemäß Voraussetzung. Daraus

folgt mit Lemma 3.3.7〈
IM (XY ), Ñ

〉
t

=
∫ t

0
XuYud

〈
M, Ñ

〉
u

=
∫ t

0
Ytd

〈
N, Ñ

〉
u

=
〈
IN (Y ), Ñ

〉
t
.

Daraus folgt mit Satz 3.3.9 IN (Y ) = IM (XY ) P-f.s.
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3.3.B. Integrale bezüglich stetiger lokaler Martingale

Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und (F t)t erfülle die üblichen Bedingungen. Sei M ∈Mc,loc.
Definition 3.3.11 (Klasse von Integranden):
Sei P die Menge aller Äquivalenzklassen von messbaren, adaptierten Prozessen mit

P
(∫ T

0
X2
t d 〈M〉t <∞

)
= 1 (∗)

für alle T ≥ 0. P∗ bezeichne die Teilklasse aller progressiv messbaren Prozesse.
Im Folgenden sei X ∈ P∗. Falls t 7→ 〈M〉t (ω) absolutstetig ist für P-f.a. ω, so genügt es,
X ∈ P zu fordern.
Konstruktion des stochastischen Integrals:
1): Für M ∈Mc,loc und eine Folge σn ↑ ∞ P-f.s. mit (Mt∧σn)t ∈Mc

2. (Damit wir inM2
sind, ggf. σn durch σn ∧ n ersetzen).
2): Für X ∈ P∗, definiere σ̃n := n ∧ inf{t ≥ 0 :

∫ t
0 X

2
sd 〈M〉s ≥ n}. Da X ∈ P∗, gilt

σ̃n ↑ ∞ P-f.s. gemäß (∗).
3): Für τn := σn ∧ σ̃n ↑ ∞ P-f.s. setze Mn

t := Mt∧τn(⇒Mn ∈Mc
2) und Xn

t := Xt1{t≤τn}.
Damit ist Xn ∈ L∗(Mn).
Damit ist IMn(Xn) wohldefiniert.
Korollar:
Sei M ∈ Mc

2, X ∈ L∗(M) und M̃ ∈ Mc
2, X̃ ∈ L∗(M̃) bzgl. (F t)t und τ eine Stoppzeit

mit Xt∧τ = X̃t∧τ und Mt∧τ = M̃t∧τ P-f.s. Dann gilt

IMt∧τ (X) = IM̃t∧τ (X̃).

4): Mit diesem Korollar gilt

IM
n

t (Xn) = IM
m

t (Xm)

für 0 ≤ t ≤ τn für alle Paare n,m ∈ N mit n ≤ m (und daher τn ≤ τm). Dies erlaubt die
Definition

IMt (X) := IM
n

t (Xn) auf {0 ≤ t ≤ τn}. (∗∗)

5): Das so definierte I(X) ist wohldefiniert, unabhängig von Wahl der (σn)n und stetig
in t, d.h. t 7→ It(X)(ω) ist stetig für P-f.a. ω, und ein lokales Martingal (verwende (τn)n
als lokalisierende Folge).
Definition 3.3.12:
Sei M ∈ Mc,loc und X ∈ P∗. Das stochastische Integral von X bezüglich M ist der
stochastische Prozess I(X) = (It(X))t ∈Mc,loc, der durch (∗∗) definiert wird. Schreiben∫ t

0 XsdMs.
Vorsicht: Nicht alle Eigenschaften des stochastischen Integrals bleiben bestehen. In der
Regel gelten nicht:

• Martingaleigenschaft: E(It(X) | Fs) 6= Is(X). (u.U. existiert die linke Seite nicht)
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• E
(
It(X)2) 6= E

∫ t
0 X

2
ud 〈M〉u. (u.U. existiert die rechte Seite nicht)

• ‖I(X)‖ 6= [X].

• E
(
(It(X)− Is(X))2 | Fs

)
6= E

(∫ t
s X

2
ud 〈M〉u | Fs

)
.

• Lemma 3.3.3.

Die Pfadeigenschaften gelten weiter (Beweis per Lokalisierung):

• I0(X) = 0 P-f.s.

• Linearität des Integrals.

• 〈I(X)〉t =
∫ t

0 X
2
ud 〈M〉u P-f.s.

•
〈
IM (X), IN (Y )

〉
t

=
∫ t
0 XuYud 〈M,N〉u.

• It∧τ (X) = It(X̃) mit X̃ = Xt1{t≤τ} für Stoppzeiten τ .

Proposition 3.3.13:
Sei M ∈M2,loc, X ∈ P∗(M). Dann ist IM (X) das eindeutige Φ ∈Mc,loc mit

〈Φ, N〉t =
∫ t

0
Xud 〈M,N〉u

für alle t ≥ 0 P-f.s. und alle N ∈Mc,loc.

Beweis:
Mit Lokalisierung führe dies zurück auf die analoge Proposition für stochastische Integrale
bezüglich Martingalen.

Aufgabe 3.3.14:
Sei W eine Brownsche Bewegung, ε ∈ [0, 1] und Π = {t0, . . . , tn} eine Partition von [0, t].
Definiere

Sε(Π) =
n−1∑
i=0

(
(1− ε)Wti + εWti+1)

) (
Wti+1 −Wti

)
.

Dann konvergiert dies für ‖Π‖ → 0 im L2-Sinne gegen 1
2W

2
t +

(
ε− 1

2

)
t.

Beachte, dass die rechte Seite nur ein Martingal ist, wenn ε = 0 ist (dies war die Definition
des stochastischen Integrals bzw. Itô-Integrals). Die Abhängigkeit von ε auf der rechten
Seite liegt an der unbeschränkten Variation der Pfade der Brownschen Bewegung.
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3.4. Substitutionsregel / Itô-Formel
Wir wissen

∫ t
0 WsdWs = 1

2W
2
t − 1

2 t bzw. WtdWt = 1
2d(W 2

t ) − 1
2dt. Mit f(x) = x2 lässt

sich dies schreiben als

W 2
t = f(Wt) = 2

∫ t

0
WsdWs +

∫ t

0
ds

oder
df(Wt) = 2WtdWt + dt.

Definition 3.4.1 (Semimartingale):
Ein stetiges Semimartingal X ist ein adaptierter, stochastischer Prozess mit Darstellung

Xt = X0 +Mt +Bt (∆)

für t ≥ 0 mit M ∈Mc,loc und (Bt)t ist gegeben als Bt = A+
t −A−t mit stetigen, monoton

wachsenden, adaptierten Prozessen A± mit A±0 = 0 P-f.s.
Konvention: Bt = A+

t − A−t hat maximale Darstellung, d.h. A+
t ist die positive Va-

riation von B auf [0, t] und entsprechend für die negative Variation. Dann gilt für die
Totalvariation von B B̂t = A+

t +A−t .
Aufgabe 3.4.2:
Sei X ein stetiges Semimartingal. Angenommen Xt = X0 + Mt + Bt = X0 + M̃t + B̃t.
Dann gilt M = M̃ und B = B̃ für t ≥ 0 P-f.s.

Beweis:
Es gilt Mt − M̃t ∈ Mc,loc und Mt − M̃t = B̃t − Bt hat endliche Totalvariation. Wähle
Mt − M̃t ∈ Mc

2, dann gilt Mt − M̃t = 0 P-f.s. Wähle eine lokalisierende Folge, so folgt
die Behauptung.

3.4.A. Itô-Formel

Wir wollen zeigen: „Eine glatte Funktion eines Semimartingals ist ein Semimartingal“.
Satz 3.4.3 (Itô, 1944, Kunita & Watanabe, 1967):
Sei f ∈ C2(R,R) und X ein stetiges Semimartingal mit Darstellung (∆). Dann gilt P-f.s.

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0
f ′(Xs)dMs +

∫ t

0
f ′(Xs)dBs + 1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)d 〈M〉s (∗)

für alle 0 ≤ t <∞.
Bemerkung 3.4.4:
Für festes ω und t ist s 7→ Xs(ω) auf [0, t] beschränkt. Folglich ist

∫ t
0 f
′(Xs)dMs als

lokales Martingal definiert.
t 7→

∫ t
0 . . . dBs +

∫ t
0 . . . d 〈M〉s ist Summe zweier Stieltjes-Integrale, hat beschränkte

Variation und daher ist eine Zerlegung in A+ und A− möglich. Daher ist die rechte Seite
ein Semimartingal.
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Bemerkung 3.4.5:
Falls X = M = W (Brownsche Bewegung) und f(x) = x2 ist, so gilt

d(W 2
t ) = 2x |x=Wt dWt + 1

2 · 2 |x=Wt d 〈W 〉t = 2WtdWt + d 〈W 〉t = 2WtdWt + dt.

Also gilt
∫ t
0 WsdWs = 1

2
(
W 2
t − t

)
.

Beispiel 3.4.6:
Sei M = W (Brownsche Bewegung) und X ∈ P∗ (für Integrale bzgl. der Brownschen
Bewegung genügt P). Definiere für 0 ≤ s < t <∞

ξst (X) :=
∫ t

s
XudWu −

1
2

∫ t

s
X2
udu

und
ξt(X) = ξ0

t (X).
Schreibe ξt = ξt(X).
Dann ist Zt := eξt ein Supermartingal. Zeige zunächst, dass Z ein lokales Martingal ist.
Da Z nichtnegativ ist, folgt mit Problem 5.19(ii) aus [KS10], dass Z ein Super-MG ist.
Hier nutzen wir die Itô-Formel. Wir zeigen, dass (Zt)t die stochastische Differentialglei-
chung

dZt = ZtXtdWt

erfüllt. ξt ist ein Semimartingal, d.h. ξt = Nt + Bt mit einem lokalen Martingal Nt =∫ t
0 XsdWs und Bt = −1

2
∫ t

0 X
2
sds ist von beschränkter Variation.

Wähle f(x) = ex und Zt = f(ξt). Dann gilt

dZt = f ′(ξt)dξt + 1
2f
′′(ξt)d 〈N〉t

= eξt
(
dξt + 1

2d 〈N〉t
)

= Zt

(
XtdWt −

1
2X

2
t dt+ 1

2X
2
t dt

)
= ZtXtdWt.

Sei Xt = X0 +Mt +Bt vom Typ Xt =
∫ t

0 b(s, ·)ds+
∫ t

0 σ(s, ·)dWs. Wir schreiben

df(Xt) = f ′(Xt)dXt + 1
2f
′′(Xt)d 〈M〉t

= f ′(Xt)dXt + 1
2f
′′(Xt)σ2(t, ·)dt

= f ′(Xt)dXt + 1
2f
′′(Xt)(dXt)2

mit der „Multiplikationsregel“

(dXt)2 = (b(t, ·)dt+ σ(t, ·)dWt)2

= b(t, ·)2(dt)2 + b(t, ·)σ(t, ·)(dtdWt + dWtdt) + σ(t, ·)2(dWt)2 = σ(t, ·)dt,

wobei hier dtdt = 0, dtdWt = 0, dWtdt = 0 und dWtdWt = dt eingeht.
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Beweis:
1. Schritt: Lokalisieren.
Definiere

τn :=
{

0 falls |X0| ≥ n
inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n oder B̂t ≥ n oder 〈M〉t ≥ n} sonst

wobei B̂t die Totalvariation von B auf [0, t] bezeichnet. Dabei sei inf ∅ =∞. Dann gilt τn ↑
und τn ↑ ∞ P-f.s. Es genügt, (∗) zu zeigen für t→ t∧τn bzw. Xt∧τn ,Mt∧τn . Folglich dürfen
wir annehmen, dass eine Konstante K > 0 existiert mit |X0| , |Mt| , B̂t, |〈M〉t| ≤ K für
alle t. Also ist (Mt)t ein beschränktes Martingal und die Integrierbarkeitsvoraussetzungen
für stochastische Integrale sind erfüllt. Ferner gilt |Xt| ≤ |X0|+ |Mt|+ |Bt| ≤ 3K und
|Bt| ≤ |Bt −B0| ≤ B̂t. Somit können wir f außerhalb von [−3K, 3K] abändern, derart
dass f ∈ C2 kompakten Träger hat. Also existiert ein L > 0, sodass |f | , |f ′| , |f ′′| ≤ L.
2. Schritt: Taylor-Entwicklung.
Sei t > 0, Π eine Partition mit 0 = t0 < t1 < . . . < tm = t. Dann gilt

f(Xt)− f(X0) =
m∑
k=1

(
f(Xtk)− f(Xtk−1))

)
=

m∑
k=1

f ′(Xtk−1)(Xtk −Xtk−1) + 1
2

m∑
k=1

f ′′(ηk)
(
Xtk −Xtk−1

)2
mit Zwischenstellen ηk(ω) = Xtk−1(ω) + Θk(ω)

(
Xtk(ω)−Xtk−1(ω)

)
mit Θk(ω) ∈ [0, 1].

Beachte dass wir Θk so wählen können, dass f ′′(ηk) messbar ist.
Idee: Auflösen nach f ′′(ηk), sofern Xtk −Xtk−1 6= 0. Falls dies 0 ist, setze Θk(ω) = 0 und
f ′′(ηk) = f ′′(Xtk−1(ω)). Dann gilt f(Xt)− f(X0) = J1 + J2 + 1

2J3 mit

J1 = J1(Π) :=
m∑
k=1

f ′(Xtk−1)(Btk −Btk−1)

J2 = J2(Π) :=
m∑
k=1

f ′(Xtk−1)(Mtk −Mtk−1)

J3 = J3(Π) :=
m∑
k=1

f ′′(ηk)(Xtk −Xtk−1)2.

Nun gilt
J1(Π) ‖Π‖→0−→

∫ t

0
f ′(Xs)dBs P−f.s. (a)

als Lebesgue-Stieltjes-Integral. Ferner ist Ys := f ′(Xs) ein stochastischer Prozess aus L∗.
Daher ist Y Π

s := f ′(X0)1{0}(s) +∑m
k=1 f

′(Xtk−1) · 1(tk−1,tk](s) einfach, d.h. aus L0. Da

(Ys)s stetig ist, gilt also (Y Π
s )s

‖Π‖→0−→ (Ys)s und es gilt

E
(
It(Y Π − Y )

)2
= E

(∫ t

0

∣∣∣Y Π
s − Ys

∣∣∣2 d 〈M〉s) −→ 0,

113



d.h. es gilt J2(Π) ‖Π‖→0−→
∫ t

0 YsdMs in L2.
3. Schritt: Zerlege J3.
Zerlege J3 = J4 + J5 + J6, wobei

J4 = J4(Π) :=
m∑
k=1

f ′′(ηk)
(
Btk −Btk−1

)2
J5 = J5(Π) := 2 ·

m∑
k=1

f ′′(ηk)(Btk −Btk−1)(Mtk −Mtk−1)

J6 = J6(Π) :=
m∑
k=1

f ′′(ηk)(Mtk −Mtk−1)2.

Beachte, dass wegen B̂t ≤ K gilt

|J4|+ |J5| ≤
∥∥f ′′∥∥∞︸ ︷︷ ︸
≤L

(
max
k

∣∣Btk −Btk−1

∣∣ B̂t + 2 max
k

∣∣Mtk −Mtk−1

∣∣ B̂t)

≤ 2LK
(

max
k
|· − ·|+ max

k
|· − ·|

)
‖Π‖→0−→ 0

da B und M gleichmäßig stetig sind auf [0, t].
4. Schritt: J6(Π).
Vergleiche J6 mit J∗6 = J∗6 (Π) := ∑m

k=1 f
′′(Xtk−1)(Mtk −Mtk−1)2, so gilt

|J∗6 − J6| ≤ max
k

∣∣f ′′(ηk)− f ′′(Xtk−1)
∣∣V 2

t (Π).

Nach Lemma 1.5.9 aus [KS10] gilt: Falls |Ms| ≤ K ∀s, dann gilt E
(
V 2
t (Π)

)2 ≤ 6K4.
Daher folgt mit Cauchy-Schwarz

E (|J∗6 − J6|) ≤
√

6K4

√
E
(

max
k

∣∣f ′′(ηk)− f ′′(Xtk−1)
∣∣2)︸ ︷︷ ︸

‖Π‖→0
−→ 0

da f ′′ stetig und beschränkt ist. Es bleibt zu zeigen, dass J∗6 →
∫ t

0 f
′′(Xs)d 〈M〉s in einem

geeigneten Sinne. Vergleiche dazu J∗6 mit

J7 = J7(Π) :=
m∑
k=1

f ′′(Xtk−1)(〈M〉tk − 〈M〉tk−1
).
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Beachte, dass J7
‖Π‖→0−→

∫ t
0 f
′′(Xs)d 〈M〉s P-f.s. gilt. Nun gilt

E
(
|J∗6 − J7|2

)
= E

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

f ′′(Xtk−1)(Mtk −Mtk−1)2 −
(
〈M〉tk − 〈M〉tk−1

)∣∣∣∣∣
2


= E
(

m∑
k=1

f ′′(Xtk−1)2
∣∣∣Mtk −M

2
tk−1 − (〈M〉tk − 〈M〉tk−1

∣∣∣2)

≤ 2
∥∥f ′′∥∥2

∞︸ ︷︷ ︸
≤L2

E
(∑

k

(
Mtk −Mtk−1

)4 +
∑
k

∣∣∣〈M〉tk − 〈M〉tk−1

∣∣∣2)

≤ 2L2 E
(
V 4
t (Π)) + max

k

∣∣∣〈M〉tk − 〈M〉tk−1

∣∣∣ 〈M〉t) .
Nach Lemma 1.5.10 aus [KS10] gilt: Ist |Ms| ≤ K, so folgt lim‖Π‖→0 EV 4

t (Π) = 0. Also
folgt mit dem Satz von Lebesgue

E
(
|J∗6 − J7|2

) ‖Π‖→0−→ 0.

Somit gilt J3
‖Π‖→0−→

∫ t
0 f
′′(X − s)d 〈M〉s in L2, also auch in L1.

5. Schritt:
J1, J2, J3 konvergieren P-f.s. bzw. in L1, sodass zu jeder Folge (Πn)n mit ‖Πn‖ → 0 eine
Teilfolge (Πnk)k existiert, sodass J1(Πnk)→

∫ t
0 f
′(Xs)dBs, J2(Πnk)→

∫ t
0 f
′(Xs)dMs und

J3(Πnk)→
∫ t
0 f
′′(Xs)d 〈M〉s P-f.s.

Somit gilt für festes t die Aussage P-f.s. Da die rechte und linke Seite von (∗) ste-
tige stochastische Prozesse sind, sind rechte und linke Seite ununterscheidbar, d.h.
P((∗) gilt ∀t ≥ 0) = 1.

Verallgemeinerung:
Satz 3.4.7 (Mehrdimensionale Itô-Formel):

Sei Mt =

M1
t

...
Md
t

 mit M i ∈ Mc,loc, Bt =

B1
t

...
Bdt

 mit Bi stetig, adaptiert und von

beschränkten Variation mit Bi
0 = 0 P-f.s. Sei X0 ∈ F0 und Xt = X0 + Mt + Bt ein

Rd-wertiger stochastischer Prozess und f ∈ C1,2([0,∞)×Rd,R). Dann gilt P-f.s. für t ≥ 0

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0

d

dt
f(s,Xs)ds+

d∑
i=1

∫ t

0

d

dxi
f(s,Xs)dBi

s

+
d∑
i=1

∫ t

0

d

dxi
f(s,Xs)dM i

s

+ 1
2

d∑
i,j=1

∫ t

0

d2

dxidxj
f(s,Xs)d

〈
M i,M j

〉
t
.
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Beweis:
Ohne Beweis.

Bemerkung:
Für f : Rd → Rk wende den Satz komponetenweise an, d.h. für f1, . . . , fk. Kurz:

df(t,Xt) = d

dt
f(t,Xt)dt+ 〈∇xf(t, ·) |Xt , dXt〉+ 1

2

d∑
i,j=1

(Hessxf(t, ·) |Xt)ij d
〈
M i,M j

〉
.

Lemma 3.4.8 (Partielle Integration):
Seien Xt = X0 +Mt +Bt, Yt = Y0 +Nt + Ct stetige Semimartingale. Dann gilt∫ t

0
XsdYs = XtYt −X0Y0 −

∫ t

0
YsdXs − 〈M,N〉t .

Beweis:
Setze d = 2 und f(t, x, y) = x · y. Dann gilt

df(Xt, Yt) = 0 · dt+
〈

( yx ) |(X
Y

), d (XtYt )
〉

+ 1
2

(
d2

dx2 f(·)d 〈M,M〉t + 2 d2

dxdy
f(·)d 〈M,N〉t

)

+ d2

dy2 f(·)d 〈N,N〉t

= YtdXt +XtdYt + d 〈M,N〉t .
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3.4.B. Martingalcharakterisierung der Brownschen Bewegung

Satz 3.4.9 (Levys Charakterisierung der Brownschen Bewegung):
Sei X = (X1

t , . . . , X
d
t ) ein stetiger, adaptierter, Rd-wertiger stochastischer Prozess. Ange-

nommen Mk
t := Xk

t −Xk
0 , t ≥ 0 ist ein stetiges, lokales Martingal für alle k ∈ {1, . . . , d}

mit
〈
Mk,M j

〉
t

= δkj · t. Dann ist X eine d-dimensionale Brownsche Bewegung.

Beweis:
Da keine Anfangsbedingung benötigt wird, X stetige Pfade nach Voraussetzungen besitzt
und der Prozess adaptiert ist, bleibt zu zeigen, dass X unabhängige Inkremente hat mit
Xt −Xs ∼ N (0, (t− s) Id). Wegen Lemma 2.6.13 aus [KS10] genügt es zu zeigen, dass
P-f.s. gilt

E
(
ei〈u,Xt−Xs〉 | Fs

)
= e−1/2‖u‖2(t−s)

für alle u ∈ Rd und 0 ≤ s < t. Setze f(x) = ei〈u,x〉, dann gilt fxj (x) = iuje
i〈u,x〉 und

fxj ,xk(x) = −ujukei〈u,x〉. Es gilt die Zerlegung Xt = Xs + (Mt −Ms) + 0, sodass nach
Itôs Formel

f(Xt) = f(Xs)+
∫ t

s
ft(. . .)dt+0+

d∑
j=1

∫ t

s
fxj (Xr)dM j

r+1
2

d∑
i,j=1

∫ t

s
fxj ,xk(Xr) d

〈
M j ,Mk

〉
r︸ ︷︷ ︸

=δjk·dr

,

und damit

ei〈u,Xt〉 = ei〈u,Xs〉 + i
d∑
j=1

uj

∫ t

s
ei〈u,Xr〉dM j

r −
1
2

d∑
j=1

u2
j

∫ t

s
ei〈u,Xr〉dr

gilt.
Da M j lokale Martingale waren und zusätzlich

〈
M j

〉
t = t, haben wir M j ∈Mc

2. Da der
Integrand in dM j

r beschränkt ist, ist das stochastische Integral ein Martingal. Daher gilt
E
(∫ t
s e

i〈u,Xr〉dM j
r | Fs

)
= 0 f.s..

Für den letzten Summanden sei A ∈ Fs, so gilt

E
(
ei〈u,Xt−Xs〉1A

)
= E

((
1− 1

2 ‖u‖
2
∫ t

s
ei〈u,Xr−Xs〉dr

)
1A

)
= P(A)− 1

2 ‖u‖
2
∫ t

s
E
(
ei〈u,Xr−Xs〉1A

)
dr.

Also haben wir eine Integralgleichung für q(t) := E
(
ei〈u,Xt−Xs〉1A

)
. Die Lösung für t ≥ s

ist q(t) = P(A)e− 1
2‖u‖

2(t−s) für alle A ∈ Fs, woraus die Behauptung folgt.
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3.4.C. Bessel-Prozesse

Proposition 3.4.10:
Die d-dimensionale Brownsche Bewegung W ist rotationsinvariant, d.h. für jede orthogo-
nale Matrix Q ist (QWt)t verteilt wie (Wt)t.

Beweis:
Übung.

Definiere die Distanz einer Brownschen Bewegung vom Ursprung als Rt := ‖Wt‖2. Beachte,
dass für eine Brownsche Familie W, {Px}x die Verteilung von R unter Px nur von ‖x‖
abhängt.

Beweis:
Seien x, y ∈ Rd mit ‖x‖ = ‖y‖. Um zu zeigen, dass die Verteilung von R unter Px und
Py gleich ist, zeige, dass eine orthogonale Matrix Q existiert, sodass y = Qx. Definiere
W̃t := QWt (dies ist eine Brownsche Bewegung mit Start in y, wenn W0 = x). Daher gilt
für jedes F ∈ B(C([0,∞)))

Px (R ∈ F ) = Px ((‖Wt‖)t ∈ F ) = Px ((‖QWt‖)t ∈ F ) = Py ((‖Wt‖)t ∈ F ) = Py (R ∈ F )

Definition 3.4.11 (Bessel-Prozesse):
Sei d ≥ 2, W, {Px}x eine d-dimensionale Brownsche Familie. Dann heißt Rt := ‖Wt‖ mit
der Familie von Maßen {P̂r}, wobei P̂r := P(r,0,...,0) d-dimensionale Bessel-Familie. Für
gegebenes r ≥ 0 heißt R auf dem W-Raum (Ω,F , P̂r) d-dimensionaler Bessel-Prozess mit
Start in r.
Aufgabe 3.4.12:
Die Bessel-Familie ist eine starke Markoffsche Familie.
Proposition 3.4.13 (Zusammenhang zu Semimartingalen und stochastischen Differen-
tialgleichungen):
Sei d ≥ 2, r ≥ 0 und R ein Bessel-Prozess mit Start in r. Dann gilt

Rt = r +
∫ t

0

d− 1
2Rs

ds+Bt,

wobei Bt = ∑d
i=1B

(i)
t mit B(i)

t =
∫ t
0
W

(i)
s
Rs

dW
(i)
s eine eindimensionale SBM ist.

Beweis:
Der Integrand ist fast überall definiert, denn es gilt {0 ≤ s ≤ t : Rs = 0} ⊂ {0 ≤
s ≤ t : W (1)

s = 0} und nach Theorem 2.9.6 aus [KS10] gilt für P-f.a. festen ω, dass
{0 ≤ s < t : W (1)

s = 0} eine Lebesgue-Nullmenge ist.
Ferner ist (B(i)

t )t ∈Mc
2, denn nach der Itô-Isometrie gilt

E

(∫ t

0

W i
s

Rs
dWs

)2
 =

∫ t

0

(
W

(i)
s

Rs

)2

ds ≤ t,
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da
(
W

(i)
s
Rs

)2
≤ 1.

Für die Kovariation gilt
〈
B(i), B(j)

〉
t

=
∫ t

0

W
(i)
s

Rs

W
(j)
s

Rs
d
〈
W (i),W (j)

〉
s︸ ︷︷ ︸

δijds

sodass

〈B〉t =
〈

d∑
i=1

B(i),
d∑
j=1

B(j)
〉
t

=
∑
i,j

〈
Bi, Bj

〉
t

=
d∑
i=1

∫ t

0

(
W

(i)
s

Rs

)2

ds =
∫ t

0

∑
i(W

(i)
s )2

R2
s

ds

= t.

Daher folgt nach dem Levyschen Charakterisierungssatz, dass B = (Bt)t eine eindimen-
sionale Brownsche Bewegung ist.
Betrachte f(x) := ‖x‖, so gilt fxi = xi

‖x‖ , fxi,xj = δij
‖x‖ −

xixj
‖x‖3 auf Rd \{0}. Außerhalb des

Ursprungs wollen wir Itôs Formel anwenden:

Rt = f(Wt) = r +
∫ t

0

d∑
i=1

fxi(Ws)dW (i)
s + 1

2

∫ t

0

d∑
i,j=1

fxi,xj (Ws)d
〈
W (i),W (j)

〉

= r +
d∑
i=1

∫ t

0

W
(i)
s

Rs
dW (i)

s + 1
2

∫ t

0

d∑
i=1

(
1
Rs
− (W i

s)2

R2
s

)
ds

= r +Bt + 1
2

∫ t

0

d− 1
Rs

ds.

Um das Problem zu umgehen, dass f in 0 nicht differenzierbar ist, betrachte Yt = ‖Wt‖2 =
R2
t , so gilt nach Itôs Formel

Yt = r2 + 2
d∑
i=1

∫ t

0
W (i)
s dW (i)

s + 1
2

∫ t

0
2
(

d∑
i=1

1
)
ds

= r2 + 2
d∑
i=1

∫ t

0
W (i)
s dW (i)

s + d · t.

Approximiere nun g(y) := √y für y ≥ 0 via

gε(y) :=


3
8
√
ε+ 3

4
√
ε
− 1

8ε
√
ε
y2 y < ε

√
y sonst

für ε > 0. Dann ist gε ∈ C2 und es gilt gε(y)→ g(y) für jedes y ≥ 0 und ε→ 0. Mit Hilfe
von Itôs Formel erhalten wir

gε(Yt) = gε(r2) +
d∑
i=1

I
(i)
t (ε) + Jt(ε) +Kt(ε),
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wobei

I
(i)
t (ε) =

∫ t

0

(
1{Ys≥ε}

1
Rs

+ 1{Ys<ε}
1

2
√
ε

(
3− Ys

ε

))
W (i)
s dW i

s

Jt(ε) =
∫ t

0
1{Ys≥ε}

d− 1
2Rs

ds
ε→0−→

∫ t

0

d− 1
2Rs

ds

Kt(ε) =
∫ t

0
1{Ys<ε}

1
4
√
ε

(
3d− (d+ 2)Ys

ε

)
ds

Es gilt Kt(ε) ≥ 0 und 0 ≤ EKt(ε) ≤ 3d
4
√
ε

∫ t
0 P (Ys < ε) ds. Es gilt

P(Ys < ε) ≤ P
(
(W 1

s )2 + (W 2
s )2 < ε

)
=
∫
{x2+y2<ε}

1
2πse

−x
2+y2
2s d(x, y)

=
∫ 2π

0

∫ √ε
0

1
2πse

− ρ
2

2s ρdρdθ =
∫ √ε

0

ρ

s
e−ρ

2/(2s)dρ,

sodass mit Fubini sowie der Substitution v := ρ√
s
mit 1

sds = − 2
vdv∫ t

0
P(Ys < ε)ds ≤

∫ √ε
0

ρ

s
e−ρ

2/(2s)dsdρ =
∫ √ε

0

( ∫ ∞
ρ√
t

2ρ
v
e−v

2/2dv︸ ︷︷ ︸
=:h(ρ)

)
dρ

folgt. Was passiert bei ρ→ 0? Dafür:

h(ρ) = 2ρ
∫ ∞
ρ√
t

1
v
e−v

2/2dv

= 2ρ
(
(log v)e−v2/2

)1
ρ√
t

+
∫ 1

ρ√
t

v log ve−v2/2dv +O
(∫ ∞

1
e−v

2/2dv

)
.

Zusammen gilt

|h(ρ)| ≤ O(ρ
∣∣∣∣log(ρ/

√
t)
∣∣∣∣) +O

(
ρ

∫ 1

ρ/
√
t
|v log v| e−v2/2dv

)
+O(ρ) = O(ρ |log ρ|) ρ→0−→ 0.

Unter Ausnutzung der Regel von l’Hôpital folgt

EKt(ε) ≤
3d
4

∫√ε
0√
ε

= lim
ε→0

3d
4
d/dx

∫ x
0 h(ρ)dρ |x=

√
ε

d/dx x |x=
√
ε

= lim
ε→0

3d
4
h(x) |x=

√
ε

1 = 0,

woraus Kt(ε)→ 0 in L1 folgt.
Es bleibt noch zu zeigen, das Iit(ε)→ Bi

t in L2. Unter Beachtung, dass auf {Ys ≥ ε} der
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Beitrag von Bi und Ii gleich ist, gilt mit Hilfe der Itô-Isometrie

E
((
Bi
t − Iit(ε)

)2
)

= E
(∫ t

0
1{Ys<ε}

( 1
Rs
− 1

2
√
ε

(3− Ys
ε

)
)
W i
sdW

i
s

)2

= E

∫ t

0
1{Ys<ε}

(
1−
√
Ys

2
√
ε

(3− Ys
ε

)2 (W i
s)2

R2
s

ds


≤
∫ t

0
P(Ys < ε)ds = o(

√
ε) ε→0−→ 0.

Bemerkung:
Für d ≥ 2 und einen Bessel-Prozess gilt für festes t > 0 P(Rt > 0) = 1. Gilt auch
P(Rt > 0 ∀t > 0) = 1, d.h. ist der Ursprung unerreichbar?
Für d = 1 gilt P(

∣∣W 1
t

∣∣ > 0 ∀t > 0) = 0, denn wir wissen, dass die 1-dimensionale SBM
P-f.s. unendlich oft in den Ursprung zurückkehrt.
Proposition 3.4.14 (Unerreichbarkeit des Ursprungs für einen d-dimensionalen Bes-
sel-Prozess):
Sei d ≥ 2, r ≥ 0 und R ein Bessel-Prozess mit diesen Parametern. Dann gilt

P(Rt > 0 ∀t > 0) = 1.

Beweis:
Es genügt, die Behauptung für d = 2 zu betrachten, denn für d > 2 gilt

P
(√

(W 1
t )2 + . . .+ (W d

t )2 > 0 ∀t > 0
)
≥ P

(√
(W 1

t )2 + (W 2
t )2 > 0 ∀t > 0

)
= 1.

Für jedes k so, dass
(

1
k

)k
< r < k gilt, definiere für n ≥ 1

Tk := inf{t ≥ 0 : Rt =
(1
k

)k
}

Sk := inf{t ≥ 0 : Rt = k}
τk := Tk ∧ Sk ∧ n.

Wir wissen, dass

P
( ∞⋂
k=1
{Sk <∞} ∩ {lim

k
Sk =∞}

)
= 1 (∆)

Modifiziere log x für x < 1
2

(
1
k

)k
, sodass wir eine C2-Funktion erhalten und nenne dies

˜logx. Mit Hilfe von Itôs Formel gilt

d
(

˜logRt
)

=
(
d

dx
˜logRt

)
dRt + 1

2

(
d2

dx2
˜logRt

)
(dRt)2.
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Für t ≤ τk gilt also wegen d = 2 und (dRt)2 = (dBt)2 = dt

d logRt = 1
Rt
dRt −

1
2R2

t

(dRt)2 = d− 1
2R2

t

dt+ 1
Rt
dBt −

1
2R2

t

dt = 1
Rt
dBt

und damit

logRτk = log r +
∫ τk

0

1
Rs
dBs

bzw.

log r = E logRτk − E
(∫ n

0
1[0,τk](s)

1
Rs
dBs

)
︸ ︷︷ ︸

=0

Daher erhalten wir

log r = −k log k P(Tk ≤ Sk ∧ n) + log k P(Sk ≤ Tk ∧ n) + E((logRn)1n<Sk∧Tk)︸ ︷︷ ︸
≤k P(n<Sk∧Tk)≤k P(Sk>n)n→∞−→ 0

und mit n→∞

log r = −k log k P(Tk ≤ Sk) + log k P(Sk ≤ Tk).

Auflösen ergibt

P(Tk ≤ Sk) = − log r
k log k + P(Sk ≤ Tk)

k
k→∞−→ 0.

Mit T := inf{t > 0 : Rt = 0} haben wir Tk ≤ T ∀k und daher

P(T <∞) = lim
k→∞

P(T ≤ Sk) ≤ lim
k→∞

P(Tk ≤ Sk) = 0.

Das beweist die Behauptung für r > 0.
Für r = 0 sei ε > 0. Da die Bessel-Familie eine (starke) Markoff-Familie ist, gilt nach
dem ersten Teil des Beweises

P̂0 (Rt > 0 für t > ε) = Ê0 (P̂Rε (Rt > 0 ∀t > 0)
)

= Ê0(1) = 1,

sodass letztlich gilt

P̂0 (Rt > 0 ∀t > 0) = lim
ε→0

P̂0 (Rt > 0 für t > ε) = 1.

Bemerkung:
Wir haben gezeigt, dass die SBM für d ≥ 2 fast sicher nicht zum Ursprung zurückkehrt.
In den Übungen wird gezeigt, dass für d = 2 die Brownsche Bewegung beliebig nah an
den Ursprung herankommt (d.h. sie erreicht jede Kugel Kr(0)). Für d ≥ 3 sind die Pfade
nach unten beschränkt.
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3.4.D. Momentenungleichungen für Martingale

Bemerkung:
Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung, X ein messbarer, adaptierter Prozess
mit E

∫ T
0 |Xt|2m dt <∞ für ein m ≥ 1. Dann gilt

E

∣∣∣∣∣
∫ T

0
XtdWt

∣∣∣∣∣
2m
 ≤ CmTm−1 E

∫ T

0
|Xt|2m dt.

Beweis:
Dies ist eine typische Anwendung von Itôs Formel. Definiere dafür Mt :=

∫ t
0 XsdWs und

f(x) = |x|2m. Dann gilt

df(Mt) = 2m |Mt|2m−1 dMt + 1
22m(2m− 1) |Mt|2m−2 (dMt)2

= 2m |Mt|2m−1XtdWt +m(2m− 1) |Mt|2m−2X2
t dt.

Also gilt mit der Doobschen Submartingal-Ungleichung

E |Mt|2m = 0 + 0 +m(2m− 1)E
∫ T

0
|Ms|2m−2X2

sds

≤ m(2m− 1)E
(

sup
s≤t
|Ms|2m−2 ·

∫ t

0
X2
sds

)

≤ m(2m− 1)E
(

sup
s≤t
|Ms|2m

) 2m−2
2m

· E
((∫ t

0
X2
sds

)m) 1
m

≤ m(2m− 1)
(( 2m

2m− 1

)2m
E
(
|Mt|2m

)) 2m−2
2m

· E
((∫ t

0
X2
sds

)m) 1
m

.

Löse nun nach der linken Seite auf. Ferner gilt

E
((∫ t

0
X2
s · 1ds

)m)
≤ E

(∫ t

0
|Xs|2m ds

) 1
m
(∫ t

0
1ds

)1− 1
m

m .

Proposition 3.4.15:
SeiM ein stetiges, beschränktes Martingal, sodass 〈M〉 beschränkt ist, und τ eine Stoppzeit.
Dann existieren Konstanten Bm, Cm, C ′m > 0, welche nur von m abhängen, sodass

E
(
|Mτ |2m

)
≤ C ′m E (〈M〉mτ ) ∀m > 0 (3.27)

Bm E (〈M〉mτ ) ≤ E
(
|Mτ |2m

)
∀m ≥ 1

2 (3.28)

Bm E (〈M〉mτ ) ≤ E
(
|M∗τ |

2m
)
≤ Cm E (〈M〉mτ ) ∀m ≥ 1

2 (3.29)

wobei M∗t := maxs≤t |Ms|.
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Bemerkung:
Mit Hilfe von Lokalisation lässt sich zeigen, dass (3.27) und (3.29) auch für M ∈Mc,loc.
(3.28) gilt unter der Voraussetzung E (〈M〉mτ ) <∞.
Satz 3.4.16 (Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung):
Sei M ∈Mc,loc, τ eine Stoppzeit und m > 0. Dann existieren Konstanten km,Km > 0,
welche nur von m abhängen, sodass

km E (〈M〉mτ ) ≤ E
(
|M∗τ |

2m
)
≤ Km E (〈M〉mτ ) .

Gilt auch E
√
〈M〉a <∞ für alle a ∈ (0,∞), so ist M ein Martingal.

Beweis von 3.4.15:
Definiere Yt := δ + ε 〈M〉t +M2

t = δ + (1 + ε) 〈M〉t + 2
∫ t

0 MsdMs für δ > 0, ε ≥ 0. Dann
gilt

dY m
t = mY m−1

t dYt + 1
2m(m− 1)Y m−2

t d

〈
2
∫ ·

0
MsdMs

〉
t

= mY m−1
t (1 + ε)d 〈M〉t +mY m−1

t 2MtdMt + 2m(m− 1)Y m−2
t M2

t d 〈M〉t ,

sodass

E |Yτ |m = δm +m(1 + ε)E
∫ τ

0
Y m−1
s d 〈M〉s + 2m(m− 1)E

∫ τ

0
Y m−2
s M2

s d 〈M〉s + 0

wobei 0 = 2mE
∫ τ

0 Y
m−1
s MsdMs, da Ys, Ms, 〈M〉s nach Voraussetzung beschränkt sind

und es gilt Ys ≥ δ > 0, sodass 1
Ys

beschränkt ist und damit letztlich
∫ ·
0 Y

m−1
s MsdMs ein

gleichgradig integrierbares Martingal ist und die Behauptung aus dem Stopsatz folgt.
Fall 1: Obere Schranke (3.27) für m ∈ (0, 1]. to be added
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3.4.E. Darstellung eines stetigen Martingals mit Hilfe einer Brownschen Bewegung

Das Ziel ist eine Darstellung eines CLM als ein stochastisches Integral bezüglich einer
Brownschen Bewegung. Beachte, dass die Filtrationen stets die üblichen Bedingungen
erfüllen.
Bemerkung (Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraumes):
Sei X ein (F t)t-adaptierter Prozess auf (Ω,F ,P). Angenommen wir benötigen eine
Brownsche Bewegung, welche unabhängig von X ist, so benötigen wir einen größeren
Wahrscheinlichkeitsraum. Sei B ein Brownsche Bewegung auf (Ω̂, F̂ , P̂) mit einer Filtration
(F̂ t)t, so definiere Ω̃ := Ω× Ω̂, G̃ = F ⊗F̂ , P̃ = P⊗P̂ und G̃t := F t⊗F̂ t.
Wir forcieren die üblichen Bedingungen mit Hilfe von

F̃ t := ∩s>tσ(Gs ∪N )
F̃ := σ(G̃ ∪ N )

und erweitern X und B auf (Ω̃, F̃ , P̃) mit der Filtration (F̃ t)t mit Hilfe von

X̃t(ω, ω̂) = Xt(ω)
B̃t(ω, ω̂) = Bt(ω̂).

Dann ist B̃ eine Brownsche Bewegung, welche unabhängig von X̃ ist. Wir schreiben X
und B anstelle von X̃ und B̃.
Bemerkung:
Sei W eine SBM, X ein messbarer, adaptierter Prozess mit P

(∫ t
0 X

2
sds <∞

)
= 1 für alle

t. Dann definiert
(∫ t

0 XsdWs

)
t
ein stetiges, lokales Martingal mit 〈

∫ ·
0 XsdWs〉t =

∫ t
0 X

2
t ds

f.s. Ferner ist t 7→ 〈
∫ ·

0 XsdWs〉t P-f.s. absolut stetig.
Satz 3.4.17:
Sei M = (Mt)t = (M1

t , . . . ,M
d
t )t ein auf (Ω,F ,P)-definierter, (F t)t-adaptierter Prozess

mit (M i
t )t ∈Mc,loc für alle i = 1, . . . , d. Angenommen t 7→

〈
M i,M j

〉
t ist f.s. absolut stetig.

Dann existiert eine Erweiterung (Ω̃, F̃ , P̃) von (Ω,F ,P), sodass auf (Ω̃, F̃ , P̃) eine Brown-
sche Bewegung W = (Wt)t = (W 1

t , . . . ,W
d
t )t existiert, welche (F̃ t)t-adaptiert ist, und es

existiert ein F̃ t-adaptierter Rdxd-wertiger stochastischer Prozess X = ((Xi,k
t )i,k=1,...,d)t

mit P̃
(∫ t

0(Xi,j
s )2ds <∞

)
, welcher P̃− f.s. M i

t = ∑d
k=1

∫ t
0 X

i,k
s dW k

s für alle i = 1, . . . , d
und t ≥ 0 erfüllt, sodass gilt

〈
M i,M j

〉
t = ∑d

k=1
∫ t

0 X
i,k
s Xj,k

s ds.

Beweis:
Schritt 1: (Zufälliger und zeitabhängige) Drehung der Koordinaten
Definiere

Zi,jt = Zj,it := d

dt

〈
M i,M j

〉
t

= lim
n
n

(〈
M i,M j

〉
t
−
〈
M i,M j

〉
(t−1/n)+

)
,

125



was P-f.s. für λ-f.a. t existiert. Definiere den matrixwertigen stochastischen Prozess
Z := (Zt)t = ((Z(i,j))i,j=1,...,d)t. Z ist symmetrisch und progressiv messbar, d.h. Z |[0,t]×Ω
ist B([0, t])⊗F t-messbar. Z ist positiv semidefinit, denn

〈α,Ztα〉 =
∑
i,j

αiZ
i,j
t αj = d

dt

〈∑
i

αiM
i

〉
t

≥ 0,

da die quadratische Variation nichtfallend ist. Für P-f.a. ω und λ-f.a. t lässt sich Zt
diagonalisieren mit Hilfe einer orthogonalen Matrix Qt(ω) := (q(i,j)

t (ω))i,j=1,...,d (wobei
Q−1
t = QTt und Q−1

t ZtQt = Λt mit der Diagonalmatrix Λt = (λitδij)i,j=1,...,d und λit ist
der i-te Eigenwert von Zt.
Mit Hilfe eines geeigneten Algorithmus lässt sich herleiten, dass Qt und Λt aus Zt mit
Hilfe von Borel-messbaren Transformationen gewonnen werden können. Also überträgt
sich die progressive Messbarkeit von Zt auf Qt und Λt, d.h. auch (Qt)t und (Λt)t sind
progressiv messbar.
Für λ-f.a. t haben wir P-f.s. für alle i, j∑

k

qk,it qk,jt = etiQ
T
t Qtej = δij =

∑
k

qi,kt qj,kt (∗)

sowie
d∑

k,l=1
qk,it Zk,lt qtl, j = eTi Q

T
t ZtQtej = λitδij ≥ 0. (∗∗)

Einsetzen von i = j in (∗) liefert ∑k

∣∣∣qk,it ∣∣∣2 = 1⇒
∣∣∣qk,it ∣∣∣ ≤ 1, sodass gilt

∫ t

0

(
qk,is

)2
d
〈
Mk

〉
s
≤
∫ t

0
d
〈
Mk

〉
s

=
〈
Mk

〉
t
<∞

für alle k. Definiere nun für jedes k das lokale Martingal

Nk
t :=

d∑
j=1

∫ t

0
qj,ks dM j

s ,

abkürzend: Nt =
∫ t

0 Q
t
sdMs. Nun gilt
〈
N i, N j

〉
s

=
∑
k,l

∫ t

0
qk,is ql,js d

〈
Mk,M l

〉
s

=
∑
k,l

∫ t

0
qk,is Zk,ls ql,js ds

∗∗= δij

∫ t

0
λisds,

woraus speziell für i = j folgt 〈
N i
〉
t

=
∫ t

0
λisds <∞.
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Schritt 2: Darstellung des lokalen Martingals N i als stochastisches Integral
Sei B eine SBM, welche unabhängig von (Nt)t ist auf dem erweiterten W-Raum (Ω̃, F̃ , P̃).
Dann definiert

W i
t :=

∫ t

0
1{λis>0}

1√
λis

dN i
s +

∫ t

0
1{λis=0}dB

i
s

für jedes i ein stetiges, lokales Martingal, denn∫ t

0
λ{λis>0}

1
λis
d
〈
N i
〉
s

=
∫ t

0
λ{λis>0}

1
λis
λisds ≤ t <∞.

Ferner gilt für alle i, j und t ≥ 0 wegen der Unabhängigkeit von Bi und N j

〈
W i,W j

〉
t

=
∫ t

0
λ{λis>0}λ{λjs>0}

1√
λisλ

j
s

d
〈
N i, N j

〉
s

+
∫ t

0
. . . d

〈
N i, Bj

〉
s

+
∫ t

0
. . . d

〈
Bi, N j

〉
s

+
∫ t

0
λ{λis=0}λ{λjs=0}d

〈
Bi, Bj

〉
s

= δij

∫ t

0
λ{λis>0}

1
λis
λisds+ 0 + 0 + δij

∫ t

0
λ{λis=0}ds

= δij

∫ t

0
1ds = δijt

und daher ist W eine Brownsche Bewegung nach Levys Charakterisierung. Beachte
hierbei, dass ∫ t

0

√
λisdW

i
s =

∫ t

0

√
λisλ{λis>0}

1√
λis

dN i
s

+
∫ t

0

√
λisλ{λis=0}︸ ︷︷ ︸

=0

dBi
s =

∫ t

0
λ{λis>0}dN

i
s = N i

t

fast sicher gilt, denn〈∫ ·
0
λ{λis=0}dN

i
s

〉
t

=
∫ t

0
λ{λis=0}d

〈
N i
〉
s

=
∫ t

0
λ{λis=0}λ

i
sds = 0.

Dies implziert, dass das lokale Martingal
(∫ t

0 λ{λis=0}dN
i
s

)
t
P̃-f.s. verschwindet.

Schritt 3: Darstellung von M finden (Umkehrung der Rotation der Koordi-
naten)
Definiere Xi,k

t := qi,kt

√
λkt . Es gilt wie oben

∫ t

0
(Xi,k

s )2ds =
∫ t

0
(qi,kt )2λksds =

∫ t

0
λks = 〈N〉t <∞,
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d.h. X erfüllt die Integrierbarkeitsbedingung. Schließlich gilt noch

∑
k

∫ t

0
Xi,k
s dW k

s =
∑
k

∫ t

0
qi,ks

√
λksdW

k
s︸ ︷︷ ︸

=dNk
s

=
∑
k

∑
j

∫ t

0
qi,ks qj,ks dM j

s

=
∑
k,j

∫ t

0
qi,ks qj,ks dM j

s

=
∑
j

∫ t

0
δijdM

j
s =

∑
j

δij

∫ t

0
dM j

s = M i
t ,

d.h. die Formel (4.2).

Bemerkung:
Falls (Zt)t P-f.s. von konstantem Rank r ∈ {1, . . . , d} for λ-f.a. t ist, dann lässt sich
W leichter konstruieren: Man benötigt nicht den W-Raum (Ω̃, F̃ , P̃), denn wir können
λ1
s, . . . , λ

r
s ≥ 0 annehmen. Ersetze dann W i

t durch W i
t :=

∫ t
0

1√
λit
dN i

s für i ≤ r. Beachte

hierbei, dass N i
t ≡ 0 für i > r, denn

〈
N i
〉
t =

∫ t
0 λ

i
sds und damit

r∑
k=1

∫ t

0
Xi,k
j dW k

s =
d∑

k=1

∫ t

0
qi,ks dNk

s = . . . = N i
t .
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3.4.F. Stetige lokale Martingale als zeitgeshiftete Brownsche Bewegungen

Satz 3.4.18:
Sei M ∈ Mc,loc mit Filtration (F t)t, welche den üblichen Bedingungen genügt. Ange-
nommen 〈M〉t → ∞ für t → ∞. Definiere τ(s) := inf{t ≥ 0 : 〈M〉t > s}. Dann ist
Bs = Mτ(s) mit der Filtration Gs := Fτ(s) eine eindimensionale Brownsche Bewegung
und es gilt Mt = B〈M〉t für alle t P-f.s. und (Gs)s genügt den üblichen Bedingungen.
Aufgabe 3.4.19:
Sei A = (At)t eine stetige, nichtfallende Funktion mit A(0) = 0. Angenommen A(∞) =
S := limt→∞A(t) existiert. Definiere

τ(s) :=
{

inf{t ≥ 0 : A(t) > s} 0 ≤ s < A(∞)
∞ sonst

.

Dann hat τ als Funktion von s die Eigenschaften

i) τ ist nichtfallend und rechtsstetig auf [0, A(∞)) mit Werten in [0,∞).

ii) A(τ(s)) = s ∧A(∞) für alle s ∈ [0,∞).

iii) τ(A(t)) = sup{u ≥ t : A(u) = A(t)} für alle t ≥ 0.

iv) Sei ϕ : [0,∞) → R stetig mit der folgenden Eigenschaft: Falls für 0 ≤ t1 < t
A(t1) = A(t) gilt, so folgt ϕ(t1) = ϕ(t). Für solche Funktionen ϕ ist s 7→ ϕ(τ(s))
stetig auf [0, A(∞)) und ϕ(τ(A(t))) = ϕ(t) für alle t ∈ [0,∞).

v) Für s, t ∈ [0,∞) gilt: s < A(t)⇔ τ(s) < t und τ(s) ≤ t⇒ s ≤ A(t).

vi) SeiG eine beschränkte,messbare, reellwertige Funktion (oderG ≥ 0,messbar, [0,∞]-
wertig) auf [a, b] ⊂ [0,∞). Dann gilt

∫ b
a G(t)dA(t) =

∫ A(b)
A(a) G(τ(s))ds.

Beweis:
ii): Für s ≥ A(∞) ist dies klar. Sei s < A(∞) und setze t := τ(s) und nehme an t > 0.
Für ε ∈ (0, t) gilt s ≥ A(t− ε), sodass mit ε→ 0 folgt A(t) = A(τ(s)) (⇒ A(τ(s)) ≤ s).
Falls t = τ(s) = 0, ist dies auch klar.
Für ε > 0 haben wir s < A(t+ ε), sodass mit ε ↓ 0 gilt A(t) = A(τ(s)) (⇒ A(τ(s)) ≥ s.
iv): Idee: Dass ϕ◦T rechtsstetig ist, ist klar. Dass es linksstetig ist, erfordert Arbeit. Um zu
zeigen, dass ϕ ◦T ◦A = ϕ, wende Teil (ii) an: (A ◦ τ)(A(t)) = s∧A(∞) = A(t)∧A(∞) =
A(t), sodass nach Voraussetzung gilt ϕ(τ(A(t))︸ ︷︷ ︸

=t1

) = ϕ(t1) = ϕ(t). vi): Beginne mit

G(t) = 1[t1,t2)(t) mit a ≤ t1 < t2 ≤ b. Nach (v) gilt t1 ≤ τ(s) < t2 ⇔ A(t1) ≤ s < A(t2).
Also gilt

∫ b
a G(t)dA(t) = A(t2)−A(t1) =

∫ A(t2)
A(t1) G(τ(s))ds. Benutze das Dynkin-System

Argument, um die Behauptung zu zeigen.

Beweis von Satz 3.4.18:
Schritt 1: Zufallszeiten und Filtrationen
Nach Problem 4.5 in [KS10] ist {τ(s) < t} = {〈M〉t > s} ∈ F t. Also ist τ(s) eine
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Optionszeit und wegen der Rechtsstetigkeit von F t auch eine Stoppzeit. Dass (Gs)s die
üblichen Bedingungen erfüllt, wird in einem Spezialfall in den Übungen gezeigt. Für
festes t ist 〈M〉t eine Stoppzeit zu (Gs)s, denn

{〈M〉t > s} = {τ(s) < t} ∈ Fτ(s) = Gs.

2. Schritt: B ∈M2
Sei 0 ≤ s1 < s2. Definiere M̃t := Mt∧τ(s2) - dies ist ein Martingal mit〈

M̃
〉
t

= 〈M〉t∧τ(s2) ≤ 〈M〉τ(s2) = s2 ∧A(∞) = s2,

wobei A(∞) = ∞ nach Voraussetzung. Nach Problem 1.5.24 (siehe Übungen) sind M̃
und M̃2 −

〈
M̃
〉
gleichgradig integrierbar. Also können wir das OST anwenden, sodass

P-f.s. gilt

E (Bs2 −Bs1 | Gs1) = E
(
M̃τ(s2) − M̃τ(s1) | Fτ(s1)

)
= 0

wegen der Martingaleigenschaft von M̃ sowie

E ((Bs2 −Bs1)2 | Gs1) = E
((
M̃τ(s2) − M̃τ(s1)

)2
| Fτ(s1)

)
= E

(
〈M〉τ(s2)∧τ(s2) − 〈M〉τ(s1)∧τ(s2) | Fτ(s1)

)
= s2 − s1.

Dies zeigt, dass B ein quadratintegrierbares Martingal mit 〈B〉t = t ist. Wenn wir noch
zeigen, dass B stetige Pfade hat, dann ist B nach Levys Charakterisierung eine Brownsche
Bewegung.
Schritt 3: Stetigkeit der Pfade von B
Wir wollen Teil iv) der letzten Aufgabe nutzen. Um dies zu tun, müssen wir zeigen, dass
eine Menge Ω∗ ⊂ Ω mit P(Ω∗) = 1 existiert, sodass aus ω ∈ Ω∗ 〈M〉t1 (ω) = 〈M〉t (ω) für
0 ≤ t1 < t Mt1(ω) = Mt(Ω) folgt. (Dabei ist A(t) := 〈M〉t (ω), ϕ(t) := Mt(ω))
Es genügt ferner, t1 ∈ Q zu betrachten, da M und 〈M〉 stetig sind. Zu festem t1 ∈ Q
definiere

σ := inf{t > t1 : 〈M〉t = 〈M〉t1}

und Ns := M(τ1+s)∧σ−Mt1 für s ≥ 0. Dann ist (Ns)s ∈Mc,loc, adaptiert an (F t1∧s)s und
es gilt 〈N〉s = 〈M〉(t1+s)∧σ − 〈M〉t1 = 0 P-f.s. (≤ 0 nach Definition von σ, ≥ ist immer
Wahr).
Nach Problem 5.12 gilt Ns ≡ 0 für alle s P-f.s. Also existiert Ω(t1) mit P(Ω(t1)) = 1,
sodass auf Ω(t1) M(t1+s)∧σ = Mt1 für alle s ≥ 0 gilt.
Sei t > t1 mit 〈M〉t = 〈M〉t1 . Setze s := t − t1. Nach Definition von σ wissen wir
t = t1+s ≤ σ. Also giltMt = M(t1+s)∧σ = Mt1 auf Ω(t1). Setze nun Ω∗ = ⋂

t1∈Q,t1≥0 Ω(t1),
so gilt nach Aufgabe 4.5(iv), dass s 7→Mτ(s)(ω) = Bs stetig ist.
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Schritt 4: Zeige Mt = B〈M〉t
Nach Aufgabe 4.5 gilt

Ms(ω) = ϕ(t) = ϕ(τ(〈M〉t)) = Mτ(〈M〉t) = Mτ(s) = Bs = B〈M〉t .

Bemerkung:
Falls die Annahme 〈M〉t → ∞ nicht gilt, d.h. P(limt 〈M〉t < ∞) > 0, so lässt sich
immer noch eine Brownsche Bewegung finden, sodass Mt = B〈M〉t . Dazu nutze die
verallgemeinerte Zeitänderung aus Problem 4.5.
Satz 3.4.20 (Zufälliger Zeitshift für stochastische Integrale):
Sei M ∈ Mc,loc, 〈M〉t → ∞, τ(s) := inf{t ≥ 0 : 〈M〉t > s}. Sei X ein progressiv
messbarer Prozess mit P

(∫∞
0 X2

t d 〈M〉t <∞
)

= 1. Dann ist Ys := Xτ(s) ein (Gs)s-
adaptierter Prozess und es gilt P-f.s.

i)
∫∞

0 Y 2
s ds <∞

ii)
∫ t

0 XsdMs =
∫ 〈M〉t

0 YsdBs

iii)
∫ τ(s)

0 XsdMs =
∫ s

0 YsdBs.
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3.5. Girsanov-Theorem und Cameron-Martin-Formel
3.5.A. Grundlegendes Resultat

Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum mit Filtration (F t)t, welche die üblichen Bedingungen erfüllt,
W eine d-dimensionale SBM auf (Ω,F ,P) und X ein adaptierter, messbarer, Rd-wertiger
Prozess auf (Ω,F ,P). Angenommen P

(∫ T
0 (Xi

t)2dt <∞
)

= 1 für alle i und T ≥ 0. Dann
ist IW i(Xi) =

(∫ t
0 X

i
sdW

i
s

)
t
wohldefiniert und ein stetiges, lokales Martingal. Definiere

nun

Zt(X) = exp
(

d∑
i=1

∫ t

0
Xi
sdW

i
s −

1
2

∫ t

0
‖Xs‖2 ds

)
.

Dann zeigt Itôs Formel, dass dZt(X) = ∑d
i=1 Zt(X)Xi

tdW
i
t mit Z0 = 1. Also ist Z(X) ∈

Mc,loc mit Z0(X) = 1. Angenommen Z(X) ist ein Martingal. Definiere für ein festes
T > 0 das Wahrscheinlichkeitsmaß P̃T auf F̃T vermöge

P̃T (A) = E (1AZT (X)) ∀A ∈ FT .

Beachte hierbei, dass wir nun zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitsräume haben: (Ω,F ,P)
mit dem Erwartungswert E und (Ω,FT , P̃T ) mit Erwartungswert ẼT .
Für t ≤ T haben wir die Konsistenz: für alle A ∈ F t ⊂ FT gilt

P̃t(A) = E(1AZt(X)) = E(1A E(ZT (X) | F t)) = E(1AZT (X)) = P̃T (A).

Satz 3.5.1 (Girsanov-Theorem):
Angenommen Z(X) ist ein Martingal. Definiere W̃t

i := W i
t −

∫ t
0 X

i
sds für alle i, t ≥ 0.

Dann ist für jedes feste T > 0 (W̃t)t≤T eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf
(Ω,FT , P̃T ), adaptiert an (F t)t.
Lemma 3.5.2:
Sei T ≥ 0, 0 ≤ s ≤ t ≤ T . Angenommen Z(X) ist ein Martingal und Y eine F t-messbare
Zufallsgröße mit Y ∈ L1(P̃T ). Dann gilt die Bayessche Regel

ẼT (Y | Fs) = 1
Zs(X) E (Y Zt(X) | Fs)

P-f.s. und P̃T -f.s.

Beweis:
Sei A ∈ Fs. Nachrechnen ergibt

ẼT
(
1A

1
Zs

E(Y Zt | Fs)
)

= E
(
ZT1A

1
Zs

E(Y Zt | Fs)
)

= E(1A E(Y Zt | Fs))

= E(1AY Zt) = ẼT (1AY ) = ẼT (1AY ).
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Notation:
Bezeichne mitM c,loc

T die Klasse der stetigen, lokalen Martingale (Mt)t≤T auf (Ω,FT ,P) mit
P(M0 = 0) = 1 sowie mit M̃ c,loc

T diejenigen definiert auf (Ω,FT , P̃T ) mit P̃T (M0 = 0) = 1.
Proposition 3.5.3:
Sei T ≥ 0 und sei Z(X) ein Martingal. Für M,N ∈Mc,loc

T definiere

M̃t := Mt −
d∑
i=1

∫ t

0
Xi
sd
〈
M,W i

〉
s

Ñt := Nt −
d∑
i=1

∫ t

0
Xi
sd
〈
N,W i

〉
s
.

Dann ist M̃ ∈ M̃c,loc
T und Ñ ∈ M̃c,loc

T mit
〈
M̃, Ñ

〉P̃T
t

= 〈M,N〉Pt .

Beweis:
Schritt 1: Nach Lokalisierung können wir annehmen, dass M,N beschränkte Martingale
sind, 〈M〉 , 〈N〉 beschränkt sind, Zt(ω) beschränkt in (t, ω) ist und ∑d

j=1
∫ t

0(Xi
j)2(ω)ds

ebenfalls beschränkt in (t, ω) ist.
Schritt 2: M̃ ist beschränkt, denn mit Hilfe von Kunita-Watanabe gilt∣∣∣∣∫ t

0
Xi
sd
〈
M,W i

〉
s

∣∣∣∣2 ≤ ∣∣∣∣∫ t

0
1 ·
∣∣∣Xi

j

∣∣∣ ∣∣∣dξis∣∣∣∣∣∣∣2 ≤ 〈M〉t ∫ t

0

∣∣∣Xi
s

∣∣∣2 d〈W i
〉
,

wobei ξis die Totalvariation von
〈
M,W i

〉
bezeichne. Mit Hilfe von Schritt 1 folgt die

Beschränktheit von M̃ . Schritt 3: Mit Hilfe von partieller Integration (vergleiche Itôs
Formel und Problem 3.12) gilt

d(ZtM̃t) = ZtdM̃t + M̃tdZt + d 〈Z,M〉

= ZtdMt −
∑
i

ZtX
i
td
〈
M,W i

〉
t
+ M̃t

∑
i

ZtX
i
tdW

i
t +

∑
i

ZtX
i
td
〈
W i,M

〉
t
,

d.h. d(ZtM̃t) = ZtdMt +∑
i M̃tZtX

i
tdW

i
t . Also ist (ZtM̃t)t ein P-Martingal. Also folgt

mit Hilfe des obigen Lemmas

ẼT
(
M̃t | Fs

)
= 1
Zs

E
(
M̃tZt | Fs

)
= 1
Zs
M̃sZs = M̃s

P und P̃T -fast sicher. Also ist M̃ ein P̃T -Martingal (bzw. lokales Martingal ohne Lokali-
sierung).
Schritt 4:
Nutze erneut die partielle Integration, so gilt

d(M̃tÑt) = M̃tdÑt + ÑtdM̃t + d 〈M,N〉Pt

= M̃tdNt −
d∑
i=1

M̃tX
i
td
〈
N,W i

〉
t
+ Ñt −

d∑
i=1

ÑtX
i
td
〈
M,W i

〉
t
+ d 〈M,N〉t .
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Ferner ist

d(Zt
(
M̃tÑt − 〈M,N〉t

)
) = Ztd[. . .] + [. . .]dZt + d 〈Z,MG-Anteil von [. . .]〉t

= ZtM̃tdNt − ZtM̃t

d∑
i=1

Xi
td
〈
N,W i

〉
t
+ ZtÑtdMt

− ZtÑt

d∑
i=1

Xi
td
〈
M,W i

〉
t
+ [M̃tÑt − 〈M,N〉t]Zt

d∑
i=1

Xi
tdW

i
t

+
d∑
i=1

ZtX
i
tM̃td

〈
W i, N

〉
t
+

d∑
i=1

ZtX
i
tÑtd

〈
W i,M

〉
t

= ZtM̃tdNt + ZtÑtdMt + [. . .]Zt
d∑
i=1

Xi
tdW

i
t .

Also ist (Zt[. . .])t ein P-Martingal (vgl. Schritt 1). Daraus folgt wegen Y := M̃tÑt −
〈M,N〉t ∈ F t und Lemma 5.3

ẼT
(
M̃tÑt − 〈M,N〉t | Fs

)
= 1
Zs

EP
((
M̃tÑt − 〈M,N〉t

)
Zt | Fs

)
= 1
Zs

(
M̃sÑs − 〈M,N〉s

)
Zs,

P-f.s. und P̃T , sodass (M̃tÑt − 〈M,N〉t)t ein P̃T -Martingal ist. Nach der Eindeutigkeit
des Kovariationsprozesses folgt die letzte Behauptung.

Beweis vom Girsanov-Theorem:
Es ist zu zeigen, dass W̃ die Bedingungen von Levys Charakterisierung erfüllt. W̃ ist
stetig und adaptiert und es gilt W̃ j ∈ M̃c,loc, denn nach Proposition 5.4 mit M = W j

gilt W̃ j
t = W j

t −
∑
i

∫ t
0 X

i
sd
〈
W j ,W i

〉
s = W i

t −
∫ t

0 X
j
sds ∈ M̃

c,loc
T und nach der selben

Proposition gilt
〈
W̃ j , W̃ k

〉
t

=
〈
W j ,W k

〉
t

= δjk · t.

Proposition 3.5.4:
Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1 gilt für jedes M̃ ∈ M̃ c,loc

T , dass einM ∈ M̃ c,loc
T

existiert mit M̃t = Mt −
∑d
i=1

∫ t
0 X

i
sd
〈
M,W i

〉
s.

Beweis:
Sei zunächst M̃ ein P̃T -Martingal. Dann gilt nach Lemma 5.3

EP
(
ZtM̃t | Fs

)
= ZsẼT

(
M̃t | Fs

)
= ZsM̃s

P-f.s. und P̃T -f.s. Also ist Z(X)M̃ ein P-Martingal. Nach Lokalisierung folgt M̃ ∈
M̃c,loc

T ⇒ Z(X)M̃ ∈ Mc,loc
T . Schreibe M̃t = ZtM̃t

Zt
, so ist dies der Quotient von einem

Element aus Mc,loc
T und einem P-Martingal. Itôs Formel zeigt, dass M̃ ein stetiges

Semimartingal bezüglich P ist, d.h. M̃t = Mt + Bt mit (Mt)t ∈ Mc,loc
T und B eine
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Differenz zweier stetiger, nichtfallender, adaptierter Prozesse mit B0 = 0 P-f.s.
Nun ist M̃t − (Mt −

∑
i

∫ t
0 X

i
sd
〈
M,W i

〉
s eine Differenz zweier Elemente aus M̃ c,loc

T ,
allerdings auch = Bt +∑i

∫ t
0 X

i
sd
〈
M,W i

〉
s, d.h. von beschränkter Variation. Also ist das

lokale Martingal konstant 0.

Beim Girsanov-Theorem haben wir stets eine endlichen Zeithorizont betrachtet. Was
passiert, wenn wir auf [0,∞) arbeiten müssen? Wir benötigen ein Maß auf P̃ auf F∞ :=
σ
(⋃

t≥0F t
)
statt auf FT mit T > 0. Im Allgemeinen existiert keine konsistente Familie(

P̃T
)
T
.

Sei nun Ω := C([0,∞),Rd),F := FW∞ . Definiere P̃(A) := EP (1AZT (X)) für A ∈ FT ∀T ≥
0. Falls P̃ existiert, ist es durch diese Festlegung eindeutig bestimmt. Betrachte den
Koordinatenprozess Wt(ω) := ω(t) auf F := B(C([0,∞),Rd)) = FW∞ mit dem Wiener-
Maß P. Definiere P̃T wie oben. Dann ist {P̃T : T ≥ 0} eine konsistente Familie, sodass
wir P̃ auf ⋃T≥0FWT definieren können. Es lässt sich zeigen, dass die Festlegung P̃(A) =
P̃T (A) ∀A ∈ FWT ∀T ≥ 0 eine σ-additive Funktion festlegt (vgl. Parthasarathy, Probability
measures on metric spaces, Theorem 4.2). Mittels Caratheodory lässt sich zeigen, dass
eine Erweiterung von P̃ auf FW∞ existiert.
Hierbei treten allerdings Schwierigkeiten mit der Messbarkeit auf. W̃ und (

∫ t
0 X

i
sds)t sind

(F t)t-adaptiert (wobei X F t-adaptiert ist). In Lemma 2.4 haben wir benötigt, dass die
Filtration vollständig war, um zu zeigen, dass (

∫ t
0 X

i
sds)t adaptiert ist.

Das Problem hierbei ist, dass (FWt )t nicht die üblichen Bedingungen erfüllt.
Korollar 3.5.5:
Sei W die kanonische Brownsche Bewegung, X ein Rd-wertiger, progressiv messbarer
Prozess bzgl. (FWt )t mit P

(∫ T
0 (Xi

s)2ds <∞
)

= 1 ∀i und T ≥ 0. Dann gilt: Ist Z(X) ein
Martingal, dann existiert ein eindeutiges Maß P̃ mit

P̃(A) = EP (1AZT (X))

für alle A ∈ FWT und T ≥ 0 und W̃ definiert wie in Theorem 5.1 ist eine SBM auf
(Ω,FW∞ , P̃).
Bemerkung:
Unter den Voraussetzungen des obigen Korollars sind P |FWT und P̃ |FWT äquivalent. Dies
gilt nicht für die Maße P und P̃, außer unter den Voraussetzung, dass Z(X) gleichgradig
integrierbar ist.
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3.5.B. Brownsche Bewegung mit Drift

Gegeben sei eine Brownsche Bewegung W und ein Niveau b 6= 0. Definiere die Erst-
durchgangszeit τb := inf{t ≥ 0 : Wt = b}. Nach Bemerkung 2.8.3 hat τb die Dichte
|b|√
2πt3

e−
b2
2t 1{t>0} und die Momentenerzeugende Funktion E eατb = e−|b|

√
2α für α > 0.

Korollar 5.2 zeigt, dass für µ 6= 0 ist W̃t = Wt − µt eine Pµ-Brownsche Bewegung bzgl.
(FWt )t, wobei Pµ(A) := E(1AZt) für alle A ∈ FWt und t ≥ 0 mit Zt = exp

(
µWt − 1

2µ
2t
)
.

Auf {τb ≤ t} ∈ FWt ∩FWτb gilt Zt∧τb = Zτb und damit

Pµ(τb ≤ t) = E(1{τb≤}Zt) = E(1{τb≤t} E(Zt | FWt∧τb))
OST= E(1{τb≤t}Zτb)

= E(1{τb≤t}e
µb− 1

2µ
2τb) =

∫ t

0
eµb−

1
2µ

2s Pτ−1
b

(ds).

Daraus folgt erstens, dass unter Ausnutzung der Dichte von Pτ−1
b

sich die Dichte von
Pµ
τ−1
b

berechnen lässt zu

Pµ(τb ∈ dt) = |b|√
2πt3

e
− 1

2

(
b√
t
−µ
√
t

)2

dt

und zweitens die Tatsache

Pµ(τb <∞) =
∫ ∞

0
eµb−

1
2µ

2s Pτ−1
b

(ds) = eµb E
(
e−

1
2µ

2τb
)

= eµbe−|b|
√

2· 12µ2 = eµb−|bµ|.

Also erreicht W unter Pµ das Level b 6= 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 dann und genau dann,
wenn µ, b > 0 oder µ, b < 0. Ansonsten ist die Dichte Pµ

τ−1
b

„defekt“.
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3.5.C. Novikov-Bedingung

Wann ist Z(X) ein Martingal, wobei Zt = exp
(
µ

∫ t

0
XsdWs︸ ︷︷ ︸
=Mt

−1
2µ

2 ∫ t
0 X

2
sds

)
. Wir wissen,

dass Z ein lokales Martingal ist. Denn mit Hilfe der Stoppzeiten τn := inf{t ≥ 0 :
max1≤i≤d

∫ t
0
∣∣ZsXi

s

∣∣2 ds = n} ist Znt := Zt∧τn ein Martingal.
Mit Hilfe des Lemma von Fatou ist Z immer ein Supermartingal, denn für 0 ≤ s ≤ t gilt

E (Zt | Fs) = E
(
lim inf

n
Zt∧τn | Fs

)
≤ lim inf

n
E(Zt∧τn | Fs)

= lim inf
n

Zs∧τn = Zs.

Ein Supermartingal ist jedoch genau dann ein Martingal, wenn der Erwartungswert
konstant ist. Also ist Z genau dann ein Martingal, wenn EZt = EZ0 = 1 für alle t gilt.
Proposition 3.5.6:
Sei M ∈Mloc,c und Zt = eMt− 1

2 〈M〉t . Gilt E e 1
2 〈M〉t <∞, so folgt EZt = 1 für alle t ≥ 0.

Aufgabe 3.5.7 (Wald-Identität):
Ist τ eine (FWt )t-Stoppzeit mit P(τ < ∞) = 1. Dann gilt E eµWτ− 1

2µ
2τ = 1 ⇔ Pµ(τ <

∞) = 1.

Beweis:
Übung.

Beweis der Proposition:
Schritt 1: Definiere τ(s) := inf{t ≥ 0 : 〈M〉t > s}. Dann ist Bs := Mτ(s) zusammen mit
Gs := Fτ(s) eine Brownsche Bewegung. Definiere σb := inf{s ≥ 0 : Bs − s = b} für b < 0.
Wir wollen zeigen, dass die Wald-Identität mit µ = 1 anwendbar ist. Dazu:

P1(σb <∞) = P1
(
∃s <∞ : Bs − µs︸ ︷︷ ︸

B̃s

= b
)

= P (∃s <∞ : Ws = b) = 1.

Also gilt nach Wald-Identität:

1 = E eµBσb−
1
2µ

2σb = E e(σb+b)− 1
2σb = E e

1
2σbeb,

d.h. E e 1
2σb = e−b.

Schritt 2: Definiere den Hilfsprozess Ys := eBs−
1
2 s. Dann ist Ns := Ys∧σb ein (Gs)s-

Martingal. Mit µ = −1 und b < 0 gilt

1 = P−1 (τb <∞) = P−1 (∃s <∞ : Bs = b) = P−1 (∃s <∞ : Bs − µs− s = b)
= P (∃s <∞ : Bs − s = b) ,

woraus 1 = P (σb <∞) folgt. Dann gilt N∞ := lims→∞Ns = lims→∞ = Yσb = eBσb−
1
2σb .

Betrachte nun N = (Ns)s≤∞ mit letztem Element N∞ und wende das Lemma von Fatou
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an, so ist N ein Supermartingal mit letztem Element. Also gilt wie oben EN∞ = 1 = EN0.
Also ist ENt = 1 für alle t und damit (Ns)s ein Martingal.
Schritt 3: Für jede Stoppzeit R gilt nach dem OST (vgl. Definition von NR)

E eBR∧σB−
1
2 (R∧σb) = 1.

Wähle nun R = 〈M〉t für festes t ≥ 0, so gilt unter Beachtung, dass 〈M〉t eine (Gs)s-
Stoppzeit ist,

1 = E
(
1{σb≤〈M〉t}e

b+ 1
2σb + 1{〈M〉t<σb}e

B〈M〉t−
1
2 〈M〉t

)
≤ ebe

1
2 〈M〉t ,

sodass mit b→ −∞ eb → 0 gilt. Ferner

1 = lim
b→−∞

E
(
1{〈M〉t<σb}Zt

)
= EZt

wegen monotoner Konvergenz.

Korollar 3.5.8 (Novikov-Bedingung):
Sei W eine d-dimensionale Brownsche Bewegung und X ein adaptierter, Rd-wertiger,
messbarer Prozess. Angenommen es gilt P(

∫ T
0 (Xi

t)2dt < ∞) = 1 für alle i und T ≥ 0.
Gilt E

(
e

1
2

∫ T
0 ‖Xs‖

2ds
)
<∞ für alle T ≥ 0, so ist

Zt(X) := exp
(

d∑
i=1

∫ t

0
Xi
sdW

i
s −

1
2

∫ T

0
‖Xs‖2 ds

)

ein Martingal.

Beweis:
Wende die vorherige Proposition an mit Mt = ∑d

i=1
∫ t

0 X
i
sdW

i
s .

Bemerkung:
Hierbei reicht die Annahme, dass eine Folge tn ↑ ∞ existiert, sodass

E exp
(

1
2

∫ tn

tn−1
‖Xs‖2 ds

)
<∞

für alle n ≥ 1.

Beweis:
Setze Xn

t := Xt1[tn−1,tn](t). Nach der Novikov-Bedingung ist Z(Xn) ein Martingal für
jedes n mit E(Ztn(Xn) | F tn−1) = Ztn−1(Xn) = 1. Daraus folgt induktiv

EZtn(X) = E
(
E
(
Ztn(X) | F tn−1

))
= E(Ztn−1 E(Ztn(Xn) | F tn−1)︸ ︷︷ ︸

=1

) = EZtn−1(X) = 1.

Weil Z(X) ein Supermartingal ist, ist t 7→ EZt nichtfallend. Also gilt EZt = 1 für alle
t.
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Definition 3.5.9:
Sei Ω = C([0,∞),Rd) und Gt := σ

(
f |[0,t]: f ∈ Ω

)
, G = G∞. Ein progressiv messbares

Funktional auf Ω = C([0,∞),Rd) ist eine Abbildung µ : [0,∞) × Ω → R mit der
Eigenschaft, dass µ |[0,t]×Ω ist B([0, t])⊗Gt − B(R)−messbar.
Bemerkung:

Sind µi progressiv messbare Funktionale für i = 1, . . . , d und µ =

 µ1

...
µn

, so definiert

Xi
t(ω) := µi(t,W·(ω)) für alle t, i bzw. Xt(ω) := µ(t,W·(ω)) einen progressiv messbaren,

stochastischen Prozess.
Korollar 3.5.10:
Seien µ und X wie oben. Angenommen für alle T ≥ 0 existiert ein KT > 0, sodass
‖µ(t, f)‖ ≤ KT (1 + f∗(t)) für alle t ∈ [0, T ] mit f∗(t) := maxs≤t ‖f(s)‖. Dann ist Z(X)
ein Martingal.

Beweis:
Ohne Beweis.

Bemerkung 3.5.11 (Liptser-Shiryaev):
Für d = 1 existiert für jedes ε ∈ (0, 1

2) ein stochastischer Prozess X, welcher den
Bedingungen von Korollar 5.13 genügt, mit 1

2 ersetzt durch 1
2 − ε, sodass Z(X) kein

Martingal ist.
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4. Stochastische Differentialgleichungen
4.1. Starke Lösungen
Wir wollen der SDE

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt (∗)

einen Sinn verleihen, bzw. komponentenweise dXi
t = bi(t,Xt)dt+∑r

j=1 σij(t,Xt)dW j
t für

i = 1, . . . , d, wobei W eine r-dimensionale Brownsche Bewegung und bi, σij : [0,∞) ×
Rd → R Borel-messbar sind. Dabei heißt b : [0,∞) × Rd → Rd Drift-Vektor, Drift
oder Drift-Koeffizient und σ : [0,∞)× Rd → Rdr Diffusionskoeffizient. Definiere ferner
a(t, x) := σ(t, x)σ(t, x)T .

4.1.A. Definitionen

Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum mit einer Brownschen Bewegung W bzgl. (FWt )t und einer
Rd-wertigen Zufallsvariable ξ, welche unabhängig von W ist, d.h. ξ ist unabhängig von
FW∞ . Sei µ = P ξ−1 und Gt := σ (ξ,Ws : 0 ≤ s ≤ t) für alle t und N := {N ⊂ Ω : ∃G ∈
G∞ mit N ⊂ G und P(G) = 0}, F t := σ(Gt ∪N ) und F∞ die augmentierte Filtration.
Wir wissen, dass W eine (Gt)t-Brownsche Bewegung ist, d.h. auch eine (F t)t-Brownsche
Bewegung, wobei (F t)t die üblichen Bedingungen erfüllt (vgl. Satz 2.7.7).
Definition 4.1.1 (Starke Lösung):
Unter den obigen Konstruktionen heißt ein stochastischer Prozess X eine starke Lösung
der SDE wenn gilt:

i) X hat stetige Pfade.

ii) X ist (F t)t-adaptiert.

iii) P(X0 = ξ) = 1.

iv) P
(∫ t

0 |bi(s,Xs)| ds <∞
)

= 1 sowie P
(∫ t

0 |σij(s,Xs)|2 ds <∞
)

= 1 für alle i, j und
t.

v) Xt = X0 +
∫ t

0 b(s,Xs)ds+
∫ t

0 σ(s,Xs)dWs für alle t ≥ 0 P-fast sicher.

Bemerkung 4.1.2:
Die Bedingung, dass X (F t)t-adaptiert ist bedeutet, dass Xt nur von ξ und (Ws)s≤t
abhängt.
Definition 4.1.3 (Starke Eindeutigkeit):
Gegeben seien b, σ wie oben. Dann sagen wir, dass starke Eindeutigkeit für das Paar
(b, σ) gilt, wenn für jede Brownsche Bewegung W und jede Startbedingung ξ für je zwei
Lösungen X, X̃ der SDE P

(
Xt = X̃t ∀t

)
= 1 für einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P)

mit einer BM W , (F t)t wie oben und ξ unabhängig von FW∞ .
Vereinfacht sagen wir auch, dass starke Eindeutigkeit für die SDE (∗) gilt.
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Beispiel 4.1.4:
Sei d = 1. Für dXt = b(t,Xt)dt + dWt mit einer Borel-messbaren, beschränkten, in x
nichtsteigenden Funktion b : [0,∞)× R→ R gilt starke Eindeutigkeit.
Angenommen Xi, i = 1, 2 erfüllen Xi

t = X0 +
∫ t

0 b(s,Xi
s)ds+Wt für alle t und i = 1, 2.

Es ist zu zeigen, dass ∆t := X1
t −X2

t =
∫ t

0
(
b(s,X1

s )− b(s,X2
s )
)
ds = 0. Dazu nutze Itôs

Formel:

d∆2
t = 2∆td∆t + 1

2 · 2 · 1 (d∆t)2︸ ︷︷ ︸
=0

= 2∆t

(
b(t,X1

t − b(t,X2
t )
)
,

d.h. ∆2
t = 0 + 2

∫ t
0
(
X1
s −X2

s

) (
b(s,X1

s )− b(s,X2
s )
)
≤ 0, d.h. ∆t = 0 P-fast sicher.
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4.2. Itô-Theorie
Im Falle eines deterministischen σ ≡ 0 entspricht die SDE (∗) einer deterministischen
Integralgleichung Xt = ξ +

∫ t
0 b(s,Xs)ds. Die Zufälligkeit ist nur durch ξ gegeben. Die

klassischen Ergebnisse der Existenz und Eindeutigkeit für solche Integrale nutzen die
Annahme einer lokalen Lipschitz-Stetigkeit von x 7→ b(t, x), gleichmäßig in t und eine
Bedingung an das Wachstum in x, gleichmäßig in t. Dann lässt sich die Picard-Lindelöf-
Iteration X0

t := ξ, Xk+1
t := ξ +

∫ t
0 b(s,Xk

s )ds für t ≥ 0 und k ∈ N und es lässt sich
Konvergenz gegen eine Lösung (Xt)t zeigen.
Dabei ist die lokale Lipschitz-Stetigkeit notwendig. Dazu sei b(t, x) = |x|α für α ∈ (0, 1),
ξ = 0. Dann ist die Lösung nicht eindeutig:

Xs
t :=

0 0 ≤ t ≤ s(
t−s
β

)β
s ≤ t

mit β = 1
1−α . Dass dies eine Lösung darstellt, lässt sich nachrechnen: Für t ≤ s gilt Xt =

0 =
∫ t

0 X
s
rdr und für t > s gilt

∫ t
0 b(u,Xu)du =

∫ t
0 |Xu|α du =

∫ t
s

(
u−s
β

)α·β
du =

(
t−s
β

)β
.

Aufgabe 4.2.1 (Gronwall-Ungleichung):
Ist v differenzierbar auf (0,∞) und genügt v′(t) ≤ β(t)v(t) für t > 0, so gilt v(t) ≤
v(0)e

∫ t
0 β(s)ds.

Allerdings ist die Aussage mit einer differenzierbaren Funktion v zu restriktiv. Daher
benötigen wir die folgende Version der Ungleichung: Ist g stetig mit 0 ≤ g(t) ≤ α(t) +
β
∫ t

0 g(s)ds für t ∈ [0, T ] mit β ≥ 0 und α : [0, T ] → R integrierbar, so gilt g(t) ≤
α(t) + β

∫ t
0 α(s)eβ(t−s)ds

Satz 4.2.2 (Eindeutigkeit unter lokaler Lipschitz-Stetigkeit):
Seien b, σ lokal Lipschitz-stetig in der Raumvariable, d.h. für alle n ≥ 1 existiere ein Kn >
0, sodass für alle t und x, y mit ‖x‖ , ‖y‖ ≤ n gilt ‖b(t, x)− b(t, y)‖+‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤
Kn ‖x− y‖. Dann gilt für die SDE (∗) die starke Eindeutigkeit.
Bemerkung 4.2.3:
Da alle Normen im Rdr äquivalent sind, werden wir diejenige Norm auswählen, die am
komfortabelsten ist: ‖σ‖2 = ∑d

i=1
∑r
j=1 σ

2
ij (euklidische Norm zum dr-Vektor).

Beweis:
Seien (Ω,F ,P), W und ξ gegeben. Angenommen X und X̃ erfüllen die SDE (∗) für die
gegebenen Startbedingungen. Wir müssen zeigen, dass P(Xt = X̃t ∀t ≥ 0) = 1. Da beide
Prozesse per Definition stetig in t sind, genügt es, dies für festes t ≥ 0 zu zeigen.
Definiere die Stoppzeiten τn := inf{t ≥ 0 : ‖Xt‖ ≥ n} für n ≥ 1 und analog τ̃n sowie
σn := τn ∧ τ̃n →∞ P−f.s.. Nun gilt

Xt∧σn − X̃t∧σn =
∫ t∧σn

0

(
b(u,Xu)− b(u, X̃u)

)
du+

∫ t∧σn

0

(
σ(u,Xu)− σ(u, X̃u)

)
dWu,
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sodass folgt

E
∥∥∥Xt∧σn − X̃t∧σn

∥∥∥2
≤ 2E

(∣∣∣∣∫ t∧σn

0

∥∥∥b(u,Xu)− b(u, X̃u)
∥∥∥ du∣∣∣∣2

)

+ 2E
(∥∥∥∥∫ t∧σn

0

(
σ(u,Xu)− σ(u, X̃u)

)
dWu

∥∥∥∥2)
.

Betrachten wir den zweiten Summanden:

E
(∥∥∥∥∫ t∧σn

0
[...]dWu

∥∥∥∥2)
= E

 d∑
i=1

 r∑
j=1

∫ t∧σn

0
(σij(u,Xu)− σij(u, X̃u))dW j

u

2


=
d∑
i=1

r∑
j=1

E
(∫ t∧σn

0
[...]2du

)
+ 0

= E
(∫ t∧σn

0

∥∥∥σ(u,Xu)− σ(u, X̃u)
∥∥∥2
du

)
Dabei verschwinden die gemischten Terme, da die Einträge der Brownschen Bewegung
unabhängig ist, d.h. dW j

udW
k
u = 0 für j 6= k. Mit Hilfe von Cauchy-Schwarz für den

ersten Summanden folgt

E
(∥∥∥Xt∧σn − X̃t∧σn

∥∥∥2
)
≤ 2T E

(∫ t∧σn

0

∥∥∥b(u,Xu)− b(u, X̃u)
∥∥∥2
du

)
+ 2E

(∫ t∧σn

0

∥∥∥σ(u,Xu)− σ(u, X̃u)
∥∥∥2
)

≤ 2(T + 1)K2
n E

(∫ t

0

∥∥∥Xu − X̃u

∥∥∥2
du

)
.

Das Gronwall-Lemma mit g(t) = E
(∥∥∥Xt∧σn − X̃t∧σn

∥∥∥2
)
, α(t) ≡ 0, β = 2(T + 1)K2

n > 0

folgt g(t) ≤ 0 + β
∫ t

0 0 · e...ds = 0. Also gilt P
(
Xt∧σn = X̃t∧σn

)
= 1 für alle t und damit

aufgrund der Stetigkeit P
(
Xt∧σn = X̃t∧σn ∀t ≥ 0

)
= 1. Der Grenzwert n→∞ liefert die

Behauptung.

Bemerkung 4.2.4:
Für gewöhnliche Differentialgleichung reicht die lokale Lipschitz-Bedingung nicht aus,
um die Existenz einer globalen Lösung zu garantieren. Sei dazu ξ = 1 und b(t, x) = x2.
Solange eine Lösung Xt = 1 +

∫ t
0 X

2
sds existiert, ist die Lösung eindeutig (z.B. nach

obigem Theorem). Die eindeutige Lösung ist Xt = 1
1−t ↑ ∞ für t→ 1.

Satz 4.2.5 (Existenz unter globaler Lipschitz-Bedingung und linearem Wachstum):
Angenommen es gibt ein K > 0 mit ‖b(t, x)− b(t, y)‖+ ‖σ(t, x)− σ(t, y)‖ ≤ K ‖x− y‖
für alle x, y und t und ‖b(t, x)‖2 + ‖σ(t, x)‖2 ≤ K2(1 + ‖x‖2). Sei ξ unabhängig von FW∞
mit E ‖ξ‖2 <∞. Dann existiert ein stetiger, (F t)t-adaptierter stochastischer Prozess X,
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welcher eine starke Lösung der SDE (∗) mit Anfangsbedingung ξ ist.
Ferner ist X quadratintegrierbar und es existiert für alle T > 0 ein C = C(K,T ), sodass
E ‖Xt‖2 ≤ C(1 + E ‖ξ‖2)eCt für t ∈ [0, T ].

Beweis:
Die Idee ist eine Picard-Lindelöf-Iteration mit X0

t := ξ und Xk+1
t := ξ +

∫ t
0 b(s,Xk

s )ds+∫ t
0 σ(s,Xk

s )dWs für alle t.
Zunächst ist zu zeigen, dass die rechte Seite von Xk+1 wohldefiniert ist. Dann folgt, dass
(Xn

t )t stetig und (F t)t-adaptiert sind.

Aufgabe 4.2.6:
Für alle T > 0 existiert ein C = C(K,T ), sodass gilt:

E
(

sup
0≤s≤t

∥∥∥Xk
s

∥∥∥2
)
≤ C(1 + E ‖ξ‖2)eCt ∀t ∈ [0, T ].

Beweis:
Schritt 1: Xk+1

t ist wohldefiniert für jedes t und k. Dazu muss man zeigen, dass∫ t

0

∥∥∥b(s,Xk
s )
∥∥∥2
ds <∞ und

∫ t

0

∥∥∥σ(s,Xk
s )
∥∥∥ ds <∞ P -f.s.

Wegen der Wachstumsbedingung gilt∫ t

0

∥∥∥b(s,Xk
s )
∥∥∥ ds ≤ Kt ∫ t

0

√
1 + ‖Xk

s ‖
2

t
ds ≤ Kt

√
1
t

∫ t

0

(
1 + ‖Xk

s ‖
2
)
ds

= Kt

(
1 + 1

t

∫ t

0

∥∥∥Xk
s

∥∥∥2
ds

)
≤ K

(
T +

∫ t

0

∥∥∥Xk
s

∥∥∥2
ds

)
<∞.

Also folgt die Aussage, wenn die obige Aufgabe gezeigt ist. Das selbe Argument gilt für σ.
Schritt 2: Wir zeigen die Aufgabe per Induktion. Für k = 0 gilt E

(
sup0≤t≤T

∥∥X0
t

∥∥2) =
E ‖ξ‖2 <∞ nach Vorausetzung. Für k → k + 1 gilt∥∥∥Xk+1

t

∥∥∥2
≤ 3 ‖ξ‖2 + 3

∥∥∥∥∫ t

0
b(s,Xk

s )ds
∥∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
C.−S.
≤ T

∫ t
0‖b(s,Xk

s )‖2
ds

+3
∥∥∥∥∫ t

0
σ(s,Xk

s )dWs

∥∥∥∥2
,

sodass gilt

E
(

sup
0≤t≤T

∥∥∥Xk+1
t

∥∥∥2
)
≤ 3 · E ‖ξ‖2 + 3T

∫ T

0
E
∥∥∥b(s,Xk

s )
∥∥∥2
ds

+ 3E
(

sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0
σ(s,Xk

s )dWs

∥∥∥∥2)
(∗)
≤ 3E ‖ξ‖2 + 3K2(T + k)(T +

∫ T

0
E
∥∥∥Xk

s

∥∥∥2
ds)

≤ C(K,T )(1 + E ‖ξ‖2)(1 + CT + . . .+ (CT )k+1/(k + 1)!)
≤ C(1 + E ‖ξ‖2)eCT ,
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wobei in (∗) Doobs Submartingalungleichung eingeht, denn
∥∥∥∫ t0 σ(s,Xk

s )dWs

∥∥∥2
ist ein

Submartingal, d.h. es gilt

E
(

sup
0≤t≤T

∥∥∥∥∫ t

0
σ(s,Xk

s )dWs

∥∥∥∥2)
≤
( 2

2− 1

)2
E
∥∥∥∥∥
∫ T

0
σ(s,Xk

s )dWs

∥∥∥∥∥
2

≤ 12
∫ T

0

∥∥∥σ(s,Xk
s )
∥∥∥2
ds.

Beweis:
Setze Xk+1

t −Xk
t = I1

t + I2
t , wobei

I1
t =

∫ t

0

(
b(s,Xk+1

s )− b(s,Xk
s )
)
ds und I2

t =
∫ t

0

(
σ(s,Xk+1

s )− σ(s,Xk
s )
)
dWs,

so gilt

E
(

sup
s≤t

∥∥∥I1
s

∥∥∥2
)
≤ K2t

∫ t

0
E
(∥∥∥Xk

u −Xk−1
u

∥∥∥2
)
du

sowie

E
(

sup
s≤t

∥∥∥I2
s

∥∥∥2
)
≤ 4

∫ t

0
E
(∥∥∥σ(u,Xk

u)− σ(u,Xk−1
u )

∥∥∥2
)
du ≤ 4K2

∫ t

0
E
(∥∥∥Xk

u −Xk−1
u

∥∥∥2
)
du,

woraus zusammen folgt

E
(

sup
s≤t

∥∥∥Xk+1
s −Xk

s

∥∥∥2
)
≤ 2K2(4 + T )︸ ︷︷ ︸

=:L=L(K,T )

∫ t

0
E
(

sup
v≤u

∥∥∥Xk
v −Xk−1

v

∥∥∥2
)
du

≤ L
∫ t

0
E
(

sup
v≤u

∥∥∥Xk
v −Xk−1

v

∥∥∥2
)
du

≤ L2
∫ t

0

∫ u

0
E
(

sup
s≤v

∥∥∥Xk−1
s −Xk−2

s

∥∥∥2
)
dvdu

≤ Lk
∫ t

0

∫ u

0

∫ v

0
. . .︸ ︷︷ ︸

= tk

k!

= (Lt)k
k! E

(
sup
0≤T

∥∥∥X1
t − ξ

∥∥∥2
)
.

Unter Beachtung, dass

E
(

sup
t≤T

∥∥∥X1
t − ξ

∥∥∥2
)
≤ 2E

(
sup
t≤T

∥∥∥X1
t

∥∥∥2
)

+ 2E ‖ξ‖2

≤ 2C(K,T )(1 + ‖ξ‖2)eC(K,T )t + 2E ‖ξ‖2

≤ c̃(1 + E ‖ξ‖2)︸ ︷︷ ︸
=c∗

eC(K,T )t
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folgt

P
(

sup
t≤T

∥∥∥Xk+1
t −Xk

t

∥∥∥ ≥ 1
2k+1

)
≤ (2k+1)2 E

(
sup
t≤T

∥∥∥Xk+1
t −Xk

t

∥∥∥2
)

≤ 4 · 22k · c∗ · (Lt)k
k! = 4c∗ (4Lt)k

k! ,

was in k summierbar ist. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass ein Ω∗ ∈ F
mit P(Ω∗) = 1 existiert, sodass für alle ω ∈ Ω∗ ein N = N(ω) existiert, sodass für alle
k ≥ N(ω) gilt supt≤T

∥∥∥Xk+m
t −Xk

t

∥∥∥ ≤ 2−k+1 für alle m ≥ 1. Also ist (Xk
t )t≤T eine

Cauchyfolge in (C([0, T ],R), ‖·‖∞) und konvergiert gegen ein (Xt)t≤T . Also existiert ein
stetiger, stochastischer Prozess X, sodass Xk → X gleichmäßig auf kompakten Intervallen.
Die Schranke folgt unmittelbar aus der vorigen Aufgabe mit dem Lemma von Fatou.
Es bleibt zu zeigen, dass X auch eine starke Lösung ist. X ist stetig und F t-adaptiert und
X0 = ξ f.s., da Xk

0 = ξ für alle k gilt. Die Integrierbarkeitsbedingung
∫ t

0 |bi(s,Xs)| ds <∞
und

∫ t
0 σij(s,Xs)2ds < ∞ folgen aus der Wachstumsbedingung und die Schranke an

E ‖Xs‖2. Dass die stochastische Differentialgleichung erfüllt ist, ist die folgende Aufgabe.

Aufgabe 4.2.7:
Xt = limkX

k
t erfüllt die SDE (∗).

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass

∫ t
0 b(s,Xk

s )ds→
∫ t
0 b(s,Xs)ds und

∫ t
0 σ(s,Xk

s )dWs →
∫ t
0 σ(s,Xs)dWs

in einem geeigneten Sinne.
Zum gewöhnlichen Integral: Auf Ω∗ gilt mit dem Limes m→∞

2−k ≥ lim
m→∞

∥∥∥Xk+m
t −Xk

t

∥∥∥ =
∥∥∥Xt −Xk

t

∥∥∥ für k ≥ N(ω),

sodass folgt∥∥∥∥∫ t

0
b(s,Xk

s )ds−
∫ t

0
b(s,Xs)ds

∥∥∥∥2
≤ K2T

∫ T

0

∥∥∥Xk
s −Xs

∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
→0

ds→ 0 f.s.

da die Konvergenz auf Kompakta gleichmäßig ist.
Zum stochastischen Integral: Es gilt

E
(∥∥∥∥∫ t

0
σ(s,Xk

s )dWs −
∫ t

0
σ(s,Xs)dWs

∥∥∥∥2)
=
∫ t

0
E
(∥∥∥σ(s,Xk

s )− σ(s,Xs)
∥∥∥2
)
ds

≤ K2
∫ t

0
E
∥∥∥Xk

s −Xs

∥∥∥2
ds→ 0

für k → ∞ nach dem Satz von der beschränkten Konvergenz, denn (Xk
t )t ist eine L2-

Cauchyfolge, sodass E
∥∥∥Xk

s −Xs

∥∥∥2
→ 0 und wegen unserer Abschätzungen an E

∥∥∥Xk
t

∥∥∥
und E ‖Xt‖ haben wir eine obere Schranke für den Integranden.
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4.2.A. Vergleichende Ergebnisse und weitere Verbesserungen

Satz 4.2.8:
Sei d = r = 1, |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K |x− y| , |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ h(|x− y|), wo h :
[0,∞)→ [0,∞) eine monoton steigende Funktion mit h(0) = 0 und

∫ ε
0

1
h2(u)du =∞ für

alle ε > 0. Dann gilt starke Eindeutigkeit.

Beweis:
Ohne Beweis.

Beispiel 4.2.9:
Sei h(u) = uα mit α ≥ 1/2. Also hat Xt =

∫ t
0 |Xs|α dWs nach obigem Satz eine eindeutige

starke Lösung. Dies ist Xs ≡ 0. Für α < 1/2 gibt es allerdings keine Eindeutigkeit.
Satz 4.2.10 (Vergleichslemma):
Sei d = r = 1. Angenommen es gibt zwei starke Lösungen Xj für die SDE

Xj
t = Xj

0 +
∫ t

0
bj(s,Xj

s )ds+
∫ t

0
σ(s,Xj

s )dWs, j = 1, 2, t ≥ 0,

wobei [0,∞)×R 3 (t, x) 7→ bj(t, x), σ(t, x) stetig und reellwertig sind, |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤
h(|x− y|) mit einer Funktion h wie oben. Gilt X1

0 ≤ X2
0 f.s. sowie b1(t, x) ≤ b2(t, x) für

alle (t, x) und sind b1 oder b2 global Lipschitz-stetig, so gilt

P(X1
t ≤ X2

t ∀t ≥ 0) = 1.

Beweis:
Ohne Einschränkung sei b1 Lipschitz. Nach Lokalisierung kann man auch OE annehmen,
dass E

∫ t
0
∣∣σ(s,Xj

s )
∣∣2 ds <∞ für j = 1, 2 für jede starke Lösung Xj .

Nach der Voraussetzung an h existiert eine Folge an ↓ 0 mit a0 = 1 und
∫ an−1
an

1
h2(u)du = n

für alle n. Konstruiere nun Hilfsfunktionen ρn auf R mit supp ρn ⊂ (an, an−1), sodass
0 ≤ ρn(x) ≤ 2

nh2(x) und
∫ an−1
an

ρn(x)dx = 1. Definiere ψn(x) :=
∫ |x|

0
∫ y
0 ρn(u)dudy, so ist

ψn ∈ C2, |ψ′n(x)| ≤ 1 und limn ψn(x) = limn
∫ |x|

0
∫ y

0 ρn(u)dudy = |x|. Setze schließlich
ϕn(x) := ψn(x)1(0,∞)(x). Beachte hierbei, dass ϕn ∈ C2, da ψn ∈ C2 mit ψn(0) = 0.
Wir suchen nun eine Abschätzung für Eϕn(X1

t −X2
t ). Dazu definiere ∆t := X1

t −X2
t . Es

gilt

d∆t =
(
b1(t,X1

t )− b2(t,X2
t )
)
dt+

(
σ(t,X1

t )− σ(t,X2
t )
)
dWt,

sowie

dϕn(∆t) = ϕ′n(∆t)d∆t + 1
2ϕ
′′
n(∆t)(d∆t)2

= ϕ′n(∆t)(b1(t,X1
t )− b2(t,X2

t ))dt+ . . . dWt + 1
2ϕ
′′
n(∆t)

(
σ(t,X1

t )− σ(t,X2
t )
)2
dt.
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Also folgt wegen ∆0 ≤ 0 f.s.

Eϕn(∆t) = 0 + E
∫ t

0
ϕ′n(∆s)

(
b1(s,X1

s )− b2(s,X2
s )
)
ds

+ 0 + E
∫ t

0

1
2ϕ
′′
n(∆s)

(
σ(s,X1

s )− σ(s,X2
s )
)2
ds

≤ E
∫ t

0

∣∣ϕ′n(∆s)
∣∣
≤1(0,∞)(∆s)

∣∣∣b1(s,X1
s )− b1(s,X2

s )
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

≤K|X1
s−X2

s |

ds

+ E
∫ t

0

∣∣ϕ′′n(∆s)
∣∣︸ ︷︷ ︸

≥0

(b1(s,X1
s )− b2(s,X2

s )︸ ︷︷ ︸
≤0 wegen b1≤b2

ds

+ 1
2 E

∫ t

0

∣∣ϕ′′n(∆s)
∣∣ ∣∣∣σ(s,X1

s )− σ(s,X2
s )
∣∣∣2 ds

≤ K E
∫ t

0

∣∣∣X1
s −X2

s

∣∣∣1(0,∞)(∆s)ds+ 0 + 1
2 E

∫ t

0
ϕ′′n(∆s)︸ ︷︷ ︸
ρn(|∆s|)

h(|∆s|)2

︸ ︷︷ ︸
≤ 2
n

ds

≤ K
∫ t

0
E∆+

s ds+ 1
n
t
n→∞−→ K

∫ t

0
E∆+

n ds.

Für den Limes n→∞ gilt ψn ↑ und ψn(∆s)→ |∆s|, sodass ϕn(∆s)→ |∆s|1(0,∞)(∆s) =
∆+
s und ϕn ↑. Aus monotoner Konvergenz folgt also Eϕn(∆t) ↑ E∆+

t , d.h.

E∆+
t ≤ K

∫ t

0
E∆+

t ds,

sodass aus Gronwalls Lemma E∆+
s = 0 folgt, d.h. X1

t ≤ X2
t P-f.s. Mit Hilfe der Stetigkeit

der beiden Prozesse gilt also P(X1
t ≤ X2

t ∀t ≥ 0) = 1.

Beispiel 4.2.11:
Betrachte als Anwendung in Dimension 1 einen Prozess mit dXt = b(t,Xt)dt+σdWt, X0 =
δ > 0 (wobei δ klein sein soll). Angenommen es gilt b(t, x) ≤ −b0 < 0 für alle x und t ≥ 0.
Betrachte ferner die deterministische Gleichung dXdet

t = b(t,Xdet
t ) ≤ −b0 für Xdet ≥ 0

mit Xdet
0 = δ. Es gilt Xdet

t ≤ δ − b0t.
Es stellt sich nun die Frage, wie Pδ(Xt > 0 ∀t ≤ t1) von δ, σ, t1 abhängt?
Definiere X0

t := δ − b0t+ σWt (dX0
t = −b0dt+ σdWt, X

0
0 = δ). Für ρ > 0 gilt

Pδ(Xt > 0 ∀t ≤ t1) ≤ Pδ(Xt > 0 ∀t ≤ t1, sup
s≤t1

σWs ≤ ρ) + Pδ(sup
s≤t1

σWs > ρ).

Für den ersten Term gilt auf {Xt > 0 ∀t ≤ t1} nach dem VergleichslemmaXt ≤ X0
t ∀t ≤ t1

und daher 0 < Xt < X0
t ≤ δ + ρ− b0t, falls sups≤t1 σWs ≤ ρ. Mit der Wahl ρ = b0t1 − δ

gilt

P(Xt > 0 ∀t ≤ t1, sup
s≤t1

σWs ≤ ρ) ≤ P(0 ≤ X0
t ≤ b0(t1 − t) ∀t ≤ t1) ≤ P(0 < X0

t1 ≤ 0) = 0.
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Beim zweiten Term gilt für alle γ > 0 und der Doobschen Submartingalungleichung

P(sup
s≤t1

σWs > ρ) ≤ P(sup
s≤t1

eγσWs > eγρ) ≤ e−γρ E eγσWt1 ,

wobei der letzte Term eine Laplace-Transformierte darstellt. Daher gilt

P(sup
s≤t1

σWs > ρ) ≤ e−γρe
γ2σ2t1

2 = e
− ρ2

2σ2t1

mit der Wahl γ = ρ
σ2t1

. Also gilt zusammen

Pδ(Xt > 0 ∀t ≤ t1) ≤ e−
(b0t1−δ)

2

2σ2t1 .

Daraus folgt, dass die Wahrscheinlich exponentiell gegen 0 fällt in 1
σ2 respektive 1

σ2t1
.

Weil wir annehmen müssen, dass t1 > δ
b0
, müssen wir t1 zu δ proportional vergrößern,

wenn wir X in großen δ starten.
Im deterministischen Fall gilt Xdet

t ≤ 0 für t > δ
b0
. Im stochastischen Fall kann der

Ursprung bereits früher erreicht werden. Wir haben lediglich eine Schranke für das späte
Erreichen angegeben.
Wähle man schließlich t1 = (1 + k) δb0 für k > 0, so gilt

Pδ(Xt > 0 ∀t ≤ t1) ≤ exp
(
−1

2
k2

σ2(1 + k)
b0
δ

)
.
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4.3. Schwache Lösung
Definition 4.3.1:
Eine schwache Lösung der SDE

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt (∗)

ist ein Tripel (X,W ), (Ω,F ,P), (F t)t, sodass

i) (Ω,F ,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F t)t eine Filtration von F , welche den
üblichen Bedingungen genügt,

ii) X ist ein stetiger, (F t)t-adaptierter, Rd-wertiger stochastischer Prozess auf (Ω,F ,P)
und W ist eine (F t)t-adaptierte Brownsche Bewegung auf (Ω,F ,P) mit Werten in
Rr,

iii)
∫ t

0 |bi(s,Xs)| ds < ∞,
∫ t

0 |σij(s,Xs)|2 ds < ∞ P-f.s. für alle t ≥ 0, i = 1, . . . , d, j =
1, . . . , n,

iv) Xt = X0 +
∫ t

0 b(s,Xs)ds+
∫ t

0 σ(s,Xs)dWs für t ≥ 0.

Definition:
µ := P−1

X0
wird Startverteilung genannt.

Beachte dabei, dass wir nicht voraussetzen, dass F t die Augmentierung der Filtration
Gt := σ(ξ,FWt ) ist, d.h. Xt ist nicht notwendigerweise ein messbares Funktional der
Brownschen Bewegung W und ξ. Wenn Xt nicht messbar bezüglich der Augmentierung
von Gt ist, dann sind die zusätzlichen Informationen unabhängig von (Wu −Wt, u ≥ t).
Warnung: Die Existenz einer schwachen Lösung (X,W ), (Ω,F ,P), (F t)t impliziert nicht,
dass für eine gegebene Brownsche Bewegung W̃ auf einem W-Raum (Ω̃, F̃ , P̃) ein sto-
chastischer Prozess X̃ existiert, sodass (X̃, W̃ ), (Ω̃, F̃ , P̃), (F̃ t) eine schwache Lösung ist.
Allerdings folgt aus der Existenz einer starken Lösung die Existenz einer schwachen
Lösung.

4.3.A. Begriff der Eindeutigkeit schwacher Lösungen

Definition 4.3.2 (Pfadweise Eindeutigkeit):
Zwei schwache Lösungen (X,W ), (Ω,F ,P), (F t)t, (X̃,W ), (Ω,F ,P), (F̃ t)t mit P(X0 =
X̃0) = 1 heißen pfadweise eindeutig, falls P(Xt = X̃t ∀t ≥ 0) = 1.
Bemerkung 4.3.3:
Die Resultate zur starken Eindeutigkeit sind hier anwendbar.
Definition 4.3.4 (Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung):
Zwei schwache Lösungen (Ω,F ,P), (F t)t, (X,W ) und (Ω̃, F̃ , P̃)(F̃ t)t, (X̃, W̃ ) heißen ein-
deutig im Sinne der Verteilung, falls PX−1 = P̃X̃ [−1. Entsprechend sagen wir, dass
Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung für die SDE (∗) gilt, falls dies für je zwei Lösungen
gilt.
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Beachte hierbei, dass die Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung nicht die pfadweise
Eindeutigkeit nach sich zieht.
Beispiel 4.3.5 (Tanaka-Gleichung):
Betrachte die SDE dXt = sgn(Xt)dWt.
Schritt 1: Eindeutigkeit
Gegeben eine schwache Lösung (Ω,F ,P), (F t)t, (X,W ) mit Startverteilung µ = PX−1

0
ist X ein stetiges, quadratintegrierbares Martingal mit quadratischer Variation 〈X〉t =∫ t

0 sgn
2(Xs)ds = t, sodass nach Levys Charakterisierung X eine Brownsche Bewegung

mit Startverteilung µ ist, d.h. es gilt Eindeutigkeit im Verteilungssinne.
Allerdings gilt hier nicht die pfadweise Eindeutigkeit: gegeben eine schwache Lösung
(Ω,F ,P), (F t)t, (X,W ) ist auch (Ω,F ,P), (F t)t, (X̃ = −X,W ) eine schwache Lösung:

X̃ = −Xt = −
∫ t

0
sgn(Xs)dWs =

∫ t

0
sgn(X̃s)dWs,

aber die Pfade von X und −X sind nicht fast sicher gleich.
Schritt 2: Existenz
Betrachte die Startverteilung µ = δ0, d.h. X0 = 0 f.s. Die SDE hat eine schwache Lösung:
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum mit einer Brownschen Bewegung X und definiere F t := FXt ,
wobei dies die Augmentierung von F t bzgl. P bezeichne. Die Idee ist nun, eine Brownsche
Bewegung W zu konstruieren, sodass das Tripel (Ω,F ,P), (FXt )t, (X,W ) eine schwache
Lösung ist. Dazu definiere

Wt :=
∫ t

0
sgn(Xs)dXs,

was nach Levys Charakterisierungssatz eine Brownsche Bewegung ist. Nun gilt nach
Korollar 3.2.20

Xt =
∫ t

0
dXs =

∫ t

0
sgn(Xs)sgn(Xs)dXs =

∫ t

0
sgn(Xs)dWs.

Allerdings besitzt diese SDE keine starke Lösung. Angenommen es existiert eine starke
Lösung zu einer gegebenen BM (Wt)t auf einem W-Raum (Ω,F ,P). Nach Teil (i) der
Definition ist Xt messbar bezüglich F t = σ(Gt ∪ N) =: FWt , d.h. σ(Xt) ⊂ FWt und
damit auch FXt ⊂ FWt . Wegen dXt = sgn(Xt)dWt gilt

Wt =
∫ t

0
dWs =

∫ t

0
sgn(Xs)sgn(Xs)dWs =

∫ t

0
sgn(Xs)dXs,

sodass X eine Brownsche Bewegung ist. Nach der Tanaka-Formel (Aufgabe 1.II c) folgt
also Wt =

∫ t
0 sgn(Xs)dXs = |Xt| − |X0| − Lt. Also ist Wt messbar bezüglich F |X|t , d.h.

es folgt der Widerspruch

FXt ⊂ FWt ⊂ F
|X|
t ,

da X eine Brownsche Bewegung ist.
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4.3.B. Schwache Lösungen mit Hilfe des Girsanov-Theorems

Proposition 4.3.6 (Existenz einer schwachen Lösung):
Betrachte die SDE

dXt = b(t,Xt)dt+ dWt mit 0 ≤ t ≤ T.

Wenn es eine positive Konstante K gibt, sodass ‖b(t, x)‖ ≤ K(1 + ‖x‖), 0 ≤ t ≤ T , dann
gibt es für jedes W-Maß µ auf Rd eine schwache Lösung mit Startverteilung µ.

Beweis:
Sei (Ω,F),Px, X = (Xt,F t) eine Brownsche Familie. Dann folgt aus dem Korollar 3.5.16
und der Wachstumsbedingung, dass

Zt := exp

 d∑
j=1

∫ t

0
bj(s,Xs)dXj

s −
1
2

∫ t

0
‖b(s,Xs)‖2 ds


ein Martingal unter jedem Maß Px ist. DefiniereQx(A) := Ex(1AZT ), A ∈ FT . Nach Girsa-
novs Theorem istWt = Xt−X0 +

∫ t
0 b(s,Xs)ds eine Brownsche Bewegung auf (Ω,FT , Qx)

mit Qx(W0 = 0) = 1 und eine Brownsche Bewegung auf (Ω,F t, Qµ) mit Qµ(W0 = 0) = 1.
, d.h. Xt = X0 +

∫ t
0 b(s,Xs)ds + Wt und das Tripel (Ω,FT , Qµ), (F t)t, (X,W ) ist eine

schwache Lösung mit Startverteilung µ.

Proposition 4.3.7 (Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung via Girsanov):
Angenommen (Ωi,F i,Pi), (F it)t, (Xi,W i), i = 1, 2 sind zwei schwache Lösungen zu der
SDE

dXt = b(t,Xt)dt+ dWt mit 0 ≤ t ≤ T

mit gleicher Anfangsverteilung µ. Falls Pi
(∫ t

0
∥∥b(t,Xi

t)
∥∥2
dt <∞

)
= 1 gilt, dann haben

(X1,W 1) und (X2,W 2) die selbe Verteilung unter ihrem respektiven Wahrscheinlichkeits-
maß.

Beweis:
Definiere für k ∈ N τ ik = T ∧ inf{0 ≤ t ≤ T :

∫ t
0
∥∥b(s,Xi

s)
∥∥2
ds = k} −→ T Pi-f.s. für

k → ∞. Dann genügt Y i
t = b(t,Xi

t)1{t≤τ i
k
} der Novikov-Bedingung (Korollar 3.5.13),

denn

E
(

exp
(

1
2

∫ T ′

0

∥∥∥Y i
t

∥∥∥2
dt

))
<∞,

sodass ξkt (Xi) := exp
(
−
∫ t∧τ ik

0 b(s,Xi
s)dW i

s − 1
2
∫ t∧τ ik

0
∥∥b(s,Xi

s)
∥∥2
ds

)
ein Martingal ist.

Definiere nun dP̃ik = ξkT (Xi)dPi auf F iT . Nach dem Girsanov-Theorem ist

Xi
0 +

∫ t∧τ ik

0
b(s,Xi

s)ds+W i
t , 0 ≤ t ≤ T
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eine d-dimensionale Brownsche Bewegung bezüglich P̃ik mit Startverteilung µ und Xi
t∧τ i

k
=

Xi
0 +

∫ t∧τ ik
0 b(s,Xi

s)ds+W i
t∧τ i

k
, 0 ≤ t ≤ T eine d-dimensionale BM gestoppt zur Zeit τ ik.

Seien nun 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T und Γ ∈ B(R2d(n+1)), (X1
t0 ,W

1
t0 , . . . , X

1
tn ,W

1
tn) ∈

Γ = A1 ∈ F1
T und (X2

t0 ,W
2
t0 , . . . , X

2
tn ,W

2
tn) ∈ Γ = A2 ∈ F2

T . Also gilt

P1(A1 ∩ τ1
k = T ) =

∫
Ω1
1{A1;τ1

k
=T}dP

1 =
∫

Ω1
1{A1;τ1

k
=T}

1
ξkT (X1)

dP̃1
k

P2(A2 ∩ τ2
k = T ) =

∫
Ω2
1{A2;τ2

k
=T}dP

2 =
∫

Ω2
1{A2;τ2

k
=T}

1
ξkT (X2)

dP̃2
k,

d.h. P1(A1; τ1
k = T ) = P2(A2; τ2

k = T ) für alle k ≥ 1. Der Grenzübergang k →∞ liefert
wegen τ ik → T Pi-f.s. also P1(A1) = P2(A2) und damit die Behauptung.
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4.3.C. Ein Exkurs über reguläre bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 4.3.8:
Sei (Ω,F ,P) ein W-Raum und G ⊂ F eine σ-Algebra. Dann heißt Q : Ω × F → [0, 1]
eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit für F gegeben G, falls

i) Q(ω, ·) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F) für jedes feste ω,

ii) ω 7→ Q(ω,A) ist G-messbar für jedes feste A ∈ F ,

iii) Q(ω,A) = P(A | G)(ω) für P-f.a. ω ∈ Ω und alle A ∈ F .

Q ist eindeutig, falls gilt: Q,Q′ erfüllen i), ii), iii)⇒ ∃N ∈ F ,P(N) = 0 ∀A ∈ F ∀ω ∈ Ω :
Q(ω,A) = Q′(ω,A).
Definition 4.3.9:
Sei (Ω,F) ein messbarer Raum. Dann heißt F

i) abzählbar bestimmt, falls für alle W-Maße µ, ν auf (Ω,F) einM⊂ F ,M abzählbar,
sodass µ(M) = ν(M) für alle M ∈M, µ = ν,

ii) abzählbar erzeugt, dass es ein A ⊂ F gibt, sodass F = σ(A).

Betrachte nun C([0,∞),Rm) =: Cm für alle m ∈ N. Dann ist Bt(Cm) := ϕ−1
t (B(Cm)) =

σ((z(t1), . . . , z(tn)) ∈ A : n ≥ 1, ti ∈ [0, t] ∩ Q ∀i, A ∈ B(Rmn), A = ×i[ai, bi], ai, bi ∈
Q) =: σ(ϕt)), wobei (ϕtz)(s) = z(s ∧ t).
Also ist Bt(Cm) abzählbar erzeugt. Ct ist eine abzählbare Ansammlung von endlich-
dimensionalen Zylinder-Mengen der Form C = {z ∈ Cm : (z(t1), . . . , z(tn)) ∈ A,A =
×i[ai, bi], ai, bi ∈ Q∩[0, t]}. Daher ist Ct abgeschlossen unter Schnitten und damit folgt
µ = ν auf Ct ⇒ µ = ν auf σ(Ct) = B(Cm). Also ist Bt(Cm) abzählbar bestimmt.
Dieses Argument gilt allgemeiner in einem topologischen Raum mit abzählbarer Basis.
Dazu nehme man C := { endliche Schnitte von Komplementen von Mengen aus der Basis
}. Dies gilt z.B. für separable metrische Räume.
Satz 4.3.10:
Sei Ω polnisch und F = B(Ω), P ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F) und G ⊂ F eine
σ-Algebra. Dann gilt:

i) Es existiert eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit Q für F gegeben G und diese
ist eindeutig.

ii) Falls H ⊂ G eine abzählbar bestimmte σ-Algebra ist, dann existiert ein N ∈
G,P(N) = 0, sodass Q(ω,A) = 1A(ω) für alle A ∈ H und ω ∈ N c.

iii) Falls X G-messbar ist und Werte in einem polnischen Raum annimmt, dann gilt
mit der Wahl H = σ(X) Q(ω, {ω′ : X(ω) = X(ω′)}) = 1 für P-f.a. ω.

Satz 4.3.11 (Spezialfall G = σ(X)):
Sei (Ω,F ,P) wie oben und X : Ω→ S F −S−messbar. Dann existiert ein Q : S ×F →
[0, 1], sodass
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i) Q(x, ·) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (Ω,F) für alle x ∈ S,

ii) x 7→ Q(x,A) ist S−messbar für alle A ∈ F ,

iii) Q(x,A) = P(A | X = x) für PX−1-f.a. x ∈ S und alle A ∈ F .

Falls S ein polnischer Raum ist und S = B(S), dann kann die Nullmenge so gewählt
werden, sodass Q(x,X−1(B)) = 1B(x) für alle B ∈ S ∀x ∈ N c. Speziell gilt für B =
X−1({x}) Q(x,X−1({x})) = 1 für PX−1-f.a. x ∈ S.
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4.3.D. Ergebnisse von Yamada und Watanabe zu schwachen und starken Lösungen

Die Frage ist, wie die Verbindung der verschiedenen Konzepte der Eindeutigkeit von
(Xi,W i), (Ωi,F i,Pi), (F it)t (i = 1, 2) einer schwachen Lösung zu der SDE

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt

mit µ = P1(X1
0 )−1 = P2(X2

0 )−1 für ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ ist.
Setze Y i

t = Xi
t − Xi

0. Die Lösung (Xi,W i) ist bestimmt durch Xi
0,W

i, Y i. Betrachte
das Maß Pi = Pi(Xi

0,W
i, Y i)−1 auf Θ := Rd×Cr × Cd mit der σ-Algebra B(Rd) ⊗

B(Cr)⊗ B(Cd). Für θ ∈ Θ, θ = (x, ω, y) sind die Randverteilungen unter Pi x ∼ µ, ω ∼
P∗, (x, ω) ∼ µ⊗ Pi, denn Xi

0 ist unabhängig von Wi und Y0 = 0 P-f.s.
Die technische Schwierigkeit ist nun, dass (X1,W 1) und (X2,W 2) nicht notwendigerweise
auf dem gleichen Raum definiert sind. Wir benötigen daher einen gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum für die Lösungen, ohne die individuellen Verteilungen zu verändern.
Auf (Θ,B(Θ),Pi) existiert eine reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit für B(Θ) gegeben
(x, ω). Wir benötigen nur eine reg. bed. W-Keit für Mengen der speziellen Form Rd×Cr×F
mit F ∈ B(Cd). Nach Theorem 3.13 (???) gilt:

i) Qi(x, ω, ·) ist ein W-Maß auf (Cd,B(Cd)).

ii) (x, ω) 7→ Qi(x, ω, F ) ist messbar für alle F .

iii) Pi(G× F ) =
∫
GQi(x, ω, F )µ(dx)P∗(dω) ist definiert als reguläre bed. W-Keit für

alle F ∈ B(Cd) und G ∈ B(Rd)⊗ B(Cr).

Definiere nun (Ω,F) via Ω := Θ × Cd und F := Vervollständigung von B(Θ) ⊗
B(Cd) durch Nullmengen unter P(dω) = Q1(x, ω, dy1)Q2(x, ω, dy2)µ(dx)P∗(dω) mit
ω = (x,w, y1, y2) ∈ Ω. Als Filtration nutze Gt := σ((x, ω(s), y1(s), y2(s)) : s ∈ [0, t])
und G̃t = σ(Gt ∪N) und schließlich F t = G̃t+ . Damit gilt

P(ω ∈ Ω : (x, ω, yi) ∈ A) = P((x, ω, y1, y2) ∈ A× Cd), i = 1, 2

mit A = G× F . Damit ergibt sich

P(ω ∈ Ω : (x, ω, yi) ∈ A) = P((x, ω) ∈ G, yi ∈ F, yj ∈ Cd)

=
∫
G
Qi(x, ω, F )Qj(x, ω,Cd)︸ ︷︷ ︸

=1

µ(dx)P∗(dω)

=
∫
G
Qi(x, ω, F )µ(dx)P∗(dω)

= Pi(G× F ) def= Pi((Xi
0,W

i, Y i) ∈ A)),

woraus P(x+ yi, ω)−1 = Pi(Xi,W i)−1 folgt.
Satz 4.3.12 (Yamada, Watanabe, 1971):
Aus pfadweiser Eindeutigkeit folgt Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung.
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Beweis:
Seien (Xi,W i), . . . wie oben die zwei schwache Lösungen mit Pi(Xi

0)−1 = µ. Dann
ist (x + yi, ω) auf (Ω,F ,P), (F t)t schwache Lösungen der SDE. Nach der pfadweisen
Eindeutigkeit gilt

1 = P(x+ y1(t) = x+ y2(t) ∀t ≥ 0) = P((x, ω, y1, y2) ∈ Ω : y1 = y2). (∗∗)

Also gilt

P1((X1
0 ,W

1, Y 1) ∈ A) = P((x, ω, y1) ∈ A) ∗∗= P((x, ω, y2) ∈ A)
= P2((X2

0 ,W
2, Y 2) ∈ A)

für alle A ∈ B(Θ). Also gilt P1(X1)−1 = P2(X2)−1 und damit die Eindeutigkeit im Sinne
der Verteilung.

Das nächste Ziel ist zu zeigen, dass die Existenz einer schwachen Lösung und pfadweise
Eindeutigkeit zur starken Existenz einer Lösung führt.
Korollar 4.3.13:
Angenommen die SDE hat eine Schwache Lösung (X1,W 1), (Ω1,F1,P1), (F1

t )t mit An-
fangsverteilung µ und es gilt pfadweise Eindeutigkeit. Dann existiert eine B(Rd)⊗B(Cr)−
B(Cd)-messbare Funktion h : Rd×Cr → Cd, welche B̂t − Bt(Cd)-messbar ist für jedes
feste t, sodass X = h(X0,W ) P1-f.s. gilt. Dabei bezeichnet Bt(Cd) = ϕ−1

t (B(Cd)) und B̂t
ist die Augmentierung von B(Rd)⊗ Bt(Cr) mit den Nullmengen aus µ⊗ P∗.
Falls (Ω̃, F̃ , P̃) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, der groß genug ist, um eine Rd-wertige
Zufallsvariable ξ ∼ µ und eine unabhängige Brownsche Bewegung W̃ (bzgl. (F̃Wt )t), dann
ist X̃ = h(ξW̃ ) eine starke Lösung mit Anfangsverteilung ξ.
Für den Beweis benötigen wir die folgende Aufgabe.
Aufgabe 4.3.14:
Mit den bisherigen Notationen gilt: Falls pfadweise Eindeutigkeit vorliegt, dann existiert
ein k : Rd×Cr → Cd, sodass folgendes gilt:

i) k ist B(Rd)⊗ B(Cr)− B(Cd)-messbar,

ii) Für festes t ≥ 0 ist k B̂t − Bt(Cd)-messbar,

iii) Q1(x,w, {k(x,w)}) = 1 = Q2(x,w, {k(x,w)}),

iv) P((x,w, y1, y) ∈ Ω : y1 = y2 = k(x,w)) = 1.

Beweis:
Zeige zunächst die dritte Behauptung. Sei (x,w) fest und definiere

Q(x,w, dy1, dy2) = Q1(x,w, y1)Q2(x,w, y2)
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auf (S,S), S = Cd × Cd,S = B(Cd) ⊗ B(Cd). Nach der Definition von P gilt für alle
B ∈ S, G ∈ B(Rd)⊗ B(Cr)

P(G×B) =
∫
G
Q(x,w,B)µ(dx)P∗(dw).

Wähle B = {(y1, y2) ∈ S : y1 = y2}, so folgt mittels dem Beweis von Proposition 3.20
(???)

1 = P((x,w, y1, y2) : y1 = y2) = P(Rd×Cr ×B) =
∫
Rd×Cr

Q(x,w,B)µ(dx)P∗(dw).

Wegen 0 ≤ Q(. . .) ≤ 1 existiert eine µ ⊗ P∗-Nullmenge N , sodass Q(x,w,B) = 1 auf
(x,w) /∈ N . Für diese (x,w) gilt mittels Fubini in (∗)

1 = Q(x,w,B) =
∫
{y1=y2}

Q(x,w, dy1)Q(x,w, dy2) ∗=
∫
Cd

Q1(x,w, {y})Q2(x,w, dy).

Für gegebenes (x,w) existiert ein k(x,w) mit

Q1(x,w, {k(x,w)}) = 1 = Q2(x,w, {k(x,w)}),

sodass aus der Definition von P folgt P((x,w, y1, y2) : y1 = y2 = k(x,w)) = 1.
Es bleibt zu zeigen, dass k messbar ist. Beachte, dass k(x,w) ∈ B ⇔ Qi(x,w,B) =
1 ∀(x,w) ∈ N,B ∈ B(Cd). Als reg. bed W-Keit hat Qi gute Messbarkeitseigenschaften,
d.h. (x,w) 7→ Qi(x,w,B) ist B(Rd) ⊗ B(Cr) − B([0, 1])-messbar. Also ist k B(Rd) ⊗
B(Cr)− B(Cd)-messbar. Die letzte Eigenschaft ist eine Übung.

Beweis des Korollars:
Definiere h(x,w) = x+ k(x,w), so folgen die Messbarkeitseigenschaften aus denen von h.
Nun gilt wegen der Beziehung von P1,P1 und P

P1(X1 = h(x0,W
1)) = P1(X2 = x0 + h(x0,W

1))
= P1(Y 1 = h(x0,W

1)) = P((x,w, y1, y2) ∈ Ω : y1 = h(x,w)) = 1,

woraus die erste Behauptung folgt.
Wähle ξ und W̃ unabhängig, so gilt

(X0,W ) D= (ξ, W̃ ) ∼ µ⊗ P∗ . (∆)

X = h(X0,W
1) genügt der SDE und X̃ = h(ξ, W̃ ) genügt ebenfalls der SDE wegen ∆. Es

bleibt zu zeigen, dass X̃ tatsächlich eine starke Lösung gegeben (ξ, W̃ ) ist. Dazu ist die
Messbarkeit zu zeigen: X̃ ist (F t)t-adaptiert. Für die letztliche Messbarkeitseigenschaft
siehe die Übungen.

Diese letzte Messbarkeitseigenschaft zeigt das Kausalitätsprinzip, welches besagt, dass
die starke Lösung Xt zur Zeit t nur von ξ und σ(Ws : s ≤ t) abhängt.
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4.4. Martingal-Problem nach Stroock und Varadhan
Das Ziel ist es, die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen stochastischer Differential-
gleichungen im Fall, dass b, σ nicht Lipschitz-stetig sind mit linearer Wachstumsbedingung
zu zeigen (die Existenz starker Lösung ist in diesem Fall unklar). Dabei nehmen wir einen
neuen Zugang: das Martingal-Problem. Insbesondere ist dies nützlich, wenn wir über
schwache Konvergenz argumentieren wollen. Hierbei bestehen Verbindungen zu partiellen
Differentialgleichungen.
Notation:
Für f : [0, T ]×E → R, E ⊂ Rd offen, schreiben wir f ∈ Ck,l((0, T )×E,R), falls f k mal
nach t und l mal nach x partiell differenzierbar ist und diese Ableitungen allesamt stetig
in (t, x) sind.
Wir schreiben f ∈ Ck,l([0, T ]×E,R), wenn obiges erfüllt ist und alle Ableitungen stetige
Fortsetzungen auf [0, T ]× E haben. Ckb bezeichnet die beschränkten Funktionen aus Ck
und Ck0 diejenigen Funktionen aus Ck, welche kompakten Träger haben. Beachte, dass für
f ∈ Ck0 alle Ableitungen (sowie die Funktion) beschränkt sind. Dies gilt nicht für f ∈ Ckb .

4.4.A. Fundamentale Martingale

Betrachte die SDE dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt in Rd, wobei Wt eine r-dimensionale
BM ist. Sei (X,W ), (Ω,F ,P), (F t)t eine schwache Lösung. Definiere

(Atf)(x) := 1
2

d∑
i,k=1

aik(t, x) d2f

dxidxk
(x) +

d∑
i=1

bi(t, x) df
dxi

(x) für f ∈ C2(Rd,R),

was für festes t ≥ 0 ein Differentialoperator ist - hierbei ist a = σσT . Falls f = f(t, x), so
operiert At auf f(t, ·).
Satz 4.4.1:
Für alle f ∈ C1,2([0,∞) × Rd,R) ist der stochastische Prozess (unter Annahme der
Existenz schwacher Lösung) Mf

t := f(t,Xt) − f(0, X0) −
∫ t
0

(
df
ds +Asf

)
(s,Xs)ds ein

stetiges, lokales Martingal.
Sind f, g ∈ C1,2, dann gilt

〈
Mf ,Mg

〉
t

=
∫ t

0

d∑
i,k=1

aik(s,Xs)
df

dxi
(s,Xs)

dg

dxk
(s,Xs)ds.

Gilt f ∈ C1,2
0 ([0,∞)× Rd,R) und sind σij |supp f beschränkt, so ist Mf ∈Mc

2.

Beweis:
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Mit Hilfe der Itô-Formel gilt wegen
〈
Xi, Xj

〉
t = ∑r

ν=1 σiνσjνdt = aijdt

dMf
t = df

dt
(t,Xt)dt+

d∑
i=1

df

dxi
(t,Xt)dXi

t + 1
2

d∑
i,k=1

d2f

dxidxk
(t,Xt)d

〈
Xi, Xk

〉
t

− df

dt
(t,Xt)dt−

1
2

d∑
i,k=1

aik(t,Xt)
d2f

dxidxj
(t,Xt)dt−

∑
i

bi(t,Xt)
df

dxi
(t,Xt)dt

=
d∑
i=1

df

dxi
(t,Xt)(bi(t,Xt)dt+

r∑
j=1

σij(t,Xt)dW j
t ) + 1

2

d∑
j,k=1

d2f

dxidxk
(t,Xt)aij(t,Xt)dt

− 1
2
∑
i,k

d2f

dxidxk
(t,Xt)aij(t,Xt)dt−

∑
i

bi(t,Xt)
df

dxi
(t,Xt)dt

=
d∑
i=1

r∑
j=r

σij(t,Xt)
df

dxi
(t,Xt)dW j

t .

Also ist Mf
t = ∑d

i=1
∑r
j=1M

i,j
t mit stochastischen Integralen

M i,j
t :=

∫ t

0
σij(s,Xs)

df

dxi
(s,Xs)dW j

s . (∗)

Definiere τn := inf{t ≥ 0 : ‖Xt‖ ≥ n oder
∫ t

0 σ
2
ij(s,Xs)ds ≥ n für ein Paar i, j}. Da

(X,W ) eine schwache Lösung ist, gilt τn ↑ ∞ P-f.s. Damit ist

Mf
t∧τn =

d∑
i=1

r∑
j=1

∫ t∧τn

0
σij(s,Xs)

df

dxi
(s,Xs)dW j

s

ein stetiges Martingal, d.h. Mf ∈Mc,loc.
Aus (∗) folgt 〈

Mf ,Mg
〉
t

=
d∑

i,k=1

r∑
j,l=1

∫ t

0
σijσkl

df

dxi

dg

dxk
d
〈
W j ,W k

〉
s

=
d∑

i,k=1

∫ t

0

r∑
j=1

σijσjk︸ ︷︷ ︸
=aik

df

dxi

dg

dxk
ds.

Ist f ∈ C1,2
0 und gilt, dass σij |supp f beschränkt ist, so sind die Integranden der M ij

beschränkt und damit ist Mf ∈Mc
2.

Bemerkung (Charakterisierung der BM):
Wähle b ≡ 0, σij(t, x) = δij , so ist die Lösung der SDE die Brownsche Bewegung. Es gilt
Atf(x) = Af(x) = 1

2∆f .
Insbesondere lässt sich zeigen, dass ein adaptierter, stetiger stochastischer Prozess W
genau dann eine d-dimensionale BM ist, wenn f(Wt)−f(W0)− 1

2
∫ t

0 ∆f(Ws)ds ein stetiges
lokales Martingal für jede Funktion f ∈ C2 ist.
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4.4.B. Schwache Lösung und Martingal-Problem

Notationen:
Seien bi, σij : [0,∞) × C([0,∞),Rd) → R progressiv messbare Funktionale, aik(t, y) =∑r
j=1 σij(t, y)σkj(t, y) für alle t ≥ 0, y ∈ C und

(A′tu)(y) = 1
2

d∑
i,k=1

aik(t, y) d2u

dxidxk
(y(t)) +

d∑
i=1

bi(t, y) du
dxi

(y(t))

für t ≥ 0, u ∈ C2(Rd,R), y ∈ C([0,∞),Rd).
Definition 4.4.2 (Lokales Martingalproblem):
Ein W-Maß P auf (C([0,∞),Rd),B), unter dem Mf

t := f(y(t))−f(y(0))−
∫ t
0 (A′s(f))(y)ds

ein stetiges lokales Martingal für jedes f ∈ C2(Rd,R) ist, heißt Lösung des lokalen
Martingalproblems zu (A′t)t.
Die in der Martingaleigenschaft geforderte Filtrierung ist F t mit F t = Gt+ für die
Augmentierung (Gt)t unter P der kanonischen Filtrierung Bt = Bt(C([0,∞),Rd)).
In der obigen Aufgabe gilt die Proposition 4.2 auch, wenn At durch A′t ersetzt wird. Dies
induziert ein W-Maß P wie in der Definition gefordert.
Satz 4.4.3:
Sei P ein W-Maß auf (C,B(C)), unter dem Mf ein stetiges lokales Martingal ist für
f(x) = xi und f(x) = xixk für alle i, k. Dann existiert eine r-dimensionale Brownsche
Bewegung W und eine Filtration (F̃ t)t auf einer Erweiterung (Ω̃, F̃ , P̃) von (C,B(C),P)
derart, dass mit Xt(y) = y(t) (X,W ), (Ω̃, F̃ , P̃), (F̃ t)t eine schwache Lösung der SDE
dXt = b(t,X)dt+ σ(t,X)dWt ist.

Beweis:
Angewendet auf f(x) = xi ergibt sich, dass

M i
t := Xi

t −Xi
0 −

∫ t

0

d∑
k=1

bk(s,X) df(Xs)
dxk︸ ︷︷ ︸
=δik

ds

= Xi
t −Xi

0 −
∫ t

0
bi(s,X)ds

ein CLM ist. Ebenso berechnet sich

M ik
t = Xi

tX
k
t −Xi

0X
k
0 −

∫ t

0

(
Xk
s bk(s,X) +Xk

s bi(s,X) + aik(s,X)
)

nach Wahl von f(x) = xixk. Wir berechnen nun
〈
M i,Mk

〉
zu
∫ t

0 aik(s,X)ds. Zu zeigen
ist also, dass Zt := M i

tM
k
t −

∫ t
0 aik(s,X)ds ein CLM ist. Dabei ist

Zikt = M ik
t −Xi

0M
k
t −Xk

0M
i
t +Rt,
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wobei Rt den Rest bezeichne. Der erste Teil ist als Differenz dreier CLM ebenfalls ein
CLM. Nun gilt

Rt =
∫ t

0

(
Xi
s −Xi

t

)
bk(s,X)ds+

∫ t

0
(Xs −Xk

t )bi(s,X)ds+ (
∫ t

0
bids)(

∫ t

0
bkds)

=
∫ t

0
(M i

s −M i
t )bkds+

∫ t

0
(Mk

s −Mk
t )bids+ (

∫ t

0
...)(

∫ t

0
...)

−
∫ t

0

(∫ t

s
bi(u,X)du

)
bk(s,X)ds−

∫ t

0

(∫ t

s
bk(u,X)du

)
bi(s,X))ds

=
∫ t

0

(
M i
s −M i

t

)
bk(s,X)ds+

∫ t

0

(
Mk
s −Mk

t

)
bi(s,X)ds

=
∫ t

0

(∫ s

0
bk(u,X)du

)
dM i

s −
∫ t

0

(∫ s

0
bi(u,X)du

)
dMk

s .

Dabei wurde einerseits verwendet, dass im dritten Schritt die ds-Integrale sich aufheben
und nach Itôs Formel gilt mit Y 1

t = M i
t , Y

2
t =

∫ t
0 bk(s,X)ds

d(Y 1
t Y

2
t ) = Y 1

t dY
2
t + Y 2

t dY − t1,

sodass giltM i
t

∫ t
0 bkds =

∫ t
0 M

i
sbkds+

∫ t
0 (
∫ s

0 bk(u,X)du) dM i
s. Daher folgt die Behauptung

der Kovariation.
Nun ist

〈
M i,Mk

〉
t

=
∫ t

0 aik(s,X)ds eine absolutstetige Funktion in t, sodass nach
Theorem 3.4.2 gilt:
i) Es existiert eine d-dimensionale BM W̃ , (F̃ t)t auf einer Erweiterung (Ω̃, F̃ , P̃) von

(C,B,P), wobei F t die üblichen Bedingung erfüllt sowie

ii) ein matrixwertiger Prozess ρ = (ρij(t))ij , welcher (F̃ t)t-adaptiert ist, sodass für alle
i, j, t P̃(

∫ t
0 ρ

2
ijds <∞) = 1 gilt, und es gilt

M i
t =

d∑
j=1

∫ t

0
ρij(s)dW̃ j

s P̃− f.s.

Nach der Definition von M i und ρ folgt also

Xt = X0 +
∫ t

0
b(s,X)ds+

∫ t

0
ρ(s)dW̃s.

Es bleibt noch zu zeigen, dass eine BM W auf (Ω̃, F̃ , P̃), (F̃ t)t existiert mit
∫ t

0 ρ(s)dW̃s =∫ t
0 σ(s,X)dWs P̃−f.s. Sobald dies gezeigt ist, sind wir fertig. Es bleiben noch die Integra-
bilitätsbedingungen von b und σ zu zeigen.
Für b: Da Mf ein CLM ist für f(x) = xi, existiert also

∫ t
0 ‖bi(s,X)‖ ds f.s.

Für σ: Unter Beachtung von
〈
M i,Mk

〉
t

=
∫ t
0 aikds und M i

t = ∑d
j=1

∫ t
0 ρij(s)dW̃ j

s gilt für
alle i, k

P̃

∑
j

ρij(t)ρkj(t) = aik(t) für fast alle t ≥ 0

 = 1
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indem man die Kovariation mit der zweiten Darstellung von M i
t ausrechnet. Nun gilt

P̃−f.s. ∫ t

0
σ2
ijds <∞ ∀i, j ⇔

∫ t

0

r∑
j=1

σ2
ij︸ ︷︷ ︸

=aii

ds <∞ ∀i⇔
∫ t

0

∑
j

ρ2
ijds <∞ ∀i

⇔
∫ t

0
ρ2
ijds <∞ ∀i, j,

was nach Konstruktion von ρij erfüllt ist.
Als letzten Schritt müssen wir die BM W wie gewünscht finden. Ohne Einschränkung
sei r = d (für r > d setze Xi

t , bi(t, y) = 0 für i > d und σij(t, y) = 0 für i > d, j ≤ r und
für r < d setze σij(t, y) = 0 für i ≤ d, j > r). Unter Ausnutzung der folgenden AUfgabe
setze Wt :=

∫ t
0 R(ρ(s), σ(s,X))TdW̃s, bzw. W i

t =
∫ t

0
∑
ν R

T
iνdW̃

ν
s . Damit gilt〈

W i,W j
〉
t

=
∑
µ

∑
ν

∫ t

0
RνiRµj d

〈
W̃ ν , W̃µ

〉
s︸ ︷︷ ︸

=δµ,νds

=
∫ t

0

∑
ν

Rν,iRν,j︸ ︷︷ ︸
=(RTR)ij=δij

ds = δijt,

sodassW nach Levys Charakterisierung eine BM ist. Zum Abschluss des Beweises beachte∫ t

0
σ︸︷︷︸

=ρR

dW︸︷︷︸
=RT dW̃

=
∫ t

0
ρRRTdW̃ =

∫ t

0
ρdW̃ .

Aufgabe 4.4.4:
Es existiert eine Borel-messbare Funktion R : D → Rd2 mit D = {(ρ, σ) : ρ, σ ∈
Rd2

, ρρT = σσT }, sodass σ = ρR(ρ, σ) und R(ρ, σ)R(ρ, σ)T = Id.
Korollar 4.4.5:
Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

i) Es existiert eine Lösung P zum lokalen Martingalproblem zur Operatorfamilie (A′t)t.

ii) Es existiert eine schwache Lösung (X,W ), (Ω̃, F̃ , P̃), (F̃ t)t zur funktionalen SDE.

Die zwei Lösungen sind verbunden durch P = P̃X−1, d.h. P ist das Bildmaß auf (C,B).
µ heißt Startverteilung zum lokalen Martingalproblem, falls P(y : y(0) ∈ Γ) = µ(Γ) für
alle Γ ∈ B(Rd).
Korollar 4.4.6:
Es gilt die Eindeutigkeit der Lösung P zum lokalen Martingalproblem zum gegebenen µ
genau dann, wenn Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung der schwachen Lösung vorliegt.
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Definition 4.4.7 (Martingalproblem):
Ein W-Maß P auf (Cd,B) heißt Lösung zum Martingalproblem zu (A′t)t, falls Mf ein
stetiges Martingal für alle f ∈ C2

0(Rd) ist.
Gegeben ((A′t)t, µ), betrachte die folgenden Bedingungen:
(A): Es existiert eine schwache Lösung zu der funktionalen SDE mit Startverteilung µ.
(B): Es existiert eine Lösung P zum lokalen Martingalproblem zu (A′t)t mit Startverteilung
µ.
(C): Es existiert eine Lösung P zum Martingalproblem zu den obigen Daten.
(A1): Für alle T ∈ (0,∞) existiert ein KT , sodass ‖σ(t, y)‖ ≤ KT für alle t ≥ 0, y ∈ C.
(A2): Es gilt σij(t, y) = σ̃ij(t, y(t)) für alle i, j mit Borel-messbaren σ̃ij : [0,∞)×Rd → R,
welche beschränkt auf kompakten Mengen sind.
Satz 4.4.8:
Es gilt (A)⇔ (B) sowie (C)⇒ (B). Ferner gilt (A)&(A1)⇒ (C) und (A)&(A2)⇒ (C).
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4.4.C. Wohlgestelltheit und starke Markoff-Eigenschaft

Seien bi : Rd → R, σij : Rd → R, d.h. zeithomogene Koeffizienten. Betrachte die SDE

Xt = x+
∫ t

0
b(Xs)ds+

∫ t

0
σ(Xs)dWs, t ≥ 0. (SDE)

Die Zeitabhängigkeit ist hierbei enthalten, indem man Xd+1
t = t, bd+1(x) = 1, σd+1,j(x) =

0 wählt. Beachte dabei, dass es Resultate gibt, wo die Eigenwerte von σσT strikt größer
0 sein müssen, was hier nicht erfüllt ist.
Definition 4.4.9 (Wohlgestelltheit):
Die SDE ist wohlgestellt, wenn für jedes x ∈ Rd die SDE eine schwache Lösung hat, die
eindeutig ist im Sinne der Verteilung.
Bemerkung:
Die SDE ist wohlgestellt, wenn b und σ Lipschitz-stetig sind und lineare Wachstums-
bedingungen erfüllen, was aus Theorem 2.9 und 2.5 folgt (Existenz und Eindeutigkeit
starker Lösungen).
Die SDE ist wohlgestellt, wenn Σ(x) = Id, und b uniform beschränkt ist (vgl. Proposition
3.6, Korollar 3.11).
Diese Bedingungen lassen sich noch weiter abschwächen.
Bemerkung:
Sei die SDE wohlgestellt. Dann existiert eine schwache Lösung (X,W ), . . . zur Anfangsbe-
dingung X0 = x, die ein W-Maß Px auf (Cd,B(. . .)). Ohne Einschränkung ist die schwache
Lösung durch Xt(ω) = ω(t) für ω ∈ Cd gegeben.
Frage: Ist X mit (Bt)t und {Px}x eine starke Markoffsche Familie?
Ziel: Ja, falls b, σ auf kompakten Mengen beschränkt sind.
Notationen:
Definiere

(Af)(x) = 1
2

d∑
i,k=1

aik(x) d2

dxidxk
(x) +

d∑
i=1

bi(x) df
dxi

(x)

mit a(x) = σ(x)σ(x)T .
Definition 4.4.10 (Zeithomogenes Martingalproblem):
Seien bi, σij beschränkt auf kompakten Teilmengen von Rd. Ein W-Maß P auf (Ω,B) mit
Ω = Cd,B = B(Cd), unter dem

E
(
f(y(t))− f(y(s))−

∫ t

s
(Af)(y(u))du | Bs

)
= 0 P−f.s.

für alle 0 ≤ s ≤ t < ∞ und alle f ∈ C2
0(Rd,R) gilt, heißt Lösung des zeithomogene-

nen Martingalproblems. Schreibe Px für eine beliebige Lösung dieses zeithomogenen
Zeitproblems mit Px(y ∈ Cd : y(0) = x) = 1.
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Bemerkung 4.4.11:
In obiger Definition verwenden wir Bs statt Fs. Die Übung rechtfertigt, Bt statt F t zu
betrachten.
Bemerkung 4.4.12:
Unter den Annahmen der obigen Definition hat das zeithomogene Martingalproblem eine
eindeutige Lösung für jede Anfangsbedingung x genau dann, wenn die SDE wohlgestellt
ist (vgl. Korollar 4.8, 4.9, Proposition 4.11 in [KS10]).
Lemma 4.4.13:
Sei τ eine beschränkte (Bt)t-Stoppzeit. Dann gilt Bτ = σ(s 7→ y(s ∧ τ) : y ∈ Cd).

Beweis:
Ohne Beweis.

Satz 4.4.14:
Seien b, σ beschränkt auf kompakten Teilmengen und die SDE sei wohlgestellt. Dann gilt:
Für jede (Bt)t−Stoppzeit τ , F ∈ B(Cd) und x ∈ Rd gilt die starke Markoff-Eigenschaft:

Px
(
Θ−1
τ F | Bτ

)
(ω) = Pω(τ)(F ) Px−f.s. auf {τ <∞}.
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4.4.D. Fragen der Existenz

Satz 4.4.15 (Skorohod):
Seien b, σ beschränkt und stetig und betrachte die SDE

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt. (SDE)

Für jede Anfangsverteilung µ auf B(Rd) mit
∫
Rd ‖x‖

2m µ(dx) <∞ für ein m > 1 existiert
eine schwache Lösung der SDE.

Beweis:
1. Schritt: Diskretisieren
Definiere tnj = j · 2−n für j ≥ 0, n ≥ 1, ψn(t) = tnj für t ∈ [tnj , tnj+1) und bn(t, y) :=
b(y(ψn(t)), σn(t, y) = σ(y(ψn(t)). Dann sind bn, σn progressiv messbare Funktionale.
Sei (Ω,F ,P) mit einer r-dimensionalen BM W mit Filtrierung (FWt )t und einer An-
fangsbedingung ξ ∼ µ. Definiere Xn

t := Xn
tnj

+ b(Xn
tnj

)(t − tnj ) + σ(Xn
tnj

)(Wt −Wtnj
) für

t ∈ (tnj , tnj+1], j ≥ 0.
Dann löst Xn die funktionale SDE

Xn
t = ξ +

∫ t

0
bn(s,Xn)ds+

∫ t

0
σn(s,Xn)dWs, t ≥ 0.

Daraus folgt supn E ‖Xn
t −Xn

s ‖
2m ≤ C(1 + E ‖ξ‖2m) |t− s|m für 0 ≤ s < t ≤ T , T fest,

wobei C = CT nur von T,m, d und der Schranke an b, σ abhängen.
2. Schritt:
Definiere Pn := P(Xn)−1 (W-Maß auf (Cd,B(Cd))). Die Schranke aus Schritt 1 zeigt,
dass (Pn)n straff ist (vgl. Problem 2.4.11, Bemerkung 2.4.13). Nach Prohorovs Theorem
(Theorem 2.4.7) ist straff äquivalent zu relativ kompakt auf polnischen Räumen. Nach
Auswahl einer Teilteilfolge kann man annehmen, dass Pn ⇒ P∗ für ein W-Maß P∗.
3. Schritt:
Es bleibt zu zeigen, dass

P∗(y(0) ∈ Γ) = µ(Γ)

E∗
(
f(y(t))− f(y(s))−

∫ t

s
(Af)(y(u)) | Bs

)
= 0 P∗−f.s.

für f ∈ C2
0(Rd,R) gilt. Dann sind wir gemäß Proposition 4.11 und Problem 4.13 fertig.

Zu a): Es gilt

E∗ f(y(0)) = lim
n

En f(y(0)) =
∫
Rd
f(x)µ(dx).

Zu b): f(y(t))− f(y(0))−
∫ t

0(Anuf)(y)du mit

(Ant f)(y) = 1
2

d∑
i,k=1

n∑
j=1

(
σnijσ

n
kj(t, y)

) d2f

dxidxk
(y(t)) +

d∑
i=1

bni (t, y) df
dxi

(y(t)))
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ist ein (Bt)t-Martingal unter Pn für jedes f ∈ C2
0(Rd,R). Aus der Martingaleigenschaft

folgt

En (Fn(y)g(y)) = 0

für Fn(y) = f(y(t)) − f(y(0)) −
∫ t
s (Anuf)(y)du, 0 ≤ s < t < ∞, g : Cd → R beschränkt,

stetig und Bs-messbar.
Zeige als nächstes, dass für festes s < t konvergiert (Fn(y))n für n→∞ gleichmäßig auf
kompakten Teilmengen von Cd gegen F (y) = limn Fn(y)). Wenn dies gezeigt ist, folgt
E∗(F (y)g(y)) = 0 für alle g wie oben und damit b).
Schritt 4: Gleichmäßige Konvergenz
SeiK ⊂ Cd, dann ist nach Satz 2.4.9 K genau dann, wennM := sup0≤u≤t,y∈K ‖y(u)‖ <∞
und limn supy∈K mt(y, 1

2n ) = 0. Sei K kompakt. Auf {x : ‖x‖ ≤M} sind b, σ gleichmäßig
stetig. Daher existiert für alle ε > 0 ein n(ε) ∈ N) mit

sup
0≤s≤t,y∈K

(‖bn(s, y)− b(y(s))‖+ ‖σn(s, y))− σ(y(s)‖) ≤ ε.

Also gilt Fn → F gleichmäßig auf K.

Bemerkung 4.4.16:
Der Beweis kann modifiziert werden, falls b = b(t, x) und σ = σ(t, x) beschränkt und
stetig, oder b, σ beschränkte, stetige, progressiv messbare Funktionale.
Der Satz ist äquivalent zum Martingalproblem, da ‖σ(t, y)‖ ≤ KT nach Voraussetzung
gilt.
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4.4.E. Fragen der Eindeutigkeit

Definition 4.4.17:
Eine Klasse D von Borel-messbaren Funktionen ϕ : Rd → R heißt determining class,
wenn für je zwei endliche Maße µ1, µ2 auf B(Rd) gilt:∫

ϕ(x)µ1(dx) =
∫
ϕ(x)µ2(dx) ∀ϕ ∈ D =⇒ µ1 = µ2.

Aufgabe 4.4.18:
D := C∞0 (Rd) ist eine determining class.
Satz 4.4.19 (Strook und Varadhan, Dualität von Cauchy und Martingalproblem):
Wenn für jede Funktion f ∈ C∞0 (Rd) das Cauchy-Problem

du

dt
= Au in (0,∞)× Rd

u(0, ·) = f in Rd

eine Lösung uf ∈ C1,2([0,∞) × Rd) existiert, welche auf jedem Streifen [0, T ] × Rd
beschränkt ist, so gilt die Eindeutigkeitsaussage: Das zeithomogene Martingalproblem hat
höchstens eine Lösung Px für jedes x ∈ Rd.

Beweis:
Angenommen Px, P̃x sind zwei Lösungen des homogenen Martingalproblems. Es genügt
zu zeigen, dass die Randverteilungen übereinstimmen. Sei 0 ≤ t1 < . . . < tn < ∞ und
zeige, dass

Px(πt1 , . . . , πtn)−1 = P̃x(πt1 , . . . , πtn)−1.

Zeige dies per Induktion über n. Für n = 1 ist nach Lemma 4.26 zu zeigen, dass
Px(y(T ) ∈ Γ) = P̃x(y(T ) ∈ Γ) für alle 0 ≤ T <∞,Γ ∈ B(Rd).
Für festes T > 0, f ∈ C∞0 (Rd) definiere g(t, x) := uf (T − t, x). g erfüllt

dg

dt
= −Ag in (0,∞)× Rd

g(0, ·) = f in Rd .

Nach Korollar 4.8 existiert eine Brownsche Bewegung W auf einer Erweiterung von
(Cd,B(Cd),Px), sodass der Koordinatenprozess Xt(y) = y(t) auf Cd unter Px eine schwache
Lösung der SDE dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dWt ist. Nach Proposition 4.1 gilt für t ≤ T ,
dass Mg

t := g(t, y(t)) − g(0, x) −
∫ t

0

(
dg
ds +Ag

)
(s, y(s)) ∈ Mc,loc(Px). Da g eine Lösung

des Cauchy-Problems ist, ist der Integrand 0. Daraus folgt, dass (g(t, y(t)),Bt, 0 ≤ t ≤ T )
ein lokales Martingal unter Px und P̃x ist. Da g beschränkt und stetig ist, ist g(t, y(t))
auch ein Martingal unter Px und P̃x.
Daraus folgt

Ex f(y(T )) = E g(T, y(T )) = g(0, x) = Ẽxg(T, y(T )) = Ẽxf(y(T ))
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für alle f ∈ C∞0 (Rd) = D. Also gilt Px π−1
T = P̃xπ−1

T .
Für den Induktionsschritt nutze Proposition 4.27. Definiere Gn := σ(y(t1), . . . , y(tn)). Es
ist zu zeigen, dass Px = P̃x auf Gn.
Sei Qxω(F ) = Px(F | Gn−1)(ω) die reguläre bedingte Wahrscheinlichkeit für B(Cd) gegeben
Gn−1. Nach Lemma 4.19 existiert eine Nullmenge N ∈ Gn−1, sodass für alle ω /∈ N und
T = tn−1 Pxω = Qxω◦θ−1

tn−1 ist eine Lösung des Martingalproblems mit Start in x′ = ω(tn−1).
Analog für P̃x mit Nullmenge Ñ . Dann gilt für ω /∈ ∪Ñ aus dem eindimensionalen Fall
n = 1 mit x′ = ω(tn−1), dass Pxω und P̃xω die gleichen eindimensionalen Randverteilungen
haben.
Nun gilt für A ∈ B(Rd(n−1)) und B ∈ B(Rd)

Px
(

((yt1 , . . . , ytn−1) ∈ A︸ ︷︷ ︸
=:Fn

, y(tn) ∈ B︸ ︷︷ ︸
F

)
= Ex (1Fn · 1F )

= Ex
(
1Fn−1 Ex (1F | Gn−1)

)
=
∫
Cd
1Fn−1 · Ex (1F | Gn−1) (ω)Px(dω)

=
∫
Cd
1Fn−1 · Pxω(y(tn)− y(tn−1) ∈ B)Px(dω)

=
∫
Cd
1Fn−1 · P̃

x
ω(y(tn)− y(tn−1) ∈ B)Px(dω)

=
∫
Cd
1Fn−1 · Ẽ

x(1F | Gn−1)P(dω)

=
∫
Cd
1Fn−1 · Ẽ

x(1F | Gn−1)P̃(dω)

= P̃x ((y(t1), . . . , y(tn−1)) ∈ A, y(tn) ∈ B)

denn

Ex (1F | Gn−1) = Px(F | Gn−1)(ω) = Qxω(F ) = Qxω ◦ θ−1
tn−1(θtn−1(F ))

= Pxω(y(tn − tn−1) ∈ B).

Korollar 4.4.20:
Seien b, σ beschränkte, stetige Funktionen, sodass für f ∈ C∞0 (Rd) eine Lösung uf zum
Cauchy-Problem wie im obigen Theorem existiert. Dann ist das zeithomogene Martingal-
problem wohlgestellt.
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4.4.F. Infinitisemaler Generator und die Dynkin-Formel

Betrachte die zeithomogene SDE mit Start in x

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt, X0 = x.

(Xt heißt auch Itô-Diffusion) und den zugehörigen Differentialoperator

Lf(x) =
∑
i

bi(x) df
dxi

(x) + 1
2
∑
i,k

aik(x) d2f

dxidxk
(x), f ∈ C2 .

Seien b, σ beschränkt auf kompakten Teilmengen und so, dass das (lokale) Martingalpro-
blem zu L wohlgestellt ist.
Definition 4.4.21 (Infinitisemaler Generator):
Der (infinitesimale) Generator A der Itô-Diffusion X im Rd ist definiert durch

Af(x) := lim
t↓0

Ex(f(Xt))− f(x)
t

.

Die Menge aller Funktionen f , für die der Limes für alle x ∈ Rd definiert ist, bezeichnet
man mit DA.
Satz 4.4.22:
Es gilt C2

0(Rd) ⊂ DA und für f ∈ C2
0(Rd) gilt

Af(x) = Lf(x) =
∑
i

bi(x) df
dxi

(x) + 1
2
∑
i,k

aik(x) d2f

dxidxk
(x).

Beweis:
Sei f ∈ C2

0, so gilt nach Proposition 5.4.2, dass Mf
t = f(Xt) − f(x) −

∫ t
0 Lf(Xs)ds ∈

Mc,loc. Da σ beschränkt auf dem kompakten Träger von f ist, gilt Mf ∈Mc. Also gilt
Ex(Mf

t ) = Ex(Mf
0 ) = 0. Dies bedeutet aber

Ex(f(Xt))− f(x) = Ex
(∫ t

0
Lf(Xs)ds

)
=
∫ t

0
Ex(Lf(Xs))ds,

woraus

lim
t↓0

Ex(f(Xt))− f(x)
t

= Ex(Lf(X0)) = Lf(x)

folgt.

Satz 4.4.23 (Dykin-Formel):
Sei f ∈ C2

0. Angenommen τ ist eine Stoppzeit mit Ex τ <∞. Dann gilt

Ex(f(Xτ )) = f(x) + Ex
(∫ τ

0
Lf(Xs)ds

)
.
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Beweis:
Wie oben folgt Mf ∈Mc und wegen Ex τ <∞ folgt aus dem OST

Ex(Mf
τ ) = Ex(Mf

0 ) = 0,

woraus die Behauptung folgt.

Bemerkung:
Wenn τ die Erstaustrittszeit aus einer beschränkten Menge ist und Ex τ <∞ gilt, dann
gilt die Dynkin-Formel für alle f ∈ C2.
Definition 4.4.24 (Charakteristischer Operator):
Der charakteristische Operator A einer Itô Diffusion X ist definiert durch

A f(x) = lim
U↓x

Ex(f(XτU ))− f(x)
Ex(τU )

wo Uk offene Mengen sind, die gegen x absteigend sind und τU die Erstaustrittszeit von X
aus U bezeichnet. Gilt Ex(τU ) =∞ für alle offenen U 3 x, so definieren wir A f(x) = 0.
Die Menge der Funktionen, sodass der Limes für alle x ∈ Rd definiert ist, bezeichnen wir
mit DA.
Satz 4.4.25:
Es gilt DA ⊂ DA sowie Af = A f für alle f ∈ DA, wobei A den infinitisemalen Generator
von X bezeichnet.

Beweis:
Dynkin 1965 I, Seite 143.

Definition 4.4.26 (Falle):
Ein Punkt x ∈ Rd heißt Falle für die Itô Diffusion X, wenn Px({Xt = x ∀t}) = 1, d.h.
dann und genau dann, wenn τ{x} =∞ Px-f.s.
Satz 4.4.27:
Wenn x keine Falle ist, dann existiert eine offene Umgebung U , sodass Ex τU <∞.

Beweis:
Dynkin 1965 I, Seite 139.

Satz 4.4.28:
Es gilt C2(Rd) ⊂ DA und für diese Funktionen f gilt

A f(x) =
∑
i

bi(x) df
dxi

(x) + 1
2
∑
i,k

aik(x) d2f

dxidxk
(x).

Beweis:
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Sei f ∈ C2, x ∈ Rd. Falls x keine Falle ist, so wähle eine offene Umgebung U 3 x, sodass
Ex τU <∞. OE sei U beschränkt. Nach der Dynkin-Formel und der Bemerkung gilt

Ex(f(Xτ )) = f(x) + Ex
(∫ τ

0
Lf(Xs)ds

)
.

Also folgt∣∣∣∣Ex(f(XτU ))− f(x)
Ex τU

− Lf(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Ex (
∫ τ
0 Lf(Xs)ds)
Ex τU

− Lf(x)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣Ex (

∫ τ
0 Lf(Xs)− Lf(x)ds)

Ex τU

∣∣∣∣ ≤ sup
y∈U
|Lf(x)− Lf(y)| → 0

für U ↓ x, da Lf eine steteige Funktionen ist.
Ist x eine Falle, so gilt Ex τU = ∞ für alle offenen Umgebungen U 3 x ⇒ A f(x) = 0.
Es bleibt zu zeigen, dass Lf(x) = 0. Wähle eine beschränkte offene Umgebung V 3 x.
Modifiziere f zu f0 außerhalb von V , sodass f0 ∈ C2

0. Dann gilt

Lf(x) = Lf0(x) = Af0(x) = lim
t↓0

Ex f0(Xt)− f(x)
t

= lim
t↓0

f0(x)− f(x)
t

= 0.

Satz 4.4.29 (Kolmogorovs Rückwärtsgleichung):
Sei f ∈ C2

0(Rd). Dann gilt

a) Für u(t, x) := Ex(f(Xt)) gilt u(t, ·) ∈ DA für jedes t und es gilt

du

dt
= Au in (0,∞)× Rd

u(0, ·) = f in Rd

b) Ist w(t, x) ∈ C1,2([0,∞)×Rd) eine Lösung des Cauchy-Problems, welche beschränkt
auf jedem [0, T ]× Rd ist, so gilt w(t, x) = Ex(f(Xt)).

Beweis:
a) Es gilt aufgrund der Markov-Eigenschaft von X

Au(t, x) = lim
r↓0

Ex(u(t,Xr))− u(t, x)
r

= lim
r↓0

Ex
(
EXr f(Xt)

)
− u(t, x)

r

= lim
r↓0

Ex (Ex(f(Xt+r | Fr))− u(t, x))
r

= lim
r↓0

Ex f(Xt+r)− u(t, x)
r

= lim
r↓0

u(t+ r, x)− u(t, x)
r

= du

dt
.
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b) Für festes (T, x) ∈ Rd+1 definiere einen Prozess Y in Rd+1 via

Yt := (T − t,Xt),

d.h. Y 0
t := T − t = T +

∫ t
0(−1)ds. Dann hat Y den Generator Ã, welcher auf v ∈

C2
0(Rd+1) gegeben ist durch Ãv = −dv

dt +Av. Insbesondere haben wir Ãw(t′, x) = 0
für t′ > 0, x ∈ Rd. Sei τR := inf{t > 0 : |Xt| ≥ R}. Dann ist Yt∧τR ∈ (0, T ]×[−R,R]d
für 0 ≤ t < T . Schließlich gilt mit der Dynkin-Formel

Ex(w(Yt∧τR)) = w(T, x) + Ex
(∫ t∧τR

0
Ãw(Yt∧τR)ds

)
= w(T, x)

für R > 0, 0 ≤ t < T, x ∈ Rd. Die linke Seite konvergiert für R→∞ zu Ex(w(Yt))
nach majorisierter Konvergenz und für t ↑ T gegen Exw(YT ) wegen der Stetigkeit.
Also gilt

w(T, x) = Exw(YT ) = Ex(w(0, XT )) = Ex f(XT ).

Beispiel 4.4.30 (Graph einer Brownschen Bewegung):
Betrachte die SDE im R2 mit dXt = ( 1

0 ) t+( 0
1 ) dWt, X0 = ( 0

0 ), woWt eine eindimensionale
BM ist. Dann ist Xt =

(
t
Wt

)
interpretierbar als der Graph einer eindimensionalen BM.

Berechne den Generator auf C2
0(R2):

Af(x) = Af(x) = Lf(x) = Lf(t, x2) = df

dt
(x) + 1

2
d2f

dx2dx2
(x).

Damit lässt sich die Zeit integrieren in das zeithomogene Setting.
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4.4.G. Das kombinierte Dirichlet-Poisson Problem

Betrachte die zeithomogene SDE mit Start in x wie im vorherigen Kapitel. Seien die
Voraussetzung der Wohlgestelltheit gegeben und b, σ beschränkt auf kompakten Mengen.
Sei D ⊂ Rd eine offene, zusammenhängende Menge.
Dann ist das Dirichlet-Problem gegeben durch: Sei ϕ ∈ C(∂D). Finde ein u ∈ C2(D),
sodass

Lu = 0 in U
lim

x→y,x∈D
u(x) = ϕ(y) für jedes y ∈ ∂D.

Das Poisson-Problem: Sei g ∈ C(D). Finde ein v ∈ C2(D), sodass

Lu = −g in D
lim

x→y,x∈D
u(x) = 0 für alle y ∈ ∂D.

Das kombinierte Dirichlet-Poisson-Problem ist die Kombination der Probleme:

Lv = −g in D
lim

x→y,x∈D
v(x) = ϕ(y) für alle y ∈ ∂D

Falls u, v das Dirichlet und das Poisson-Problem respektive lösen, so löst w = u +
v das kombinierte Problem. Dabei ließe sich die zweite Bedingung modifizieren zu
(ii)s : limt↑τd w(Xt) = ϕ(XτD) · 1τD<∞ Px−f.s. für alle x ∈ D. Für τD < ∞ gilt Px-f.s.
(ii)⇒ (ii)s. Also ist das stochastische Poisson-Dirichlet-Problem gegeben durch: Seien
ϕ : ∂D → R, g : D → R messbar. Finde ein w, sodass

Aw = −g in D
lim
t↑τD

w(Xt) = ϕ(XτD)1{τD<∞} Px−f.s..

Satz 4.4.31 (Eindeutigkeit für das kombinierte Problem):
Angenommen ϕ ∈ C(∂D) ist beschränkt und g ∈ C(D) erfüllt Ex (

∫ τD
0 |g(Xt)| dt) <∞ für

x ∈ D. Angenommen w ∈ C2(D) ist eine beschränkte Lösung von (i) und (ii). Dann gilt

w(x) = Ex(ϕ(XτD)1{τD<∞}) + Ex
(∫ τD

0
g(Xt)dt

)
.

Beweis:
Sei (Dk)k eine Folge von aufsteigenden offenen Menge Dk mit Dk ⊂ D mit D = ∪∞k=1Dk.
Definiere αk := k ∧ τDk . Dann gilt wegen der Dynkin-Formel

Ex (w(Xαk)) = w(x) + Ex
(∫ αk

0
Lw(Xt)dt

)
⇒ w(x) = Ex(w(Xαk)) + Ex

(∫ αk

0
g(Xt)dt

)
.
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Es gilt αk → τD für k → ∞, sodass nach (ii)s gilt w(Xαk) → ϕ(XτD)1{τD<∞} Px-
f.s. Ebenfalls gilt

∫ αk
0 g(Xt)dt →

∫ τD
0 g(Xt)dt Px-f.s. Da w beschränkt ist, gilt auch

Ex(w(Xαk)) → Ex(ϕ(XτD)1{τD<∞}) und wegen |
∫ αk

0 g(Xt)dt| ≤
∫ τD

0 |g(Xt)| dt, was Px-
integrierbar ist nach Voraussetzung, folgt nach Lebesgue die Aussage.

Korollar 4.4.32 (Eindeutigkeit für endliche Austrittszeiten):
Angenommen ϕ ∈ C(∂D) ist beschränkt und g ∈ C(D) erfüllt Ex (

∫ τD
0 |g(Xt)| dt) <∞ für

x ∈ D. Angenommen τD < ∞ Px−f.s. Angenommen w ∈ C2(D) ist eine beschränkte
Lösung von (i) und (ii). Dann gilt

w(x) = Ex(ϕ(XτD)) + Ex
(∫ τD

0
g(Xt)dt

)
.

Betrachte nun das Dirichlet-Problem. Betrachte den Prozess Xt = X0 + ( t0 ). Sei D =
((0, 1)× (0, 1)) ∪ ((0, 2)× (0, 1/2)). Sei ϕ ∈ C(∂D), sodass ϕ = 0 auf {0} × [0, 1], ϕ = 1
auf {1} × [1/2, 1], ϕ = 0 auf {2} × [0, 1/2]. Definiere

u(x) := Ex ϕ(XτD) =
{

0 x2 ∈ (0, 1/2)
1 x2 ∈ (1/2, 1)

sodass u nicht einmal stetig ist. Ferner erfüllt u die Bedingung (ii) nicht.
Von nun an betrachte das stochastische Dirichlet Problem, und τD <∞ Px−f.s. gilt.
Definition 4.4.33 (X-harmonisch):
Eine lokalbeschränkte, messbare Funktion u auf D heißt X-harmonisch in D, falls

u(x) = Ex (u(XτU ))

für alle U ⊂ D.
Für ϕ : ∂D → R messbar finde eine Funktion u, sodass

(i)s u ist X-harmonisch in D.

(ii)s limt↑τD u(Xt) = ϕ(XτD) Px−f.s. für alle x ∈ D.

Für u ∈ C2(D) ist (i)s äquivalent zu Au = 0 in D.
Satz 4.4.34 (Lösung eines stochastischen Dirichlet-Problems):
Angenommen ϕ : ∂D → R ist eine beschränkte, messbare Funktion. Dann gelten:

a) Eindeutigkeit: Angenommen u ist beschränkte Lösung von (i)s und (ii)s. Dann gilt
u(x) = Ex(ϕ(XτD)).

b) Existenz: Definiere u(x) = Ex(ϕ(XτD)). Dann löst u das stochastische Dirichlet-
Problem.

Lemma 4.4.35:
Es gilt:
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i) Ist u X-harmonisch in D, so gilt Au = 0 in D.

ii) Ist Au = 0 in D und u ∈ C2(D), so ist u X-harmonisch in D.

Beweis:
a) Nach Definition gilt

Au(x) = lim
U↓x

Ex(u(XτU ))− u(x)
Ex(τU

= 0.

b) Sei U eine beschränkte Menge mit U ⊂ D. Da u beschränkt auf der kompakten
Menge U ⊂ D ist, gilt mit Hilfe von Dynkins Formel

Ex(u(XτU )) = lim
k→∞

Ex (u(XτU∧k))) = u(x) + lim
k→∞

Ex
(∫ τU∧k

0
Lu(Xs)

)
= u(x),

da Lu(Xs) = Au(Xs) = 0.

Lemma 4.4.36 (Mittelwerteigenschaft):
Sei u(x) := Ex ϕ(XτD . Dann erfüllt u die Mittelwerteigenschaft bezüglich des harmoni-
schen Maßes µxD:

u(x) =
∫
δU
u(y)µxU (dy)

für alle x ∈ D und beschränkte, offene Mengen U mit U ⊂ D.

Beweis:
Es gilt für U ⊂ D mit U ⊂ D ϕ(XτD) = ϕ(XτD) ◦ θτU . Also folgt mit Hilfe der starken
Markoff-Eigenschaft und dem Transformationssatz

u(x) := Ex ϕ(XτD) = Ex ϕ(XτD) ◦ θτU = Ex (Ex (ϕ(XτD ◦ θτU | FτU ))

= Ex
(
EXτU ϕ(XτD)

)
=
∫

Ω
EXτU (ω) ϕ(XτD Px(dω) =

∫
δU

Ey ϕ(XτD)µxU (dy)

=
∫
δU
u(y)µxU (dy).

Lemma 4.4.37 (Konstruktion einer X-harmonischen Funktion):
Sei ϕ : ∂D → R eine beschränkte, messbare Funktion und definiere u(x) := Ex ϕ(XτD).
Dann ist u X−harmonisch in D.

Beweis:
Sei U beschränkt und offen mit U ⊂ D. Dann genügt u der Mittelwerteigenschaft, d.h.

u(x) =
∫
δU
u(y)PxX−1

τU
(dy) = Ex u(XτU ).
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Beweis der Lösung des stochastischen Dirichlet-Problems:
Sei (Dk)k eine aufsteigende Folge von offenen Mengen Dk mitDk ⊂⊂ D undD = ∪∞k=1Dk.

a) Da u eine Lösung ist, ist u X−harmonisch in D. Also gilt für alle k ∈ N

u(x) = Ex u(XτDk
)→ Ex ϕ(XτD),

denn nach (ii)s gilt u(XτDk
)→ ϕ(XτD) Px−f.s., wobei die Beschränktheit von u

eingeht.

b) Nach obigem Lemma ist u X−harmonsich in D, woraus sofort (i)s folgt.
Für (ii)s ist u(XτDk

) = EXτDk ϕ(XτD) = Ex
(
ϕ(XτD) ◦ θτDk | FτDk

)
wegen der

starken Markoff-Eigenschaft. Nun gilt erneut ϕ(XτD) ◦ θτDk = ϕ(XτD). Definiere

Mk := u(XτDk
) = Ex

(
ϕ(XτD) | FτDk

)
= Ex(Y | Gk)

Nt := u(XτDk∨(t∧τDk+1 )) = Ex
(
ϕ(XτD) | FτDk∨(t∧τDk+1 ) .

)
Nun ist Mk ein beschränktes, zeitdiskretes Gk-Martingal, woraus nach dem Martin-
galkonvergenzsatz Mk → ϕ(XτD) Px−f.s. und in Lp(Px) für alle p <∞ gilt.
Analog dazu ist Nt ein stetiges Gt-Martingal, wobei Gt := FτDk∨(t∧τDk+1 ). Nach
der Doobschen Maximalungleichung gilt für alle T > 0

Px
(

sup
0≤t≤T

|Nt −N0| > ε

)
≤ 1
ε2 Ex

(
(Nt −N0)2

)
,

woraus folgt

Px
 sup
τDk≤r≤τDk+1

∣∣∣u(Xr)− u(XτDk
)
∣∣∣ > ε

 ≤ 1
ε2 Ex

(
(u(XτDk+1

)− u(XτDk
)2
)
→ 0

für k →∞ für alle ε > 0 wegen der L2-Konvergenz. Definiere

Zk := sup
τDk≤r≤τDk+1

∣∣∣u(Xr)− u(XτDk

∣∣∣ ,
so gilt Zk → 0 in Wahrscheinlichkeit, sodass eine Teilfolge Zkl → 0 Px−f.s. konver-
giert. Ohne Einschränkung seien die Dk bereits so gewählt, dass Zk → 0 f.s. gilt.
Sei tn ↑ τD(ω) und k(n) so gewählt, dass tn ∈ [τDk(n) , τDk(n)+1), so gilt k(n)→∞
für n→∞. Abschließend gilt nun wegen den Voraussetzungen

|u(Xtn)− ϕ(XτD)| ≤ u(Xtn − u(XτDk(n)
)︸ ︷︷ ︸

≤Zk(n)→0

+
∣∣∣u(XτDk(n)

− ϕ(XτD)
∣∣∣︸ ︷︷ ︸

→0

für n→∞, woraus die Behauptung folgt.
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Wir wissen, dass die universelle Filtration F̃ t rechtsstetig ist, da der Prozess mit Px eine
starke Markoff-Familie ist (vgl. Korollar 2.7.8 in [KS10]). Also gilt analog zu Theorem
2.7.17
Satz 4.4.38 (Null-Eins-Gesetz):
Für F ∈ F̃0 gilt für alle x ∈ Rd Px(F ) ∈ {0, 1}.
Als Korollar folgt insbesondere für Erstaustrittszeiten aus der offenen Menge D
Korollar 4.4.39:
Es gilt P( τD = 0) ∈ {0, 1} für alle y inRd.
Definition 4.4.40 (Reguläre Punkte):
Ein Punkt y ∈ ∂D heißt regulärer Punkt zu D (bzgl. (Xt)t), falls Py(τD = 0) = 1 und
irregulärer Punkt, falls Py(τD = 0) = 0.
Beispiel 4.4.41 (Wiener-Kriterium):
Sei ∆ = {(x, y) : x2 + y2 < 1} der offene Einheitskreis und W eine zweidimensionale BM.
Sei {∆n} eine Folge offener, disjunkter Scheiben in ∆ mit Mittelpunkt in (2−n, 0) mit
Radius rn. Definiere D := ∆\(∪n≥1∆n). Dann sind alle Punkte von ∂∆ und ∂∆n regulär
zu D. Der Nullpunkt ist genau dann regulär, wenn gilt∑

n≥1

n

log 1
rn

=∞.

Zum Beweis siehe Port and Stone (1979, p. 225).
Das verallgemeinerte Dirichlet-Problem lässt sich dann formulieren als: Sei ϕ ∈ C(∂D).
Finde ein u ∈ C2(D), sodass gilt

Lu = 0 in D
lim

x→y,x∈D
u(x) = ϕ(y) falls y regulär.

Bezeichne die zweite Bedingung mit (ii)r.
Definition 4.4.42:
Eine messbare Menge G ⊂ Rd heißt thin (zu (Xt)t), falls Px(TG = 0) = 0 für alle x ∈ Rd,
wobei TG die Ersteintrittszeit zu G bezeichnet. Eine Menge heißt semipolar, wenn sie
eine abzählbare Vereinigung von Mengen ist, die allesamt thin sind.
G heißt polar, falls Px(TG <∞) = 0 für alle x ∈ Rd gilt, d.h. für alle Startpunkte trifft
der Prozess niemals G.
Jede polare Menge ist natürlich semipolar.
Definition 4.4.43 (Hunt-Bedingung):
(Xt)t genügt der Hunt-Bedingung (H), falls jede semipolare Menge zu X auch polar zu
X ist.
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Satz 4.4.44 (Hunt-Bedingung für Brownsche Bewegung und Itô Diffusionen, Blumenthal,
Getoor):
Gilt die Hunt-Bedingung für die Brownsche Bewegung, so folgt mit Girsanov, dass die
Hunt-Bedingung für Itô Diffusionen gilt, falls die Diffusionsmatrix ein beschränktes
Inverses bezieht und der Drift-Koeffizient für alle T <∞ der Novikov-Bedingung genügt.
Lemma 4.4.45:
Die Menge I := { irreguläre Punkte von ∂D} ist semipolar.

Beweis:
Blumenthal und Getoor (1968), Proposition II.3.3.

Satz 4.4.46 (Eindeutigkeit für das allgemeine Dirichlet Problem):
Angenommen X erfüllt die Hunt-Bedingung (H) und ϕ ∈ C(∂D) ist beschränkt und
u ∈ C2(D) ist eine beschränkte Lösung von (i) und (ii)r. Dann gilt

u(x) = Ex ϕ(XτD).

Beweis:
Sei (Dk)k eine aufsteigende Folge von offenen Mengen mit Dk ⊂⊂ D und D = ⋃∞

k=1Dk.
Dann gilt XτDk

→ XτD , woraus mit (ii)r auch u(XτDk
)→ ϕ(XτD) folgt, falls XτD = y ∈

∂D regulär ist. Da die Menge der irregulären Punkte von ∂D semipolar ist, ist sie nach
der Hunt-Bedingung auch polar. Also folgt mit der Definition

Px(TI <∞) = 0⇒ XτD /∈ I Px−f.s..

Also gilt u(XτDk
)→ ϕ(XτD) Px−f.s.

Nun gilt für u ∈ C2(D) die Äuivalenz

Lu = 0⇔ Au = 0 in D ⇔ u X − harmonisch in D,

woraus u(x) = Ex
(
u(XτDk

)
)
für alle x ∈ Dk und k ∈ N folgt. Also folgt aus dem Satz

von der beschränkten Konvergenz

u(x) = lim
k→∞

Ex
(
u(XτDk

)
)

= Ex (ϕ(XτD)) .

Definition 4.4.47 (Elliptizität):
Ein Differentialoperator L heißt elliptisch in D, falls für alle ξ ∈ Rd \{0} und x ∈ D gilt∑

a

aik(x)ξiξk.

L heißt gleichmäßig elliptisch in D, falls ein δ > 0 existiert, sodass∑
a

aik(x)ξiξk ≥ δ ‖ξ‖2 .
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Satz 4.4.48 (Existenz für das allgemeine Dirichlet Problem):
Angenommen X erfüllt die Hunt-Bedingung (H) und L ist gleichmäßig elliptisch in D.
Sei ϕ ∈ C(∂D) beschränkt. Dann gilt für u(x) := Ex ϕ(XτD), dass u ∈ C2+α(D) für alle
α < 1 und u löst (i) und (ii)r.

Beweis:
Wähle eine offene Kugel ∆ ⊂⊂ D. Sei f ∈ C(∂∆). Dann folgt aus der PDE-Theorie, dass
für alle α < 1 ein ũ ∈ C(∆) existiert, sodass ũ |∆∈ C2+α(∆) und

Lũ = 0 in ∆
ũ = f auf ∂∆.

(Vergleiche dazu Dynkin 1965 II, Seite 226). Also folgt aus [BJS64] Bers, John, Schechter
(1964), Theorem 3, Seite 232, dass

‖ũ‖C2+α(K) ≤ C
(
‖Lũ‖Cα(∆) + ‖ũ‖C(∂∆)

)
≤ C ‖f‖C(∂∆) ,

wobei C nur von K und L abhängt. Nun löst ũ das allgemeine Dirichlet-Problem auf ∆
für f ∈ C(∂∆), sodass nach der Eindeutigkeitsaussage

ũ(x) = Ex f(Xτ∆) =
∫
∂∆

f(y)dµx(y).

Daraus folgt für alle x1, x2 ∈ K∣∣∣∣∫
δ∆
f(y)dµx1(y)−

∫
∂∆

f(y)dµx2(y)
∣∣∣∣ ≤ C ‖f‖C(∂∆) |x1 − x2|α

für alle f ∈ C(∂∆). Per Approximation folgt dies auch für f :
partial∆→ R beschränkt und messbar.
Wähle nun f = u |∂∆., so gilt wegen der X-Harmonitizität von u

|u(x1)− u(x2)| =
∣∣∣∣∫
∂∆

u(y)dµx1(y)−
∫
∂∆

u(y)dµx2(y)
∣∣∣∣ ≤ C ‖u‖C(∂∆) |x1 − x2|α ,

woraus u ∈ Cα(K) für alle K ⊂⊂ ∆ ⊂⊂ D folgt. Nach dem Eindeutigkeitstheorem folgt
nun wegen der X-Harmonitizität von u

ũ(x) = Ex f̃(Xτ∆) = Ex u(Xτ∆) = u(x),

woraus u ∈ C2+α(∆̃) folgt und letztlich u ∈ C2+α(D). Also gilt 0 = Au = Lu und damit
(i).
Für (ii)r siehe [Dyn65], Theorem 0.4, S. 227 und Theorem 13.3, Seite 32-33.
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4.4.H. Das stochastische Poisson-Problem

Sei g : D → R messbar. Finde eine Funktion v, sodass gilt

(i)s Av = −g in D,

(ii)s limt↑τD v(Xt) = 0 Px−f.s. für alle x ∈ D.

Satz 4.4.49 (Lösung für das stochastische Poisson-Problem):
Angenommen g : D → R ist eine messbare Funktion mit Ex (

∫ τD
0 |g(Xs)| ds) <∞ für alle

x ∈ D (dies gilt z.B., wenn g beschränkt und τD Px-integrierbar ist für alle x). Dann gilt

i) Eindeutigkeit: Ist v ∈ C2(D) eine beschränkte Lösung von (i)s und (ii)s, so gilt
v(x) = Ex (

∫ τD
0 g(Xs)ds).

ii) Existenz: v(x) := Ex (
∫ τD

0 g(Xs)ds) löst das stochastische Poisson-Problem.

Beweis:
i) Benutze das Eindeutigkeit für das kombinierte Problem mit ϕ = 0.

ii) Sei U offen, sodass x ∈ U ⊂⊂ D. Dann gilt

Ex v(XτU )− v(x)
Ex τU

=
Ex
(
EXτU (

∫ τD
0 g(Xs)ds)

)
− Ex (

∫ τD
0 g(Xs)ds)

Ex τU
=: (∗).

Für U ↓ x folgt die Konvergenz der linken Seite gegen Av(x). Für die rechte Seite
gilt wegen der Markoff-Eigenschaft

(∗) = Ex (Ex ((
∫ τD
0 g(Xs)ds) ◦ θτU | FτU ))

Ex τU

=
Ex
(∫ τD
τU

g(Xs)ds
)
− Ex (

∫ τD
0 g(Xs)ds)

Ex τU

= −Ex (
∫ τU

0 g(Xs)ds)
Ex τU

U↓x−→ −g(x)

aufgrund der Stetigkeit von g. Dabei wurde benutzt, dass (
∫ τD
0 g(Xs)ds) ◦ θτU =∫ τD

τU
g(Xs)ds. Also folgt (i)s.

Für (ii)s sei (Dk)k eine aufsteigende Folge offener Mengen mit Dk ⊂⊂ D,D =
∪∞k=1Dk. Definiere H(x) := Ex (

∫ τD
0 |g(Xs)| ds). Wegen der Markoff-Eigenschaft gilt

Ex
(
H(XτDk∧t)

)
= Ex

((∫ τD

0
|g(Xs)|

)
◦ θτDk∧t

)
= Ex

(∫ τD

τDk∧t
|g(Xs)|

)
.

Mit Hilfe der dominierten Konvergenz mit (
∫ τD

0 |g(Xs)| ds) als Majorante folgt also

ExH(XτD∧t) = Ex
(∫ τD

τD∧t
|g(Xs)| ds

)
→ 0
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für t ↑ τD. Sei tn(ω) ↑ τD(ω), so gilt

Ex (Xtn)) = ExH(Xtn∧τD)→ 0, n→∞,

sodass
∣∣∣Xtnl

∣∣∣ ≤ H(Xtnl
) → 0 Px−f.s. für l → ∞, denn H(Xtnl

) → 0 für eine
Teilfolge (nl)l Px−f.s.

Wir betrachten das allgemeine Poisson-Problem: Sei g ∈ C(D). Finde ein v ∈ C2(D),
sodass gilt

(i) Lv = −g in D

(ii)r limx→y,x∈D v(x) = 0 für alle regulären Punkte y ∈ ∂D.

Satz 4.4.50 (Eindeutigkeit für das allgemeine Poisson-Problem):
Angenommen X erfüllt die Hunt-Bedingung (H) und g ∈ C(D), sodass für alle x ∈ D gilt
Ex
∫ τD

0 |g(Xs)| ds < ∞. Ist v ∈ C2(D) eine Lösung von (i) und (ii)r, sodass ein C > 0
mit |v(x)| ≤ C (1 + Ex

∫ τD
0 |g(Xs)| ds) existiert, so ist v(x) = Ex

∫ τD
0 g(Xs)ds.

Beweis:
Sei (Dk) eine Folge wie im vorherigen Beweis. Dann gilt mit Hilfe der Dynkin-Formel

Ex v(XτDk
) = v(x) + Ex

∫ τDk

0
Lv(Xs)︸ ︷︷ ︸
=−g(Xs)

= v(x)− Ex
∫ τDk

0
g(Xs)ds,

d.h. v(x) = Ex v(XτDk
) + Ex

∫ τDk
0 g(Xs)ds. Für k →∞ gilt

v(x) = Ex
∫ τD

0
g(Xs)ds.

Wegen XτDk
→ XτD folgt aus (ii)r v(XτDk

)→ 0, falls y ∈ ∂D regulär ist. Erneut sind die
irregulären Punkte semipolar, d.h. nach der Hunt-Bedingung polar, d.h. XτD /∈ I Px−f.s.
Daraus folgt v(XτDk

)→ 0 Px−f.s.

Satz 4.4.51 (Existenz für das allgemeine Poisson-Problem):
Angenommen L ist gleichmäßig elliptisch in D. Sei g ∈ Cα(D) für ein α > 0 beschränkt.
Dann ist v(x) := Ex

∫ τD
0 g(Xs)ds ∈ C2(D) und v löst (i) und (ii)r.

Beweis:
Die Idee ist es, einen Ansatz wie für das allgemeine Dirichlet-Problem zu nehmen. Für
Details siehe ...
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A. Nachträge
Doobs optionaler Stoppsatz für zeitdiskrete Martingale benötigt nicht die Voraussetzung,
dass die Stoppzeiten beschränkt sind, sofern wir von einem Martingal (Xn)n∈N∪{∞} mit
letztem Element ausgehen. Die Version für Submartingale erfordert deutlich mehr Arbeit
- siehe Chung, 1974, Satz 9.3.5.
Lemma A.1:
Ist das Martingal (Xn)n abschließbar, d.h. existiert ein X∞ mit Xn = E(X∞ | Fn) für
alle n ∈ N, so gilt für beliebige Stoppzeiten α ≤ β

E(Xβ | Fα) = Xα P−f.s.

Beweis:
1. Schritt: Wir zeigen Xα ∈ L1, Xβ geht analog. Es gilt

E |Xα| =
∑

n∈N∪{∞}

∫
1{α=n}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

|Xn| dP

=
∑

n∈N∪{∞}

∫
1{α=n} |X∞| dP = E |X∞| <∞

nach Voraussetzung.
2. Schritt: Zeige, dass E(X∞ | Fα) = Xα P-f.s. Dazu sei A ∈ Fα beliebig. Dann gilt∫

A
XαdP =

∑
n∈N∪{∞}

∫
1A∩{α=n}︸ ︷︷ ︸
∈Fn

XndP

=
∑

n∈N∪{∞}

∫
1A∩{α=n}X∞dP =

∫
A
X∞dP

3. Schritt: Da α ≤ β ist, gilt Fα ⊂ Fβ. Somit ist auch

Xα = E(E(X∞ | Fβ)︸ ︷︷ ︸
=Xβ

| Fα) = E(Xβ | Fα)

gemäß den Rechenregeln für bedingte Erwartungswerte.
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