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0. Bedingte Erwartungswerte

Sei (2, F,P) ein W-Raum und A C F eine Teil-o-Algebra (d.h. (2, A,P) ist auch ein
W-Raum) und X € £1(P) := £1(2, F,P) eine eindimensionale Zufallsvariable (ansonsten
betrachte komponentenweise).

Definition 0.0.1:
Eine Zufallsvariable Y derart, dass

i) Y ist messbar beziiglich A (kurz: Y € A)

heifit eine Version des bedingten Erwartungswertes E(X | A).

Lemma 0.0.2:
Erfillt Y die Eigenschaften (i) und (ii), so ist Y € LY(P).

Beweis:
Setze A :={Y > 0} € A, dann gilt nach Eigenschaft (2)

/Yd]P’:/Xd]Pg/ 1X|dP < oo
A A A

/-de: (—X)dpg/ 1X|dP < .
c AC AC

sowie

Daraus folgt
E|Y| :/ YdIP’+/ (=Y)dP < /|X|dIP’< -~
A Ac

O]

Lemma 0.0.3 (Eindeutigkeit des bedingten EW):
Angenommen Y und Y’ erfiillen die Eigenschaften (i) und (ii). Dann gilt Y =Y’ P-f.s.

Beweis:
Definiere A, := {Y — Y’ > ¢} fiir £ > 0 beliebig. Dann impliziert (i) A. € A. Daraus
folgt mit (i7)

0:/ (X - X)dP= [ (¥ —Y)dP > cP(A.)

€ AE

fir alle ¢ > 0. Also gilt P(A.) = 0 fir alle ¢ > 0, d.h. P(Y =Y’ > 0) = 0 und damit
Y <Y’ P-Af.s.. Analog gilt dies fiir Y/ <Y. O

Bemerkung (Satz von Radon-Nikodym):

Sind p, v o-endliche Mafle auf (€2, F) und v < p. Dann existiert eine F-messbare Funktion
f mit v(A) = [, fdp.

Man nennt f =: Z—Z die Radon-Nikodym-Ableitung.



Lemma 0.0.4 (Existenz des bedingten EW):
Fir X € £LY(Q, F,P) und A C F existiert E(X | A).

Beweis:
1): Sei X > 0. Definiere p :=P und v(A) := [, XdP fiir alle A € A. Dann sind p und v
o-endlich und v < p. Also existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym

dv
XdP=v(A —dP
/. W=/
fiir alle A € A. Damit ist Z—Z eine Version von E(X | A).
2): Zerlege X = X — X~. Dann existieren Y} := E(X ' | A) und Y3 := E(X~ | A) nach
Teil 1. Nun ist Y := Y7 — Y5 A-messbar und es gilt

/Xsz/X*dIP’—/X*d}P’:/Yld]P’—/YQdIP’:/YdP
A A A A A A

fiir alle A € A. Folglich ist Y eine Version von E(X | A). O

Bemerkung (Interpretation des bedingten Erwartungswertes):
Seien A die ,,bekannten® Informationen. Dann ist E(X | A) die beste Vermutung, welchen
Wert X annimmt, wenn wir nur Ereignisse aus A kennen.

Beispiel 0.0.5:

Ist X A-messbar, so gilt E(X | A) = X P-fs.

Ist X unabhangig von A, dann ist E(X | A) = E X P-fs.

Fiir den Spezialfall A = {0, Q} ist jede Zufallsvariable X von .4 unabhéngig, d.h. es gilt
fiir alle X € L' E(X | {0,Q}) =

Beispiel 0.0.6 (Bezug zu bed. Wahrscheinlichkeiten und EW aus Stochastik):
Angenommen Q = (J;c; €;, wobei die §2; paarweise disjunkt sind, d.h. € hat eine endliche
oder abzdhlbare Zerlegung in paarweise disjunkte Mengen. Angenommen P(€2;) > 0 fur
alle i € I. Setze A :==0(Q; |i € I).

Dann gilt E(X | A) = > ic; ( }21 Jo, XdIP’) Ig,, d.h. fir w € Q; gilt

E(X | A)(w) = P(;j)/ﬂ‘XdIP::]E(X 1Q,).

Beweis:

(1): Q; € Afirallei € I, d.h. 1o, € Afiir alles, dh. Y € A

(ii): Jedes A € A hat die Form A = J;¢;{; fiir ein J C I, wobei die Vereinigungen
disjunkt sind. Es geniigt daher, A = ; zu betrachten fiir ein beliebiges j. Dort gilt aber

/YdIF’ / IF’ /XdIP’dIP’— /Xd]PP /XdIP>

=Y auf Q;



Definition 0.0.7:
Setze E(X | Y) :=E(X | o(Y)) fiir alle Zufallsvariablen X und Y mit X € £'(P).

Beispiel 0.0.8 (Bedingter Erwartungswert im Fall von Dichten):
Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(z,y). Angenommen fiir alle y gilt
J f(z,y)dz > 0. Falls E |g(X)| < oo ist, so gilt

E(g(X) | V) = h(¥) mit h(y) = L 9@ @.v)dz

[ f(z,y)dz
Bewets:
h ist messbar als Funktion von f und g, denn nach Annahme war g messbar. Also ist
h(Y)eo(Y).

Daher ist h(Y) ein Kandidat fiir den bedingten Erwartungswert. Sei A € o(Y") beliebig.
Dann existiert ein B € B(R) mit A = {Y € B}. Damit gilt

[ n1aP = [1yemh()ap = [ [ 1a@hw)s (@ y)dzdy

— [ 1awr) ([ £} dy= [ ([ o) sadc) dy
= E(Lp(V)g(X)) = [ g(X)dP.

O]

Beispiel 0.0.9:
Seien X und Y unabhingig und ¢ : R? — R so, dass E|p(X,Y)| < co. Definiere
g(z) = Ep(z,Y). Dann gilt

E(p(X,Y) | X) = g(X).

Beweis:

Mit Fubini sehen wir, dass g(X) o(X)-messbar ist.

Sei also A € o(X) beliebig. Dann existiert ein C' € B(R) derart, dass A = {X € C}.
Somit gilt

[ oxip = [ (X, V)10 = [ el@pic@) PEY) day)
A Q R

N———
=PX-1gPY -1
— [ ([ eyt ) px a0

=E(p(z,Y)=g(z)

:/Cg(:p)IP)X_l(dx):/Ag(X)dIP.

Satz 0.0.10 (Eigenschaften des bedingten EW):
Es gilt



a) Linearitit: E(aX +bY | A) = aE(X | A) +bE(Y | A) fir alle a,b € R und
X, Y el

b) Isotonie: Aus X <Y folgt E(X | A) <E(Y | A).

¢) Monotone Konvergenz: Sei X,, > 0,X,, T X mit E|X| < co. Dann gilt E(X,, | A) 1
E(X | A).

Beweis:
Die Linearitét folgt aus der Linearitit des Integrals.
Zur Isotonie: Sei A; :== {E(X | A) —E(Y | A) > ¢} € A fiir alle ¢ > 0. Dann gilt

/ E(X|A)dIP’:/A XdIPg/ vap= [ E(Y | AP
g/A E(X | A)dP - P(A.).

Also folgt P(A.) = 0 fiir alle £ > 0 und damit mit der Stetigkeit des Mafies P(E(X | A) >
E(Y | A)) = 0.

Zur monotonen Konvergenz: Definiere Y,, := X — X,,, so ist zu zeigen, dass E(Y,, | A) { 0.
Nun ist Z,, .= E(Y,, | A) | Zso, wobei Z, eine A-messbare Zufallsgrole ist. Sei A € A.
Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue folgt

/anIP’:/ Y,dP | 0,
A A

sodass schliellich gilt
ZoodP = lim / ZndP = 0.
A A

n—o0

Proposition 0.0.11 (Jensensche Ungleichung):
Sei ¢ konver, E|X| < oo und E(|o(X)]) < co. Dann gilt

p(EX | A) <E(e(X) | A).

Satz 0.0.12:
Die bedingte Erwartung ist eine Kontraktion in LP,p > 1, d.h. es gilt

X[ Al < 1 X1 2o -

Satz 0.0.13:
Seien F1 C Fo C F o-Algebren. Falls E(X | Fa) sogar Fi-messbar ist, so gilt E(X |
F1) =E(X | Fa).

Satz 0.0.14:
Seien F1 C Fo C F. Dann gilt

EEX | F1) | F2) = E(E(X [ Fo) [ F1) = E(X [ F1).



Satz 0.0.15:
Sei X €A, Y, X Y € LYQ,F,P). Dann gilt

E(X-Y | A) =X -EY | A).

Satz 0.0.16 (bedingte EW als £2-Projektion):
Sei X € L*(Q, F,P). Dann minimiertY = E(X | A) die Abbildung A>Y — E((X-Y)?),
d.h. den mittleren quadratischen Fehler.



1. Martingale, Stoppzeiten und Filtrierungen

1.1. Stochastische Prozesse und Sigma-Algebren

Definition 1.1.1 (Stochastischer Prozess):
Ein stochastischer Prozess ist eine Familie X = (X;);>0 von Rd—wertigen Zufallsvariablen
X (Q, F,P) = (RY, B(RY), P X, !) fiir alle t > 0.
Ein stochastischer Prozess heifit messbar, falls die Abbildung
X : ([0,00) x €, B([0,00)) ® F) = (R, B(R))
(t,w) — Xi(w)
messbar ist.

Definition 1.1.2 (Vergleich zweier stochastischer Prozesse):
Seien X = (X¢)i>0,Y = (Y2)i>0 zwei stochastische Prozesse auf dem selben W-Raum

(Q, F,P).
i) X und Y heiflen ununterscheidbar, wenn P(X; = Y; V¢t > 0) = 1.
i7) Y heifit Modifikation von X, falls P(X; = Y;) = 1 fiir alle t > 0.

i77) X und Y haben die gleichen Randverteilungen, wenn fir alle n € N und 0 <¢; <
ty < ... < t, <oogilt

]P)(th, cee 7th)71 = P(i/tu [ 1/tn)il'

Es gelten die Implikationen i) = 1) = 7).

Bemerkung:

Wenn Y eine Modifikation von X ist, so sind X und Y im Allgemeinen nicht unun-
terscheidbar. Sei dazu T eine nichtnegative ZV, die eine Dichtefunktion beziiglich des
Lebesguemafles besitzt. Insbesondere gilt also fiir alle t > 0 P(7" = t) = 0. Definiere den
Prozess X; := 0 fir alle t > 0 und

0 t#T
Yi = ’ :
1 t=T

so gilt fiir alle t > 0 P(X; =Y;) =P(T #t) =1, aber P(X; =Y; Vt) = 0.

Definition 1.1.3 (Filtrierung):
Eine aufsteigende Familie (F;);>¢ von Teil-o-Algebren von F heifit Filtrierung von F.
Fiir eine Filtrierung gilt also Fs C F; C F flir alle 0 < s < t.

Definition 1.1.4:
Definiere fiir jedes t > 0 die vom Prozess X erzeugte o-Algebra als

F=0(Xs|s<t)CF.

Die Familie (F;);>0 heifit die vom Prozess erzeugte Filtrierung.



Definition 1.1.5:
Sei (F¢)e>0 eine Filtrierung von F. Ein stochastischer Prozess X = (X;); heifit (Fy); -
adaptiert, falls fiir alle £ > 0 gilt: X; ist Fi-messbar.

Definition 1.1.6:
Sei (F¢)¢ eine Filtrierung. Dann definieren wir die o-Algebren:

Foo =0 (U .Ft)

Fit+ = ﬂ Fite
e>0
t=20
‘Ft_ = fo
0(User Fs) t>0

(Ft)¢ heifit rechtsstetig, falls F,+ = Fy fiir alle t > 0 und linksstetig, falls F,- = Fy fir
alle t > 0.

Definition 1.1.7 (Progressive Messbarkeit):
Ein stochastischer Prozess X heifit progressiv messbar beziiglich (F;)q, falls fir alle ¢ > 0
die Abbildung

X ’[O,t]xﬂ: ([Ovt] X 978([07t]) ®ft) — (Rd7B(Rd))
(s,w) — Xq(w)

messbar ist.

Bemerkung:
Ist X progressiv messbar beziiglich (F;)q, so ist X messbar und (F;);~adaptiert. Zu einem
messbaren, adaptierten Prozess existiert eine progressiv messbare Modifikation.

Beweis:
Zu zeigen ist, dass X; Fi-messbar ist. Dazu betrachte

Xo 0 (0, F0) = ([0,1] x 2, B([0,1]) © Fy) - (R, B[RY)
w i (t,w) = X (w).
Die erste Abbildung ist messbar und die zweite Abbildung ist messbar, da X progressiv

messbar bzgl. (F;): ist. Also ist X; als Komposition Fi-messbarer Funktion wieder
JFi-messbar. ]

Proposition 1.1.8:
Ist X ein (Fy)i-adaptierter stochastischer Prozess und jeder Pfadt — X (w) ist rechtsstetig
(oder linksstetig), dann ist X progressiv messbar.

Beweis:
Sei jeder Pfad ¢ — X;(w) rechtsstetig.

10



i)

i)

i)

Zeitdiskretisierung: Fixiere ¢ > 0 und splitte das Zeitintervall [0, ¢] in 2" Teilintervalle
auf (fiir ein beliebiges n € N), d.h.

[0,t] = [0,2” U <2tn§2] U...U <(2n2;1)t,t}

und definiere fiir s € [0, ¢]

XM (W) = X e (w)
2n

wobei k so gewéhlt ist, dass é"% <s< (k;nl)t.

Nun ist X™ : ([0,¢] x Q, B([0,t]) ® F;) — (R, B(RY)) messbar, denn sei O € B(RY),
dann gilt

-1 kt (k+1)t _
X (0) = U (2717( on ) } X X(kil)t(O)
k=0,...,2n —1 N
G-F(k+1)t CF¢
2n

wegen der Adaptiertheit von X.

Nutze die Rechtsstetigkeit der Pfade und bilde den Limes n — oo, dann gilt fiir
alle w € Q2
lim X" (w) = X,(w).

n—oo

Damit ist X als Limes messbarer Zufallsvariablen wieder messbar.

d

Definition 1.1.9:

Eine Zufallszeit ist eine Zufallsvariable T' : (Q, F,P) — ([0, o0], B([0,0])). Fiir einen
gegebenen stochastischen Prozess und eine Zufallszeit T definiere Xr(w) = Xp(,(w) auf
{T < o0}.

Bemerkung:
Falls Xoo(w) = limy_y00 X¢(w) fir alle w € Q existiert, kann X7 auf ganz Q definiert
werden:

XT(W)(LU) w € {T < OO}

Xr(w) = {Xoo(w) w € {T = oo}.

11



1.2. Stoppzeiten

Definition 1.2.1:
Eine Zufallszeit T heif3t

(Ft)t — Stoppzeit < {T <t} € F; firallet >0
(Ft)t — Optionszeit < {T < t} € F; fir alle t > 0.
Proposition 1.2.2:
Es gilt:
i) Ist T' eine (F)¢-Stoppzeit, so auch eine (Fy)i-Optionszeit.
i1) Ist T eine (Fi)¢-Optionszeit und (Fi)¢ rechisstetig, so ist T eine (Ft)-Stoppzeit.
Beweis:
Es gilt
i) {T <t} =Upen{T <t— 21} € Fy, da T eine Stoppzeit ist, d.h. das Ereignis ist in
F,_1 und damit in Fy fiir alle ¢ > 0.
ii) Da T eine Optionszeit ist, ist {T < t + ¢} € Fyy. fir alle t > 0. Damit gilt
{(T<ty=({T'<t+e}eFu=F
e>0

wegen der Rechtsstetigkeit.

Korollar 1.2.3:
Es gilt
T ist (Fi)r — Optionszeit <= T ist (F;+ ) — Stoppzeit.
Definition 1.2.4 (Ersteintrittszeiten):
Fiir einen gegebenen (F;)s-adaptierten stochastischen Prozess X mit rechtsstetigen Pfaden
definieren wir fiir eine Teilmenge I' € B(R?) die Ersteintrittszeit Hr als

HF:inf{tZOZXtEF}.

Lemma 1.2.5:
Ist T c R offen, so ist die Ersteintrittszeit Hp eine (Ft)¢-Optionszeit. Ist T C G
abgeschlossen und X mit stetigen Pfaden, so ist Hr eine (F;)¢-Stoppzeit.

Beweis:

Ubung. O

Lemma 1.2.6:

Seien (Ty,)n eine Folge von (Fy)i-Stoppzeiten und S eine (F)-Stoppzeit. Dann sind auch
T+ S, min(T, S), max (T, S) und sup,,~, T, Stoppzeiten. Ist zusdtzlich (F;); rechtsstetig,
so sind auch lim sup,,>1 In und lim inf’;zl T, Stoppzeiten.

12



Bewets:
Beispielweise gilt fir T+ S

{T+S>t}={T'=0,S>t} U {0<T<t,T+S5>t}

€Fo eFi
U{T >t,5=0} U {T>t25>0}€ Fy,
N———’
eFt
denn es gilt
{0<T<t,T+5>t}= |J {0<r<T<t,S>t—r}eF;.

reQt0<r<t ={T>r}n{T<t}eF: €Fi.

Definition 1.2.7 (o-Algebra der T-Vergangenheit):
Fiir eine gegebene (F;);-Stoppzeit T' setze

Fr={AeF|An{T <t} e F; vt >0}.

Lemma 1.2.8:
Fr ist eine o-Algebra und T ist Fp-messbar. Im Spezialfall einer konstanten Stoppzeit
T =t gilt Fr = Fy.

Beweis:

Ubung. O

Lemma 1.2.9:
Fiir zwei (Fy)¢-Stoppzeiten T und S gilt

AeFs=AN{S<T}e Fr.
Insbesondere gilt also, falls S <T auf Q, Fs C Fr.

Beweis:
Sei A € Fg und t > 0 beliebig. Dann gilt

AN{S<TInN{T <t} =An{S<t}n{T <t} n{S<T}
=AN{S <t}n{T <t}n{SAt<T At}
—— —_—,— N————

cF cFi cF;

denn S At und T At sind F;-messbar. ]

Lemma 1.2.10:
Fir zwei (Fy)¢-Stoppzeiten T und S gilt

Fras = FrNFg.

Dabei beinhaltet Frag unter anderem die Mengen {T < S}, {T < S}, {S <T},{S<T}
und {T' = S}.

13



Beweis:
Verwende vorheriges Lemma. O

Proposition 1.2.11:

Sei X ein beziglich (Fi): progressiv messbarer stochastischer Prozess und T eine (Ft)¢-
Stoppzeit. Dann ist die auf {T < oo} definierte Zufallsvariable X7(w) = Xp(,)(w)
Fr-messbar und der gestoppte Prozess (Xrpae)r ist beziiglich (Fy)y progressiv messbar.

Beweis:
Definiere

Y = (X7ps)s ¢ ([0,00) x Q,B([0,00)) ® F) — (RY, B(RY))
(3; w) = XT/\s(w) = XT(w)/\s(w)'

Nun ist Y progressiv messbar, denn

([0,1] x Q,B([0,t]) ® F¢) — ([0,t] x Q, B([0,1]) @ F¢) — (R, B(RY))
(57w) = (T(w) A S7w) = XT(w)/\s (w)

ist messbar, da T" eine Stoppzeit ist und X progressiv messbar ist, d.h. Y ist als Kompo-
sition auch messbar.

Es bleibt zu zeigen, dass X7 Fr-messbar ist, d.h. fiir alle B € B(RY) ist {X € B} € Fr,
was nach Definition dquivalent ist zu {X7 € B} N{T <t} € F, fiir alle ¢t > 0. Nun gilt
wegen der progressiven Messbarkeit von Xpa¢ (%)
{Xr e B}n{T <t} ={Xran € B}N {T <t} € Fi
—_———

€F: wegen (x) €F da T Stoppzeit
fur alle ¢t > 0. L]

Definition 1.2.12 (Martingal):
Ein (F,)n-adaptierter stochastischer Prozess (Xp,), mit E(|X,|) < oo fiir alle n € N heift
Martingal beztiglich (F,, )y, falls fur alle n > m gilt

E(Xy | Fim) = Xm.

Fiir ein Martingal (X,,), gilt E(X,,) = E(X,,) fir alle n,m € N.

Lemma 1.2.13:

Ein (Fp)n-adaptierter stochastischer Prozess (Xy,)n, mit E(|X,|) < oo fir alle n € N ist
genau dann ein Martingal, wenn der Erwartungswert konstant im starken Sinne ist, d.h.
fiir alle beschrankten Stoppzeiten T gilt E(Xo) = E(X;).

Beweis:
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=-: Sei 7 < n eine beschriankte Stoppzeit. Dann gilt

E(X;)=E (i ﬂ{T:k}Xk> = iE(ﬂ{T:k}Xk) =Y E(l{—i E(Xy | Fr))

k=0 k=0 k=0

k=0

< Seien n > m beliebig. Fir A € F, definiert 7 :=m - Tac +n - 14 eine beschrinkte
(Fn)n-Stoppzeit, denn

0 0<k<m-1
{r<k}=CA°c F,,CFr m<k<n-1¢€F
Q n <k

fir alle k € N.
Nun gilt nach Voraussetzung

E(Xplac + Xmla) = E(Xm) = E(Xo) = E(X,) = E(Xm - Lac + Xnla)
d.h. E((X,, — X;,)14) = 0 fur alle A € F,,,. Damit gilt

E(Xn‘]:m):E(Xm"‘(Xn_Xm)’}—m):Xm‘i‘E(Xn_Xm‘]:m):Xm
=0

woraus die Behauptung folgt. O

Sei nun X = (X,,), ein zeitdiskreter, reellwertiger stochastischer Prozess auf (2, F,P)
und (F,), eine Filtrierung von F.

Definition 1.2.14 (Smartingale):
X heifit Submartingal beziiglich (F,,),, wenn fiir alle n > m gilt

E(Xy | Fm) = Xm.

X heifit Supermartingal beztiglich (F,,),, falls fur alle n > m gilt
E(X, | Fm) < X

X ist genau dann ein Supermartingal, wenn —X ein Submartingal ist.

Bemerkung:
Die Charakterisierung der Martingale aus Definition 1.2.12 kann verallgemeinert werden.
Ein (F,)n-adaptierter, integrierbarer Prozess (Xy,), heifit

Submartingal bzgl. (F,)n <
Martingal bzgl. (Fp)n — E(X7){= E(X,,..)
Supermartingal bzgl. (F,), >

fiir alle beschriankten Stoppzeiten 7, wobei T, = max{7(w) : w € Q}.
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Bemerkung:
Fiir Submartingale gilt E(X,,) > E(X,,) fir alle n > m. Fir Supermartingale gilt
E(X,) <E(X,,) fir alle n > m.

Satz 1.2.15 (Doobs optionaler Stoppsatz):
Falls (Xy,)n €in (Fn)n-Martingal ist, so gilt fir alle (Fy)n-Stoppzeiten o <17 < M < 00

E(X, | F,) = X,.

Beweis:

i) X, und X, sind integrierbar, denn

M
> Xilgr=i
k=0

M
<> Xkl € £Y(F)
k=0

| X-| =

und da alle X} nach Voraussetzung integrierbar sind.

i) X, ist Fo-messbar. Dazu ist zu zeigen, dass fiir alle C € B(R) {X, € C} € F, <
{X,eCIn{o <n}eF, firallen e N. Da X, = S ply Xply—p gilt

{X,€eCtn{oc <n}= 6{Xk60}ﬁ{a:k‘}ﬂ{0§n}
Vn
= (XxeCin{o=k} e Fn.
k=0

EFCFn

iii) Sei A € Fy, s0 ist E(14X,) = E(14X;) zu zeigen. Definiere R := 14 -0 + Lge - T,
so ist dies ebenfalls eine beschrinkte Stoppzeit, denn

(R<k}=(AN{o <kHU(AN{r <k} e F

fir alle £ € N. Da (X,,), ein (F,),-Martingal ist, folgt nach der alternativen
Charakterisierung E(X;) = E(Xj) fiir alle beschréankten Stoppzeiten 7. Damit gilt
auch

E(Xo) = E(Xg) = E(LaX, + 14 X,)
E(XO) = E(XT) = ]E(]lAXT + HACXT)

d.h. E(14(X, — X7)) =0 fir alle A € F,.

Satz 1.2.16 (Doobsche Martingalzerlegung):
Sei (Xp)n ein (Fp)n-Submartingal, so existiert eine P-f.s. eindeutige Zerlegung

Xn:X0+Mn+An>

wobei My = Ag = 0, (M,)y ein Martingal und (Ay,), wachsend und (Fpn—1)n-adaptiert,
d.h. vorhersehbar, ist.

16



Beweis:
Definiere F_; := {0, Q}.
1) Existenz: Definiere (A4, ), durch

n+1
Ag:=0und Apypy =Y E(Xp — Xpq | Fr1) > Ay > 0P-fs.
k=1

und A1 ist nach Definition F,-messbar. Noch zu zeigen: M,, = X,, — Xg —
A, ist ein Martingal. M,, ist F,-messbar und integrierbar, also bleibt nur die
Martingaleigenschaft zu zeigen. Dazu gilt wegen A, = A,—1+E (X;, — Xp—1 | Fn-1)

E(Mn ‘ Jrn—l) = E(Xn ‘ Jrn—l) - XO - An
=Xp1—Xo—Ap1=M,
Iteration liefert dies fiir alle n > m.

2) Eindeutigkeit: Angenommen es gelte X,, = Xo + M,, + A4, = Xo + Ly, + C),, wobei
M, L Martingale und A, C' wachsende, (F,_1), adaptierte Prozesse sind. Dann gilt

Mn - Ln — Cn - An — E(Mn - Ln | J—"nfl) - Mnfl - Lnfl
= '-':Mo—LOZO P —f.s.
woraus M, = L, und C,, = A, P-f.s. fir alle n € N folgt.
O

Lemma 1.2.17:
Ist (Xp)n ein (Fp)n-adaptierter, integrierbarer und wachsender Prozess, so ist (Xy)n ein
Submartingal.

Beweis:
Sei n > m, so gilt X,, > X,,, P-f.s., also wegen der Monotonie des bedingten EW

E(Xy | Fm) > E(Xp | F) = X
d

Proposition 1.2.18:
Ist (M), ein Martingal, ¢ : R — R konvez, messbar und p(M,) integrierbar fir alle
n €N, so ist (p(M,)), ein Submartingal.

Beweis:

Adaptiertheit und Integrierbarkeit folgen unmittelbar aus den Voraussetzungen an . Fiir
die Submartingaleigenschaft nutze die Jensensche Ungleichung fiir bedingte Erwartungs-
werte (), so gilt mit Hilfe der Martingaleigenschaft von M

E(o(Ma) | F) = @(E(My | Fu)) = ¢(M).
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Proposition 1.2.19:
Ist (Xp)n ein Submartingal, ¢ : R — R konvex, messbar und monoton wachsend und
o(X,,) integrierbar fir alle n, so ist (p(Xy,))n ein Submartingal.

Beweis:
Wie im Beweis zuvor, verwende in (x) die Monotonie von ¢:

*

E(0(X) | Fin) > 9(EXn | Fr)) > 0(Xm) P—Es..

ZXTTE
O

Beispiel:
Ist (Mp)n ein Martingal, so sind (M2)n, (|My])n und (M), mit M} = supy<, My
Submartingale.

Proposition 1.2.20:
Ist (Xp)n ein Submartingal, T eine Stoppzeit, so ist (Xuar)n ein Submartingal.

Bewets:
Die Submartingaleigenschaft folgt aus

E(Xns1ar | Fn) = E( Xr Liransy +Xnt1 - Lgrsngny | Fn)
~~ —_——— —_———
€Fn auf {7<n}  cF, ={r<n}ceF,
=X, H{Tﬁn} +H{T>TL} E(Xn+1 ‘ .Fn) > Xpnr-

=XnAr >Xn
Iteration liefert die Behauptung. O

Korollar 1.2.21:
Ist (X,)n ein Submartingal, 0 < 7 < N beschrinkte Stoppzeiten, dann gilt E(X,) <
E(X;).

Beweis:
Nach obiger Proposition ist (Y},), := (Xnuar)n €in Submartingal, d.h. es gilt

E(X,) = E(X,nr) = E(Y,) < E(Yy) = E(Xyar) = E(X,).

Proposition 1.2.22 (1. Doobsche Martingalungleichung):
Ist (My)y ein Martingal oder nichtnegatives Submartingal, so gilt fir alle h > 0

1
P (sup Myl = ) < LE(ML).
k<n h

Beweis:

18



i) Ist (M,,), ein Martingal oder nichtnegatives Submartingal, so gilt, dass (X)), =
(|My|)r, ein Submartingal ist.

ii) Sei h > 0 beliebig. Definiere o := min{k € N | X;; > h} € NU{oo}. Dies ist eine
(Fn)n-Stoppzeit, denn

{o <n} ={Xy >hfirein k <n}= U{Xk<h}ce]:n.

k<n EFLCFn

Definiere 7 := o A n, so ist 7 eine beschrinkte Stoppzeit mit 7,4, < n.
i1i) Also gilt, da (X)), ein Submartingal ist,

E(|M]) = E(X;) <E(Xy) = E(|Ma]).

iv) Folglich gilt unter Beachtung, dass o = 7 auf {o < n}

M,
P Sup ’Mk’ >h|= P(U < TL) <E (]1{0<n} ) ||)
k<n < h

M, 1
— 8 (1o 1) < FEM)
iii) 1
< —
< Ta(an)

O]

Proposition 1.2.23 (2. Doobsche Martingalungleichung):
Ist (M), ein Martingal oder positives Submartingal, M = supy<,, |Mg| und M, € LP
fiir ein p > 1, so gilt -

E((M5)") < cp E(|Mn|")

fiir ein geeignetes cp.
Beweis:

i) Wie in der vorherigen Proposition ist (|M,|), ein Submartingal. Sei n € N fix
und ~ > 0 beliebig. Dann ist Y,, = M, - Il{|M >hy € LY(F,) und (X,gn)>k mit
nl=3
Xy = E(Y,, | Fx) ein Martingal fiir jedes feste n € N.

ii) Es gilt My < supg<, ‘X,gn)‘ + %, denn fiir alle & < n gilt

sodass die Behauptung nach der Bildung des Supremums folgt.
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ii1) Mit Hilfe der 1. Doobschen Martingal-Ungleichung in (*) gilt und wegen ‘X,(Ln)‘ =
[E(Yn | Fn)| = |Yal

w0 <2 (7| = §) £ (xe]) =

iv) Mit Hilfe des Satzes von Fubini in (x) folgt zusammen

() = [T PO = N < 2p [N R ([Mal gy o) D
0 N—— 0 ni=2
<ZE(Ya))
() -
= 2pE (Mn’/o NP 2]1{)\<2|Mn|}d/\)
2| M|
_ %R |Mn|/ AP2d)
0
p
= ——2PE (|M,|"
LB (M, )
woraus die Behauptung folgt.
O]

Satz 1.2.24 (Doobsche Submartingalungleichung):
Ist (Xp)n ein Submartingal, so gilt fir alle h > 0

1
P(sup X, >h| < -E(X).
k<n h

Beweis:

Da (X,), ein Submartingal und ¢(z) = 2 konvex und monoton wachsend ist, folgt,
dass (My), = (X;), ein positives Submartingal ist. Damit folgt fiir A > 0 mit der 1.
Doobschen Martingalungleichung

P (supXk > h) —P (SupX,j > h) —P (Sup‘X,j’ > h) < %IE (’X;D
k<n k<n k<n
= %E(X;[).

Proposition 1.2.25 (Doobsches Upcrossing-Lemma):
Sei (Xp)n ein Submartingal, a < b und N € N. Definiere

Un :=max{k e N| 7, < N}

als die Upcrossings bis zur Zeit N, wobei die Stoppzeiten definiert sind als 79 == 0,041 =
min{k > 7; | X, < a}, 7j41 = min{k > 0j41 : X3 > b}. Dann gilt

E(Uy) < ﬁnz ((Xy—a)*) < ﬁ (B(XE) + al)
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Beweis:

1) Da (X,), ein Submartingal ist und ¢(x) := (z — a)" konvex und monoton wachsend
ist, folgt, dass Y,, = (X,, — @)™ ein Submartingal definiert. Ferner gilt Y;, > b —a
und Y,, =0 fir alle k e N, d.h. Y, — Y, >b—a.

2) Es gilt

N

Un
(YTk/\N - Yak/\N) = Z YTk/\N - Yok/\N + Z YTk/\N - Yok/\N
k=1 v k=Un+1 “

hWE

D =

b
Il

1

~——
:Y‘rk—ycrk =Yn2>0 E{O,YN}

Un
> Z (YTk/\N _Yak/\N) >Up - (b— a).
k=1

3) Es gilt ony4+1 > N und damit

N
YN = Yo an = Yop AN — Yonn = Y (Yak+1AN - Yak/\N)
k=1
N N
= Z (Y0k+1/\N - YTk/\N) + Z (YTkAN - Yo'k/\N)a
k=1 k=1
=D
woraus
N N
D =Yy —Yoan = > (Yorunn = Yoan ) <Y = 3 (Yo ian = Yran)
k=1 k=1
folgt.
4) Zusammen ergibt sich
2 1 3 1 R
E(UN) < E(D) < 7E(YN) - Z ]E(YO'kJrl/\N - YTk/\N)
b—a b—a b—a =
— 3
<1 B
S g4 MY

wobei 7 := 7, AN < o1 AN =: & Stoppzeiten sind, d.h. E(Yz) < E(Y7) gilt.
Damit folgt die Behauptung, da Yy = (Xy —a)™.

O

Satz 1.2.26 (Submartingal-Konvergenzsatz):
Sei (Xp)n ein Submartingal mit ¢ == sup,cy E(X;F) < co. Dann konvergiert X,, P-f.s.
gegen eine Zufallsvariable Xoo € LY(F).
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Beweis:
Fir die Konvergenz gentigt es zu zeigen, dass P-f.s.

limsup X,, < liminf X,,
n—o0 n—00

gilt.

1) Definiere
A = {limsup X,, > liminf X, } = U Aoy
n " a<b,a,beQ
wobei Ay p = {limsup, X,, > b} N {liminf, X, < a} = {w € Q : U(a,b) = oo},
d.h. die Pfade mit unendlich vielen upcrossings von a und b, wobei U(a,b) =
limy_,00 Un(a,b) die Anzahl der (a, b)-upcrossings fiir den gesamten Pfad bezeichnet
(beachte: dies ist eine aufsteigende Folge).

2) Seien a,b € Q,a < b beliebig. Mit monotoner Konvergenz (x) und dem Doobschen
Upcrossing-Lemma (k) gilt

) .. #) 1 ,
E(U(a,b)) = ]\}%E(UN) < . (hmj\fupE(XX,) +lal) < o0
—_—
<c <00

woraus U(a,b) < oo P-f.s. und damit P(A, ;) = 0 folgt. Als abzéhlbare Vereinigung
von Nullmengen ist A eine Nullmenge.

3) Es bleibt zu zeigen, dass Xo = lim,, oo X, € L1(F). Dazu gilt mit dem Lemma
von Fatou

E(|Xool) = E(lim | Xy|) = E(lim inf | X,,) < lim inf E(|X,)
<liminf 2E(X;) — E(X,)) < 2¢ — E(Xj) < oo.
n S——

>E(Xo)

Definition 1.2.27:
Eine Menge von Zufallsvariablen H C £!(F) heiit gleichgradig integrierbar, falls

L
sup E (|X| anL) 2%,
XeH

Proposition 1.2.28:
FEs gelten
i) Gilt supx ey E(JX|P) < oo fiir ein 1 < p < 0o, so ist H gleichgradig integrierbar.

ii) Gilt | X| <Y fiir alle X € H fiir ein festes Y >0 mit Y € L1, so ist H gleichgradig
integrierbar.
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Beweis:
i) Ist X € H, so gilt mit ¢ := supycy E(|X|")

x|t
E(IX]1qx>ry) <E ( | X |LI|)_1]1{|X>L}) <

E(|X|P) =50
N—_——

<c

1
Lp—1

uniform in X € H.

1) Fir jedes X € H gilt | X| <Y, d.h. | X| H{\X|2L} < Y1{|X\2L} < Yﬂ{\Y\ZL}a was
wegen Y € L! fiir L — oo gegen 0 P-f.s. konvergiert. Mit Hilfe von majorisierter
Konvergenz gilt

L—oo

sup E(|X|1qx>1y) < E(Y1{y>ry) — 0.
XeH

Satz 1.2.29 (Martingal-Konvergenzsatz):
Sei (M,,)y, ein Martingal und {M,, : n € N} gleichgradig integrierbar. Dann gilt

i) M, — My, P-f.s. fiir ein My, € L1 (F).
i) E(|My — Mag|) — 0 fiir n — oo, d.h. My =5 M.
iii) My, =E(Mx | Fp) fir alle n € N.

Ist Y € LYF) und definiere M, = E(Y | F,), so ist {M, | n € N} gleichgradig
integrierbar.

Beweis:

i) Fiir den ersten Teil geniigt es zu zeigen, dass ¢ := sup,,c E(M,I) < oo. Dann folgt die
Behauptung aus dem Submartingal-Konvergenzsatz. Da {M,, | n € N} gleichgradig
integrierbar ist, gibt es fiir alle € > 0 ein L > 0 mit sup, ey E(| M| Lyjas,>1)) < €
Daraus ergibt sich die Abschitzung

E(M,]) < E(|M|) = E(IM| Lar,>0p) +E (| Ma| -Lgjar,j<ry) <e+L

<e <L

unabhéngig von n.

i1) Fir L > 0 beliebig definiere die cutoff Funktion

L x> L
fo(z) =%z —L<z<L
—L xz<-L
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welche stetig und beschrankt ist. Zerlege nun

E(|Mn - MOO‘) = E(|Mn - fL(Mn) + fL(Mn) - fL(MOO) + fL(MOO) - MOOD
< E(IMy — fo(My)]) + E(|fo(Mn) — fr(Moo)|) + E(|f(Moo) — Mool) .-

Qn Bn Tn

Nun gilt fir a,,
E(|My — fr(Mn)]) = E( | My, — (=L)| Tgar,<—ry) + E(Mn — Ll 1ias, > 1)
—_——— —_———
<My +L|<2| M| <2|My|

< 2E(|Mal Lyjag, >1y) <

W M

wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit fiir ein L > L., uniform in n.
Analog gilt fiir v, da My integrierbar ist,

£
E(|f(Moo) = Moo|) < 2E(|Moo] - Ljnrcl>1}) < 3

furein L > L”. Also gilt fiir alle L > L. := max(LL, L”) firallen € N a,, +7, < %5.
Nach Teil @) gilt M,, — My P-fs., d.h. wegen der Stetigkeit von f7, gilt auch
fo(My) — fr(My) P-f.s. Wegen |fr(M,)| < L € L£! folgt mit Hilfe der majori-
sierten Konvergenz auch E(fr(M,)) = E(fr(Mx)), d.h. es existiert ein V. € N,
sodass fiir alle n > N, gilt

E(|fL(Mn) - fL(Moo)D <

Also gilt die Behauptung fiir L. und N,.

¢
3

i7i) Fasse M, als Kandidaten fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit E(M, | Fy,) auf. Da
M,, F,-messbar ist, bleibt nur zu zeigen, dass fiir alle A € F, E(M,,14) = E(My14)
gilt. Fur alle N > n gilt wegen der Martingaleigenschaft von M in (x)

[E((Mn — Moo)14)| < [E((Mpn — My)14)| + [E((My — Moo)14)|

) 0

< E(|My — Mx|) =50
woraus die Behauptung folgt, da die linke Seite unabhéngig von N ist.
Zum Zusatz: Fir alle n € N, L > 0 gilt
E(IMn| Lyjag, > y) = E(EQY [ Fo)| Ljara>ry) < E(Y 1,5 13)-
Fiir alle K > 0 gilt also

E(Mn| Lyas,>0y) < E(Y] 1, >0 qvizky) + ENY ] Ly >0 1qyi<ky)
<E(Y|lgyisky) + K- E(1qa,>Ly)
—_——

<7 E(IMn))
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wegen der Markoff-Ungleichung. Zusétzlich gilt E(|M,]) = [E(Y | Fn)| < E(|Y] | Frn)

und damit ist

K
E([ M| Lgar,>0y) S E(Y [ 1y >ky) + T E(]Y])

eine gleichméfige obere Schranke. Fiir K und L grof} genug gilt daher E(|M,,| 1{jaz,>1)) <
€ und damit die Behauptung. O

Definition 1.2.30:
Definiere die o-Algebra Fo, = 0 (Upen Fhr).

Korollar 1.2.31:
Fir alle Y € LN(F) gilt M, = E(Y | Fp) =3 E(Y | Foo) P-f.5. Falls Y sogar Feuo-
messbar ist, folgt M, =3 Y P-f.s.

Beweis:

Da M, = E(Y | F,), folgt nach dem zweiten Teil des MKS, dass {M,, | n € N} gleich-
gradig integrierbar ist. Also folgt aus dem MKS M,, — M., P-f.s. fiir eine integrierbare
Zufallsvariable M. Zu zeigen ist nur, dass My = E(Y | Foo). Jedes My, ist Fj, C Foo-
messbar, d.h. auch M, als P-f.s. Limes. Nach dem Martingalkonvergenzsatz gilt

EY | Fn) =M, =E(My | F,) P—fs.
fiir alle n, d.h. nach der Definition der bedingten Erwartung gilt
E(Y14) =E(Mxla)VAe F, Vn
und weil A € U,en F, ein schnittstabiler Erzeuger von Fo ist, gilt auch

E(Y14) = E(Msola) VA € Fop .
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1.3. Martingale in stetiger Zeit

Sei (2, F,P) ein W-Raum und X = (X;):>¢ ein reellwertiger Prozess auf (2, F,P) mit
X; € L£! fiir alle t > 0. Sei eine Filtrierung (F;);>0 gegeben und X sei (F;)¢-adaptiert.

Definition (Ubliche Bedingungen):
Eine Filtrierung (F;); von F erfiillt die iiblichen Bedingungen, wenn

o (Fy); ist rechtsstetig.

o (F¢): enthélt alle N € F mit P(N) = 0 fiir alle ¢ > 0. Dabei geniigt zu zeigen, dass
N € Fy fir alle P-Nullmengen aus F.

Proposition 1.3.1:

Sei X (Fi)i-adaptiert und RCLL und (Fy): erfille die tblichen Bedingungen. Dann
existiert eine Folge von Stoppzeiten (7,)n bzgl. (Fi)i, die die Springe von X ausschopft
m Sinne von

{(t,w) € (0,00) x Q: Xp(w) # X;-(w)} C U {(t,w) € [0,00) X Q: 7, (w) =t}
neN

Bemerkung:
Sei Z eine reellwertige Zufallsvariable und ¢ > 0. Dann sind die Aussagen dquivalent:

HPZ>AN<L.cva>0.

1
by
1
hY

ii) P(Z>A) < 5-cVA>0.

Beweis:
i) = 4i): Wahle zu A > 0 eine fallende Folge Ay, | A\. Dann gilt {Z > A, } 1+ {Z > A}, d.h.
Umen{Z > A} = {Z > A}. Daraus folgt mit der Mafstetigkeit von unten

IP’(Z>/\):1imIP’(Z2)\m)Slimi-c: c.

1
m Ay A
ii) = 1): Wéhle zu A > 0 eine aufsteigende Folge A, T A, so gilt {Z > A\, } | {Z > A},
d.h. Npen{Z > A} ={Z > A}. Also folgt mit der MaBstetigkeit von oben
=

P(Z > A) =limP(Z > \,) < lim

> =

1
Am
0

Satz 1.3.2 (Doobsche Submartingal-Ungleichung):
Sei (Xi)e ein (Fi)e-Submartingal, wobei die Pfade von (Xi): rechtsstetig sind. Dann gilt
fiir allet >0 und A > 0

1
P ( sup X > )\> < —E(X;").
0<s<t A

Beweis:
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i) Sein € N und ¢t > 0 beliebig. Definiere einen zeitdiskreten stochastischen Prozess
(Yi)r durch Yy = X ket und eine zeitdiskrete Filtrierung durch Fj = F i » dann

ist (i) ein (Fg)k Submartmgal Fir jedes A > 0 gilt wegen der Doobschen
Submartingal-Ungleichung in diskreter Zeit fiir N := 2"

P(sup Xx >A) =P(sup ¥y > \) <

1
E(Yy) = T E(X,")
k<N 27 k<N A

>| =

fiir alle n € N. Definiere F,, := {0, 2%, .., t}und F = U, ey Frn, dann liegt F' dicht
in [0,t]. Wegen F,, T F gilt auch

{sup Xy >)\}T{supX/>)\} {sup X5 > A}
s'€Fy s€[0,t]

wobei im letzten Schritt die rechtsstetigen Pfade eingehen. Denn fiir jedes s € [0, ¢]
existiert eine Folge (s]); C F mit s) | s, sodass mit der Rechtsstetigkeit folgt

Xs(w) = lim Xy (w) < sup Xy (w)
l—oo0 7t S EF
woraus nach Bildung des Supremums sup,¢jg y Xs(w) < supyep Xo(w) folgt. Die
andere Ungleichung ist klar.
Mit der Mafistetigkeit von unten folgt nun P(supycp, X > A) — P(supyejo g Xs >
A), d.h. es gilt

P( sup Xs>\) <
s€[0,¢]

Bgl'IP’( sup X > \) <
s€[0,¢]

E(X;") YA >0

E(X;") YA > 0.

>l > =

O]

Proposition 1.3.3:
Sei X ein Martingal (Submartingal) und ¢ : R — R konvex (und monoton wachsend)
mit o(Xy¢) € LY fiir alle t > 0. Dann ist (p(Xy))¢ ein (Ft)i-Submartingal.

Beweis:
Wie im diskreten Fall. O

Definition 1.3.4 (Aufsteigende Uberquerungen eines Intervalles):

Sei Y = (Y4): ein reellwertiger stochastischer Prozess, « < € R und F C [0,00) eine
endliche Teilmenge der Zeitachse.

Dazu sei Up(a, ,Y (w)) die Anzahl der upcrossings des Intervalls [, 5] durch (Y):er,
d.h. definiere

7 :=min{t € F': X; < a}
oj =min{t € F:t > 71;, X; > f}
Tiq1:=min{t € F:t > 0, X; < a}
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fir j > 1 und bezeichne mit Up(a, 5,Y (w)) das groBite j mit o;(w) < oo.
Fiir nichtendliche Zeitmengen I C [0, 00) definiere

Ur(a, 8,Y (w)) == sup{Up(a, 5,Y (w)) : F C I endlich}.

Satz 1.3.5 (Doobsche Submartingal-Ungleichungen):
Sei X ein Submartingal mit rechtsstetigen Pfaden, [so,to] C [0,00) ein Zeitintervall,
a < B und A > 0 beliebig. Dann gelten

i) Die Doobsche Submartingal-Ungleichung, 1. Form:

1
]P’( sup X; > A) < “E(X7).

so<t<to A
1) Die Doobsche Submartingal-Ungleichung, 2. Form:

P(iﬁ Xﬁ&d)gl(wXﬁ—EX%)

so<t<tg A

iii) Die Upcrossing / Downcrossing-Ungleichung

E(X;) + o]

—pl

E (X —a)")
f—a '

E U[so,to] (aa ﬁ) X) <

ED[So,to](au 67X) S

iv) Die Doobsche Maximalungleichung: Falls Xy > 0 P-f.s. fiir alle t und Xﬁ) €Lt
P po\P
E sup X < () E(X?
(s ) ) = (2) e

v) Regularitat der Pfade:

fiir alle p > 1.

o P-f.a. Pfade weisen keine Unstetigkeitsstellen zweiter Art auf, d.h. die links-
seitigen Limiten existieren tberall auf (0,00).

e Fulls die Filtrierung die iblichen Bedingungen erfillt, so existiert eine Folge
von Stoppzeiten, die die Springe ausschipft.

Beweis:

i) Wurde bereits bewiesen.

i1) Siehe Ubungen.
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iii)

iv)

v)

Uso to] (ar, B8, X) ist messbar als Supremum messbarer Abbildungen. Fiir eine belie-
bige diskrete Menge F' = {t1,...,ty} mit ¢; < t;41 gilt

1
f-a

E(Ur(a, 8, X)) < E(UFU{tO}(a B, X)) <

E (Ur(e, 8, X)) < —— (E(X;}) + lal)

(E(on) +1af) .

Sei F), eine Folge endlicher Mengen mit F, 1 ([so, to] N Q) U {s0, to}, so folgt wegen

=Q

1
E(Uq(e 6, X)) < 5— (B(X;p) +al).

Mit der Dichtheit von @ in [so, tp] und der Rechtsstetigkeit folgt die Behauptung.

der Monotonie

Fiir diskretes F' C [sg, to] gilt hier erneut

p P
p
E sup X, < | ———) E(XP).
<<80<t1<)t0 t) ) o (p_1> ( tO)

Mit der selben approximierenden Folge, der Dichtheit und der Rechtsstetigkeit folgt

die Behauptung aus
P Y
E | (sup X, < <> E(XP).
<<te@ t)) p-1) B

Wir zeigen die Beschrénktheit auf jedem Kompaktum. Dazu sei das Kompaktum
OE [0,n] fiir ein n € N. Es gilt

IF’(sup Xt:oo>:]P’<sup thKVK>— lim P(sup XtZK>

0<t<n 0<t<n K—oo  \o0<t<n
1
< lim —E(X,)=0.
m (X)) =
Die Existenz der linksseitigen Limiten fir P-f.a. Pfade: Dazu sei fir n > 1
Al = {w € Q: Upg (0, B, X (w) = oo},

Dann gilt P (AEZ)B} = 0), denn

EUjg (@, 8, X) < 00 = Ujg p)(, 3, X) <00 P—fs..
—_———

>0
Damit gilt auch P(A™) = 0 fir A = Ua<g.a.80 AE ") 5- Nun gilt die Inklusion
{3t e 0,n]: limﬁnf X,(w) < limsup X,(w)} < A™
s st
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Daraus folgt, dass X, (w) := limgy; X(w) fiir jedes t € [0,n] und alle w € Q\A™)
existiert. Da n beliebig war, gilt, dass fur P-f.a. Pfade w die linksseitigen Limiten

fur alle ¢ existieren.

Proposition 1.3.6:
Sei X ein Submartingal. Dann gelten:

i) Es existiert eine Menge Q* € F mit P(Q*) = 1, sodass

Q N F
X3 (W) = Sf};rgg@ Xs(w)

Q — T
X~ (w) = sTltl,IsIé@ Xs(w)
fir allet >0 (bzw. t > 0) und alle w € Q* existiert.

i1) Fir die Limiten aus (i) gilt

E(XZ | Fo) > Xy P—f.s.
E(X; | Fi-) > X2 P—fs.

fiir alle t > 0.
i11) (Xg)tzo ist ein (Fi)e-Submartingal mit RCLL Pfaden.

Beweis:
Ohne Beweis.

Satz 1.3.7:

Sei X ein Submartingal und (F)¢ erfille die ublichen Bedingungen. Dann gilt

i) X hat eine rechtsstetige Modifikation genau dann, wenn [0,00) > t — E Xy rechtss-

tetig ist.

1) Wenn eine rechtsstetige Modifikation existiert, so kann diese RCLL gewdhlt werden,
sodass die Modifikation (Fy)i-adaptiert ist. Die Modifikation kann als Submartingal

beziiglich (Fy): gewdhlt werden.

Beweis:

i) 7 < 7 Sei t — E X; rechtsstetig. Per Annahme gilt F;+ = F;. Wahle (Xg)t
aus Proposition 1.3.6 und zeige, dass dieser Prozess eine Modifikation mit den
gewiinschten Eigenschaften ist. Zunéchst ist (Xg)t per Definition rechtsstetig und

(F+)r-adaptiert. Also bleibt nur zu zeigen, dass (Xg)t eine Modifikation von (X¢);

ist.

Wihle eine Folge (¢,), C Q mit ¢, | t. Dann gilt lim, X,, = XS P-f.s. nach
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Proposition 1.3.6(7). Ferner gilt wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit in (%)
und der Rechtsstetigkeit von ¢ — E Xy in (xx)

“imEx, @ EX
n

EX2

und Proposition 1.3.6(i7) liefert Xg = E(Xg | Ft) > X P-f.s. Zusammen folgt
also wegen IEXg — X;) =0 und Xg - X; >0 Xg = X; P-fs.
7 = 7: Sei (X¢); eine rechtsstetige Modifikation. Sei t, | t eine Folge, so gilt
P(X; = X;, X;, = X; Vn) =1 und wegen der Rechtsstetigkeit lim,, X; = X; P-fs.
Also gilt lim,, X;, = X; P-f.s. und wegen der gleichgradigen Integrierbarkeit auch
E X; = lim, E X, sodass t — E X; rechtsstetig ist.

i7) Folgt mit (4i7) aus Proposition 1.3.6.
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1.3.A. Konvergenzsatze

Satz 1.3.8 (Konvergenzsatz fiir Submartingale):
Sei X ein rechisstetiges Submartingal beziiglich (F¢)¢ und ¢ == suptZOEX;' < 00. Dann
existiert ein Xoo = limy_,oo X; P-f.5. und Xoo € L.

Beweis:
Fir alle n > 1 und a < 8 beliebig gilt
1
0 —«

1 +
B Ujg (0 6, X) < 5= (EX} + o) < (c+al)

d.h. wegen der monotonen Konvergenz auch

E Ujg,o0) (e, 8, X) <

1
(e fal).
Sei A g = {Upp,00) (@, 3, X) = oo}. Dann gilt wegen E(Up )(c, 3, X)) < oo auch
P(Ajq,5) = 0. Also gilt fiir

A= U Aug

a<fB,a,BeQ
auch P(A) = 0. Auerdem gilt {lim sup, X+(w) > liminf; X;(w)} C A, woraus fiir w € Q\ A
lim; X;(w) existiert, d.h. wegen P(Q\A) =1 P-f.s.
Es bleibt zu zeigen, dass Xoo = lim;_oo X; € L. Mit dem Lemma von Fatou folgt
allerdings
E|Xo| = E(liminf | X¢|) < liminf E(|X;]) < oo.
t t

<sup, E|X¢|

Bemerkung:
Fiir ein Sub-Martingal X gilt sup,>oE X;" < 0o < sup;so E(|X¢|) < oo, denn

E(|X¢) = 2E(X;") — E(X;) <2EX;" — E Xo.
Also gilt E(|Xy]) < 2C — E(Xj) < co. Die andere Richtung ist trivial.

Satz 1.3.9:
Sei X ein rechtsstetiges, nichtnegatives Supermartingal. Dann existiert X oo = limy_ oo X3
P-f.5., Xo ist in L und (Xt)ie(o,00] T €in (Fit)iefo,00)-Super-MG.

Beweis:

Y; == — X, ist ein Submartingal mit EY,;" = E((—X;)T) = 0 fiir alle ¢ > 0. Daher folgen
die P-f.s. Konvergenz und X, € £! aus Satz 1.3.8.

Es bleibt noch zu zeigen, dass E(Xo | F¢) < X; P-f.s. gilt. Mit dem Satz von Fatou fir
bedingte Erwartungswerte und der Supermartingal-Figenschaft von X folgt

E(Xw | Fit) < limsinfE(Xs | Fi) < Xy P—fs..
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Satz 1.3.10:
Sei X ein rechtsstetiges Submartingal. Dann gilt (a) = (b) = (c) in

(a) {X¢:t >0} ist gleichgradig integrierbar.

(b) (Xi): konvergiert in L1

(¢) (Xy); konvergiert P-f.s. gegen Xoo € L' und (Xt)ie[o,00] st ein Fi-Submartingal.
Gilt dariber hinaus Xy > 0 fir alle t > 0, so gilt (¢) = (a).

Beweis:

(a) = (b): Aus der gleichgradigen Integrierbarkeit folgt sup; E|X;| < co < sup, E(X;") <
00. Satz 1.3.8 zeigt die P-f.s. Konvergenz und aus der P-f.s. Konvergenz und der gleich-
gradigen Integrierbarkeit folgt £'-Konvergenz.

(b) = (c): Aus der £L!-Konvergenz folgt sup, E|X;| < oo, also die P-f.s. Konvergenz nach
Satz 1.3.8. Ferner gilt mit dem Lemma von Fatou

E(Xe | Ft) > limsup E(X, | Fr) > X¢.
S
(¢) = (a): Fir Xy > 0 fir alle ¢t > 0 folgt, dass 0 < X; < E(X | F¢) gleichgradig
integrierbar ist. O

Satz 1.3.11:
Sei X ein rechtsstetiges Martingal. Es sind dquivalent:

a) X ist gleichgradig integrierbar.
b) X konvergiert P-f.s. und in L' gegen X.

¢) Das Martingal ist abschliefbar, d.h. es existiert ein Z € L' mit X; = E(Z | Fy)
P-f.s. fiir allet > 0.

Beweis:
(a) = (b): Mit dem vorigen Satz.
(b) = (c): Setze Z == X € L. Zu zeigen ist X = E(X | Fs) P-f.s. Sei dazu t > s, so
gilt
[ Xs = E(Xoo | Fs)ll g1 = [[E(Xt = Xoo [ Fs)ll 2
<E|X; — Xoo| = [|X; = Xoo|l 1 = 0.

Noch zu zeigen: E(X | Fi) < X; P-f.s. Dazu wende wieder das Lemma von Fatou fiir
bedingte Erwartungswerte und die Supermartingal-Eigenschaft an:

E(Xoo | Fi) < liminf E(X, | Fy) < X; P—fs.
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Satz 1.3.12 (Optionaler Stoppsatz):
Sei (Xt)ielo,00) €in Techtsstetiges Submartingal beziiglich (Ft): und o < 7 Optionszeiten
beziiglich (Fy)i. Dann gelten

a) Es gilt
E(X, | F,+) > X, P—fs.
wobei Fo+ ={AecF:ANn{o <t} e Fu Vt>0}.
b) Fulls o eine Stoppzeit beziglich (Fi)¢ ist, so gilt

E(XT ’ Jrcr) > XO' ]P_f'S--

¢) Daraus folgt
EX, >EX,>EX,.

d) Ist (Xt)iejo,00) €in Martingal, so gilt in a) bis c) Gleichheit.

Beweis:
a) = b): Sei o eine Stoppzeit und sei A € F,. Dann gilt AN {o <t} € F; C Fy+, d.h.
A€ F,+. Aus a) folgt

@
/ X dP > / X,dP YA€ Fy C Foo,
A A

d.h. es gilt E(X; | F») > X, P-fs.
a): Wir zeigen dies nur fiir den Martingalfall. Der Fall des Submartingals ist eine Ubung.

i) Reduktion auf diskrete Zeit: Definiere dafiir

k . k-1 k
o, = {zn {w: 52 <o(w) < g%} auf k <227

oo sonst

und analog fiir 7;,. Beachte:
o 0, und 7, sind fiir festes n beschrénkte Stoppzeiten (abgesehen von +00).

e o, und 7, sind ebenfalls Stoppzeiten. Sei dazu t > 0 beliebig. Dann existiert
ein k € Ny mit 2% <t< % Esgilt 0, <t &0 < 2% fiir ein k& < 22", d.h. es
gilt

e Fy

&k 2n fii k<22n
{%St}_{{a<2n} falls k < 2 e{Fz'% fir k <

{o0 <2™} sonst Fon  sonst

e 0, und 7, nehmen nur endlich viele Werte an: {% tk <22} U {ool.
e 0, < T, Wegen o < T.

e oplound 7, | 7.
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* Op 2 Optl.

Sei n bis auf weiteres fest. X » ist ein (]-' N )k—Martingal. Doobs optionaler Stopp-
on oM

satz 1.2.15 zeigt
]E(XTn | ‘Fo'n) = XUTL'

Es gilt also fiir alle A € F,,,

/XTnd]P’:/ X, dP. (%)
A A

Dies gilt insbesondere fiir alle A € Ngen Fo,,. Nun gilt

AEﬂkfgkﬁAﬁ{O'kﬁt}Eft Vvt Vk
= AN(Yox <t} € Fpr Vt = A€ F,u.
k

Verwende () nur noch fir A € F +.

i1) Ziel: Limes n — oo in (%) fir A € F +.

Dazu benétigen wir die Konvergenz von X, und X,, in £'. Es gilt die P-f.s.

Konvergenz, d.h. X; = lim, X, und X, = lim, X,, P-f.s. weil 0, J cund 7, | 7
sowie der Rechtsstetigkeit von (Xy):.
Zeige also die gleichgradige Integrierbarkeit, dann folgt die Behauptung. Nun
ist (X, )n ein (Fq, )n-Riickwértsmartingal, da es integrierbar und adaptiert ist
und es gilt E(X,, | Fo,,) = Xo,y P-fis. (OST in diskreter Zeit). Ferner ist
E =1lim, E X,, =E Xy > —o0 und damit folgt aus der Ubung die gleichgradige
Integrierbarkeit.

O]

Beispiel 1.3.13 (Poisson-Prozess):

Sei (T;)ien eine Folge von i.i.d. ZV, wobei T; ~ exp(\) fiir A > 0. Setze Sy = 0 und
Sp = > T; fiir n > 1 (Ankunftszeiten). Definiere Ny := max{n > 0: .5, <t} fir alle
t € [0,00) als die Ankiinfte bis zur Zeit ¢. Dann ist (N;); ein No-RCLL stochastischer
Prozess. Definiere F¥ := ¢(N, : s < t). Im letzten Semester wurde gezeigt:

o (N¢): hat unabhéngige Zuwéchse.
e Dabher ist Ny — Ny unabhéingig von F, fur alle s.
o Ny — Nj; ist Poisson-verteilt mit Erwartungswert A(t — s).
Zeige noch, dass (N¢); ein Submartingal ist. Daftir sei ¢t > s. Dann gilt
E(N¢ | Fs) =E(Ns+ (N — Ns) | Fs) = Ns + E(Ny — Ng) = Ng+ A(t — s) > Ns.

Definition 1.3.14 (kompensierter Poisson-Prozess):
Definiere My = Ny — At fiir alle ¢t > 0. Beachte, dass F¥ = FM fiir alle t > 0 gilt. Dann
ist (M) ein Martingal.
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Bemerkung:
Es gilt Ny = My + At, d.h. ist die Summe von einem Martingal und einem wachsenden,
vorhersagbaren Prozess. Vergleiche auch die Doobsche Martingalzerlegung.
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1.4. Doob-Meyer-Zerlegung

Definition 1.4.1 (Aufsteigende Zufallsfolge):

Sei (2, F,P) ein W-Raum, (F,), eine Filtrierung von F und (A,), eine Folge von
Zufallsvariablen und A,, sei F,-messbar fiir alle n € N. Dann heifit (A,,),, eine aufsteigende
zufillige Folge, wenn 0 = Ag < A; < ... P-fis. und E(|4,|) = E(A4,) < oo fiir alle n € N.
Eine aufsteigende zuféllige Folge (A, ), heifit integrierbar, wenn E(A) < oo fiir Ao =
limy, o0 An.

Eine beliebige Folge von Zufallsvariablen (,,), heifit vorhersagbar (predictable) beziiglich
(Fn)n, wenn &, € Fp,_1 fir alle n € N.

Bemerkung (Martingaltransformation):
Sei (&,)r, eine vorhersagbare Folge mit E(|€,]) < oo fir alle n und (M,),, ein beschrinktes
Martingal. Dann ist mit

n
Yo=0und Y, = > & (Mg — My_y) Vn>1
k=1
auch (Y},), ein Martingal.

Beweis:
Die Integrierbarkeit ist klar, da jeder Summand die Form &, (My, — Mj_1) hat mit &, € £!
und (---) beschriankt. Es gilt wegen der Vorhersagbarkeit von £ in (%)

E(Yn+1 |~F ) = (Y +§n+1( n+1 — n) |-Fn)

(_)Y+£n+1E( n+1 Mn|Fn):Yn+§n+10:Y

O

Definition 1.4.2:
Sei (Ap)n eine aufsteigende zuféllige Folge beziiglich (Fy,),. Dann heifit (A,,), natiirlich,
wenn fir alle n > 1

E(M,A,) (ZMk 1 (A — Ap 1))
k=1

fiir alle beschrankten Martingale (M, ), gilt.

Bemerkung:
(A,)n ist genau dann natiirlich, wenn fur die Martingaltransformation Y = (Y,,),, von
(A,)n durch jedes beschrinkte Martingal EY,, = 0 fir n > 1 erfiillt.

Beweis:
Bezeichne mit M; die Menge der beschriankten Martingale. Dann gilt

(Ay)p natiirlich <= ZE(MkAk Z (My_1Ag) Vn YM € M,
k=0 k=1
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sowie (beachte, dass Ay = 0)

n n
k=0 k=1

Proposition 1.4.3:
Sei (Ap)n eine aufsteigende zufillige Folge. Dann gilt

(An)n vorhersehbar <= (Ay)n natirlich.

Beweis:
7 =7 Es gilt

E(MpAg) = E(E(Mp Ay, | Fr-1)) = E(A E(M}, | Fr—1) = E(AxMy—1)

und die Summation iiber k liefert die Behauptung.
7 <7 Sei (M), ein beliebiges beschranktes Martingal. Dann gilt

E(Mn[An - E(An ’ ]:nfl)])

= E((Mn - Mnfl)An) + E(Mnfl[An - E(An | ]:nfl)])

—E(Mp, — Mp—1)E(A, | Fro1)) =0
denn

E(M,, — M,—1)A,) =E(Y,) —E(Y,-1) =0

mit Y aus der Martingaltransformation und weil (A,,), natiirlich ist, sind alle Erwar-
tungswerte 0. Zweitens ist E(A, —E(A4,, | Fn—1)) = 0 und damit verschwindet der zweite
Term (bedinge vorher auf F,,_; und nutze die Eigenschaften der bedingten Erwartung).
Weil M ein Martingal ist, gilt

E((My, — Mp1)E(Ay | Fr1)) =E(E(M, — My—1 | Fne1) E(A, | Fro1)).
=0

Sei n fest. Definiere (M,En))k durch

o [2 k=zn
U EEZ™ | FY) o k<n

mit Z() = sgn (A, — E(A, | Fn_1)) € Fn. Es gilt

M,gn)‘ < 1, also ist (M,gn))k beschrankt.

. E(M,gn) | Fr—1) = ( ) fiir alle k, denn fir £ < n folgt dies per Definition. Fiir
k = n folgt dies Wegen
20| Fra) = M7,

ebenfalls nach Definition. Fiir k > n gilt E(Z™ | Fi,) = 2™, da 2 € F,.
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Mit dieser Wahl gilt
0=E (MT(Ln) [An —E(Ay | Fa-1)]) = E(JAn — E(Ay | Fr1)l)
——
=Zz(n)
woraus A, = E(A,, | Frn—1) P-f:s. folgt. Also ist (A,,), vorhersehbar. O

Definition 1.4.4 (aufsteigend):
(A¢): heift aufsteigend, wenn

1) (A¢): ist (F¢)e-adaptiert

2 AO =0 P-fs.

)
3) t+— Ay(w) ist monoton wachsend und rechtsstetig P-f.s.
)

4) EA; < oo fiir alle £ > 0.

Gilt auBlerdem E Ao, < oo fiir Ao = limy—,00 Ay, so heifdit (A;); integrierbar.

Definition 1.4.5 (natiirlich):
Sei (A¢)¢ ein aufsteigender Prozess. Dann heifit (A;); natiirlich, wenn

E < MsdAS> =E ( MS-dAs> (*)
[0,¢] [0,¢]

fir alle t > 0 und alle beschrankten, rechtsstetigen Martingale (Ms)s.

Bemerkung 1.4.6:

i) Die Integrale sind wohldefiniert, falls (A;); aufsteigend ist und X = (X;); ein
messbarer stochastischer Prozess. Dann ist fiir festes w € 2

[Fw)= [ XF(w)dA(w)
[0,¢]

wohldefiniert als Lebesgue-Stieltjes-Integral (d.h. (As(w))s induziert ein dufleres
MaB). Sofern I (w) endlich sind (und wohldefiniert), so definiert I; == I, — I
einen stochastischen Prozess.

In unserem Fall ist (X¢); = (M), adaptiert und rechtsstetig. Also definiert (I;);
einen rechtsstetigen, progressiv messbaren stochastischen Prozess.

i1) Ist (Ay); aufsteigend und stetig, dann (A;); ist natirlich.

Beweis von (ii):
Gemaf Satz 1.3.5(v) hat (Ms(w))s hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen. Also
gilt fir P-fa. w

/[0 1] (Ms(w) — M- (w)) dAs(w) =0

fur alle ¢t > 0. O
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Lemma 1.4.7:
Sei (Ar)y aufsteigend und (My), beschranktes, rechtsstetiges Martingal. Dann gilt

E(M;A;) =E ( MsdAs> .

[0,¢]
Insbesondere gilt () aus Definition 1.4.5 genau dann, wenn E([j 4y My-dAs) = E(M;Ay).

Beweis:
Fiir eine Partition IT = {tg,..., ¢y} von [0,¢] mit 0 < tg <t; < ... <t, =t definiere

n
MSH = Z Mtk:ﬂ‘(tkfl,tk}(s)'
k=1

Nutze die Martingaleigenschaft in (x), so gilt

() s

k=1
n n—1
=E (Z My Ay, — > My, Atk>
k=1 k=1~
(;)Mtlc
= E(MA).

Fiir maxj<j<p |ty — tk—1| — 0 gilt M — M. Da (MI)s beschrinkt ist durch die
Schranke an (Ms)s fiir jede Wahl von II folgt die Behauptung aus dem Satz von Lebesgue.
O

Definition 1.4.8:
Definiere

S = {7 : 7 Stoppzeit bzgl. (Fy);,P(7 < 00) =1}
S, = {7 : 7 Stoppzeit bzgl. (F¢);, P(r < a)=1}.

Sei (X¢); rechtsstetig und adaptiert.
i) (Xt)¢ heiBt von der Klasse D, wenn {X, : 7 € S} gleichgradig integrierbar ist.

i1) (Xt): heiBt von der Klasse DL, wenn {X, : 7 € Sy} gleichgradig integrierbar ist fiir
jedes a > 0.

Aufgabe 1.4.9:

Sei (X}) ein rechtsstetiges Submartingal mit X; > 0 oder Xy = My + A, fiir jedes t > 0,
wobei M ein Martingal und A ein aufsteigender Prozess.

Dann ist (X;); von der Klasse DL.

Ist (X;) ein gleichgradig integrierbares, rechtsstetiges Martingal, dann ist (X;); von der
Klasse D.
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Satz 1.4.10 (Doob-Meyer-Zerlegung):
Sei (Xt): ein rechtsstetiges Submartingal, (X¢): von der Klasse DL und (Fi)¢ erfiille die
Standard-Bedingungen. Dann gelten

a) Es existiert ein rechtsstetiges Martingal (M) und ein aufsteigender Prozess (Ai):
mat
Xt = Mt + At (**)
fur alle t > 0.

b) (Ay): kann natirlich gewdhlt werden.

c) Wenn wir verlangen, dass (A¢)r natirlich ist, dann ist die Zerlegung eindeutig im
Sinne der Ununterscheidbarkeit.

d) Ist (Xi)¢ von der Klasse D, dann ist (M), gleichgradig integrierbar und (Ay);
integrierbar.

Beweis:
Eindeutigkeit: Sei X; = M; + A, = M| + A} fir alle t > 0, wobei (M;)¢, (M{): rechtss-
tetige Martingale und (A;)¢, (A})¢ natiirliche, aufsteigende Prozesse. Dann ist

ZtZ:At—AQZMt/—Mt

wobei A; — A} die Differenz zweier monotoner Funktionen, also von beschriankter Variation
(fiir festes w) ist. Sei (&): ein beschranktes, rechtsstetiges Martingal. Nutze in (x), dass
Ay und A} natiirlich sind, so gilt

E(&(At—A;))Lemm—““E( €,dA, — / €sdA's>
(0,¢] (0,¢]

Ug ( / fsdzs>
(0,¢]

Lebesgue . U n m m
o i 8§ 7 - 47)
j=1

n— oo

t;n) — tg-ﬁ)l‘ — 0 und

fiir eine Folge von Partitionen {t(()") yee ,t&’f,{} mit maxi<j<m,

»geschachtelt“. Da ft(Jn_) L EF ) und Z )~ Z ,(m)ein Martingal ist, gilt
j—1 J Jj—1

E (é;@l (Zym ~ Zt;n)l)) —0

sodass E(& (A, — A})) = 0 fiir alle ¢ folgt.

Wiéhle (&) durch & = E(¢ | F) fir alle t und fiir eine beschrinkte Zufallsvariable &.
Satz 1.3.7 (unter iiblichen Bedingungen) zeigt, dass (&;); als rechtsstetige Modifikation
gewihlt werden kann unter Erhalt der Martingal-Eigenschaft. Also gilt

0=E(E(¢ | Fe)(Ar — A7) = E(&(Ar — A7)
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Da ¢ beliebig war gilt Ay = A} P-f.s. Da (A¢)¢, (A}): rechtsstetig sind, folgt also P(A; =
AL VE>0) = 1.

Existenz:

Schritt 1: Schrianke zunéchst auf [0, a] ein. Es geniigt, dies zu betrachten: verwende
dazu die Eindeutigkeit der Fortsetzung auf jedes [0, 7).

Schritt 2: Sei also a > 0 fest. Fiihre eine Zeitdiskretisierung durch:

Definiere Y; == X; — E(X, | F¢) fiir alle ¢ € [0, a]. Dabei ist X; ein Submartingal
und E(X, | F¢) ein Martingal. Daher ist (Y;); ein Submartingal mit ¥; < 0 P-f.s.
fiir alle ¢.

Betrachte die Partition II, = {t(()”), . ,té’f)} von [0, a] mit tg") = Q%a fir j =
0,...,2m,

Nutze die Doobsche Martingalzerlegung in diskreter Zeit: Setze Ytg_n) e Mt((?) +AEZ3)
j i

fiir j =0,...,2", wobei A vorhersagbar und aufsteigend ist. Es gilt
j—1
(n) _ (n) (n)
At?n) - Z E(Ytiru - Ytkn ‘ ‘Ftk)'
g k=0

Ferner gilt Y, = X, — E(X, | Fo) =0, d.h. M{™ = —A™.
Y\ = M 4 Al = A7 —E(A) | Fy).

J

Schritt 3: Zeige, dass (A((ln))n gleichgradig integrierbar ist.

Sei dazu A > 0 beliebig und 7, = T)(\n) = min{a,min{tyi)l : Agl) > A}}, d.he es gilt
™ <tji_1 & Agl) > \. Insbesondere gilt {Ty <t;_1} € Fit;_y, da A™) vorhersehbar ist.
Somit ist 7 eine Stoppzeit aus S,.

Es gilt 7\ < a & Afl") > A

Auf {ry = t;} gilt (ALY | Fyy) = B(ALY | Fr,). Daher gilt auf {r, < a} =
Ui{m =t}
Yy, = AW —E(AD) | Fr) < A-E(AD) | Fy)

Auflésen nach E(Agn) | Fr,) und Integration tiber {ASL”) > A} ={mn\ <a} e Fy
fithrt auf

/ AMAP < AP(1y < a) —/ Y, dP.
A5 >0} {rr<a}

Analog fiir % statt A\ unter Verkleinerung des Integrationsbereiches in (x) fithrt zu

— Y, ,dP = AN — A ) dP
/{TA/2<0L} A2 {TA/2<‘Z}( )‘/2)

*)
2/ ()\)\>d}P’:)\IP’(T,\<a).
{ma<a} 2 2
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Zusammen ergibt sich also

AMdP < -2 Yy, ,dP— Y, dP.

/{Aé’”»} T Hmpe<ay {m<a}

Nach Voraussetzung ist (X;); aus der Klasse DL, d.h. {X, : 7 € §,} ist gleichgradig
integrierbar. Da Y; = X; — E(X, | Fy), ist auch {Y; : 7 € S, } gleichgradig integrierbar.
Eine Nebenrechnung zeigt mit Hilfe der Markoff-Ungleichung IP’(T)(\n) <a)= ]P’(A((ln) >
A < E(AAW)

E(AM) = —EMM)=—EM™ = —EY,

a

da AP = —M{™ und A[()n) = 0 P-f.s.. Damit folgt also auch
IP’(TA(n) <a)<-—
gleichméflig in n. Daher gilt zusammengefasst

lim sup/ AP =0
A S

A—00 neN
weil (Y;); gleichgradig integrierbar ist und wegen IP’(TA(R) <a)—0.
Schritt 4: Nutze das Dunford-Pettis-Kompaktheitskriterium: (X,,), C £! ist gleichgra-
dig integrierbar genau dann, wenn (X,,), relativ kompakt in der schwachen Topologie
beziiglich (£, £°) ist.
Hier ist (Afln))n gleichgradig integrierbar, also existiert eine integrierbare Zufallsvariable
A, und eine Teilfolge (ng)x 1 0o, sodass Agn’“) — A, schwach in £!. Dies bedeutet, dass
fiir jede beschrankte Zufallsvariable £ gilt

E(£AT) X E(eA,).

Ohne Einschriankung sei ny = k. Definiere A; = Y; + E(A, | F¢) fur alle t € [0,q] als
rechtsstetige Modifikation. Fir jedes ¢, das in einer Partition vorkommt, d.h. ¢ € I :=
Unzlnn, gilt
AV =Yi+ B | F)
~———
— E(Aq4|F¢) schwach in £1
mit Hilfe der Aufgabe 1.4.11.

Schritt 5: Zeige, dass (A;); aufsteigend ist. Dazu seien s,t € II,0 < s <t <aund £ > 0
eine beschriankte Zufallsvariable. Dann gilt

E(€(A, — A)) = lim E(€(A — AM)) >0,

n—oo

und mit § = 1, >4,y folgt As < Ay P-fs.
Da II dicht ist, folgt, dass t — A;(w) P-f.s. monoton wachsend auf II ist. Mit Hilfe der
Rechtsstetigkeit folgt die Monotonie auf [0, a] P-f.s.
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Klar ist die Adaptiertheit, Ag = 0 P-f.s. (iibertrégt sich von (A(()n))n) und A; € £! fiir
alle ¢ per Definition von A,.
Schritt 6: Zeige, dass (A;); natiirlich ist. Fiir jedes n € N gilt, da (A((ln))n natiirlich ist,

-
E(E.AL) — B (z € (A0 - A, ))
j=1

271
(%) n n
=E (Z fft(_n)l(YtE. = Ytg)l))
=1 7~

wobei in () EA,(fn) = E(Y; + MG) eingeht. Bilde den Limes n — oo, so gilt wegen der
schwachen £!'-Konvergenz

277.
E(uAd) = lim E(&AL) = lim E (Zlft;ml (A - Aﬁfl))
P

—u ([ 6an).
(0,a]

Nach Lemma 1.4.7 gilt E (f(o,a] §SdAS) =E (f(o,a} & dAS) fiir jedes rechtsstetige Martin-
gal. Ersetze also (£5)s durch (&s)s fiir ein beliebiges ¢ € [0, a], so gilt

E ( / fsdAs> —E ( / &AsdAs) _E < &dAs>
(0,¢] (0,a] (t,a]
_E ( / g(t/\s)dAs> _E ( gtdAs>
(0,a] (t,a]

:E( @d&>.
(0,¢]

denn es gilt fiir alle beschrénkten rechtsstetigen Martingale (&5)s

E ( §sdAs> _E ( ¢, dAS> .
(0,a] (0,a]

Wihle fiir ein beliebiges, rechtsstetiges Martingal (&) (éw) s und setze dieses ein, so gilt

ésdAs - / gsdAs + gt [Azz - At]
] (0,2]

(0,a
= [ Gdas— [ 6 da+ gl - A
(0,a] (0,¢]
E- s<t
denn limyg §une = { & s = ¢. Damit gilt E ( Jo deAS) -F ( Jo gsfdAs).
& s>t

Schritt 7: M, :=E (X, — A, | F:) ist nach Definition ein Martingal und es gilt
Xe =Y +E(X, | Ft) = A —E(As | Fo) + E(X, | Fe) = Ar + M.
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Der Zusatz, falls (X;); von der Klasse D ist, ist eine Ubung. O

Aufgabe 1.4.11:

Gegeben sei eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen (Z(),, mit Z(" — Z schwach in
L' Dann gilt fiir jede beliebige o-Algebra G C F auch E(Z™ | G) — E(Z | G) schwach
in £!.

Beweis:
Sei ¢ eine beliebige beschrénkte Zufallsvariable. Dann gilt

E(EE(Z™ | G)) =EEEE(Z™ | 6)|6)) =EEE | G)E(Z™ | G))

fiir eine beschrinkte Zufallsvariable € € G. Wegen der Voraussetzung gilt E(£Z() "=3°
E(Z)=...=E(E(Z|9)). O

Definition 1.4.12 (regulér):
Sei (X¢); ein Submartingal. Dann heifit (X;); regulér, falls E X, — E X, fiir alle Folgen
Tp T 7 mit 7, 7 € Sy und alle a € (0, 00).

Aufgabe 1.4.13:
Ein stetiges, nichtnegatives Submartingal ist regulér.

Satz 1.4.14:
Sei (Xt): ein rechtsstetiges Submartingal und von der Klasse DL, (F)¢ erfiille die tiblichen
Bedingungen und (Ay); sei der natirliche, aufsteigende Prozess aus der Doob-Meyer-
Zerleqgung. Dann gilt

(Ap)s stetig <= (Xt)¢ reguldr.
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1.5. Stetige, quadratisch integrierbare Martingale
Sei (Q, F,P) ein W-Raum, (F;); eine Filtrierung von F und (F;); erfiille die tiblichen
Bedingungen.
Definition 1.5.1 (quadratisch integrierbar):
Sei (X¢); ein rechtsstetiges Martingal.
(a) X = (X¢); heiBt quadratisch integrierbar, wenn E X? < oo fiir alle t.
(b) Wir sagen X € Mo, falls X quadratisch integrierbar ist und Xy = 0 P-f.s. gilt.
(c) Hat X € M, zusatzlich stetige Pfaden (P-f.s. stetig), so sagen wir X € MS§.

Bemerkung 1.5.2:

Ist X € My, so ist (X?); ein nichtnegatives Submartingal. Nach der Ubung folgt daraus,
dass (X?); von der Klasse DL ist. Nach der Doob-Meyer-Zerlegung gilt also X? = M; + A,
fiir ¢ > 0, wobei M ein rechtsstetiges Martingal und A ein natiirlicher, aufsteigender
Prozess. Ist X € Ma, so gilt Xog =0 P-f:s.. Ist X € MS§, so gilt nach Satz 4.14, dass (A4;);
und (M,); stetig sind.

Definition 1.5.3 (quadratische Variation von X):
Sei X € Mjy. Definiere (X), := Ay mit A; aus der Doob-Meyer-Zerlegung von (X7?):,
wobei (A;); natiirlich und aufsteigend.

Bemerkung:
((X),)¢ ist ein P-f.s. eindeutiger, adaptierter, natiirlicher und aufsteigender Prozess mit
(X)g = 0 P-fs. derart, dass (X7 — (X),); ein Martingal ist.

Beispiel 1.5.4 (kompensierter Poisson-Prozess):

Sei (N¢): ein Poisson-Prozess mit Rate A\ > 0. (F¢); erfiille die iiblichen Bedingungen und
(Vi) sei (Fy)i-adaptiert. Dann ist My = Ny — A - t ein Martingal mit M = (M;); € My
(nachrechnen) und (M), = X - ¢t fiir alle ¢.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen, dass (M7 — At); ein Martingal ist. Dazu nutze die Unabhingigkeit
von Ny — N von F in () sowie, dass fiir Z ~ Poi(\) EZ = Var Z = X gilt, so erhélt
man

E(M{ | Fs) = E((Ny = M)* | Fy) = E((Ne = Ns) + (Ny = At))? | )
© Var(N; — No) + (E(V, = No)?) + ...
= At —5) + N2 (t — 8)2 + 2(Ns — M)A(t — 5) + (Ns — At)%
Nach kurzer Rechnung gilt
E(MZ = At | Fo) = (M2 = Xs) = At = 5) + X2(t — 5) + 2A(t — 5)(Ns — \D)

+ (Ng — Mt)? — At — (Ng — As)? + As
=...=0.
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Bemerkung:
Seien X,Y € Ma, so sind (X +Y)? — (X +Y) und (X —Y)? — (X —Y) Martingale.
Indem man subtrahiert, erhdlt man, dass

(X+Y)2 (X 4+Y) = (X Y2+ (X —Y)=4XY - ((X +Y) — (X - Y))

ebenfalls ein Martingal ist.

Definition 1.5.5 (quadratische Kovariation):
Seien X,Y € Mjy. Dann heifit

1
(X,)Y), = 1 (X +Y), —(X-Y),)
quadratische Kovariation von X und Y. Insbesondere ist XY — (X,Y’) ein Martingal.

X, Y heifilen orthogonal, wenn (X,Y’), = 0 P-f.s. fiir jedes ¢ > 0.

Bemerkung 1.5.6:
Sind X,Y € Ms. Dann sind dquivalent:

1) X,Y orthogonal

1) (X,Y), =0 fiir alle ¢ (per Definition)

1V

)
)
iti) X -Y ist ein Martingal (wegen der Eindeutigkeit von (A;);)
) E((Xy — Xs)(Y: = Ys) | Fs) =0 fiir alle s < ¢ (sieche Rechnung)
)

die Zuwichse Xy — X, Y; — Y5 sind bedingt unabhéngig gegeben F; fir alle s > 0
und t > s.

v

Zum vierten Punkt:

E((Xt_XS)(Y;f_Y;) ’}-s): (XtY‘t_XSE/t_XS)/%—’_XS}/;‘fS)
(XtY;“fs)_XsYs_XsY:s‘i‘XsYs
(X,Y; — X,Ys | Fs) Vs <t

Vs <t < (X;Yy): ist ein Martingal.

E
E
0

Aufgabe 1.5.7:
(-,-) ist eine Bilinearform auf Ms. Fir XY, Z € M3 und «, 8 € R gelten die folgenden
Rechenregeln:

i)

i)
iii) (X, V), < (X),(Y), = (X, X), (Y,Y), fiir alle t > 0.

(X + BY,Z) = a (X, Z) + B Y, Z).
(X,Y) = (¥, X)
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iv) Sei &(w) die totale Variation (im Sinne der Analysis) von ((X,Y), (w))s auf dem
Intervall [0,¢]. Dann gilt fir P-f.a. w

A~ N

§r(w) — &s(w) < 5 (X)), (@) = (X) (W) + (¥, (@) = (V) (@)

Definition (p-Variation):

Sei X = (X¢); ein stochastischer Prozess, und ¢ > 0 beliebig, II = {to,...,t,} eine
Partition von [0,¢] mit 0 =ty < t; < ... <t, =t und p > 0. Die p-Variation von X iiber
IT ist definiert als

n
V;t(p) (H) = Z |th - thfl |p'
k=1
Fiir p = 2 heifit dies quadratische Variation. Definiere die Feinheit einer Unterteilung I1
durch ||II|| == maxi<p<y [tk — tk—1]-
Satz 1.5.8 (Quadratische Variation fiir stetige Martingale):
Sei X € M§ und t > 0 fest. Dann gilt

R v = (x),

in Wahrscheinlichkeit.

Vorbereitungen:
Sei X € Ms,0 < s<t<u<w. Dann gilt

E((Xv - Xu)(Xt - Xs)) = E(E( . ‘ ]:u)) = E((Xt - Xs)(E(Xv - Xy | ]:u)) =0,

d.h. der Erwartungswert gemischter Terme fallt weg.
Ferner

E(XE - Xg ‘ ]:t) = E(<XU - Xu)2 ‘ ]:t)
=B (X2 - (X),) - (X2 = (X),) | Ft) +E(X), — (X)
= E((X), — (X), | Fo).

| Ft)

u
v

Lemma 1.5.9:
Sei X € Ma und | Xs| < K < oo fir alle s <t P-f.s. und Il = {to, ...t} eine Partition
von [0,t] wie oben. Dann gilt

E ((Vt(Z) (H))Q) < 6K*.

Beweis:

48



Sei 0 < k <m — 1. Dann gilt

m m
E Z (th - Xt]'_1)2 ’ ‘Ftk =E Z XtQJ - 2thth—1 +Xt2j,1 ’ ‘Ftk
Jj=k+1 J=k+1

. ( S (x2-x2.) mk)
=1

<E(X} | Fu,) < K>
~—

<K?

Ebenfalls gilt

E (Tnz i (th - thfl)Q (th - th1)2)

k=1 j=k+1
m—1 m Teil1 (M=l 9
=E E|l > (0207 | Fu < E (Z (X, — Xt ) K2>
k=1 j=k+1 k=1
m—1 m—1
< K°E E((.)|Fi) | =K°E ( E(X2 - X7, | ft“)>
Jj=k+1 k=1
m—1
- K2E< (x2 - x2, 1)) <K?E(X2 ) <K%
k=1 g ad
<K?

Lemma 1.5.10:
Sei X € M§ mit | Xs| < K < oo fir alle s <t P-f.s. Dann gilt

lim E V%) = o0.

11| —0
Beweis:
Es gilt
m
Vt(4) (H) = Z |th - th—l ’2 ’th - th—l‘Q
k=1 —_—

< (X[
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mit
my(X,8) = sup{| Xy — Xo| :<v <u <t,u—v <0}

=sup{| Xy — Xp|: 0<u<v<t,u—v<duveQ}eF

Die Gleichheit gilt aufgrund der Stetigkeit der Pfade. Es gilt m;(X,d) < 2K fir alle
0 > 0. Somit gilt nach Cauchy-Schwarz und Lemma 4.10

(0 < (2 (20)) " e (mceamy))
< VR (E (my(x, 1)) 7 115,

da fiir ||II|| — 0 auch wegen der Stetigkeit der Pfade und wegen der Beschréanktheit nach
dem Satz von Lebesgue my (X, ||IT]|) — 0 gilt. O

Beweis von Satz 1.5.8:

Schritt 1: Angenommen |X,| < K < oo und (X), < K fiir alle s < t P-f.s.. Sei
IT={tg,...,tp} mit to =0<t; <...<t, =t eine Partition. In diesem Fall gilt sogar
L£2-Konvergenz, denn

B (v - (x0,)°)

k=1

= E((.k)(--0))

k=1
DS E(0)+2 Y EC B Fo)

k=1 1<k<I<m
< Z [(2}3 (th — th,1)4) +2E ((<X>tk - <X>tk_1)>}

k=1
<2E (V1)) +2E (i (X1, = (XD, ) - (1), IIHII)>

k=1

<92E (Vt(4)(H)) + 2(@-mt(<X> )
<K —0

Femma S fie 11| — 0.

mit dem Satz von Lebesgue im letzten Schritt. Dabei verschwinden die bedingten
Erwartungswerte (vgl. Vorbereitung (b)) in (x).
Schritt 2: Lokalisieren: Setze 7, := inf{t > 0 : |X;| > n oder (X), > n}. Dann ist

50



Xt(") := X, n ein beschrinktes Martingal aus M$. Beachte, dass X2 ,, — (X), A, €10
beschranktes Martingal ist. Nach der Eindeutigkeit der Doob-Meyer-Zerlegung gilt

<X(n)>t = <X>t/\'rn :

Anwendung des ersten Schrittes fiir festes n zeigt

m 2
lim E ((Z (th/\Tn - th_l/\'rn)Q - <X>t/\7n> ) = 0.

imj—o— \ \ =

Fiir t > 0 fest und n — oo folgt 7,, T oo P-f.s. Daher gilt lim,, o P(7,, < t) = 0. Damit
gilt fiir ein beliebiges § > 0 und alle Partitionen IT

7 )

m
< P(Tn < t) +P (Tn > t, Z (th/\Tn - )(tk,l/\rn)2 - <X>t/\7'n
k=1

m

Z (th - th—1)2 - <X>t
k=1

S

11 0
M50 p(r, < 1) 2% 0.

O]

Aufgabe 1.5.11:
Sei (X¢); ein stochastischer Prozess, der stetig und adaptiert ist. Angenommen es existiert
ein p > 0, sodass fiir alle ¢t > 0

lim V() = L
i, VD = L

in Wahrscheinlichkeit gilt fiir eine Zufallsvariable L; mit P(L; € [0,00)) = 1. Dann gilt

a) limm—o V;(Q) = 0 in Wahrscheinlichkeit fiir alle ¢ > p.

b) limym o Vi = oo in Wahrscheinlichkeit fiir ¢ € (0, p) auf {L; > 0}.
Aufgabe 1.5.12:
Sei X € MS§ und 7 eine Stoppzeit. Dann gilt
(X). =0 P—fs. = P(X;p, =0Vt >0) =1.

Beweis:
1. Beobachtung: Es gilt

P((X), = 0) = 1 = P((X),,, = 0¥t > 0) =1,

T

da (X) monoton steigend ist.

2. Beobachtung:
oSsT
02" E (X2, = (X)) = EXE, .

Daraus folgt Xyo, = 0 P-f.s. fiir alle t. Daraus folgt die Behauptung unter Ausnutzung
der Stetigkeit der Pfade. O
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Bemerkung:

Die erste Aufgabe sagt aus, dass das Integral bzgl. (X;); € M§ in der Regel nicht als
Lebesgue-Stieltjes-Integral definiert werden kann.

Ist X € MS$, so ist (X) monoton, sodass V;(I)(H) = (X),, wobei dies die Variation von
(X) darstellt. Insbesondere gilt also im Allgemeinen P((X), > 0) = 1. Insbesondere gilt
fiir die Variation von (X) V;®(IT) — 0 in Wahrscheinlichkeit. Also ldsst sich [ ...d (X),
als Lebesgue-Stieltjes-Integral definieren.

Satz 1.5.13:
Seien X,Y € MS. Dann existiert ein (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutiger, (Fi)¢-

adaptierter, stetiger Prozess (A¢)r von beschrankter Variation mit Ay = 0 P-f.s. derart,
dass (XY; — Ap)e ein (Fy)r Martingal ist. Dies ist Ay = (X,Y),.

Beweis:

Existenz: Zeige, dass A; = (X,Y), der gesuchte Prozess ist.

Eindeutigkeit: Angenommen es existieren zwei Prozesse A, B mit den gewiinschten
Eigenschaften. Dann ist M = (XY — A) — (XY — B) = B — A ein stetiges Martingal
mit beschrankter Variation (da A, B beschrénkte Variation haben).

Lokalisieren: Definiere 7, = inf{¢t > 0 : |M;| > n} und setze Mt(n) = M;in,. Dies
definiert ein stetiges, beschrinktes Martingal, M (™) e Ms5. Aus der Eindeutigkeit der
Doob-Meyer-Zerlegung folgt

(M) ppy = (M™) =0,

tATN

was nach Aufgabe 1.5.12. ]P)(Mt(n) = 0Vt > 0) = 1 bedeutet. Also gilt auch P(M; =
0vt>1)=1,dar,TooPfs.. Also sind A und B ununterscheidbar. O

Definition 1.5.14 (Lokales Martingal):
Sei X = (X;); ein (stetiger) stochastischer Prozess. Falls eine monoton wachsende Folge
von Stoppzeiten 7,, mit

e lim,, oo 7, = 00 P-f.s.
. Xt(") = X¢ar, ist ein Martingal fiir jedes n

existiert, dann heifit X ein (stetiges) lokales Martingal. Gilt auBerdem Xy = 0 P-f.s., so
schreiben wir X € M bzw. X € M!¢ falls X stetig.
Bemerkung 1.5.15:

o Jedes Martingal ist ein lokales Martingal.

e Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Es gibt stetige, gleichgradig integrierbare
lokale Martingale, die keine Martingale sind.
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Definition 1.5.16:
Seien X,Y € Mjy. Definiere

1 X ||, = VE(X?) vVt >0

1X11 =D 27" (X1, A )

n=1

d(X,Y) =X —Y].

Proposition 1.5.17 (Proposition 5.23):
(Ma,d) und (M§,d) sind vollstandige metrische Riume.

Beweis:

d ist eine Pseudometrik. Nun gilt || X =Y || =0= || X - Y|, =0Vn = X, =Y, P-fs.
fir alle n. Daraus folgt X; = E(X,, | F¢) = E(Y,, | Ft) =Y, fur alle n € N und alle ¢ < n.
Wegen der Rechtsstetigkeit sind X, Y ununterscheidbar, d.h. d ist eine Metrik.
Vollstiindigkeit: Sei (X (™)), eine Cauchy-Folge in Ms. Dann ist fiir jedes t > 0 (Xt(n))n
eine Cauchy-Folge in £2(§2, F;,P), denn fiir ein k > ¢ gilt

E ((Xt(”) - Xtm))2> <E <IE ((X,i”’ - X,gm>)2 | ]—"t>>

5 () < - x

Also existiert ein X; € Lo(F¢) als Limes. Es bleibt zu zeigen, dass (X;); ein Martingal

ist.
Dazu sei A € Fy, s < t und zeige E (11,4 (Xs(n) _ Xs‘m))) ~0. O
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2. Brownsche Bewegung

2.1. Einfiihrung

Definition 2.1.1 (Brownsche Bewegung):
Eine eindimensionale Standard-Brownsche Bewegung ist ein stochastischer Prozess (B;)¢>0
bzw. (Bt)iepo,r] mit den Eigenschaften

o (Werte in R)

o (Fy)i-adaptiert fiir eine Filtrierung (Fy);.

o Stetige Pfade

e Byp=0P-fs.

e B; — B, sind unabhéngig von F; fiir alle t > s >0
e By— Bs~N(0,t—3s).

Bemerkung (Unabhéngige und stationdre Zuwéchse):

Sei (By); eine Brownsche Bewegung und 0 = ¢ty < t; < ... < t,, < oo. Dann sind die
Zuwichse (By; — By,_,); unabhéingig und die Verteilung héingt nur vom Abstand ¢; —#;_1
ab (stationdre Zuwéchse).

Bemerkung:
Die Brownsche Bewegung ist ein quadratintegrierbares Martingal mit (B), = t.

Beweis:
By = By — By ~ N(0,t) = B; € Ly fiir alle t. Fiir die Martingaleigenschaft gilt

E(B, | Fs) = E(B; — By + B, | Fs) = E(B; — B, | F) + E(B, | Fs) = Bs.
O

Bemerkung:

Gegeben sei ein stochastischer Prozess (B;):>0 mit stationédren, unabhéngigen Zuwéchsen,
sodass By — Bs ~ N(0,t — s). Dann lasst sich zeigen, dass (B;); mit der induzierten
Filtration (FP); eine Brownsche Bewegung ist.

Fiir eine stochastische Differentialgleichung werden wir regelméfig F ,{B C F; fir eine
Filtration (F;); nutzen. Ersatzweise .7-"? C JF; fiur alle t > 0, sodass B; — Bs noch
unabhéngig von F ist. Dann ist (B;); eine Brownsche Bewegung bzgl. (F});.
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2.2. Erste Konstruktion einer Brownschen Bewegung

Definition (Zylindermengen):

Definiere R[> := {w : [0,00) — R}. Betrachte die Mengen der Form {w € R .
(w(t1),...,w(ty,)) € A} fir ein n € N, t1,...,t, > 0,A € B(R"). Diese heiflen Zylinder-
mengen in R%®), C sei die Menge aller Zylindermengen in RI>*) und B(RI**)) := 5(C).

Definition 2.2.1 (Vertraglichkeitsbedingung fiir endlich-dimensionale Verteilungen):
Fiir jedes n € N und alle t1,...,¢, > 0 sei ein W-Mafl Q, ¢, auf (R", B(R")) gegeben.
Die Familie dieser endlich-dimensionalen Mafle

{Qtlw,tn,n S N,tl, . ,tn > 0}

n

heifit vertraglich, wenn

1) Qty,.tn(Apy X X Ay,) = Qs 50 (Asy X .. X Ag, ) fir alle Permutationen s1, ..., S,
von ti,...,t, und alle Wahlen von t1,...,%, und alle zulédssigen Wahlen von
Aq, ... A,
ZZ) Qt1,...,tn (A X R) = Qt17.__7tn71(A) fir alle n € N, t1,...,lp = O, Ac B(Rn_l).
Bemerkung:
Ist P ein W-MaB auf (RI%%) B(RI>))), so definiert
Qurytn(A) = P (w € RO (w(hr), ., w(tn)) € 4) (%)

eine vertriagliche Familien von endlich-dimensionalen Maflen.

Satz 2.2.2 (Fortsetzungssatz von Kolmogorov):
Set {Q¢,..t,,n €N ty,... t, > 0} eine vertragliche Familie von endlich-dimensionalen

MajSen. Dann existiert ein W-Maf$ P auf (R[O"X’), B (R[O"X’))) derart, dass (%) fir alle
neN, ty,...,tn, >0 und alle A € B(R") gilt.

Korollar 2.2.3:
Es existiert ein W-Maf§ P auf (R[O’OO),B (R[O’oo))) derart, dass (By); definiert durch

By(w) := w(t) (kanonischer stochastischer Prozess) fiir alle w € R%®) und alle t > 0
stationdre, unabhingige Zuwdichse hat mit By — By ~ N (0,t — s) firt > s > 0.

Bemerkung:
Damit (By); eine Brownsche Bewegung ist, fehlen noch stetige Pfade.

Beweis:
Sei0 =359 <81 <...<8,und ay,...,a, € R. Definiere

Fso,...,sn (ah ) an) = P(le <aig,..., Bsn < an)

aq an
= / - / p(51,0,91)p(s2 — s1,y1,92) - - P(Sn — Sn—1, Yn—1,Yn)dYn - - - dy1
—0o0 —00
. _ 1 1 2
mit p(t, u,v) = Tomi OXP (—Qt (u—) )

Lassen nun Permutationen der s; zu. Vertraglichkeitsbedingungen leicht zu verifizieren.
O
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Erster Versuch: Gilt P(C([0,00),R)) = 17 Allerdings gilt, dass die stetigen Funktionen
nicht messbar sind, d.h. es gilt C([0, 00), R) ¢ B(RI*>)).

Satz 2.2.4 (Kolmogorov-Centsov-Stetigkeitssatz):
Sei X = (Xy)¢ ein stochastischer Prozess. Existieren Konstanten o, 3,C > 0 derart, dass

E(|X; — Xs|*) < C |t — 8|7

fir alle s, t € [0,T] gilt, dann existiert eine stetige Modifikation X wvon X, deren Pfade
lokal Hélder-stetig sind mit Exponent v € (0, 8/a). D.h. es existiert eine Zufallsvariable
k mit P(k > 0) = 1 und eine Konstante 6 > 0 mit

P ( sup ‘Xt(w) _ XS(M)) < 5) =1

7
0<t—s<k(w),s,t€[0,T] |t — s

Korollar 2.2.5:
FEs existiert ein W-Mafl P auf (R[O’OO,B (R[O’OO)>> und ein stochastischer Prozess W =

(W)t auf (R[O’OO,B (]R[O’OO))) derart, dass W mit Filtrierung (F}'); eine Brownsche
Bewegung unter P ist.

Beweis:
1. Schritt: Satz 2.2.4 ist anwendbar, denn

E (1B, Bo™) = (2n = )|t — 5"

Wiéhle a = 4, so gilt
E (1B~ B|') =3[t — .

Folglich existiert eine stetige Modifikation W7 von (Bt)tefo,1-

2. Schritt: Sei Q7 = {w : Wl(w) = By(w) Vt € QN[0,T]}, so gilt P(Qr) = 1, da
W7 eine Modifikation ist. Nun gilt fiir Q = N3, Q7 ebenfalls P(Q) = 1. Auf Q gilt
W = Bi(w) = W2 (w) fiir alle t € QN[0,T1] N [0, T5]. Wegen der Stetigkeit der Pfade
gilt Wit (w) = W/2(w) fiir alle t € [0,T1 A Ty). Also ist (W;(w)); wohldefiniert durch
Wi(w) = W fiir w € Q. Setze Wy (w) := 0 fiir alle ¢t und alle w ¢ Q. O

Bemerkung:
Die Pfade der Brownschen Bewegung sind P-f.s. v-Holder-stetig mit v € (0, g) Statt

a=4,3=1wahle a =2n,8=n—1, so ist g = "2—;1 fir alle n € N. Also sind die Pfade
Holder-stetig mit v < %
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2.3. Levy-Cielsielski-Konstruktion der Brownschen Bewegung

Fakten:

o H heift (reeller) Hilbertraum, wenn H ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ist,
welcher vollstdandig beziiglich der induzierten Metrik ist.

e H heifit separabel, wenn es eine dichte abzdhlbare Teilmenge besitzt.

e (hn)yn heiit vollstandige Orthonormalbasis, wenn (h;, h;) = 0;; fiir alle 4, j gilt und
{SN aphn : N €N ay,...,ay € R} dicht in H liegt.

o L2([0,1], A lj0,1) mit (f,g) = fol fg dX ist ein separabler Hilbertraum.
e Ein separabler Hilbertraum besitzt eine vollstdndige Orthonormalbasis.

o Ist H ein separabler Hilbertraum und (hy), eine Folge in H mit (h;, hj) = 0;;.
Dann ist (hy,), eine vollstindige Orthonormalbasis genau dann, wenn

{zx € H: (x,h,) =0VYn} ={0}. (%)

o Ist (hy)n eine vollstdndige Orthonormalbasis so gilt die Parsevallsche Gleichung

() = 3 () (g )

n=1
fiir alle z,y € H.

Definition (Haarbasis):
Definiere fo(t) =1 und fiir n € Nund k € {1,...,2"" 1}

2" te|(2k—2)27", (2k — 1)277)
Far(t) =1{—2"7 te[2k—1)2"", 2k 27"

0 sonst

Lemma:
F={fotU{far :n €N,k e {1,...,2" 1} ist eine vollstindige Orthonormalbasis von
L*([0,1], ).

Beweis:
Normalitét: Es gilt

/01 f3(t)dt =1 und /01 fRatydt=2-27". (27)2 —1.

Orthogonalitét:

1 1
/ Jo(t) frx(t)dt = / frk(t)dt = 0.
0 0
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Wegen f, # 0 = fn; =0 fir k #1[ gilt

1
/0 k() fas(t)dt = 0.

Fir n # m gilt, da die Vorzeichen gegensétzlich sind

1
/0 o) fona ()t = 0.

Fiir die Vollsténdigkeit verifiziere (). Sei also h beliebig mit (h, fo) = 0 und (h, frr) =0
fiir alle n, k. Dazu zeigen wir, dass ff h(t)dt =0 firalle0<a<b<1l. Fira=0,b=1
gilt nach Voraussetzung

1
0= (. fo) = (1) = [ h(D)at
0
Zeige nun nach Induktion iiber n, dass f(]f—_s?*" h(t)dt = 0 fir alle n € N und k €
{1,...,2"}. Fir n =1 gilt
1

1/2 1
h(t)dt — / h(t)dt = / hdt = [ hdt =0
1/2 0 1/2

1/2

0={(h, fi1) = /0

wegen fol hdt = 0.
Fiir den Induktionsschritt gilt analog

" (2k—1)27"~1 2k-27 "1
0= (h, furrs) =25 ( / hdt — / hdt)
( (

2k—2)2—n—1 2k—1)2—n—1
(2k—1)2— "1 9k.9—n—1
= hdt = / hdt =0
(2k—2)2-n—1 (2k—1)2-n—1

wobei im letzten Gleichheitszeichen die Induktionsvoraussetzung eingeht.
Seien nun a,b € [0,1] beliebig. Dann gilt [ hdt = 0 fiir a,b € {k27" : n € N,k €
{0,...,2"}}, wobei dies dicht in [0, 1] ist. Nach dem Satz von Lebesgue folgt daher

[P n(t)dt = 0 fiir alle a,b € [0,1]. O
Folgerung (Parsevallsche Gleichung):
Es gilt
oo 271
(h1,ha) = (b1, fo) (ha, fo) + Y > (b, fui) (has fuk)
n=1 k=1

fiir alle hy, he € L£2(]0,1]).

Definiere nun die Schauder-Funktionen
t
Fo(t) = [ fals)as
t
For(t) ::/0 frk(s)ds.
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Seien {&o, &k : n € Nyk € {1,...,2"71}} eine Familie von unabhingigen Standard-
Normalverteilten Zufallsvariablen auf (2, 7, P) (Existenz ist gesichert, da aufgrund der
Unabhéngigkeit die Vertraglichkeitsbedingung erfiillt ist).

Definition:
Definiere fir festes N € N

N 2n71

BM(w) = F0)6o(w) + 3 N Fup()énn(w).
n=1 k=1

Beobachtung:
i) Fiir N und w fest ist ¢ — B}¥ (w) stetig mit B(SN) (w) =0, d.h. (B,gN))t ist ein stetiger
stochastischer Prozess.

i) Fir 0<t; <o <... <ty < list (B, BN, ... By~ N (0,%).

Idee: (Bt(N))t konvergiert gleichméfig gegen eine Brownsche Bewegung fiir N — oo.

Lemma:
Es gilt
N 27l
Fo(t)Fo(s) + > Y Fup(t)Fu(s)
k=1 k=1
N 2n—l
= <]l[0,t}7 1> <ﬂ[0,s}> 1> + kz_:l kz_:l <]l[0,t]a fn,k> <]]-[0,s]a fn,k>

N

i <]l[0,t], ]1[0,3]> =sAt
mit h1 = ]l[o’t},hg = 1[0’5].
Lemma:
(Bt(N) (w))¢ konvergiert gleichmdfsig auf [0,1] fir P-f.a. w € Q. Genauer ezistiert ein
Qo € F mit P(Q) = 1 derart, dass fir alle w € Qo die Folge (B§N)(w))t stetiger
Funktionen gleichmdfSig gegen eine Funktion t — By(w) konvergiert. Insbesondere ist die
Grenzfunktion Bi(w) automatisch stetig.

Beweis:
Es gilt (beachte die Teleskopsumme)

2N71
DMV (w) = BN (W) - BN Vw) = 3 Failt) Enpw)
k=1

——
6{02‘#}
Damit gilt
(N) _N+41
sup |D <272 a .
up [DiY () <2775 max fen(w)
=N
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Daher folgt daraus

P <bup’D ’ > a:> <P (fN > 9255+ ) < 2§1P (’§N,k| > Q%x)
k

_9.9N-1 (1_¢<2%x)) QN\/%; V22

wobei ® die Verteilungsfunktion der A/(0, 1)-Funktion bezeichnet und mit x := 52V /2

gilt y = % Daher gilt

N 1 2 2
P <sup ‘DgN)’ > 22N/2) <oV _—_ \fe’NT
t
was summierbar ist. Definiere
N N __
8 = ﬂmzl UNZm {Slzp ’Dt( )’ > 52 N/2},

so folgt nach dem Borel-Cantelli-Lemma P(Qy) = 1. Fiir w € Qg gilt, dass ein m(w)
existiert, sodass fiir alle N > m(w) : sup, ‘Dt(N)‘ < %Q_N/Q gilt. Da die rechte Seite
(

summierbar ist und BtN) (w) durch die DIEN) (w) ausgedriickt werden kann, folgt die

gleichméfige Konvergenz. Insbesondere ist By (w) = limy_ Bt(N) (w) fitr w € Qp wohl-
definiert. n

Ohne Einschréankung ersetze (€2, F,P) durch (Qo, F |q,,P ’F‘ﬂo)'

Satz 2.3.1 (Existenz einer stetigen Brownschen Bewegung):
B = (Bi)seo,1) ist eine Brownsche Bewegung auf [0, 1] bzgl. (FB),.

Beweis:

B, ist reellwertig, (FP)i-adaptiert mit stetigen Pfaden und By = 0 nach Konstruktion.
Es bleibt also zu zeigen, dass B; — Bs; unabhéngig von ]:sB fir alle ¢ > s > 0 ist und
By — By ~ N(0, — 5).

Dazu zeige, dass fiir 0 = tg < t1 < ... <ty <1 die Zuwichse { By, — By,_, }; unabhéngig
und N (0,¢; — tj—1) verteilt sind. Dieses geniigt, um die Unabhéngigkeit von B; — B,
von F SB zu zeigen, denn dazu miissten wir nur zeigen, dass B; — B, unabhéngig von
{Bs,,...,Bs,,} fiir alle m und alle s; < ..., s, < s ist. Wir zeigen

E exp (zi \j (Btj )) H exp (—)\2 —tj— 1))

j=1
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fir alle j =1,...,m, A\; € R gilt. Dazu nutze die Unabhéngigkeit der &, ;, in (x), so gilt

(exp (zi N (B - B ))) —E <exp (—2' i(AjH - Aj)Bt(jV)))

=E (exp (—z i\f: 2%:1 Enk Z j+1 — Aj) Fr k(t])))

n=0 k=1
2n—1

T L= (e (i) =TT

n=0 k=1
S

Fiir die Details siehe | ]. O

N———

Korollar 2.3.2 (Fortsetzung auf [0, c0)):
E's existiert eine stetige Brownsche Bewegung B = (Bt)te[o,oo)-

Beweis:
Fiir jedes n € N existiert nach vorigem Satz ein (£, F,,P,) und eine Brownsche

Bewegung (Xt(n))te[o,l] auf (Qy,, Fp,Pp). Definiere den Produktraum
Q=R F=Q Fn,P=QP.|.
neN neN neN

Ferner definiere B;(w) = X,Fl)(wl) fir w € Q und ¢t € [0,1] sowie Bi(w) = Bp(wn) +
Xt(f:l)(wnﬂ) fir w € Q,t € (n,n + 1]. Es lésst sich zeigen, dass (By);>0 eine Brownsche
Bewegung bzgl. (FP); ist. O
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2.4. Der Raum C([0, >0)), schwache Konvergenz und das Wiener-MaB

Der kanonische Raum, auf dem die Brownsche Bewegung betrachtet werden sollte, ist
C([0,00),R) mit der Metrik

=1
plwn,wa) =3 o sup (Jwi(t) —wa(t)) A 1.
k=1 te[O,n}

Ziel: Konstruktion eines W-Mafles IP auf C(]0, 00), R) mit der Borel-o-Algebra derart, dass
die Auswertungsabbildung W;(w) = w(t) unter diesem Maf} eine Brownsche Bewegung
darstellt.

Bemerkung:
(C(]0,00),R), p) ist ein polnischer, d.h. ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum.

Definition 2.4.1 (Zylindermengen):
Sein > 1, t1,...,t, € [0,00) oder [0,¢] und A € B(R"). Dann heifit

{w e C([0,00),R) : (w(t1),...,w(ty)) € A}

eine Zylindermenge von C([0,00),R). Z sei die Menge aller Zylindermengen und Z; die
Menge aller Zylindermengen mit 1, ...,t, € [0,¢] und definiere G = o(2),G; = 0(Z;).
Aufgabe 2.4.2:

Es gilt G = B(C([0,00),R)) und G; = o, ! (B(C(]0,0),R))), wobei ¢;(w)(s) = w(t A s).
Bemerkung:

Sei X ein stetiger stochastischer Prozess auf (€2, F,P). Dann ist X : Q — C([0, 00), R) eine
F — B(C([0,00),R))-messbare Zufallsvariable. P X ! heifit Verteilung von X. Verifiziere,

dass fiir stetige stochastische Prozesse P X ~! eindeutig durch die endlichdimensionalen
Verteilungen bestimmt ist.

Definition 2.4.3 (Straftheit):
Sei (S, p) ein metrischer Raum und II eine Familie von W-Maflen auf (S, B(S)).

a) II heifit relativ kompakt, wenn jede Folge in II eine schwach konvergente Teilfolge
besitzt.

b) II heift straff, wenn fiir alle € > 0 ein K C S kompakt existiert mit P(K) > 1—¢
fiir alle P € I

¢) Eine Familie von Zufallsvariablen (X, ), mit X, definiert auf (24, Fq,Py) heifit
relativ kompakt bzw. straff, wenn IT = {P, X!}, die Eigenschaft hat.

Satz 2.4.4 (Satz von Prohorov):
Sei (S, p) ein polnischer Raum und 11 eine Familie von W-Mafen auf (S,B(S)). Dann
ist IT relativ kompakt genau dann, wenn 11 straff ist.

Beweis:
Ohne Beweis. O
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Definition (Stetigkeitsmodul):
Sei w € C(]0,00),R), T'> 0 und 6 > 0. Definiere das Stetigkeitsmodul

m’(w,8) = sup w(s) —w(t)]-
|s—t|<4,s,t€[0,T]

Aufgabe 2.4.5:
Es gelten die Eigenschaften

o wirml(w,d) ist stetig.
e 5+ mT(w,d) ist monoton wachsend.

o lims_omT(w,d) = 0 fiir alle w € C([0,00),R) (denn w ist gleichméBig stetig auf
[0,77).

Satz 2.4.6 (Straffheitskriterium fir C([0, 00),R)):
Sei (Py,)n eine Folge von W-Mafen auf (C(]0,00),R), B(C([0,00),R))). Dann ist (Py,),
straff genau dann, wenn

lim sup P, (w: [w(0)] > A) =0

A—00 n>1
lim sup Py, (w : m” (w,8) > &) =0 VT, e >0
6%07121

Beweis:

"=": Sei (P,)y, straff und n > 0 beliebig. Dann existiert wegen der Straffheit ein kompaktes
K mit P,(K) > 1—n fiir alle n € N. Eine Version des Satzes von Arzela-Ascoli sagt, dass
K C C(]0,00),R) genau dann kompakt ist (bzw. kompakten Abschluss besitzt) , wenn

sup |w(0)] < oo
weK

lim sup m’ (w,d8) =0 VT > 0
6—0 weK

Damit gilt

lim supP, (w : |w(0)] > X) < supP,(K¢) <.

A—00 1 N———— n

CKe far X grof8
Da n > 0 beliebig war, ist die erste Bedingung nachgewiesen. Die zweite Bedingung léasst
sich analog zeigen.
'«<=": Wihle T' > 0, A > 0 und > 0 mit sup,, P, (|w(0)| > \) < 5757 AuBerdem existiert
fir k € N ein 0; > 0 mit sup,, P, (mT(w, o) > %) < 5rkrr - Definiere
1
Ap = {w(0)] <A, m"(w, d) < Yk}

A= ﬂ AT.
T=1
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Dann folgt

o0

n n
Pu(Ar) 21 = 5 = > o7

k=1

21_777

~No

IP’nA21—OOIP’A
(A) TZ:li)

s

2

woraus mit Arzela-Ascoli die Straftheit von (Py,), folgt.
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2.4.A. Konvergenz endlich dimensionaler Verteilungen

Sei (2, F,P) ein W-Raum und X = (X}); ein stetiger, stochastischer Prozess. Dann ist
X : Q2 — C(]0,00),R) F—B(C([0,00),R))-messbar.

Frage: Gegeben sei eine Folge (X™),, stetiger, stochastischer Prozesse auf (Qy,, Fp, Py).
Konvergiert X™ in Verteilung gegen X, d.h. X" D, x? Konvergieren die endlich
dimensionalen Randverteilungen?

Beobachtung:

Gilt X" 25 X, so gilt (X],..., X)) = (X1, ..., Xy,) fiir alle k € Nund 1., t.

Beweis:
Betrachte die Auswertungsabbildung

Htly--wtk : C([O, OO),R) — Rk
wr (w(t), .. w(tk)).

Dies ist stetig, da es eine Projektion ist. Sei f : R¥ — R stetig und beschréinkt. Dann gilt

Epnf(Xﬁ,...,X[;)):/f(xl,...,xk)IP’n(Xt’";,...,X{Z)_l(dxl,...,dxn)
=Ep, folly,,. 4 (X™) =3 Ep folly . 1 (X)
:E]pf(th,...,th)

wobei hier eingeht, dass f oIl eine stetige und beschrankte Funktion ist. O

ole
Gilt auch die Umkehrung? Im Allgemeinen nicht.

Beispiel 2.4.7:

Definiere X' = nt]l[ ](t) +(1- nt)]l(i ;](t) und X; = 0 fiir alle ¢ > 0. Dann gilt:

2n’n

0.-L

2n

i) Die endlichdimensionalen Verteilungen konvergieren, denn fur jedes ¢ > 0 und n > %
gilt X =0 = X; und damit

(Xg, X, X1 ) = 0= (Xo, Xy, ..+, Xty)

1

mint; °

fiir n >
i) Aber X™ konvergiert nicht in Verteilung gegen X, denn die Funktion

f:C([0,0),R) = R

wr sup |w(t)| Al
0<t<1

ist stetig und beschrankt, und es gilt f(X™) = % 4 0= f(X).
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Satz 2.4.8 (Konvergenz der endlichdim. Verteilungen & Straffheit = Kvgz. in Verteilung):
Sei (X™), eine Folge von stetigen, stochastischen Prozessen, wobei (X™),, straff sei
als Folge C([0,00), R)-wertiger Zufallsvariablen. Ferner konvergiere (X3, ..., X} ))n in
Verteilung fir alle k € N,0 <t1 < ... <ty < o0. Definiere P, als die Verteilung von X™
und Wi(w) = w(t).

Dann existiert ein W-Mafi P auf B(C([0,00),R)), sodass Py, L2y P und (X, XE) 2,
Wiy ..., We,) fir alle k und t;.

Beweis:
1. Schritt: Eindeutigkeitsaussage

Jede Teilfolge von (X™), ist straff, d.h. jede Teilfolge (X"™*); hat eine konvergente

Teilteilfolge Py, B P. Sei (P"’?z)l eine weitere konvergente Teilfolge mit P”z}l N Q.

Dann gilt P = @, denn
Plw: (w(t1),...,w(ty)) € A) = ll_i)r?OIP’nkl (...)= lilmIP’n%l (.0=0Q(..)

aufgrund der Konvergenz der endlichdimensionalen Verteilungen. Also haben P und @
die selben endlichdimensionalen Randverteilungen, d.h. aufgrund der Erzeugereigenschaft
gilt P = Q.

2. Schritt: Angenommen (P,),, konvergiert nicht oder nicht gegen P. Dann existiert
eine stetige, beschriankte Funktion f : C([0,00),R) — R derart, dass ([ fdPP,), nicht
konvergiert oder nicht gegen [ fdP. Es existiert wegen der Beschrianktheit nach Bolzano-
Weierstra$ eine Teilfolge ([ fd Py, )k, die konvergiert. Unter der Annahme [ fdP,, +—
J fdP erhalten wir einen Widerspruch zu Schritt 1, da (P, )x eine Teilfolge haben muss

mit P, — P. 0
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2.4.B. Das Invarianzprinzip und das Wiener-Mal}

Seien (& )ien ii.d. mit E¢; = 0, Varéy = 02 € (0,00). Definiere Sy := 0,5, = 3" &
(Irrfahrt). Definiere Y = (Y});¢[0,0c) mittels linearer Interpolation via

Ye =S+ (= [t
fir ¢ > 0, wobei |-| die untere Gaufi-Klammer sei und reskaliere via

1

Xt(n) = 5 Yt
no
Beobachtung:
Eg+)1 X(n) \/—é‘k_l,_l ist unabhéngig von o(&1,...,&) = ]:k/;.

Satz 2.4.9 (Konvergenz der endlich-dimensionalen Verteilungen):
Fir alle k € N und alle 0 <t <to < ... <ty gilt

XM, xM) By (Buy. .. By)

t1 >
mit einer Standard-Brownschen Bewegung (By).

Beweis:
Sei ohne Einschrankung k =2, s =t;,t = t2 (s < t).
1. Schritt: Beseitige die Interpolation:

-

1
ﬁstnq < Vno? ‘Qntjﬂ‘ :

Also gilt mit Tschebyscheff

(n) 1 1 1
P (|~ omsSion| > <) SP(W ] > <) < e Varte

Also geht die Differenz gegen 0 in Wahrscheinlichkeit. Analog gilt

™) b
in Wahrscheinlichkeit. Verwende nun: gilt X (™) 2, X, d(X™,Y(™) = 0 in Wahrschein-

lichkeit, so gilt Y (") D x (gilt auf separablen, metrischen Rédumen).
Es gentigt also zu zeigen, dass

)H —0
2

1 D
\/m (Sl_nsj')s\_ntJ) — (stBt)' (*)
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2. Schritt: Verwende, dass falls X () 2, X und ¢ stetig ist, so folgt auch (X ™) =
»(X) angewendet auf die Funktion ¢(z,y) := x + y. Statt (x) zu zeigen, geniigt es zu

zeigen, dass
1

Vno?

Dazu seien u, v beliebig, so ist wegen der Unabhéngigkeit

(SLanaSLth - SLan) 2) (BSaBt - Bs)~

Lsn] Ltn) Lon ¢ Ltn)
Ee E L&t E]t lomj 116 ]Ee Tz Z \/;th Lonj+1 &
Beachte:
1 LSZMS ~ V/sn] Lsznjf
no? i T \/71 V| sno? J
_>\/§ —N(0,1)

woraus mit dem Satz von Slutsky die Konvergenz gegen N (0, s) in Verteilung folgt. Also

konvergieren auch die charakteristischen Funktionen. Also konvergiert obige charakte-

a2 _p2i=

ristische Funktion gegen das Produkt e i.e TS, wobei dies die charakteristische
Funktion von (Bs, By — By) in (u,v) ist. O

Fortsetzung: Konvergenz auf Prozessebene. Zeige noch die Straffheit.
Lemma 2.4.10:
Es gilt

1
lim lim sup — IP’( max |S;] > 6\/n02> =0

60 n—oo O 1<j<[nd]+1

fiir alle € > 0.

Beweis:
Sei § > 0 beliebig. Dann

1

([nd] +1)0?
1
= ——— S — Z.

vVndo?

Sei A > 0 beliebig. Wihle eine Folge (¢r)r C Cp mit ¢, | Ig\(—xx). Dann gilt wegen
dem Satz von der monotonen Konvergenz fiir jedes k € N

Sine)+1 25 Z ~N(0,1)

1
li P (|Sise1| > MWndo2) < li E <Sn >
im sup (‘ [5]+1’ n 0) mSUp B oy | 7= S 1

—Ew(2)"CZP(12] > )) < —E!Z\
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Sei 7 := min{j > 1: |S;| > evVno?}. Wéhle § > 0 derart, dass V2§ < e. Daraus folgt
(beachte, dass in dem zweiten Summanden der Aufspaltung 7 = [nd] + 1 zu einem
Widerspruch fiihrt und daher vernachléssigt werden kann)

(*);zp< max \5j|>g\/7ﬁ>zp(7<[n5]+1)

1<j<[nd]+1

=P (r <[nd+1,

Sins1| > V(e — v26)) + P (1 < [nd] + 1,

S[n6]+1‘ <.. )

[nd]
<P (|Spus1| > Vno2(e = V26)) + 3P (Sjug < VnoP(e — V20) | = j) B(r = j).
j=1

Auf {7 = j} gilt mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung
Stusl+1 < Vno? (€ - \/%) = ‘Sj — Sppg) + 1‘ > eVno? — Vno? (5 — \/ﬁ) = Vno2v/26.
Damit gilt (beachte, dass das zweite Ereignis unabhéngig von {7 = j} ist)

P (‘S[nng‘ < W(&“ - \/% | T :]) <P (‘SJ — S[n5]+1‘ > W\/% ‘ Tj)

2

1 [nd]+1
— 26no? E i%—s:—l i 20no? Var(....)
[né]+1
1 , 1[né] 1
- < L2
20no? Z.%_:HU ~—26n ~ 2

Somit ergibt sich zusammen

(x) =P (r < [n6] + 1) < P(‘s[mﬂ\ > Vno?(e - V20)) + %P(T < [nd] + 1)
=(x) < 2P (‘S[n5]+1‘ > Vno? (8 — \/%)) .

Waiéhle nun A = 57\/\{;%, so gilt

(x) <2P (‘S[né]—f—l‘ > \/W\/E)\)
und daraus folgt

lim sup %(*) < limsup % P(...)

n—oo n—oo
21 2V/5
<SS E|ZP = LE|Z|3 =90
oA (e —V26)3

69



Lemma 2.4.11:
Es gilt

lim lim sup P
0—0 n—oco 1<]<[n6]+1 O<k<[nT

Sik = Skl > evin )

fiir allee > 0,7 > 0.

Beweis:
Ohne Einschriankung sei 0 < § < T. Dann existiert genau ein m € N mit % <d<

T
m—1°
Aus limy, 00 % =L < 'm, sodass [nT]+1 < m([nd] +1) fiir n groB genug. Sei dies so.

(%) =P (m%x 1S4k — Sk| > e > 5\/n02> =P (U (|Sj+k; — Skl > 5\/no—2)) .
-]7

Jk

Seien j,k so gewéhlt, dass |S;1r — Sk| > eVno?. Dann existiert ein eindeutiges p €
{0,...,m—1} mit p([nd] +1) <k < ([nd] + 1)(p+ 1). Wo liegt j + k?
1. Fall: ([nd]+ 1)p<k+j<([nd]+1)(p+1). Dann muss

1
‘Sk - S([né}—i—l)p‘ > gsv no? (1&)
oder 1
)Sk-i-j - S([n(ﬂ-ﬁ-l)p‘ > 3EV no? (1b)

gelten (Andernfalls nutze die Dreiecksungleichung, um |Sy — Sy;| < 2evVno?, d.h. einen
Widerspruch zu erhalten).
2. Fall: ([nd]+1)(p+1) <k+j < ([nd]+1)(p+2) (weil j < [nd] + 1). Hier muss

1
‘Sk — S([n5]+1)p‘ > 55\/@ (2&)
oder .
S(us41 — Stuatrnypn)| > 5eVno? (2b)
oder )
‘S([n5]+1)(p+1) - 5k+j‘ > gevno? (2¢)

gelten (ansonsten erhalte wie oben einen Widerspruch zur Voraussetzung).
Daher

n 1
¥) <Y P ( max ’S([n5]+1)p+l - 5([n5]+1)p’ ~ 3EVv ”0'2>
p=0

1<I<[nd]+1

:i}}}”( max |Sl|>€\/7> <5+2>IP’< max ]Sl|>€\/7>

1<I<[nd]+1 1<i<[nd]+1

woraus die Behauptung mit Lemma 2.4.10 folgt. In A geht ein, dass m+1 < % + 2 wegen
m—1< % O
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Satz 2.4.12 (Donskers Invarianzprinzip):
Sei (Xt(n))t die obige reskalierte Irrfahrt und P, die Verteilung von X auf dem Zielraum
B(C(]0,00),R)). Dann gilt
D
P, — P,,

wobei Wy(w) = w(t) eine Brownsche Bewegung auf (C([0,00),R), B(C([0,),R),P,).

Beweis:
Zu zeigen ist, dass (X)), straff ist. Verwende Satz 2.4.6 (Straffheitskriterium in

C([0,00),R)). Da X(()n) = 0P —f.s. fiir alle n € N ist, geniigt es, die zweite Bedingung zu
verifizieren, d.h. es ist zu zeigen, dass

: (n)y—1 T _
(lsgl(l)igfl)P(X ) (m (w,6) >€> 0

fiir alle 7' > 0 und € > 0. Da endlich viele Termine beliebig klein gemacht werden kénnen,
l&sst sich das Supremum durch lim sup ersetzen. Es gilt
P(x ™)~ (mT(w, 9) > z—:) =P ( sup ‘Xﬁ”) - Xt(n)’ > 5)

|s—1]<0,0<s,t<T

—]P’( sup Ys — Yy >€\/n02>

|s—t|<[n8]+1,0<s,t<[nT]+1

=P ( max |Sk+j — Sk| > eV n02>

1<j<[nd]+1,0<k<[nT]+1
und es folgt die Behauptung mit Lemma 2.4.11. O

Definition 2.4.13:
Das Maf} P, auf B(C([0,00),R)), unter dem die Auswertungsabbildung eine Standard
Brownsche Bewegung definiert, heifit Wiener Mafl und

(€([0, 00), R), B(C([0, 20), R)), )

heifit der kanonische Wahrscheinlichkeitsraum fiir die Brownsche Bewegung.
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2.5. Markoff-Eigenschaft

Definition 2.5.1 (Mehrdimensionale Brownsche Bewegung):

Sei d € N, pu ein W-MaB auf (R%, B(RY)), B = (B;); sei stetig mit Werten in R?
und (F;)-adaptiert. Dann heifit B d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Start-
/Anfangsverteilung p, wenn gilt

e P(ByeTl') = pu(T) fiir alle T' € B(RY),
o Fiir 0 < s < tist By — Bs unabhiingig von Fs und B; — Bs ~ N(0, (t — s)Idy).

Falls p = d,, so heiffit B Brownsche Bewegung mit Start in x.

Frage: Konstruktion?

Sei X eine Zufallsvariable auf (R, B(R?), 1), X (wo) = wo und B® i =1,...,d eindimen-

sionale Standard-Brownsche-Bewegung auf (Q®), F) PO). Auf R? x QM x ... x QD mit
B (wr)

Produkt-o-Algebra und -Maf} definiere By(w) = X (wo)+ : fir w = (wo, - - . ,waq)
B (wq)

sowie F; = FP.

Zweite Konstruktion

Seien P i = 1,...,d Kopien des Wiener-MaBes auf (C([0,00),R), B(...)) und P? :=

@?_, P, Unter P° definiert die Auswertungsabbildung B;(w) = w(t) eine Brownsche

Bewegung mit Start in 0. Fiir z € R? sei P*(F) := P°(F —z) fiir alle F' € B(C([0, 00), R%))

und F — 2 == {w € C([0,00),RY) : & + w(-) € F}. Unter P* definiert B;(w) = w(t) eine

Brownsche Bewegung mit Start in x.

Sei y1 ein W-MaB auf (RY, B(R?)) sei PH(F) == [pa P*(F)pu(dz) (Verwende, dass x +— P?(F)

eine B(RY) — B([0, 1])-messbar ist).

Proposition 2.5.2:
Unter P* ist By(w) = w(t) eine Brownsche Bewegung mit Startverteilung p.

Beweis:

Ubung. O

Definition 2.5.3 (Universelle Messbarkeit):

Sei (S, p) ein metrischer Raum, p ein W-Ma8 auf (S, B(S)) und B(S)" die Vervollstéindi-
gung der Borel-Mengen B(S) unter y. Dann heifit U(S) =, w-Mas B(S)" die universelle
o-Algebra und f : S — R heifit universell messbar, falls es U(S) — B(R)—messbar ist.

Definition 2.5.4 (Brownsche Familie):
Eine d-dimensionale Brownsche Familie ist

« cin adaptierter, d-dimensionaler stochastischer Prozess B = (B;); auf einem mess-
baren Raum (€2, F)

 zusammen mit einer Familie {P*} _ps von W-Maflen auf (€2, F)

derart, dass
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i) x — P*(F) ist universell messbar fiir jedes F' € F,
ii) P*(By = ) = 1 fiir alle z € R,

iii) Unter P* ist B eine d-dimensionale Brownsche Bewegung mit Start in x fiir alle
z € R%
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2.5.A. Markoff-Prozesse und Markoffsche Familien

Aufgabe 2.5.5:
Sei B eine Brownsche Bewegung mit Startverteilung p, 0 < s < t. Gegeben Bs bzw.
B, =y, was ist die Wahrscheinlichkeit, dass By € I'?

Idee: B; = By + (By — B;) =y + B, — Bs 2y + By_,.
———
~N(0,t—s)

Rigoros fiir den allgemeinen Fall:

Seien X,Y R%wertige Zufallsvariablen (zB.Y = Bs,X = By — By), G C F eine o-
Algebra (z.B. G = F5; = 0{By : u < s}), X sei unabhéngig von G (z.B. By — B; ist
unabhéngig von Fs) und Y € G. Dann gelten

1) P(X+Y el |G =PX+Yel'|Y)PAs
2) X +Y el |Y=y)=PX +yel) fir PY !-fa. y.

Einschub: (Bauer, W-Theorie, Kapitel 15)
Wasist P(... | Y =y) bzw. E(... | Y = y)? Beachte, dass E(X | Y) o(Y')-messbar ist. Also
gilt nach dem Faktorisierungslemma, dass ein messbares g existiert mit E(X | Y) =goY.

Satz:
Sei X eine R-wertige Zufallsvariable auf (Q, A,P) und Y : Q — Q' eine messbare
Zufallsvariable. g : ' — R sei messbar mit E(X | Y) =goY. Dann gilt

a) g ist PY ~-integrierbar und erfiillt

/ gdPY"! :/ XdP fir alle A' € A'. (%)
A {vear}

b) (%) bestimmt die Funktion g PY ~1-f.s. eindeutig.

¢) Umkehrung: Sei g : Q' — R messbar, PY ~L-integrierbar und erfiille (*). Dann ist
goY eine Version von E(X | Y).

Bewets:
Sei A’ € A'. Dann gilt

/ gdPY ! :/nA,gdPY*l :/(]IAOY)(goY)d]P’
A/

_ / goYdP = / XdP
{YeA’} {yeA’}

aufgrund der Eigenschaften der bedingten Erwartung.

c): Es gilt
/ goYdIP’:/ gd]P’Y_l(*:)/ XdP
{yea’} A’ {vea’}
#/ goYd]P’:/ XdP
C C
fir alle C € o(Y). DagoY € o(Y) folgt, dass go Y =E(X | Y). O
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Definition:
Sei X € L}(Q, F,P), g: Q — R messbar und PY ~! integrierbar. g(y) heiBt der bedingte
Erwartungswert von X gegeben Y =y fir alley € Y, dh. E(X | Y =y) = g(y).

Beachte: Der Satz zeigt, dass aus y — E(X | Y = y) der bedingte Erwartungswert
wiedergewonnen werden kann:

EX [Y)(w) =E(X Y =) [y=y @)= E(X |Y =)oY (w).

Beweis von (1):
Zwischenschritt: Zeige, dass P((X,Y) e D | G) =P((X,Y)e D |Y).
1. Schritt: Sei D = B x C'. Dann gilt

P(X,Y) e D|G) =E(lixenylivecy | 9) = Lyyecy - P(X € B).

Aus einer analoge Rechnung fir o(Y') statt G folgt die Behauptung.

2. Schritt: D == {D € B(RYxR?) : P((X,Y) € D | G) = P((X,Y) € D | Y)} ist ein
Dynkin-System.

A — II—Satz: Sei P ein II-System (d.h. P # (), A,B € P = AN B € P) und D sei ein
Dynkinsystem mit P C D. Dann gilt o(P) C D.

Mit P = {B x C : B,C € B(R%)} folgt B(R? x RY) = ¢(P) ¢ D = B(R? x R?). Wihle
D = {(z,y) : x +y €T}, so folgt (1). O

Definition 2.5.6 (Markoff-Prozess mit Startverteilung p):
Sei d € N, p ein W-Ma$ auf (R?, B(R?)) und X = (X;); (F:)-adaptiert auf einem
W-Raum (€2, F,P*). X heifit Markoff-Prozess (MP) mit Startverteilung p, wenn

i) P¥(Xo € T') = pu(T) fiir alle I € B(RY),
ii) fiir s,t > 0 und I’ € B(RY) gilt
P (Xt+s el | ]:s) =P+ (Xt+s el ’ Xs) Pr—f.s.
Definition 2.5.7 (Markoffsche Familie):

Sei d € N. Ein (F;);—adaptierter Prozess X = (X;); auf (2, F) und eine Familie von
W-MafBien {P*} _pa heilt Markoffsche Familie, wenn

a) z — P*(F) universell messbar fir alle F' € F ist,

)

b) P*(Xo = z) = 1 fiir alle z € R?

¢) PP(Xyys €T | Fo) = P*(Xpps € T | X,) Po-fs. fiir alle 2 € R, 5, > 0,T € B(RY).
) P

d) PP( X4 s €T | Xy =y) = PY(X; €T) fiir P* X !-fa. y.

Satz 2.5.8:
FEine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein Markoff-Prozess. Fine d-dimensionale
Brownsche Familie ist eine Markoff-Familie.
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2.5.B. Aquivalente Formulierungen der Markoff-Eigenschaft

Definition:

Definiere (U;f)(x) = E* f(X;). Dies ist ein linearer Operator zwischen dem Raum
der beschrinkten, messbaren Funktionen und dem Raum der beschriankten, universell
messbaren Funktionen.

Fir f = 1p gilt E* f(Xy) = (U f)(x) = P*(Xy € 1), x — (Upf)(x) ist daher gemaf obiger
Definition universell messbar, falls = — P*(F') universell messbar ist. Fiir allgemeine
Funktionen zeige dies per mafitheoretischer Induktion.

Proposition 2.5.9:
Die Eigenschaften (c) und (d) in Definition 2.5.7 sind dquivalent zu
Px(Xert el ‘ fs) = (Utﬂr)(Xs) P* —f.S. (6)

fiir alle z,s,t > 0,I" unter den Voraussetzungen, dass (X¢): auf (2, F) (Ft)e-adaptiert
ist, {P*}, cga eine Familie von W-MajfSen ist und x — P*(F) universell messbar ist fiir
alle F € F.

Beweis:

(¢) & (d) = (e): Zeige dies zunichst unter der Annahme, dass o : R — [0, 1], a(y) =
(Usr)(y) B(RY) — B([0, 1])-messbar ist (dies ist z.B. fiir die Brownsche Bewegung erfiillt).
Dann impliziert (d), dass

P*(Xips € I'| Xy =y) = (Uilr)(y) = a(y) Px, —Ls..
Also folgt mit dem Satz aus der letzten Vorlesung
P* (Xiys €T | X5) = a(Xs) P¥ —1s.,

woraus mit (c) folgt
P* (Xp4s € T | Fy) = a(X,) P* —fs..

Nach einer Ubungsaufgabe gilt nun, dass f genau dann universell messbar ist, wenn es
fir alle endlichen Mafle ;1 eine Funktion g, existiert mit pu({g, # f}) = 0. Also existiert
fiir jedes € R? und alle s,t > 0 zu p = P%, eine Borel-messbare Funktion g, mit

1 ({Ulr(y) # gu(y)}) = 0. Insbesondere gilt also
(Uedr)(y) = g(y) Pk, —f.s. = (Uilr)(Xs) = gu(Xs) P —f.s.

(e) = (¢)&(d): Seien z € R?, s,¢ > 0 gegeben. Wie im vorherigen Teil gilt (Uylr)(y) =
g(y) fir P% fa. y € R Also gilt (U;1r)(Xs) = g(Xs) P —fs., d.h. nach (e) gilt
P*(Xs4t €T | Fs) = g(Xs) P* —f.s.. Nun hat P*(Xsy, € T | Fy) eine o(X;)-messbare
Version, d.h. es gilt P* (X4 € T' | Fs) = 9(Xs) = P*(Xst € T | X;) P¥-fs.
Abschlielend folgt mit dem Satz aus der letzten Vorlesung

9(y) = (Ulr)(y) =P (Xpys € T | X5 = y)

fiir P% -f.a. y. O]
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Notation 2.5.10:

Schreibe X 1. (w) fir t — Xgpi(w). Xsyq. ist eine messbare Abbildung von (2, F) in
den Raum der R%-wertigen Abbildungen auf [0,00) versehen mit der o-Algebra der
Zylindermengen, o(Z2).

Proposition 2.5.11:
Sei (Xi)i, {P*}, eine Markoffsche Familie. Dann gilt

P* (Xop. € F | Fy) = P* (Xop. € F | X,) P¥ —fs. ()

sowie
P (X € F | X, =y) = PY(X. € F) P§, —f.s. (d)

fir allex € R, s > 0, F € 0(Z2).

Beweis:
Das Mengensystem
D={Feo(2)]| () & (d) gelten}

ist ein Dynkin-System. Es geniigt daher, die Eigenschaften (¢/) und (d') fiir Zylindermengen
zu zeigen, d.h. F' ist von der Form

F= {w € (Rd)[QOO) | W(to) €I, ... 7w(tn) € Fn}

mit tg =< t; < ... <tn,[; € BR?) und n > 0.
Wir weisen (¢’) induktiv nach, (d') erfolgt analog. Fiir n = 0 ist dies erfiillt, da wir eine
Markoffsche Familie haben, d.h. es gilt

P*(X, € Ty | Fy) = P*(X, €T | X,) P* —fs..

Fiir den Induktionsschritt kann man per mafitheoretischer Induktion zeigen, dass fiir jede
beschriinkte, messbare Funktion ¢ : (R%)™ — R gilt

E” (o(Xsy .oy Xottn 1) | Fs) =E¥ (p(Xs, - .o, X, 1) | Xs) P —fs..
Also gilt

P= (Xs—l-ti S FZZ <n ’ .FS) =[E" (]l{XiEFi,iSn—l} P (Xs-‘,-tn S Fn ‘ fs—&-tn,l) ‘ .FS) .

Nach dem Faktorisierungslemma existiert eine messbare Funktion g : RY — [0, 1] mit
P (Xstt, €T | Xott, 1) = 9(Xspt,_,). Wihle also

o(zo,. .., wp-1) = Iry(zo) - Ir,_, (Tn-1) - 9(Tn-1),
so gilt wegen der Induktionsvoraussetzung

P* (Xope, €ETii <n | Fo) =E*(o(Xs, ..., Xegt, 1) | Fs)
=E"(p(Xs, ..., Xoyr, 1) | Xs) P —fs..

Verwendung der Argumente Riickwérts liefert die Behauptung fiir n. O
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Definition (Shift-Operator):
Sei (Xi): auf (Q, F) definiert. Dann heifit eine F — F-messbare Abbildung 65 : Q@ — €,
s > 0 Shift-Operator, falls fiir alle t > 0 und w € Q gilt

Ksp(w) = Xi(0s(w))-

Bemerkung:

Shift-Operatoren existieren u.A. fiir ((Rd
via fs(w)(t) = w(s +t).

Wenn ein Shift-Operator existiert, so gilt Xg..(w) = X.(0s(w)), {Xsy. € F} = 071(X. €
F). Ferner gilt fiir alle F € FX

)[O’OO) ,J(Z)) oder (C([O’ OO)de)vlg(C(“')))

PU(OSF | Fo) =P7(07'F | Xs) (")

sowie

P (071F | X, =y) = PY(F) P, —fs. (d")

Analog zum Beweis von Proposition 2.5.9 lisst sich zeigen, dass (¢””) und (d”) dquivalent
sind zu
P (071 | Fy) = PX(F). (e")

Satz 2.5.12:

Sei (Xy)e (Fi)i-adaptiert auf (2, F), {P*}, eine Familie von W-Majfen auf (2, F) und
(0s)s eine Familie von Shift-Operatoren. Dann ist (Xi)¢, {P*}, eine Markoffsche Familie
genau dann, wenn (a), (b) und (") gelten.

Definition 2.5.13 (Brownsche Familie mit Drift und Diffusion):

Sei (By)y, {P*}, eine d-dimensionale Brownsche Familie, ;1 € R? und o eine nichtsingulire
d x d-Matrix. Setze Y; = ut 4+ o B;.

Dann heifit (Y;); mit (F¢) auf (2, F) und {nglx }» eine d-dimensionale Brownsche Familie

mit Drift z und Diffusionskoeffizient o. Beachte, dass Yy = p- 0+ 0By = o(0c~'z) = .
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2.6. Starke Markoff-Prozesse und Markoffsche Familien

Definition 2.6.1 (Starker Markoff-Prozess):

Sei d € N, pu ein W-MaB auf (R, B(RY)) und X = (X;); auf (2, F,P*) mit Werten in R?
progressiv messbar beziiglich (Fy);.

Dann heifit X starker Markoff-Prozess mit Anfangsverteilung u, wenn gilt

(1) P¥(Xp el) = p(D) fiir alle T

(it) PH( Xryy € T | Frt) = PY(Xpqr € T | X7) PP-fs. auf {7 < oo} fiir alle (Fy)-
Optionszeiten 7.

Definition 2.6.2 (Starke Markoffsche Familie):
Sei d € N, X progressiv messbar bzgl. (Fy); auf (2, F) und {P*} _pa seien W-Mafle auf
(Q, F). Dann heifit (X, {P*},) starke Markoffsche Familie, falls gilt

(a) x — P*(F) ist universell messbar fiir alle F,
(b) P*(Xo =) =1 fiir alle z,
() PP(Xpyr €T | Frr) =P (Xryy € T | X;) PPAis. auf {7 < oo} fiir alle z,¢,I" und
Optionszeiten T,
(d) P*(Xrqs €T | Xr =y) =PY(X; €T) fiir P%_-fa. y.
Bemerkung 2.6.3:
o Ist 7 eine (F;); Optionszeit, so ist 7 eine (F .+ )-Stoppzeit.

o Ist (X;)¢ progressiv messbar, so gilt X, € F +.
o Falls 7 sogar eine Stoppzeit ist, so gilt X; € F, und P* —f.s. auf {r < oo}

Pm(XT_H el | fT) =E* (PE(XT—H el | ‘FT+) ’ ‘FT)

9 g (p(X, 1 €T | X0) | F)

:Px(XT+t€P|X7—).

o Wihle 7 = s, so folgt, dass jede starke Markoffsche Familie eine Markoffsche Familie
ist. Die Umkehrung gilt i.A. nicht.

Proposition 2.6.4:
Sei X,{P*}, eine starke Markoffsche Familie. Dann gilt fir alle Stoppzeiten T sowie x
und F

P (X;q. € F | Fry) =P (Xrp. € F | X;) PY—fos. auf {7 < o0} ()

und
P ( Xy €eF| X, =y) =PV (X €F) %T—f.a. 1. (d)
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Beweis:
Ist 7 eine Optionszeit, so ist 7 + u eine Stoppzeit fiir alle w > 0. Imitiere den Beweis von
Satz 2.5.11. O

Proposition 2.6.5:
Sei X = (Xi): progressiv messbar beziiglich (Fi): und {P*}, W-Mafle mit (a) und (b)

aus 2.6.1. Dann sind dquivalent:

1) X, {P*}, ist eine starke Markoffsche Familie.
2) Es gilt fir alle (F)¢-Optionszeiten und alle z, T’
P* (X,4 €T | Fru) = (UiLe) (X)) B —fs. auf {7 < oo). (e)

3) Fir alle (Ft)¢-Optionszeiten sowie alle f € Cy(RY, R) gilt

E? (F(Xrs0) | Foo) = (Uf)(Xs) BT —fos. auf {7 < oo}, (e
Beweis:
Die Aquivalenz von (c)&(d) zu (e) ist analog zu obigem Beweis.
(e) = (¢€') folgt per Approximation durch einfache Funktionen. O

Bemerkung 2.6.6:
Sei X, {P*}, eine starke Markoffsche Familie, y ein W-Ma$ auf (R?, B(R?)). Definiere

Pr(F) = [ PO(F)u(da).
R
Dann ist X auf (Q, F,P*) ein starker Markoff-Prozess mit Anfangsverteilung p.

Beweis:
Folgt. O

Zufalliger Shift
Sei (0s)s>0 eine Familie messbarer Abbildungen mit Xi+(w) = X¢(fs(w)). Definiere
0, durch 6, = 05 auf {0 = s} fiir alle w mit o(w) < co. Also ist 0, eine Abbildung
{U < OO} — ) mit Xa(w)+t(w) = Xt(eo(w) (w))
Damit ist (/) dquivalent zu
P*(07 F | Fov) =PY(0-1F | X;) P® —fs. auf {T < oo} ("
und (d') ist Aquivalent zu
P*(0;'F | X, =y) =PY(F) fir P% —fay. (d")
Satz 2.6.7:
Die Bedingungen (") und (d") sind dquivalent zu
P*(0-1F | Fov) = PX7(F) P® —f.s. auf {T < oo}. (e")
Beweis:
Analog zu Aussagen fiir Markoffsche Familien. O
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2.6.A. Starke Markoff-Eigenschaft fiir die Brownsche Bewegung

Satz 2.6.8:
Eine d-dimensionale Brownsche Familie ist eine starke Markoffsche Familie.
Fine d-dimensionale Brownsche Bewegung ist ein starker Markoff-Prozess.

Bemerkung:
Der zweite Teil folgt mit Bemerkung 2.6.6 aus dem ersten Teil.

Definition 2.6.9 (Regulidre bedingte Wahrscheinlichkeit):

Sei X eine Zufallsvariable auf (Q, F,P) mit Werten in einem polnischen Raum (.S, p) und
G C F eine o-Algebra.

Eine regulidre bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben G ist eine Abbildung Q :
Q x B(S) — [0,1] mit den Eigenschaften

(1) Q(w,-) ist ein W-Maf auf (S, B(S)) fiir alle w € €,
(11) w— Q(w, E) ist G-messbar fiir alle E € B(S),
(7it) P(X € E| G)(w) = Q(w, E) fur P-f.a. w und alle E € B(S5).

Bemerkung:
Unter den Voraussetzungen dieser Definition existiert eine regulére bedingte Wahrschein-
lichkeit von X gegeben G.

Bemerkung 2.6.10:

Sei ) eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit von X gegeben G. Dann gilt E(1g |
G)(w) = Q(w, E) fir P-f.a. w. Also folgt fiir alle beschriankten und messbaren Funktionen
FE(f|G)(w) = [ f(#)Q(w,dz) P—fs.. Insbesondere gilt fiir alle u € R? auch

E () G) () = [ Qo dr) B—fas. (+)

Fiir alle u existiert daher eine Nullmenge N,,, sodass (x) auf N¢ gilt. Wahle eine abzéhlbare
dichte Teilmenge von R?, nutze die Stetigkeit von e{*, um eine Nullmenge N zu erhalten,
sodass fiir alle w ¢ N (x) gilt.

Wenn v — E (ei<u’x> | g) (w) die charakteristische Funktion eines W-Mafles P* ist, so
muss P* = Q(w, -) fiir P-f.a. w gelten. Insbesondere gilt

P(X € £|G)(w) =Q(w,E)=P*F) P—fs.

i(u,Br)+ % [|u®

Sei (B¢); eine Brownsche Bewegung mit Start in x. Definiere M; = e und

Ry = R(My) und I == S(My).

Lemma 2.6.11:
(R¢)r und (Ip); sind Martingale beziiglich (Fy): und (Q, F,P).

Beweis:
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Sei 0 < s < t, so gilt

t—s

]E‘T(Mt ’ fs) = EJZ (M56i<u7Bt7Bs>eTHuH2 | fs)
= M,E* (ei(u,BﬁBs)) ‘etgsuuug

t—s

= Mse 2

2 _1 24—
lull® . o= Slul(t=s) — pf |

Beweis von 2.6.8:
Sei zunéchst die Optionszeit 7 beschriankt. Der optimale Stoppsatz zeigt

E (ei(u,Bt+r>+TTH”U”2 ’ fT+> =K (Mq——i-t ’ ’FT+)
— ¢itwBr)+ gl

woraus mit vorigem Lemma folgt, dass gegeben F .+ B;i+ normalverteilt ist mit N'(B;,t-
Id). Dies zeigt (e), d.h.

P*(Bryr €T | Frr) = (Uly)(B;) =PY(B, €T),y = B-.
2. Schritt: Falls 7 nicht beschrénkt ist, siche Problem 6.9 in | ] ]

Satz 2.6.12:

Sei T eine P-f.s. endliche Optionszeit, (By); eine d-dimensionale Brownsche Bewegung.
Definiere Wy := B,y — By. Dann ist (W), eine d-dimensionale Brownsche Bewegung,
die unabhdngig von F .+ ist.

Proposition 2.6.13:
Sei (X,P*) eine starke Markoffsche Familie, wobei X rechtsstetig sei, o eine Optionszeit
und T eine F  +-messbare Zufallszeit mit = > o. Dann gilt

E” (f(Xr) | For) (@) = (Urg)—o()f) (Ko (@) (%)

ur PY-f.a. w mit {T7(w) < oo}, alle x € und alle | € Cy , R).
fiir P*-f. 1 RY und alle f € Cp(RY, R

Beweis:
Diskretisiere 7 — o: Fir n > 1 sei

S {J—i— %(LQ"(T —0)]+1) 7T<x

00 sonst

sogilt 7, =0+ k27" fir (k—1)27" <7—0 < k27" und 7,, | 7 auf {7 < oc0}. Sei k > 0.
Auf {0 < oo} gilt P*fs.

B (f(Xgipan) | For) L (Upgn )(Xo)
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und somit
E* (f(Xr,) | For) = (Ur,—o f)(X;) auf {7 < oo},

woraus mit dem Satz von Lebesgue unter Beachtung, dass 7,, | 7, der Rechtsstetigkeit
von X und der Beschriktheit von f folgt

E* (f(X7,) | For) — B (f(X7) [ For)
(Ury—of)(X7) auf {7 < 00} — (Ur_o f)(X).
O

Korollar 2.6.14:
Seien die Voraussetzung wie in der vorherigen Proposition. Dann gilt (x) fir jede be-
schrinkte, messbare Funktion f. Insbesondere gilt fiir I' € B(Rd)

P*(X; el | Fotr) = (Ur—olr)(Xy) P* —f.s. auf {7 < o0}. (%)
Beweis:
1. Schritt: Approximiere I fiir abgeschlossene Mengen I durch stetige, beschrankte
Funktionen (vgl. Beweis von 6.7 in [ ).
2. Schritt: beliebiges T’ € B(R?).
3. Schritt: beliebige beschrankte, messbare Funktion. O

Definition 2.6.15:
Sei b € R\{0}. Dann heifit die Stoppzeit

Tp(w) = inf{t > 0: B;(w) = b}

Erstdurchgangszeit. Dies ist die Erstaustrittszeit aus (—oo,b).

Proposition 2.6.16:
Sei B eine eindimensionale SBM auf (2, F,P) mit einer Filtration (Fi)¢, b # 0 und 1
die Erstdurchgangszeit. Dann hat 1, die Dichte

b5 ¢>0
t— \/271't3e ! >
0 t <O0.

Beweis:
Ohne Einschrankung sei b > 0, sonst betrachte —B. Wende Korollar 6.18 mit ¢ = 7, und

t <t
T = { ? sowie I' = (—o0,b) an. Dann gilt B, = b auf {0 < oo}, also auch auf
oo sonst

{o <t} = {7 < o0}. Dort gilt auBlerdem

(Ur—oTr)(By) = (Us_oTr)(b) = P(Bs_, < b) = %
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Auf {7 < oo} gilt
PO (r, < t,B; <b) =P°(1, <t,B; <b)
= PY(B, <b| F,+)dP°

Tp<t

D=

1
=_pY (1 < t)
2
weil {7, <t} € Fo+ = F o+ Nun gilt

PO(m, < t) =P%(1, < t,B; <b) +P(1, < t,B; > b) +0
- %PO(Tb < 1)+ P°(B, > b)
& Pr, < t) =2P°(B; > b).
Mit der selben Definition von 7, aus Satz 6.17 erhalten wir 7,, | 7 auf {(k —1)27" <

T—o0 < k27"} sowie 1, = 0 + k27"
Folglich gilt

1
[PO(BU+k2—n < b ’ fo--&-) - 5 Vk‘,n
und nach Limesbildung fiir k¥ und n gilt wegen 7, | 7 gilt P'(B; < b | Fot) = 4. O
Bemerkung:
Es gilt PY(7, < t) = \/gff exp (—2%/2) dz — 1 fiir t — oo, d.h. es gilt P'(7, < o0) = 1.
Vi

Satz 2.6.17 (Blumenthals 0-1-Gesetz):

Sei (Bt)t, {P*}, eine d-dimensionale brownsche Familie auf einem Messraum (2, F) mit
einer Filtration (Fy); (augmentiert und komplettiert). Dann gilt P*(F) € {0,1} fir alle
F e Fy und x € R,

Beweis:
Seien z € R? und F € Fy beliebig, so existiert ein G € F¥, sodass P*(FAG) = 0.
G € FF hat die Form G = {By € T'},T € B(R?). Also gilt

P*(F) = P*(G) = P*(By € T) = 1p(z) € {0,1}.

Eine Folgerung davon ist das folgende Problem.

Aufgabe 2.6.18:
Zeigen Sie, dass eine eindimensionale SBM mit Wahrscheinlichkeit 1 in jedem Intervall
[0, ] unendlich oft das Vorzeichen wechselt.
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2.7. Brownsche Filtrierungen

Das Ziel ist eine Vervollstdndigung und Augmentierung von o-Algebren. Dazu sei X =
(X¢); ein stochastischer Prozess mit der induzierten Filtrierung (F;X); auf dem W-Raum
(Q, FX ,P*), wobei p ein W-MaB ist und P*(Xy € T') = u(I) gilt.

Definition 2.7.1:
Setze N/' := {F c Q : 3G € F mit F C G,P*(G) = 0} sowie N* := NK (P+-
Nullmengen).

Definition 2.7.2:
Fir 0 <t < oo definiere

i) die Vervollstdndigung:

Fi = o(FXUNM).

i1) die Augmentierung;:
Fi = o(FF UN®)

bzw. fir t = 0o

Tt = o(FLUNM).

Aufgabe 2.7.3:

(9, G*, PH) ist vollstindig. Das heiBt ist G C FX eine o-Algebra und G* = o(G U NH),
so definiere die Fortsetzung von P* auf GH := {F C Q: 3G € G mit FAG € NH}.

Dann ist (2, G#,P*) vollstandig in dem Sinne, dass P#(F) =0 fir F' € G* und D C F,
so folgt auch D € G*.

2.7.A. Rechtsstetigkeit der augmentierten Filtrierung

Proposition 2.7.4:
Sei X ein starker Markoff-Prozess bzgl. (Ff()t mit einer Anfangsverteilung p. Dann ist
(FI')¢ eine rechtsstetige Filtrierung.

Korollar 2.7.5:
Sei X ein linksstetiger starker Markoff-Prozess bzgl. (F;X);. Dann ist (F}'); stetig.

Bemerkung:
Beachte Problem 7.1 aus | ):

o (F): ist rechtsstetig. Ist X linksstetig, so ist auch (F7¥); linksstetig.

o Ist X stetig, so folgt im Allgemeinen weder, dass (F. ;X )¢ rechtsstetig ist, noch, dass
(FX )¢ linksstetig ist.

Satz 2.7.6:
Sei B eine Brownsche Bewegung auf (Q, F5 | P*) zu einer Anfangsverteilung p. Dann ist
B eine Brownsche Bewegung beziiglich (F4');.
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Daher ist eine Brownsche Bewegung bzgl. (F%}'); ein starker Markoff-Prozess.
Frage: Gegeben einen starken Markoff-Prozess bzgl. (Fi); und (€, FX ,P#). Ist X auch
ein starker Markoff-Prozess beziiglich (F}'):? Ja, siehe dazu Aufgaben 7.11 - 7.13 in

[KS10].

2.7.B. Universelle Filtrierung

Problem: (F}); hingt vom Maf p ab.

Sei (X¢)s, (P*), eine starke Markoffsche Familie bzgl. (Fi¥); auf (€, FX). Definiere
PH(F) == [pa P*(F)pu(dz) und Fy = N, was Fi fiir alle ¢ € [0, oc].

Folgerung: Sei X stark Markoffsch bzgl. (F;X); und bzgl. (F%);, dann folgt wegen F;¥ C
NF} C FY fiir alle t > 0 und W-MaBe p1, dass X auch stark Markoffsch bzgl. (F;); ist.
Beachte, dass (j: +)¢ rechtsstetig ist wegen

Fo = NFE=NNFL=NFE= 7

s>t p Hos>t H

Satz 2.7.7: i
Sei (Bt)t, (FB), (0, FB), (P®), eine Brownsche Familie. Dann ist dies auch mit (F)
und (2, Foo) eine Brownsche Familie.

Bemerkung 2.7.8:
Fiir die Brownsche Bewegung ist « — P*(F') Borel-messbar fiir jedes F' € F B Trotzdem
ist x — P*(F) fir F' € Fo nur universell messbar.
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2.8. Berechnungen mittels Durchgangszeiten
2.8.A. Brownsche Bewegung und das running maximum

Sei eine eindimensionale Brownsche Familie (W,), {P*}, auf (2, F) gegeben mit einer
Filtration (F:); und definiere 7, := inf{t > 0 : Wy = b}. Sei M; = maxo<s<t W das
running maximum.

Proposition 2.8.1 (Gemeinsame Dichte von W; und M;):
Seit >0, a<bundb>0. Dann hat (Wy, M) die Dichte

V2mt3

)2
(a,b) — 2hoa) = F5 p>0,0<b
, 0 sonst.

Beweis:
Sei U; der Ubergangsoperator zu W. Dann gilt fiir 0 < s <t

(Ut—s1(—00,0))(b) = PP(Wi_s < @) = P*(Wy—s > 2b— a)
= (Ut—S]l[Zb—a,oo))(b)a

wobei in der zweiten Gleichheit die Symmetrie eingeht. Nach Korollar 6.18 gilt auf {7, < t}
PO-f.s.

]P)O(Wt <a | ~F7_+) = (Uthbﬂ(—oo,a])(WTb)
b ~—
=b

= (Utf'rbﬂ[%—a,oo)) b) = PO(Wt >2b—al ]:Tb*)
und daher

PY Wy < a, My >b) =P'(W; < a,7, < 1)
N——

=Tp<t

:/ PO(W; < a| F.)dP°
{mp<t} b

= PO(W, >2b—a|F, +)dP°
{mo<t} b

=PO(W; > 2b—a,m, < t)0P(W; > 2b— a, M; > b)
1

Nors /;Oa exp (—x2/(2t)> dz.

Um nun die Dichte zu berechnen, differenziere die Verteilungsfunktion nach a und b und
nutze

=PO(W; >2b—a) =

PO(W; < a, M; < b) =P (W; < a) — PY(W; < a,M; > b).
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2.9. Pfadeigenschaften der Brownschen Bewegung

Definition 2.9.1 (Gauf-Prozess, Stationaritét):

Sei X = (X;); ein R%wertiger stochastischer Prozess. Dann heiBt X gauBsch, wenn
alle endlichdimensionalen Verteilungen Normalverteilungen sind, d.h. (Xy,,..., X}, ) ist
normalverteilt fir alle Wahlen der ¢; und k.

Ein Prozess X heifit stationdr, wenn (X 4¢,..., Xy 4e) ~ (X¢y, ..., Xy, ) fiir alle k£ und
Wahlen von ¢; und ¢ > 0.

Bemerkung:
Fine gaufische Zufallsgréfie Y ist eindeutig durch den Erwartungwert EY und die Kova-

rianzmatrix Cov(Y) = E ((Y -EY)(Y - EY)T> bestimmt.

Ein R%wertiger GauBprozess ist eindeutig bestimmt durch m(t) = E X, und S(s,t) ==
(Xs —m(s))(Xy —mf(t))),0<s<t<o0.

Definition:

Ist m = 0, so heifit X zentriert.

Bemerkung 2.9.2:

Eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist ein zentrierter Gaulprozess mit Kovari-
anzfunktion S(s,t) = s At fir s,t > 0.

Ein Gaufiprozess, der zentriert ist mit Kovarianzfunktionen S(s,t) = s At fur s,t > 0
mit stetigen Pfaden ist eine Brownsche Bewegung.

Aufgabe 2.9.3:
Fiir eine SBM (W), gilt

Lemma 2.9.4 (Transformation der BM):
Sei W eine SBM. Dann sind die folgenden Prozesse ebenfalls SBM:

i) Skalierung: X; == ﬁWCt fir alle ¢ > 0.

. t-Wi t>0
i1) Zeitumkehr: Setze Y; = ¢
0 t=0.
iii) Zeitumkehr: Z, = Wp — Wrp_y fir 0 <t <T.
i) Symmetrie: (—Wy)s.

Aufgabe 2.9.5:
Sei W eine SBM. Dann gilt

P (3(sn)n, (tn)n C Q: sy, ty T oo, Wy, >0, W, <0,8, <tn < Spy1 Vn) = 1.

Bewets:
Die Brownsche Bewegung kreuzt die z-Achse unendlich oft in jedem Intervall (0, £]. Die
Behauptung folgt mittels Zeitumkehr ¢t — % O
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2.9.A. Die Nulistellenmenge der Brownschen Bewegung

Definiere Z := {(t,w) € [0,00) x Q : Wi(w) = 0} sowie Z, = {t € [0,00) : W(w) = 0}

fir festes w.

Satz 2.9.6:
Fiir P-f.a. w € Q hat Z,, die folgenden Figenschaften:

1) Z, st eine Lebesgue-Nullmenge.

11 ist abgeschlossen und unbeschrankt.

) 2
) 2
iii) 2, hat einen Haufungspunkt in 0.
) Z.
) 2w

v hat keine isolierten Punkte in (0,00).

) ist dicht in sich selbst.
Beweis:

i) 2 € B([0,00)) ® F, weil W progressiv messbar ist. Also ist der Satz von Fubini
anwendbar. Daher gilt

A@sz:EA 10 (W) A(dt) = E(A(Z.).
Andererseits gilt

A@Ma:/luhmmgxm:/‘mm:mﬁ:o
0 0
Wegen EA(Z.) =0 und da A\(Z) > 0 folgt A\(Z,) = 0 P-f.s.
i7) Halte w € Q fest und definiere f,,(t) = Wi(w). Dann ist f,, stetig fir P-f.a. w. Nun

ist Z, ={t >0: f,(t) = 0} = £,1({0}) abgeschlossen. Problem 9.5 liefert, dass
Z, P-f.s. unbeschrankt ist.

i1i) t — Wi(w) hat in jedem Intervall (0,¢] mindestens eine Nullstelle, d.h. 0 ist ein
H&aufungspunkt.

iv) Z, hat einen isolierten Punkt genau dann, wenn Ja < b 3ls € (a, b) mit Wy(w) =0
und Wy, (w) # 0 fur u € (a,b)\{s}. Also gilt

{w € Q: Z, hat einen isolierten Punkt in (0,00)}

= U {w e Q:3s € (a,b) mit Ws(w) =0 und W, (w) # 0 fir u € (a,b)\{s}
a,beQ:0<a<b<o

Definiere 5, = inf{s >t : W, = 0} fiir ¢ > 0 (Optionszeit). Dann gilt nach Aufgabe
9.5 P(f; < 00) = 1 sowie P(5p = 0) = 1, weil ¢t = 0 ein Haufungspunkt ist. Definiere

Bg, = inf{s > B, : Wy = 0} = B; + inf{s > 0: W,y = 0}.
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Dann ist Wa, 15 = Wa, 45 — Wp, f.s. und (Wg,15)s ist eine SBM geméf der starken
Markoff-Eigenschaft. Also gilt inf{s > 0: Wg,1s =0} = Bo(Wp,4s — Ws,) =0 fs.,
sodass 33, = B f.s. folgt. Zusammen ergibt sich

{w € Q: Z, hat einen isolierten Punkt}
= U {we Q: Ba(w) <b,Ba,w) (W) > b}

a,beQ:0<a<b<co
Aber es gilt

P(Ba < b, B, >b) =P(B. <0,8, >b) =0,
sodass die Behauptung folgt.
v) Klar, weil keine isolierten Punkte existieren.

d

Bemerkung 2.9.7:
Die Niveaumengen Z,(b) = {t > 0 : Wi(w) = b} fiir b € R sind abgeschlossen, unbe-
schrankt, dicht in Z,(b) und eine Lebesgue-Nullmenge fiir P-f.a. w.

Beweis:
Wende Theorem 9.6 an auf W, = Wi, 4t — Wy, mit 7, = inf{s : W, = b}. Nach Satz 6.16
ist (W}); eine SBM. O

2.9.B. Pfade nirgends differenzierbar

Satz 2.9.8 (Paley, Wiener, Zymund, 1933):
Es existiert eine Menge Qo € F mit P(Qy) = 1, derart dass t — Wi(w) nirgends
differenzierbar ist fir alle w € Q.

Beweis:

Wiéhle ein N > 0 und zeige, dass die Pfade nirgends auf [0, N] differenzierbar sind. Mit
der Skalierungseigenschaft der BM sei OE N = 1.

Sei f : [0,1] — R stetig. Es existiert mindestens ein s € [0, 1] derart, dass f in s
differenzierbar ist, wenn der Limes lim;_, w existiert. Insbesondere existiert ein
€ >0 und ein [ € N, sodass w < fir s <t < s+e. Teile das Intervall (s, s + ¢]:
Seim=[2]+1,n>mundi=|ns]+1. Danngilt s < <...< 23 <gpe

Fir je {i+1,i+ 2,7+ 3} gilt
(D) -1 () <) () - s+ () - 10)
<l(fl+s)+l(j;1—s)
4
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Fir N = UlEN UmEN ﬂan U?ill m;—i:;-l {‘Wj/n - W(jfl)/n‘ < %} (bea‘Chte7 dass N €

F) gilt P(N) = 0. Es geniigt zu zeigen, dass P((,,>,,, U; N;{--.}) = 0. Wir verwenden
dabei, dass (W /n W(Jil)/n)je{i—&-l,...,i—&-fi} iid mit Verteilung A(0, =) sind. Daher gilt

J n

n+1 +3 7l

n>m i=1 j=i+1
i+3
<liminfn- max P ﬂ {-..}
n 1=1,....n+1 .
Jj=t+1

. (70)/n 3
(:) limninfn (/ 18_5‘2/(2'1/")61.%>

—()/n /271 /n

1 141\3
< liminfn - ———n3/? <l> =0
n \ 2T n

fiir n — oo, wobei in (x) eingeht, dass die Ereignisse unabhéngig sind. O

2.9.C. Gesetz des iterierten Logarithmus

Das Ziel ist eine Beschreibung der Oszillationen einer Brownschen Bewegung fiir die Falle
t — 0 und t — oo.

Aufgabe 2.9.9:
Es gilt fiir alle x > 0

e < / Ty < el
T x

1+ 22
Erinnerung:
Fiir eine eindimensionale SBM W gilt das starke Gesetz der groflen Zahlen, d.h. % —0
fiir t — oo P-f.s., sowie liminf; % = —00, lim sup;_, % = oo P-f.s.

Wir suchen eine Skalierungsfunktion h(t) derart, dass liminf; % € (—00,0) und
lim sup,_, o % € (0,00).
Satz 2.9.10 (Gesetz des iterierten Logarithmus):
Fiir P-f.a. w € Q gilt

. . Wi (w) _

i) limsup,_,q JotlologT 1,

.. . . Wt(UJ) _ _

i1) liminfy_,q 7\/@ 1,

t1r) AMSUP; o0 2tloglogt ~ 7’

i) liminf; o losbsl — L
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Bemerkung:
Da W; in Verteilung wie —W; ist, folgt i) < ii) sowie (iii) < (iv). Die Zeitumkehr zeigt
(i) & (did).

Beweis:
to be added. O
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3. Stochastische Integration

3.1. Konstruktion des stochastischen Integrals
Sei (2, F,P) ein W-Raum und (F;); erfille die tiblichen Bedingungen. Sei M € MsS.
Definiere das Mafl ups auf B([0,00)) ® F durch

iar(A) = E (/OOO La(t,w)d (M), (w)) .

Definition:
Sind X und Y adaptiert und messbar. Dann heilen X und Y &quivalent, wenn X;(w) =
Yi(w) fir pp-fa. (t,w).

Definition:
Definiere fiir (F;):-adaptierte Prozesse X

[X]2 =E (/OT X2d <M)t> .

Bemerkung: « [X]7 ist die £?(ups)-Norm von (¢t,w) — X¢(w) auf [0,7] x Q.

e Fiir die Brownsche Bewegung gilt

1up(A) = E (/OOO La(t, -)dt> .

T T
(X% =E (/0 det) :/0 E(X?)dt

o Esgilt [X — Y]y =0 fiir alle T > 0 genau dann, wenn X und Y &dquivalent sind.

Definition 3.1.1:

Sei £ die Menge aller Aquivalenzklassen von (F¢);-adaptierten Prozessen X mit [X]r < oo
fiir alle T'> 0. (Dies ist insbesondere erfiillt fiir alle beschrankten Prozesse X).
Definiere auf £ eine Metrik durch

X — Y] :zi;n([x—y]nm).

Dabher gilt

Bemerkung:
L* seien alle progressiv messbaren Prozesse X mit [X|r < oo fiir alle T > 0 (mit der
selben Metrik). Notation: £ = L(M) und L£* = L*(M). Definiere fir T > 0

Lr={XeLl": Xi(w)=0Vt>TYwe Q}

und

£r = {Xer :]E/ X2d (M), < oo},
0
Fiir T < oo betrachte L7 als Teilraum von

Hr = L2 ([0,T) x Q,B([0,T])) ® F, piar) -
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Lemma 3.1.2:
Sei T < oo. Dann ist L} ein abgeschlossener Teilraum von Hrp und L} mit |7 ist
vollstandig.

Beweis:
Sei (X™);, eine Folge in £ mit X™ — X € Hp. Dann existiert eine Teilfolge (X"*)y, die
par-f.s. konvergiert. X € Hrp impliziert X; € B([0,7]) ® F fir alle t. Wir benétigen die
progressive Messbarkeit.
Dazu sei

A={(t,w) €10, T] x Q: klgl;O X" (w) existiert in R}.

Definiere
limg oo X;*  (t,w) € A
0 sonst '

Vi(w) = {

Dann folgt wegen X"+ € L} die progressive Messbarkeit, d.h. insbesondere ist Y progressiv
messbar. Nun sind aber X und Y dquivalent. ]
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3.2. Einfache Prozesse und Approximation

Definition 3.2.1 (Einfacher Prozess):
Ein Prozess X heifit einfach, falls eine Darstellung

Xi(w) = &o(w) Loy (t +Z€z Lt 000 () (A)

existiert mit ¢, 1 oo, &, € Fy, und es existiert ein ¢ > 0 mit |§,| < ¢ fur alle n € N.
Notation: Bei gegebener Filtrierung sei £y die Menge aller einfachen Prozesse.

Bemerkung:
Alle X € Ly sind beschrankt (durch ¢) und progressiv messbar, d.h. X € £*(M). Also
gilt Lo C L*(M) C L(M).

Definition (Stochastischer Integral fiir einfache Integranden):
Sei X € Ly mit der Darstellung (A). Definiere fiir alle 0 < ¢ < oo

= Z &i (Mti+1 — M) + &, (My — My,) = Zfi (Mt/\tiﬂ — Mint;)

mit n definiert durch ¢, <t < tpq1.

Bemerkung:
Es gelten die Eigenschaften

. Xi(w)=1= L(X) = M,
o Xy(w) =1(19(1), so gilt
Ii(X) =0 (M1 — Myno) + 1+ (Mip2 — Mya1) = Mipz — Mips.
o Ist My = B, fir alle t und (X;); ein deterministischer Prozess, so ist I;(X) fur alle
t normalverteilt.
o Gilt Xi(w) = &(w) fir alle t, so ist I;(X) = & - M.

Lemma 3.2.2 (Approximation durch einfache Prozesse):
Sei X ein beschrankter, messbarer, (Fy)i-adaptierter Prozess. Dann existiert eine Folge
von einfachen Prozessen (X™), mit

T
sup lim E |Xt” — X2 dt = 0.

T>0 n— oo

Bewets:
0. Schritt: Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle T' > 0 eine Folge (X™71),, C Ly existiert

mit
T n,T 2
HmE / ‘Xt’ —Xt‘ dt) = o. 0)
n 0
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Wenn dies gezeigt ist, wihle eine Folge n,, mit
m N, M 2 1
IE(/O X — X dt) < —
und definiere X" =: X"

1. Schritt: Sei X stetig.
Dann definiere fiir n € N

2n—1
X7 (w) = Xo(w)Lipy(t) + > Xz @Lpr ez (®)
k=0

Dann gilt Xt(”) — X punktweise und weil der Prozess beschrénkt ist, folgt die Behauptung
aus dem Satz von Lebesgue.

2. Schritt: Sei X progressiv messbar.

Approximiere den Prozess mit Hilfe stetiger, progressiv messbarer Prozesse. Dafiir sei
Fi(w) = fot/\T Xs(w)ds (stetig, progressiv messbar) und fir m > 1

XM (w) =m - (Fw) = Fypo 1)) -

Dies ist der Differenzenquotient, welcher stetig und progressiv messbar ist.
GeméaB Schritt 1 existiert fiir alle m eine Folge (X™"),, C Lo mit

T, _ ~ 2
1175nE</0 \X;W—Xtm‘ dt>:0.

Definiere
A={(t,w) €[0,T] x Q: li?X?(w) = X (w)}° € B([0,T]) @ F.

Nach dem Fundamentalsatz der Analysis gilt fiir festes w € Q A\(A,,) =0 fir A, = {t €
~ 2
[0,7] : (t,w) € A}. Nach dem Satz von Lebesgue folgt lim,, E [, ‘XZ” — Xt) dt = 0.

. . . T | vm,m 2
Zusammen ergibt sich also lim,, o E fo ‘Xt e Xt‘ dt = 0.
3. Schritt: Sei X messbar und adaptiert.
Es gentigt zu zeigen, dass (F}); progressiv messbar ist. Nach Proposition 1.1.12 in
[ ] folgt aus Messbarkeit und Adaptiertheit die Existenz einer progressiv messbaren
Modifikation Y. Mit Hilfe von Y definiere

AT
Gy = Y.ds.
0

Es geniigt also zu zeigen, dass (G¢)¢ eine Modifikation von (F}); ist. Definiere iy = 11x,4y,}-
Dies ist ein messbarer Prozess mit

T T
0 ~~ 0 N————
>0 =0 Vt
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da X eine Modifikation von Y ist. Also folgt fOT ndt = 0 P-f.s. Wegen

T
(F,#G) C{we: /0 e(w)dt > 0}

folgt, dass G eine Modifikation von F'ist. Da F; alle P-Nullmengen enthélt, muss F; € F;
sein. Also ist F; adaptiert und stetig und damit progressiv messbar und die Behauptung
folgt aus Schritt 2. O

Proposition 3.2.3:
Seit — (M), (w) absolutstetig (bzgl. X) fiir P-f.a. w € Q. Dann ist Ly dicht in L beziglich
der Metrik [ X —Y].

Beweis:
a): Sei X € L beschrénkt. Mit Lemma 3.2.2 existiert eine Folge (X"),, C Lo mit
T 2
. n -
;li%nh—{goE ; | X{ — X¢|“dt = 0. (%)

Also existiert eine Teilfolge (X ™) mit
(A& P) ({(t,w) € [0,00) x Q2+ lim X* () = Xt(w)}c) ~0.

Daraus folgt mit Lebesgue [X™ — X] — 0, da

T
X™ = XPp=E [ X7 = X d(M),,
0 Y———
beschrankt

wobei d (M), = f(t,w)dt wegen der absoluten Stetigkeit.
b): Sei X € L beliebig. Dann ist X{* = X;1{|x,|<p} beschrénkt. Nun ist

T
X"~ X)3 = E/O X2 x, 5y d (M), — 0
wegen dem Satz von Lebesgue, wobei die Majorante X7 ist.

X™ kann geméf a) durch einfache Prozesse approximiert werden. ]

Lemma 3.2.4:

Sei (Ay) stetig und aufsteigend (d.h. Ag = 0, Ay T, rechtsstetig, adaptiert, E Ay < oo Vt)
und X sei progressiv messbar mit EfOT X2dA; < oo fiir alle T > 0.

Dann existiert eine Folge einfacher Prozesse (X™),, mit

T
sup lim E X — X > dA; = 0.
T>0 n—oo 0
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Beweis:

Sei X € L* beliebig und ohne Einschrankung sei X beschriankt, d.h. | X (w)| < C' < oo fiir
alle (¢,w). Andernfalls imitiere den zweiten Teil des Beweises der vorherigen Proposition.
Wie im Beweis zu Lemma 3.2.2 geniigt es zu zeigen, dass eine Folge von einfachen
Prozessen (X™),, existiert, sodass fiir festes T > 0 gilt

T
limE/ |XP — X|*dA; = 0.
n 0

Sei also T' > 0 fest. Setze X;(w) = 0 fiir alle ¢t > T und alle w € Q. Die Abbildung
t — Ai(w) + t ist streng monoton wachsend, d.h. es existiert eine Umkehrabbildung
s+ Ts(w) mit Ag, () + Ts(w) = s fiir alle s > 0 und w € . Beachte, dass Ts < s. Ferner
gilt

{Ts <t} ={As+t>s} € F;.
Fiir festes s ist also T eine beschrinkte Stoppzeit beziiglich (F;);. Neuer Prozess nach

Zeitwechsel:
Ys(w) = Xp,()(w) Vs > 0 und w € Q

mit der Filtration G := Frp,. Dann ist Y adaptiert an (Gs)s, da (X;)s progressiv messbar
ist. Aus Lemma 3.2.2 folgt, dass fiir alle € > 0 und alle R > 0 ein einfacher Prozess (V)
((Gs)s-adaptiert) existiert, sodass

R 9 €
IE/ YE— Y2 ds < =.
0 2

Beachte dabei, dass
o0 o0 oo
B[ vis—E [ X ds—E[ 1gonXids
0 0 ~—~ 0
=0 fiir Ts>T

Ap+T
:E/ X2 ds < C2(EAr +T) < oo,
0 ~~

<C?

Also existiert ein R > 0 mit [° Y;2ds < 5. Setze Y = 0 fiir s > R, so gilt

o 2 R 2 o 2
E[T1vi-ViPds—E [ [vi-YiPds+E [ Vi - Vi ds
0 0 R

Fiir den einfachen Prozess (Y)s mit Y = 0 fiir s > R existiert eine Partition 0 < sg <
s1 < ...< 8, < R mit

Y5 =800y + D €51 Ly s (5)
j=1
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mit &, |, € Gs;_, sowie ein K > 0 mit
Zeit liefert

€Sj_1

< K. Umschreiben auf die urspriingliche

Xi =Y, =&yt + > &L, 1 (1)
j=1
(X{)¢ ist messbar und (F;);-adaptiert, weil

———

~
egsj :'FTS]‘ eFt
Ferner approximiert X X wegen
T 2 T 2
E/ IXE — X, dA, gn«:/ IXF — X% (dA, + dt)
0 0oo i
:E/ Y —Ys|ds <e.
0

Nun ist allerdings X¢ kein einfacher Prozess. Es bleibt zu zeigen, dass X¢ sich durch
einfache Prozesse approximieren lasst. Dazu zeige, dass

7715 (w) = 5.5]',1 :H'(Ts]-_l (W)aTS]' (w)] (t)

sich durch einfache Prozesse approximieren lasst. Ohne Einschrankung sei s;_1 = 1, s; = 2,
d.h. n(w) = 51(w)]l(T1(w),T2(w)](t). Es ist T} < Ty < 2. Definiere fiir 1 = 1,2

om+l ] k
L@ = 3 gulp ) (T)
k=1

sowie

n¢ (w) = & (W) Lirm (w) 3 (w)) (£)-

n™ ist einfach und 7™ approximiert 7, denn wegen |£1| < K und monotoner Konvergenz
gilt

[e'e) oo 2
E/o I —m|” dAy < KQE/O ’ﬂ(T{",TQ’"](t) - 1(T1,T2](t)‘ dAy

< K’E ((Asz — AT2) + (ATI’" — ATl)) 2.

O
Proposition 3.2.5:
Ly ist dicht in L bzgl. [- —-].
Beweis:
Wende Lemma 3.2.4 an mit A; = (M),. O
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3.3. Konstruktion und einfache Eigenschaften des stoch. Integrals

Lemma:

Seien X,Y € Lo(M), 0 < s <t < oo. Dann gelten
1) Io(X) = 220 &i(Mont,—, — Mont;) = 0 P-fus.
2) E(Ii(X) | Fs) = Is(X) P-fs.
3) t— I(X) ist ein stetiges Martingal.
)

4) Es gilt die Ito-Isometrie

t
:E/ngM
0

5) I(X) € Ms mit (I(X)), = Jy Xad (M)
6) Auf MS definiere

w

I1X]| = i 9—n (1 A JET@) .

n=1
Dann gilt || I(X)|| = [X].
7) B ((L(X) = ,(X))* | Fy) =E(J! X2d (M), | Fy).
8) I(aX 4+ BY) =al(X)+ pI(Y) fir alle o, B € R.

Beweis:

to be added. O
Proposition 3.3.1:

Sei X € L*. Dann ezistiert eine Folge (X™), C Lo mit [X™ — X] — 0.

Mit Hilfe dieser Proposition und den elementaren Eigenschaften des stochastischen
Integrals lasst sich zeigen, dass

H(X™) = LX) = (X" = X™)|| = [X" = X™] =0

fiir n,m — oo. Also ist (I(X™)), eine Cauchy-Folge in MS$, welcher ein abgeschlossener
Unterraum von My ist, welcher vollstandig ist. Also konvergiert (I(X")), gegen ein

I(X) e M.

Definition 3.3.2 (Stochastisches Integral):

Sei X € L£*. Das stochastische Integral von X beziiglich eines Martingals M € M§ ist
das eindeutige, quadratisch integrierbare Martingal I(X) mit lim, ||[[(X™) — I(X)| =0
fiir jede Folge von einfachen Prozessen (X™), mit [X" — X] — 0. Man schreibt

t
:/ XodM,
0

fur alle ¢ > 0.
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Lemma:
I(X) ist wohldefiniert.

Beweis:

1. Behauptung: Sei (X"), eine Folge in £y mit [X" — X]| — 0, dann existiert ein
I € M§ mit ||[I(X"™) — IHMg — 0, denn (X™),, ist eine Cauchy-Folge in £y mit Metrik
[X —Y]. Also gilt wegen der Linearitét fiir einfache Prozesse

X" = T(X™)| g = (X" = X™) e = X7~ X7 = 0

fiir n,m — oo wegen Eigenschaft 6. Also ist (I(X™)), eine Cauchyfolge und da M ein
abgeschlossener Teilraum des vollstdndigen Raumes My ist, ist I € M§ wie gefordert.

2. Behauptung: [ ist eindeutig. Denn seien (X"),, (Y™),, Folgen in £y mit [X" — X]| —
0,[Y™ — X] — 0, so definiere (Z7),, via Z?"~! = X" Z?" = V", Dann gilt [Z" — X] — 0
und zu (Z"),, existiert ein I € M$§ mit ||[I(Z") — IHMg — 0. Also gilt dies auch fiir die
Teilfolgen. O

Lemma 3.3.3 (Eigenschaften von fot XsdMy):
Set X € L* und M € MS. Dann gelten

1) I(X) =0 P-fs.

2) E(Ly(X) | Fs) = Is(X) P-f.s. fir alle 0 < s < t < oo.

3) E((L(X))?) = E (f X2d (M),

4) [1(X) ]| pgg = [X]-

5) E((I(X) - L,(X))? | F,) = E (J! X2d(M), | F,) P-fas.
6) Linearitit: I(aX + BY) = al(X) + BI(Y).

7) (I(X)), = f3 X2d (M),

Beweis:
3) —5): Sei A € F,. Dann gilt

/A (L(X) - I,(X))2dP = E (nA (2 —tim L,(x™) — (£2 ~1im IS(X”)))2>
=i E (14 (L(X") - L,(X™)?)

n

=i (14 [ (xpan,)

:E</:X5d<M>u-ILA).
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Damit ist 5) gezeigt. Bilde den Erwartungswert, um 3) und 4) zu erhalten.
7): Es gilt

E(I7 - 12| Fs) =B ((L - L)" + 241, — I2 | F)
)

=)

t
E (/ X2d (M), | ]-"s) + 2I,E (I | Fs) — 212

=0
:E</OtX5d<M)u | fs) /OSXZd<M>u

wobei [5 X2d (M), Fs-messbar ist, weil X und M progressiv messbar sind. O

Proposition 3.3.4:
Seien X,Y € L*, M € M§,0 < 1 Stoppzeiten bzgl. (Fi)¢. Dann gelten P-f.s.:

0) E (Ine(X) | Fo) = Iipo(X)

D) E((Iinr(X) = Iino(X)) - (Tnr(Y) = Lino (V) | Fo) = E (ST XuYud (M), | F,)
&) E((I(X) = L(X)) - (L(Y) = I,(Y)) | Fs) = E (f! XuYud (M), | )

d) Iinr(X) = L(X) mit Xi(w) = X¢(@) Lp<r(w)}-

Beweis:
a): Optionaler Stoppsatz.
b): Optionaler Stoppsatz angewendet auf (I4(Z)? — [3 Z2d (M), ); zeigt

E ((Iinr(2) = Tno(2))* | Fo) = B (Iinr(2)? = Tino (2)? | Fo )

tAT
=E < Z2d (M), | fg) P —fs.
t

No

Setze Z = X +Y bzw. Z = X — Y, so folgt die Behauptung.
c): Wéhle 7 = ¢,0 = s und nutze Teil b).
d): Zunichst gilt
Iipne(X) = Ii(X) = Lnse (X = X) = (I(X) = Iinr(X)

Martingal in M§

Zeige, dass (Z),_ = 0 P-f.s. gilt. Ist dies gezeigt, so nutze Problem 1.5.12 in | ]: Aus
(Z), =0 P-Ls. folgt P(Z,p =0Vt > 0) = L. )
Fir ¢t — Lin (X — X) gilt folgendes: Fir Z = X — X, s < ¢ gilt

tAT

E ((Ine(2) - Lne(2)? | 7.) =B ([ " 22000, | 7).

SAT
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denn wir dirfen den vorherigen Teil anwenden mit X =Y = Z, d.h. fir alle Stoppzeiten
5,7 mit & < 7 gilt
tAT

E ((Iine(Z) = Iins)* | F5) =E ( | Zid (), | f&> .

NG
Wiéhle 6 =sund 7=7Vs (= <7).

a): Fir w mit 7(w) > s gilt tAT(w) =tA(T(w)As) =tAT(w) und tAG(w) = s = SAT(w).
b): Fir w mit 7(w) < s gilt t AT(w) =t As =sund t Ad(w) = tAs = s sowie
t ANT(w) = 7(w) und s A 7(w) = 7(w). Insbesondere verschwinden hier alle Integrale
(beachte die Integrationsgrenzen).

Fir t — It(X) — It/\T(X) gllt}

t

B (1000 — e () ) =5 ([ x2a01),) =0

denn fiir {7 <t} gilt [* X2d (M), = [0d (M), = 0 und fiir {7 >t} gilt (t AT, t] = 0.
Damit ist (Z) = 0 P-f.s. O

Beispiel:
Betrachte das stochastische Integral fot Bs d Bs .
~ =~
=X M
1): Approximiere X = B durch einfache Prozesse (wobei wir vereinfachen, dass die
Sprunghdhen nicht beschrinkt sein sollen). Dazu setze

2" —1
B (w) = Bo(w)ioy(s) + > B 4(w)- Loy a1 (s).
k=0

(dies ist kein einfacher Prozess, da die B x , nicht beschrénkt sind). Die Annahme, dass X
27L

beschrankt ist, kann aufgehoben werden. Waren diese beschriankt, so wiirde [B" — By — 0
gelten nach dem Lemma 2.4 und geméfl Proposition 2.6.
2): Wir zeigen:

konvergiert in £2. Hierfiir nutzen wir, dass

Bi., — B = (Bys1 — By)* + 2 By(Byy1 — By)

bzw. . 1
Bi(Brt1 = Br) = 5 (B%H - Bi) =5 (Br+1 — By)?.
Damit gilt
1 1
> Bi(Bit1 — By) = 533 ~3 > (Bys1 — By)*
k k

=V,
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wobei der letzte Teil in Wahrscheinlichkeit gegen die quadratische Variation konvergiert,
falls ||II]] — 0 < n — oo. Fir die Brownsche Bewegung lésst sich zeigen, dass auch
L?-Konvergenz vorliegt. Damit folgt insgesamt

t 1 1
/0 B,dB, = 533 -5t
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3.3.A. Eine Charakterisierung des Integrals

Seien M,N € M$, X € L*(M),Y € L*(N). Dann existieren IM(X) = [7 X,dM,
und IN(Y) = [{ YsdNs, wobei IV, 1™ € MS$ und die quadratischen Variationen sind
gegeben durch <IM(X)>t = ¥ X2d (M), sowie <IN(Y)>t = JEY2d(N),. Das Ziel ist

ein Ausdruck der Form
t
(1M(X), 1V (V) = / XYud (M,N), P—fs. (%)
0

Lemma:

(%) gilt fir X,Y € Lo.

Beweis:
Sei 0 < s <t < oo. Dann gilt

B ((1M00) - 1100) - (1 (V) - 1(v)) | )
_E (/t X,Yud (M,N), | f5>

genau dann, wenn (x) gilt. O

Proposition 3.3.5 (Kunita & Watanabe):
Seien M, N € M§ und X € L*(M),Y € L*(N). Dann gilt P-f.s.

Aﬂ&nmgg([x@@@ga([x%mmf

wobei &, die Totalvariation von & == (M, N) auf [0, s) sei.

Beweis:
Wir benutzen Problem 1.5.7(iv) in | |: Fir P-fa. w gilt
1

§iw) = &(w) = 5 (M), (W) = (M), (W) + (N); (W) = (N) (w))-
Also ist £(w) absolutstetig bzgl. p(w) := & (M) + (N)) (w) fiir P-f.a. w. Sei Q die Menge
aller w, fiir die {(w) absolustetig bzgl. ¢(w) ist.

Fir w € ) existiert nach dem Satz von Radon-Nikodym ein f;(-,w) : [0,00) — R fiir
i =1,2,3 mit

(), @) = [ fils,)dg(e)
V), @) = [ alsw)dple)
) = (M, N), @) = [ fols,)dps(e).
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Fiir alle a, 8 € R existiert ein Qaﬁ c ) mit P(Qa’g) =1 derart, dass auf Qa,g gilt

0 <(aM + BN), — (aM + BN), = /t o?fi(s,) + 208 f3(s,) + B2 fa(s, Vs (xx)

fiir jede Wahl 0 < u < ¢ < co. Also existiert fiir alle w € Q, 5 ein T, g(w) € B([0,0)),
sodass fT dps(w) = 0 und &?f1(t,-) + 2aBf3(t, ) + B2 fa(t,+) > 0 fiir t & T, 5(-).
Setze Q = Napec0Qas (MaB 1) sowie T = U, geqTn.s (wobei Jr(w) det(w) = 0 fiir

we).
Fiir t ¢ T(w) gilt (%) fiir alle (o, 8) € Q?, also auch fiir alle (o, ) € R?. Wihle o und j
beliebig und ersetze @ — o | X;(w)| und g — |Y;(w)|. Dann geht (k) iiber in

@ | Xo(w) [ fi(t, w) + 20 | Xe(w)| [Ya(@)] f3(8,w) + [Ya(w)]* + fo(t,w) = 0.
Integration liefert

0< /Ot,,_d%(w) . /Ot\XS(w)|2f1(S,w)d<ps(w)+

)

E]

d
§a2/0 |Xs(w)|d<M)S+2a/0 IXs(w)IIY;(w)Id£S+/O Ys(@)I*d(N),

fiir alle ¢ > 0. Optimiere iiber a: a?a+2ab+c¢ > 0 wird minimal, wenn o = —g. Einsetzen
ergibt 0 < —% +eeb<l %, d.h.

[ mlds < ([ 1xpaon )%’(/Ot|ys|2d<zv>s)é

O
Lemma 3.3.6:
Seien N, M € M§, X € L*(M) und (X™),, eine Folge in L*(M) mit
. T 2 . .
Jim ; | X, — Xu|"d (M), =0 P—f.s. fir ein T > 0.
Dann gilt
. n . , B
Beweis: .
Nach Problem 1.5.7(iii) in | ] gilt mit N =I(X") — I(X) firallet <T
\/ 2 n r n 2
(N, N) | < (X" = X)), (N), < X=X d (), | (N,
wobei dies fast sicher gegen 0 konvergiert nach Voraussetzung. O
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Lemma 3.3.7:
Seien M,N € M$§ und X € L*(M). Dann gilt

<IM(X),N>t:/0 Xud(M,N), P—fs.

Bemerkung:
Dies ist die gewlinschte Aussage fir Y;(w) = 1.

Beweis:
Zu X existiert eine Folge (X™), in Lo(M) mit

T
. n 2 .
;li%nh_)rroloE ; | X, — Xu"d (M), =0.

Also existiert fiir 7" > 0 eine Teilfolge (X™*); mit
T
lim [ |X™ — X,[*d(M), =0 P—fs.
k—o0 .Jo
Damit gilt nach Lemma 3.3.6
t
(IM(X),N) = lim (IM(X™),N) = lim / X™d (M, N),
t k—o00 t 0

k—o0
t
- / Xud (M, N),
0

mit Proposition 3.3.5, denn

t t t
/X;;W(M,Mu—/ Xud (M, N), g/ X7 — X, - 1dE,
0 0 0

1

< ([ - xlaon,) ([1am,) -0

N|=

O
Proposition 3.3.8:
Seien M,N € M§, X € L*(M),Y € L*(N). Dann gelten:
a) (x) gilt.
b) B (1M (X) = (X)) - (1IN (V) = IN(V)) | Fs) = B (J! XuYud (M,N), | F) fiir
allet > s.
Beweis:
(a) < (b), also bleibt nur (a) zu zeigen. Damit gilt nach vorherigem Lemma
t t
<IM(X),IN(Y)>t = / X,d (M, IV(Y)) = / X,Yud (M,N),,
0 0
denn <M, IN(Y)>t = [3Y,d (M, N), nach vorherigem Lemma. O
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Proposition 3.3.9:
Sei M € MS und X € L*(M). Dann ist IM (X) das eindeutige Martingal ® € MS, das

(@, N), = /t Xud (M, N), Vt >0 P—fs. (A)
0

fiir alle N € M5 erfiillt.

Beweis:

Das vorherige Lemma zeigt, dass ® = I (X) (A) erfiillt.

Eindeutigkeit: Erfiille ® € M$ (A) fiir alle N € M$. Dann gilt nach dem vorherigen
Lemma

t
(@ —1M(X),N) = / Xud (M, N), - (I"(X),N) =0.
t 0 t
Wihle nun N == & — I™(X), so ist N € M$ mit

(N), = (N,N), =0 P—f.s. = N, = 0.

Notation:
Fiir N; == [ XsdM; schreibe dN = XdM.

Korollar 3.3.10:
Sei M € MS, X € L*(M),N = IM(X),Y € L*(N). Dann gilt X - Y € L*(M) und

N y)=1M(x ),

oder kurz
YdN = X - YdM.

Beweis:
Integrierbarkeit: X - Y € £*(M). Denn es gilt

E (/Ot X2v2d (M)S) =E (/Ot de(N)s) < o0

nach Voraussetzung.
Sei N € M5 beliebig. Dann ist d <N, ]\7> = X.d <M, N> gemafl Voraussetzung. Daraus
folgt mit Lemma 3.3.7

(IM(xy), N>t = /Ot X, Yod (M, N>u = /Otytd <N,J\7>u = (IN(v), N>t.

Daraus folgt mit Satz 3.3.9 IN(Y) = IM(XY) P-fs. O
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3.3.B. Integrale beziiglich stetiger lokaler Martingale
Sei (Q, F,P) ein W-Raum und (F;); erfiille die iiblichen Bedingungen. Sei M € M®¢,

Definition 3.3.11 (Klasse von Integranden):
Sei P die Menge aller Aquivalenzklassen von messbaren, adaptierten Prozessen mit

IF’(/UTde<M>t<oo>:1 (%)

fir alle T' > 0. P* bezeichne die Teilklasse aller progressiv messbaren Prozesse.

Im Folgenden sei X € P*. Falls t — (M), (w) absolutstetig ist fiir P-f.a. w, so geniigt es,
X € P zu fordern.

Konstruktion des stochastischen Integrals:

1): Fiir M € M%"¢ und eine Folge o, 1 0o P-f.s. mit (M, ): € MS. (Damit wir in My
sind, ggf. o, durch o,, A n ersetzen).

2): Fiir X € P*, definiere &, == n Ainf{t > 0: [J X2d (M), > n}. Da X € P*, gilt
Gn 1T 0o P-f.s. geméf (x).

3): Fiir 7, := 0y A G T 00 P-f.s. setze M := Mypr, (= M™ € M$§) und XJ' == Xyl <y
Damit ist X™ € £*(M™).

Damit ist IM"(X™) wohldefiniert.

Korollar: . . .
Sei M € M5, X € L*(M) und M € M5, X € L*(M) bzgl. (Ft); und 7 eine Stoppzeit

mit Xepr = Xenr und Mypr = Mypnr P-f.5. Dann gilt

Lips (X) = Iy (X).

4): Mit diesem Korollar gilt
LX) = (XM

fir 0 <t < 7, fur alle Paare n,m € N mit n < m (und daher 7,, < 7,,,). Dies erlaubt die
Definition
IM(X) = IM"(X™) auf {0 <t < 7.} ()

5): Das so definierte /(X)) ist wohldefiniert, unabhéngig von Wahl der (o,,), und stetig
in ¢, d.h. t = L,(X)(w) ist stetig fiir P-f.a. w, und ein lokales Martingal (verwende (7,,),
als lokalisierende Folge).

Definition 3.3.12:

Sei M € M%!°¢ und X € P*. Das stochastische Integral von X beziiglich M ist der
stochastische Prozess I(X) = (I;(X)); € M€ der durch (**) definiert wird. Schreiben
iy XodMs.

Vorsicht: Nicht alle Eigenschaften des stochastischen Integrals bleiben bestehen. In der
Regel gelten nicht:

o Martingaleigenschaft: E([;(X) | Fs) # Is(X). (u.U. existiert die linke Seite nicht)
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o E(I(X)?) #E [{ X2d (M),,. (0.U. existiert die rechte Seite nicht)
(XN # [X].
o E((L(X) = L,(X)? | Fy) #E ([ X2d (M), | F).

e Lemma 3.3.3.
Die Pfadeigenschaften gelten weiter (Beweis per Lokalisierung):
o Ip(X)=0Pfs.
o Linearitat des Integrals.
o (I(X)), = J§ X2d (M), P-ts.
. <IM(X),IN(Y)>t = ' X,Y,d (M, N),,.
o i (X)=I(X)mit X = Xi1{4<ry fiir Stoppzeiten 7.

Proposition 3.3.13:
Sei M € M>l°¢, X € P*(M). Dann ist IM(X) das eindeutige ® € M1 mit

(®,N), = /Ot X,d (M, N),

fiir alle t > 0 P-f.s. und alle N € M®&°°,

Bewets:
Mit Lokalisierung fiithre dies zuriick auf die analoge Proposition fiir stochastische Integrale
beziiglich Martingalen. a
Aufgabe 3.3.14:
Sei W eine Brownsche Bewegung, ¢ € [0, 1] und II = {#o,...,t,} eine Partition von [0, t].
Definiere

n—1

SE(H) = ((1 - 5)Wti + 5Wti+1)) (Wti+1 - Wti) .
i=0

Dann konvergiert dies fiir ||II|| — 0 im £-Sinne gegen 1 W7 + (6 — %) t.

Beachte, dass die rechte Seite nur ein Martingal ist, wenn ¢ = 0 ist (dies war die Definition
des stochastischen Integrals bzw. It6-Integrals). Die Abhéngigkeit von € auf der rechten
Seite liegt an der unbeschrénkten Variation der Pfade der Brownschen Bewegung.
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3.4. Substitutionsregel / 1t6-Formel

Wir wissen [j WodW, = SW2 — 3t baw. WidW; = $d(W2) — 3dt. Mit f(z) = 22 ldsst
sich dies schreiben als

t t
W2 = f(Wy) :2/ Wdeer/ ds
0 0

oder
df (W) = 2W dW, + dt.

Definition 3.4.1 (Semimartingale):
Ein stetiges Semimartingal X ist ein adaptierter, stochastischer Prozess mit Darstellung

Xy =Xo+ M+ B (A)

fiir t > 0 mit M € M und (By); ist gegeben als B; = A" — A; mit stetigen, monoton
wachsenden, adaptierten Prozessen AT mit A§ =0 P-fs.

Konvention: B; = A — A; hat maximale Darstellung, d.h. A} ist die positive Va-
riation von B auf [0, ¢] und entsprechend fir die negative Variation. Dann gilt fiir die
Totalvariation von B By = A" + Ay .

Aufgabe 3.4.2: ) )
Sei X ein stetige§ Semimartiflgal. Angenommen X; = Xg+ M; + By = Xo + M; + B;.
Dann gilt M = M und B = B fir t > 0 P-fs.

Beweis:

Es gilt~Mt — M, € M und M, — M, = B; — B, hat endliche Totalvariation. Wéhle
My — M; € M5, dann gilt My — M; = 0 P-f.s. Wéhle eine lokalisierende Folge, so folgt
die Behauptung. O

3.4.A. 1t6-Formel

Wir wollen zeigen: ,Eine glatte Funktion eines Semimartingals ist ein Semimartingal®.

Satz 3.4.3 (It6, 1944, Kunita & Watanabe, 1967):
Sei f € C2(R,R) und X ein stetiges Semimartingal mit Darstellung (A). Dann gilt P-f.s.

£ = £%0) + [ Fgam+ [ a3 [ paoaon, @

fiir alle 0 <t < c0.

Bemerkung 3.4.4:

Fiir festes w und ¢ ist s = Xg(w) auf [0,¢] beschrinkt. Folglich ist [} f/(X,)dM; als
lokales Martingal definiert.

t— fot ...dBs + fg...d(M)S ist Summe zweier Stieltjes-Integrale, hat beschrénkte
Variation und daher ist eine Zerlegung in AT und A~ mdoglich. Daher ist die rechte Seite
ein Semimartingal.
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Bemerkung 3.4.5:
Falls X = M = W (Brownsche Bewegung) und f(z) = 22 ist, so gilt

1
d(W2) = 2z | g, dW; + 52 leew, d (W), = 2W dW; + d (W), = 2WdW; + dt.

Also gilt [§ WedW, = L (W2 —1).

Beispiel 3.4.6:
Sei M = W (Brownsche Bewegung) und X € P* (firr Integrale bzgl. der Brownschen
Bewegung geniigt P). Definiere fiir 0 < s <t < oo

t 1 st
£(X) = / XudW, — f/ X2du

S 2 S

und
&(X) = €(X).

Schreibe & = &/(X).
Dann ist Z; := e ein Supermartingal. Zeige zunichst, dass Z ein lokales Martingal ist.
Da Z nichtnegativ ist, folgt mit Problem 5.19(ii) aus [ |, dass Z ein Super-MG ist.
Hier nutzen wir die It6-Formel. Wir zeigen, dass (Z;); die stochastische Differentialglei-

chung
dZy = Z; X1 dWy

erfiillt. & ist ein Semimartingal, d.h. & = N; + B; mit einem lokalen Martingal N; =
Jy XsdWs und By = —1 [ X2ds ist von beschrinkter Variation.
Waihle f(z) = e” und Z; = f(&). Dann gilt

1
dZy = ['(&)dé: + §f”(§t)d (N),
1 1 1
= bt (dft +5d <N>t> = 7 <Xtth - 5det - 2X3dt)
= Z; X dW;.

Sei Xy = Xo + M; + By vom Typ X; = fot b(s,-)ds + fg o(s,)dWs. Wir schreiben
1
df (X¢) = f'(X)d Xy + §f”(Xt)d (M),
= FX)AX+ 3 (X001, )it
1
= PO, + L (X0 (X

mit der ,,Multiplikationsregel“

(dX:)? = (b(t,-)dt + o (t,-)dW;)?

= (
= b(t,)2(dt)® + b(t, Yo (t, ) (dtdW; + dWidt) + o (t, )2 (dW;)* = o(t,-)dt,
wobei hier dtdt = 0, dtdW; = 0, dW;dt = 0 und dW;ydW; = dt eingeht.
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Beweis:
1. Schritt: Lokalisieren.
Definiere

)0 falls | Xo| >n
N inf{t > 0:|M;| > n oder B, > n oder (M), >n} sonst

wobei B, die Totalvariation von B auf [0, t] bezeichnet. Dabei sei inf () = oo. Dann gilt 7, 1
und 7, T oo P-f.s. Es geniigt, (%) zu zeigen fir t — t AT, baw. Xiar, , Miar, . Folglich diirfen
wir annehmen, dass eine Konstante K > 0 existiert mit | Xo|, |M;|, By, |(M),| < K fur
alle t. Also ist (M) ein beschréanktes Martingal und die Integrierbarkeitsvoraussetzungen
fiir stochastische Integrale sind erfiillt. Ferner gilt | X;| < |Xo| + |M| + |B:| < 3K und
|B¢| < |B; — By| < B;. Somit kénnen wir f auBerhalb von [~3K, 3K] abéndern, derart
dass f € C? kompakten Triger hat. Also existiert ein L > 0, sodass |f]|,|f'|,|f"| < L.
2. Schritt: Taylor-Entwicklung.

Sei t > 0, IT eine Partition mit 0 =ty < t; < ... < t;,, = t. Dann gilt

F(Xo) = f(Xo) = D (f(Xe,) = f(Xe,0))

k=1
= Z f/(th—1)(th - th—l) + % Z f//(nk) (th - th—1)2
k=1 k=1

mit Zwischenstellen n(w) = Xy, (w) + Ok (w) (Xt (w) — Xy, (w)) mit Ok (w) € [0, 1].
Beachte dass wir O so wihlen konnen, dass f”(n;) messbar ist.

Idee: Auflosen nach f”(ny), sofern X;, — Xy, | # 0. Falls dies 0 ist, setze O (w) = 0 und
() = f"(X4,,_, (w)). Dann gilt f(X;) — f(Xo) = J1 + Jo + £J3 mit

Jp = JI(H) = i f/(th71)(Btk - Btk—l)

>
Il
—

Jy = Jo(Il) ==Y f'( Xy, )(My, — My, _,)
k=1
J3 = J3(I1) == > f" () (Xe, — Xp_,)%.
k=1
Nun gilt .
7, () M / F/(X,)dB, P—fs. (a)
0

als Lebesgue-Stieltjes-Integral. Ferner ist Y := f/(X;) ein stochastischer Prozess aus L£*.
Daher ist Y' := f'(Xo) 1oy () + Sk ' (Xeu_y) - Ly, 1) () einfach, d.h. aus Lo. Da

(Ys)s stetig ist, gilt also (}/SH)S ||1_i—>>0

E(It(YH—Y))2 :E(/Ot

(Ys)s und es gilt

vyl _y,

S

2d<M>s) —0,
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ILi=o

d.h. es gilt Jo(II) "—
3. Schritt: Zerlege J3.
Zerlege J3 = Jy + J5 + Jg, wobei

JoYedM, in L2

m
Jo = Ju(I1 Zf// Btk _Btkq)z
k=1
m
J5 = = Z () Btk Btk—l)(Mtk - Mtkﬂ)
ke
Jo = Jﬁ Z 77k Mtk Mtk71)2'

Beachte, dass wegen B <K gilt

[ Ja| + 5] < 1771l (mgﬂBtk — By, | By + 2max | My, — Mtk_lth)
———
<L
<LK (maxy-_ | + max|- _.>
k k

II||—0
(I11]] 0

da B und M gleichméBig stetig sind auf [0, ¢].
4. Schritt: Jg(II).
Vergleiche Jg mit J§ = JG(IT) = 7"y f"(Xe,_ ) (Mg, — My, )2, so gilt

I = Jo| < max | £"(m) — £"(Xe,_,)| V(D)

Nach Lemma 1.5.9 aus [KS10] gilt: Falls |M,| < K Vs, dann gilt E (VA1) < 6K*.
Daher folgt mit Cauchy-Schwarz

B (15 — Jol) < VOKT \/E (1me m) = 16

[I1T]]—0
— 0

da f" stetig und beschrinkt ist. Es bleibt zu zeigen, dass J¢ — [ f”(X,)d (M), in einem
geeigneten Sinne. Vergleiche dazu J§ mit

m

Jr = J7(H) = Z f,/(th—l)(<M>tk - <M>t,€,1)-

k=1
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=0

Beachte, dass J7 '—  [¢ f"(Xs)d (M), P-f.s. gilt. Nun gilt

i f”(thfl)(Mtk - Mtk71)2 - (<M>tk - <M>tk_1>

=E (i f//(th—1)2 ’Mtk - Mti,l - (<M>tk - <M>tk,1 2)
k=1

<2 e (0, - )+ 3, - on, )
— k k

tk—1

<222 (VA + e (A1), — (), [ (0),).
Nach Lemma 1.5.10 aus | | gilt: Ist | M| < K, so folgt lim||H||_>0EV;4(H) = 0. Also
folgt mit dem Satz von Lebesgue

) HHH—>0 0.

E (| - J7
Somit gilt J3 ”H|H0
5. Schritt:
J1, Ja, J3 konvergieren P-f.s. bzw. in £!, sodass zu jeder Folge (II"),, mit ||TI,|| — 0 eine
Teilfolge (TI™* )y, existiert, sodass Ji(IT") — [¥ f'(Xs)dBs, Jo(TI") — [{ f'(Xs)dM; und
J3(IT™) — [+ f"(X,)d (M), P-fs.
Somit gilt fiir festes ¢ die Aussage P-f.s. Da die rechte und linke Seite von (x) ste-

tige stochastische Prozesse sind, sind rechte und linke Seite ununterscheidbar, d.h.
P((x) gilt V&t > 0) = 1. O

— JE "X = s)d (M), in £2, also auch in £!.

Verallgemeinerung:
Satz 3.4.7 (Mehrdimensionale It6-Formel):
My B;
Sei My = ( : ) mit M € M%°¢ B, = ( : ) mit B; stetig, adaptiert und von
i | By
beschrinkten Variation mit By = 0 P-f.s. Sei Xo € Fo und Xy = Xo + My + B; ein
RY-wertiger stochastischer Prozess und f € C2(]0,00) x R, R). Dann gilt P-f.s. firt > 0

£(t, X)) = £(0, Xo) +/d (s, X, ds—i—Z/ \)dB

+Z/ dw‘f(s,Xs)dMg
+z Z/dmx] X)d (M, M) .
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Beweis:

Ohne Beweis. O
Bemerkung:
Fir f: RY — R* wende den Satz komponetenweise an, d.h. fiir fi,..., fr. Kurz:
d
d 1 P
df(ta Xt) = %f(tXt)dt + <vxf(ta ) ‘Xta dXt> + 5 Z (HBSSmf(t, ) |Xt)zj d <M ’Mj> .
ij=1

Lemma 3.4.8 (Partielle Integration):
Seien Xy = Xo + My + B, Yy = Yy + Ny + Cy stetige Semimartingale. Dann gilt

t t
/ XodYs = XYy — XoYy — / YidX, — (M, N),.
0 0

Bewets:
Setze d = 2 und f(t,z,y) = = - y. Dann gilt

df (X¢,Y) =0-dt+<(g) |(¥)7d(§g’:>>

1 & d?
+ 5 (dx2f(>d<M? M>t + 2dajdyf()d <M’ N>t>

d2
+ Tny()d <N7 N>t

= Y;dX; + X¢dY; + d (M, N), .
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3.4.B. Martingalcharakterisierung der Brownschen Bewegung

Satz 3.4.9 (Levys Charakterisierung der Brownschen Bewegung):

Sei X = (X},..., X{) ein stetiger, adaptierter, R -wertiger stochastischer Prozess. Ange-
nommen MF = XF — Xk, t > 0 ist ein stetiges, lokales Martingal fiir alle k € {1,...,d}
mit <Mk, Mj>t = 0p;j - t. Dann ist X eine d-dimensionale Brownsche Bewegung.

Beweis:

Da keine Anfangsbedingung benétigt wird, X stetige Pfade nach Voraussetzungen besitzt
und der Prozess adaptiert ist, bleibt zu zeigen, dass X unabhéngige Inkremente hat mit
X — Xs ~N(0,(t — s)Id). Wegen Lemma 2.6.13 aus | | geniigt es zu zeigen, dass
P-f.s. gilt

E (XX | F,) = =1/ 20l =)

fiir alle v € R? und 0 < s < t. Setze f(z) = eiw)  dann gilt fu; (x) = iuje d{w.r) ynd
Juj () = —ujukei<“7””>. Es gilt die Zerlegung X; = X + (M; — M) + 0, sodass nach
It6s Formel

¢ .
(X o+ / A ds0x Y [ 1 (x M+ Z Foyn () d (M7, MF)
[ J=17° _
] ‘7 —(5]de
und damit

d ¢ 1 ;
(iU Xe) _ it Xe) 4 u/ G Xo) i _ L uz/ o X0) g

gilt.
Da M/ lokale Martingale waren und zusétzlich (M7) , = t, haben wir M J € MS. Da der
Integrand in dM; beschriinkt ist, ist das stochastische Integral ein Martingal. Daher gilt

E ([l ewXldMi | Fy) =0 ts.
Fiir den letzten Summanden sei A € F, so gilt

. 1 t
E (ez(u,Xt—Xs)]lA) - <(1 . HUH2/ ez<u’X7’_Xs>d7“> ]1A>
LIl [ B (1 ar

Also haben wir eine Integralgleichung fiir ¢(¢) := E (e““’Xt*XSHlA). Die Losung fiir t > s
ist q(t) =P(A)e” 2lulP@=9) fir alle A € Fs, woraus die Behauptung folgt. O

117



3.4.C. Bessel-Prozesse

Proposition 3.4.10:
Die d-dimensionale Brownsche Bewegung W ist rotationsinvariant, d.h. fir jede orthogo-
nale Matriz Q ist (QWh); verteilt wie (Wy)y.

Beweis:
Ubung. O
Definiere die Distanz einer Brownschen Bewegung vom Ursprung als R; = ||IW;||,. Beachte,

dass fiir eine Brownsche Familie W, {P;}, die Verteilung von R unter P* nur von ||z||
abhangt.

Beweis:

Seien z,y € R? mit ||z|| = |Jy||. Um zu zeigen, dass die Verteilung von R unter P* und
PY gleich ist, zeige, dass eine orthogonale Matrix @ existiert, sodass y = Qx. Definiere
W; :== QW; (dies ist eine Brownsche Bewegung mit Start in y, wenn Wy = z). Daher gilt
fir jedes F' € B(C([0,0)))

P (R e F) =P (([Wil): € F) =P ((|QWi|): € F) = PV (([[Wil|): € F) = PY (R € F)
O

Definition 3.4.11 (Bessel-Prozesse):

Sei d > 2, W, {P*}, eine d-dimensionale Brownsche Familie. Dann heifit R, := ||W;|| mit
der Familie von MaBen {P"}, wobei P := P("%-0) g_dimensionale Bessel-Familie. Fiir
gegebenes r > 0 heifit R auf dem W-Raum (92, F, I@)r) d-dimensionaler Bessel-Prozess mit
Start in 7.

Aufgabe 3.4.12:
Die Bessel-Familie ist eine starke Markoffsche Familie.

Proposition 3.4.13 (Zusammenhang zu Semimartingalen und stochastischen Differen-
tialgleichungen):
Seid>2,r >0 und R ein Bessel-Prozess mit Start in r. Dann gilt

td—1
= ds+ B
Rt 7’+/0 oR. S + Dy,

Q) . (i @) D). Lo, . .
wobei By = Y4, BIS ) mit Bg ) = g%dWs( ) eine eindimensionale SBM ist.

Beweis:

Der Integrand ist fast iiberall definiert, denn es gilt {0 < s < ¢t: R; = 0} C {0 <
s<t:w = 0} und nach Theorem 2.9.6 aus | | gilt fiir P-f.a. festen w, dass
{0<s<t: wi) = 0} eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Ferner ist (Bt(i))t € M5, denn nach der It6-Isometrie gilt

t Wi 2 t W(l) 2
E £ AW = / > ds <t,
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(%)
da V%S < 1.

Fiir die Kovariation gilt

(B, BO)) = /Ot Wg) Rs(j) a (WO, W)
s CIEN S

sodass

=1 7j=1 1,7 S

<Zd:B ,iB >t > (BB = ﬁ;/J(WS(Z)) ds_/ z )ds
t.

Daher folgt nach dem Levyschen Charakterisierungssatz, dass B = (By); eine eindimen-

sionale Brownsche Bewegung ist.

Betrachte f(z) == [z, so gilt fo, = i, foia; = 5”” ‘T“ﬁg auf R4\{0}. AuBerhalb des

Ursprungs wollen wir It6s Formel anwenden:

Ry = f(Wy) :7’+/ Zle ) dW ;/Ot zd: fzi,xj(Ws)d<W(i),W(j)>

ij=1
d tw(l) 1 t 1 (Wz)2
- S g ,/ A O)T
3 m s [ (m R
1 rtd—1
= B — .
r+ t+2 . R ds

Um das Problem zu umgehen, dass f in 0 nicht differenzierbar ist, betrachte ¥; = |[W;|? =
R?, so gilt nach It6s Formel

d . ' 1t d
Yt:r2+22/ WS(Z)dWS(’)qu/Q > 1) ds
i=170 2Jo \iH
dort ,
:r2+22/ Waw ) +d-t.
— 140

Approximiere nun g(y) := /y fiir y > 0 via

SVe+ 22—yt y<e
ga(y) = {8 Ve BevE

VY sonst

fiir € > 0. Dann ist g. € C% und es gilt g.(y) — g(y) fiir jedes y > 0 und € — 0. Mit Hilfe
von Ités Formel erhalten wir

d .
9:(Y2) = g:(r2) + S° I (e) + Jule) + Ko(e),

i=1
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wobei

t
(@)~ 1 1 Yy i i
17 (e) = /0 <1{Y325}RS + 1{Y3<a}27\@ (3 - z—:)) wdw?
t d - ]. e—0 ¢ d - 1
Ji(€) =/O 11{1@25}72]%5 ds — . R,
t 1 Y,
Ki(e) = /0 Lo 12 <3d —(d+ 2)€> ds

Es gilt Ki(¢) >0 und 0 < E Ky(e) < % JyP(Ys < ¢)ds. Es gilt

ds

1 172 2
P(Y, <o) <P(WD+ (W2 <) = [ e d(w,y)
{224y2<e} 2T

0 0o 27s

sodass mit Fubini sowie der Substitution v := % mit %ds = —%dv
t NG NG 0 9
/ P(Ys < e)ds < / Be_pQ/(Qs)dsd,o :/ (/ —pe_UQ/zdv)dp
0 0 S 0 £ v
=:h(p)

folgt. Was passiert bei p — 07 Dafiir:

1
h(p) =2p ;e_UQ/QdU

Sk

1 1 e
=2p ((log 1})6_“2/2)L + /p vlog ve 2y + O (/1 e_”2/2dv> .
Vi TV

Zusammen gilt

|h(p)] < O(p

1
log /1) \> +0 (p / i v1osv! e“ﬂdv> +0(p) = O(plog pl) = 0.
p/Vt
Unter Ausnutzung der Regel von I’'Hopital folgt

B sddfde R e | 3() |y

EK - _
&) s 37 =i djdr v |,_ a1

=0,

woraus K;(g) — 0 in L! folgt.
Es bleibt noch zu zeigen, das I}(¢) — B} in L?. Unter Beachtung, dass auf {Y; > ¢} der

120



Beitrag von B* und I’ gleich ist, gilt mit Hilfe der Ito-Isometrie
i rig )2 ! 1 1 Y, i)
E ((Bt - It(5)> ) =E (/0 Livi<ey (Rs - 27\/5(3 - 5)> Wdes>
2 .
t R ANk
=E 1 1-— - = 52

< /t}P’(YS < e)ds = o(v/E) =9 0.
0

O

Bemerkung:

Fiir d > 2 und einen Bessel-Prozess gilt fiir festes t > 0 P(R; > 0) = 1. Gilt auch
P(R; > 0Vt > 0) = 1, d.h. ist der Ursprung unerreichbar?

Fiir d = 1 gilt P(|W}}| > 0 Vt > 0) = 0, denn wir wissen, dass die 1-dimensionale SBM
P-f.s. unendlich oft in den Ursprung zuriickkehrt.

Proposition 3.4.14 (Unerreichbarkeit des Ursprungs fiir einen d-dimensionalen Bes-
sel-Prozess):
Seid>2,r >0 und R ein Bessel-Prozess mit diesen Parametern. Dann gilt

P(R; >0Vt>0)=1.

Beweis:
Es gentigt, die Behauptung fiir d = 2 zu betrachten, denn fir d > 2 gilt

P (\/(th)Q o (W2 >0V 0) > P <\/(W,})2 +(WP)2> 0Vt > 0) —1.
k
Fiir jedes k so, dass (%) < r < k gilt, definiere fiir n > 1

k
Tk = inf{tZO:Rt: (;) }
Sp=inf{t >0: Ry =k}

T = Tk N Sk A n.

Wir wissen, dass

P(ﬁ{5k<oo}ﬁ{lilrgn5’k:oo}>:1 (A)

k=1

k
Modifiziere log x fiir x < % (%) , sodass wir eine C?-Funktion erhalten und nenne dies
logz. Mit Hilfe von Itos Formel gilt

~ d -~ 1( d* -
d (logRt) = (d:):lOgRt) dR; + 3 (WlogRt> (th)Q.
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Fiir ¢ < 7 gilt also wegen d = 2 und (dR;)? = (dB;)? = dt

1 1 , d—1 1 1 1
7R~ ﬁ(d&) = ———dt + —dB, dt = —dB,

dlog R, = _
o8t or? " TR, or?" T R,

und damit
Tk 1
log R, =logr + / —dB;
0 Rs

bzw.

n 1
logr =Elog R, — E (/0 Il[o,Tk](s)deBs>
=0

Daher erhalten wir

logr = —klogkP(T) < Sp An) +1logkP(Sy < T, An)+  E((log Ry)1l,<s,AT})

<kP(n<SpATy)<kP(S;>n)"=5°0
und mit n — oo
logr = —klog kP(T}, < Si) + log kP(S < Tj).
Auflésen ergibt

logr  P(Sk <Tk) ksoo
— — 0.
klogk k

Mit T := inf{t > 0 : Ry = 0} haben wir T}, <T Vk und daher

P(T, < Si) =

P(T < o0) = lim P(T < 5) < lim P(T), < Sg) = 0.

Das beweist die Behauptung fiir » > 0.
Fiir » = 0 sei € > 0. Da die Bessel-Familie eine (starke) Markoff-Familie ist, gilt nach
dem ersten Teil des Beweises

B (R, > 0 fiir t > ) = B (B (R, > 0 vt > 0)) = B(1) =1,
sodass letztlich gilt
]fDO(Rt>0Vt>0):;i_%}f”o(Rt>Ofﬁrt>e):1.
O

Bemerkung:

Wir haben gezeigt, dass die SBM fur d > 2 fast sicher nicht zum Ursprung zuriickkehrt.
In den Ubungen wird gezeigt, dass fiir d = 2 die Brownsche Bewegung beliebig nah an
den Ursprung herankommt (d.h. sie erreicht jede Kugel K,(0)). Fiir d > 3 sind die Pfade
nach unten beschrankt.
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3.4.D. Momentenungleichungen fiir Martingale

Bemerkung:
Sei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung, X ein messbarer, adaptierter Prozess
mit E [ |X;|*™ dt < oo fiir ein m > 1. Dann gilt

T
E / X, dW,
0
Beweis:

Dies ist eine typische Anwendung von [t6s Formel. Definiere dafiir M; := fg XdW, und
f(z) = |z)*™. Dann gilt

2m T
) < C’me_lE/ X, 2™ dt.
0

1
df (My) = 2m | M |*™ " dM; + F2m(2m —1) |M; P2 (dM;)?
= 2m | M "™ Xy dW; + m(2m — 1) | M,|*™ 2 X2dt.

Also gilt mit der Doobschen Submartingal-Ungleichung

T
E[M,[2™ = 0+ 0+ m(2m — 1) E/ M, 272 X 24
0
t
<m(2m —1)E (sup | M P2 / des)
0

) ™ ([ )Y

2m—2

< m(2m —1) <(2n2177i 1>QmE (‘Mt’Qm)> - ((/(JtX‘gd‘S)m)i '

Lose nun nach der linken Seite auf. Ferner gilt
t m t L t -1 i
E((/ X§-1ds) )gE (/ |X512mds> (/ 1ds> .
0 0 0

Proposition 3.4.15:
Sei M ein stetiges, beschranktes Martingal, sodass (M) beschrinkt ist, und T eine Stoppzeit.
Dann ezistieren Konstanten By, Cp,, Cl. > 0, welche nur von m abhdngen, sodass

2m—2

s<t

2m
<m@2m—1)E <sup |Ms|2m>

O

E (M) < Cl, E((M)T") ¥m >0 (3.27)
BuE(OO7) < E (1M 2") vim > 3 (3.28)
BuE (M) <E (|M7™) < O ((M)2) ¥im > (3.29)

wobei M} = max<; | Mj|.
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Bemerkung:
Mit Hilfe von Lokalisation lisst sich zeigen, dass (3.27) und (3.29) auch fiir M € M&lee,
(3.28) gilt unter der Voraussetzung E ((M).") < co.

Satz 3.4.16 (Burkholder-Davis-Gundy-Ungleichung):
Sei M € M®°¢, 1 eine Stoppzeit und m > 0. Dann existieren Konstanten kp,, K, > 0,
welche nur von m abhdngen, sodass

EnE (M) <E(IMIP") < KnE(M)7').

T

Gilt auch E/(M), < oo fiir alle a € (0,00), so ist M ein Martingal.

Beweis von 3.4.15:
Definiere Y; i= § + & (M), + M? = 6 + (1 +¢) (M), + 2 [; MsdMj fiir § > 0, > 0. Dann
gilt
1 .
dY;™ = mY;"'dy; + 5m(m = 1Y, 2d <2/ MSdMS>
0 t
=mY" N1+ e)d (M), + mY;" 1 2MtdM; + 2m(m — 1)Y;" 2 M2d (M), ,

sodass

+0

s

E[Y[™ = 6™ + m(1 + 5)E/ Y (M), + 2m(m — 1) E/ Y2 02d (M)
0 0

wobei 0 =2mE [§ Y/ 1M, dMs, da Y, M,, (M), nach Voraussetzung beschrankt sind
und es gilt Y; > 0 > 0, sodass Y beschréinkt ist und damit letztlich [; Y"1 M dM; ein

gleichgradig integrierbares Martingal ist und die Behauptung aus dem Stopsatz folgt.
Fall 1: Obere Schranke (3.27) fir m € (0, 1]. to be added O
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3.4.E. Darstellung eines stetigen Martingals mit Hilfe einer Brownschen Bewegung

Das Ziel ist eine Darstellung eines CLM als ein stochastisches Integral beziiglich einer
Brownschen Bewegung. Beachte, dass die Filtrationen stets die iiblichen Bedingungen
erfillen.

Bemerkung (Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraumes):

Sei X ein (F¢)-adaptierter Prozess auf (€2, F,P). Angenommen wir bendtigen eine
Brownsche Bewegung, welche unabhéngig von X ist, so benotlgen wir einen grofleren
Wahrscheinlichkeitsraum. Sei B ein Brownsche Bewegung auf (Q F, IP’) mit einer Filtration
(ft)t, so definiere Q =02 x Q.G = FoF,P=PoP und G, = F, @.F,.

Wir forcieren die iiblichen Bedingungen mit Hilfe von

j:t = ﬂs>t0'(gs UN)
F=0(GUN)

und erweitern X und B auf (Q, F,P) mit der Filtration (F;); mit Hilfe von

Dann ist B eine Brownsche Bewegung, welche unabhéngig von X ist. Wir schreiben X
und B anstelle von X und B.

Bemerkung:
Sei W eine SBM, X ein messbarer, adaptierter Prozess mit P ( fg X2ds < oo) =1 fiir alle

t. Dann definiert (fg Xdes)t ein stetiges, lokales Martingal mit { fj XsdWs), = 3 X2ds
f.s. Ferner ist t +— ([, XsdW), P-f.s. absolut stetig.

Satz 3.4.17:

Sei M = (My); = (M}, ..., M®); ein auf (2, F,P)-definierter, (F;)i-adaptierter Prozess
mit (M}); € M&¢ fiir allei = 1, ..., d. Angenommen t (M, Mj>t ist f.s. absolut stetig.
Dann existiert eine Erweiterung (€2, F,P) von (Q, F,P), sodass auf (Q, F,P) eine Brown-
sche Bewegqung W = (Wy); = (WL, ..., W), existiert, welche (F)¢-adaptiert ist, und es
existiert ein Fi-adaptierter Rdxd—wertzger stochastischer Prozess X = ((XZ’k)Z’ka___’d)

mit P ( [3(X49)2ds < 00) , welcher B — f.s. Mj = Y20 [§ XeEdWE fiir allei=1,....d
und t > 0 erfillt, sodass gilt (M*, M7), = S¢_, [§ XikXTkds.

Bewets:
Schritt 1: (Zufalliger und zeitabhingige) Drehung der Koordinaten
Definiere

d
dt

—gun ((a000), = (aarn) L),

Zi9 =zt = = (M, M),
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was P-f.s. fiir M\-f.a. ¢ existiert. Definiere den matrixwertigen stochastischen Prozess
Z = (Z); = (Z09); j=1.._a)i- Z ist symmetrisch und progressiv messbar, d.h. Z l10,x2
ist B([0,t]) ® Fi-messbar. 7 ist positiv semidefinit, denn

(o, Zyat) = ZazZt’]a] a <Z aiMi> >0,
i t

da die quadratische Variation nichtfallend ist. Fiir P-f.a. w und A-f.a. t ldsst sich Z;
diagonalisieren mit Hilfe einer orthogonalen Matrix Q¢(w) = (qlgi’j )(w))mzlw.’d (wobei
Qt_l = Qg und Qt_thQt = A; mit der Diagonalmatrix A; = ()\iéij)iyjzl,,_,,d und \! ist
der i-te Eigenwert von Z;.

Mit Hilfe eines geeigneten Algorithmus lasst sich herleiten, dass Q; und A; aus Z; mit
Hilfe von Borel-messbaren Transformationen gewonnen werden kénnen. Also Gbertragt
sich die progressive Messbarkeit von Z; auf @y und Ay, d.h. auch (Q;); und (A¢); sind
progressiv messbar.

Fir A-f.a. ¢ haben wir P-f.s. fiir alle ¢, j

k, k k gk
aq;’ ‘g = etQtTQte] = 0ij = qu ! (*)
k

sowie

ki 7k, . i
gt " t ql,j = G;Q?ZtQtej = )\%51‘]‘ > 0. (**)
k=1

2 )
Einsetzen von i = j in (x) liefert 37, |¢/"|” =1 = |¢™'] <

/Ot (qf’i)2d<M’“>s < /Otd<M’f>s = (M¥) < oo

fiir alle k. Definiere nun fiir jedes k& das lokale Martingal

=Y [t

=170
abkiirzend: N; = [5 QtdM,. Nun gilt
(N, NT) Z/ bighia (M*, M)
. N t
:Z/ qf”Zf’lqu]ds :52']'/ /\;dS,
5l 0 0

woraus speziell fiir ¢ = j folgt

<Ni>t = /Ot Aids < oo.
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Schritt 2: Darstellung des lokalen Martingals N als stochastisches Integral
Sei B eine SBM, welche unabhéngig von (N); ist auf dem erweiterten W-Raum (€2, F,P).
Dann definiert

Wt —/ ]]_{N>0}\/7dN +/ ]].{)\2 O}dB

fiir jedes 7 ein stetiges, lokales Martingal, denn

! 1 i ¢ L
/0 Aoy 37d (N7) = /0 Apiso) 3 Xads < t < o0,
Ferner gilt fiir alle i, und ¢ > 0 wegen der Unabhingigkeit von B* und N/

1

i ATJ
AAJoz<N,N>

<W1’WJ /)\{/\1>0})\{)\j>0} .
t S ) . t S
t BRI t ATJ ) ) i j
+/0 ...d<N,B >+/0 ...d<B,N >+/O )\{,\gzo}A{/\g:O}d<B,B >
t 1 . t
:5ij/ )\{Ag>0}y)\éd5+0+0+5ij/ )‘{Xg:O}dS
0 A 0
t
:5ij/ 1d8=(5ijt
0

und daher ist W eine Brownsche Bewegung nach Levys Charakterisierung. Beachte
hierbei, dass
/ \/)\ZCZVVZ / /A )\{/\z>0} \/>dNZ
+/ N dB;;:/ Axi s NI = N
0 —— = 2 0
=0

fast sicher gilt, denn

</0 )‘{)\?SZO}dN> /)\{)\z O}d /)\{)\z 0})\ ds = 0.

Dies implziert, dass das lokale Martingal ( fot Aai—0yddV, ;)t P-f.s. verschwindet.

Schritt 3: Darstellung von M finden (Umkehrung der Rotation der Koordi-
naten)

Definiere X% := ¢"*\/AF. Es gilt wie oben

t t t
[ exiyas = [itas = [ 3= ), < oo,
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d.h. X erfiillt die Integrierbarkeitsbedingung. Schliellich gilt noch

T
Xikawt =3 [ gt saw!
kg 70 E 70 —

—dNF

t
=35 [ aititan]
koj 70
=3 [ aitartan
kg 70
t ) t ) .
=3 [ odng =36 [ ang =
i 0 i 0

d.h. die Formel (4.2). O

Bemerkung:

Falls (Z;); P-f.s. von konstantem Rank r € {1,...,d} for A-f.a. t ist, dann ldsst sich
W leichter konstruieren: Man benétigt nicht den W-Raum (€, F,P), denn wir kénnen
AL . .,AT > 0 annehmen. Ersetze dann W} durch W} = fg L_JN? fiir i < r. Beachte

VA
hierbei, dass Nf = 0 fiir i > r, denn (N?), = [§ Aids und damit

r t ) d t '
> [ xtawk =3 [ gitant .. = .
k=170 k=170
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3.4.F. Stetige lokale Martingale als zeitgeshiftete Brownsche Bewegungen

Satz 3.4.18:

Sei M € M mit Filtration (Fy)s, welche den tiblichen Bedingungen geniigt. Ange-
nommen (M), — oo firt — oco. Definiere 7(s) = inf{t > 0 : (M), > s}. Dann ist
By = M5y mit der Filtration Gs = F () eine eindimensionale Brownsche Bewegung
und es gilt My = By, fiir alle t P-f.s. und (Gs)s gentigt den ublichen Bedingungen.

Aufgabe 3.4.19:
Sei A = (A;): eine stetige, nichtfallende Funktion mit A(0) = 0. Angenommen A(oco) =
S = limy_, oo A(t) existiert. Definiere

r(s) = {inf{t >0:A(t) > s} 0<s< A(c0)

00 sonst
Dann hat 7 als Funktion von s die Eigenschaften
i) 7 ist nichtfallend und rechtsstetig auf [0, A(co)) mit Werten in [0, 0o).

i) A(7(s)) = s A A(oo) fiir alle s € [0, 00).

@

)
)

ii1) T(A(t)) = sup{u >t: A(u) = A(t)} fur alle t > 0.
)

Sei ¢ : [0,00) — R stetig mit der folgenden Eigenschaft: Falls fir 0 < ¢ < ¢
A(t1) = A(t) gilt, so folgt p(t1) = ¢(t). Fiir solche Funktionen ¢ ist s +— (7(s))
stetig auf [0, A(o0)) und p(7(A(t))) = ¢(t) fir alle t € [0, 00).

v

v) Fir s,t € [0,00) gilt: s < A(t) © 7(s) <tund 7(s) <t = s < A(t).

vi) Sei G eine beschriankte, messbare, reellwertige Funktion (oder G > 0, messbar, [0, 0o]-

wertig) auf [a,b] C [0,00). Dann gilt f; G(t)dA(t) = ffg G(7(s))ds.

Beweis:

i1): Fir s > A(oco) ist dies klar. Sei s < A(co0) und setze t := 7(s) und nehme an ¢t > 0.
Fir e € (0,t) gilt s > A(t — ), sodass mit € — 0 folgt A(t) = A(7(s)) (= A(7(s)) < s).
Falls t = 7(s) = 0, ist dies auch klar.

Fiir € > 0 haben wir s < A(t + ¢), sodass mit € | 0 gilt A(t) = A(7(s)) (= A(7(s)) > s.
iv): Idee: Dass @oT rechtsstetig ist, ist klar. Dass es linksstetig ist, erfordert Arbeit. Um zu
zeigen, dass poT o A = ¢, wende Teil (ii) an: (AoT)(A(t)) = sAA(co) = A(t) N A(0) =
A(t), sodass nach Voraussetzung gilt o(7(A(t))) = ¢(t1) = ¢(t). vi): Beginne mit
G(t) = ]l[tl,tg)(t) mit a <t < tg <b. Nach ( ) gilt t; < T(S) <ty & A(tl) <s< A(tg).

Also gilt [ G(£)dA(t) = A(tz) — A(tr) = [42) G(7(s))ds. Benutze das Dynkin-System
Argument, um die Behauptung zu zeigen. O
Beweis von Satz 3.4.18:

Schritt 1: Zufallszeiten und Filtrationen

Nach Problem 4.5 in | | ist {7(s) < t} = {{M), > s} € Fy. Also ist 7(s) eine
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Optionszeit und wegen der Rechtsstetigkeit von F; auch eine Stoppzeit. Dass (Gy)s die
iiblichen Bedingungen erfiillt, wird in einem Spezialfall in den Ubungen gezeigt. Fiir
festes t ist (M), eine Stoppzeit zu (Gs)s, denn

{<M>t > S} = {T(S) < t} S ./r.,-(s) = G,.

2. Schritt: B € M, 3
Sei 0 < s1 < s3. Definiere My :== Min;(s,) - dies ist ein Martingal mit

<M>t = <M>t/\7'(52) < <M>T(52) = 59 A\ A(00) = 89,

wobei A(o0) = 0o nach Voraussetzung. Nach Problem 1.5.24 (sieche Ubungen) sind M
und M? — <M > gleichgradig integrierbar. Also kénnen wir das OST anwenden, sodass
P-f.s. gilt

E (Byy = By | Go)) = E (M (o) = M) | Fran)) =0

wegen der Martingaleigenschaft von M sowie

~ ~ 2
B (Baa = Bu)* | Go) = B (W = W) | o)

=E <<M>7-(52)/\7—(52) - <M>T(51)/\T(52) | ‘7:7(31))

= S92 — S1.

Dies zeigt, dass B ein quadratintegrierbares Martingal mit (B), = t ist. Wenn wir noch
zeigen, dass B stetige Pfade hat, dann ist B nach Levys Charakterisierung eine Brownsche
Bewegung.

Schritt 3: Stetigkeit der Pfade von B

Wir wollen Teil iv) der letzten Aufgabe nutzen. Um dies zu tun, miissen wir zeigen, dass
eine Menge Q" C Q mit P(Q*) = 1 existiert, sodass aus w € Q* (M), (w) = (M), (w) fiir
0 <t <t M (w)= M) folgt. (Dabei ist A(t) = (M), (w), ¢(t) == M(w))

Es geniigt ferner, t; € Q zu betrachten, da M und (M) stetig sind. Zu festem t; € Q
definiere

o= inf{t >t : <M>t = <M>t1}

und N = M7 4 gpro — My, fiir s > 0. Dann ist (Ns)s € Métoe adaptiert an (Fiyns)s und
es gilt (V) = (M) — (M), = 0 P-f:s. (< 0 nach Definition von o, > ist immer
Wabhr).

Nach Problem 5.12 gilt Ny = 0 fiir alle s P-f.s. Also existiert Q(¢1) mit P(2(¢1)) = 1,
sodass auf Q(t1) M, yne = My, fiir alle s > 0 gilt.

Sei t > t; mit (M), = (M), . Setze s := t — t;. Nach Definition von o wissen wir
t=t1+s < 0. Also gilt My = My, 1 s)p0 = My, auf Q(t1). Setze nun Q* = (), g4, >0 2(t1),
so gilt nach Aufgabe 4.5(iv), dass s+ M, () (w) = Bs stetig ist.

t1+s)Ao
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Schritt 4: Zeige M; = By,
Nach Aufgabe 4.5 gilt

O]

Bemerkung:

Falls die Annahme (M), — oo nicht gilt, d.h. P(lim; (M), < oo) > 0, so lésst sich
immer noch eine Brownsche Bewegung finden, sodass M; = By, Dazu nutze die
verallgemeinerte Zeitdnderung aus Problem 4.5.

Satz 3.4.20 (Zufilliger Zeitshift fiir stochastische Integrale):

Sei M € M&¢ (M), — oo,7(s) = inf{t > 0 : (M), > s}. Sei X ein progressiv
messbarer Prozess mit P ([7° X2d (M), < co) = 1. Dann ist Ys = X5 ein (Gs)s-
adaptierter Prozess und es gilt P-f.s.

i) JoT Yids < oo
i) [ X,dM, = [ Y,dB,

iii) [o) X,dM, = [ Y.dB,.
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3.5. Girsanov-Theorem und Cameron-Martin-Formel
3.5.A. Grundlegendes Resultat

Sei (2, F,P) ein W-Raum mit Filtration (F;);, welche die tiblichen Bedingungen erfiillt,
W eine d-dimensionale SBM auf (£2, F,P) und X ein adaptierter, messbarer, R%wertiger

Prozess auf (2, F,P). Angenommen P (fOT(Xti)th < oo) =1 fiir alle ¢ und 7" > 0. Dann

ist IW'(XT) = ( I X};dW;)t wohldefiniert und ein stetiges, lokales Martingal. Definiere
nun

d .t 1t
=1

Dann zeigt Itos Formel, dass dZ;(X) = 324, Z,(X)XidW} mit Zy = 1. Also ist Z(X) €
Meboe mit Zo(X) = 1. Angenommen Z(X) ist ein Martingal. Definiere fiir ein festes
T > 0 das Wahrscheinlichkeitsmafl Pr auf Fp vermdoge

Pr(A) =E (14Z7(X)) YA€ Fr.

Beachte hierbei, dass wir nun zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitsrdaume haben: (Q, F,P)
mit dem Erwartungswert E und (2, Fr,Pr) mit Erwartungswert Ep.
Fiir ¢ <T haben wir die Konsistenz: fiir alle A € F; C Fp gilt

P(A) =E(14Z,(X)) =E(IAE(Zp(X) | Fi)) = E(14Z7(X)) = Pr(A).
Satz 3.5.1 (Girsanov-Theorem): '
Angenommen Z(X) ist ein Martingal. Definiere W, =W} — f(f Xids fiir alle i, t > 0.
Dann ist fir jedes feste T > 0 (Wy)i<r eine d-dimensionale Brownsche Bewegung auf
(Q, Fr,Pr), adaptiert an (Fy):.

Lemma 3.5.2:
SeiT>0,0<s<t<T. ~Angenommen Z(X) ist ein Martingal und Y eine F-messbare
Zufallsgrofie mit Y € L1(Pr). Dann gilt die Bayessche Regel

INET(Y‘fS): E(YZt(X)|]:8)

Zs(X)
P-f.s. und Pp-f.s.

Bewets:
Sei A € F,. Nachrechnen ergibt

By (nAzl E(YZ | A)) _E (Zmzls E(YZ a)) —E(LLE(YZ | )

S

=E(14YZ;) =Ep(14Y) = Ep(14Y).
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Notation:
Bezeichne mit M die Klasse der stetigen, lokalen Martingale (M;);<7 auf (2, Fr, P) mit

P(My = 0) = 1 sowie mit Mr;’loc diejenigen definiert auf (€, Fz, Py) mit Pp(My = 0) = 1.

Proposition 3.5.3:
Sei T >0 und sei Z(X) ein Martingal. Fir M,N € M%loe definiere

d t

Mt = Mt — ;A X;d <M, W7,>S
d

Nt = Nt—;/o X;d<N,WZ>S

. . - . - \P
Dann ist M € ./\/lri/p’loc und N € M%l"c mit <M,N>tT = (M, Nﬁ).

Beweis:

Schritt 1: Nach Lokalisierung kénnen wir annehmen, dass M, N beschréinkte Martingale
sind, (M), (N) beschrankt sind, Z;(w) beschrankt in (¢,w) ist und Z?:l fg(X;)Q(w)ds
ebenfalls beschrankt in (¢,w) ist.

Schritt 2: M ist beschriankt, denn mit Hilfe von Kunita-Watanabe gilt

i A | t i 2 i
/OXSd<M,W>S /01.‘Xj d<W>,

wobei ¢! die Totalvariation von (M, W) bezeichne. Mit Hilfe von Schritt 1 folgt die
Beschranktheit von M. Schritt 3: Mit Hilfe von partieller Integration (vergleiche Itds
Formel und Problem 3.12) gilt

< de.

2s<1\4>t/0t|X;;

d(ZMy) = ZydMy + MydZ; + d (Z, M)
= ZdMy = Y Z X[ (M,W') + N Y ZX[dWi+ Y ZiXjd (Wi M)

d.h. d(Z;My) = ZydMy + S, My Z, XidW}. Also ist (Z;My); ein P-Martingal. Also folgt
mit Hilfe des obigen Lemmas

Br (3| .) = 5 B (W2 | 7.) = 5 3.2, = I,

P und Pp-fast sicher. Also ist M ein Pp-Martingal (bzw. lokales Martingal ohne Lokali-
sierung).

Schritt 4:

Nutze erneut die partielle Integration, so gilt

d(M;N;) = MydNy; + NydM; + d (M, N);

d d
= MydN, = 3 N X[d (N, Wi>t + Ny = > NXid (M, Wi>t +d(M,N),.
i=1 =1
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Ferner ist

d(Z; (MuN, = (M, N),)) = Zydl..] + [.. ]dZ; + d (Z,MG-Anteil von [....]),

d
= Z,MydN; — Zi0L S Xid <N, Wi>t 1 Z,NydM,
=1

d d

- 2N,y Xid (M, Wi>t + [MN, — (M, N))Z, S Xidw;
i=1 1=1
d d
+ 3 Z XN (W N) + 3 Z X[ Ned (W, M),
i=1 i=1
d
= ZiMydN; + ZyNyd My + [ )2y X[dWY.
1=1

Also ist (Z;[...]); ein P-Martingal (vgl. Schritt 1). Daraus folgt wegen Y = M;N; —
(M,N), € Fy und Lemma 5.3

Br (MiN; — (M, N), | Fy) = ((MN (M,N),) Z | F,)

— E
Zs

1
A N).) Ze.

P-f.s. und Pp, sodass (MtNt — (M, N),); ein Pp-Martingal ist. Nach der Eindeutigkeit
des Kovariationsprozesses folgt die letzte Behauptung. O

Beweis vom Girsanov- Theorem: )

Es ist zu zeigen, dass W die Bedingungen von Levys Charakterisierung erfiillt. W ist
stetig und adaptiert und es gilt W7 e ./\/lCloC denn nach Proposition 5.4 mit M = W/
gilt Wi = Wi — ¥, [T Xid (Wi, Wiy = Wi — [ Xids € M5 und nach der selben

Proposition gilt <Wj, Wk>t = <Wj, Wk>t = 0}, - t. O

Proposition 3.5.4:
Unter den Voraussetzungen von Theorem 5.1 gilt fiir jedes M € Mjciloc, dass ein M € M%loc
eistiert mit My = My — S0 [3 Xid (M, W) .

Beweis: . .
Sei zundchst M ein Pr-Martingal. Dann gilt nach Lemma 5.3

Ep (2N, | Fo) = ZJEr (M, | F) = Z M,

P-f.s. und Pp-fs. Also ist Z(X)M ein P-Martingal. Nach Lokalisierung folgt M €

c,loc

M = Z(X)M e M. Schreibe M; = Zt]yt, so ist dies der Quotient von einem

Element aus MCTZOC und einem P-Martingal. Itos Formel zeigt, dass M ein stetiges

Semimartingal beziiglich P ist, d.h. M; = M, + B; mit (M;); € /\/l%loc und B eine
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Differenz zweier stetiger, nichtfallender, adaptierter Prozesse mit By = 0 P-f.s.

Nun ist M, — (M — 32, Jy Xid (M, W?)_ eine Differenz zweier Elemente aus MG,
allerdings auch = By + 32, [y Xid (M, W?)_, d.h. von beschrinkter Variation. Also ist das
lokale Martingal konstant 0. U

Beim Girsanov-Theorem haben wir stets eine endlichen Zeithorizont betrachtet. Was
passiert, wenn wir auf [0, co) arbeiten missen? Wir benotigen ein Mafl auf P auf Fo, =

o (Utzo ft) statt auf Fr mit T > 0. Im Allgemeinen existiert keine konsistente Familie

(PT)T'

Sei nun Q = C([0, 00), RY), F :== FYW. Definiere P(A) := Ep (1 4Z7(X)) fiir A € Fp VT >
0. Falls P existiert, ist es durch diese Festlegung eindeutig bestimmt. Betrachte den
Koordinatenprozess Wi(w) = w(t) auf F = B(C([0,00),RY)) = F¥ mit dem Wiener-
MaB P. Definiere P wie oben. Dann ist {E"T : T > 0} eine konsistente Familie, sodass
wir P auf Upsq ¥ definieren kénnen. Es lisst sich zeigen, dass die Festlegung P(A) =
Pr(A)VA € FIV YT > 0 eine o-additive Funktion festlegt (vgl. Parthasarathy, Probability
measures on metric spaces, Theorem 4.2). Mittels Caratheodory lésst sich zeigen, dass
eine Erweiterung von P auf FY/ existiert.

Hierbei treten allerdings Schwierigkeiten mit der Messbarkeit auf. W und ([} X!ds); sind
(Ft)i-adaptiert (wobei X Fi-adaptiert ist). In Lemma 2.4 haben wir benétigt, dass die
Filtration vollstandig war, um zu zeigen, dass ( f(f X'ds); adaptiert ist.

Das Problem hierbei ist, dass (F}" ); nicht die iiblichen Bedingungen erfiillt.

Korollar 3.5.5:
Sei W die kanonische Brownsche Bewegung, X ein R%-wertiger, progressiv messbarer
Prozess bzgl. (F|V); mit P (fg(X;)st < oo) =1Vi und T > 0. Dann gilt: Ist Z(X) ein

Martingal, dann existiert ein eindeutiges Mafs P mit

P(A) = Ep (LaZ7(X))
fiir alle A € FY und T > 0 und W definiert wie in Theorem 5.1 ist eine SBM auf
(Q,FY . P).

Bemerkung:
Unter den Voraussetzungen des obigen Korollars sind P | FW und P | FW aquivalent. Dies

gilt nicht fiir die MaBe P und P, aufler unter den Voraussetzung, dass Z(X) gleichgradig
integrierbar ist.

135



3.5.B. Brownsche Bewegung mit Drift

Gegeben sei eine Brownsche Bewegung W und ein Niveau b # 0. Definiere die Erst-
durchgangszeit 7, = inf{t > 0 : W; = b}. Nach Bemerkung 2.8.3 hat 7, die Dichte
o]
Vont3 N
Korollar 5.2 zeigt, dass fir u # 0 ist Wy = Wy — ut eine P*-Brownsche Bewegung bzgl.
(FIV)i, wobei PH(A) = E(14Z;) fiir alle A € F}¥ und t > 0 mit Z; = exp (th - %,u2t>.

Auf {Tb < t} c F};V m‘FZz[y/ gllt Zt/\Tb = ZTb und damit

2
e 5 L{4~0y und die Momentenerzeugende Funktion Ee®™ = eIV fiir o > 0.

Py < t) = E(Lin1Z0) = E(Lp <y B(Z | FIY,)) %2 E(Lpr, < Z7,)

pb—2p2m, b1z
:E(H{Tbgt}e 2 ):A e 2 PTgl(dS).

Daraus folgt erstens, dass unter Ausnutzung der Dichte von P_-1 sich die Dichte von
b

P 1 berechnen ldsst zu
T,
b

und zweitens die Tatsache

00
]P)M(Tb < OO) — / eub—%/ﬂs PT—l(dS) — eubE (6_%11/27’1))
0 b

— b lbl\/250% _ jub—lbp|

Also erreicht W unter P* das Level b # 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 dann und genau dann,
wenn p,b > 0 oder u,b < 0. Ansonsten ist die Dichte ]P)’T‘ _1 defekt®
b
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3.5.C. Novikov-Bedingung

t
Wann ist Z(X) ein Martingal, wobei Z; = exp (u/ XdW — 1 I des). Wir wissen,
: M,
=My
dass Z ein lokales Martingal ist. Denn mit Hilfe der Stoppzeiten 7, := inf{t > 0 :
maxj<i<d fg ]ZSX§|2 ds =n} ist Z}' == Zip., ein Martingal.
Mit Hilfe des Lemma von Fatou ist Z immer ein Supermartingal, denn fiir 0 < s <t gilt

E(Z | Fs) = E (liminf Zinr, | Fy) < liminf B(Zypr, | F,)
= liminf Z;r,, = Zs.
n
Ein Supermartingal ist jedoch genau dann ein Martingal, wenn der Erwartungswert

konstant ist. Also ist Z genau dann ein Martingal, wenn E Z; = E Zy = 1 fiir alle ¢ gilt.

Proposition 3.5.6: ) )

Sei M € M und Z, = M=z M Gilt Eez™Mh < o0, so folgt EZy =1 fiir alle t > 0.
Aufgabe 3.5.7 (Wald-Identitét):

Ist 7 eine (F}");-Stoppzeit mit P(7 < oo) = 1. Dann gilt EerWr—at’m = 1 & PH(T <
o0) = 1.

Beweis:

Ubung. O

Beweis der Proposition:

Schritt 1: Definiere 7(s) := inf{t > 0: (M), > s}. Dann ist Bs := M, (,) zusammen mit
Gs = F (s eine Brownsche Bewegung. Definiere o, := inf{s > 0: Bs; — s = b} fiir b < 0.
Wir wollen zeigen, dass die Wald-Identitdt mit u = 1 anwendbar ist. Dazu:

IP’l(Ub<oo):IP’1<Els<oo:Bs—,us:b):IP(Eis<oo:W$:b):1.
————

Bs
Also gilt nach Wald-Identitét:

1= Ee#Bab—%#Qﬂb _ Ee(ffb-i-b)—%ﬂb _ Ee%ﬂbeb’

d.h. Ee2% = b, 1
Schritt 2: Definiere den Hilfsprozess Y; = eP*72%. Dann ist Ny = snoy, €I (G)s-
Martingal. Mit 4 = —1 und b < 0 gilt

1=P ' (n<oo)=P ' (3s<oo:B;=b) =P ! (Is <00:Bs— s —s=>b)
=P(3s<oc0:Bs—s=b),

woraus 1 = P (0}, < 00) folgt. Dann gilt No = limg 00 Ny = limgsyoo = Y5, = B, =300

Betrachte nun N = (Ns)s<oo mit letztem Element N, und wende das Lemma von Fatou

137



an, so ist IV ein Supermartingal mit letztem Element. Also gilt wie oben E Ny, = 1 = E Nj.
Also ist E Ny = 1 fiir alle ¢ und damit (Ng)s ein Martingal.
Schritt 3: Fiir jede Stoppzeit R gilt nach dem OST (vgl. Definition von Ng)

E eBriop—a(BA%) — 1,

Wihle nun R = (M), fiir festes ¢ > 0, so gilt unter Beachtung, dass (M), eine (Gs)s-
Stoppzeit ist,

1=E (1]'{0'b§<M>t}eb+%Ub + 1{<M>t<ab}6B<M>t_%<M>t> < ebe%<M>t7
sodass mit b — —oo e® — 0 gilt. Ferner

1= lim E(Lyan,<oy%) =EZ

b——o0
wegen monotoner Konvergenz. O

Korollar 3.5.8 (Novikov-Bedingung):
Sei W eine d-dimensionale Brownsche Bewegung und X ein adaptierter, R -wertiger,
messbarer Prozess. Angenommen es gilt ]P)(fOT(Xti)th < o00) =1 fir alle i und T > 0.

T
Gilt E (ei Jo ”Xs”zds> < oo fiir alle T > 0, so ist

d ot R )
2iX) = exp (X [ xiawi =5 [ X7 ds
=1

etn Martingal.

Beweis:
Wende die vorherige Proposition an mit M; = Z?Zl fot XidW?. O

Bemerkung:
Hierbei reicht die Annahme, dass eine Folge t,, T 0o existiert, sodass

1 [te
E exp (2/t HXsH2ds> < oo
n—1

fir alle n > 1.

Beweis:
Setze X{' = X1, _, +,1(t). Nach der Novikov-Bedingung ist Z(X™) ein Martingal fiir
jedes n mit E(Z;, (X™) | Ft, ) = Z, (X") = 1. Daraus folgt induktiv

E 7, (X) =E(E (2, (X) | F1,_,)) = E(Zy,_, E(Z,(X") | F1,_))) =EZ, ,(X) = 1.

=1

Weil Z(X) ein Supermartingal ist, ist ¢t — E Z; nichtfallend. Also gilt E Z; = 1 fiir alle
t. O
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Definition 3.5.9:
Sei Q = C([0,00),RY) und Gy == o (f lo,: f € Q) ,G = G. Ein progressiv messbares

Funktional auf Q = C([0,00),R%) ist eine Abbildung x : [0,00) x @ — R mit der
Eigenschaft, dass || qxq ist B([0,t]) @ G — B(R)—messbar.

Bemerkung:

ut

Sind p’ progressiv messbare Funktionale fiir i = 1,...,d und p = ( :
#n
X} (w) = p(t, W.(w)) fiir alle ¢, bzw. X;(w) = u(t, W.(w)) einen progressiv messbaren,

stochastischen Prozess.

Korollar 3.5.10:

Seien p und X wie oben. Angenommen fir alle T > 0 existiert ein Ky > 0, sodass
lp(t, )l < Kr(1+ f*(t)) fir alle t € [0,T] mit f*(t) = maxgs<¢ || f(s)|. Dann ist Z(X)
etn Martingal.

) , so definiert

Beweis:
Ohne Beweis. O

Bemerkung 3.5.11 (Liptser-Shiryaev):
Fir d = 1 existiert fiir jedes € € (0, %) ein stochastischer Prozess X, welcher den

Bedingungen von Korollar 5.13 geniigt, mit % ersetzt durch % — g, sodass Z(X) kein
Martingal ist.
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4. Stochastische Differentialgleichungen

4.1. Starke Losungen
Wir wollen der SDE

dXt = b(t,Xt)dt +O’(t,Xt)th (*)
einen Sinn verleihen, bzw. komponentenweise dX} = b;(t, X;)dt + > 5_; 044(t, X,)dW} fiir
i=1,...,d, wobei W eine r-dimensionale Brownsche Bewegung und b;, o;; : [0,00) x

R? — R Borel-messbar sind. Dabei heiit b : [0,00) x R? — R? Drift-Vektor, Drift
oder Drift-Koeffizient und o : [0, 00) x R? — R¥ Diffusionskoeffizient. Definiere ferner
a(t,z) = o(t,z)o(t,z)T.

4.1.A. Definitionen

Sei (9, F,P) ein W-Raum mit einer Brownschen Bewegung W bzgl. (F}"); und einer
R%wertigen Zufallsvariable £, welche unabhéngig von W ist, d.h. £ ist unabhingig von
FYW Seip=P¢& !t und Gy =0 (6, W, :0<s<t) fiirallet und N :== {N C Q:3G ¢
Goo mit N C G und P(G) =0}, F; == 0(Gy UN) und F die augmentierte Filtration.
Wir wissen, dass W eine (G¢):-Brownsche Bewegung ist, d.h. auch eine (F;);-Brownsche
Bewegung, wobei (F;); die iiblichen Bedingungen erfiillt (vgl. Satz 2.7.7).

Definition 4.1.1 (Starke Losung):
Unter den obigen Konstruktionen heifit ein stochastischer Prozess X eine starke Losung
der SDE wenn gilt:

i) X hat stetige Pfade.

1) X ist (F)¢-adaptiert.

iv) P (fot |bi(s, Xs)| ds < oo) =1 sowie P (fg |04(s, Xo) [ ds < oo) =1 fiir alle 7,5 und
t.

v) Xy = Xo+ [g b(s, Xs)ds + [§ o(s, Xs)dW; fiir alle t > 0 P-fast sicher.

Bemerkung 4.1.2:
Die Bedingung, dass X (F;):-adaptiert ist bedeutet, dass X; nur von £ und (W;)s<s
abhangt.

Definition 4.1.3 (Starke Eindeutigkeit):
Gegeben seien b, 0 wie oben. Dann sagen wir, dass starke Eindeutigkeit fiir das Paar
(b,0) gilt, wenn fiir jede Brownsche Bewegung W und jede Startbedingung & fiir je zwei

Losungen X, X der SDE P (Xt =X, Vt) = 1 fiir einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P)

mit einer BM W, (F;); wie oben und ¢ unabhingig von F'y.
Vereinfacht sagen wir auch, dass starke Eindeutigkeit fiir die SDE (x) gilt.
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Beispiel 4.1.4:

Sei d = 1. Fiir dX; = b(t, X;)dt + dW; mit einer Borel-messbaren, beschrénkten, in x
nichtsteigenden Funktion b : [0,00) x R — R gilt starke Eindeutigkeit.

Angenommen X*,i = 1,2 erfiillen X} = Xo + [J b(s, X!)ds + W, fiir alle t und i = 1,2.
Es ist zu zeigen, dass A; = X} — X7 = [¢ (b(s, X1) — b(s, X2)) ds = 0. Dazu nutze Itos
Formel:

dAZ = 2M;dA; + Lo (dAy)? = 24, (b(t, X! - b(t,Xf)) ;
2 ——
=0

dh. A2 =0+2 [5 (X! — X2) (b(s, X)) — b(s,X2)) <0, d.h. Ay = 0 P-fast sicher.
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4.2. 1t6-Theorie

Im Falle eines deterministischen o = 0 entspricht die SDE (x) einer deterministischen
Integralgleichung X; = £ + fg b(s, Xs)ds. Die Zufilligkeit ist nur durch £ gegeben. Die
klassischen Ergebnisse der Existenz und Eindeutigkeit fiir solche Integrale nutzen die
Annahme einer lokalen Lipschitz-Stetigkeit von = +— b(t, x), gleichméBig in ¢ und eine
Bedingung an das Wachstum in z, gleichméfig in ¢. Dann ldsst sich die Picard-Lindel6f-
Iteration X? := ¢, XFHl .— ¢ 4 Jyb(s, X¥F)ds fiir t > 0 und k € N und es lisst sich
Konvergenz gegen eine Losung (X;); zeigen.

Dabei ist die lokale Lipschitz-Stetigkeit notwendig. Dazu sei b(t, z) = |z|* fiir « € (0,1),
& = 0. Dann ist die Losung nicht eindeutig:

0 0<t<s
X} =

(5) st

mit § = ﬁ Dass dies eine Losung darstellt, ldsst sich nachrechnen: Fur ¢ < s gilt X; =

a- I3
0= Jo X3dr und fiir t > s gilt [3 b(u, X,)du = [J|X,|" du = [ (“ES> ﬁdu = (%) .

Aufgabe 4.2.1 (Gronwall-Ungleichung):

Ist v differenzierbar auf (0,00) und geniigt v'(¢t) < B(t)v(t) fir t > 0, so gilt v(t) <
U(O)efot Ala)ds

Allerdings ist die Aussage mit einer differenzierbaren Funktion v zu restriktiv. Daher
bendtigen wir die folgende Version der Ungleichung: Ist g stetig mit 0 < g(¢) < «(t) +
B J¥g(s)ds fir t € [0,T) mit 8 > 0 und « : [0,7] — R integrierbar, so gilt g(t) <
a(t) + B [y a(s)ePt=5)ds

Satz 4.2.2 (Eindeutigkeit unter lokaler Lipschitz-Stetigkeit):

Seien b, o lokal Lipschitz-stetig in der Raumvariable, d.h. fiir allen > 1 existiere ein K, >
0, sodass fiir alle t und z,y mit ||z|, ||y|| < n gilt ||b(t,z) — b(t,y)||+ |lo(t,z) — o(t,y)|| <
K, ||z — y||. Dann gilt fir die SDE (x) die starke Eindeutigkeit.

Bemerkung 4.2.3:
Da alle Normen im R?" dquivalent sind, werden wir diejenige Norm auswiéhlen, die am
komfortabelsten ist: ||o||* = Y%, -1 0% (euklidische Norm zum dr-Vektor).

Beweis:

Seien (2, F,P), W und & gegeben. Angenommen X und X erfiillen die SDE () fiir die
gegebenen Startbedingungen. Wir miissen zeigen, dass P(X; = X; V¢ > 0) = 1. Da beide
Prozesse per Definition stetig in ¢ sind, geniigt es, dies fiir festes ¢ > 0 zu zeigen.
Definiere die Stoppzeiten 7, := inf{t > 0 : || X¢|| > n} fir n > 1 und analog 7,, sowie
On = Tp N Tn = 00 P —f.s.. Nun gilt

~ tAon - tAon ~
A&Nhg—)QAmL:t/ (b@hXh)—lﬂngw)du4—/) (0w, X)) = o (u, X)) AW,
0 0
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sodass folgt

b(u, Xy) — b(u, X,)|| du

/t/\a7L 2
0

/0 (U(u, Xu) —o(u, Xu)) dW,

E||Xiro, = Xino,

2
§2E<
+2E<‘

Betrachten wir den zweiten Summanden:

E (H/Otmn[...]dwu

)

2 d r tAon ~ . ’
) =E Z (Z/ (O'ij(ngu) - Uij(ua XU))de)
j=1"0

=1

o(u, Xy) — a(u,Xu)

2

du>
Dabei verschwinden die gemischten Terme, da die Eintrédge der Brownschen Bewegung
unabhéngig ist, d.h. dWJdW}F = 0 fiir j # k. Mit Hilfe von Cauchy-Schwarz fiir den

ersten Summanden folgt
2 tAon
)<ars()
0

tAoH
con
0

§2(T+1)K§E(/OtHXu—Xu

b(u, Xy) — b(u,f(u)H2 du)
)
? du> .

2
),a(t)zO,ﬁ—2(T+1)K§>0

E (HXt/\cfn — Xinon

o(u, Xy) —o(u, Xy,)

Das Gronwall-Lemma mit g(t) = E (HXM"" — X’MG”

folgt g(t) <0+ 3 J; 0+ evds = 0. Also gilt P (Xip, = Xino, ) = 1 fiir alle t und damit

aufgrund der Stetigkeit P (Xt/\gn = Xt/\an vt > 0) = 1. Der Grenzwert n — oo liefert die
Behauptung. O

Bemerkung 4.2.4:

Fiir gewohnliche Differentialgleichung reicht die lokale Lipschitz-Bedingung nicht aus,
um die Existenz einer globalen Losung zu garantieren. Sei dazu & = 1 und b(t, z) = z2.
Solange eine Losung X; = 1 + fot X2ds existiert, ist die Losung eindeutig (z.B. nach
obigem Theorem). Die eindeutige Losung ist X; = %_t T oo fiirt — 1.

Satz 4.2.5 (Existenz unter globaler Lipschitz-Bedingung und linearem Wachstum):
Angenommen es gibt ein K > 0 mit ||b(t,x) — b(t,y)|| + ||o(t,z) — o(t,y)|| < K ||z — y||
fir alle z,y und t und |b(t, z)||> + ||o(t,z)||* < K2(1+||z||?). Sei & unabhingig von FY
mit B ||€||* < co. Dann existiert ein stetiger, (Fy)i-adaptierter stochastischer Prozess X,
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welcher eine starke Losung der SDE (x) mit Anfangsbedingung & ist.
Ferner ist X quadratintegrierbar und es existiert fir alle T > 0 ein C = C(K,T), sodass
E [ X:|* < CO+E|€)*)e firt € [0,T).

Beweis:

Die Idee ist eine Picard-Lindelof-Iteration mit X? := & und Xf“ =&+ fot b(s, Xﬁ)ds +
fot o(s, XF¥)dW; fiir alle t.

Zunéchst ist zu zeigen, dass die rechte Seite von X k+1 wohldefiniert ist. Dann folgt, dass
(X{): stetig und (Fy)-adaptiert sind. =

Aufgabe 4.2.6:
Fiir alle T > 0 existiert ein C = C(K,T), sodass gilt:

E ( sup HXf
0<s<t

2) < C(1+E|€]*)e’t vt € [0,T).

Bewets:
Schritt 1: thH ist wohldefiniert fiir jedes ¢ und k. Dazu muss man zeigen, dass

[ ots. x

Wegen der Wachstumsbedingung gilt

/tHb(s,Xf)‘ds < Kt/t @ds < Kt\/l /t (1+1X5)%) ds
0 0 t t Jo

:Kt<1+1/otHX§ 2d5> gK(T+/OtHX§

Also folgt die Aussage, wenn die obige Aufgabe gezeigt ist. Das selbe Argument gilt fiir o.
Schritt 2: Wir zeigen die Aufgabe per Induktion. Fiir £ = 0 gilt E (SUPogth HX?H?) =

E ||| < co nach Vorausetzung. Fiir k — k + 1 gilt

‘st < oo und /Ot Ha(s,Xf)

‘ds < 00 P-fs.

2
ds) < 0.

2 2
+3

2 t t
[t < sier + 8| [ oes.xbias]| 3] [ ots x|

CES‘TfJHb(s,X;c)Hst

sodass gilt

2
’ds

5 T
E( sup ||xF+ ) < 3-}E||§|]2+3T/0 E [b(s, X5)

0<t<T
2)

) T
< 3EH§H2+3K2(T+k)(T+/ E||x%
0

t
+3E<sup /U(S,Xf)dWs
0

0<t<T

2
ds)

<CEK,TYA+E|EHA+CT + ...+ (CT ) (k+1))
< C(L+E[Ig]*)eT,
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2 . .
s|| 1st ein

wobei in (%) Doobs Submartingalungleichung eingeht, denn H J3o(s, Xk

) (231)21& /OT o (s, X*)

T
< 12/ Ha(s,Xf)
0

Submartingal, d.h. es gilt

[ ots.xE)

E( sup
0<t<T

2
‘ ds.

Beweis:
Setze XFT1 — XF = I} 4 I?, wobei

t t
1= [ (b X5 = b, XE)) ds nd 12 = [ (o0, XE7) = (s, XE)) W,

0 0

so gilt
2 9, [ k k—1||?
E ; gKt/E<HXu—XU H)du
s<t 0

sowie

E<S<t 82><4/ (H uXk—a(uXk1H>du<4K2/ <HXk Xk 1H>du,

woraus zusammen folgt

2 t
E | sup ‘XkH—XkH §2K2(4+T)/ E | sup
s<t ® * N——on——"J0 v<uy
- =:L=L(K,T) B

t
SL/E(sup
0 v<u
t u
SLQ// E [ sup
0 JO s<wv
t ru v
ng///...:(Lt
0o Jo Jo
—_——

Xk - X§—1H2> du

Xk X51H2> du

Xkt X52H2> dvdu

e (sup i [

&

Unter Beachtung, dass

t<T

(SUPHXt ¢ ) <2E <supHXt H ) +2E ¢’

< 2C0(K, T)(1+ [|€]*)e D + 2B [|¢)*
< &1+ E ¢]|?) 7D
—_———

=c*
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folgt

P (Sup Hth+1 B XfH > 2k1+1> < (2"1)2E <Sup HthH _ XfH2>

t<T t<T
<4-2 ~C-T—4C oo

was in k summierbar ist. Nach dem ersten Borel-Cantelli-Lemma folgt, dass ein 2* € F
mit P(Q*) = 1 existiert, sodass fiir alle w € Q" ein N = N(w) existiert, sodass fiir alle
k > N(w) gilt sup;<p Hther - thH < 27K+ fiir alle m > 1. Also ist (X[)<7 eine
Cauchyfolge in (C([0,T],R), ||-||,) und konvergiert gegen ein (X;);<7 . Also existiert ein
stetiger, stochastischer Prozess X, sodass X* — X gleichméfig auf kompakten Intervallen.
Die Schranke folgt unmittelbar aus der vorigen Aufgabe mit dem Lemma von Fatou.
Es bleibt zu zeigen, dass X auch eine starke Losung ist. X ist stetig und Fy-adaptiert und
Xo = € f.s., da X§ = ¢ fiir alle k gilt. Die Integrierbarkeitsbedingung fg |bi(s, Xs)| ds < 00
und f(f (s, X5)%ds < oo folgen aus der Wachstumsbedingung und die Schranke an
E ||X5H2. Dass die stochastische Differentialgleichung erfiillt ist, ist die folgende Aufgabe.
O

Aufgabe 4.2.7:
X, = limy X[ erfiillt die SDE ().

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass [ b(s, X5)ds — [3 b(s, Xs)ds und [} o(s, XF)dWs — [¢ o (s, Xs)dWs
in einem geeigneten Sinne.

Zum gewohnlichen Integral: Auf Q* gilt mit dem Limes m — oo

275 > Tim || xfm - xF| = || X, - XF|| fie k> N(w),

m— 00

sodass folgt

da die Konvergenz auf Kompakta gleichméfig ist.

Zum stochastischen Integral: Es gilt
2 t
E (‘ ) :/ E (HU(S,X;“) — (s, X,)
0
¢
§K2/ E||x} - X,
0

fiir K — oo nach dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, denn (XF); ist eine L2-

2
ds — 0 f.s.

t t
/b(s,Xf)ds—/ b(s, X,)ds
0 0

2 T
< KQT/ |xk - x,
0 ,

—0

t t
/ o(s, X®)dw, —/ o(s, Xs)dWs
0 0

2
)ds

2
ds — 0

2
Cauchyfolge, sodass E HX f - X SH — 0 und wegen unserer Abschétzungen an E HthH
und E || X;|| haben wir eine obere Schranke fiir den Integranden.
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4.2.A. Vergleichende Ergebnisse und weitere Verbesserungen

Satz 4.2.8:

Seid =1 =1, |b(t,z) —b(t,y)| < K|z —1yl,|olt,z) —olt,y)] < h(yx—y!) wo h
[0,00) — [0,00) eine monoton steigende Funktion mit h(0) =0 und [ hQ ydu = oo fiir
alle € > 0. Dann gilt starke Findeutigkeit.

Beweis:
Ohne Beweis. O

Beispiel 4.2.9:
Sei h(u) = u® mit o > 1/2. Also hat X; = f(f | X | dW; nach obigem Satz eine eindeutige
starke Losung. Dies ist X = 0. Fiir a < 1/2 gibt es allerdings keine Eindeutigkeit.

Satz 4.2.10 (Vergleichslemma):
Seid=r = 1. Angenommen es gibt zwei starke Lisungen X7 fiir die SDE

. . t . t .
X§:X3+/O bj(s,xg)dH/O o (s, XI)AW,, j = 1,2,¢ > 0,

wobei [0,00) xR 3 (t,x) — bj(t,x),0(t, ) stetig und reellwertig sind, |o(t,x) — o(t,y)| <
h(|x — y|) mit einer Funktion h wie oben. Gilt X¢ < X2 f.s. sowie by(t,z) < bo(t, ) fiir
alle (t,z) und sind by oder by global Lipschitz-stetig, so gilt

P(X! < X2 Vt>0)=1.

Beweis:

Ohne Einschréankung sei b; Lipschitz. Nach Lokalisierung kann man auch OE annehmen,
dass E [} ]a(s,Xg)]2 ds < oo fiir j = 1,2 fiir jede starke Losung X7.

Nach der Voraussetzung an h existiert eine Folge a,, . 0 mit ap = 1 und [ ;:‘1 hQ%u) du=mn

fiir alle n. Konstruiere nun Hilfsfunktionen p,, auf R mit supp p, C (an, an—1), sodass
0 < pu(x) < ﬁ(m) und [ p,(x)dx = 1. Definiere 9y, () = \xl I3 pn(uw)dudy, so ist

Uy € C?, Y (x )\ < 1 und lim, ¥, (z) = lim, f'a:' I pn( )dudy = |z|. Setze schliefilich

©n(7) = n(x)1(0,00)(z). Beachte hierbei, dass ¢, € C?, da 1, € C? mit 1, (0) = 0.
er suchen nun eme Abschatzung fir E (X! — X?). Dazu definiere A; == X} — X?. Es
gilt

dA; = (bt X)) = ba(t, X)) di + (o(t, X}) = o(t, X7)) AW,
sowie
1
dn(At) = ¢ (Ar)dA; + W"(At)(dﬁt)2

= @n (A) (b1 (t, X)) — ba(t, X7))dt + ... dW; + 180 (Ar) (U(thtl) - U(t7X3)>2 dt.
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Also folgt wegen Ay <0 f.s.
t
E on(Ag) = 0 +E/ (D) (bi(s. X1 — ba(s, X2)) ds
0
! 1" 1 2 2
+ 0+E/ §g0n(As) (O’(S,XS) — O'(S,Xs)) ds
0

ds

t
= E/o |90;1(A5)’§1(0,00>(A5) ‘bl(SaXsl) — bi(s, X?)

<K|X1-X2|

t
FE [ |A0(A)] (ba(s X — bals, X2 ds
0 N——

>0 <0 wegen bj <bs

E
+ 3B [ [ena0)] [ols, X2 = o5, X3
0

ds

t 1 t
< KE [ [ = X210 (A0)ds + 0+ S E [ o(As) h(A]) ds
i | )
Pn s

<

3o

t 1 t
gK/ EAjds+—tni>>°K/ EA*ds.
0 n 0

Fiir den Limes n — oo gilt ¢, T und 90 (As) — [As|, sodass ¢n(As) — [As] L(0,00)(As) =
A} und ¢, 1. Aus monotoner Konvergenz folgt also E ¢, (A;) T EA], d.h.

t
EA < K/ E A/ ds,
0

sodass aus Gronwalls Lemma E A} = 0 folgt, d.h. X} < X? P-f.s. Mit Hilfe der Stetigkeit
der beiden Prozesse gilt also P(X}! < X2Vt > 0) = 1. O

Beispiel 4.2.11:

Betrachte als Anwendung in Dimension 1 einen Prozess mit dX; = b(t, Xy)dt+odWy, Xo =
d > 0 (wobei 0 klein sein soll). Angenommen es gilt b(t,z) < —by < 0 fiir alle  und ¢ > 0.
Betrachte ferner die deterministische Gleichung dX ¢ = b(t, X{') < —by fiir X% >0
mit X¢¢ = §. Es gilt X < § — bot.

Es stellt sich nun die Frage, wie IP’5(Xt > 0Vt <tp) von ,0,t; abhingt?

Definiere X} := 6 — bt + oWy (dX) = —bodt + odWy, X3 = §). Fiir p > 0 gilt

P (X, >0Vt <t1) <P (X; >0Vt <ty,sup oW, < p) +P°(sup oWy > p).
s<ty s<t1

Fiir den ersten Term gilt auf { X; > 0 V¢ < ¢;} nach dem Vergleichslemma X; < X? Vit <t
und daher 0 < X; < X < 0+ p — bot, falls Supg<y, oWs < p. Mit der Wahl p = boty — ¢
gilt

P(X; >0Vt < t,sup oW, < p) <P0< X <bo(ti —t) Vt<t) <P(0< X <0)=0.
s<t1
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Beim zweiten Term gilt fiir alle v > 0 und der Doobschen Submartingalungleichung

P(sup oW > p) < P(sup e1oWs e?) < e PR W
5§t1 Sgtl

wobei der letzte Term eine Laplace-Transformierte darstellt. Daher gilt

2

’y2o'2t1 __P
P(sup oW, > p) < e We 2 =e 20°t
s<t1
mit der Wahl v = UQP o Also gilt zusammen

_ (gt —8)?

P(X; >0Vt <t))<e 2°n

Daraus folgt, dass die Wahrscheinlich exponentiell gegen 0 fillt in % respektive U%tl

Weil wir annehmen miissen, dass ¢; > %, miissen wir ¢; zu 0 proportional vergréflern,
wenn wir X in grofien § starten.

Im deterministischen Fall gilt X < 0 fiir ¢ > %. Im stochastischen Fall kann der
Ursprung bereits frither erreicht werden. Wir haben lediglich eine Schranke fiir das spéte

Erreichen angegeben.
Wihle man schliellich ¢; = (1 4+ k)% fiir £ > 0, so gilt

PO(X,>0Vt<t) <e LKk
Xp|\ —=—S7"7< |-
! =) =P 202(1+k) ¢
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4.3. Schwache Losung

Definition 4.3.1:
Eine schwache Losung der SDE

dXt = b(t,Xt)dt —I—O’(t,Xt)th (*)
ist ein Tripel (X, W), (Q, F,P), (Ft)+, sodass

i) (Q,F,P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F¢); eine Filtration von F, welche den
iiblichen Bedingungen geniigt,

ii) X ist ein stetiger, (F;);-adaptierter, R%-wertiger stochastischer Prozess auf (Q, F,P)
und W ist eine (F;)-adaptierte Brownsche Bewegung auf (€2, F,P) mit Werten in
R",

i) [§bi(s, Xs)|ds < 0o, [T ]oij(s, Xs)|* ds < oo P-fs. firalle t > 0,i=1,...,d,j =
1,...,n,

i) Xy = Xo+ [ob(s, Xs)ds + [3 o (s, Xs)dWs fiir ¢ > 0.

Definition:
= IP’)_% wird Startverteilung genannt.

Beachte dabei, dass wir nicht voraussetzen, dass F; die Augmentierung der Filtration
Gy = o(&,FV) ist, d.h. X; ist nicht notwendigerweise ein messbares Funktional der
Brownschen Bewegung W und £. Wenn X nicht messbar beziiglich der Augmentierung
von G ist, dann sind die zusétzlichen Informationen unabhéngig von (W, — Wy, u > t).
Warnung: Die Existenz einer schwachen Losung (X, W), (Q, F,P), (F¢); impliziert nicht,
dass fiir eine gegebene Brownsche Bewegung W auf einem W-Raum (Q, F, I@’) ein sto-
chastischer Prozess X existiert, sodass (X, W), (Q, F,P), (F;) eine schwache Lésung ist.
Allerdings folgt aus der Existenz einer starken Losung die Existenz einer schwachen
Losung.

4.3.A. Begriff der Eindeutigkeit schwacher Losungen

Definition 4.3.2 (Pfadweise Eindeutigkeit): ) )
Zwei schwache Losungen (X, W), (2, F,P), (Fr)t, (X, W), (Q, F,P), (Fe)r mit P(Xo =
Xo) = 1 heiBen pfadweise eindeutig, falls P(X; = X; V¢ > 0) = 1.

Bemerkung 4.3.3:
Die Resultate zur starken Eindeutigkeit sind hier anwendbar.

Definition 4.3.4 (Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung):

Zwei schwache Losungen (Q, F,P), (Fi)t, (X, W) und (Q, F,P)(Fy)s, (X, W) heiBen ein-
deutig im Sinne der Verteilung, falls P X! = PX[—-1. Entsprechend sagen wir, dass
Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung fir die SDE (x) gilt, falls dies fiir je zwei Losungen
gilt.
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Beachte hierbei, dass die Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung nicht die pfadweise
Eindeutigkeit nach sich zieht.

Beispiel 4.3.5 (Tanaka-Gleichung):

Betrachte die SDE dX; = sgn(X;)dW;.

Schritt 1: Eindeutigkeit

Gegeben eine schwache Losung (Q, F,P), (Fy )i, (X, W) mit Startverteilung u =P X!
ist X ein stetiges, quadratintegrierbares Martingal mit quadratischer Variation (X), =
fot sgn?(Xs)ds = t, sodass nach Levys Charakterisierung X eine Brownsche Bewegung
mit Startverteilung p ist, d.h. es gilt Eindeutigkeit im Verteilungssinne.

Allerdings gilt hier nicht die pfadweise Eindeutigkeit: gegeben eine schwache Losung
(Q, F,P), (Fi)i, (X, W) ist auch (Q, F,P), (F¢)s, (X = —X, W) eine schwache Losung:

N ¢ ¢ 5
X=-X,= —/ sgn(Xs)dWy = / sgn(Xs)dWs,
0 0

aber die Pfade von X und —X sind nicht fast sicher gleich.

Schritt 2: Existenz

Betrachte die Startverteilung p = dg, d.h. Xy = 0 f.s. Die SDE hat eine schwache Lsung:
Sei (Q, F,P) ein W-Raum mit einer Brownschen Bewegung X und definiere F; := Fj',
wobei dies die Augmentierung von F; bzgl. P bezeichne. Die Idee ist nun, eine Brownsche
Bewegung W zu konstruieren, sodass das Tripel (Q, F,P), (F;*);, (X, W) eine schwache
Losung ist. Dazu definiere

t
Wy ::/ sgn(Xs)dXs,
0

was nach Levys Charakterisierungssatz eine Brownsche Bewegung ist. Nun gilt nach
Korollar 3.2.20

t t t
X, :/ dX, :/ sgn(Xs)sgn(Xs)dXs :/ sgn(Xs)dWs.
0 0 0

Allerdings besitzt diese SDE keine starke Losung. Angenommen es existiert eine starke
Losung zu einer gegebenen BM (W), auf einem W-Raum (€2, F,P). Nach Teil (i) der

Definition ist X; messbar beziiglich F; = o(Gy U N) =: FV  dh o(X;) € F}¥ und
damit auch F C FV. Wegen dX; = sgn(X;)dW,; gilt

t t t
Wy :/ dW :/ sgn(Xs)sgn(Xs)dWs :/ sgn(Xs)dXs,
0 0 0

sodass X eine Brownsche Bewegung ist. Nach der Tanaka-Formel (Aufgabe 1.II ¢) folgt

also Wy = [ sgn(Xs)dXs = | X;| — |Xo| — Ls. Also ist W; messbar beziiglich .FLX‘, d.h.

es folgt der Widerspruch
]—“TX C ﬁ CF ‘tX ',

da X eine Brownsche Bewegung ist.
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4.3.B. Schwache Losungen mit Hilfe des Girsanov-Theorems

Proposition 4.3.6 (Existenz einer schwachen Losung):
Betrachte die SDE
dX; =b(t, Xy)dt + dWy mit 0 <t <T.

Wenn es eine positive Konstante K gibt, sodass ||b(t,z)|| < K(1+ ||z|]),0 <t < T, dann
gibt es fir jedes W-Maf3 pu auf R? eine schwache Lisung mit Startverteilung .

Beweis:
Sei (2, F),P*, X = (X, F;) eine Brownsche Familie. Dann folgt aus dem Korollar 3.5.16
und der Wachstumsbedingung, dass

d t ) 1 t
Zy = exp (Z/ bj(s, Xs)dX] — 5/ Hb(s,XS)HQdS)
=170 ’

ein Martingal unter jedem Maf} P* ist. Definiere Q*(A) := E*(1427), A € Fp. Nach Girsa-
novs Theorem ist W; = X; — Xo+ [§ b(s, X;)ds eine Brownsche Bewegung auf (2, Fr, Q%)
mit Q*(Wp = 0) = 1 und eine Brownsche Bewegung auf (2, F¢, Q*) mit Q*(Wp =0) = 1.
, dhe Xy = Xo + [§ b(s, X5)ds + W, und das Tripel (Q, Fr, Q), (Fi)i, (X, W) ist eine
schwache Losung mit Startverteilung pu. O

Proposition 4.3.7 (Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung via Girsanov):
Angenommen (QF, F©,PY), (Fb)s, (XU, W), i = 1,2 sind zwei schwache Losungen zu der
SDE

mit gleicher Anfangsverteilung . Falls P* (fg ||b(75,X1§')||2 dt < oo) =1 gilt, dann haben
(XL, W) und (X2, W?) die selbe Verteilung unter ihrem respektiven Wahrscheinlichkeits-
mayf.

Beweis:
Definiere fiir k € N 77 = T Ainf{0 < t < T : J¢|b(s, X)|*ds = k} — T P'-fs. fiir
k — oo. Dann geniigt Y,! = b(taXti)]l{th;} der Novikov-Bedingung (Korollar 3.5.13),

denn
1 T2
E ( exp f/ HYtZ dt | | < oo,
2 Jo

tAT?

sodass €f(X7) = exp (—fé”i’ b(s, XD)dwi — 1 [;"" Hb<s,X;'>||2ds) ein Martingal ist.

Definiere nun d[ﬁ’z = 5 (X")dP" auf F. Nach dem Girsanov-Theorem ist

. t/\T]i . .
X5+/ b(s, X')ds + Wi,0<t<T
0
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eine d-dimensionale Brownsche Bewegung beziiglich ]f”; mit Startverteilung p und XZ i =
k

X+ fg/w,g b(s, Xi)ds + Wti/\Tli’ 0 <t <T eine d-dimensionale BM gestoppt zur Zeit 7.

Seien nun 0 =to < t; < ... <t, =T und T' € BR™"D) (XL Wl ... X} W})e
I=A'e Fpund (X2, W2,..., X} ,W2) eT = A? € F5. Also gilt

1 ~1
Lol A1 oy 1_
P (A N7y —T) = /Ql H{Al;Té:T}dP = /Ql H{A1;71§=T}dek
1 =2
2042 -2 _ 7y 2 _
PA"NT =T) = /Q2 Lig22rydP” = /QZ H{AQ;TE:T}WCHPM
d.h. P*(AY; 7} =T)= P?(A%;, 7% = T) fiir alle k > 1. Der Grenziibergang k — oo liefert
wegen 7p — T Pi-f:s. also P'(A') = P?(A?) und damit die Behauptung. O
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4.3.C. Ein Exkurs iiber regulare bedingte Wahrscheinlichkeiten

Definition 4.3.8:
Sei (2, F,P) ein W-Raum und G C F eine o-Algebra. Dann heifit @ : Q x F — [0, 1]
eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit fiir F gegeben G, falls

i) Q(w,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2, F) fir jedes feste w,
1) w— Q(w, A) ist G-messbar fiir jedes feste A € F,
i) Q(w,A) =P(A| G)(w) fir P-fa. w € Q und alle A € F.

Q ist eindeutig, falls gilt: Q, Q' erfiillen 4), i), i) = IN € F,P(N) =0VA € FVw € Q:
Q(wa A) = Q/(w7 A)

Definition 4.3.9:

Sei (€2, F) ein messbarer Raum. Dann heifit F

i) abzéhlbar bestimmt, falls fiir alle W-MaBe p, v auf (Q, F) ein M C F, M abzihlbar,
sodass (M) = v(M) fir alle M e M, p=v,

i1) abzdhlbar erzeugt, dass es ein A C F gibt, sodass F = o(A).

Betrachte nun C([0, c0),R™) =: Cp, fiir alle m € N. Dann ist B;(Cp) == ¢; H(B(Cy,)) =
o((z(t1),...,2(tn)) € A:n > 1,t; € [0,t]NQ Vi, A € B(R™),A = x;[a;, bi],a;,b; €
Q) =: a(pt)), wobei (pi2)(s) = z(s A t).

Also ist By(C,,) abzdhlbar erzeugt. C; ist eine abzéhlbare Ansammlung von endlich-
dimensionalen Zylinder-Mengen der Form C = {z € C, : (2(t1),...,2(ty)) € A, A =
X ilai, bi], a;, bi € QNI0,t]}. Daher ist C; abgeschlossen unter Schnitten und damit folgt
w=rvauf C; = u=v auf 0(C;) = B(Cy,). Also ist B(C),) abzidhlbar bestimmt.

Dieses Argument gilt allgemeiner in einem topologischen Raum mit abzéhlbarer Basis.
Dazu nehme man C' := { endliche Schnitte von Komplementen von Mengen aus der Basis
}. Dies gilt z.B. fiir separable metrische Rdume.

Satz 4.3.10:
Sei Q polnisch und F = B(RY), P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, F) und G C F eine
o-Algebra. Dann gilt:

i) Es existiert eine regulire bedingte Wahrscheinlichkeit Q fir F gegeben G und diese
ist eindeutig.

i1) Falls H C G eine abzihlbar bestimmte o-Algebra ist, dann existiert ein N €
G,P(N) =0, sodass Q(w, A) = 14(w) fir alle A € H und w € N°.

iii) Falls X G-messbar ist und Werte in einem polnischen Raum annimmt, dann gilt
mit der Wahl H = 0(X) Q(w,{w': X(w) = X(')}) =1 fiir P-f.a. w.

Satz 4.3.11 (Spezialfall G = 0(X)):
Sei (Q, F,P) wie oben und X : Q@ — S F —S—messbar. Dann existiert ein Q : S X F —
[0,1], sodass
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i) Q(z,-) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, F) fir alle x € S,
ii) x+— Q(z, A) ist S—messbar fir alle A € F,
iii) Q(z,A) =P(A| X =2) fir PX '-fa. x €S und alle A € F.

Falls S ein polnischer Raum ist und S = B(S), dann kann die Nullmenge so gewdhlt
werden, sodass Q(x, X Y(B)) = 1g(z) fiir alle B € S Yo € N€. Speziell gilt fir B =
X 1{z}) Qz, X '({x})) =1 fir PX '-fa. z € 8S.
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4.3.D. Ergebnisse von Yamada und Watanabe zu schwachen und starken Losungen

Die Frage ist, wie die Verbindung der verschiedenen Konzepte der Eindeutigkeit von
(X W), (4, Fi, PY), (Fi)i (i = 1,2) einer schwachen Losung zu der SDE

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)th

mit p = PYX})™! = P*(X2)~! fiir ein WahrscheinlichkeitsmaB j ist.

Setze Y = X} — X{. Die Losung (X?, W?) ist bestimmt durch X¢, W Y. Betrachte
das MaB8 P; = P{(XE, WY ™! auf © := RIxC, x Cy mit der o-Algebra B(R?) ®
B(C,) ® B(Cy). Fir 6 € ©, 0 = (z,w,y) sind die Randverteilungen unter P; z ~ p,w ~
P, (z,w) ~ p ® P;, denn X} ist unabhiingig von Wi und Yy = 0 P-f.s.

Die technische Schwierigkeit ist nun, dass (X!, W) und (X2, W?2) nicht notwendigerweise
auf dem gleichen Raum definiert sind. Wir bendétigen daher einen gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum fiir die Losungen, ohne die individuellen Verteilungen zu verdndern.
Auf (©,B(0),P;) existiert eine reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit fiir B(©) gegeben
(z,w). Wir benétigen nur eine reg. bed. W-Keit fiir Mengen der speziellen Form R? xC,. x F
mit F' € B(Cy). Nach Theorem 3.13 (777?) gilt:

i) Qi(z,w,-) ist ein W-MaB auf (Cy, B(Cy)).
1) (r,w) — Qi(x,w, F) ist messbar fiir alle F.

iti) Pi(G x F) = [ Qi(x,w, F)p(dr) Py(dw) ist definiert als reguldre bed. W-Keit fiir
alle F € B(C,) und G € B(R?) ® B(C,).

Definiere nun (2, F) via Q@ = © x Cy und F := Vervollstindigung von B(0) ®
B(C4) durch Nullmengen unter P(dw) = Q1(z,w,dy1)Q2(x,w, dy2)u(dzr) Py(dw) mit
w = (z,w,y1,y2) € Q. Als Filtration nutze G; = o((z,w(s),y1(s),y2(s)) : s € [0,t])
und Gy = 0(G¢ U N) und schliellich F; = Gﬁ. Damit gilt

PlweQ: (z,w,y:) € A) =P((z,w,y1,42) € Ax Cq),i = 1,2
mit A = G x F. Damit ergibt sich
PlweQ: (z,w,y) € A) =P((z,w) € G,yi € F,y; € Cy)
= /G Qila,w, F) Q;(z,w, Cy) p(d) P, (d)

=1
= [ Qula,w, Pu(do) P.(d)
= P,(G x F) < Pi((x{, W, YY) € A)),

woraus P(z + y;, w) "t = PY(X?, W)~ folgt.

Satz 4.3.12 (Yamada, Watanabe, 1971):
Aus pfadweiser Findeutigkeit folgt Findeutigkeit im Sinne der Verteilung.
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Beweis:

Seien (X%, W?),... wie oben die zwei schwache Losungen mit P/(X})~! = u. Dann
ist (z + y;,w) auf (Q, F,P), (F;); schwache Losungen der SDE. Nach der pfadweisen
Eindeutigkeit gilt

1=Plxz+yi(t) =2+ y2(t) Vt > 0) = P((z,w,y1,y2) € Q: y1 = y2). (xx)
Also gilt

PL((XE, WHYY € A) = P((z,w,y1) € A) Z P((z,w,y2) € A)
= P2((X2, W2 Y?%) € A)

fiir alle A € B(©). Also gilt P*(X1)~! = P?(X?)~! und damit die Eindeutigkeit im Sinne
der Verteilung. O

Das néchste Ziel ist zu zeigen, dass die Existenz einer schwachen Lésung und pfadweise
Eindeutigkeit zur starken Existenz einer Losung fihrt.

Korollar 4.3.13:

Angenommen die SDE hat eine Schwache Losung (X', W1, (Q, F1,Py1), (F1)s mit An-
fangsverteilung p und es gilt pfadweise Eindeutigkeit. Dann existiert eine B(R?) @ B(C,) —
B(Cy)-messbare Funktion h : RY xC, — Cy, welche B, — Bi(Cgq)-messbar ist fiir jedes
feste t, sodass X = h(Xo, W) P'-f.s. gilt. Dabei bezeichnet Bi(Cy) = ¢ {(B(Cyq)) und B,
ist die Augmentierung von B(RY) ® By(C,) mit den Nullmengen aus @ P,.

Falls (Q,j—", IF)) ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, der groff genug ist, um eine R%-wertige

Zufallsvariable § ~ p1 und eine unabhingige Brownsche Bewegung W (bzgl. (]N-"fv)t), dann
ist X = h(§W) eine starke Losung mit Anfangsverteilung §.

Fiir den Beweis benétigen wir die folgende Aufgabe.

Aufgabe 4.3.14:
Mit den bisherigen Notationen gilt: Falls pfadweise Eindeutigkeit vorliegt, dann existiert
ein k : R? xC, — Cy, sodass folgendes gilt:

i) kist B(R?) @ B(C,) — B(Cy)-messbar,

ii) Fiir festes t > 0 ist k B; — B;(Cy)-messbar,

111 Ql(wiv {k(wi)}) =1= QQ(wiv {k(wi)})v
) P((z,w,y1,y) € Q:y1 = y2 = k(z,w)) = 1.

)
)
)
)

Bewets:
Zeige zunéchst die dritte Behauptung. Sei (x,w) fest und definiere

Q(ﬂj, w, dy17 dyQ) = Ql(x7 w, yl)Q2(x> w, y2)
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auf (S,S), S = Cyq x Cyq, S = B(Cy) ® B(Cy). Nach der Definition von P gilt fiir alle
B € S,G e B(RY @ B(C,)

P(G x B) = /GQ(x,w,B)M(dx) P, (dw).

Wiéhle B = {(y1,y2) € S : y1 = y2}, so folgt mittels dem Beweis von Proposition 3.20
(772)

L= P(@w. 1) v = o) = PR!XCrx B) = [ Q. w, Byu(da) P.(dw).
xC,
Wegen 0 < Q(...) < 1 existiert eine p ® P,-Nullmenge N, sodass Q(z,w,B) = 1 auf
(z,w) ¢ N. Fir diese (z,w) gilt mittels Fubini in (x)

1=Q(z,w,B) :/

{y1=y2}

Q(m, w, dyl)Q(xa w, dy?) = /C Ql(x7 w, {y})QQ(wv w, dy)'
d
Fiir gegebenes (z,w) existiert ein k(x,w) mit

Q1(CE,U}, {k(wi)}) =1= Qg(:c,w, {k(wi)})v

sodass aus der Definition von P folgt P((x,w,y1,y2) : y1 = y2 = k(z,w)) = 1.

Es bleibt zu zeigen, dass k messbar ist. Beachte, dass k(xz,w) € B & Q;(z,w,B) =
1V(z,w) € N,B € B(Cy). Als reg. bed W-Keit hat Q); gute Messbarkeitseigenschaften,
d.h. (z,w) — Qi(x,w,B) ist B(R?) ® B(C,) — B([0,1])-messbar. Also ist k B(R?) ®
B(C,) — B(Cy)-messbar. Die letzte Eigenschaft ist eine Ubung. O

Beweis des Korollars:
Definiere h(z,w) = x + k(z,w), so folgen die Messbarkeitseigenschaften aus denen von h.
Nun gilt wegen der Beziehung von P!, P; und P

PY(XT = h(zo, W) = PL(X? = 20 + h(xo, W)
=PYY! = h(zo, W) = P((x, w, y1,92) € Q: 91 = hz,w)) =1,

woraus die erste Behauptung folgt.
Wéhle ¢ und W unabhéngig, so gilt

1o

(Xo, W) = (W) ~ p@ P, (A)

X = h(Xo, W) geniigt der SDE und X = h(&, W) geniigt ebenfalls der SDE wegen A. Es
bleibt zu zeigen, dass X tatsichlich eine starke Losung gegeben (&, W) ist. Dazu ist die
Messbarkeit zu zeigen: X ist (F;)-adaptiert. Fiir die letztliche Messbarkeitseigenschaft
siehe die Ubungen. O

Diese letzte Messbarkeitseigenschaft zeigt das Kausalititsprinzip, welches besagt, dass
die starke Losung X; zur Zeit ¢ nur von £ und o(W; : s < t) abhéngt.
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4.4. Martingal-Problem nach Stroock und Varadhan

Das Ziel ist es, die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen stochastischer Differential-
gleichungen im Fall, dass b, 0 nicht Lipschitz-stetig sind mit linearer Wachstumsbedingung
zu zeigen (die Existenz starker Losung ist in diesem Fall unklar). Dabei nehmen wir einen
neuen Zugang: das Martingal-Problem. Insbesondere ist dies niitzlich, wenn wir iiber
schwache Konvergenz argumentieren wollen. Hierbei bestehen Verbindungen zu partiellen
Differentialgleichungen.

Notation:

Fiir f:[0,7] x E — R, E C R? offen, schreiben wir f € C*((0,T) x E,R), falls f k mal
nach ¢ und [ mal nach x partiell differenzierbar ist und diese Ableitungen allesamt stetig
n (t,z) sind.

Wir schreiben f € C¥4(]0,T] x E,R), wenn obiges erfiillt ist und alle Ableitungen stetige
Fortsetzungen auf [0, 7] x E haben. C§ bezeichnet die beschréinkten Funktionen aus C*
und C’g diejenigen Funktionen aus C*, welche kompakten Triiger haben. Beachte, dass fiir
f € CE alle Ableitungen (sowie die Funktion) beschrinkt sind. Dies gilt nicht fiir f € C¥.

4.4.A. Fundamentale Martingale

Betrachte die SDE dX; = b(t, X;)dt + o(t, X;)dW; in R?, wobei W; eine r-dimensionale
BM ist. Sei (X, W), (Q, F,P), (Ft): eine schwache Losung. Definiere

1 ¢ a2 f d df
(A¢f)(x 5121 a;(t dmzda:k (z) + iz::lb i(t, x)dxz( x) fir f € C2(Rd R),

was fiir festes ¢ > 0 ein Differentialoperator ist - hierbei ist a = oo”. Falls f = f(t,z), so
operiert A; auf f(t,-).

Satz 4.4.1:

Fiir alle f € CY2(]0,00) x R%R) idst der stochastische Prozess (unter Annahme der
Ewistenz schwacher Lésung) M = f(t, X) — f(0,Xo) — I ( + A f) (s, Xs)ds ein

stetiges, lokales Martingal.
Sind f,g € CY2, dann gilt

dg

— (s, Xs)ds.

MfM9 /ZalksX df(X)

1,k=1
Gilt f € Cy*([0,00) x R R) und sind oy lsupp £ beschrinkt, so ist M7/ € M§.

Beweis:
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Mit Hilfe der It6-Formel gilt wegen (X7, Xj>t =01 0o dt = a;;dt

df f s
)dXt ty Z dxidxy,
zk 1 v

dM{ = = (t, Xy)dt + Z

=L 4, X,)d <X Xk>t

&

1 ¢ d2f
L X)dt — = (X
030 Z< Vit

tXt Zb (t, X;) ftXt)d

|8

p ] d d2f
o (& Xe) (bi(t, Xe)dt + ZJU (8, X0)dW7) + 5 Z duiday,

1 O j=1 ]k 1
d? d

> y df (t, X¢)ay;(t, Xy dt—Zb t Xt)df (t, X;)dt

ik

Li QL

I
M‘“

———(t, Xy)agj(t, X;)dt

<.
Il

N

T d
i5(t, Xt)df

I
.M&

~
Il

-
<.
Il
L

(t, X, )dW7 .

~

Also ist M 1 Z ’j mit stochastischen Integralen
o t df
MtZJ = /0 O'Z'j(s, Xs)%

i

~+

(s,XS)dWSj. (%)

Definiere 7, = inf{t > 0 : || X;|| > n oder [jo7;(s,X,)ds > n fiir ein Paar i,5}. Da
(X, W) eine schwache Losung ist, gilt 7, T 0o IP’ f s. Damit ist

tATh f

d .
M. = ZZ / (5, Xe) (3. X)W

i=17=1

ein stetiges Martingal, d.h. M/ e M&loc,
Aus (x) folgt

(M!, M%) Z Z / szakl d<Wj,Wk>S

i,k=1j,l=1

dg
Z/Zamajk —ds.
ik=1 dx Cl.%'k

_azk

Ist f € Cé’2 und gilt, dass 0;; |supp s beschrénkt ist, so sind die Integranden der M i
beschrénkt und damit ist M/ € M. O]

Bemerkung (Charakterisierung der BM):

Wahle b = 0, 04;(t, x) = d;5, so ist die Losung der SDE die Brownsche Bewegung. Es gilt
Af(x) = Af(z) = LAS.

Insbesondere lésst sich zeigen, dass ein adaptierter, stetiger stochast1scher Prozess W
genau dann eine d-dimensionale BM ist, wenn f(W;)— f(W) — A f(Ws)ds ein stetiges
lokales Martingal fiir jede Funktion f € C? ist.
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4.4.B. Schwache Losung und Martingal-Problem

Notationen:
Seien b;, 045 : [0,00) x C([0,00),R?) — R progressiv messbare Funktionale, a;(t,y) =
> i—10i(t,y)ok;(t, y) fir alle t > 0,y € C und

2U d u
TU (1)) + Y it ) 1)

i=1 i

d
1
(Aju) —
ol 2 ; ain(t da:zdwk

i,k=1

fiir t > 0,u € C*(R%,R), y € C([0,00), RY).

Definition 4.4.2 (Lokales Martingalproblem):

Ein W-Ma8$ P auf (C([0, 00), R%), B), unter dem Mtf = f(y(t)) — f(y(0)) — f(f(A’s(f))(y)ds
ein stetiges lokales Martingal fiir jedes f € C?(R% R) ist, heiBt Losung des lokalen
Martingalproblems zu (A});.

Die in der Martingaleigenschaft geforderte Filtrierung ist F; mit Fy; = G+ fir die
Augmentierung (Gy); unter P der kanonischen Filtrierung B; = B(C([0, 00), R%)).

In der obigen Aufgabe gilt die Proposition 4.2 auch, wenn A; durch A} ersetzt wird. Dies
induziert ein W-Maf} P wie in der Definition gefordert.

Satz 4.4.3:

Sei P ein W-Map auf (C,B(C)), unter dem MY ein stetiges lokales Martingal ist fiir
f(z) = x; und f(x) = x;xy fir alle i,k. Dann existiert eine r-dimensionale Brownsche
Bewegung W und eine Filtration (]:t)t auf einer Erweiterung (Q, F,P) von (C,B(C),P)
derart, dass mit X;(y) = y(t) (X, W), (Q, F,P), (Ft); eine schwache Lisung der SDE
dX; = b(t, X)dt + o(t, X)dW; ist.

Beweis:
Angewendet auf f(x) = z; ergibt sich, dass

M= Xi — /ZbksX UCOP

da:k
——
*5116
, ) t
_ Xi - X} —/ bis, X)ds
0
ein CLM ist. Ebenso berechnet sich
) ) ) i
MF = XiXF — Xixh - / (XEb(5,X) + XEbi(s, X) + auu(s, X))
0

nach Wahl von f(x) = x;x. Wir berechnen nun <Mi, Mk> z2u [§ aix(s, X)ds. Zu zeigen
ist also, dass Z; == M} M} — [J aix(s, X)ds ein CLM ist. Dabei ist

Z{F = Mi% — XM — XGM] + Ry,
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wobei R; den Rest bezeichne. Der erste Teil ist als Differenz dreier CLM ebenfalls ein
CLM. Nun gilt

R, :/Ot (x-x7) bk(s,X)ds—i—/Ot(Xs—th’)bi(s,X)ds—i—(/Otbids)(/otbkds)
_ /(:(M;' —Mf)bkder/Ot(Msk — MFbids + (/Ot...)(/ot...)

-/ (/t b, X)) b5, X1 [ (/t b, X)) b5, X)) ds

_/ (i - Ml)bk(sts—&—/ (MF — M) bi(s, X)ds

_/ (/ bkuXdu>dMl /(/0 bi(UaX)du>dM€]f'

Dabei wurde einerseits verwendet, dass im dritten Schritt die ds-Integrale sich aufheben
und nach Ttés Formel gilt mit Y;' = M7, Y2 = [ by (s, X)ds

d(Y'Y?) = Y Y2 + Y2dY —t,
sodass gilt M} [¢ byds = [3 Mibrds+ [3 ([ bg(u, X )du) dM!. Daher folgt die Behauptung

der Kovariation.
Nun ist <M’,Mk>t = fg air(s, X)ds eine absolutstetige Funktion in ¢, sodass nach

Theorem 3.4.2 gilt:

i) Es existiert eine d-dimensionale BM W, (F;); auf einer Erweiterung (Q, 7, P) von
(C,B,P), wobei F; die iiblichen Bedingung erfiillt sowie

ii) ein matrixwertiger Prozess p = (p;;(?))i;, welcher (F¢)¢-adaptiert ist, sodass fiir alle
1,75,t P(fg pgjds < 00) =1 gilt, und es gilt
N -

M} = Z/ pij(s)dW] P —fs.

j=170
Nach der Definition von M* und p folgt also
t t .
X, = X, +/ b(s, X)ds +/ p(s)d WV,

0 0

Es bleibt noch zu zeigen, dass eine BM W auf (Q, F,P), (F1); existiert mit [J p(s)dWy =
f(f o(s, X)dWs P—f.s. Sobald dies gezeigt ist, sind wir fertig. Es bleiben noch die Integra-
bilitatsbedingungen von b und o zu zeigen.

Fiir b: Da M7 ein CLM ist fiir f(z) = x;, existiert also [§ ||b;(s, X)| ds fs.

Fiir o: Unter Beachtung von <Mi, Mk>t = J¥apds und Mj = Z;-lzl 3 pij(s)dW7 gilt fiir
alle i, k

(Z pij (1) prj(t) = au(t) fiir fast alle t > O) =

162



indem man die Kovariation mit der zweiten Darstellung von M} ausrechnet. Nun gilt
P—fs.

t t T t
/Oalzjds<ooVi,j<:>/0Zagjds<oow<:>/02p?jds<oow
J=1 J

——

=aq;
t
& /0 p?jds < oo Vi, 7,

was nach Konstruktion von p;; erfiillt ist.

Als letzten Schritt miissen wir die BM W wie gewiinscht finden. Ohne Einschrinkung
sei r = d (fiir r > d setze X, b;(t,y) = 0 fiir i > d und 0y(t,y) =0 fiir i > d,j < r und
fir r < d setze 045(t,y) =0 fiir i < d, j > r). Unter Ausnutzung der folgenden AUfgabe
setze Wy = [J R(p(s),0(s, X))TdWs, bzw. W} = [{ 3, RLAWY. Damit gilt

W

(Waw), = S5 [ Rty a (i)
v —
=0u,vds

t
= / Z Ry’iRy’j dS = 5ijt,
0

—_———
=(RT R)ij=0i;
sodass W nach Levys Charakterisierung eine BM ist. Zum Abschluss des Beweises beachte
t t . t
/ o AW = / pRRT AW = / pdW.
0N =~ 0 0
=pR =RT4W

O]

Aufgabe 4.4.4:

2
Es existiert eine Borel-messbare Funktion R : D — R% mit D = {(p,0) : p,o €
RdQ,ppT =001}, sodass 0 = pR(p,0) und R(p,0)R(p,0)’ = 1d.

Korollar 4.4.5:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Es existiert eine Losung P zum lokalen Martingalproblem zur Operatorfamilie (A});.
ii) Es existiert eine schwache Losung (X, W), (Q, F,P), (F¢); zur funktionalen SDE.

Die zwei Losungen sind verbunden durch P =PX ™1, d.h. P ist das Bildmaf auf (C,B).

1 heilt Startverteilung zum lokalen Martingalproblem, falls P(y : y(0) € I') = p(I") fiir
alle T € B(RY).

Korollar 4.4.6:
Es gilt die Eindeutigkeit der Losung P zum lokalen Martingalproblem zum gegebenen p
genau dann, wenn Eindeutigkeit im Sinne der Verteilung der schwachen Lisung vorliegt.
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Definition 4.4.7 (Martingalproblem):
Ein W-Ma8 P auf (C4, B) heifit Losung zum Martingalproblem zu (4});, falls M/ ein
stetiges Martingal fiir alle f € C3(R?) ist.

Gegeben ((A})¢, i), betrachte die folgenden Bedingungen:

(A): Es existiert eine schwache Losung zu der funktionalen SDE mit Startverteilung pu.
(B): Es existiert eine Losung IP zum lokalen Martingalproblem zu (A}); mit Startverteilung
L.

(C): Es existiert eine Losung P zum Martingalproblem zu den obigen Daten.

(Al): Fir alle T € (0, 00) existiert ein K, sodass ||o(t,y)|| < Kp fur alle t > 0,y € C.
(A2): Es gilt 04;(t,y) = 74(t, y(t)) fiir alle i, j mit Borel-messbaren ;; : [0,00) x R? — R,
welche beschrankt auf kompakten Mengen sind.

Satz 4.4.8:
Es gilt (A) & (B) sowie (C) = (B). Ferner gilt (A)&(Al) = (C) und (A)&(A2) = (C).
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4.4.C. Wohlgestelltheit und starke Markoff-Eigenschaft
Seien b; : R? — R, oij R? — R, d.h. zeithomogene Koeffizienten. Betrachte die SDE

t t
X, = +/ b(X,)ds +/ o (X,)dWs,t > 0. (SDE)
0 0

Die Zeitabhéingigkeit ist hierbei enthalten, indem man X! = ¢, by (z) = 1, oq+1,5(r) =
0 wihlt. Beachte dabei, dass es Resultate gibt, wo die Eigenwerte von oo’ strikt grofer
0 sein miissen, was hier nicht erfillt ist.

Definition 4.4.9 (Wohlgestelltheit):
Die SDE ist wohlgestellt, wenn fiir jedes z € R? die SDE eine schwache Losung hat, die
eindeutig ist im Sinne der Verteilung.

Bemerkung:

Die SDE ist wohlgestellt, wenn b und o Lipschitz-stetig sind und lineare Wachstums-
bedingungen erfiillen, was aus Theorem 2.9 und 2.5 folgt (Existenz und Eindeutigkeit
starker Losungen).

Die SDE ist wohlgestellt, wenn X(z) = Id, und b uniform beschréankt ist (vgl. Proposition
3.6, Korollar 3.11).

Diese Bedingungen lassen sich noch weiter abschwéchen.

Bemerkung:

Sei die SDE wohlgestellt. Dann existiert eine schwache Losung (X, W), ... zur Anfangsbe-
dingung Xy = z, die ein W-Mafl P* auf (C4, B(...)). Ohne Einschréankung ist die schwache
Losung durch X;(w) = w(t) fiir w € Cy4 gegeben.

Frage: Ist X mit (B;); und {P*}, eine starke Markoffsche Familie?

Ziel: Ja, falls b, 0 auf kompakten Mengen beschrinkt sind.

Notationen:
Definiere

d 2 d
(AN@) = 5 3 awle) 7o (@) + 3 bile) ()
ik=1 i=1 ¢

[a—

dz;dxy

mit a(z) = o(z)o(x)?.

Definition 4.4.10 (Zeithomogenes Martingalproblem):
Seien b;, 0;; beschrinkt auf kompakten Teilmengen von RY. Ein W-MaB P auf (Q, B) mit
Q2 =Cq,B=DB(Cq), unter dem
t
B (f(u(t) - F0(s) ~ [ (AD(u(w)du | B.) =0 Pt
fiir alle 0 < s < t < oo und alle f € C3(R% R) gilt, heiBt Losung des zeithomogene-

nen Martingalproblems. Schreibe P* fiir eine beliebige Losung dieses zeithomogenen
Zeitproblems mit P*(y € C4 : y(0) = x) = 1.
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Bemerkung 4.4.11:
In obiger Definition verwenden wir B, statt F,. Die Ubung rechtfertigt, B; statt F; zu
betrachten.

Bemerkung 4.4.12:

Unter den Annahmen der obigen Definition hat das zeithomogene Martingalproblem eine
eindeutige Losung flir jede Anfangsbedingung x genau dann, wenn die SDE wohlgestellt
ist (vgl. Korollar 4.8,4.9, Proposition 4.11 in | D).

Lemma 4.4.13:
Sei T eine beschrankte (By)¢-Stoppzeit. Dann gilt By = o(s+— y(s A7) 1y € Cqg).

Beweis:
Ohne Beweis. O

Satz 4.4.14:
Seien b, o beschrinkt auf kompakten Teilmengen und die SDE sei wohlgestellt. Dann gilt:
Fiir jede (By);—Stoppzeit 7, F € B(Cy) und x € R? gilt die starke Markoff-Eigenschaft:

P* (071F | B.) (w) = P“UV(F) P* —fs. auf {7 < oo}.
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4.4.D. Fragen der Existenz

Satz 4.4.15 (Skorohod):
Seien b, o beschrinkt und stetig und betrachte die SDE

dX; = b(Xt)dt + O'(Xt)th. (SDE)

Fiir jede Anfangsverteilung p auf B(R?) mit Jra |2)|*™ p(da) < oo fiir ein m > 1 existiert
eine schwache Liosung der SDE.

Beweis:

1. Schritt: Diskretisieren

Definiere t7 = j - 27" fiir j > 0,n > 1, ¢, (t) = ¢} fiir t € [t},¢7,;) und b"(t,y) =
b(y(Yn(t)), o"™(t,y) = o(y(n(t)). Dann sind b", o™ progressiv messbare Funktionale.
Sei (Q,F,P) mit einer r-dimensionalen BM W mit Filtrierung (F}"); und einer An-
fangsbedingung ¢ ~ p. Definiere X} := X[J% + b( %)(t —t7) + o t’il)(Wt — Win) fiir
te (0], >0.

Dann 16st X" die funktionale SDE

t t
X' = f+/ b" (s, X™)ds +/ " (s, X")dWs,t > 0.
0 0

Daraus folgt sup, E || X7 — X?|*™ < C(1+E||€]|*™) |t — s|™ fiir 0 < s < t < T, T fest,
wobei C' = Cr nur von T, m,d und der Schranke an b, o abhéingen.

2. Schritt:

Definiere P™ := P(X")~! (W-Ma8} auf (C4,B(C4))). Die Schranke aus Schritt 1 zeigt,
dass (P"),, straff ist (vgl. Problem 2.4.11, Bemerkung 2.4.13). Nach Prohorovs Theorem
(Theorem 2.4.7) ist straff &quivalent zu relativ kompakt auf polnischen Rdumen. Nach
Auswahl einer Teilteilfolge kann man annehmen, dass P = P* fiir ein W-Maf} P*.

3. Schritt:

Es bleibt zu zeigen, dass

P*(y(0) € T') = p(T)

B (70) - 166D - [ (AN | B) =0 Pt

fir f € C%(Rd, R) gilt. Dann sind wir geméfl Proposition 4.11 und Problem 4.13 fertig.
Zu a): Es gilt

B f(y(0) = imE" f(y(0)) = | | f(@)u(dx).

Zu b): f(y(t) — F(y(0)) — Ji(ALS)(y)du mit

d n 2 d
(AN = 3 3 D (ohott)) 2 (1) + Y 0) (1))
ik=1j—1 LiaTk i1 Li
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ist ein (B;);-Martingal unter P" fiir jedes f € C3(R%, R). Aus der Martingaleigenschaft
folgt

E" (Fn(y)g(y)) =0

fiir Fy(y) = f(y(t)) — f(y(0)) — [S(A2f)(y)du, 0 < s <t < 00,9 : C4 — R beschriinkt,
stetig und Bs-messbar.

Zeige als néchstes, dass fiir festes s < t konvergiert (F,(y)), fir n — oo gleichméfig auf
kompakten Teilmengen von C4 gegen F'(y) = lim,, F,,(y)). Wenn dies gezeigt ist, folgt
E*(F(y)g(y)) = 0 fir alle g wie oben und damit b).

Schritt 4: Gleichmiflige Konvergenz

Sei K C Cg4, dann ist nach Satz 2.4.9 K genau dann, wenn M = supg<,<; yex [|¥(w)| < o0
und limy, sup,,c x m*(y, 3) = 0. Sei K kompakt. Auf {z : ||z|| < M} sind b, o gleichméBig
stetig. Daher existiert fiir alle € > 0 ein n(e) € N) mit

sup  ([[6"(s,y) = b(y(s)]l + [lo"(s,9)) — o(y(s)]]) < e.
0<s<tyeK

Also gilt F,, — F gleichméafig auf K. O

Bemerkung 4.4.16:

Der Beweis kann modifiziert werden, falls b = b(t,z) und o = o(¢,x) beschriankt und
stetig, oder b, o beschrinkte, stetige, progressiv messbare Funktionale.

Der Satz ist dquivalent zum Martingalproblem, da ||o(¢,y)|| < K7 nach Voraussetzung
gilt.
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4.4 E. Fragen der Eindeutigkeit

Definition 4.4.17:
Eine Klasse D von Borel-messbaren Funktionen ¢ : R? — R heiBt determining class,
wenn fiir je zwei endliche MaBe ji1, po auf B(R?) gilt:

[ et@mtdn) = [ play(dn) Ve e D— 1 = po.

Aufgabe 4.4.18:
D = CP(RY) ist eine determining class.

Satz 4.4.19 (Strook und Varadhan, Dualitdt von Cauchy und Martingalproblem):
Wenn fiir jede Funktion f € C(R?) das Cauchy-Problem

d

di::Au in (0,00) x RY
u(0,-) = f in RY

eine Losung uy € C12([0,00) x RY) existiert, welche auf jedem Streifen [0,T] x R?
beschrinkt ist, so gilt die Findeutigkeitsaussage: Das zeithomogene Martingalproblem hat
héchstens eine Losung P* fir jedes x € RY.

Beweis:

Angenommen P*, P” sind zwei Losungen des homogenen Martingalproblems. Es geniigt
zu zeigen, dass die Randverteilungen iibereinstimmen. Sei 0 < t; < ... <, < co und
zeige, dass

Pz(ﬂ'tl, NN ,ﬂ'tn)il = P$(Wt1, NN ,th)il

Zeige dies per Induktion iber n. Fir n = 1 ist nach Lemma 4.26 zu zeigen, dass
P*(y(T) € T) = P*(y(T) €T) fiir alle 0 < T < o0, T € B(RY).
Fiir festes T > 0, f € C°(R?) definiere g(t,z) = us(T —t,z). g erfiillt

d
d—‘j =—Ag in (0,00) x R?
9(0,-) = f in RY.

Nach Korollar 4.8 existiert eine Brownsche Bewegung W auf einer Erweiterung von
(Cq, B(Cq),P"), sodass der Koordinatenprozess X;(y) = y(t) auf C4 unter P* eine schwache
Losung der SDE dX; = b(X;)dt + o(X;)dW; ist. Nach Proposition 4.1 gilt fiir ¢ < T,
dass MY = g(t,y(t)) — g(0,z) — [; (% + Ag) (5,y(s)) € M(P?). Da g eine Losung
des Cauchy-Problems ist, ist der Integrand 0. Daraus folgt, dass (g(¢,y(t)), B, 0 <t <T)
ein lokales Martingal unter P* und P” ist. Da g beschrénkt und stetig ist, ist g(t, y(t))
auch ein Martingal unter P* und P”.

Daraus folgt

E* f(y(T)) = Eg(T,y(T)) = g(0,z) = E"g(T,y(T)) = E* f(y(T))
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fiir alle f € C3°(R?) = D. Also gilt P* 7' = P rpt.

Fiir den Induktionsschritt nutze Proposition 4.27. Definiere G,, = o (y(t1),...,y(tn)). Es
ist zu zeigen, dass P* = P* auf G,,.

Sei QY (F) = P*(F | Gr—1)(w) die reguldre bedingte Wahrscheinlichkeit fir B(C4) gegeben
Gn—1. Nach Lemma 4.19 existiert eine Nullmenge N € G,,_1, sodass fiir alle w ¢ N und
T=t, 1P, =Q00, ! | ist eine Losung des Martingalproblems mit Start in 2’ = w(t,—1).
Analog fiir P* mit Nullmenge N. Dann gilt fiir w ¢ UN aus dem eindimensionalen Fall
n =1 mit 2’ = w(t,—1), dass P¥ und If”z die gleichen eindimensionalen Randverteilungen
haben.

Nun gilt fir A € BRY ") und B € B(R?)

B (((9s--- U, 1) € Ayylta) € B) =E” (Lp, - Lp)
=:F, F

=E"(1p, , E* (1r | Gy1))

= ), L BT (Ir | Gna) () P*(dw)
d

=)o LR P (y(tn) — y(tn-1) € B)P*(dw)

= [ 1r, B yt) — y(tanr) € B)P*(dw)
= [ 1p_, E°(Lp | Guor) B(dw)

B (Lp | Gt )B(d)

= B ((y(t1)s- ., y(ta-1) € A y(ta) € B)

denn

E* (1p | Gpe1) =P*(F | Gpo1)(w) = QL(F) = QL 06, (6, (F))
=P (y(tn — tn-1) € B).
O

Korollar 4.4.20:

Seien b, o beschrinkte, stetige Funktionen, sodass fiir f € CSO(Rd) eine Losung uy zum
Cauchy-Problem wie im obigen Theorem existiert. Dann ist das zeithomogene Martingal-
problem wohlgestellt.
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4.4.F. Infinitisemaler Generator und die Dynkin-Formel

Betrachte die zeithomogene SDE mit Start in x
dXy = b(Xy)dt + o(Xy)dWy, Xg = .
(X heifit auch It6-Diffusion) und den zugehorigen Differentialoperator

d2f (z), f € C?.

Seien b, o0 beschrankt auf kompakten Teilmengen und so, dass das (lokale) Martingalpro-
blem zu L wohlgestellt ist.

Definition 4.4.21 (Infinitisemaler Generator):
Der (infinitesimale) Generator A der Ité-Diffusion X im R ist definiert durch

_ o BN(f(XY)) — =)
Af(x) = ltlﬁ)l ; .

Die Menge aller Funktionen f, fiir die der Limes fiir alle z € R? definiert ist, bezeichnet
man mit D 4.

Satz 4.4.22:
Es gilt C3(RY) C D und fiir f € CE(RY) gilt

d? f
da:zdxk

().

Beweis:

Sei f € C3, so gilt nach Proposition 5.4.2, dass Mtf = f(Xy) — flz) — J§ Lf(Xs)ds €
M Da o beschriankt auf dem kompakten Trager von f ist, gilt M/ e M°. Also gilt
Ex(Mtf) = Em(M({) = 0. Dies bedeutet aber

B0 — ) =B [ Lroas) = [

=E*(Lf(Xo)) = Lf(x)

woraus

tl0 t
folgt. O

Satz 4.4.23 (Dykin-Formel):
Sei f € C%. Angenommen T ist eine Stoppzeit mit E* T < oo. Dann gilt

BX(F(X) = £(o) + B ( [ LA(X)as).
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Beweis:
Wie oben folgt M/ € M® und wegen E* 7 < oo folgt aus dem OST

E*(M]) = E*(M]) =0,
woraus die Behauptung folgt. O

Bemerkung:
Wenn 7 die Erstaustrittszeit aus einer beschrinkten Menge ist und E* 7 < oo gilt, dann
gilt die Dynkin-Formel fiir alle f € C2.

Definition 4.4.24 (Charakteristischer Operator):
Der charakteristische Operator A einer It6 Diffusion X ist definiert durch

T ]Ex(f(XTu)) - f($)
.Af(l') - }}52 E‘T(TU)

wo Uy, offene Mengen sind, die gegen x absteigend sind und 7y die Erstaustrittszeit von X
aus U bezeichnet. Gilt E*(7y7) = oo fiir alle offenen U > x, so definieren wir A f(z) = 0.
Die Menge der Funktionen, sodass der Limes fiir alle z € R? definiert ist, bezeichnen wir
mit D 4.

Satz 4.4.25:

Es gilt Dg C Dy sowie Af = A f fiir alle f € D4, wobei A den infinitisemalen Generator
von X bezeichnet.

Beweis:
Dynkin 1965 I, Seite 143. O

Definition 4.4.26 (Falle):
Ein Punkt 2 € R? heiflt Falle fiir die It6 Diffusion X, wenn P*({X; = z Vt}) = 1, d.h.
dann und genau dann, wenn 7,y = oo P*-f.s.

Satz 4.4.27:
Wenn x keine Falle ist, dann existiert eine offene Umgebung U, sodass E* 1y < 0o.

Beweis:
Dynkin 1965 I, Seite 139. O
Satz 4.4.28:
Es gilt C2(RY) C D4 und fiir diese Funktionen f gilt
d’f
bi( a; .
Z )+3 Z k(7 dxldack( ?)

Beweis:
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Sei f € %,z € R? Falls z keine Falle ist, so wéhle eine offene Umgebung U > z, sodass
E* 7y < 00. OE sei U beschréankt. Nach der Dynkin-Formel und der Bemerkung gilt

B (f(X,) = fla) + B ([ Lf(Xo)ds) .

Also folgt
E* 17 E* 1
_ ‘E (Jg Lf(é;)m— Lf(z)ds)| sup |Lf (z) — LI (y)| 0

fiir U | x, da Lf eine steteige Funktionen ist.

Ist x eine Falle, so gilt E* 7y = oo fiir alle offenen Umgebungen U 3> x = A f(x) = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass Lf(z) = 0. Wéhle eine beschrénkte offene Umgebung V' 3 z.

Modifiziere f zu fy auBerhalb von V', sodass fy € C2. Dann gilt

E* fo(Xy) — f(2)
t

= lim

Lf(z) = Lio(x) = Afo(a) = lim

Satz 4.4.29 (Kolmogorovs Riickwértsgleichung):
Sei f € CE(RY). Dann gilt

a) Firu(t,z) =E"(f(X:)) gilt u(t,-) € Da fir jedes t und es gilt

d
d—?:Au in (0,00) x RY

u(0,) = f in RY
b) Ist w(t,z) € C2([0,00) x RY) eine Losung des Cauchy-Problems, welche beschrinkt
auf jedem [0,T] x R ist, so gilt w(t,z) = E*(f(X;)).

Beweis:
a) Es gilt aufgrund der Markov-Eigenschaft von X

E* (u(t, X,)) — u(t, z) E* (BN (X0)) — u(t, 2)

Au(t, z) = lim = lim
10 r 0 r
o BB K | F) —ultn) B (i) —ulta)
740 r 0 r
. u(t+rx) —u(t,x)  du
= l = —,
rlirol T dt

173



b) Fiir festes (T, z) € R¥! definiere einen Prozess Y in R via
Y;f = (T - t7Xt)7

dh. Y =T —t=T+ [i(~1)ds. Dann hat Y den Generator A, welcher auf v €
C3(R*1) gegeben ist durch Av = —% + Av. Insbesondere haben wir Aw(t,z) =0
fiirt > 0,2 € R Sei 7 = inf{t > 0: |X;| > R}. Dann ist Yiarp, € (0, T]x[—R, R]*
fiir 0 <t < T. SchlieBlich gilt mit der Dynkin-Formel

E*(w(Yinry)) = w(T, z) + E* ( /0 1 Aw(YtATR)ds) — w(T, )

fiir R > 0,0 <t < T,z € R% Die linke Seite konvergiert fiir R — oo zu E*(w(Y;))
nach majorisierter Konvergenz und fiir ¢t T 7" gegen E* w(Y7) wegen der Stetigkeit.
Also gilt

w(T, ) = E% w(Yy) = E*(w(0, X7)) = E* f(X7).

O

Beispiel 4.4.30 (Graph einer Brownschen Bewegung):

Betrachte die SDE im R? mit dX; = () t+(9) dWy, Xo = (), wo W; eine eindimensionale
BM ist. Dann ist X; = (41, ) interpretierbar als der Graph einer eindimensionalen BM.
Berechne den Generator auf C3(R?):

1 df
- T
2 d.TQdQ?Q

Af() = Af(a) = Lf (@) = Lf(t,02) = % (a) +

Damit lasst sich die Zeit integrieren in das zeithomogene Setting.
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4.4.G. Das kombinierte Dirichlet-Poisson Problem

Betrachte die zeithomogene SDE mit Start in x wie im vorherigen Kapitel. Seien die
Voraussetzung der Wohlgestelltheit gegeben und b, o beschrankt auf kompakten Mengen.
Sei D ¢ R? eine offene, zusammenhéngende Menge.

Dann ist das Dirichlet-Problem gegeben durch: Sei ¢ € C(0D). Finde ein u € C*(D),
sodass

Lu=0 inU

lim  u(z) = ¢(y) fiir jedes y € 0D.
r—y,x€D

Das Poisson-Problem: Sei g € C(D). Finde ein v € C*(D), sodass

Lu=—g in D

lim wu(x)=0 fir alle y € 0D.
z—y,x€D

Das kombinierte Dirichlet-Poisson-Problem ist die Kombination der Probleme:

Lv=—g in D

lim  v(x) = ¢(y) fir alle y € 0D
r—y,x€D

Falls u,v das Dirichlet und das Poisson-Problem respektive losen, so 16st w = u +
v das kombinierte Problem. Dabei liele sich die zweite Bedingung modifizieren zu
(1) : limppr, w(Xy) = ©(X7p) - Lrpcoo PP —fs. fiir alle z € D. Fiir 7p < oo gilt P*-f.s.
(7i) = (i1)s. Also ist das stochastische Poisson-Dirichlet-Problem gegeben durch: Seien
@:0D — R, g: D — R messbar. Finde ein w, sodass

Aw = —gin D

lim w(X;) = p(X7p) Lirpcoor PP —fo5..
tTTD

Satz 4.4.31 (Eindeutigkeit fiir das kombinierte Problem):
Angenommen ¢ € C(OD) ist beschrinkt und g € C(D) erfullt E* ([ |g(X)|dt) < oo fiir
x € D. Angenommen w € C%(D) ist eine beschrinkte Losung von (i) und (ii). Dann gilt

) = B* (0l X)Ly coey) + B7 ([ g0t )
Beweis:

Sei (Dy,), eine Folge von aufsteigenden offenen Menge Dy, mit Dy, C D mit D = U2, Dy,.
Definiere oy, := k A 7p,.. Dann gilt wegen der Dynkin-Formel

E” (0(Xa,)) = w(z) + E ( /0 o Lw(Xt)dt>

= w(z) = B¥(w(Xa,)) + E* (/Oak g(Xt)dt> .
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Es gilt ay — 7p fiir k& — oo, sodass nach (ii)s gilt w(Xa,) = P(Xrp)lr,<o0r P*-
f.s. Ebenfalls gilt [i* ¢(X;)dt — [;” g(X;)dt P*-f.s. Da w beschriankt ist, gilt auch
B (w(Xay)) = B2 (9(Xop)Lrpcocy) und wegen [[* g(Xp)dt] < 3P |9(X0)|dt, was P~
integrierbar ist nach Voraussetzung, folgt nach Lebesgue die Aussage. O

Korollar 4.4.32 (Eindeutigkeit fir endliche Austrittszeiten):

Angenommen ¢ € C(90D) ist beschrinkt und g € C(D) erfullt B ( [y |g(X:)|dt) < oo fiir
z € D. Angenommen tp < oo P® —f.5. Angenommen w € C?(D) ist eine beschrinkte
Losung von (i) und (i1). Dann gilt

wle) = B (o(X)) + B ([ gt )

Sei D

Betrachte nun das Dirichlet-Problem. Betrachte den Prozess X; = Xo + ().
x [0,1], p =

((0,1) x (0,1)) U((0,2) x (0,1/2)). Sei ¢ € C(OD), sodass ¢ = 0 auf {0}
auf {1} x [1/2,1], ¢ = 0 auf {2} x [0, 1/2]. Definiere

—

0 z2€(0,1/2)

u(z) == E” (P(XTD) = {1 v € (1/2,1)

sodass u nicht einmal stetig ist. Ferner erfiillt u die Bedingung (i7) nicht.
Von nun an betrachte das stochastische Dirichlet Problem, und 7p < oo P* —f.s. gilt.

Definition 4.4.33 (X-harmonisch):
Eine lokalbeschrankte, messbare Funktion u auf D heifit X-harmonisch in D, falls

u(z) = E* (u(Xq,))
fir alle U C D.
Fir ¢ : 9D — R messbar finde eine Funktion u, sodass
(i)s w ist X-harmonisch in D.
(1) limyprp, w(Xy) = (X5, ) PP —fs. fiir alle z € D.

Fiir u € C%(D) ist (i), dquivalent zu Au = 0 in D.

Satz 4.4.34 (Losung eines stochastischen Dirichlet-Problems):
Angenommen ¢ : 0D — R ist eine beschrankte, messbare Funktion. Dann gelten:

a) Findeutigkeit: Angenommen wu ist beschrinkte Losung von (i)s und (ii)s. Dann gilt

u(z) = E*(o(X7p)).

b) Existenz: Definiere u(z) = E*(p(X;,)). Dann lést w das stochastische Dirichlet-
Problem.

Lemma 4.4.35:
Es gilt:
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i) Ist w X-harmonisch in D, so gilt Au =0 in D.
ii) Ist Au =0 in D und u € C*(D), so ist u X -harmonisch in D.

Beweis:
a) Nach Definition gilt

(o) — tim 0 ) = ()

=0.
Ulz E*(mu

b) Sei U eine beschriinkte Menge mit U C D. Da u beschrinkt auf der kompakten
Menge U C D ist, gilt mit Hilfe von Dynkins Formel

Tu Nk

B (u(Xry)) = lim B (X 1)) = u(z) + lim B? ( / Lu(Xg) — u(a),

da Lu(Xs) = Au(X;s) = 0.

O]

Lemma 4.4.36 (Mittelwerteigenschaft):
Sei u(z) = E* (X, . Dann erfillt u die Mittelwerteigenschaft beziiglich des harmoni-
schen Mafles uf):

u@) = [yt (dy)
oU
fiir alle x € D und beschrinkte, offene Mengen U mit U C D.

Beweis:
Es gilt fir U C D mit U C D ¢o(X,,) = ¢(X;,) 0 05,. Also folgt mit Hilfe der starken
Markoft-Eigenschaft und dem Transformationssatz

u(z) = E" p(X-,) = E” <P( ) 0 bz, =E” (E* (0(Xrp 067, | Fry))
— E” (B (X / EX70 ) (X, P*(dw) / EY (X, ) (dy)

= | u(y)pg(dy).

sU
O

Lemma 4.4.37 (Konstruktion einer X-harmonischen Funktion):
Sei ¢ : 0D — R eine beschrinkte, messbare Funktion und definiere u(z) = E* o(X;,).
Dann ist w X —harmonisch in D.

Bewets:
Sei U beschrinkt und offen mit U C D. Dann geniigt u der Mittelwerteigenschaft, d.h.

u(a) = [ uly) X (dy) = B u(Xy, ).
oU
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Beweis der Losung des stochastischen Dirichlet-Problems:
Sei (Dy)y, eine aufsteigende Folge von offenen Mengen Dy, mit Dy, CC D und D = U2 | Dy,.

a)

Da u eine Losung ist, ist v X —harmonisch in D. Also gilt fir alle £k € N
u(z) =B u(Xrp, ) = B o(X7p),

denn nach (i) gilt u(Xr, ) = ¢(X7,) P* —f.s., wobei die Beschrénktheit von u
eingeht.

Nach obigem Lemma ist © X —harmonsich in D, woraus sofort (i)s folgt.

ol s X,
Fir (id)s ist u(Xr, ) = E77Pr o(Xr,) = E* (go(XTD) 0 0rp, |fTDk) wegen der
starken Markoff-Eigenschaft. Nun gilt erneut ¢(X7,) 0 67, = ¢(X7,). Definiere

My = u(Xy, ) = B” (9(Xy,) | Frp, ) =E*(Y | Gy)
Ny = U(XTDkV(t/\TDk+1)) =E* (SO(XTD) | ‘FTDkV(tATDk+1) )

Nun ist My, ein beschrénktes, zeitdiskretes Gx-Martingal, woraus nach dem Martin-
galkonvergenzsatz My — ¢(X,,) P* —f.s. und in LP(P?) fiir alle p < oo gilt.
Analog dazu ist Nt ein stetiges Gi-Martingal, wobei G; = ‘FTDk.V(t/\TDk.+1)' Nach
der Doobschen Maximalungleichung gilt fiir alle 7" > 0

1
P ( sup |N; — No| > a) < S ET (N — No?),
0<t<T 3

woraus folgt

P~ ( sup ‘u(XT) —u(Xop, )

1
S > 8) < E—QE”C ((U(XTDk+1) — u(XTDk)Q) — 0
"D STSTDg 1y
fiir k — oo fiir alle £ > 0 wegen der £2-Konvergenz. Definiere

ZF = sup ‘u(Xr) —u(Xrp,

TD), STSTDy

)

so gilt Z¥ — 0 in Wahrscheinlichkeit, sodass eine Teilfolge Z** — 0 P* —f.s. konver-
giert. Ohne Einschriankung seien die Dy, bereits so gewihlt, dass Z* — 0 f.s. gilt.
Sei t,, T 7p(w) und k(n) so gewdhlt, dass t, € [TD, ) TDy(uy 1 )s SO gilt k(n) — 00
fiir n — oo. Abschlieflend gilt nun wegen den Voraussetzungen

[u(Xt,) = @(Xrp)| < w(X, = (X, )+ [u( X

Di(n)

P(Xrp)|

<Zkm) 0 —0

fiir n — oo, woraus die Behauptung folgt.
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O]

Wir wissen, dass die universelle Filtration F; rechtsstetig ist, da der Prozess mit P eine
starke Markoff-Familie ist (vgl. Korollar 2.7.8 in [ ]). Also gilt analog zu Theorem
2.7.17

Satz 4.4.38 (Null-Eins-Gesetz):
Fiir F € Fq gilt fir alle x € RY P*(F) € {0,1}.

Als Korollar folgt insbesondere fiir Erstaustrittszeiten aus der offenen Menge D
Korollar 4.4.39:
Es gilt PCrp = 0) € {0,1} fiir alle y in R,

Definition 4.4.40 (Reguldre Punkte):

Ein Punkt y € 0D heiit regulérer Punkt zu D (bzgl. (X¢):), falls PY(tp = 0) = 1 und
irregularer Punkt, falls PY(rp = 0) = 0.

Beispiel 4.4.41 (Wiener-Kriterium):

Sei A = {(x,y) : 2% + y* < 1} der offene Einheitskreis und W eine zweidimensionale BM.
Sei {A,} eine Folge offener, disjunkter Scheiben in A mit Mittelpunkt in (27",0) mit
Radius 7y,. Definiere D := A\(Up>14,,). Dann sind alle Punkte von 0A und 0A,, regulir
zu D. Der Nullpunkt ist genau dann regular, wenn gilt

Sl =

1
1 log "

Zum Beweis siehe Port and Stone (1979, p. 225).

Das verallgemeinerte Dirichlet-Problem lasst sich dann formulieren als: Sei ¢ € C(9D).
Finde ein u € C%(D), sodass gilt

Lu=0 in D
lim  wu(z) = e(y) falls y regular.
z—y,x€D

Bezeichne die zweite Bedingung mit (i7),.

Definition 4.4.42:

Eine messbare Menge G C R? heifit thin (zu (X;);), falls P*(Tg = 0) = 0 fiir alle € R,
wobei T die Ersteintrittszeit zu G bezeichnet. Eine Menge heifit semipolar, wenn sie
eine abzdhlbare Vereinigung von Mengen ist, die allesamt thin sind.

G heiBt polar, falls P*(Tg < oo) = 0 fiir alle z € R? gilt, d.h. fiir alle Startpunkte trifft
der Prozess niemals G.

Jede polare Menge ist natiirlich semipolar.

Definition 4.4.43 (Hunt-Bedingung):
(X1): geniigt der Hunt-Bedingung (H), falls jede semipolare Menge zu X auch polar zu
X ist.
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Satz 4.4.44 (Hunt-Bedingung fiir Brownsche Bewegung und It6 Diffusionen, Blumenthal,
Getoor):

Gilt die Hunt-Bedingung fiir die Brownsche Bewegung, so folgt mit Girsanov, dass die
Hunt-Bedingung fir Ité Diffusionen gilt, falls die Diffusionsmatriz ein beschrdanktes
Inverses bezieht und der Drift-Koeffizient fiir alle T' < oo der Novikov-Bedingung gendigt.

Lemma 4.4.45:
Die Menge I == { irreguldre Punkte von 0D} ist semipolar.

Beweis:
Blumenthal und Getoor (1968), Proposition II.3.3. O

Satz 4.4.46 (Eindeutigkeit fiir das allgemeine Dirichlet Problem):
Angenommen X erfillt die Hunt-Bedingung (H) und ¢ € C(0D) ist beschrinkt und
u € C*(D) ist eine beschrinkte Lisung von (i) und (ii),. Dann gilt

Beweis:

Sei (Dg)y eine aufsteigende Folge von offenen Mengen mit Dy, CC D und D = |32 Dy.
Dann gilt Xr, — X7, woraus mit (ii), auch uw(Xr, ) = ¢(X7,) folgt, falls X7, =y €
0D regulédr ist. Da die Menge der irreguldren Punkte von 0D semipolar ist, ist sie nach
der Hunt-Bedingung auch polar. Also folgt mit der Definition

P*(T; < o00)=0= X,, ¢ I P*—fs..

Also gilt u(Xr, ) = o(X7,) P —fs.
Nun gilt fiir u € C*(D) die Auivalenz

Lu=0< Au=0in D & u X — harmonisch in D,

woraus u(z) = E* (u(XTDk)> fiir alle x € Dy, und k € N folgt. Also folgt aus dem Satz
von der beschrankten Konvergenz

ule) = Jim B (u(Xrp,)) = B (9(Xrp).

O]

Definition 4.4.47 (Elliptizitét):
Ein Differentialoperator L heiit elliptisch in D, falls fiir alle £ € R4\{0} und z € D gilt

> ain(w)6ik-
L heifit gleichméfig elliptisch in D, falls ein § > 0 existiert, sodass

> ain(x)&ék > 5 1€)1*.
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Satz 4.4.48 (Existenz fiir das allgemeine Dirichlet Problem):

Angenommen X erfillt die Hunt-Bedingung (H) und L ist gleichmdfig elliptisch in D.
Sei ¢ € C(OD) beschrinkt. Dann gilt fir u(x) = E* ¢(X,,), dass u € C*(D) fiir alle
a <1 und u lost (i) und (ii),.

Beweis:
Wihle eine offene Kugel A CC D. Sei f € C (0A). Dann folgt aus der PDE-Theorie, dass
fiir alle @ < 1 ein @ € C(A) existiert, sodass i [a€ C*T*(A) und

Lu=0 in A
u=f auf 0A.
(Vergleiche dazu Dynkin 1965 II, Seite 226). Also folgt aus | | Bers, John, Schechter

(1964), Theorem 3, Seite 232, dass

lallezso ) < C (1Ll caa) + llleay) < €1 leon)

wobei C' nur von K und L abhingt. Nun 16st & das allgemeine Dirichlet-Problem auf A
fir f € C(0A), sodass nach der Eindeutigkeitsaussage

i(e) = B (Xn) = [ FW)dua(y)

Daraus folgt fiir alle x1, 29 € K

‘/M fW)dpa, (y) — /8A f(y)dum(y)‘ < Clfleoay o1 — z2®

fir alle f € C(OA). Per Approximation folgt dies auch fir f :
partial A — R beschrinkt und messbar.
Wihle nun f = u |ga., so gilt wegen der X-Harmonitizitdt von u

) — (o) = | [ a@diar) = [ 0)di )| < Cllulgon, bor — 22l

woraus u € C*(K) fir alle K cC A CcC D folgt. Nach dem Eindeutigkeitstheorem folgt
nun wegen der X-Harmonitizitdt von u

a(z) = E® f(Xr,) = E" u(Xy,) = u(a),
woraus u € C2T®(A) folgt und letztlich u € C>T*(D). Also gilt 0 = Au = Lu und damit

(7).
Fiir (i7), siehe | |, Theorem 0.4, S. 227 und Theorem 13.3, Seite 32-33. O
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4.4.H. Das stochastische Poisson-Problem

Sei g : D — R messbar. Finde eine Funktion v, sodass gilt
(1)s Av=—gin D,

(1) limyprp, v(Xy) = 0 P¥ —fs. fur alle z € D.

Satz 4.4.49 (Losung fiir das stochastische Poisson-Problem):
Angenommen g : D — R ist eine messbare Funktion mit E* ([7P |9(Xs)|ds) < oo fiir alle
x € D (dies gilt z.B., wenn g beschrinkt und Tp P*-integrierbar ist fir alle x). Dann gilt

i) Bindeutigkeit: Ist v € C*(D) eine beschrinkte Losung von (i)s und (ii)s, so gilt
v(z) =E" (5P g(Xs)ds).

it) Ewistenz: v(x) = E" (fy? g(Xs)ds) lost das stochastische Poisson-Problem.

Beweis:
i) Benutze das Eindeutigkeit fiir das kombinierte Problem mit ¢ = 0.

i7) Sei U offen, sodass x € U CC D. Dann gilt

) —o(@) BT (BN (J7P g(X,)ds)) — BT (J§P g(X,)ds)
E* 1y a E* 17

E*v(X

=: ().

Fir U | x folgt die Konvergenz der linken Seite gegen Av(x). Fiir die rechte Seite
gilt wegen der Markoff-Eigenschaft

_ ET(E ((Jg” 9(Xs)ds) 0 0r; | Fryy))

(*) - E:p U
BT ([7P g(X,)ds) —E7 (JgP g(X,)ds)
a E*
_ ET(fy 9(Xs)ds) via
- OE:E v — _g(x)

aufgrund der Stetigkeit von g. Dabei wurde benutzt, dass ([;” ¢(Xs)ds) 0 6., =
J1P 9(Xs)ds. Also folgt (i)s.

Fiir (i7)s sei (Dg)y eine aufsteigende Folge offener Mengen mit Dy CC D, D =
UR2 Dy, Definiere H(x) :=E* ([;” |9(X)| ds). Wegen der Markoff-Eigenschaft gilt

B (H (X, ) =B ([ 19001 ) 0 0rpne) =B ( [ \g<X5>|) .

Mit Hilfe der dominierten Konvergenz mit ([;” |g(Xs)|ds) als Majorante folgt also

™D

B H(Xopn) =B ([ o] ds) 0

DAt
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fir t T 7p. Sei t,(w) T 7p(w), so gilt
E* (Xy,)) =E* H(X¢, Arp) — 0,n — 00,
sodass ’thl‘ < H(X,) — 0 P*—fs. fir [ — oo, denn H(Xy, ) — 0 fiir eine
Teilfolge (n;); P* —f.s.
O

Wir betrachten das allgemeine Poisson-Problem: Sei g € C(D). Finde ein v € C*(D),
sodass gilt

(i) Lv=—gin D
(i), limg_y zep v(z) = 0 fiir alle reguléren Punkte y € 0D.

Satz 4.4.50 (Eindeutigkeit firr das allgemeine Poisson-Problem):

Angenommen X erfillt die Hunt-Bedingung (H) und g € C(D), sodass fir alle x € D gilt
E* [7P |9(Xs)| ds < oo. Ist v € C*(D) eine Lisung von (i) und (ii),, sodass ein C > 0
mit [v(z)] < C (1 +E® [7P [9(X,)| ds) existiert, so ist v(x) =B [§P g(X;)ds.

Beweis:
Sei (Dy,) eine Folge wie im vorherigen Beweis. Dann gilt mit Hilfe der Dynkin-Formel

E” v(Xop, ) = v(a) +Ex/ " Lo(X,) = o(z) — ]El’/ " G(X,)ds,
0 %/—’(X ) 0
=—g s

dh. v(z) =E*v(X,, ) +E° [77* g(X,)ds. Fiir k — oo gilt

Wegen X, — X, folgt aus (i), v(Xr, ) = 0, falls y € dD reguldr ist. Erneut sind die
irregulédren Punkte semipolar, d.h. nach der Hunt-Bedingung polar, d.h. X, ¢ I P* —fs.
Daraus folgt v(X-, ) — 0 P —f.s. O

Satz 4.4.51 (Existenz fiir das allgemeine Poisson-Problem):
Angenommen L ist gleichmdfsig elliptisch in D. Sei g € C*(D) fir ein o > 0 beschrankt.
Dann ist v(z) = E* []° g(X;)ds € C*(D) und v ldst (i) und (i),

Bewets:
Die Idee ist es, einen Ansatz wie fiir das allgemeine Dirichlet-Problem zu nehmen. Fiir
Details siehe ... O
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A. Nachtrage

Doobs optionaler Stoppsatz fiir zeitdiskrete Martingale benétigt nicht die Voraussetzung,
dass die Stoppzeiten beschriinkt sind, sofern wir von einem Martingal (X ),enu{oc) mit
letztem Element ausgehen. Die Version fiir Submartingale erfordert deutlich mehr Arbeit
- siehe Chung, 1974, Satz 9.3.5.

Lemma A.1:
Ist das Martingal (X,,)n abschliefSbar, d.h. ezistiert ein Xoo mit X, = E(X& | Fn) fur
alle n € N, so gilt fiir beliebige Stoppzeiten a <

E(Xs | Fo) = Xo P—Fs.

Beweis:
1. Schritt: Wir zeigen X, € £!, X3 geht analog. Es gilt

ElXol= > /l{a:n}|Xn|d]P’

neNU{oo} ?Jg—’

. /]l{a:n}|Xoo|d}P’:E|Xoo|<oo
neNU{oco}

nach Voraussetzung.
2. Schritt: Zeige, dass E(Xo | Fo) = Xo P-f.s. Dazu sei A € F,, beliebig. Dann gilt

/Xad]P’: > /]lAm{a:n}XndIP’
A neNU{oo} 7 oy

= Y /IlAm{a:n}Xood]P’:/ XoodP
A

neNU{oco}
3. Schritt: Da o < 3 ist, gilt F, C Fg. Somit ist auch

Xo=E(EXx | Fp) | Fo) =E(Xp | Fa)
———

:X,B

gemif den Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte. O
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